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S�MGELER VE KISALTMALAR L�STES�
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ÖZET 

Anahtar kelimeler: Ba�langıç De�er Problemi, Green Fonksiyonu, Sınır De�er 
Problemi, Sturm-Liouville Problemi, Sturm-Liouville Özde�erleri, Sturm-Liouville 
Özfonksiyonları, Bessel Diferansiyel Denklemi, Legendre Diferansiyel Denklemi, 
Hermite Diferansiyel Denklemi.  

Bu tez 6 bölümden olu�maktadır.  

Birinci bölümde diferansiyel denklemlerin kullanım alanlarından bahsedilerek teze 
giri� yapılmı�tır. Ayrıca Sınır De�er Problemleri ile ilgili yapılan ilk çalı�malardan 
bahsedilmi�tir.  

�kinci bölümde tezde kullanılan temel tanım ve kavramlar verilmi�tir.  

Üçüncü bölümde tek noktalı Sınır De�er Problemleri üzerinde durularak 
çözümlerinin varlı�ı ve tekli�i incelenmi�tir.  

Dördüncü bölümde iki noktalı Sınır De�er Problemleri incelenerek Green fonksiyonu 
ve özellikleri hakkında bilgiler verilmi�tir.  

Be�inci bölümde ise özel bir Sınır De�er Problemi olan Sturm-Liouville Problemi 
üzerinde durulmu�tur. Özellikleri verilerek, özde�erleri ile özfonksiyonları 
incelenmi�tir. Bu problemin özel halleri olan Özel Fonksiyonlardan birkaçı üzerinde 
durulmu�tur. Son olarak da elde edilen verilerle Sturm-Liouville Teoremleri 
ispatlanmı�tır.  

Altıncı bölümde ise tez çalı�masından elde edilen sonuçlar belirtilmi�tir.  
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STUDYING OF BOUNDARY VALUE PROBLEMS 

SUMMARY 

Key Words: Initial Value Problem, Green’s Function, Boundary Value Problem, 
Sturm-Liouville Problem, Sturm-Liouville eigenvalue, Sturm-Liouville 
eigenfunction, Bessel Equation, Legendre Equation, Hermite Equation.  

This thesis is consists of six chapters. 

In the first chapter, it is mentioned about the using areas of differential equations and 
there is an introduction to the thesis. Furthermore, it is discussed about the first study 
of the Boundary Value Problem. 

In the second chapter, main definitions and concepts used in the thesis are given. 

In the third chapter, one-dimensional Boundary Value Problems are examined and 
investigated the uniqueness and existence of the solutions. 

In the fourth chapter, two-dimensional Boundary Value Problems are inspected and 
some properties related with Green’s functions are given.  

In the fifth chapter, a special Boundary Value Problem called Sturm-Liouville 
problem are mentioned. By given the properties of this function, eigenvalue and 
eigenfunction are investigated. Some special functions which related with this 
problem are examined. Finally with these datas Sturm-Liouville theorems are 
proved.  

Finally in the sixth chapter, the results are stated gained through the study of thesis.  
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BÖLÜM 1. G�R��

Bilim ve tekni�in yasaları, matematik diline aktarıldı�ında, birtakım denklemler 

aracılı�ı ile ifade edilir. Cebir, geometri ve analiz statik problemlerin birço�unun 

çözümü için yeterli olmaktadır. Buna kar�ılık, do�adaki olayları tasvir eden yasaların 

büyük bir ço�unlu�u, bir veya daha fazla büyüklü�ün, di�er bir takım büyüklüklere 

göre de�i�im hızlarını içerir. Bu de�i�im hızları matematik olarak türev i�lemi ile 

ifade edilir. Problemler, türev yardımıyla katsayıları de�i�kenlere ba�lı olan adi 

diferansiyel denklemler veya kısmi türevli denklemler �eklinde belirtilir. Bu tipteki 

denklemlerin özelli�i, ara�tırma yapılan bölgede veya bölgenin sınır çizgisinin 

üzerinde katsayıların tekil (singüler) olmasıdır. Yani bölgenin bazı noktalarında 

katsayıların sıfır olması veya belirsizlik halinde bulunmasıdır. Böyle tipteki 

denklemlere dönü�en fiziksel problemlerin analitik çözümlerini bulmak çok zor 

oldu�u gibi bazı durumlarda çözüme ula�makta mümkün de�ildir. Problemin 

zorlu�u, denklemin çözümünün sonsuz seri �eklinde aranmasından 

kaynaklanmaktadır. Bu da denklemin tüm özel durumları için sonsuz serinin 

yakınsaklı�ının ispatlanması ve özde�er fonksiyonlarının ortogonalli�inin 

gösterilmesidir. Ayrıca matematiksel fizik probleminin çözümünün kararlılı�ını 

ispatlamak ve korumak da gerekir.  

Sınır De�er Problemleri, fiziksel birçok alanda problemlerin çözümü için 

kullanılmaktadır. Örne�in klasik mekanik problemleri, elektro manyetik teori, 

kuantum mekani�i, kuantum fizi�i, termodinamik problemleri ve özellikle dalga 

denklemlerinde bu problemlere sıkça rastlanmaktadır.  

Sınır De�er Problemlerinin en önemli sınıfı, Sturm-Liouville Problemleridir. Bu 

problemlerin analizinde, diferansiyel operatörün içerdi�i özfonksiyonlar incelenir. 

Klasik Sturm-Liouville Problemi adını, Jacques Charles François Sturm (1803-1855) 

ve Joseph Liouville (1809-1882) isimli bilim adamlarının çalı�malarından almı�tır. 
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Sınır De�er Problemlerine öncelikle uzun bir süre boyunca Laplace Denkleminin 

harmonik çözümlerini bulmak amacıyla Dirichlet Problemi olarak çalı�ılmı�tır ve 

problemin çözümüne de Dirichlet prensibi adı verilmi�tir.  

Bu ve bunun gibi birçok problemin çözümünde kullanılabilen bu problemin önemi 

dikkate alınarak tezde, Sınır De�er Problemleri, çözümlerin bulunmasında yardımcı 

olarak kullanılan Green Fonksiyonu, özel bir Sınır De�er Problemi olan Sturm-

Liouville Problemleri ve özellikleri incelenerek tek bir kaynakta toplanmı�tır. 
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BÖLÜM 2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR 

Tanım 2.1.

                                ( ) ( ) ( )1 0

p

p p

d d
L a x a x a x

dx dx
= + + +�                                     (2.1) 

operatörü ile birlikte; I  da ( ) 0pa x ≠ ; 0x , I  da sabit bir nokta; 1, , pγ γ�  verilen 

sayılar ve ( )f x , I  da parçalı sürekli bir fonksiyon olsun. x I∈  olmak üzere 

Lu f=  problemine  

                                            ( ) ( ) ( )1
0 1 0, , p

pu x u xγ γ−= =�                                       (2.2) 

ko�ulları altında, 0x  noktası ba�langıç de�erini belirtmek üzere Cauchy problemi

veya ba�langıç de�er problemi denir. [1]

Tanım 2.2. I  aralı�ında tanımlı, sürekli ( ) ( )1 , , nf x f x�  fonksiyonları lineer 

ba�ımlıdır ⇔  Hepsi aynı anda sıfır olmayan 1, , nc c�  sabitleri için  

                                        ( ) ( )1 1 0n nc f x c f x+ + ≡�                                                (2.3) 

e�itli�i vardır. Yani bu n  fonksiyonun herhangi birisi di�erlerinin lineer 

kombinasyonu olarak ifade edilebilirse bu fonksiyonlar lineer ba�ımlıdır denir, (2.3) 

e�itli�inde 1 0nc c= = =�  ise bu fonksiyonlar lineer ba�ımsızdır denir. [1]  

Tanım 2.3. 1, , nf f� , ( )1 .n −  mertebeye kadar sürekli türevlere sahip, x

de�i�kenine ba�lı fonksiyonlar olmak üzere bu fonksiyonların Wronskianı,  
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                          ( )

( ) ( ) ( )

1 2

' ' '
1 2

1

1 1 1
1 2

, , ;

n

n

n

n n n
n

f f f

f f f
W f f x

f f f− − −

=

�

�
�

� � �

�

                                (2.4) 

�eklindedir. Özel olarak 1f  ve 2f  fonksiyonlarının Wronskianı, 

                                ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' '
1 2 1 2 1 2, ;W f f x f x f x f x f x= −                                 (2.5) 

�eklindedir. E�er I  aralı�ında 1, , nf f�  lineer ba�ımlı ise Wronskianları sıfırdır. [1]

Tanım 2.4. 1, , pu u� , 0Lu =  homojen denkleminin çözümleri olmak üzere  

                                    ( ) ( )
1, , ; m x

pW u u x Ce−=� , x I∈                                           (2.6) 

�eklindedir. Burada C , sabit; ( )m x  ise '
1p pm a a−=  denkleminin bir özel 

çözümüdür. (2.6) ifadesine, Wronskian için Abel formülü adı verilir. 2p =  ve L

operatörü self adjoint ise '
2 1a a=  dir. Buradan (2.6),  

                                        ( )
( )1 2

2

, ;
C

W u u x
a x

= , x I∈                                             (2.7) 

formuna dönü�ür.  

(2.6) ve (2.7) formüllerinin ikisinde de C  sabiti, Wronskianda kullanılan { }ku

çözümleri ile belirlenir. Farklı çözümler, farklı C  sabitleri olu�turur. Özel olarak 

1, , pu u�  lineer ba�ımlı ise 0W =  dolayısıyla 0C =  dır. [1] 
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Tanım 2.5. Süperpozisyon Prensibi 

( )1u x  fonksiyonu ( ){ }1 1 1; ,f x α β  ba�langıç de�er probleminin, ( )2u x  fonksiyonu 

ise ( ){ }2 2 2; ,f x α β  ba�langıç de�er probleminin çözümleri ise ( ) ( )1 2Au x Bu x+

fonksiyonu da ( ) ( ){ }1 2 1 2 1 2; ,Af x Bf x A B A Bα α β β+ + + ba�langıç de�er problemin 

çözümüdür. [1] 

Tanım 2.6. 

                                     ( )
0,

1,

x
H x

x

ξ
ξ

ξ

≥�
− = �

<�

�eklindeki fonksiyona Heaviside fonksiyonu denir. [1] 

Tanım 2.7.  

                 ( ) ( ) ( ) ( )'' '
2 1 0 ,Lu a x u a x u a x u f x= + + = a x b< <                            (2.8) 

diferansiyel denklemi ele alınsın. Burada 0,1, 2i =  olmak üzere ( )ia x  katsayıları 

a x b≤ ≤  aralı�ında sürekli ve ( )2 0a x ≠  olup ( )f x , a x b< <  aralı�ında parçalı 

süreklidir. ( )u x  , 

                  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

' '
1 11 12 11 12 1

' '
2 21 22 21 22 2

B u u a u a u b u b

B u u a u a u b u b

α α β β γ

α α β β γ

�= + + + = �
�

= + + + = ��
                            (2.9) 

sınır �artlarını sa�layan çözüm; ( )11 12 11 12, , ,α α β β  ve ( )21 22 21 22, , ,α α β β  vektörleri 

lineer ba�ımsız olmak üzere (2.8) denklemine (2.9) sınır �artları ile birlikte bir sınır 

de�er problemi denir.  
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        11 12 21 22 0β β α α= = = =  ise aralı�ın biti� noktalarındaki   

                                       ( ) ( )'
1 11 12 1B u u a u aα α γ= + =

                                       ( ) ( )'
2 21 22 2B u u b u bβ β γ= + =

ayrı�mı� sınır �artları elde edilir. 

        12 11 12 21 21 22 0α β β α β β= = = = = = , 11 1α = , 22 1α =  ise 

                                           ( ) 1u a γ= , ( )'
2u a γ=

ba�langıç �artları elde edilir.  

Süper pozisyon prensibi, (2.8)-(2.9) probleminin çözümlerinde kullanılırsa: u , 

{ }1 2; ,f γ γ  sınır de�er probleminin çözümü; U , { }1 2; ,F τ τ  sınır de�er probleminin 

çözümü olmak üzere Au BU+ , { }1 1 2 2; ,Af BF A B A Bγ τ γ τ+ + +  sınır de�er 

probleminin çözümüdür. u  ve v , { }1 2; ,f γ γ  sınır de�er probleminin çözümleri ise 

u v− , homojen sınır de�er problemini sa�lar. Homojen sınır de�er probleminin 

sadece 0u =  a�ikâr çözümü varsa, { }1 2; ,f γ γ  probleminin ancak bir çözümü vardır; 

a�ikâr olmayan bir çözümü varsa, , { }1 2; ,f γ γ  probleminin ya çözümü yoktur ya da 

birden fazla çözümü vardır. [1] 

Tanım 2.8. ( )1u x  ve ( )2u x M  kümesi üzerinde olmak üzere herhangi bir α  ve β

sabitleri için ( ) ( )1 2u x u xα β+  de M  kümesi üzerinde ise M  bir lineer manifolddur

denir. [1] 

Tanım 2.9. ( ) ( ) ( )1 0
p

pL a x D a x D a x= + + +�  lineer operatörü a x b≤ ≤

aralı�ında tanımlı olmak üzere 
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                           ( ) '
1 0 ,p

pLu a u a u a u f= + + + =� a x b< <                                (2.10)  

probleminine 

                ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 11 1 11 1 1,

p p
p pB u u a u a u b u bα α β β γ− −= + + + + + =� �

                       �                                                                                                       (2.11) 

               ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1

p p
p p pp p pp pB u u a u a u b u bα α β β γ− −= + + + + + =� �

sınır �artları ile beraber p.mertebeden bir sınır de�er problemi denir. Burada 

1, ,i p= �  olmak üzere ( ) p
ia x C∈  ve ( )11 1 11 1, , , , , ,p pα α β β� � � ,  

( )1 1, , , , ,p pp p ppα α β β� �  lineer ba�ımsızdır. L  diferansiyel operatörüdür ve 

1, , pB B�  sabittir. 0f = , 1 0pγ γ= = =�  durumunda probleme homojen problem

denir. Homojen problem sadece a�ikar çözüme sahipse, (2.10)-(2.11) probleminin en 

çok bir çözümü vardır; a�ikar olmayan bir çözüme sahipse, bu durumda problemin ya 

çözümü yoktur ya da birden fazla çözümü vardır. [1]

Tanım 2.10. p  boyutlu pR  uzayının iki vektörü w  ve z  olmak üzere 

                                            
1

,
p

i i
i

w z w z
=

=�

reel sayısına w  ve z  vektörlerinin iç çarpımları denir. , 0w z =  ise iki vektör 

ortogonaldir. Ayrıca 
22 2

1, pw w w w w= + + =�  dir. Tüm z  vektörleri için 

, 0w z =  ise w  sıfır vektörüdür. [1] 

Tanım 2.11. M , ( )pR k p≤  de k  boyutlu lineer bir manifold olmak üzere buradaki  

M  ye dik olan vektörlerin kümesine M  nin ortogonal tümleyeni denir ve M ⊥  ile 

gösterilir. [1]
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Tanım 2.12. pR  de v M∈ , w M ⊥∈  ve , 0v w =  olmak üzere 

                              
2 2 2

u v w u v w= + 	 = +  (Pisagor Teoremi)  

dir. v  vektörü M  de u  vektörünün bir izdü�ümüdür. [1]

Tanım 2.13. λ  bir reel (veya karma�ık) parametre olmak üzere 

                                   ( ) ( ) ( ) 0,
d du

p x q x u x u a x b
dx dx

λρ

 �

− + = ≤ ≤� 
� �

         (2.12) 

�eklindeki diferansiyel denklem ele alınsın. L  diferansiyel operatörü 

                                        [ ] ( ) ( )
d du

L u p x q x u
dx dx


 �
= − +� 

� �
                                 (2.13a) 

olarak tanımlanırsa, (2.12) denklemi bu operatör yardımıyla 

                                              [ ] ( ) 0L u x uλρ− =                                                 (2.13b) 

biçiminde de yazılabilir. Burada λ  sayısına spektral parametre, ( )xρ  fonksiyonuna 

potansiyel fonksiyon denir. [1]

Tanım 2.14. (2.13a,b) denklemlerinin   

                                      
( ) ( )

( ) ( )

'
1 11 12

'
2 21 22

0

0

B u u a u a

B u u b u b

α α

β β

�= + = �
�

= + = ��
                                         (2.14) 

sınır ko�ullarını sa�layan çözümünün bulunmasına Sturm-Liouville sınır de�er 

problemi denir. Burada 11,α 12 ,α 21,β 22β  reel sabitler olup 2 2
11 12 0α α+ ≠  ve 

2 2
21 22 0β β+ ≠  dır. Özel olarak, 
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a) 12 22 0α β= =  için (2.14) denklemleri 

                                                       ( ) ( ) 0u a u b= =

ile tanımlı Dirichlet ko�uluna, 

b) 11 21 0α β= =  için 

                                                        ( ) ( )' ' 0u a u b= =

ile tanımlı Neumann sınır ko�uluna indirgenmektedir. [8] 

Tanım 2.15. (2.12) ifadesi, λ  spektral parametresine ba�lı bir denklem ailesidir. 

( ) 0u x =  fonksiyonu λ  parametresinin her bir de�erinde denklemi ve verilmi� sınır 

�artlarını sa�ladı�ından a�ikar bir çözümdür. E�er bu homojen denklemin, λ

parametresinin herhangi bir de�erinde (2.14) homojen sınır ko�ullarını sa�layan 

a�ikâr çözümden ba�ka bir çözümü varsa, λ  parametresinin bu de�erine verilmi�

sınır de�er probleminin özde�eri denir. Bu özde�ere kar�ılık gelen çözüme ise 

problemin özfonksiyonu denir. Özde�erlerin olu�turdu�u kümeye de, verilmi� sınır 

de�er probleminin spektrumu adı verilir. [8]

Tanım 2.16. ( ) 0xρ > , ( )u x  ve ( )v x  fonksiyonları [ ],x a b∈  aralı�ında tanımlı ve 

sürekli fonksiyonlar olmak üzere 

                                      ( ) ( ) ( ),
b

a

u v x u x v x dx
ρ

ρ= �

büyüklü�üne ( )u x  ve ( )v x  fonksiyonlarının ( )xρ  a�ırlık fonksiyonuna göre skaler 

çarpımı denir. [8]
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Tanım 2.17. Tanım 2.16 da ( ) ( )u x v x=  oldu�unda 

                                        ( ) ( )

1

2
2

b

a

u x u x dx
ρ

ρ
� �

= � �
� �
�

sayısına ( )u x  in ( )xρ  fonksiyonuna göre normu denir. [8]

Tanım 2.18. Tanım 2.16 da ( ) 1xρ ≡  özel hali için 

                                         ( ) ( ),
b

a

u v u x v x dx= �

ifadesine ( )u x  ve ( )v x  fonksiyonlarının sadece skaler çarpımı denir. E�er 

, 0u v =  ise o halde ( )u x  ve ( )v x  fonksiyonları ( ),a b  aralı�ında birbirine diktir

denir. [8] 

Tanım 2.19. a x b≤ ≤  aralı�ında kompleks de�erli iki fonksiyon ( )f x  ve ( )g x

olmak üzere iç çarpımları 

                                              ( ) ( ),
b

a

f g f x g x dx= �                                           (2.15) 

�eklindedir. Burada ( )g x , ( )g x  fonksiyonunun e�leni�idir. [2]

Tanım 2.20. Reel de�i�kenli ( )u x  fonksiyonu, bir h  kom�ulu�unda ( )x h−  nin 

kuvvetlerine göre Taylor serisine açılabiliyorsa bu fonksiyon h  de analitiktir denir. 

Bir ( ),a b  aralı�ının her noktasında analitik olan bir fonksiyon o aralıkta analitiktir

denir.  
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Karma�ık de�i�kenli ve tek de�erli bir u  fonksiyonu, D  bölgesinin ancak bazı 

noktaları hariç di�er noktalarında türevlenebiliyorsa, bu fonksiyon D  bölgesinde 

analitiktir denir. E�er bu fonksiyon D  bölgesinin bütün noktalarında 

türevlenebiliyorsa buna düzgün analitik fonksiyon denir. Örne�in, 

                                                       ( )
1

1

z
u z

z

+
=

−

fonksiyonu, 1z =  noktası hariç her yerde analitiktir. [9]

Tanım 2.21. ( ) ( )'' ' 0u p x u q x u+ + =  denkleminde ( )p x  ve ( )q x  fonksiyonları 0x

noktasında analitik de�il ise bu noktaya denklemin singüler noktası denir. [10]

Tanım 2.22. A�a�ıdaki ko�ulları sa�layan (2.12)-(2.13) Sturm-Liouville problemine 

regüler Sturm-Liouville sınır de�er problemi adı verilir: 

a) ( ) 0p x > , ( ) 0xρ > , [ ],x a b∈ , 

b) ( )'p x , [ ],a b  aralı�ında süreklidir, 

c) ( )q x  ve ( )xρ  fonksiyonları [ ],a b  aralı�ında süreklidir, 

d) a b−∞ < < < ∞

Bu ko�ullardan herhangi biri bozuldu�unda, singüler Sturm-Liouville sınır de�er 

problemi ortaya çıkar. [8]

Tanım 2.23. Bir özde�ere kar�ılık gelen tüm özfonksiyonlar birbirinin skaler çarpımı 

ise, bu özde�ere basittir denir. [4]

Tanım 2.24. ( ), ;G x ξ λ  fonksiyonuna Sturm-Liouville probleminin Green 

fonksiyonu denir. [8]
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Tanım 2.25.  

                      [ ]( ) ( ) ( ) ( ) 0
d du

L u x p x q x u x u a x b
dx dx

λρ
� �

= + + = < <� �� �
      (2.16) 

diferansiyel denklemini  

                                                 
( ) ( )

( ) ( )

'
11 12

'
21 22

0

0

u a u a

u b u b

α α

β β

+ =

+ =
                                          (2.17) 

sınır �artları ile birlikte ele alınsın.  

(a) ( )lim 0
x a

p x
+→

=  veya ( )lim 0
x b

p x
−→

=  dır. 

(b) ( )p x , ( )q x  veya ( )xρ  fonksiyonlarından herhangi biri x a→  veya x b→

durumunda sınırsızdır.  

(c) ( ),a b  aralı�ı sınırsızdır. ( ) ( ) ( )( ), , , , ,a b∞ −∞ −∞ ∞

Bu �artlardan en az birini sa�layan (2.16)-(2.17) problemine singüler Sturm-Liouville 

problemi denir. [4]

Tanım 2.26. (2.16) denkleminde ( )p x x= , ( ) 2q x xυ= − , ( )x xρ =  ve 0a =

alınarak elde edilen  

                                           ( )
2

'' 0xu x u
x

υ
λ

 �

+ − =� 
� �

                                             (2.18)

veya 

                                           
2

'' '

2

1
0u u u

x x

υ
λ

 �

+ + − =� 
� �

                                           (2.19) 
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diferansiyel denklemine Bessel Diferansiyel Denklemi denir. Burada υ  bir sayı, λ

ise spektral parametredir. [4] 

Tanım 2.27. ( )J xυ  fonksiyonuna birinici tipten ve υ  ‘üncü mertebeden Bessel 

fonksiyonu denir. [4]

Tanım 2.28. ( )kY x  fonksiyonuna ikinci tipten ve k ’ıncı mertebeden Bessel 

fonksiyonu veya Weber fonksiyonu denir. Genel halde, keyfi υ  de�erleri için Weber 

fonksiyonları 

                                       ( )
( ) ( )cos

sin

J x J x
Y x υ υ

υ

υπ

υπ
−−

=

olarak tanımlanmaktadır. [4]

Tanım 2.29. (2.16) denkleminde ( ) 21p x x= − , ( ) 1xρ = , ( ) 0q x = , 1a = −  ve 1b =

alınarak elde edilen 

                                                 ( )
'

2 '1 0x u uλ� �− + =� �                                            (2.20) 

veya 

                                         '' '

2 2

2
0

1 1

x
u u u

x x

λ
− + =

− −
                                            (2.21) 

denklemine Legendre Diferansiyel Denklemi, bu denklemin çözümlerine ise 

Legendre fonksiyonları denir. [4]

Tanım 2.30. (2.16) denkleminde ( )
2xp x e−= , ( ) 0q x ≡ , ( )

2xx eρ −= , a = −∞  ve 

b = ∞  alınarak elde edilen 
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                                             ( )2 2'
' 0x xe u e uλ− −+ =                                                 (2.22) 

veya 

                                               '' '2 0,u xu u xλ− + = − ∞ < < ∞                   (2.23) 

denklemine Hermite Diferansiyel Denklemi denir. 

                                               ( )
2

lim 0x

x
e u x−

→±∞
=                                                     (2.24) 

sınır ko�ulları altında ( ) 0p x ≠  olmasına ra�men geçerli oldu�u aralık sonsuz 

oldu�undan problem singüler bir Sturm-Liouville problemidir. (2.23) denkleminin 

(2.24) ko�ullarını sa�layan çözümlerine Hermite fonksiyonları denir. [4]

Tanım 2.31. 2n
na =  alınarak elde edilen ( )nH x  polinomlarına Hermite polinomları

denir. [4]

Tanım 2.32. Bir fonksiyonun [ ),a ∞  aralı�ında sonsuz sayıda kökü varsa, bu 

fonksiyona salınımlıdır denir. [4]

Teorem 2.1. Lineer Sistemler için Varlık ve Teklik Teoremi 

( ) ( )ijA t a t� �= � � , n n×  tipindeki bir matris fonksiyonu ve ( )0 ,t a b∈  olmak üzere 

( )f t  vektörel bir fonksiyon olsun. Herhangi bir 0x  ba�langıç vektörü için ( ),a b

aralı�ında  

                                          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )'
0 0,X t A t X t f t x t x= + =

ba�langıç de�er probleminin tek çözümü vardır. [4]
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Teorem 2.2. Rolle Teoremi  

[ ]: ,f a b R→  fonksiyonu sürekli ve ( ),x a b∀ ∈  noktasında türevlenebilir olsun. 

E�er ( ) ( )f a f b=  ise ( ),a b  aralı�ında ( )' 0f c =  olacak �ekilde en az bir c  noktası 

vardır. [7]

Teorem 2.3. Bolzano-Weierstrass Teoremi  

Her sınırlı reel sayı dizisinin en az bir yakınsak alt dizisi vardır. [7]

Teorem 2.4. Leibniz Formülü  

f  ve g  fonksiyonları bir A R⊂  cümlesi üzerinde .n  mertebeden türevlenebilen 

fonksiyonlar ise f g⋅  fonksiyonu da .n  mertebeden türevlenebilirdir ve  

                                  ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

n
n k n k

k

n
f g x f x g x

k
−

=


 �
⋅ = � 

� �
�

�eklindedir. [7]

Teorem 2.5.  

                             ,Lu f= a x b< < ; 1 1, , p pB u B uγ γ= =�                                (2.25) 

olmak üzere (2.10)-(2.11) sınır de�er problemi ele alınsın. (2.11) tipindeki sınır 

�artları ile birlikte   

                              0,Lu = a x b< < ; 1 0, , 0pB u B u= =�                                   (2.26) 

homojen probleminin sadece a�ikar çözümü varsa, (2.25) probleminin tek çözümü 

vardır. (2.26) problemi a�ikar olmayan çözümlere sahip ise, (2.25) özel bir tip 

olmadıkça çözümü yoktur.  
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                              0,L v∗ = a x b< < ; 1 0, , 0pB v B v∗ ∗= =�                                   (2.27) 

ise bu problemin adjoint homojen problemidir. [1]

Teorem 2.6. n  bilinmeyenli m  lineer denklemler için: m n>  ise denklem 

sisteminin çözümü yoktur; m n<  ise denklem sisteminin sonsuz çözümü, m n=  ise 

denklem sisteminin tek çözümü vardır. E�er denklem sisteminin katsayılar 

determinantı sıfır ise ya çözüm yoktur ya da sonsuz çözüm vardır.  

n  bilinmeyenli m  denklem kümesi 

                                       
1

n

ij j i
j

a u f
=

=� , 1, ,i m= �                                                (2.28a) 

�eklinde yada 

                                                  Au f=                                                               (2.28b) 

�eklinde tek bir denklem olarak yazılabilir. Burada A , ( )ija  katsayılarının m n×

tipinde bir matrisi; ( )1, , mf f f= � m  boyutlu, ( )1, , nu u u= � n  boyutlu birer 

vektördür. A  matrisinin elemanları ve f  vektörünün bile�enleri reel sayılar olarak 

alındı�ından u  çözümünün bile�enleri de reeldir. Böylece mf R∈ , nu R∈  olmak 

üzere 

                                                : n mA R R→

lineer bir dönü�ümdür.  

(2.28a,b) incelendi�inde nu R∈  ise mAu R∈  dir ve mv R∈  için 
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        *

1 1 1 1 1 1

, ,
m n n m n m

i ij j j ij i j ji jm n
i j j i i j

Au v v a u u a v u a v u A v
= = = = = =


 � 
 �
= = = =�  � 

� � � �
� � � � � �

elde edilir. Burada *A , *
ij jia a=  ile n m×  tipinde bir adjoint matristir. Böylece *A , 

A  matrisinin satır ve sütunlarının yer de�i�mesi ile olu�mu�tur. * : m nA R R→  , 

m n=  ve ij jia a=  ise matris simetriktir ve *A A=  dır. 

(2.28a,b), iki problemi aynı anda içermektedir: 

                                      0Au =  (homojen denklem)                                            (2.29) 

                                     * 0A u =  (adjoint homojen denklem)                                (2.30) 

(2.29), (2.30) denkleminin 0f =  alınmı� halidir. A  karesel bir matris ise (2.29) ve 

(2.30) aynı anlama gelir. 

(2.28) denkleminin bir pu  çözümü bulunursa, hu  (2.29) denkleminin çözümü olmak 

üzere genel çözüm p hu u u= + �eklindedir. (2.29) in sadece sıfır çözümü varsa, 

(2.28) tek çözüme sahip olur. [1] 

Teorem 2.7. ( ),k x ξ , ,a x b< < a bξ< <  karesel bölgesinde tanımlı reel de�erli bir 

fonksiyon olsun.  

                           ( ) ( ) ( ) ( ), ,
b

a

k x u d u x f xξ ξ ξ − =� a x b< <                               (2.31) 

homojen olmayan integral denklemine kar�ılık gelen homojen denklem, 

                              ( ) ( ) ( ), 0,
b

a

k x u d u xξ ξ ξ − =� a x b< <                                   (2.32) 

ve adjoint homojen denklem, 
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                               ( ) ( ) ( ), 0,
b

a

k x v d v xξ ξ ξ − =� a x b< <                                  (2.33) 

ele alınsın.   

(a) (2.32) probleminin sadece a�ikar çözümü varsa, (2.33) ve (2.31) 

problemlerinin tek çözümü vardır.  

(b) (2.32) probleminin a�ikar olmayan çözümleri varsa, (2.33) ve (2.31) 

problemlerinin çözümü vardır ⇔  (2.33) probleminin çözümü olan her v

fonksiyonu, 

  

                                                ( ) ( ) 0
b

a

f x v x dx =�

e�itli�ini sa�lar. [1] 

Teorem 2.8. Homojen sınır �artları ile (2.25) problemi ele alınsın;  

                               ,Lu f= a x b< < ; 1 0pB u B u= = =�                                  (2.34) 

(a) (2.26) homojen probleminin sadece a�ikar çözümü varsa, (2.27) adjoint 

homojen probleminin ve (2.34) probleminin tek çözümü vardır.  

(b) (2.26) probleminin k  ba�ımsız çözümü varsa, (2.27) probleminin de k

ba�ımsız çözümü vardır. Buradan (2.34) probleminin çözümü vardır ⇔

( ) ( )1 0
b b k

a a
fv dx fv dx= = =� ��  e�itli�i sa�lanır. Burada ( ) ( )( )1 , , kv v� , (2.27) 

probleminin çözümlerinin kümesidir. Ko�ullar sa�lanırsa, (2.34) probleminin 

genel çözümü ( )
1

k i

ii
u c u

=
+��  olarak bulunur. Burada u� , (2.34) probleminin 

özel bir çözümü; { }ic , keyfi sabitler ve ( ) ( )1 , , ku u� , (2.26) probleminin lineer 

ba�ımsız çözümleridir. [1] 
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Teorem 2.9. Strum-Liouville Özde�erleri 

(2.12) denklemindeki ( )p x , ( )'p x , ( )q x  ve ( )xρ  fonksiyonları [ ],a b  aralı�ında 

sürekli ve [ ],a b  aralı�ının her noktasında ( ) 0p x >  ve ( ) 0xρ >  olsun. Bu durumda 

(2.12)-(2.14) Strum-Liouville probleminin özde�erleri, artan 

                                 1 2 3 1n nλ λ λ λ λ−< < < < < <� �                                           (2.35) 

reel sayı dizisini olu�turmaktadır ve  

                                               lim n
n

λ
→∞

= +∞                                                             (2.36) 

�eklindedir. Her nλ  özde�erine, sabit katlar hariç, yalnız bir ( )nu x  özfonksiyonu 

kar�ılık gelir. Ayrıca, her [ ],x a b∈  için ( ) 0q x ≥  ve (2.14) ko�ullarındaki 11,α 12 ,α

21,β 22β  katsayıları negatif de�il ise tüm özde�erler de negatif de�ildir. [6]

Tanım 2.33. (2.12)-(2.14) Sturm-Liouville probleminin özde�erleri teorem 2.9 gibi 

sıralansın. nλ  özde�erine kar�ılık gelen ( )nu x  özfonksiyonu, bir çarpımsal sabit ile 

hesaplanabilir. Her bir özfonksiyonun, çarpılaca�ı keyfi sabit  

                                              ( ) ( )2 1
b

n

a

u x x dxρ =�       1, 2,n = �

�artını sa�lamalıdır. Bu �arta normalle�tirme �artı denir. [2]

Teorem 2.10. Fredholm Alternatifi

(2.28a,b) denkleminin çözüm veya çözümlerinin var olması için gerek ve yeter �art 

(2.30) denklemini sa�layan her v  için  
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                                                          , 0
m

f v =    

olmasıdır. [1] 

�spat.  

)	  Kabul edelim ki (2.28a,b) denkleminin bir çözümü var olsun. O halde bir u

çözümü için f Au=  olur ve *, , ,
m m n

f v Au v u A v= = �eklindedir. Böylece 

(2.30) denklemini sa�layan her v  çözümü için , 0
m

f v =  elde edilir.  

)⇐  (2.30) denklemini sa�layan her v  için , 0
m

f v =  olsun. f  vektörünün A

aralı�ında AR  nın bir elemanı olup olmadı�ı incelensin. AR  bir lineer manifold 

oldu�undan f  vektörü, Ah R∈  ve Ah R⊥ ⊥∈  olmak üzere h h⊥+  olarak ayrılabilir. 

h⊥  vektörü sadece h  vektörüne de�il, AR  nın bütün elemanlarına ortogonaldir: her 

nu R∈  için *0 , ,
m n

Au h u A h⊥ ⊥= =  ve buradan * 0A h⊥ =  olur. Böylece h⊥
, (2.30) 

denkleminin bir çözümüdür. Kabulden f h h⊥= +  vektörü de h⊥  vektörüne 

ortogonal olur. h , h⊥  vektörüne ortogonal oldu�undan dolayı h⊥  kendisine 

ortogonaldir. Yani 0h⊥ =  ve Af R∈ elde edilir.  

Tanım 2.34. n n×  tipindeki bir A  matrisi için öncelikle det 0A ≠  regüler durumu 

ele alınsın. Bu durumda *det 0A ≠  olur ve (2.29) ile (2.30) denklemleri sadece sıfır 

çözüme sahip olurlar. Böylece herhangi bir f  vektörü için (2.28a,b) denklemlerinin, 

1u A f−= �eklinde bir çözümü vardır. Buradaki 1A− , A  matrisinin ters matrisidir. Bu 

matrise Green matrisi denir.  

det 0A =  singüler durumunda ise, A  matrisinin satırları arasında lineer ba�ımlılık 

vardır. E�er lineer ba�ımlı elemanlar f  vektöründe ise (2.28a,b) denkleminin 

çözümü vardır. 0f =  ise (2.29) homojen problemi, ço�u durumda sıfır çözümü 

olmasıyla birlikte, her zaman çözülebilir. (2.29) denkleminin ( )k n≤  ba�ımsız 
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çözümü varsa A  matrisi, k  boyutlu bir sıfır uzayı adını alır. A  dan farklı bir sıfır 

uzayına sahip olmasına ra�men *A  için de aynı durum geçerlidir. (2.30) denkleminin 

k  ba�ımsız çözümlerinin kümesi ( ) ( )1 , , kv v� , (2.29) denkleminin k  ba�ımsız 

çözümlerinin kümesi ( ) ( )1 , , ku u�  olmak üzere f  vektörü, 1, ,i k= �  için 

( ), 0if v = �artlarını sa�larsa (2.28a,b) denklemlerinin genel çözümü 

                                                 ( )

1

k
i

p i
i

u u c u
=

= +�      

olur. Burada pu , (2.28a,b) denkleminin özel bir çözümüdür. [1] 

Teorem 2.11. �ntegral Hesabının Birinci Ortalama De�er Teoremi

f  ve g , [ ],a b  aralı�ında tanımlı ve g  ile fg  bu aralıkta integrallenebilir olsun. g , 

[ ],a b  üzerinde her yerde aynı i�aretli ve f  sınırlı ise [ ]inf ,supf f  aralı�ında öyle 

bir k  sabiti vardır ki 

                                               ( ) ( ) ( )
b b

a a

f x g x dx k g x dx=� �

dır. E�er f  fonksiyonu [ ],a b  de sürekli ise [ ],a b  aralı�ındaki en az bir 0x  noktası 

için 

                                          ( ) ( ) ( ) ( )0

b b

a a

f x g x dx f x g x dx=� �

olur. [7]



�

�

BÖLÜM 3. TEK NOKTALI SINIR DE�ER PROBLEMLER�

Bu bölümde Lu f=  diferansiyel denkleminin x  ekseni üzerinde bulunan bir I

aralı�ındaki çözümlerine de�inilecektir. L , (2.1) �eklinde lineer, .p  mertebeden adi 

diferansiyel operatör olup 1, ,k p= � olmak üzere ( ){ }ka x  katsayıları I  da sürekli, 

( ) 0pa x ≠  ve x  noktası ( )pa x  in bir singüler noktasıdır. Homojen olmayan ( )f x

fonksiyonunun aynı aralık üzerinde parçalı sürekli oldu�u kabul edilirse Lu f=

denkleminin bir çözümü olarak ( )1 .p −  mertebeden sürekli, .p  mertebeden parçalı 

sürekli türevlere sahip ve f  fonksiyonunun bütün noktalarında sürekli olan bir ( )u x

fonksiyonu alınabilir.  

Teorem 3.1. Lineer Denklemler için Varlık ve Teklik Teoremi  

L ,  (2.1) tipinde bir operatör; I  da ( ) 0pa x ≠ ; 0x , I  da sabit bir nokta; 1, , pγ γ�

verilen sayılar ve ( )f x , I  da parçalı sürekli bir fonksiyon olsun. x I∈  olmak üzere 

Lu f=  ba�langıç de�er probleminin (2.2) ko�ulları altında tek çözümü vardır.  

�spat. 1y u= , '
2y u= , � , ( )1n

ny u −=  olsun. Ba�langıç de�er problemi 

                            

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

'
1 0 2 0 1 0

'
0 0 1 21

1

'
0 1 0 1 0 0 0 0 0

,

,p p pp

p p

p p p

y x y x y x u

y x y x y x u

y x u

y x a x y x a x y x f x

− −−

−

−

= =

= =

=

= − − − +

�

�

            (3.1) 
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sistemine indirgenir. (3.1) sistemini matris formunda ( ) ( ) ( ) ( )'
0 0 0 0y x A x y x g x= +

�eklinde kısaltılırsa, ( )0A x  katsayısı ( ) ( )0 0 1 0, , ,0pa x a x−− −�  veya 1; ( )0g x

fonksiyonu ise 0  veya ( )0f x  olarak bulunur. ( ) ( )0 0 1 0, , na x a x−�  ve ( )0f x , ( ),a b

aralı�ında sürekli ise ( )0A x  katsayısı ve ( )0g x  fonksiyonu da süreklidir. Böylece 

teorem 2.1 in sonucu olarak, ba�langıç de�er probleminin ( ),a b  aralı�ında tek 

çözümü vardır. (3.1) sistemi de ba�langıç de�er problemine e�it oldu�undan,      

(2.1)-(2.2) denklem sisteminin de ( ),a b  aralı�ında tek çözümü vardır.  

0Lu =  homojen probleminin ( ) ( ) ( )1
0 0 0pu x u x−= = =�  homojen sınır �artları 

altındaki tek çözümü 0u ≡ �eklindedir.  

Teorem 3.2. 1, , pu u� , 0Lu =  probleminin çözümleri olmak üzere bu çözümlerin 

lineer ba�ımlı olması için gerek ve yeter �art 0x I∈  noktasında Wronskianlarının 

sıfır olmasıdır.  

�spat. 1, , ,pu u� I  üzerinde lineer ba�ımlı ise biri di�erinin katı olarak yazılabilir.  

Determinantın herhangi iki satırı, bir di�erinin sabit katı olarak yazılmı� oldu�unda 

de�eri sıfır olur. Dolayısıyla da 0W =  bulunur.  Tersine  ( )1 0, , ; 0pW u u x =�  ise 

                                         ( ) ( )1 1 0 0 0,p pc u x c u x+ + =�

                                                          �

                                    ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1 1 0 0 0p p

p pc u x c u x− −+ + =�

oldu�undan ( )1, , pc c�  a�ikar olmayan çözümlerin varlı�ı için gerek ve yeter �art 

elde edilir. Buradan ( ) ( ) ( )1 1 p pU x c u x c u x= + +� �eklindedir ve U , homojen 

diferansiyel denklemin ( ) ( ) ( ) ( )1'
0 0 0 0pU x U x U x−= = = =�  ba�langıç �artlarını 

sa�layan çözümüdür. Teorem 3.1 den dolayı 0U ≡  olup ( ) ( ){ }1 , , pu x u x�  kümesi 

lineer ba�ımlı olmu� olur.  
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Teorem 3.3. ( ) ( )1 , , pu x u x� , ba�langıç de�er probleminin { }
0

0;1,0,0, ,0
x

� , 

{ }
0

0;0,1,0, ,0
x

� ,…, { }
0

0;0,0,0, ,1
x

�   �artlarını sa�layan çözümleri olsunlar. Bu 

durumda ( )1, , pu u�  kümesi lineer ba�ımsızdır ve homojen denklemin her çözümü, 

1, , pc c�  sabitleri yardımı ile 1 1 p pu c u c u= + +� �eklinde yazılabilir.  

�spat. ( )1 0, , ; 1 0pW u u x = ≠�  oldu�undan ( )1, , pu u�  kümesi lineer ba�ımsızdır. 

Buradan,  

                                  ( ) ( ) ( )1 1 0 0 0p pa u x a u x u x+ + =�

                                                    �

                             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1 1 0 0 0

p p p
p pa u x a u x u x− − −+ + =�

yazılabilir. Burada , 1, , pa a�  bilinmeyenlerdir. Wronskian sıfırdan farklı oldu�u için 

katsayılar determinantı da sıfır de�ildir ve denklem sisteminin tek çözümü vardır.  

Yukarıdaki sistemde 1 1, , p pa c a c= =�  alınırsa, 

                               ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 p pu x c u x c u x c u x= + + +�

elde edilir. 

0Lu =  denkleminin herhangi p  ba�ımsız çözümleri bu denklemin bir bazıdır. 

0 0x = , 1 cosu x= , 2 sinu x=  alınarak '' 0u u+ =  denkleminin { }cos ,sinx x  bazı elde 

edilebilir. Ayrıca ( )1 cos sinv x x x= +  ve ( )2 2cos 3sinv x x x= −  fonksiyonları da bu 

denklem için bir ba�ka baz olu�turur.  

x−∞ < < ∞  aralı�ında ( ) 0pa x ≠ ; ( )u xξ , 0Lu =  homojen denkleminin  
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                ( ) 0,uξ ξ = ( )' 0uξ ξ = ,…, ( ) ( )2 0p
uξ ξ− = , ( ) ( ) ( )1 1p

pu aξ ξ ξ− =

ba�langıç �artlarını sa�layan çözümü olsun. Süper pozisyon prensibi yardımı ile  

                           Lu f= , a x< , ( ) 0u a = ,…, ( ) ( )1 0p
u a

− =

denklem sisteminin çözümünün 

                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

a a

u x H x u x f d u x f dξ ξξ ξ ξ ξ ξ
∞

= − =� �

�eklinde olması tahmin edilebilir.  

Bu çözümün do�ru oldu�u kabul edilsin. Bu durumda ( ) 0u a =  oldu�undan 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )' '
x

x
a

u x u x f x u x f dξ ξ= + �  olarak elde edilir, yani ( )' 0u a =  dır. 

( ) ( ) ( )2 0p

x xu x u x
−= = =�  oldu�undan 

                               ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
x

k k k

x

a

u x u x f x u x f dξ ξ ξ−= + �

                                            ( ) ( ) ( )
x

k

a

u x f dξ ξ ξ= � ,    1, 2, , 1k p= −�

elde edilir. Buradan 1, , 1k p= −�  için ( ) ( ) 0k
u a =  olur. Ayrıca ( )

( )
1 1p

x

p

u
a x

− = �artı 

yardımı ile,  

                          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
x

p p p

x

a

u x u x f x u x f dξ ξ ξ−= + �

                                       
( )
( )

( ) ( ) ( )
x

p

p a

f x
u x f d

a x
ξ ξ ξ= + �
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�eklinde de ifade edilebilir. 0Luξ =  oldu�undan 

             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

x
p

p
a

Lu a x u a x u f x Lu x f d f xξ ξ ξ= + + = + =��

elde edilir.  

Teorem 3.4. x−∞ < < ∞  aralı�ında ( ) 0pa x ≠  olmak üzere homojen sınır �artları 

altında ba�langıç de�er probleminin tek çözümü  

                                         ( ) ( ) ( )
x

a

u x u x f dξ ξ ξ= �                                                  (3.2) 

�eklindedir. Burada ( )u xξ , 0Lu =  homojen denkleminin  

                          ( ) 0,u ξ = …, ( ) ( )2 0,p
u ξ− = ( ) ( )

( )
1 1p

p

u
a

ξ
ξ

− =                             (3.3) 

sınır �artları altındaki çözümüdür.  

                               ;Lu f= ( ) 1,v a γ= …, ( ) ( )1p

pv a γ− =                                       (3.4) 

probleminin çözümü  

                         ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

x

p p

a

v x u x f d u x u xξ ξ ξ γ γ= + + +� �                            (3.5) 

�eklinde yazılabilir.  

Örnek 3.1. Bir boyutlu ısı denklemi 
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2

2

u u
k

t x

∂ ∂
=

∂ ∂
                                                        (3.6) 

dir. Burada, u  ba�ımlı de�i�keni, x  ve t  nin bilinmeyen bir fonksiyonudur. k  ise 

verilen bir sabittir. 

Denklem (3.6), x  ekseni boyunca uzanan ısıtılmı� bir çubukta t  zaman ve x  konum 

olmak üzere u  sıcaklı�ının de�i�imini modeller. Çubu�un, ekseni dik kesen A  alanlı 

düzgün dik kesitinin oldu�unu ve homojen malzemeden yapıldı�ını kabul edelim. 

Ayrıca, çubu�un dik kesitinin oldukça küçük oldu�unu, u  nun her bir dik kesit 

üzerinde sabit oldu�unu, çubu�un yanal yüzeyinin de ısı geçirmeyecek �ekilde 

yalıtıldı�ını kabul edelim. Bu durumda, u  gerçekten x  ve t  nin bir fonksiyonudur 

ve ısı, çubuk boyunca sadece x  ekseni yönünde akacaktır. Genel olarak ısı, bir 

bütünün sıcak kısımlarından so�uk kısımlarına do�ru bir sıvının akı�ı gibi akan 

�ekilde dü�ünülür.  

Çubukta, ( ),x tφ  ısı akı�ı, x  deki dik kesitin bir birim alanında t  zamanında geçen 

ısı akı� oranıdır. φ  nin tipik birimleri, santimetre karedeki saniye ba�ına kaloridir. 

Denklem (3.6) nın elde edili�i 

                                                       
u

K
x

φ
∂

= −
∂

                                                        (3.7) 

formülüne dayanır. Burada K  orantı sabitine, çubuk malzemesinin termik iletkenli�i

denir. Denklem (3.7) deki eksi i�areti, 0xu >  iken ısı akı�ının negatif x  yönünde 

olmasına kar�ılık gelir, oysa φ  pozitif x  yönündeki ısı akı�ı için pozitiftir. Kısaca ısı, 

sıcak bir yerden so�uk bir yere do�ru akar, fakat tersi do�ru de�ildir.  

Bu çubu�un [ ],x x x+ ∆  aralı�ına kar�ılık gelen küçük bir kısmı incelensin. �ki uç 

nokta boyunca bu parça içindeki ısının R  akı� oranı  

                                  ( ) ( ), ,R A x t A x x tφ φ= − + ∆

                                     ( ) ( ),x xKA u x x u x t= + ∆ −� �� �                                               (3.8)

dir. Parça içindeki sıcaklı�ın elde edilen tu  zaman de�i�im oranı, onun δ

yo�unlu�una ve belirli c  ısısına ba�lıdır.  
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Öz ısı c , 1g. malzemenin sıcaklı�ını 1°  yükseltmek için gerekli ısı miktarıdır. Sonuç 

olarak c uδ  ısı kalorisi, 1 3cm  lük malzemeyi 0 sıcaklı�ından u  sıcaklı�ına 

yükseltmek için gerekli olan dx  geni�li�indeki çubu�un ince bir diliminin hacmi 

Adx  dir. Böylece c uAdxδ  ısı kalorisi, bu dilimin sıcaklı�ını 0 dan u  ya yükseltmek 

için gereklidir. Çubu�un [ ],x x x+ ∆  parçasının  

                                           ( ) ( ),
x x

x

Q t c Au x t dxδ
+∆

= �                                               (3.9)

ısı içeri�i, onu sıfırdan verilen ( ),u x t  sıcaklı�ına yükseltmek için gerekli ısı 

miktarıdır. Isı, parçaya sadece iki uçtan girip çıktı�ından (3.8) yardımıyla R dQ dt=

oldu�undan 

                                    ( ) ( ) ( )' , ,x xQ t KA u x x t u x t= + ∆ −� �� �                                  (3.10) 

olur. Böylece (3.9) denkleminin türevi alınıp integral için ortalama de�er teoremi 

uygulanırsa ( )x x+ ∆  deki bazı x  ler için  

                                ( ) ( ) ( )' , ,
x x

t t

x

Q t c Au x t dx c Au x t xδ δ
+∆

= = ∆�                           (3.11) 

oldu�u görülür. (3.10) ve (3.11) e�itlenerek, 

                                 ( ) ( ) ( ), , ,t x xc Au x t x KA u x x t u x tδ ∆ = + ∆ −� �� �

buradan da  

                                         ( ) ( ) ( ), ,
, x x

t

u x x t u x t
u x t k

x

+ ∆ −
=

∆
                               (3.12) 

                                                                
K

k
cδ

=                                                    (3.13) 

ifadesi malzemenin ısı yayılımıdır. Denklem (3.12) de 0x∆ →  ve x x→  için limit 

alınırsa, bir boyutlu ısı denklemi (3.6) elde edilir. Böylece yalıtılmı� kenarları olan 

ince çubukta ( ),u x t  sıcaklı�ı, bu kısmi türevli denklemi sa�lamalıdır. 

Çubu�un 0x =  dan x L=  ye uzanan sonlu L  uzunlu�una sahip oldu�unu kabul 

edelim. Çubu�un ( ),u x t  sıcaklık fonksiyonu, uygun yardımcı ko�ullar ile (3.6) 
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denklemini mümkün bütün çözümleri arasından belirlenir. Bir adi türevli denklemin 

bir çözümü keyfi sabitler içeriyorken, bir kısmi türevli denklemin bir çözümü 

genellikle keyfi fonksiyonlar içerir. Bu örnekte 0t =  zamanında çubu�un ( )f x

sıcaklık fonksiyonu belirlenebilir. Bu,  

                                                     ( ) ( ),0u x f x=                                                  (3.14) 

ba�langıç ko�ulunu verir. Çubu�un iki ucunda sabit sıcaklıklar belirlenebilir. 

Örne�in, her bir uç sıfır sıcaklı�ında büyük bir buz blo�una ba�lanırsa uç nokta 

ko�ulları 

                                          ( ) ( )0, , 0u t u L t t için= = ∀                           (3.15) 

olur. Birle�tirilirse de 

                                            ( )
2

2
0 , 0

u u
k x L t

t x

∂ ∂
= < < >

∂ ∂

                                       
( ) ( )

( ) ( )

0, , 0

,0

u t u L t

u x f x

= =

=

sınır de�er problemi elde edilir.  
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BÖLÜM 4. �K� NOKTALI SINIR DE�ER PROBLEMLER�

(2.8) diferansiyel denklemi, (2.9) sınır �artları ile birlikte ele alındı�ında olu�an sınır 

de�er problemi incelenmek üzere 

                                                   ( )'' 0u a x u+ =

ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemi 

                                                  ( ) ( ) 0u a u b= =

sınır �artları ile birlikte ele alınsın. Burada ( )a x  sürekli bir fonksiyondur. ( )p x  ve 

( )q x , sürekli ve türevlenebilir fonksiyonlar olmak üzere 1u  ve 2u , homojen olmayan 

problemin iki çözümü olarak alınırsa,  

                               ( ) ( ) ( )1
1 1

dud
Lu p x q x u f x

dx dx

� �
≡ − =� �� �

                                     (4.1) 

                              ( ) ( ) ( )2
2 2

dud
Lu p x q x u g x

dx dx

� �
≡ − =� �� �

                                     (4.2) 

olur. (4.1) denklemi 2u  ile, (4.2) denklemi 1u  ile çarpılırsa,  

                                   ( )( ) ( ) ( )
''

1 2 1 2 2p x u u q x u u f x u− =

                                   ( )( ) ( ) ( )
''

2 1 2 1 1p x u u q x u u g x u− =

ve taraf tarafa çıkarılırsa 



���

�

�

                         ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
' '' '

1 2 2 1 2 1p x u u p x u u f x u g x u− = −

elde edilir. Gerekli cebirsel i�lemler yapılarak,  

                               ( )( ) ( ) ( )
'

' '
1 2 2 1 2 1p x u u u u f x u g x u� �− = −� �                                  (4.3) 

�eklindeki Lagrange Özde�li�i elde edilir. Bu özde�lik, [ ],a b  aralı�ında integre 

edilirse 

                         ( ) ( ) ( ) ( )( )' '
1 2 2 1 2 1

b
b

a
a

p x u u u u f x u g x u dx− = −�                             (4.4.a) 

                         ( ) ( ) ( )' '
1 2 2 1 2 1 1 2

b
b

a
a

p x u u u u u Lu u Lu dx− = −�                                   (4.4.b) 

�eklindeki Green Formülleri elde edilmi� olur.  

1u∗  ve 1u∗∗ , (4.1) probleminin homojen kısmının çözümleri olsun. Bu durumda 

                                        ( )( )' '

1 1 1 1p x u u u u C∗ ∗∗ ∗∗ ∗− =

( )
' '

1 1 1 1 1 1, ;W u u x u u u u∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗∗ ∗= −  oldu�undan  

                                             ( )
( )1 1, ;
C

W u u x
p x

∗ ∗∗ =

elde edilir.  

E�er 1u∗ , 1 0Lu∗ =  denkleminin özel bir çözümü ve ( )1u x  de bu denklemin herhangi 

bir 1u∗  çözümü ile lineer ba�ımlı olmayan bir çözümü ise 
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( )

' '
1 1 1 1

C
u u u u

p x
∗ ∗− =

dır. Bu e�itli�in her iki tarafını 2

1

1

u∗
−  ile çarpılırsa 

                                                
( )

2

'

1

1 1

u C

u p x u
∗ ∗

� 	
= −
 �

� 

elde edilir. �ntegre edilirse de 

                                ( ) ( )
( ) ( )

( )21 1 1 1

1

ds
u x Cu x c u x

p s u s

∗ ∗

∗
= − +�

olur. Yani bir sınır de�er probleminin di�er çözümleri ile lineer ba�ımlı olmayan en 

az bir çözümü biliniyorsa, genel çözüme ula�ılabilir.  

4.1. Green Fonksiyonu ve Kullanımları 

( )
( )
( )

1

2

exp
a x

p x dx
a x

� �� �
= � �

� �� �
�  ve ( )

( )
( )

( )
( )

0 1

2 2

exp
a x a x

q x dx
a x a x

� �� �
= � �

� �� �
�  olmak üzere,  

                             ( )( ) ( ) ( )
''Lu p x u q x u f x= − =                                              (4.1.1) 

                                   
( ) ( )

( ) ( )

'
11 12

'
21 22

0

0

u a u a

u b u b

α α

β β

�+ = �
�

+ = ��
                                                    (4.1.2) 

problemini ele alınsın. 2 2
11 12 0α α+ ≠ , 2 2

21 22 0β β+ ≠  ve ( ),a bξ ∈  olmak üzere 

                        ( ) ( )
0,

,

0,

x

f x f x x

x

ε

ξ ε

ξ ε ξ ε

ξ ε

≤ −�
�

= − ≤ ≤ +�
� ≥ +�

                                         (4.1.3) 
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fonksiyonu (4.1.1)-(4.1.2) probleminin çözümü olsun. Burada ( ) 0f xε ≥  olan sürekli 

bir fonksiyon olup 

                                           ( ) 1f x dx
ξ ε

ε

ξ ε

+

−

=�                                                           (4.1.4) 

sa�lanır. (4.1.1)-(4.1.2) probleminin (4.1.4) �eklinde seçilen çözümü ( ),u xε ξ  ile 

gösterilsin. (4.1.1) denklemi ( ),ξ ε ξ ε− +  aralı�ında integre edilirse 

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' 1p u p u q x u x dx
ξ ε

ε ε ε

ξ ε

ξ ε ξ ε ξ ε ξ ε
+

−

+ + − − − − =�                  (4.1.5) 

bulunur. ( ) ( )
0

lim , ,u x G xε
ε

ξ ξ
→

=  olarak alınsın. 0ε →  iken (4.1.5) e�itli�inde limite 

geçilirse,  

                         ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, , 1
x x

d d
p G x p G x

dx dxξ ξ

ξ ξ ξ ξ
= + = −

− =

elde edilir.  

                        ( )
0

lim 1f x dx
ξ ε

ε
ε

ξ ε

+

→
−

=�        ve       ( ) ( )
0

lim ,u x G xε
ε

ξ
→

=

olacak �ekilde bir ( ),G x ξ  var ise bu fonksiyonun ξ  noktasında x  e göre türevi 

                            ( ) ( )
( )0 0

1
, ,

x x

d d
G x G x

dx dx pξ ξ

ξ ξ
ξ= + = −

− =                               (4.1.6) 

�eklinde olmalıdır. Böyle bir ( ),G x ξ  var ise bu fonksiyonun a�a�ıdaki ko�ulları 

sa�laması gerekir: 
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1. ( ),G x ξ , x  in bir fonksiyonu gibi 0Lu =  denklemini ( ),a ξ , ( ),bξ  aralıklarında 

sa�lar.  

2. ( ),G x ξ , (4.1.2) ko�ulunu sa�lar.  

3. ( ),G x ξ , [ ],a b  aralı�ında süreklidir ve  

                                               ( )
( )

0

0

1
,

x

x

d
G x

dx p

ξ

ξ

ξ
ξ

= +

= −

=                                      (4.1.6.a) 

dır.  

Bu ko�ulları sa�layan ( ),G x ξ  fonksiyonu (4.1.1)-(4.1.6) probleminin Green 

Fonksiyonudur.  

(4.1.1)-(4.1.6) probleminin Green fonksiyonu var olsun. (4.4a,b) Green formülü 

[ ],a ξ ε−  ve [ ],bξ ε+  aralıkları için kullanılırsa 

                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )', , ,
aa

d
p x G x u u G x f x G x dx

dx

ξ ε ξ ε

ξ ξ ξ
− −

� �
− =� �� �

�

                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )', , ,
b bd

p x G x u u G x f x G x dx
dx ξ εξ ε

ξ ξ ξ
++

� �
− =� �� �

�

buradan  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )', ,
x

d
p G u u G x

dx ξ ε

ξ ε ξ ε ξ ξ ε ξ ε ξ
= −

� �
− − − − −� �

� �� �

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ', , , ,
x a x b

d d
p a G a u a u a G x p b G b u b u b G x

dx dx
ξ ξ ξ ξ

= =

� � � �
− − + −� � � �

� � � �

( ) ( ) ( ) ( ) ( )', ,
x

d
p x G u u G x

dx ξ ε

ξ ξ ε ξ ξ ε ξ ε ξ
= +

� �
− + + + − +� �

� �� �
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( ) ( ) ( ) ( ), ,
b

a

f x G x dx f x G x dx
ξ ε

ξ ε

ξ ξ
−

+

= +� �                                                                 (*) 

�eklindedir. Sınır �artları 

( ) ( )

( ) ( )

'
11 12

'
11 12

0

, , 0

u a u a

G a G a

α α

α ξ α ξ

�+ = �
�

+ = ��
       yardımıyla 12 0α ≠  olmak üzere 

                       ( ) ( )' 11

12

, ,G a G a
α

ξ ξ
α

= −      ve     ( ) ( )' 11

12

u a u a
α

α
= −     

elde edilir. Buradan (*) denklemindeki ikinci terim sıfırdır. Benzer �ekilde di�er sınır 

�artı kullanılarak  

( ) ( )

( ) ( )

'
21 22

'
21 22

0

, , 0

u b u b

G b G b

β β

β ξ β ξ

�+ = �
�

+ = ��
     21 0β ≠  olmak üzere ( ) ( )'22

21

u b u b
β

β
= −

elde edilir. Bu ise (*) denkleminin üçüncü terimini sıfır yapar. Son durumda 0ε →

için limite geçilirse 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )'

0

, ,
x

d
p G u u G x

dx ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
= +

� �
−� �

� �� �

               ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )'

0

, , ,
b

x a

d
p G u u G x f x G x dx

dx ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
= −

� �
− − =� �

� �� �
�

               ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, , ,
b

x x a

d d
u p G x G x f x G x dx

dx dxξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ
= + = −

� �
− =� �

� �� �
�

elde edilir. Green fonksiyonunun tanımından 
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�

�

                                     ( ) ( ) ( ),
b

a

u f x G x dxξ ξ= �

sonucuna ula�ılır. Denklemin Green fonksiyonu var ise, çözüm bu �ekildedir.  

4.2. Green Fonksiyonunun Varlı�ı ve Kurulu�u

( )1u x  fonksiyonu (4.1.1) denkleminin  

                                            
( )

( )
1 12

'
1 11

u a C

u a C

α

α

= − ��
�

= ��
                                                        (4.2.1) 

ko�ullarını sa�layan çözümü; ( )2u x  fonksiyonu da (4.1.1) denkleminin  

                                           
( )

( )
2 22

'
2 21

u b C

u b C

β

β

= − ��
�

= ��
                                                         (4.2.2) 

ko�ullarını sa�layan çözümü olarak alınsın. C  sabit olmak üzere bu iki çözüm lineer 

ba�ımsızdır. Bir  

                            ( )
( )

( )
1

2

,
,

,

Au x a x
G x

Bu x x b

ξ
ξ

ξ

≤ ≤��
= �

≤ ≤��

fonksiyonu tanımlansın. Bu durumda, 

                                     ( ) ( )lim , lim ,
x x

G x G x
ξ ξ

ξ ξ
− +→ →

=

olmalıdır. Buradan,  



���

�

�

                                       

( ) ( )

( ) ( )
( )

1 2

' '
1 2

0

1

Au Bu

Au Bu
p

ξ ξ

ξ ξ
ξ

− =

− + =

elde edilir. Ortak çözüm yapılırsa da 

               
( )

( ) ( )
2

1 2, ;

u
A

p W u u

ξ

ξ ξ
=             ve            

( )
( ) ( )

1

1 2, ;

u
B

p W u u

ξ

ξ ξ
=

bulunur. Bu durumda Green fonksiyonu  

                                     ( )
( ) ( )

( ) ( )
1 < 2 >

1 2

,
, ;

u x u x
G x

p W u u
ξ

ξ ξ
=                                            (4.2.3) 

�eklinde olur. Burada ( )< max ,x x ξ= , ( )> min ,x x ξ=  dır.  

Green fonksiyonu, Heaviside fonksiyonu yardımı ile 

                                       ( ) ( ) ( ),G x H x u xξξ ξ= −                                              (4.2.4) 

�eklinde de ifade edilebilir. Burada ( )u xξ , 0Lu =  denkleminin ( ) 0u ξ = , 

( ) ( )'
21u aξ ξ= �artlarını sa�layan çözümüdür. E�er katsayılar sabit ise Green 

fonksiyonu, 

                                    ( ) ( ) ( )0,G x H x u xξ ξ ξ= − −

�eklindedir.  

4.3. Adjoint Denklem

Katsayıları ( )2 ,C a b  de olan    
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�

                                  ( ) ( ) ( )2 '
2 1 0L a x D a x D a x D= + + ,                                    (4.3.1) 

denklemi ele alınsın. Bu denklem uygun bir çarpan ile çarpılarak 

                                           ( ) ( )'
1 0b x D b x D+

�eklinde bir ifadenin türevine çevrilebilir.  

              ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
'2 ' '

2 1 0 1 0v a x D a x D a x D b x D b x D� �+ + = +� �

                                                                     ( ) ( ) ( ) ( )'' ' ' '
1 1 0 0b x D b x b x D b x D� �= + + +� �

Bu durumu elde etmek için  

                                           

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1

'
1 1 0

'
0 0

a x v b x

a x v b x b x

a x v b x

= �
�

= + �
�

= �

                                            (4.3.2)

e�itlikleri arasında 1b  ve 0b , 

                                    ( ) ( ) ( )' ' '
2 2 1a x v v a x b x+ =

                                    ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )' ' ' ' '
1 1 2 2 0a x v v a x a x v v a x b x+ = + +

�eklinde yok edilirse 

                                         ( ) ( )
'' '

2 1 0 0a v a v a v− + =                                               (4.3.3a) 

                               ( ) ( )'' ' ' '' '
2 2 1 2 1 02 0a v a a v a a a v+ − + − + =                                (4.3.3b) 

denklemleri elde edilir. v  ile D  yer de�i�tirilirse 
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                            ( ) ( )* 2 ' '' '
2 2 1 2 1 02L a D a a D a a a= + − + − +                                    (4.3.4) 

olur. Elde edilen bu denklem, (4.3.1) denkleminin Adjoint denklemidir.  

Bir self-adjoint operatör, *L L=  olarak bilinir. Buradan 

                                       ( ) ( ) ( )'
2 1 12a x a x a x− =

                            ( ) ( ) ( ) ( )'' '
2 1 0 0a x a x a x a x− + =

yani '
2 1a a=  elde edilir. Bu durum sa�lanmaz ise, ilk durumdaki gibi denklem ( )v x

fonksiyonu ile çarpılarak 

                                    ( ) ( ){ } ( ) ( )2 1

d
v x a x v x a x

dx
=

veya 

                                    ( )
( ) ( )

( )

'
1 2

2

exp
a x a x

v x dx
a x

−
= �

self-adjoint hale dönü�türülebilir.  

( )2 ,C a b  de herhangi bir ,u v  fonksiyon çifti için Green formülü 

                                 ( ) ( )* ,
b

b

a
a

vLu uL v dx J u v− =�                                                 (4.3.5)  

�eklindedir. Burada  

                           ( ) ( ) ( )' ' '
2 1 2,J u v a vu uv a a uv= − + −                                          (4.3.6) 

dir. 



�
�

�

�

(2.9) tipindeki 1 0B u =  ve 2 0B u =  iki homojen sınır �artını sa�layan bir u

fonksiyonu ve (4.3.1) ile verilen operatör ile v , adjoint sınır �artları olarak bilinen 

homojen sınır �artlarını sa�larsa, (4.3.5) in sa� tarafı sıfırlanır. M , ( )2 ,C a b  de 

1 0B u =  ve 2 0B u = �artlarını sa�layan ( )u x  fonksiyonlarının kümesi olsun. M  bir 

lineer manifolddur. *M  kümesi ( )2 ,C a b  de ( )v x  fonksiyonlarının kümesi olarak 

tanımlansın. Buradan her u M∈  için ( ), 0
b

a
J u v =  dır. Dolayısıyla *M  da bir lineer 

manifolddur. *M  kümesindeki fonksiyonlar *
1 0B v =  ve *

2 0B v =  iki homojen sınır 

�artı ile belirtilebilir. Burada *
1B  ve *

2B , 1B  ve 2B  katsayılarından farklıdır. *L L=  ve 

*M M=  ise ( )1 2, ,L B B  sınır de�er problemi self-adjointtir.  

4.4. Green Fonksiyonlarının De�i�imi

                             '' ,u f− = 0 1x< < ; ( ) ( )' '0 1 0u u= =                                      (4.4.1) 

self adjoint sınır de�er problemi, yanal yüzeyi ve uçları yalıtılmı� olan titre�imsiz bir 

çubuktaki ısı iletimini tanımlamaktadır. ( )f x  fonksiyonu, ( )
1

0

0f x dx =� �artını 

sa�larsa, bu denklemin çözümü vardır. Çözüm için uygun bir Green fonksiyonu da 

ara�tırılabilir. Örne�in ( )f xδ ξ= −  seçildi�inde çözüm yoktur ancak  

                 ( )'' 1,G xδ ξ− = − − 0 , 1x ξ< < ; ( ) ( )' '0, 1, 0G Gξ ξ= =                   (4.4.2) 

seçiminde problemin biri sabit sayı olan, birbirinden farklı çok sayıda çözümü elde 

edilir. x ξ≠ , '' 1G− = −  için 

                           ( )

2

2

, 0
2,

, 1
2

x
A Bx x

G x
x

C Dx x

ξ
ξ

ξ

�
+ + < <��

= �
� + + < <
��
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�

�eklindedir. 0,B = 1D = −  sınır �artları sa�lanır ve x ξ=  noktasında süreklili�e 

bakılırsa A C ξ= −  e�itli�i elde edilir, yani 

                           ( )

2

2

, 0
2,

, 1
2

x
C x

G x
x

C x x

ξ ξ
ξ

ξ

�
− + < <��

= �
� − + < <
��

                                       (4.4.3) 

�eklindedir. Burada C , ξ  de�i�kenine ba�lıdır. Fonksiyonun ξ  noktasındaki sa� ve 

sol türevlerine bakılarak ( ) ( )' ', , 1G Gξ ξ ξ ξ+ − − = −  elde edilir. Gerekli olan 

durumlarda 

                                       ( )
1

0

, 0G x dxξ =�  ,  ( ),a bξ∀ ∈                                       (4.4.4) 

�eklinde bir G  fonksiyonu seçilebilir. Buradan da x  ve ξ  noktalarına simetrik 

olarak (4.4.2) denkleminin bir çözümü seçilebilir. (4.4.2) denkleminin simetrik 

çözümü ( ),mG x ξ  ile gösterilir ve Green fonksiyonunun de�i�imi olarak bilinir. 

(4.4.4), (4.4.3) denkleminde yerine yazılırsa ( )2 2 1 3C ξ= +  ve  

                        ( )

2 2

2 2

1
, 0

3 2,
1

, 1
3 2

m

x
x

G x
x

x x

ξ
ξ ξ

ξ
ξ

ξ

�
− + ≤ ≤��

= �
� − + ≤ ≤
��

                               (4.4.5) 

elde edilir. (4.4.3) e�itli�inden seçilen C  sayıları, G  fonksiyonunu simetrik yapar. 

   

( )1Cu x , 0Lu = 1 2 0B u B u= =  homojen probleminin a�ikâr olmayan çözümü olsun. 

Burada ( )1u x , 
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                                                        ( )2
1 1

b

a

u x dx =�

�eklinde normalle�tirilmi� bir çözümdür.  

( )Lg G x ξ= − , 1 2 0B u B u= =  problemi �artları sa�lamadı�ından Green fonksiyon 

de�i�imi kullanılmaz. 

                ( ) ( ) ( )1 1mLG x u x uδ ξ ξ= − − , ,a x bξ< < ; 1 2 0m mB G B G= =         (4.4.6) 

                                   ( ) ( )1, 0
b

m

a

G x u x dxξ =� ,  ( ),a bξ∀ ∈                                 (4.4.7) 

problemi, 

                                ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 0
b

a

x u x u u x dxδ ξ ξ− − =� �� ��

oldu�undan istenilen �artları sa�lamı� olur.  

Green fonksiyonu de�i�imi kullanılarak 

                                  Lu f= , a x b< < ; 1 2 0B u B u= =                                      (4.4.8) 

probleminin bir ( )u x  çözümü ara�tırılsın. Bu problem 1 0
b

a
fu dx =� �artı 

sa�landı�ında çözülebilir. (4.4.6) problemi (4.4.8) probleminin u  çözümü ile, (4.4.8) 

problemi de mG  ile çarpılıp çıkarılır ve integre edilirse 

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 ,
b b b

m m m

a a a

uLG G Lu dx u u x u u x dx G x f x dxξ ξ ξ− = − −� � �
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�

elde edilir. E�itli�in sol tarafı sınır �artları da yerine yazıldı�ında ( ), 0
b

m a
J u G =  olur. 

Böylece, 

                                   ( ) ( ) ( ) ( )1 ,
b

m

a

u Cu G x f x dxξ ξ ξ= + �

elde edilir. mG  fonksiyonunun simetri�i kullanılarak x  ve ξ  yer de�i�tirilirse 

                                  ( ) ( ) ( ) ( )1 ,
b

m

a

u x Cu x G x f dξ ξ ξ= + �                                  (4.4.9) 

bulunur. Bu, (4.4.8) probleminin genel çözümüdür. Bu çözümde 0C =  alınırsa 

problemin minimum norm adı verilen özel bir çözümü elde edilir.  

4.5. p. Mertebeden Denklemler için Sınır De�er Problemleri

(2.10) denklemi (2.11) sınır �artları ile bir sınır de�er problemi olu�turur. Kabul 

edelim ki  

                               0,Lu = a x b< < ; 1 0pB u B u= = =�                                  (4.5.1) 

homojen problemi sadece a�ikar çözüme sahip olsun. ( ),G x ξ  Green fonksiyonu  

                       ( ) ,LG xδ ξ= − ,a x bξ< < ; 1 0pB G B G= = =�                      (4.5.2) 

�artları altında denklemi sa�lar. E� olarak  

                      0LG = ,a x ξ< < x bξ < < ; 1 0pB G B G= = =� , 

                ( )2', , , pG G G −
�  sürekli; ( ) ( ) ( ) ( )

( )
1 1 1

, ,p p

p

G G
a

ξ ξ ξ ξ
ξ

− −+ − − =
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�

�eklindedir. u  ve v , pC  de herhangi iki fonksiyon ise  

                                        
( ) ( )

1 1

1
p

k k j
m

m j k m

J D a v D u
= + = −

= −� �

olmak üzere Green formülünden 

                                             ( ) ( )* ,
b

b

a
a

vLu uL v dx J u v− =�                                      (4.5.3) 

elde edilir.  

L  operatörü .p  basamaktan lineer diferansiyel operatörü, 0Lu =  ise bu operatöre 

kar�ılık gelen .p  basamaktan lineer diferansiyel denklem olmak üzere

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1

1 1 01
1 1

p p
p p

p pp p

d d d
L a x a x a x a x

dx dx dx

−
−∗

−−
� � � �= − + − + − +� �� �� � � � �

�eklindeki .p  basamaktan lineer operatör L  operatörünün adjoint operatörüdür. 

0L u∗ =  diferansiyel denklemi ise 0Lu =  diferansiyel denkleminin adjoint 

diferansiyel denklemidir.  

( ),
b

a
J u v  ifadesi 2 p  tane terimin toplamı olarak 

               ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 1 1

p p
p p pu a A v u a A v u b A u u b A v− −

++ + + + +� �               (4.5.4) 

�eklinde yazılır. Burada her bir kA , 2 p  tane ( ) ( ) ( )1, , pv a v b−
�  nin bir lineer 

kombinasyonudur. 1, , pB B�  verilirse (4.5.4) ifadesi p  terimli 1 , , pB u B u�  yerine, 

2 p  terimli ( ) ( ) ( )1, , pu a u b−
�  ile belirtilebilir. Böylece (4.5.4),  
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )* * * *

1 2 1 1 2 1,
b

p p p p p pa
J u v B u B v B u B v B u B v B u B v+ += + + + + +� �   

                                                                                                                              (4.5.5) 

�eklinde yeniden yazılır. * *
1 , , pB B� , 1, , pB B�  nin adjointi olmak üzere 

1 0pB u B u= = =� �eklindeki p  homojen sınır �artı verildi�inde v , 

* *
1 0pB v B v= = =� �artlarını sa�larsa ( ), 0

b

a
J u v =  elde edilir.  

�imdi iki ve üç boyutlu sınır de�er problemleri için bir örnek incelensin. 

Örnek 4.5.1. Parçalı düzgün bir C  e�risi ile sınırlı, xy  düzlemindeki bir R

bölgesinde iki boyutlu iki plakadaki veya ince bir tabakadaki sıcaklık dikkate alınsın. 

Plakanın yüzeylerinin yalıtıldı�ı ve plakanın xy  düzlemine dik yönde sıcaklı�ı 

de�i�meyecek kadar ince oldu�u kabul edilmek üzere de�i�ik ko�ullar altında, t

anında ( ),x y  noktasındaki ( ), ,u x y t  sıcaklı�ı bulunmak istensin. 

Plaka, δ  yo�unluklu, belirli ısısı c , termik iletkenli�i K  olan bir materyalden 

yapılmı� olsun ve bunların tümünün plakanın her yerinde sabit oldu�u kabul edilsin. 

Bu kabuller altında, ( ), ,u x y t  sıcaklık fonksiyonunun iki boyutlu ısı denklemi 

                                                
2 2

2 2

u u u
k

t x y

� 	∂ ∂ ∂
= +
 �

∂ ∂ ∂� 
                                              (4.5.6) 

yi sa�ladı�ı gösterilebilir. k , 

                                                          
K

k
cδ

=

plaka malzemesinin termik yayılma gücü olmak üzere (4.5.6) denkleminin sa�

tarafındaki ikinci türevlerin toplamı, u  fonksiyonunun Laplasyenidir ve genellikle 

                                                   
2 2

2

2 2

u u
u

x y

∂ ∂
∇ = +

∂ ∂
                                              (4.5.7) 

ile gösterilir. Böylece iki boyutlu ısı denklemi 

                                                          2u
k u

t

∂
= ∇

∂
                                                  (4.5.8) 
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olarak yazılabilir. Denklem (4.5.8), bir boyutlu ısı denklemi t xxu ku=  ile 

kar�ıla�tırıldı�ında bir boyuttan iki boyuta geçi�te ikinci mertebeden xxu  türevinin, 
2u∇  Laplasyeni ile yer de�i�tirdi�i görülür. Örne�in, esnek olarak gerilmi� bir hücre 

zarı xy  düzlemindeki bir bölgede dengede ise ve dik olarak z  yönünde titre�iyorsa 

zarın yer de�i�tirme fonksiyonu ( ), ,z z x y t= , 

                                            
2 2 2

2 2 2

2 2 2

z z z
a a z

t x y

� 	∂ ∂ ∂
= + = ∇
 �

∂ ∂ ∂� 
                                 (4.5.9) 

iki boyutlu dalga denklemini sa�lar. Denklem (4.5.8) in bir boyutlu ısı denklemiyle 

olan ili�kisi gibi, (4.5.9) denkleminin de bir boyutlu dalga denklemi 2
tt xxz a z=  ile 

aynıdır.  

�imdi u  sıcaklı�ının zamanla de�i�medi�i ve böylece sadece x  ve y  nin 

fonksiyonu oldu�u, plakanın kararlı durum sıcaklı�ı incelensin. Bu durumda 0tu =

dır ve (4.5.6) denkleminin iki boyutlu Laplace denklemi 

                                                  
2 2

2

2 2
0

u u
u

x y

∂ ∂
∇ = + =

∂ ∂
                                         (4.5.10) 

olur. Bu denklem, potansiyel denklem olarak da bilinir. 0xx yy zzu u u+ + =  üç boyutlu 

Laplace denklemi, elektrik ve yerçekimi potansiyel fonksiyonlar tarafından bo�

uzayda sa�lanır. Ayrıca, sıkı�tırılmaz ve yapı�kan olmayan bir sıvının düzgün kararlı 

akı�ının hız potansiyel fonksiyonu tarafından da sa�lanır.  

Sınırlı, düzlemsel R  bölgesinde Laplace denkleminin özel bir çözümü, uygun sınır 

ko�ulları ile belirlenebilir. Örne�in, bir plakadaki ( ),u x y  kararlı durum sıcaklı�ı, 

e�er plakanın sınır e�risinin her noktasında verilen bir ( ),f x y  fonksiyonuna kar�ılık 

geldi�i bilinirse hesaplanabilir. 

Sınır de�erleri verilmi� olan bir plakanın kararlı durum sıcaklı�ını bulmak için, 

                                      
( )

( ) ( ) ( )( )

2 2

2 2
0

, , , ,

u u
R içinde

x y

u x y f x y x y C üzerinde

∂ ∂
+ =

∂ ∂

=

                (4.5.11) 

sınır de�er problemi çözülmelidir. 
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Böyle bir problem, sınır de�eri verilmi� olan bir R  bölgesindeki Laplace 

denkleminin bir çözümünü bulma problemidir ve Dirichlet problemi olarak 

adlandırılır. C  sınır e�risi ve f  sınır de�er fonksiyonu kabul edilen �artları sa�larsa, 

bu problemin tek çözümü vardır.  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

0, , , 0

,0

xx yyu u

u y u a y u x b

u x f x

+ =

= = =

=

Dirichlet probleminin çözümü için ( ) ( ) ( ),u x y X x Y y=  alınarak '' '' 0X Y XY+ =

elde edilir. Böylece bazı λ  sabiti için 

                                                    
'' ''X Y

X Y
λ= − = −                                               (4.5.12) 

olur. Bu durumda ( )X x , 

                                               
( ) ( )

'' 0

0 0

X X

X X a

λ+ =

= =

özde�er problemini sa�lamalıdır. Özde�erler ve ilgili özfonksiyonlar 1, 2,3,...n =

için 

                                     ( )
2 2

2
, sinn n

n n x
X x

a a

π π
λ = =                                  (4.5.13) 

dir. Homojen sınır ko�ullarının da yardımıyla 

                                     ( )
2 2

''

2
0, 0n n n

n
Y Y Y b

a

π
− = =                                     (4.5.14) 

elde edilir. (4.5.14) diferansiyel denkleminin genel çözümü 

                                     ( ) cosh sinhn n n

n y n y
Y y A B

a a

π π
= +

dır ve  

                                    ( ) cosh sinh 0n n n

n b n b
Y b A B

a a

π π
= + =
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�

ko�ulu 

                                    ( ) ( )cosh sinhn nB A n b a n b aπ π= − � � � �� � � �

oldu�unu ve böylece 

                         

( )
( )

( )

( )

cosh
cosh sinh

sinh

sinh cosh cosh sinh
sinh

n
n n

n

A n b an y n y
Y y A

a n b a a

A n b n y n b n y

n b a a a a a

ππ π

π

π π π π

π

= −

� 	
= −
 �

� 

oldu�unu gösterir. Böylece ( )sinhn nc A n b aπ=  olmak üzere 

                                               ( )
( )

sinhn n

n b y
Y y c

a

π −
=                                    (4.5.15) 

olur. (4.5.13) ve (4.5.15) den 

                   ( ) ( ) ( )
( )

1 1

, sin sinhn n n
n n

n b yn x
u x y X x Y y c

a a

ππ∞ ∞

= =

−
= =� �               (4.5.16) 

seri çözümü elde edilir.  

                                 ( ) ( )
1

, 0 sinh sinn
n

n b n x
u x c f x

a a

π π∞

=

� 	
= =
 �

� 
�

homojen olmayan ko�ulunu sa�lamak üzere, { }nc  katsayıları seçilsin. Bunun için 

                                  ( )
0

2
sinh sin

a

n n

n b n x
c b f x dx

a a a

π π
= = �

ve böylece 

                                 
( )

( )
0

2
sin

sinh

a

n

n x
c f x dx

a n b a a

π

π
= �                               (4.5.17) 

olması istenir. Bu katsayı seçimi ile (4.5.16) daki seri, Dirichlet probleminin bir 

çözümüdür. 
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BÖLÜM 5. STURM-L�OUV�LLE SINIR DE�ER PROBLEM�

5.1. Homojen Sturm-Liouville Problemi

(2.13a,b)-(2.14) homojen Sturm-Liouville problemi için [ ],x a b∈  bölgesinde 

( ) 0p x ≠  ve ( )'p x  türevi varsa, (2.12) ifadesindeki türev hesaplanıp ( )p x  e 

bölünerek 

                                                 
( )
( )

( )
( )

'
'' 'p x q x

u u u
p x p x

+ −      

ifadesi bulunur. ( )2 0a x ≠  için 

                                        ( ) ( ) ( )'' '
2 1 0 0a x u a x u a x u+ + =                                    (5.1.1) 

�eklindeki ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemini (2.12) �ekline 

dönü�türmek mümkündür. ( )1a x  ve ( )0a x  sürekli fonksiyonlar olmak üzere (5.1.1) 

denkleminin her iki tarafı  

                                      ( )
( )

( )
( )

1

2 2

1
exp 0

a x
x dx

a x a x
µ

� �� �
= ≠� �

� �� �
�                                (5.1.2) 

ifadesi ile çarpılırsa 

        



���

�

�

   

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 1 1 1 1'' '

2 2 2 2 2

exp exp exp 0
a x a x a x a x a x

dx u dx u dx u
a x a x a x a x a x

� � � � � �� � � � � �
+ + =� � � � � �

� � � � � �� � � � � �
� � �

                                                                                                                              (5.1.3) 

elde edilir. Burada  

              ( )
( )
( )

1

2

exp
a x

p x dx
a x

� �� �
= � �

� �� �
�  ve ( )

( )
( )

( )
( )

0 1

2 2

exp
a x a x

q x dx
a x a x

� �� �
= � �

� �� �
�      

alınırsa (5.1.3) denklemi  

                                   ( ) ( ) ( )'' ' ' 0p x u p x u q x u+ + =                                           (5.1.4) 

veya 

                                          
( )( )

( )
'

0
d p x u

q x u
dx

+ =                                              (5.1.5) 

olarak yazılabilir. Bu denklem (2.12) denkleminin ( ) 0xρ ≡  özel halidir. (5.1.5) 

denklemi 

                                       ( ) ( )'' ' 0u p x u q x u+ + =

denkleminin e�lenik �eklidir.

u  ve v , a x b≤ ≤  aralı�ında sürekli ve türevlenebilir fonksiyonlar olmak üzere 

(2.13a) denklemi v  ile çarpılıp integre edilirse 

                                      [ ] ( )
''

b b

a a

L u vdx pu v quv dx	 
= − +� � �� �
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�

elde edilir. Buradan 

            [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
'' ' '

b b
b b

a a
a a

L u vdx p x u x v x p x u x v x u pv uqv dx	 
= − + + − +� � �� �

                             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]' '
b

b

a
a

p x u x v x u x v x uL v dx	 
= − − + � �

bulunur. Sa� taraftaki integrali di�er tarafa alırsak  

                    [ ] [ ]{ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' '
b

b

a
a

L u v uL v dx p x u x v x u x v x	 
− = − − ��                (5.1.6) 

Lagrange özde�li�i elde edilir.  

Ayrıca u  ve v  fonksiyonları (2.14) sınır �artlarını sa�larsa, 12 0α ≠  ve 22 0β ≠

olmak üzere  (5.1.6) denkleminin sa� tarafı 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )' '
b

a
p x u x v x v x u x	 
− − �

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' ' 'p b u b v b v b u b p a u a v a u a v a	 
 	 
= − − + − �  �

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 21 11 11

22 22 12 12

p b u b v b u b v b p a u a v a u a v a
β β α α

β β α α

	 
 	 

= − − + + − +� � � �

 �  �

0=

olur. Böylece L  diferansiyel operatörü (2.13a) �eklinde tanımlanır ve u  ve v

fonksiyonları (2.14) sınır �artlarını sa�larsa Lagrange özde�li�i  

                                          [ ] [ ]{ } 0
b

a

L u v uL v dx− =�                                              (5.1.7) 

�eklinde yazılır.  
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Teorem 5.1.1. ( )u x  ve ( )v x  fonksiyonları [ ],x a b∈  aralı�ında tanımlanmı� ve 

ikinci türeve sahip fonksiyonlar olmak üzere 

               [ ] [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ', ,
b

a
L u v u L v p x u x v x u x v x	 
− = − �

                                                ( ) ( )
b

a
p x W x= −	 
 �                                                 (5.1.8) 

dır.  

�spat. 

                      [ ] ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )
'',

b

a

L u v p x u x q x u x v x dx	 
= − ��

ve  

                      [ ] ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )
'',

b

a

u L v p x v x q x v x u x dx	 
= − ��

oldu�undan 

          [ ] [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }' '' ', ,
b

a

L u v u L v p x u x v x p x v x u x dx	 
 	 
− = − �  ��

                       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }'' ' '
b

a

p x u x v x p x v x u x dx	 
= − ��

                                      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }'' ' '
b

a

p x u x v x p x v x u x dx	 
+ − + ��

                       ( ) ( ) ( ) ( )
'

b
b

a
a

p x W x dx p x W x= − = −	 
 	 
 �  ��

oldu�u görülür.  
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(5.1.8) ba�ıntısı Lagrange Özde�li�inin farklı bir gösterimidir. E�er bu teoremin 

ko�ullarına ek olarak (2.14) sınır ko�ulları sa�lanırsa 

                                             [ ] [ ], ,L u v u L v=

yani  

                                             [ ] [ ], , 0L u v u L v− =                                           (5.1.9) 

elde edilir. Bu özelli�e sahip L  diferansiyel operatörü kendine e�lenik operatördür.

Örnek 5.1.1. ( ) ( )'' 0u x u xλ+ =

                    ( ) ( )'0 0, 0u u π= =

homojen Sturm-Liouville probleminin özde�er ve özvektörlerini inceleyiniz.  

1. 0λ =  ise ( )'' 0u x =  oldu�undan 

                                                    ( ) 1 2u x c c x= +

bulunur. Sınır �artları yerine yazılırsa 

                                                ( ) 1 10 0 0u c c= = � =

                                                ( ) ( )' '
2 2 20 0u x c u c cπ= � = = � =

dolayısıyla ( ) 0u x =  elde edilir.  

2. 0λ <  ise 2 0r r rλ λ+ = � = ± −  oldu�undan genel çözüm 

                                                  ( ) 1 2
x xu x c e c eλ λ− − −= +
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�eklindedir. Sınır �artları yardımıyla 

                                                   ( ) 1 20 0u c c= + =

                                                  ( )'
1 2

x xu x c e c eλ λλ −	 
= − − �

                                                 ( )'
1 2 0u c e c eλπ λππ λ −	 
= − − = �

buradan 1 2 0c c= =  yani ( ) 0u x =  elde edilir. 

3. 0λ >  ise 2 0r r r iλ λ+ = � = ±  oldu�undan genel çözüm 

                                               ( ) 1 2cos sinu x c x c xλ λ= +

�eklindedir. Sınır �artlarını kullanarak 

                            ( ) 1 2 10 cos 0 sin 0 0 0u c c cλ λ= + = � =

                            ( )'
1 2sin cosu x c x c xλ λ λ	 
= − − �

                            ( )'
1 20 sin 0 cos 0 0u c cλ λ λ	 
= − − = �

bulunur. Denklemlerin çözümü ile  

                                           
2

2 1 2 1

2 2

k k
λπ π λ

− −� � � �
= � =� � � �
� � � �

özde�eri elde edilir. Buna kar�ılık gelen özfonksiyon ise 

                                                      ( ) 2

2 1
sin

2

k
u x c x

−� �
= � �

� �

olur.  
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5.2. Regüler Sturm-Liouville Problemi

Teorem 5.2.1. (2.12)-(2.14) regüler Sturm-Liouville sınır de�er probleminin tüm 

özde�erleri basittir.  

�spat. ( )xφ  ve ( )xψ , λ  özde�erine kar�ılık gelen iki özfonksiyon olsun. Böylece 

bu özfonksiyonlar, diferansiyel denklemi ve sınır �artlarını sa�lar. Buradan 

                                            ( ) ( )'
11 12 0a aα φ α φ+ =

                                            ( ) ( )'
11 12 0a aα ψ α ψ+ =

olur. 12 0α ≠  olmak üzere 

                   ( ) ( )' 11

12

a a
α

φ φ
α

� �
= −� �
� �

       ve       ( ) ( )' 11

12

a a
α

ψ ψ
α

� �
= −� �
� �

elde edilir. x a=  noktasında ( )xφ  ve ( )xψ  fonksiyonlarının Wronskianlarına 

bakılırsa 

                      [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ',W a a a a aφ ψ φ ψ φ ψ= −

                                          ( ) ( ) ( ) ( )11 11

12 12

0a a a a
α α

φ ψ φ ψ
α α

� � � �
= − − − =� � � �

� � � �

bulunur. Bu durumda iki çözüm lineer ba�ımlıdır. Böylece λ , basit bir özde�erdir.  

Teorem 5.2.2. (2.12)-(2.14) Sturm-Liouville probleminin tüm özde�erleri reeldir.  

�spat. Kabul edelim ki nλ , (2.12)-(2.14) probleminin kompleks bir özde�eri ve 

( )xΦ , bu özde�ere kar�ılık gelen kompleks bir özfonksiyon olsun. µ , v , ( )U x , 
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( )V x  reel olmak üzere ivλ µ= +  ve ( ) ( ) ( )x U x iV xΦ = +  olarak alınsın. (5.1.9) 

denkleminde u = Φ  ve v = Φ  alınırsa 

                                           [ ] [ ], ,L LΦ Φ = Φ Φ                                              (5.2.1) 

bulunur. [ ]L λρΦ = Φ  oldu�undan (5.2.1) denklemi 

                                           , ,λρ λρΦ Φ = Φ Φ                                                 (5.2.2) 

olur. Bu denklem, (2.15) iç çarpımı tanımı kullanılarak yazılırsa 

                         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a

x x x dx x x x dxλρ λ ρΦ Φ = Φ Φ� �                         (5.2.3) 

elde edilir. ( )xρ  reel oldu�undan  

                                       ( ) ( ) ( ) ( ) 0
b

a

x x x dxλ λ ρ− Φ Φ =�

veya  

                                   ( ) ( ) ( ) ( )2 2 0
b

a

x U x V x dxλ λ ρ 	 
− + = ��                              (5.2.4) 

bulunur. (5.2.4) denklemindeki integrand negatif olmayandır ve sıfır de�erini de 

alamaz. Ayrıca sürekli oldu�undan integral i�leminin sonucu pozitiftir. O halde 

2ivλ λ− =  çarpanı sıfır olmak zorundadır. Böylece 0v =  dır ve λ  reeldir.  
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Teorem 5.2.3. Özfonksiyonların Dikli�i

(2.12) denklemindeki ( )p x , ( )'p x , ( )q x  ve ( )xρ  fonksiyonları [ ],a b  aralı�ında 

sürekli ve [ ],a b  aralı�ının her noktasında ( ) 0p x >  ve ( ) 0xρ >  olsun. (2.12)-(2.14) 

Sturm-Liouville probleminde, ( )iu x  ve ( )ju x  farklı iλ  ve jλ ( )i jλ λ≠

özde�erlerine kar�ılık gelen özfonksiyonlar olmak üzere 

                                           ( ) ( ) ( ) 0
b

i j

a

u x u x x dxρ =�                                           (5.2.5) 

dır.  

�spat. (2.12)-(2.14) probleminin iλ  ve jλ  özde�erlerinin ilgili özfonksiyonları 

( )iu x  ve ( )ju x  sırası ile 

                              

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0

i
i i i

j

j j j

dud
p x q x u x u

dx dx

dud
p x q x u x u

dx dx

λ ρ

λ ρ

�	 

− + = �� � � �

�
	 
 �− + =� � � � �

                            (5.2.6) 

denklemlerini sa�lar. Birinci denklem ( )ju x  ile, ikinci denklem ( )iu x  ile çarpılıp 

çıkarılırsa 

                 ( ) ( ) ( ) ( ) 0ji
j i i j i j

dudud d
u p x u p x x u u

dx dx dx dx
λ λ ρ

	 
	 

− + − =� �� � �  �

elde edilir. Böylece 

               ( ) ( ) ( ) ( )j i
i j i j i j

du dud d
x u u u p x u p x

dx dx dx dx
λ λ ρ

	 
 	 

− = −� � � � � �



�	�

�

�

                                             ( ) j i
i j

du dud
p x u u

dx dx dx

	 
� �
= −� �� �

� � �

bulunur. E�itli�in her iki tarafı integre edilirse 

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )' '
b b

i j i j i j i j
a

a

u x u x x dx p x u x u x u x u xλ λ ρ 	 
− = − ��      (5.2.7) 

olur. (2.14) sınır ko�ullarının ilki yardımıyla  

                                             ( ) ( )'
11 12 0i iu a u aα α− =    

                                             ( ) ( )'
11 12 0j ju a u aα α− =

elde edilir. Bu e�itlikler lineer denklem sistemi olarak dü�ünülürse, 11α  ve 12α  ikisi 

aynı anda sıfır olamayaca�ından bu denklem sisteminin sıfırdan farklı olan bir 

çözümü vardır. Dolayısıyla bu sistemin katsayılar determinantı sıfırdır. Yani, 

                                       ( ) ( ) ( ) ( )' ' 0i j i ju a u a u a u a− =

�eklindedir. Di�er sınır ko�ulu yardımı ile de 

                                        ( ) ( ) ( ) ( )' ' 0i j i ju b u b u b u b− =

olur. Buradan da (5.2.7) e�itli�inin sa� tarafı  

                               ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )' ' 0
b

i j i j
a

p x u x u x u x u x	 
− = �

bulunur. i jλ λ≠  oldu�undan 0i jλ λ− ≠  dır. Dolayısıyla 



�
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�

                                   ( ) ( ) ( ) 0
b

i j

a

u x u x x dxρ =�

elde edilmi� olur. 

5.3. Özfonksiyon Açılımları

1 2 3, , ,u u u �  fonksiyonları (2.12)-(2.14) Sturm-Liouville probleminin özfonksiyonları 

olmak üzere, ( )u x  fonksiyonu [ ],a b  aralı�ında 

                                                ( ) ( )
1

m m
m

u x c u x
∞

=

=�                                                (5.3.1)  

özfonksiyon serisi biçiminde gösterilebilir olsun. 1 2 3, , ,c c c �  katsayılarını belirlemek 

için (5.3.1) e�itli�inin her iki tarafı ( ) ( )nu x xρ  ile çarpılır ve sa� taraftaki serinin 

terim terime integrallenebilir olması durumunda a  dan b  ye integre edilirse 

                       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

b b

n m m n
ma a

u x u x x dx c u x u x x dxρ ρ
∞

=

=�� �                      (5.3.2) 

elde edilir. Özfonksiyonların diklik özelli�inden, e�itli�in sa� tarafındaki seri m n=

için olan terimi dı�ındaki tüm terimleri sıfırdır. Buradan 

                          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

b b

n n n

a a

u x u x x dx c u x x dxρ ρ= 	 
 �� �

olur. Buradan da  

                                 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
2

b

n

a
n b

n

a

u x u x x dx

c

u x x dx

ρ

ρ

=

	 
 �

�

�
                                                   (5.3.4) 
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elde edilir. Böylece, ( )u x  fonksiyonunu verilen Sturm-Liouville probleminin 

özfonksiyonları cinsinden ifade eden ve katsayıları (5.3.4) formülü ile belirlenen 

(5.3.1) özfonksiyon serisi tanımlanmı� olur.  

(5.3.2) ifadesi δ  fonksiyonu ile  

                ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

b b

n m m n m mn
m ma a

u x u x x dx c u x u x x dx cρ ρ δ
∞ ∞

= =

= =� �� �            (5.3.5) 

�eklinde yazılabilirdir. Buradan da 

                           ( ) ( ) ( ) , 1, 2,
b

m n n

a

c u x u x x dx u u mρ ρ= = =� �           (5.3.6) 

elde edilir.  

Teorem 5.3.1. Özfonksiyon Serisinin Yakınsaklı�ı

1 2 3, , ,u u u � [ ],a b  aralı�ında regüler Sturm-Liouville probleminin özfonksiyonları 

olsun. E�er ( )u x , [ ],a b  de parçalı düzgün bir fonksiyon ise a x b< <  için (5.3.1) 

özfonksiyon serisi u  fonksiyonunun sürekli oldu�u x  noktalarında ( )u x  de�erine, 

u  fonksiyonunun süreksiz oldu�u x  noktalarında ise bu süreksizlik noktasındaki sol 

ve sa� limitlerin ( ) ( )1
2 u x u x+ + −	 
 �  ortalama de�erine yakınsaktır.  

5.4. Sturm-Liouville Probleminin Green Fonksiyonu

(2.12) denkleminde ( ) 1xρ =  ve ( ) 0p x >  olsun:  

                                     ( ) ( )
d du

p x q x u u a x b
dx dx

λ
� �

− + = ≤ ≤� �
� �

            (5.4.1) 
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( )1 ,u x λ  ve ( )2 ,u x λ  fonksiyonları bu denklemin 

                                 
( ) ( )

( ) ( )

'
1 12 1 11

'
2 22 2 21

, , ,

, , ,

u a u a

u b u b

λ α λ α

λ β λ β

�= − = �
�

= − = ��
                                  (5.4.2) 

sınır ko�ularını sa�layan herhangi iki çözümü olsun. Bu çözümler (5.4.1) 

denkleminde yerine yazılırsa 

                                  ( ) ( )1
1 1

dud
p x q x u u

dx dx
λ

� �
− + =� �

� �

                                  ( ) ( )2
2 2

dud
p x q x u u

dx dx
λ

� �
− + =� �

� �

olur. Birinci denklem 2u  ile, ikinci denklem 1u  ile çarpılarak taraf tarafa çıkarılır ve 

gerekli cebirsel i�lemler yapılırsa 

                                 ( ) ( ) ( ){ }1 2, , , 0
d

p x W u x u x
dx

λ λ =	 
 �

elde edilir. Parantezli ifadenin türevi sıfır oldu�undan, x  de�i�kenine ba�lı de�ildir. 

Bu terim 

                                ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , ,p x W u x u xλ λ λ∆ = 	 
 �                                     (5.4.3) 

olarak tanımlansın. Burada ( )λ∆ , λ  ya ba�lı analitik bir fonksiyondur. 0λ λ= , 

( ) 0λ∆ =  denkleminin bir kökü olsun. O halde (5.4.3) den 

                                      ( ) ( )1 0 2 0, , , 0W u x u xλ λ =	 
 �
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�

dır. Dolayısıyla ( )1 0,u x λ  ve ( )2 0,u x λ  fonksiyonları lineer ba�ımlıdır. Bu nedenle bu 

fonksiyonların her biri, (5.4.2) sınır �artlarının yanı sıra (2.14) sınır ko�ullarını da 

sa�lar. Yani 0λ λ=  sayısı verilen Sturm-Liouville probleminin bir özde�eri olur.  

Teorem 5.4.1. 0λ λ=  sayısının (2.13a,b)-(2.14) Sturm-Liouville probleminin 

özde�eri olması için gerek ve yeter �art 

                                                           ( )0 0λ∆ =

sa�lanmasıdır.  

                         ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
1 2

1 2

, , ,1
, ;

, , ,

u x u x x
G x

u x u x x

λ λ ξ
ξ λ

λ λ λ ξ

≤��
= �

∆ >��
                  (5.4.4) 

�eklinde bir fonksiyon tanımlansın. Bu fonksiyon a�a�ıdaki özelliklere sahiptir: 

1. E�er λ  bir özde�er de�ilse ( ), ;G x ξ λ  fonksiyonu ,a x bξ≤ ≤  karesel 

bölgesinde tanımlanmı� ve sürekli bir fonksiyondur.  

2. xξ =  için bu fonksiyonun x  noktasına göre sa� ve sol türevler 

                ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

'
1 2'

0

, ; , ; , ,
0, ; lim

h

G x h x G x x u x u x
G x x

h

λ λ λ λ
λ

λ+→

+ −
+ = =

∆

                ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

'
1 2'

0

, ; , ; , ,
0, ; lim

h

G x h x G x x u x u x
G x x

h

λ λ λ λ
λ

λ−→

+ −
− = =

∆

�eklindedir. Buradan da 

            ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

' '
1 2 1 2' ' , , , ,

0, ; 0, ;
u x u x u x u x

G x x G x x
λ λ λ λ

λ λ
λ

−
+ − − =

∆

                                                               
( ) ( )

( ) ( )
1 2, , , 1W u x u x

p x

λ λ

λ

	 
 �= =
∆
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elde edilir. Yani ( ), ;G x ξ λ  fonksiyonu x ξ=  do�rusu üzerinde süreksizdir.  

3. λ  bir özde�er de�il ise x ξ≠  oldu�undan ( ), ;G x ξ λ  fonksiyonu, (5.4.1) 

denklemini ve (2.14) sınır ko�ullarını sa�lar.  

4. ( ), ;G x ξ λ  fonksiyonu simetriktir: ( ) ( ), ; , ;G x G xξ λ ξ λ=

5. E�er λ  bir özde�er de�il ise, [ ],a b  aralı�ında sürekli olan keyfi bir ( )f x

fonksiyonu yardımıyla 

                                         ( ) ( ) ( ), , ;
b

a

u x G x f dλ ξ λ ξ ξ= �                                    (5.4.5) 

                     
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2

1
, , , ,

x b

a x

u x u f d u x u f dλ ξ λ ξ ξ λ ξ λ ξ ξ
λ

	 

= +� �

∆  �
� �

fonksiyonu 

                                                    [ ]L u u fλ+ =                                                   (5.4.6) 

denkleminin, (2.14) sınır �artlarını sa�layan bir çözümüdür.  

Buradaki ( ), ;G x ξ λ  fonksiyonu Sturm-Liouville probleminin Green fonksiyonudur.

Teorem 5.4.2. ( ), ;G x ξ λ , regüler bir Sturm-Liouville sınır de�er probleminin Green 

fonksiyonu olsun. 

                                       ( ) ( ) ( ), , ;
b

a

u x G x f dλ ξ λ ξ ξ= �

fonksiyonu, regüler Sturm-Liouville sınır de�er probleminin çözümüdür.  

�spat. ( ),u x λ  fonksiyonu, problemin bir çözümü olsun. Bu durumda (2.14) sınır 

�artlarını sa�lar. 
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                                  ( ) ( ) ( ){ }1 2, , , 0
d

p x W u x u x
dx

λ λ =	 
 �

e�itli�inden  

                                     ( ) ( ) ( )1 2, , ,p x W u x u x Cλ λ =	 
 �

elde edilir.  

                 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2' '

2

, , ,
, ,

x

a

u f u x u x f x
u x u x d

C C

ξ λ ξ λ λ
λ λ ξ= −�

                                ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2'

1

, , ,
,

b

x

u f u x u x f x
u x d

C C

ξ λ ξ λ λ
λ ξ+ +�

                              ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )1 2' '

2 1

, ,
, ,

x b

a x

u f u f
u x d u x d

C C

ξ λ ξ ξ λ ξ
λ ξ λ ξ= +� �

olmak üzere ( )1 ,u x λ , (2.14) sınır �artını sa�ladı�ından 

          ( ) ( ) ( )
( ) ( )2'

11 12 11 1

,
, , ,

b

a

u a f
u a u a u a d

C

ξ ξ
α λ α λ α λ ξ+ = �

                                                           ( )
( ) ( )2'

12 1

,
,

b

a

u a f
u a d

C

ξ ξ
α λ ξ+ �

                                                ( ) ( )
( ) ( )2'

11 1 12 1

,
, ,

b

a

u a f
u a u a d

C

ξ ξ
α λ α λ ξ	 
= + � �

                                                0=

elde edilir. Buradan ( ),u x λ  fonksiyonu da (2.14) sınır �artını sa�lar. Böylece 

( ),u x λ , regüler Sturm-Liouville probleminin çözümüdür.  
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5.5. Periyodik Sturm-Liouville Problemi

Periyodik Sturm-Liouville problemi, regüler Sturm-Liouville sınır de�er problemi ile 

benzer özellikler gösterir. Periyodik Sturm-Liouville probleminin özde�erleri, basit 

olmak zorunda de�ildir.  

Bir periyodik Sturm-Liouville problemi  

                         

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

''

' '

0

0 2

0 2

p x u x q x u x x u x

u u T

u u T

λρ �+ + =
�
�

= �
�

= ��

                             (5.5.1) 

�eklindedir. Burada ( )p x , ( )'p x , ( )q x  ve ( )xρ  fonksiyonları 2T  periyotlu sürekli 

fonksiyonlar ve ( ) 0p x > , ( ) 0q x >  dır.  

Teorem 5.5.1. (5.5.1) periyodik Sturm-Liouville problemi için 

1. Özde�erler reeldir, sayılabilir formda ve ıraksaktır, 

                                     1 2 3 lim n
n

λ λ λ λ
→∞

< < = +∞�

2. Özfonksiyonlar reel de�erli seçilebilir.  

3. Farklı özde�erlere kar�ılık gelen özfonksiyonlar, [ ]0,2T  aralı�ında ( )xρ

fonksiyonuna göre ortogonaldir.  

4. , 1, 2,n nφ = �  ortonormal özfonksiyonlar dizisi; u , 2T  periyotlu peryodik 

ve sürekli bir fonksiyon; ( )'u x  parçalı sürekli bir fonksiyon olsun. Böylece 

                                                 ( ) ( )
1

n n
n

u x a xφ
∞

=

=�                                                (5.5.2) 

�eklindedir. Burada  
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                                          ( ) ( ) ( )
2

0

T

n na u x x x dxφ ρ= �

dir. (5.5.2) çözümündeki seri, [ ]0,2T  aralı�ında yakınsaktır.  

5.6. Homojen Olmayan Regüler Sturm-Liouville Problemi 

µ  sabit bir sayı ve ( )f x , a x b≤ ≤  aralı�ında tanımlı bir fonksiyon olmak üzere 

                    [ ] ( ) ( ) ( ) ( )
''L u p x u q x u x u f xµρ	 
= − + = + �                                (5.6.1) 

�eklindeki regüler Sturm-Liouville sınır de�er problemi 

                                      
( ) ( )

( ) ( )

'
11 12

'
21 22

0

0

u a u a

u b u b

α α

β β

�+ = �
�

+ = ��
                                                 (5.6.2) 

sınır �artları ile birlikte ele alınsın. Bu denklem, 

                                           [ ] ( )L u x uλρ=                                                          (5.6.3) 

�eklindeki diferansiyel denkleminin içerdi�i homojen problemin özfonksiyonlarını ve 

(5.6.2) sınır �artlarını kullanarak çözülür. 1 2 nλ λ λ< < < <� �  problemin 

özde�erleri, 1 2, , , ,nφ φ φ� �  ise bu özde�erlere kar�ılık gelen normalle�tirilmi�

özfonksiyonlar olarak alınsın.  

(5.6.1)–(5.6.2) probleminin bir ( )u xφ=  çözümü 

                                             ( ) ( )
1

n n
n

x c xφ φ
∞

=

=�                                                    (5.6.4) 
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�eklindeki gibi seriler ile ifade edilebilsin. (5.3.6) denkleminden 

                                     ( ) ( ) ( ) 1, 2,
b

n n

a

c x x x dx nφ φ ρ= =� �                   (5.6.5) 

�eklindedir. (5.6.1) denkleminde u  ile φ  yer de�i�tirilirse 

                                      [ ]( ) ( ) ( ) ( )L x x x f xφ µρ φ= +                                        (5.6.6) 

olur. (5.6.4) seri çözümü (5.6.6) denkleminde yerine yazılırsa 

                  [ ]( ) ( ) [ ]( )
1 1

n n n n
n n

L x L c x c L xφ φ φ
∞ ∞

= =

	 

= =� �

 �
� �

                                ( ) ( )
1

n n n
n

c x xλ ρ φ
∞

=

=�                                                             (5.6.7) 

elde edilir. (5.6.6) denklemindeki homojen olmayan kısmın terimi, ( )xρ  cinsinden 

( ) ( ) ( )x f x xρ ρ	 
 �  olarak yazılabilir. ( ) ( )f x xρ  fonksiyonu, teorem 5.3.1 deki 

�artları sa�larsa 

                                             
( )
( )

( )
1

n n
n

f x
b x

x
φ

ρ

∞

=

=�                                                   (5.6.8) 

elde edilir. (5.6.5) denkleminden φ  ve f ρ  yer de�i�tirilir ise 

                   ( )
( )
( )

( ) ( ) ( ) 1, 2,
b b

n n n

a a

f x
b x x dx f x x dx n

x
ρ φ φ

ρ
= = =� � �       (5.6.9) 

bulunur. (5.6.6) denkleminde ( )xφ , [ ]( )L xφ  ve ( )f x  yerine (5.6.4), (5.6.7) ve 

(5.6.8) denklemlerindeki de�erler yazılırsa 
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                     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

n n n n n n n
n n n

c x x x c x x b xλ ρ φ µρ φ ρ φ
∞ ∞ ∞

= = =

= +� � �

elde edilir. ( ) 0xρ ≠  çarpanı sadele�tirilir ve toplam alınırsa 

                                                ( ) ( )
1

0n n n
n

c xλ µ φ
∞

=

− =	 
 ��                                   (5.6.10) 

bulunur. (5.6.10) denklemi a x b≤ ≤  aralı�ındaki x∀  için incelendi�inde ( )n xφ

katsayıları n∀  için sıfır olmalıdır. Buradan da 

                                       ( ) 0 1,2,n n nc b nλ µ− − = = �                          (5.6.11) 

elde edilmi� olur.  

- nµ λ≠ 1, 2,n = �  olsun. Bu durumda 

                                                1, 2,n
n

n

b
c n

λ µ
= =

−
�                       (5.6.12) 

ve 

                                      ( ) ( )
1

n
n

n n

b
u x xφ φ

λ µ

∞

=

= =
−

�                                           (5.6.13) 

elde edilmi� olur. (5.6.13) denklemi, (5.6.9) e�itli�indeki verilen nb  ile birlikte 

(5.6.1)-(5.6.2) homojen olmayan sınır de�er probleminin genel çözümüdür.  

- nµ λ=  ise bu durumda n m=  için (5.6.11) denklemi  

                                                      0 0m mc b− =   



�
�

�

�

olur. Buradan da nµ λ=  ve 0mb ≠  ise (5.6.11)  denklemini çözmek mümkün 

de�ildir. Dolayısıyla (5.6.1)-(5.6.2) probleminin çözümü yoktur.  

       nµ λ=  ve 0mb =  ise (5.6.11) denklemi mc  de�eri önemsenmeden çözülür. Yani 

mc  keyfidir. Bu durumda (5.6.1)-(5.6.2) probleminin çözümü vardır fakat mφ

özfonksiyonu keyfi bir katsayı içerdi�inden, tek de�ildir.  

(5.6.9) denkleminde 0mc =  alınırsa 

                                             ( ) ( ) 0
b

m

a

f x x dxφ =�                                                (5.6.14) 

elde edilir. Böylece nµ λ=  ise (5.6.1)-(5.6.2) homojen olmayan sınır de�er problemi, 

f  fonksiyonunun mλ  özde�erlerine kar�ılık gelen özfonksiyonlara dik olması �artı 

ile çözülebilir.  

Teorem 5.6.1. (5.6.1)-(5.6.2) homojen olmayan sınır de�er problemi için µ , 

homojen problemin bütün özde�erlerinden farklı oldu�unda, her bir f  fonksiyonu 

için tek çözüme sahiptir ve çözüm, serinin x∀  için yakınsak olması ko�ulu ile 

(5.6.13) �eklindedir. µ , homojen problemin herhangi bir özde�erine e�it ise, 

homojen olmayan sınır de�er probleminin f  fonksiyonu ile mφ   ortogonal 

olmadıkça çözümü yoktur. Bu durumda çözüm tek de�ildir ve mφ  özfonksiyonunun 

keyfi bir katsayısını içerir.  

Teorem 5.6.2 Fredholm Alternatif Teoremi

µ  nün verilen bir de�eri için (5.6.1)-(5.6.2) homojen olmayan problemi her f

sürekli fonksiyonu için ya tek çözüme sahiptir ya da (5.6.3)-(5.6.2) homojen 

problemi a�ikar olmayan bir çözüme sahiptir. 
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5.7. Singüler Sturm-Liouville Problemi 

(2.16) tanımı ile verilen singüler Sturm-Liouville denklemi için üç önemli örnek: 

Bessel diferansiyel denklemi, Legendre diferansiyel denklemi ve Hermit diferansiyel 

denklemidir. 

  

                              ( ) ( ) ( )2 '' ' 2 2 0, 0t u t tu t t u t bυ λ+ + − = < <

υ . mertebeden Bessel diferansiyel denkleminde t xλ=  alınır ve her taraf x  ile 

bölünürse 

                                      
2

0, 0
d du

x u xu x b
dx dx x

υ
λ

� �
− + = < <� �

� �

singüler Sturm-Liouville denklemi elde edilir. Burada ( ) 0p x x= →  ve 0x +→  iken 

( ) 2q x xυ= −  sınırsızdır.  

                         ( ) ( )2 '' '1 2 1 0, 1 1x u xu n n u x− − + + = − < <

Legendre denkleminde ( )1n nλ = +  alınarak 

                                     ( )21 0, 1 1
d du

x u x
dx dx

λ
	 


− + = − < <� � �

singüler Sturm-Liouville denklemi elde edilir. Burada ( ) 21p x x= −  fonksiyonunun 

de�eri 1±  biti� noktalarında sıfırdır.  

                                        '' '2 2 0,u xu nu x− + = − ∞ < < ∞

Hermite diferansiyel denklemi, 
2xe−  ile çarpılırsa 2nλ =  olmak üzere 
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2 2

0,x xd du
e e u x

dx dx
λ− −	 


+ = − ∞ < < ∞� � �

singüler Sturm-Liouville denklemi elde edilir. Burada ( ),−∞ ∞  aralı�ı sınırsızdır.  

Bir regüler Sturm-Liouville problemine kar�ılık gelen lineer operatör self-adjoint idi. 

Singüler Sturm-Liouville probleminin ise sınır �artları, self adjoint problem 

yardımıyla olu�turulur. Green formülü incelenirse, tek farkın integralin sınırlarında 

oldu�u görülür. ( )p x  ve ( )q x , ( ),a b  aralı�ında sürekli fonksiyonlar olmak üzere 

                [ ] [ ]( ) ( ) [ ] ( ) [ ]lim , ; lim , ;
b

x b x a
a

uL v vL u dx p x W u v x p x W u v x
− +→ →

− = −�         (5.7.1) 

elde edilir. E�er bu denklemin sa� tarafı sıfır ise, L  operatörü self adjointtir. Bunun 

için parçalanmı� olan limit ifadesi sıfır olmalıdır. Bu durumda,  

                           ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' 'lim 0
x a

p x u x v x u x v x
+→

	 
− = �                                     (5.7.2) 

halini, hangi sınır �artlarının sa�ladı�ını görmek için �imdiki lemma verilebilir.  

Lemma 5.7.1. Singüler Sınır �artları

(5.7.2) denklemini, a�a�ıdaki üç �artın herhangi biri gerçekler.  

i. ( ) ( )lim
x a

p x p a
+→

=  dır  ve ( )y x , ( )z x  fonksiyon çifti 

                                       ( ) ( )' 2 2
11 12 11 120, 0u a u aα α α α+ = + ≠   

sınır �artını sa�lar.  

ii. ( )lim 0
x a

p x
+→

=  ve ( )y x , ( )z x  fonksiyon çifti 
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                                   x a+→  iken ( )u x  ve ( )'u x

kalan sınır �artını sa�lar.  

iii. ( )y x , ( )z x  fonksiyon çifti  

                            ( ) ( )lim 0
x a

p x u x
+→

=      ve     ( ) ( )'lim 0
x a

p x u x
+→

=

�artlarını sa�lar. 

�spat. 

   

i. 11 0α ≠  ise ( ) ( )' ' 0y a z a= =  olur ve (5.7.2) sa�lanır. Di�er taraftan 

fonksiyonlar, sınır �artını sa�ladı�ından  

                                       
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

'
12 11

'
12 11

y a y a

z a z a

α α

α α

= −

= −

�eklindedir. Bunlar (5.7.2) denkleminin sol tarafında yerine yazılırsa 

                      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' 'p a y a z a z a y a	 
− �

                                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' ' '
12 11 12 11 0p a y a z a z a y aα α α α	 
= − + − = �

i�leminin sonucunda (5.7.2) sa�lanır.  

ii. x a+→  iken ' ', , ,y y z z  kalan sınırlardan ise, (5.7.2) denkleminin sol 

tarafındaki kö�eli parantezli çarpan sınırlı olur. ( )lim 0
x a

p x
+→

=  oldu�undan sol 

taraftaki terimin her bir çarpanı sınırlıdır ve buradan da sol taraf sıfır olur. 

Dolayısıyla (5.7.2) sa�lanır.  

iii. ( )y x , ( )z x  fonksiyon çiftinin sınırları sa�ladı�ını kabul edelim. Bu 

durumda (5.7.2) denkleminde yerine yazıldı�ında 
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            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )' ' 'lim lim lim
x a x a x a

p x u x v x u x v x p x y x p x z x
+ + +→ → →

	 
− = �

                                          ( ) ( )( ) ( ) ( )( )'lim lim 0 0 0
x a x a

p x y x p x z x
+ +→ →

− = − =

elde edilir. Böylece (5.7.2) sa�lanır.  

Bu lemma, di�er biti� �artı için de geçerlidir;  

                                  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' 'lim 0
x b

p x u x v x u x v x
−→

	 
− = �                              (5.7.3) 

(5.7.2) ve (5.7.3) �artları sa�lanırsa L  operatörü self-adjointtir.  

Singüler Sturm-Liouville denkleminin sınır �artları yardımıyla verilen bir lineer 

operatörü, self-adjointtir. Regüler ve singüler Sturm-Liouville problemleri arasındaki 

en önemli fark, singüler problemin özde�erlerinin farklı olmaması durumudur. Yani 

problemin, her λ  de�eri için veya herhangi bir aralıktaki λ  de�erlerinin a�ikâr 

olmayan çözümü vardır. Bu durumdaki problemin bir sürekli spektrumu vardır. 

Buradan anla�ıldı�ı gibi singüler bir problemde, farklı özde�erler veya sürekli bir 

spektrum bulunur. Sürekli spektruma sahip de�il fakat sonsuz sayıda farklı özde�eri 

varsa, regüler durumun geni�letilmesiyle özde�erlerin reel oldu�u ve farklı 

özde�erlerin özfonksiyonları ( ),a b  aralı�ında ( )xρ  fonksiyonuna göre ortogonal 

oldu�u görülür.  

5.7.1. Bessel Diferansiyel Denklemi

(2.18)-(2.19) ile beraber 

                                                        ( ) ( )0 0u u b= =                                          (5.7.1.1) 

sınır ko�ullarının olu�turdu�u singüler Sturm-Liouville probleminde 
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                                                            x xλ=                                                 (5.7.1.2) 

dönü�ümü yapılırsa 

                                                 
2

'' '

2

1
1 0u u u

x x

υ� �
+ + − =� �

� �
                                   (5.7.1.3) 

Bessel diferansiyel denklemi elde edilir. Kuvvet serileri yardımıyla, bu denklemin 

                                               ( ) 0
0

, 0r n
n

n

u x x a x a
∞
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= ≠�                   (5.7.1.4) 

�eklinde bir seri çözümü vardır. Bu çözüm (5.7.1.3) denkleminde yerine yazılırsa 
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denklem sistemi olu�ur. 0 0a ≠  oldu�undan ilk denklemden 1r υ=  ve 2r υ= −

bulunur.  

1. 1 2 2r r υ− =  sayısı pozitif bir tamsayı olmasın. O halde Frobenius teoreminden 

verilmi� denklemin (5.7.1.4) serisi �eklinde iki lineer ba�ımsız çözümü 

vardır.  

r υ=  için (5.7.1.5) sistemi çözülürse 
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bulunur. Buradan da tek indisli katsayılar 
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çift indisli katsayılar ise 
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bulunur. Burada 0a  keyfi bir sabittir. Özel olarak 0a ,  
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gamma fonksiyonu yardımı ile 
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�eklinde seçilsin. Kısmi integrasyon ile 
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elde edilir. (5.7.1.4) serisinde yerine yazılırsa Bessel denkleminin 
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tipindeki bir özel çözümü elde edilir.  

r υ= −  için benzer �ekilde 
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ikinci özel çözüm bulunur. Buradan genel çözüm 

                                             ( ) ( ) ( )1 2 , 0u x C J x C J x xυ υ−= + >           (5.7.1.8) 

biçimindedir.  

Buradaki ( )J xυ  fonksiyonuna birinici tipten ve υ  ‘üncü mertebeden Bessel 

fonksiyonudur.  

2. 1 2 2r r υ− =  sayısı tek pozitif bir tamsayıya e�it olsun. Bu durumda  

                                                 
2 1 1

2 2

k
kυ

+
= = +

�eklinde, tek olan bir tamsayının yarısına e�ittir. (5.7.1.5) sisteminde r υ= −  için tek 

indisli katsayılar 
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elde edilir. Buradan, n k=  için  
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belirsizli�i olu�ur. Bütün tek indisli terimlerin katsayıları sıfır ve 
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özel çözümü bulunur. 
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alınarak ikinci özel çözüm 
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elde edilir. Buradan da genel çözüm 
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2
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(5.7.1.12) 

bulunur.  

3. 1 2 2r r υ− =  olmak üzere kυ =  pozitif bir tamsayıya e�it olsun. Bu durumda 

1r k= , 2r k= −  kökleri 

                                      ( ) ( )1 ku x J x= ,     ( ) ( )2 ku x J x−=                             (5.7.1.13) 

�eklinde iki çözüm verir. Fakat 
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oldu�undan ( )kJ x−  fonksiyonunun açılımındaki ilk n  terim 0 olur ve  
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�ekline girer. n k m= +  için 
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(5.7.1.15) 

oldu�undan ( )kJ x−  ve ( )kJ x  fonksiyonları lineer ba�ımlıdır. 

Bu durumda ( )kJ x  fonksiyonu ile birlikte lineer ba�ımsız ikinci çözüm 
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                                                                                                                         (5.7.1.16) 

fonksiyonu alınabilir. Buradan da genel çözüm 

                                              ( ) ( ) ( )1 2u x C J x C Y xυ υ= +                                 (5.7.1.17) 

bulunur.  

Burada ki ( )kY x  fonksiyonu ikinci tipten ve k ’ıncı mertebeden Bessel fonksiyonu

veya Weber fonksiyonudur. Genel halde, keyfi υ  de�erleri için Weber fonksiyonları 
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( ) ( )cos
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J x J x
Y x υ υ
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=

olarak tanımlanmaktadır.  

4. �ndisler birbirine e�it ise 1 2 2 0r r υ− = =  veya 0υ =  olur. Bu durumda 

(5.7.1.17) de 0k υ= =  alınarak 

                                           ( ) ( ) ( )1 0 2 0u x C J x C Y x= +    

genel çözümü elde edilir.  
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                         (5.7.1.18) 

                                              ( ) ( )0 0u u b= =                                                  (5.7.1.19) 

Bessel sınır de�er probleminin (5.7.1.2) dönü�ümü yardımıyla genel çözümü 

                                    ( ) ( ) ( )1 2u x C J x C Y xυ υλ λ= +

olarak elde edilir. (5.7.1.19) sınır ko�ulları genel çözümde yerine yazılırsa 
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olur. ( )0Yυ = ∞  oldu�undan 2 0C =  bulunur. ( ) 0u b =  için  

                        ( ) ( )1 0u b C J bυ λ= =    veya   ( ) 0J bυ λ =

sa�lanmalıdır. Bu denklemin kökleri 
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olmak üzere (5.7.1.18)-(5.7.1.19) sınır de�er probleminin özde�erleri 
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�eklindedir. Her bir özde�ere kar�ı gelen özfonksiyon ise 
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olur.  

Bessel denklemi için kullanılan Sturm-Liouville problemi singüler olmasına ra�men  

1. Özde�erleri negatif de�ildir. 

2. Özde�erler sonsuz sayıdadır ve  

                                                   1 2 nλ λ λ< < < <� �

�eklinde sıralıdır.  

3. Farklı nλ  ve mλ  özde�erlerine kar�ılık gelen özfonksiyonlar ( )nu x  ve ( )mu x

olmak üzere  

                                               ( ) ( )
0

, 0
b

m n m nu u u x u x dx= =�

elde edildi�inden birbirine diktirler.  

4. [ ]0,a  aralı�ında  

                                                        ( ) ( )0 0u u b= =



	��

�

�

ba�langıç ko�ulunu sa�layan ve ikinci türeve sahip her ( )f x  fonksiyonunu  
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�eklinde yakınsak bir Fourier-Bessel serisi �eklinde göstermek mümkündür. Burada  
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katsayıları Fourier-Bessel katsayılarıdır.   

5.7.2. Legendre Diferansiyel Denklemi

(2.20)-(2.21) Legendre denkleminin ilgili Sturm-Liouville probleminin sınır ko�ulları  
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x

u x
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< ∞                                               (5.7.2.1) 

�eklindedir. ( )1 0p ± =  oldu�undan problem singülerdir.  
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serisi 1x <  civarında yakınsak bir seri oldu�undan (2.21) denkleminin bu civarda 

yakınsak 
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kuvvet serisi �eklinde bir çözümü bulunabilir. Bu seriyi ve türevlerini (2.21) 

denkleminde yerine yazarsak 
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�eklinde bir seri bulunur. Katsayıları sıfıra e�itleyerek 
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na ’ler için  
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rekürans formülü bulunur. Bu ba�ıntılarda 0 1a c= , 1 2a c=  alınarak Legendre 

diferansiyel denkleminin iki keyfi sabite ba�lı genel çözümü bulunabilir. (5.7.2.1) 

sınır ko�ullarının sa�lanması için ( )1n nλ = +  ile birlikte, n  tek sayı oldu�unda 

0 0a = , 1 0a ≠ ; n  çift sayı oldu�unda 0 0a ≠ , 1 0a =  alınsın. Bu durumda ( )u x

çözümü, (5.7.2.3) ile .n  dereceden bir polinoma dönü�ür ve (5.7.2.1) sınır �artları da 

sa�lanır. Böylece (2.21)-(5.7.2.1) sınır de�er probleminin özde�erleri 

                                                        ( )1n n nλ = +
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sayıları, özfonksiyonları ile .n  dereceden bir polinomlardır. 2 .n  dereceden 
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polinomu ele alınsın. Bu polinomun türevi alınırsa 
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denklemini sa�lar. Buradan türev almaya devam edilirse 
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olur. Son denklemin tekrar türevi alınırsa 
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denklemi bulunur. Buradan da keyfi C  sabiti için  
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polinomunun ( )1n n nλ = +  oldu�unda (2.20) denklemini sa�ladı�ı görülür.  
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polinomu Legendre polinomu, (5.7.2.6) formülü ise Rodrigues formülüdür.  

Teorem 5.7.2.1. Legendre polinomları a�a�ıdaki durumda diktir: 
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sa�lanır. �lk denklem ( )nP x  ile, ikinci denklem de ( )mP x  ile çarpılıp taraf tarafa 

çıkarılır ve ( )1,1−  aralı�ında integre edilirse 
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elde edilir. Böylece m n≠  oldu�undan 
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olur. m n=  oldu�unda ise Rodrigues formülüne göre 
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yazılır. Buradan n  kez kısmi integrasyon uygulanarak 

                       ( )
( )

( )
( )

( )2 21 1
2 2

2 22
1 1

11
1

2 !

nn n
n

n nn

d x
P x dx x dx

dxn− −

−−
= −� �

                                            
( ) ( )

( )
( )

1
2

22
1

1 2 !
1

2 !

n
n

n

n
x dx

n −

−
= −�

elde edilir.  

                                    ( ) ( )
( )

1
2

1

2 4 2
1 1 2

3 5 2 1

n n n
x dx

n
−

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
− = −

⋅ ⋅⋅ ⋅ +�

oldu�undan 

                       ( )
( ) ( )

( )
( )

( )

1
2

22
1

1 2 ! 2 4 2 2
1 2

3 5 2 1 2 12 !

n
n

n n

n n
P x dx

n nn−

− ⋅ ⋅⋅⋅
= − =

⋅ ⋅⋅⋅ + +�



	��

�

�

bulunur.  

Legendre diferansiyel denklemi için kullanılan Sturm-Liouville problemi singüler 

olmasına ra�men  

1. Özde�erleri negatif de�ildir. 

2. Özde�erler sonsuz sayıdadır ve  

                                                   1 2 nλ λ λ< < < <� �

�eklinde sıralıdır.  

3. Farklı nλ  ve mλ  özde�erlerine kar�ılık gelen özfonksiyonlar ( )nu x  ve ( )mu x

olmak üzere  
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elde edildi�inden birbirine diktirler.  

4. [ ]1,1−  aralı�ında kısmi sürekli türeve sahip her ( )f x  fonksiyonunu  
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�eklinde yakınsak bir seri �eklinde göstermek mümkündür. Burada  
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katsayıları Fourier-Legendre katsayılarıdır.  

5.7.3. Hermite Diferansiyel Denklemi 

(2.22)-(2.23) Hermite diferansiyel denkleminin (2.24) sınır ko�ulları ile bir çözümü 
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fonksiyonu olmak üzere fonksiyon ve türevleri (7.23) denkleminde yerine yazılırsa 
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�eklindeki kuvvet serisi bulunur. Buradan katsayıları sıfıra e�itlenirse 

                                            
( ) ( )2

2

2 1n n

n
a a

n n

λ
+

−
=

+ +
                                          (5.7.3.2)

rekürans ba�ıntısı bulunur. 0 1a c= , 1 2a c=  alınarak 2 3, ,a a �  katsayıları bulunduktan 

sonra Hermite denkleminin genel çözümü 

                                           ( ) ( ) ( )1 1 2 2u x c u x c u x= +                                         (5.7.3.3) 

�eklinde yazılır. Burada ( )1u x , x  de�i�keninin yalnızca çift dereceli terimlerini, 

( )2u x  ise tek dereceli terimlerini içeren kuvvet serileridir.  

2nλ ≠  ise 2 2
1 2 0c c+ ≠  olmak üzere 
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→±∞
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oldu�undan (2.24) sınır ko�ullarını sa�lamak için  

                                                             2nλ =                                                   (5.7.3.4) 

seçilmelidir. Bu durumda (5.7.3.2) formülüne göre n  de�erinin tek veya çift 

olmasına ba�lı olarak 1 0c ≠ , 2 0c =  veya 1 0c = , 2 0c ≠  alınırsa ( )u x  çözümü .n
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dereceden bir polinom olacaktır. 2n
na =  alınarak elde edilen ( )nH x  polinomları 

Hermite polinomlarıdır.

Teorem 5.7.3.1. Hermite polinomları 
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aralı�ında birbirine diktir: 
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2 0,

2 ! ,

x
n m n

m n
e H x H x dx

n m nπ

∞
−

−∞

≠��
= �

=��
�

�spat. (2.22) ve (5.7.3.4) e�itliklerinden 

                                    
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

'
'

'
'

2 0

2 0

x x
n n

x x
m m

e H x ne H x

e H x me H x

− −

− −

	 
 + =
 �

	 
 + =
 �

sa�lanır. �lk denklem ( )mH x  ile ikinci denklem ise ( )nH x  ile çarpıp çıkarılırsa 

                        ( ) ( )
2 2'

' ' 2 0x x
m n n m n me H H H H n m e H H− −	 
− + − =

 �

ve ( ),−∞ ∞  aralı�ında integre edilirse, istenilen ( )Q x  polinomu için  

                                                  ( )
2

0xe Q x
∞

−

−∞
=

oldu�u dikkate alınarak 

                                     ( ) ( ) ( )
2

2 0x
n mn m e H x H x dx

∞
−

−∞

− =�

bulunur. m n≠  oldu�undan 



	
�

�

�

                                             ( ) ( )
2

0x
n me H x H x dx

∞
−

−∞

=�                                    (5.7.3.5) 

                                              ( ) ( ) ( )'
1 2 1n nH x n H x+ = +                                             (*) 

rekürans ba�ıntısında 1n n→ −  alarak ifade ( )
2x

ne H x−  ile çarpılırsa 

               ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 22

1 22 2 1 0x x x
n n n n ne H x xe H x H x n e H x H x− − −

− −− + − =

ve ( ),−∞ ∞  aralı�ında integre edilirse (5.7.3.5) ile birlikte 

                                ( ) ( ) ( )
2 22

12 0x x
n n ne H x dx xe H x H x dx

∞ ∞
− −

−

−∞ −∞

− =� �               (5.7.3.6) 

elde edilir. (*) ba�ıntısı bu kez  ( )
2

1
x

ne H x−
−  ile çarpılır ve integre edilirse 

                          ( ) ( ) ( )
2 2 2

1 12 2 0x x
n n nxe H x H x dx n e H x dx

∞ ∞
− −

− −

−∞ −∞

− + =� �             (5.7.3.7) 

bulunur. (5.7.3.6) ve (5.7.3.7) den 

                                         ( ) ( )
2 22 2

12x x
n ne H x dx n e H x dx

∞ ∞
− −

−

−∞ −∞

=� �

rekürans ba�ıntısı elde edilir. 1, 2,n = �  ve 

                                        ( )
2 22

0
x xe H x dx e dx π

∞ ∞
− −

−∞ −∞

= =� �

oldu�undan 




��

�

�

                                             ( )
2 2 2 !x n

ne H x dx n π
∞

−

−∞

=�                                    (5.7.3.8) 

e�itli�i bulunur. Bu da (5.7.3.5) ile birlikte teoremi ispatlar.  

Hermite diferansiyel denklemi için kullanılan Sturm-Liouville problemi singüler 

olmasına ra�men  

1. Özde�erleri negatif de�ildir. 

2. Özde�erler sonsuz sayıdadır ve  

                                                   1 2 nλ λ λ< < < <� �

�eklinde sıralıdır.  

3. Farklı nλ  ve mλ  özde�erlerine kar�ılık gelen özfonksiyonlar ( )nu x  ve ( )mu x

olmak üzere  

                               ( ) ( )
2 0,

2 ! ,

x
n m n

m n
e H x H x dx

n m nπ

∞
−

−∞

≠��
= �

=��
�

 elde edildi�inden birbirine diktirler.  

4. ( ),−∞ ∞  aralı�ında tanımlanmı� ( )f x  fonksiyonunu  

                                             ( ) ( )
0

n n
n

f x c H x
∞

=

=�                                               (5.7.3.9) 

�eklinde yakınsak bir seri �eklinde göstermek mümkündür. Burada  

                                       ( ) ( )
21

2 !

x
n nn

c e f x H x dx
n π

∞
−

−∞

= �

 katsayıları Fourier-Hermite katsayılarıdır.
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5.8. Salınım ve Kar�ıla�tırma Teorisi

Tanım 2.32 den anla�ıldı�ı gibi salınım hali, köklerin sayısı ve yerlerinin 

incelenmesidir.  

                                  ( ) ( ) 0,
d du

p x q x u a x b
dx dx

� �
+ = < <� �

� �
                         (5.8.1) 

Sturm-Liouville denkleminin çözümlerinin kökleri ele alınsın. Burada ( )p x , ( )'p x

ve ( )q x  fonksiyonları [ ],a b  aralı�ında sürekli ve ( ) 0p x > �eklindedir. Ayrıca 

( )0,∞ �eklindeki bir aralık üzerinde incelendi�inde aynı �artlar geçerlidir.  

Bir fonksiyonun herhangi bir aralık üzerinde sonsuz sayıda kökü var mıdır? Bu 

sorunun cevabı için �imdiki teorem incelenirse görülür ki sonsuz sayıda kök varsa 

sadece a�ikar çözüm vardır. 

Teorem 5.8.1. ( )xφ , (5.8.1) denkleminin ( ),a b  aralı�ında bir çözümü olsun. ( )xφ

çözümünün herhangi bir kapalı aralıkta sonsuz sayıda kökü varsa, ( )' ', ,a b a b	 
 ⊂ �

olmak üzere ( ),a b  aralı�ında ( ) 0xφ ≡  olur.  

�spat. Bolzano-Weierstrass teoremi yardımı ile sınırlı sonsuz bir kümenin en az bir 

limit noktası vardır. Bu durumda { }
1n n

x
∞

=
 kümesinin yakınsak oldu�u nokta 0x  ise 

0lim n
n

x x
→∞

=  olur. ( )xφ  çözümünün sonsuz sayıdaki kökleri bir ' ',a b	 
 �  aralı�ında 

olsun. Yani ( )xφ  fonksiyonunun köklerinin 0x  noktasına yakınsayan bir { } 1n n
x

∞

=
 dizi 

vardır. ' ',a b	 
 �  kapalı bir aralık oldu�undan ' '
0 ,x a b	 
∈  �  olmalıdır. nx , ( )xφ

fonksiyonunun bir kökü oldu�undan ( ) 0, 1,2,nx nφ = = � �eklindedir ve ( )xφ

fonksiyonunun süreklili�i ile 

                                       ( ) ( )0 lim lim 0 0n
n n

x xφ φ
→∞ →∞

= = =
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�

olur. Dolayısıyla 0x  noktası ( )xφ  fonksiyonunun bir köküdür. Kabulden 

( )' ' ',x a bφ 	 
∈  �  ve  

                             ( )
( ) ( ) ( )

0 0

0'
0

0 0

lim lim
x x x x

x x x
x

x x x x

φ φ φ
φ

→ →

−
= =

− −

dir. Bu limit, herhangi bir noktanın 0x  noktasına olan limitini verdi�inden { }
1n n

x
∞

=

dizisi ( )xφ  fonksiyonunun kökleri olarak seçilebilir. Bu durumda  

                                          ( )
( )

0

'
0

0

lim 0
x x

x
x

x x

φ
φ

→
= =

−

elde edilir. ( )0 0xφ =  ve ( )'
0 0xφ =  oldu�undan ikinci mertebeden lineer denklemin 

varlık ve teklik teoremi yardımıyla ( ),a b  aralı�ında ( ) 0xφ ≡  dır.  

Bir denklemin iki çözümü genel bir köke sahip midir? Bu sorunun cevabı için 

�imdiki teorem incelenirse görülür ki böyle bir kök ancak iki fonksiyon linner 

ba�ımlı ise vardır.  

Teorem 5.8.2. Genel Kökler

( )xφ  ve ( )xψ , (5.8.1) denkleminin iki çözümü ve [ ]0 ,x a b∈  noktasında  

( ) ( )0 0 0x xφ ψ= =  ise bu aralıkta ( )xφ  ve ( )xψ  fonksiyonları lineer ba�ımlıdır.  

�spat. ( ) ( )0 0 0x xφ ψ= =  olmak üzere ( )xφ  ve ( )xψ  fonksiyonlarının Wronskianı 

                             [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )' '
0 0 0 0 0, 0W x x x x xφ ψ φ ψ φ ψ= − =
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�

elde edilir. [ ],a b  aralı�ının bazı noktalarında iki çözümün Wronskianı sıfır 

oldu�unda bu çözümler aynı aralıkta linner ba�ımlı olaca�ından ( )xφ  ve ( )xψ

fonksiyonları lineer ba�ımlıdır. 

�ki fonksiyon lineer ba�ımsız ise farklı kökleri olmalıdır. Bu kökler arasında 

herhangi bir kom�uluk var mıdır? Bu sorunun cevabı için �imdiki teorem incelenirse 

görülür ki lineer ba�ımsız fonksiyonların kökleri ba�lantılıdır. 

Teorem 5.8.3. Sturm Ayırma Teoremi

( )xφ  ve ( )xψ  fonksiyonları (5.8.1) denkleminin lineer ba�ımsız iki çözümü olmak 

üzere [ ],a b  aralı�ında ( )xφ  fonksiyonunun herhangi ardı�ık iki kökü arasında 

( )xψ  fonksiyonunun kesinlikle bir kökü vardır.  

�spat. [ ],a b  aralı�ında ( )xφ  fonksiyonunun herhangi ardı�ık iki kökü 1x  ve 2x

( )1 2a x x b≤ < ≤  olsun. ( )xφ  ve ( )xψ  fonksiyonları lineer ba�ımsız oldu�undan 

( )1 0xφ ≠  ve ( )2 0xφ ≠  dır. ( )1 2,x x  aralı�ında ( )xφ  çözümünün kökü olmadı�ı 

kabul edilsin. ( )xφ  ve ( )xψ  fonksiyonları ( ),a b  aralı�ında sürekli, türevlenebilir 

oldu�undan 
φ

ψ
 fonksiyonu da 1 2x x x≤ ≤  aralı�ında sürekli ve türevlenebilir olup 

aralı�ın uç noktalarında sıfır de�erini alır. Rolle teoreminden öyle bir ( )1 2,x xξ ∈

vardır ki 

                                                    
( )
( )

0

x

xd

dx x
ξ

φ

ψ
=

	 

=� �

 �

dır. Di�er taraftan 
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�

�

                                                  
( )
( )

( )

( )
2

, ;x W xd

dx x x

φ φ ψ

ψ ψ

	 

=� �

	 
 �  �

olup ( )xφ  ve ( )xψ  fonksiyonları [ ],a b  aralı�ında lineer ba�ımsız oldu�undan 

( )1 2,x x x∈  için 

                                                        
( )
( )

0
xd

dx x

φ

ψ

	 

≠� �

 �

olacaktır. Bu ise çeli�ki olup burada ( )xφ  fonksiyonunun 1 2x x x< <  aralı�ında en 

az bir kökünün var oldu�u sonucu çıkar. Bu kökün tek olup olmadı�ına bakılsın. 

( )xψ  fonksiyonunun 1 2x x x< <  aralı�ında 3x  ve 4x  gibi ardı�ık iki kökü olsun. Bu 

durumda önceki halde kullanılan ( )xφ  ve ( )xψ  fonksiyonlarının yerleri 

de�i�tirilirse ( )xφ  fonksiyonunun 3 4x x x< <  aralı�ında en az bir 5x  kökü olması 

gerekir. Buradan 1 5 2x x x< <  olaca�ından 1x  ve 2x , ( )xφ  fonksiyonunun ardı�ık iki 

kökü olamaz. O halde 1 2x x x< <  aralı�ında ( )xψ  fonksiyonunun tek bir kökü 

vardır.  

Bu teoremin bir sonucu olarak, birinci tip Jυ  Bessel fonksiyonunun ardı�ık iki kökü 

arasında ikinci tip Yυ  Bessel fonksiyonunun bir kökü vardır. Bu yüzden bu iki 

fonksiyon 

                                              
2

0
d du

x x u
dx dx x

υ
λ
� �� �

+ − =� �� �
� � � �

Sturm-Liouville denkleminin lineer ba�ımsız iki çözümüdür. Jυ  fonksiyonunun   

( )0,∞  aralı�ında sonsuz sayıda kökü oldu�undan, Yυ  fonksiyonunun da sonsuz 

sayıda kökü vardır.  
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Sonuç 5.8.1. Salınımlı Çözümler

Teorem 5.8.3 ün kabulündeki aralık [ ),a ∞  alındı�ında, (5.8.1) denkleminin a�ikar 

olmayan bir çözümü salınımlı ise tüm çözümleri salınımlıdır.  

�spat. ( )xφ , [ ),a ∞  alındı�ında sonsuz sayıda köke sahip, (5.8.1) denkleminin a�ikar 

olmayan bir çözümü olsun. Sturm ayırma teoremi ile herhangi bir di�er çözüm, ( )xφ

fonksiyonunun her bir sıralı kök çiftini içerir ve dolayısıyla o da [ ),a ∞  alındı�ında 

sonsuz sayıda köke sahiptir.  

n  negatif olmayan bir tamsayı olmak üzere Hermite diferansiyel denklemi 

                                                 
2 2

2 0x xd du
e ne u

dx dx
− −� �

+ =� �
� �

�eklinde Sturm-Liouville formunda alındı�ında denklemin çözümü olarak, n  reel 

kökü oldu�u bilinen .n  dereceden ( )nH x  Hermite polinomu bulunur. Di�er 

çözümün ise en az 1n −  kökü olan ( )nH x  polinomunun ardı�ık köklerinin arasında 

sadece bir kökü olmalıdır. Hiçbir a�ikar olmayan çözüm 1n +  kökten fazlasını 

içeremez. Aksi halde derecesinden daha fazla kök içermi� olur.  

Teorem 5.8.4. Sturm Kar�ıla�tırma Teoremi (Sturm Temel Teoremi)

[ ],a b  aralı�ında ( )1 xφ  ve ( )2 xφ  sırasıyla 

                                           

( ) ( )

( ) ( )

1

2

0

0

d du
p x q x u

dx dx

d du
p x q x u

dx dx

	 

+ =� � �

	 

+ =� � �




��

�

�

denklemlerinin a�ikar olmayan birer çözümü olsunlar. ( ) 0p x > , ( )1q x , ( )2q x , 

( )p x  aynı aralıkta sürekli ve ( ) ( )2 1q x q x>  olmak üzere 1x  ve 2x , ( )1 xφ

fonksiyonunun ardı�ık iki kökü ise bu durumda ( )2 xφ  çözümünün 1 2x x x< <

aralı�ında ez az bir kökü vardır. 

�spat. ( )2 xφ  çözümünün 1 2x x x< <  aralı�ında bir kökü olmadı�ı kabul edilsin. Bu 

durumda genelli�i bozmadan ( )1 0xφ >  ve ( )2 0xφ >  alınırsa teoremin hipotezinden 

                                      
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

'
1 1 1

'
2 2 2

0

0

d
p x x q x x

dx
d

p x x q x x
dx

φ φ

φ φ

	 
 + = �

	 
 + = �

�eklindedir. Buradan ilk denklem ( )2 xφ , ikinci denklem ( )1 xφ  ile çarpılır ve taraf 

tarafa çıkarılırsa 

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
' '

2 1 1 2 1 2 1 2x p x x x p x x q x q x x xφ φ φ φ φ φ− = −	 
 	 
 	 
 �  �  �       (5.8.2) 

elde edilir. Bu e�itli�in sol tarafındaki ifade  

                                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }' '
1 2 1 2

d
p x x x x x

dx
φ φ φ φ	 
− �

olarak yazılabildi�inden (5.8.2) e�itli�i 

                  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )' '
1 2 1 2 2 1 1 2

d
p x x x x x q x q x x x

dx
φ φ φ φ φ φ	 
− = −	 
 � �

�eklinde yazılabilir. Son e�itlik ( )1 2,x x  aralı�ında integre edilirse 
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        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2

1
1

' '
1 2 1 2 2 1 1 2

x
x x

x x
x

p x x x x x q x q x x x dxφ φ φ φ φ φ
=

=
	 
− = −	 
 � � �     (5.8.3) 

elde edilir. ( ) ( )1 1 1 2 0x xφ φ= =  oldu�undan (5.8.3) e�itli�i 

         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1

' '
2 1 2 2 2 1 1 1 2 1 2 1 1 2

x

x

p x x x p x x x q x q x x x dxφ φ φ φ φ φ− = −	 
 ��

                                                                                                                              (5.8.4) 

�eklini alır. Hipotezden dolayı ( )2 0p x >  dır. 1 2x x x< <  için ( )1 0xφ >  ve 

( )1 2 0xφ =  oldu�undan ( )'
1 2 0xφ < dır. 1 2x x x< <  için ( )2 0xφ >  oldu�undan 

( )2 2 0xφ ≥  dır. Böylece ( ) ( ) ( )'
2 1 2 2 2 0p x x xφ φ ≤  olur. Benzer bir inceleme ile 

                                          ( ) ( ) ( )'
1 1 1 2 1 0p x x xφ φ ≥

olur. O halde (5.8.4) e�itli�inin ilk yanı pozitif de�ildir. ( ) ( )2 1 0q x q x− >

oldu�undan ikinci yan ise pozitiftir. Bu durum, 1 2x x x< <  aralı�ında ( )2 xφ

çözümünün bir kökünün var oldu�u kabulü ile çeli�ilmi� olur. Dolayısıyla ( )1 2,x x

aralı�ının bazı noktalarında ( )2 xφ  çözümünün kökleri vardır.  

Sonuç 5.8.2. [ ],a b  aralı�ında ( ) 0q x ≤  ise 

                                                       ( )'' 0,u q x u a x b+ = < <      

denkleminin a�ikar olmayan bir çözümünün [ ],a b  aralı�ında en az bir kökü vardır.  

�spat. ( ) 1xψ ≡ , 




	�

�

�

                                                          '' 0 0u u+ ⋅ =

denkleminin bir çözümü ve ( ) 0q x ≤  oldu�undan Sturm temel teoreminde 

( ) ( )1q x q x=  ve ( )2 0q x ≡  alınmak üzere ( )xφ  fonksiyonunun [ ],a b  aralı�ında iki 

yada daha fazla kökü varsa ( )xψ  fonksiyonunun, bu kökler arasında en az bir kökü 

vardır. ( )xψ  bir kök olamayaca�ından, ( )xφ  fonksiyonunun [ ],a b  aralı�ında en az 

bir kökü vardır.  

Teorem 5.8.5. Picone Kar�ıla�tırma Teoremi

[ ],a b  aralı�ında ( )1 xφ  ve ( )2 xφ  sırasıyla 

                                           

( ) ( )

( ) ( )

1 1

2 2

0

0

d du
p x q x u

dx dx

d du
p x q x u

dx dx

	 

+ =� � �

	 

+ =� � �

denklemlerinin a�ikar olmayan birer çözümü olsunlar. a x b≤ ≤  için 

( ) ( )1 2 0p x p x≥ >  ve ( ) ( )1 2q x q x≤  olmak üzere ( )1 xφ  ve ( )2 xφ  fonksiyonları 

lineer ba�ımlı olmadıkça, ( )1 xφ  çözümünün herhangi ardı�ık iki 1x  ve 2x  kökü 

arasında ( )2 xφ  çözümünün bir kökü vardır. Bu durumda [ ]1 2,x x  aralı�ında 

( ) ( )1 2q x q x≡  olur.  

Sonuç 5.8.3. Kökler Arasındaki Uzaklık

                               ( ) ( ) ( ) 0,
d du

p x q x u x u a x b
dx dx

λρ
� �

+ + = < <� �
� �

            (5.8.5) 

bir Sturm-Liouville problemi olsun. Burada ( )p x , ( )'p x , ( )q x  ve ( )xρ

fonksiyonları [ ],a b  aralı�ında sürekli ve aynı aralıkta ( ) 0p x > , ( ) 0xρ >  dır. ( )xφ
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fonksiyonu (5.8.5) denkleminin aynı aralık üzerinde 1x  ve 2x  ardı�ık köklerine sahip 

a�ikar olmayan bir çözümü olmak üzere 

                                         
( )
( )

( )
( )

max , ,0M m

M m

q x q x

x x
λ

ρ ρ

� �− −� �
> � �

� �� �

ise ( )xφ  fonksiyonunun kökleri arasındaki 2 1x x−  uzaklı�ı 

                             
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )2 1
m M

M M m m

p x p x
x x

q x x q x x
π π

λρ λρ
≤ − ≤

+ +
                  (5.8.6) 

ile sınırlıdır.  

(Burada ( )Mu x  ve ( )mu x , sırasıyla ( )u x  fonksiyonunun [ ],a b  aralı�ındaki en 

büyük ve en küçük de�erleridir). 

�spat. Sabit katsayılı 

                                           ( ) ( ) ( )( )'' 0M m mp x u q x x uλρ+ + =                           (5.8.7) 

denkleminin çözümü ( ) ( )1sinx K x xψ = −	 
 � �eklindedir. Burada 

                            ( ) ( )m mq x xλ ρ> −    yani   ( ) ( ) 0m mq x xλρ+ >

oldu�undan ( ) ( )( ) ( )2
m m MK q x x p xλρ= +  dir. Hatta ( )xψ  çözümünün, 1x x=

noktasında bir kökü vardır. Bir sonraki kök ise ( )1x Kπ+ �eklindedir. Buradan da 

iki kök arasındaki uzaklık 

                                               
( )

( ) ( )
M

m m

p x

q x x
π

λρ+
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olur. Her ( ),x a b∈  için ( ) ( )Mp x p x≥ , 0λ >  ve ( ) ( ) ( ) ( )m mq x x q x xλρ λρ+ ≤ +

oldu�undan Picone kar�ıla�tırma teoremi ile ( )xφ  çözümü, ( )xψ  çözümünün 

herhangi iki sıralı kökleri arasında bir köke sahiptir veya ( )xφ  ve ( )xψ  lineer 

ba�ımlı ise ( )1 0x Kφ π+ =  dır. Böylece ( )2 1x x Kπ≤ +  yani 

                                        
( )

( ) ( )2 1
M

m m

p x
x x

q x x
π

λρ
− ≤

+
                                         (5.8.8) 

bulunur. Di�er taraf için, sabit katsayılı 

                                     ( ) ( ) ( )( )'' 0m M Mp x u q x x uλρ+ + =                                 (5.8.9) 

denklemi incelensin. Bu denklemin çözümü ( ) ( )1sinx L x xσ = −	 
 � �eklindedir ve 

burada ( ) ( )( ) ( )2
M M mL q x x p xλρ= +  dir. Sonuç olarak ( )xσ  çözümünün 1x  ve 

( )1x Lπ+  ardı�ık kökleri vardır. ( ),x a b∈  için ( ) ( )mp x p x≥  ve 

                                         ( ) ( ) ( ) ( )M Mq x x q x xλρ λρ+ ≤ +

oldu�undan Picone kar�ıla�tırma teoremi ile ( )xφ  çözümünün herhangi iki sıralı 

kökü arasında, ( )xσ  çözümünün bir kökü veya di�er çözümle aynı olan kökleri 

vardır. Böylece ( )1 1x L xπ+ ≤  yani 

                                          
( )

( ) ( ) 2 1
m

M M

p x
x x

q x x
π

λρ
≤ −

+
                                    (5.8.10) 

olur. (5.8.8) ve (5.8.10) e�itsizliklerinden teorem ispatlanmı� olur.  
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Buradan görülür ki, λ → ∞  durumunda Sturm-Liouville denkleminin herhangi bir 

çözümünün kökleri arasındaki uzaklık sıfırdır. Yani, regüler bir Sturm-Liouville 

probleminin nλ  özde�erleri sonsuza gittikçe artar ve ( )n xφ  özfonksiyonlarının 

( ),a b  aralı�ındaki köklerinin sayısı n  arttıkça artar.  



BÖLÜM 6. SONUÇLAR VE ÖNER�LER

Bu tezde sınır de�er problemleri incelenmi�tir. Farklı fonksiyonlar kullanılarak elde 

edilebilecek olan çe�itli çözüm yöntemleri gösterilmi�, tek noktalı sınır de�er 

problemleri ile çözümleri incelenip örneklendirilmi�tir. Ayrıca iki noktalı sınır de�er 

problemlerinde çözüm aranmı�, bu çözüm için kullanılan Green fonksiyonunun elde 

edili�inin yanı sıra çözümlerde nasıl kullanılaca�ı belirtilmi�tir. Bununla birlikte 

adjoint operatör ve adjoint denklem üzerinde durularak yüksek mertebeden 

denklemler için sınır de�er problemlerinin çözüm yöntemleri incelenmi�, iki ve üç 

boyutlu problemler için örnek verilmi�tir. Sonrasında ise sınır de�er problemlerinin 

en yaygını olan Sturm-Liouville Probleminin, homojen veya homojen olmaması, 

singüler veya regülerli�i ile problemin Green fonksiyonuna sahip olması 

durumlarında çözümleri incelerek çözüm yöntemleri verilmi� ve örneklendirilmi�tir. 

Son olarak ise çözümlerin varlı�ı durumunda köklerinin sayısı ve yerleri 

incelenmi�tir. Ayrıca konunun teorik temelleri ispatlı olarak belirtilmi�tir.  

Bu inceleme, sınır de�er problemleri ile ilgili yapılacak bilimsel çalı�malarda, 

ara�tırmacıların yararlanabilece�i bir ek kaynak olarak kullanılabilir.  
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