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THE INHOMOGENEOUS QUANTUM INVARIANCE GROUP 

OF THE Q-DEFORMED FERMIONIC NEWTON OSCILLATOR

SUMMARY

Key Words: Newton Oscillator, Deformed Fermion Algebra, Symmetry, Quantum 

Matrix Groups, R-Matrix

In this study we consider d dimensional q deformed fermionic Newton oscillator 

system and investigate the existence of the inhomogeneous quantum symmetry group 

of this system. For d=2 case, we find the R matrix which includes all information 

about the commutation relations among the elements of quantum matrix group.



BÖLÜM 1.

mlerin, yani gündelik 

yle ilgili problemleri inceler. Newton 

bugün Klasik Mekanik veya Newton meka [1].

Klasik mekanik cis

,

,

Bu s Klasik Mekanik Teori 

yerini Özel Rölativite, Genel Rölativite, ya Kuantum Alan

Teorileri .

n

I bu modelleri 

birbirinin 

Klasik fizikte dalgalar elektromanyetik dalgalar ve mekanik dalgalar olmak üzere iki ana 

B

üçüncü bir dalg dalga türü madde 

denilir [2].

verir. Bu tür dalgalar ( , ) fonksiyonu 

( , ) gibi bir uzunluk 
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| ( , )| konumunda 

[2].

bir sistem için | ( , )| ifadesi, ’de ve 

’

| ( , )| olur. Parçac

| ( , )| = | ( , )|                                                                                           (1.1)

( , ) = ( , )                                                                                                (1.2)

i

P

dalga fonksiyonu simetriktir ve bozon olarak isimlendirilir

antisimetriktir denilir ve b [3].

Bilinen tüm fermiyonlar buçuklu spine sahiptirler.

Dalga fonksiyonunun antisimetrisi

görmemizi 

i . Bu ilkeye göre herhangi bir enerji durumunda spin 

Bütün elementlerin 

s olan bir fermiyon için 2 + 1

zeyinde spin yönelimleri 

en fazla 2 + 1

.
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Bozon sistemleri için Pauli

[4].

bir yere sahiptir.

[5].

Harmonik s

konumundan

Yani söz konusu kuvvet; k yay sabiti, x denge konumundan 

göstermek üzere,

F = kx       (1.3)

Kuvvetin ( ) söz konusu kuvvetin 

yel 

ile

F = = kx       (1.4)

gösterilebilir. Bu ifadenin integrali potansiyel enerji fonksiyonu için,

V = kx       (1.5)

Kuantum harmonik , momentum, 

= +                                                                                                        (1.6)
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ile ifade edilebilir. bir metod 

çerçevesinde incelenmesi mümkündür. Bu metod hem sade bir matematik içermesi hem 

de 

önemlidir[2,6]. Kuantum harmonik ,

= + + +         (1.7)

eklinde ve olmayan bir 

operatörünü

= +                               (1.8)

B ,

= (1.9)

[5], sabiti,

= ( )     (1.10)

eklinde ve 

[ , ] =     (1.11)

[ , ]=1     (1.12)
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ve ve yok etme 

a

= 0     (1.13)

e önüne 

, Pauli

de 

-deforme Newton 

-boyutlu -

inhomojen 

bölümde e ilgili özet 

b

-boyutlu -



BÖLÜM 2. Q DEFORME NEWTON SALINICISI

nin

sisteminin

denklemin kuvvet serisi yöntemi ile çözülmesidir. sistemin Hamiltonyenini 

merdiven operatörleri olarak isimlen rak 

elde edilen çözüm metodudur [7].

t

( ) =       (2.1)

potansiyel fonksiyonu için Newton’un ,

= = =                                                                                                (2.2)

e yerine Newton 

denkleminden harek [8,9,10]. konum, kütle, ’da 

yay sabitini ifade etmektedir. 

=       (2.3)

e frekans, = 1

potansiyel enerjiye sahip klasik bir sistem için Newton denklemi,
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=       (2.4)

lemlerinin 

=       (2.5)

=       (2.6)

etmek mümkündür. Bu 

de ’de 

Hamilton fonksiyonunu temsil etmek i ].

, ve 

( , , ) fonksiyonun zamana göre türevinin,

=
i

+ +       (2.7)

e ve ifadeleri için 

=
i

+       (2.8)

i

{F, }       (2.9)
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e nan ve ilk de 

Poisson parantezi olarak bilinen bir ifadedir.

= 1 olan birim kütleli 

bir harmonik ini, Poisson parantezlerini kullanarak,

= , { , } =     (2.10)

edilmesi,

[ , ] = { , }         (2.11)

çerçevesinde sistemin kuantizasyon [12].

= 1 için,

{ , } = [ , ]     (2.12)

, { , } = , [ , ]     (2.13)

e parantezleri ile ifade edilen

harmonik

, [ , ] =     (2.14)

, gös

Hamiltonyen momentum

[ , ]     (2.15)
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[ , ] =     (2.16)

eklinde yeniden yazmak mümkündür [10].

, , ile gösterilen üç fonksiyonun Poisson parantezi için,

, { , } + , { , } + , { , } = 0     (2.17)

[1]. , ve 

klasik nicelikleri

] olarak bilinen,

, [ , ] + , [ , ] + , [ , ] = 0     (2.18)

, [ , ] = 0                             (2.19)

e Öte yandan

, [ , ] = 0                (2.20)

o e toplanan her bir terimin 

, [ , ] = 0                 (2.21)
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e ve [ , ]

; ile 

[ , ] = ( )     (2.22)

].

Daha öncede 

Ha

da bulunabilir. = 1 , = 1 n birim kütleli 

bir harmonik

= ( + )     (2.23)

= ( )                                        (2.24)

i ]. B merdiven 

[ , ] = ( )     (2.25)

Öte yandan ile 

[ , ] = [ , ] + [ , ] + , [ , ]     (2.26)

e

Bu durumda (2.26) ifadesi,
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[ , ] = [ , ] + [ , ]     (2.27)

ile

[ , ] = [ , ] + [ , ]                             (2.28)

denklem (2.15)’i kullanarak,

[ , ] =     (2.29)

eklinde ; ile 

[ , ] = [ , ] + [ , ]                 (2.30)

d

[ , ] = +                             (2.31)

[ , ] + [ , ] = 0     (2.32)

ifade ce

= ( )     (2.33)

( ) fonksiyonu analitik ise,
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= ( ) = ( + 1)     (2.34)

,

( ) = ( + 1) ( )                 (2.35)

fark denklemi elde edilir [8,14].

(2.25) denkleminin ( ) = 1 için standart kuantum harmonik

0› = 0›     (2.36)

0› = 0     (2.37)

un

=     (2.38)

eklinde

harmonik

[10]. H yerine N cinsinden,

( + ) = ( + + 1) ( + )     (2.39)

( ) = ( + 1) ( )     (2.40)

klinde de yazmak mümkündür [10].
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n birbirlerinden 

8,10]. Ancak 

ler göz 

Bu [14,15] ve

= , = 1,2,……… ,     (2.41)

= 0 , = 1,2,……… ,     (2.42)

= ( + 1) = 1,2,……… ,     (2.43)

e -deforme Boso

pozitif reel bir 

parametre olmak üzere,

= , = 1,2,……… ,     (2.44)

= 0 , = 1,2,……… ,     (2.45)

= = 1,2,……… ,                 (2.46)

eklinde de yazmak mümkündür. Burada Kronecker delta sembolüdür. = 1 için söz 

=     (2.47)

=     (2.48)



14

eklinde yenide parametresi

Hermitsel H 1

kuantum harmonik

bozon cebirinin

fermiyonik ; ve 

temsil etmek üzere,

+ = , = 1,2,……… ,     (2.49)

+ = 0 , = 1,2,……… ,     (2.50)

= ( + 1) = 1,2,……… ,     (2.51)

edilebilir. Bu sistem literatürde -boyutlu fermiyonik Newton 

larak isimlendirilmektedir [10,14,16].

+ = , = 1,2,……… ,     (2.52)

+ = 0 , = 1,2,……… ,     (2.53)

= = 1,2,…… .… ,     (2.54)

-boyutlu sistemin, = 2

için matris temsili,

c =

0 1 0 0
0 0 0 0

0 0 0 q

0 0 0 0

     (2.55)
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=

0 0 1 0
0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

(2.56)

=

1 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

             (2.57)

ifade edilir.



BÖLÜM 3.

Simetri kimya, biyoloji, fizyoloji ve astronomi olmak 

üzere bilimlerin 

önceki durumunda 

edilebilir. Sistemde yap transformasyonu

da denir. Buna göre simetri için

de denilebilir. s

, a da sabitliktir 

[17].

metriyi daha çok, özel bir fizik probleminin 

bugünkü öneminden uzak bir olay olarak görmekteydiler. Ancak ilerleyen 

.

metrisine sahip 

buna da 

her korunum ya da bir simetriyi belirtmektedir [17].

Herhangi 
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molek

göstermektedir. enerjinin korunumunu, dönme 

simetrisi ise korunumunu gündeme getirir [17].

s

simetrisine sahiptir. Bir küre, merkezinden geçen herhangi bir 

döndürülebilir.  Döndürmeden sonra kürenin 

ri 

süreklidir. koruyan sistemlere de

süreksiz sistemler denilmektedir [17]. Burada söz konusu edilen simetriler, matrisler 

Grup teorisi, simetrinin matematikse

gerekir. 

diyebilmek için bir zorunluluktur [18,19].

, , , olmak üzere 2 2’lik bir kare matrisin,

=                                                                                                                    (3.1)

e

yani,

det 0       (3.2)
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o

Bu grup literatürde Genel Lineer Grup olarak 

isimlendirilir ve matrislerin 2 2 (2)

ile gösterilir.

ise tamamen keyfidir. Ancak vektör 

mümkündür. , sistemi

, sistemine göre saat yönünün tersi yönde

olsun.

3.1. Bir koordinat sisteminde gösterilmesi

vektörünün i,j sistemindeki yani, - ( , ); ,

sistemindeki yani - ( , )

= cos x + sin y                                                                                                  (3.3)

= sin x + cos y                                                                                              (3.4)
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=
cos sin

sin cos
      (3.5)

d

=      (3.6)                          

e

matrisi,

= =                                                                                                           (3.7)

e

(2) ile gösterilir.

0 2 parametresine 

parametresine göre türev almak mümkündür. Sahip olunan bu özellikleri 

vurgulamak için; bu tip gruplar, [19].

konusu edilen matris grup

ubu olarak isimlendirilirler. 

=                                                                                                                         (3.8)

=                                                                                                                         (3.9)

=     (3.10)

=                                                                                                                      (3.11)

=                                                                                                                       (3.12)

= ( )                                                                                               (3.13)
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(2) kuantum matris 

grubu elde edilir [20,21,22]. erek, matrisinin -

= =                                                                               (3.14)

= 1 (2) matris grubunun 

önemli nokta 

Hopf c [23]. (3.8) – ile ifade edilen cebirsel 

bicebir [24,25] göz 

( ) = +     (3.15)

( ) = +     (3.16)

( ) = +      (3.17)

( ) = +      (3.18)

( ) =     (3.19)

ko-

( ) = ( ) = (1) = 1                                                                                           (3.20)

( ) = ( ) = 0                                                                                                        (3.21)

ko-

( ) = ( )     (3.22)

( ) = ( ) =     (3.23)

e Söz konusu ko- -birimler 

( ) =                                                                                                                 (3.24)

( ) =     (3.25)
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göstermektedir. 

=                                                                                                                      (3.26)

=                                                                                                                     (3.27)

olmak üzere,

=                                                                                                           (3.28)

,

=
0
0

0

0
1

0

0

0

1
0

0

0

0
    (3.29)                  

matrisi ile de ifade edilebilir [22,26]. Burada (3.8) –

( ) = ( )     (3.30)

( ) =                                                                                                                   (3.31)

e



BÖLÜM 4. ÇOK BOYUTLU Q-

GRUBU

Bu bölümde,

+ = , = 1,2,……… ,          (4.1)

+ = 0 , = 1,2, ……… ,          (4.2)

= = 1,2,……… ,          (4.3)

-boyutlu deforme fermiyonik Newton 

cebirininin in

d-

kle iki boyutlu sistem

d-boyutlu sisteme 

,

=          (4.4)

= 2 için. (4.1) -

+ =          (4.5)

+ =          (4.6)

+ = 0          (4.7)

= 0          (4.8)
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= 0          (4.9)

+ = 0        (4.10)

=        (4.11)

=        (4.12)

= + + + + +        (4.13)

= + + + + +        (4.14)

= + + + + +        (4.15)

= + + + + +        (4.16)

= +        (4.17)

e

ortaya koymak gerekir. (4.13) – (4.17) 

=

0

0

0

0
0

0

0

0 0 1

       (4.18)

mümkündür. Bu ndaki 6x6 ilk

M harfi ile temsil edilecektir.
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(4.13) – (4.1 –

hesap , , , = 1,2 için,

= 0        (4.19)

= 0        (4.20)

+ = 0        (4.21)

+ = 0        (4.22)

= 0        (4.23)

+ = 0        (4.24)

+ = 0        (4.25)

+ = 0        (4.26)

= 0        (4.27)

+ = ( + )        (4.28)

+ = 0        (4.29)

= 0        (4.30)

= 0        (4.31)

= 0        (4.32)

= 0        (4.33)

= 0        (4.34)

= 0        (4.35)

= 0        (4.36)

= 0        (4.37)

= 0        (4.38)

= 0        (4.39)

= 0        (4.40)

+ = 0        (4.41)

+ = 0        (4.42)

= 0        (4.43)
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+ = 0        (4.44)

+ = 0        (4.45)

+ = 0        (4.46)

+ = ( )        (4.47)

+ =        (4.48)

=

0

0

0

0
0

0

0

0 0 1 ( )

                  (4.49)

M M matrisini 

gerektirir. (4.19) – ile cebiri 

- -

M ile gösterilen matrisin el

ko- -birim ve antipod 

( ) =        (4.50)

( ) =        (4.51)

( ) =        (4.52)

-

, = 1,2
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2

1

*
2

1

)(
m

mkim

m

mkimik        (4.53)

2

1

*
2

1

)(
m

mkim

m

mkimik        (4.54)

3

2

1

*
2

1

)( i

m

mim

m

mimi        (4.55)

1)( 4

2

1

*
2

1
ii

m

mim

m

mimi        (4.56)

333 )(       (4.57)

1)( 4434       (4.58)

e Ancak söz konusu cebir için Hopf

bahsedebilmek için, bu ko- –

– fade edilen ko- –

hesaplamalar 

3443        (4.59)

)( 3 ve )( 4

)()()()( 3443        (4.60)

– (4.48) ve 

M

M

bu 

matrisi,
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=

0

0

0

0
0

0

0

0 0 1

=
0

                  (4.61)

M

matrisin tersi,

= =       (4.62)

=
0

                                                                                                  (4.63)

B, birbir ve 

M matrisinin tersinin 

A

A matrisinin tersi, Schirrmacher’in GL(n) grubunun çok parametreli 

deformasyonu [27

Schirrmacher

=

( )

       (4.64)

eklinde ifade edilen çok parametreli deforme GL(4)

a<b ve i<j için,

=
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=

=

= + ( )

A

ve

=

( )

                  (4.69)

A

P = P = = = 1                                                                                           (4.70) 

= = = =                                                                                         (4.71)

= = = =                                                                                         (4.72)

e

A matrisinin, çok parametreli deforme GL(4) kuantum matris grubunun (4.70) - (4.72)

A matrisinin 

M

=        (4.73)

=        (4.74)

olmak üzere,

=        (4.75)
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e

R

=        (4.76)

e ek mümkündür [28 ve ifadeleri 
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=

1

       (4.77)
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=

1

                                          (4.78)

abilen sütun matrislerdir. (4.76) – (4.78 R matrisinin 

= = = = = = = = 1                             (4.79)

= = = =                               (4.80)
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= = = =        (4.81)

= = = = = = 1                                                                    (4.82)

= = = = = = 1                                                       (4.83)

= = = =        (4.84)

= = = =        (4.85)

= =        (4.86)

= =        (4.87)

= =        (4.88)                 

= =        (4.89)

kadar elde edilen sonuçlar,

+ = , = 1,2,……… ,        (4.90)

+ = 0 , = 1,2,……… ,                                           (4.91)

= = 1,2,……… ,                                              (4.92)

e - ;

,

=
d

i 1=

( + + + )                                                      (4.93)

=
d

i 1=

( + + + )                                                     (4.94)

= 3 + 4                                                                                                  (4.95)
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ile

=
0 0

0 0 0

                                                                    (4.96)

i indis notasyon ,

=
0

0
0

0 0 1

                  (4.97)

ile T (2d+2) x (2d+2)’lik bir kare 

matristir , , , = 1,2, ……… için (4.19) –

T

T - , = 1,2,………

için, m 1’den d –

- – (4.47) ve (4.59) 

sahiptir. Ancak bu durum = 2 T matrisinin bir kuantum matris 

T

T matrisinin tersinin 

r T matrisini,

=
0

0
0

0 0 1

=
0

       (4.98)                  

matrisinin Schirrmacher’in çok parametreli deforme GL(n) 

matris grubunun [27]

durum,



34

= =

1 <

1 , >

1 < < 2

                  (4.99)

e – (4.92

sistemin T

söylenebilir.



BÖLÜM 5. SONUÇ

d-boyutlu deforme 

fermiyonik Newton cebirininin inhomojen kuantum

(4.97) 
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