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S�MGELER VE KISALTMALAR L�STES�

�                    : Do�al sayılar kümesi 

�                      : Reel sayılar kümesi 

�                       : Tam sayılar kümesi 
 

⇔                    : Ancak ve ancak 

� �                  : Sürekli kesir 
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�                     : �se 
 

∈                      : Elemanıdır 

����                   : Legendre sembolü 
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ÖZET 

Anahtar kelimeler: Temel Birim, Sürekli Kesirler, Sonsuz Sürekli Kesirler, Periyodik 

Sonsuz Sürekli Kesirler, Tamamıyla Periyodik Sürekli Kesirler, Fibonacci Sayıları, 

Lucas Sayıları, Pell ve Pell-Lucas Sayıları, Diophantine Denklemleri 

Bu çalı�ma 5 bölümden ibaret olup, 

Birinci bölümde ileriki bölümlerde kullanılacak bazı temel tanım ve teoremler 

verildi. 

�kinci bölümde real kuadratik cisimlerde birimler incelendi. 

Üçüncü bölümde sonlu sürekli kesirler, sonsuz sürekli kesirler, periyodik sonsuz 

sürekli kesirler, tamamıyla periyodik sürekli kesirler ve  �’ nin sürekli kesirlere 

açılımı incelenmi�tir. 

Dördüncü bölümde temel birim hesaplandı. 

Be�inci bölümde bazı Diophantine denklemlerinin çözümleri verildi. 
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FUNDAMENTAL UNITS IN REAL QUADRATIC FIELDS 

SUMMARY 

Key Words: Fundamental Unit, Continued Fractions, Infinite Continued Fractions, 

Periodic Infinite Continued Fractions , Pure Periodic Infinite Continued Fractions, 

Fibonacci Numbers, Lucas Numbers, Pell and Pell-Lucas Numbers, Diophantine 

Equations 

This study consists of five chapters. 

In the first chapter, some basic definations and theorems are given. 

In the second chapter, units in the real quadratic fields are examined.  

In the third chapter,  finite continued fractions, infinite continued fractions, 

periodic continued fractions, pure periodic infinite continued fractions,

and infinite continuous fraction expansion of  �  are investigated.

In the fourth chapter, the fundamental units of the real quadratic fields are calculated. 

In the fifth chapter, solutions of some diophantine equations are given.



BÖLÜM 1. G�R��

1.1. Kongrüanslar 

Tanım 1.1.1. Sıfırdan farklı bir � tamsayısı � � � farkını bölüyorsa �’ ya �
modülüne göre �’ ye denktir denir ve bu  � � �����	��
  �eklinde gösterilir. ��� � � �  farkını bölmüyorsa  �’ ya  �  modülüne göre  �’ ye denk de�ildir denir 

ve  bu   � � �����	��
  �eklinde gösterilir.  

Böylece � � �’ nin  �  ile bölünebilmesi, �� ile de bölünebilmesini 

gerektirece�inden genellikle modülü pozitif olarak sınırlayaca�ız. 

Kongrüansların a�a�ıdaki özellikleri vardır. 

Teorem 1.1.1. �� �� � 	� ��ve �  tamsayılar olmak üzere; 

a) � � �����	��
  ise � � �����	��
  ve  � � � � �����	��
, 
b) � � �����	��
  ve  � � ����	��
  ise  � � ����	��
, 
c) � � �����	��
  ve   � 	����	��
  ise  �� � � � �� � 	�����	��
, 
d) � � �����	��
 ,   � 	����	��
  ise  � � �	����	��
, 
e) � � �����	��
  ve  	������ 	 � �  ise  � � �����	�	


özellikleri geçerlidir. 
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Teorem 1.1.2.  

a) ����
 � 	  ise  �� � ������	��
  olması için gerek ve yeter �art  � �
�� ���	�����  olmasıdır. 

b) ����
 � �  ve  �� � ������	��
  ise   � � �����	��
’ dir. 

Teorem 1.1.3. ����
 � 	  olmak üzere �� � �����	��
 kongrüansının 

çözümünün olması için gerek ve yeter �art �	���  olmasıdır. 

Teorem 1.1.4. �  asal,  ���� � �� ��  ve   � � �����	��
  ise    ����  ve   ����’ dir. 

Tanım 1.1.2. �  tek asal ve ��� �
 � �  olsun. Bu taktirde  �� �  �eklinde gösterilen 

Legendre sembolü, 

!��" � # ���������� $%
 �& � �����	��
�'()����������� $%
 �& � ������	��
�'()���������������������� � �����	��
�'() �
�eklinde tanımlanır.  

Örnek 1.1.1. � � *  ve  � � ��  için Legendre sembolünü bulalım. 

! *��" � *�%%$%
 �& � *+ �� �����	���

oldu�undan   � ,%%� � ��   dir. 

Örnek 1.1.2. � � -  ise 
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��-� � # �������������� � ����	�-
��������������������� � ��.�����	�-
������������������� � ��/�*����	�-
�
dir. 

Önerme 1.1.1. 0 � .   bir asal sayı olsun.  

����!� �0" � ��� 1 �0 � �����	��

!��0" � ���� 1 �0 � �����	��


dir. Ayrıca   �   asal sayı olmak üzere   � � �����	��
  ise 

!��" � !��"
dir. 

1.2. Kuadratik Cisimler

2  bir cisim olmak üzere, katsayıları  2’ den alınan ve  � de�i�kenli polinomların 

kümesi 23�4 ile gösterilir. E�er  2 � 5  alınırsa  53�4  ile katsayıları rasyonel sayılar 

olan � de�i�kenli polinomlar kümesi gösterilir. �6 7 5�� ' � ��.��� 8 � 9  olmak üzere  

:��
 � �;�< � �%�<$% �=� �<
polinomunu göz önüne alalım. Burada  �; > �  olmak üzere 9’ ye polinomun 

derecesi ve  �;’ a polinomun ba� katsayısı denir. E�er  �; � �  ise bu polinoma 

monik polinom ve  ��;� �%� 8 � �<
 � �  ise  :��
’ e ilkel polinom denir. 

�ki polinomun çarpımının derecesi, polinomların dereceleri toplamına e�ittir. Sıfırdan 

farklı bir  ?��
  polinomu için �:��
 � ?��
0��
  olacak �ekilde bir  0��
  polinomu 
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varsa  :��
’ e  ?��
  ile bölünebilir denir ve bu ��?��
�:��
�� �eklinde gösterilir. 

Burada  ?��
’ in derecesi  :��
’ in derecesinden küçük veya e�ittir.  

Teorem 1.2.1. ?��
 > �  olmak üzere  :��
  ve  ?��
 ,  53�4�de iki polinom olsun. :��
 � ?��
0��
 � @��
  olacak �ekilde bir tek  0��
  ve  @��
  polinomları vardır 

ve  @��
 � �   veya   @��
’ in derecesi  ?��
’ in derecesinden küçüktür. 

Teorem 1.2.2. Sıfırdan farklı  :��
  ve  ?��
  polinomları için a�a�ıdaki özellikleri 

sa�layan tek türlü  	��
  monik polinomu vardır. 

a) 	��
�:��
�  ve   	��
�?��
� dir. 

b) 	��
 ,  :��
  ve  ?��
’ in lineer kombinasyonu olarak yazılır. 

c) :��
  ve  ?��
’ in herhangi bir ortak böleni, 	��
’ in de bir bölenidir ve  

	��
’ in derecesinden daha büyük olan polinomlar ortak bölen de�ildir. 

Tanım 1.2.1. Teorem 1.2.2’ de anlatılan 	��
 polinomuna :��
 ve ?��
  
polinomlarının en büyük ortak böleni denir ve bu,  

	��
 � A:��
� ?��
B
�eklinde gösterilir. 

Tanım 1.2.2. :��
 özde� olarak sıfır olmayan bir polinom olsun. :��
 � ?��
C��

olacak �ekilde derecesi :��
’ den küçük olan pozitif dereceli ?��
 ve C��

polinomları  53�4’ de bulunamıyorsa  :��
  polinomuna  53�4’ de indirgenemez 

veya asaldır denir. 

�
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Teorem 1.2.3. ���
  indirgenemez polinomu  :��
?��
  çarpımını bölüyor ise   ���
   polinomu   :��
   veya   ?��
’ den en az birinini böler. 

Tanım 1.2.3. �;� �%� ��� 8 � �<  sıfırdan farklı tamsayılar olmak üzere, 

�;D< � �%D<$% �=� �< � �                                                                   (1.1) 

denklemini sa�layan  D  sayısına cebirsel sayı denir. 

Teorem 1.2.4. Bir D cebirsel sayısı 5 üzerinde tek türlü indirgenemez  C��
  monik 

polinomu  C�D
 � � olacak biçimde vardır. Üstelik  5  üzerinde  D’ yı sıfır yeri 

kabul eden her polinom   C��
   ile bölünebilir [1]. 

Tanım 1.2.4. Bir D cebirsel sayısı  �; � � olması durumunda (1.1) denklemini 

sa�lıyorsa o zaman  D  cebirsel sayısına cebirsel tamsayı denir. 

Teorem 1.2.5. Rasyonel sayılarda sadece  ��E�� E.�8  tamsayıları cebirsel 

tamsayılardır. 

�spat. 

:��
 � �< � �%�<$% �=� �< � �
olmak üzere  :��
  polinomu  � � �  polinomu olarak alındı�ında  :��
 � �  

olaca�ından herhangi bir  �  tamsayısı cebirsel tamsayıdır. Di�er taraftan, herhangi 

bir  
�F   rasyonel sayısı,  ��� 0
 � �  olmak üzere cebirsel tamsayı ise o zaman,

!�0 "< � �% !�0 "<$% �=� �< � �
�< � �%0�<$% �=� �<0< � �
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olur. Böylece  0��< �  oldu�u görülür. Buradan  0 � E�  elde edilir. O halde  
�F   bir 

tamsayıdır.  

Tanım 1.2.5. D irrasyonel sayısı katsayıları tamsayılar olan kuadratik bir polinomun 

kökü ise  D sayısına bir kuadratik irrasyonel sayı denir. Yani  �� �� � tamsayılar ve  � > �  olmak üzere, 

�D� � �D �  � �
ise   D’ ya  kuadratik irrasyonel sayı denir [2]. 

Sonuç 1.2.5.1. D’ nın kuadratik irrasyonel sayı olması için gerekli ve yeter �art  G� H  

birer rasyonel sayı ��H > �
  ve  �  karesiz pozitif bir tamsayı olmak üzere  D’ nın  G � HI�   biçiminde olmasıdır [3]. 

Önerme 1.2.1. Her  D  kuadratik sayısı  �  karesiz pozitif bir tamsayı ve  ���� ���
������ > ���� �� � 7 J
�  olmak üzere, 

D � � � I��
biçiminde yazılabilir [3]. 

Tanım 1.2.6. � sıfırdan farklı karesiz bir tamsayı olmak üzere  5AI�B  kuadratik 

cismi   5AI�B � K� � �I� � L ��� � 7 5M  olarak tanımlanır. 

Tanım 1.2.7. � � �  ise 5AI�B  kuadratik cismine reel kuadratik cisim adı verilir 

[4].  
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Teorem 1.2.6. �  karesiz bir tamsayı olmak üzere  5AI�B’ nin cebirsel tamsayıları,  

a) � � .������	��
 ise  �� �  tamsayılar olmak üzere  � � �I�   biçimindedir. 

b) � � �����	��
 ise  �� �  ikisi de tek ya da ikisi de çift tamsayı olmak üzere  

�NOI��   biçimindedir [5]. 

Bu tezde  5AI�B  cisminin cebirsel tamsayılarına kısaca tamsayı denilecektir. 

Sonuç 1.2.6.1.  � � �����	��
 ise  5AI�B’ nin bir  D  elemanı tamsayıdır 1 ��  ve  

�  tamsayılar olmak üzere   D � � � � �%NI�� �   biçiminde yazılabilir. 

�spat. P
 � � �����	��
 olmak üzere  D � �NOI��    bir tamsayı olsun. �� � 7 J  

için  �  ve   �’ nin ikisi de tek ya da ikisi de çift oldu�undan   
�$O�    de tamsayıdır. O 

halde, 

� � �. � � Q� � I�. R � � � �I�. � D
oldu�undan   D � � � � �%NI�� �  biçiminde yazılabilir. 

S
��� � 7 J��TUV��� � � �%NI�� � � ��NONOI�� � �WXYZ����[V\�TUV��.� � ���]V�[V\� � çift 

ise  .� � �  de çifttir. O halde önceki teoreme göre  � � � �%NI�� �  bir tamsayıdır.�
Teorem 1.2.6’ da bahsedilen  5AI�B  cisminin tamsayıları kümesi  ^5AI�B   ile 

gösterilir ve a�a�ıdaki sonuç verilebilir. 
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Sonuç 1.2.6.2.  

D � #�����I������������� � .������	��
�'()� � I�. ������� � �����	��
��'()� �
olmak üzere, 

^5AI�B � J3D4 � _�D � � L �� � 7 J`
dir. 

Tanım 1.2.8. �� � 7 5  olmak üzere  D � � � �I�  olsun.  D � � � �I�   ye  �’ 

nın e�leni�i denir. 

Tanım 1.2.9. 5AI�B  cisminde bir  D  tamsayısının normu  a�D
  ile gösterilir ve    

a�D
 � DD
olarak tanımlanır. 

Tanım 1.2.10. b 7 ^5AI�B   için   
%c 7 ^5AI�B   ise   b  de�erine birim denir. Ayrıca 

^5AI�B’ nin birimlerinin kümesi   d �^5AI�B�  ile gösterilir. 

Önerme 1.2.2. e,  ^5AI�B’ de bir tamsayı olmak üzere  a�e
 � E�  olması için 

gerek ve yeter �art  e’ nın birim olmasıdır [6]. 

Tanım 1.2.11.�D� f 7 ^5AI�B�� ve  D > �  olmak üzere   f � Dg  olacak �ekilde bir   

g 7 ^5AI�B  tamsayısı varsa  D’ ya  f’ nın bir böleni denir ve bu  D�f�  �eklinde 
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gösterilir. Sıfırdan farklı �D  ve  f  tamsayıları için   D f&    birim ise  D  ve  f  

birbirleriyle ilgilidir denir. 

Teorem 1.2.7. Çarpımın normu çarpanların normlarının çarpımına e�ittir. a�D
 � �
olması için gerek ve yeter �art  D � �  olmasıdır [6]. 

Teorem 1.2.8. Herhangi bir reel kuadratik cismin sonsuz sayıda birimleri vardır  3-4h

Tanım 1.2.12. 5AI�B kuadratik cisminde birimden farklı olan D cebirsel 

tamsayısının bölenleri birim veya kendisiyle ilgili olan böleni ise   D’ ya  asaldır 

denir. 

Teorem 1.2.9. E�er 5AI�B kuadratik cismindeki D tamsayısının normu � asal 

olmak üzere, 

a�D
 � E�
ise  D  asaldır 3-4h

Teorem 1.2.10. 5AI�B’ nin sıfırdan ve birimden farklı her tamsayısı ya asaldır ya 

da asalların çarpımı olarak yazılabilir [7]. 

Teorem 1.2.6’ da   �  karesiz bir tamsayı olmak üzere  5AI�B’ nin tamsayıları  �’  

nin durumuna göre incelenmi�ti. �imdi de � karesiz bir tamsayı olmak üzere  ^5AI�B’ de   �’ nin durumuna göre birimleri inceleyelim. 
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� � �����	��
  ise  5AI�B’ nin tamsayıları  �  ve  � ler her ikisi de tek ya da çift 

tamsayılar olmak üzere  A� � �I�B .& �  biçimindeydi. Herhangi bir  e 7 ^5AI�B
cebirsel tamsayısının birim olabilmesi için  Önerme 1.2.2’ ye göre  a�e
 � E�  

olmalıdır. Dolayısıyla, 

a�e
 � � � �I�. h � � �I�. � �� ����� � E�
elde edilir. 

E�er   � � �����	��
  ise ^5AI�B’ nin birimleri,  
�NOI��   biçiminde olaca�ından   

�� ���� � E�����	��
  bulunur. Buradan  �� � �� � �����	��
  kongrüansı 

elde edilir ki, bu kongrüansın çözülebilir olması için  �  ve  � nin her ikisinin tek ya 

da çift olması gerekir. 

E�er  �,  � � �����	�i
 olacak �ekilde bir tamsayı ise o zaman  
�j$�Ojk � E�’ den  

�� ���� � E�  olup, 

�� � �� � E�����	�i

elde edilir. Bu kongrüansın çözülebilir olması için ya  � � �l � . ,  � � �l  

�eklinde ya da  � � �l ,  � � �l � .   olmalıdır. Bu nedenle  � � �����	�i
  
olması durumunda  ^5AI�B’ nin birimi  � � �l � . ,  � � �l  �eklinde ya da  

� � �l ,  � � �l � .  olmak üzere, 

e � � � �I�.
biçimindedir. 

E�er  � � .����	��
  ise 5AI�B  kuadratik cisminin elemanları  � � �I�  

biçiminde oldu�undan   e 7 ^5AI�B   elemanları için   e � � � �I�   olmak üzere, 

a�e
 � A� � �I�B�� � �I�

                                                    � �� ���� � E�����	��
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                                                    P �� � .�� � E�����	��

olup bu kongrüans   �  ve  �  tek tamsayılar veya  � tek , � çift oldu�unda bir çözüme 

sahiptir. Bu nedenle  �  ve  �’ nin di�er durumları için kongrüans çözülemezdir. 

E�er  � � �����	��
  ise  �� � 7 J  olmak üzere  5AI�B  kuadratik cisminin 

tamsayıları  � � �I�  biçiminde oldu�undan   e 7 ^5AI�B   elemanları için   

e � � � �I�  olmak üzere, 

a�e
 � A� � �I�B�� � �I�

                                                    � �� ���� � E�����	��

                                                    P �� � �� � E�����	��
                                             
olup bu kongrüans   �  ve  �  çift veya tek tamsayılar oldu�unda bir çözüme sahip 

de�ildir. Bu nedenle    �  ve  �’  nin di�er durumları için kongrüans çözülebilirdir.  

�imdi a�a�ıdaki sonuç verilebilir. 

Sonuç 1.2.1.  �  karesiz bir tamsayı olmak üzere  ^5AI�B’ nin birimleri, 

a) � � �����	��
  ise o zaman  �  ve  � nin her ikisi de çift ya da tek olmak 

üzere   e � �NOI��    biçiminde, 

b) � � �����	�i
  ise o zaman  � � �l � . ,  � � �l  ya da  � � �l ,  

� � �l � .  olmak üzere   e � �NOI��    biçiminde, 

c) � � .����	��
  ise o zaman  �  ve  �  tek tamsayılar veya  �  tek ve  �  çift 

olmak üzere   e � � � �I�   biçiminde, 

d) � � �����	��
  ise  �  ve  �’ lerden biri tek di�eri çift tamsayı olmak üzere    

e � � � �I�   biçiminde 
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olmalıdır [8]. 



BÖLÜM 2. REEL KUADRAT�K C�S�MLERDE B�R�MLER

2.1. J3Im]’ nin Birimleri 

Teorem 2.1.1. J3I.4’ nin tüm birimleri 9 7 J olmak üzere EA� � I.B<�
biçimindedir. 

�spat. Öncelikle,  

� n o n � � I.                                                                                          (2.1) 

aralı�ında  �J3I.4’  nin hiçbir   o   biriminin olmadı�ını gösterelim. 

� n o n � � I.   olacak �ekilde  J3I.4’ nin bir  o  biriminin oldu�unu kabul 

edelim.  o   birim oldu�undan   o���  dir. O halde  � � op  olacak biçimde  p 7 J3I.4  
vardır. Burada, 

� � op
oldu�undan, 

op � �
dir. Ayrıca  D� f 7 J3I.4  olmak üzere   Df � Df  dir. O halde, 

� � op � op � op
dir. Böylece, 

� � AooB�pp
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olur.  oo 7 J   ve   pp 7 J  oldu�undan, 

oo � E�
elde edilir. 

Bunu iki durumda inceleyelim:  ��
��oo � ��   ve   ��
��oo � ��
��
�oo � �  durumu:  oo � �  oldu�undan, �o � � o&    dir. �imdi (2.1) e�itsizli�inde  

o  yerine e�iti olan   � o&     yazalım. Yani, 

� n �� o& �n � � I.
dir. Buradan, 

I. � � � %I�N% n o n �                                                                              (2.2) 

olup, (2.1)  ve (2.2) e�itsizlikleri taraf tarafa toplanırsa,  

I. n o � o n . � I.
elde edilir. Buradan da, 

���- n �I. n o � o. n � � �I. n ��i
elde edilir.  

qNq� 7 J  oldu�undan   
qNq� � � olmak zorundadır. 

oo � �  ve   o � o � .  e�itliklerinden   o � o � � elde edilir. Bu da (2.1)’ de   o � � olmasıyla çeli�ir. 

��
 oo � ��  durumu:  oo � �� oldu�undan �o � �� o&  dir. �imdi (2.1) 

e�itsizli�inde   o  yerine e�iti olan  �� o&     yazalım. Yani, 

� n �� o& �n � � I.
dir. Buradan, 

�� n o n � � I.                                                                                       (2.3) 
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oldu�u görülür. Böylece  (2.1)  ve  (2.3)  e�itsizlikleri taraf tarafa toplanırsa,  

� n o � o n .
elde edilir. Buradan da, 

� n o � o. n �
elde edilir. Bu da   

qNq� 7 J  olmasıyla çeli�ir. O halde  J3I.4’ nin  �  ile � � I.  

aralı�ında birimi yoktur. 

�imdi de   �r � �  olacak biçimde herhangi bir   �r  birimini ele alalım. �  ile  � � I.
aralı�ında birim olmadı�ından   �r s � � I.   olur. O zaman, 

A� � I.B< t r�n A� � I.B<N%
olacak biçimde tek türlü pozitif  �9   tamsayısı vardır. Böylece, 

� t r�A� � I.B$< n � � I.
olur. 9 7 u  olmak üzere  �rA� � I.B$<,   J3I.4’ nin bir birimi oldu�undan   rA� �
I.B$< � �  olmalıdır. O zaman, 

            r � A� � I.B<��                                                                                          (2.4) 

elde edilir. 

E�er  � n r�n �  ise bu durumda  
%v��  bir birimdir  ve   

%v��� �� dir. Böylece (2.4)’ e 

göre bazı  9 7 u  için   
%v��� �� � I.
<� olup, 

�r � A� � I.B$<
elde edilir. 

E�er  r,  �� n r�n �  aralı�ında bir birim ise bu durumda � %v  bir birimdir ve 

� %v � �� dir. Böylece  9 7 u  olmak üzere  (2.4)’ e göre, 
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��r � �� � I.
<
olup, 

�r � �A� � I.B$<
elde edilir. 

E�er  �r n ��  olan bir birim ise bu durumda  ��r � �  olup, �9 7 u olmak üzere 

(2.4)’ e göre, 

��r � �� � I.
<
yazılabilir. Buradan, 

�r � �A� � I.B<��
elde edilir. Açıkça, 

E� � E�� � I.
;
dir. 

O halde ,  l 7 J   olmak üzere   J3I.4’ nin tüm�birimleri, 

�r � EA� � I.Bw
biçimindedir.  

2.2. xm �yzm � { Denklemi 

Bu kısımda  �  tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olmak üzere  �� ���� � �
denkleminin  ��� �
 > �E���
  olan  �  ve  � tamsayı çözümlerinin oldu�unu  

belirten teorem ispatı gösterilmeden verilecektir. 
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Teorem 2.2.1. �  tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun. �� ���� � �
denkleminin   ��� �
 > �E���
  olan  ��   ve   �  tamsayı çözümleri vardır [9]. 

2.3. Normu 1 Olan Birimler 

� karesiz pozitif bir tamsayı olsun. Teorem 2.2.1’ e göre  �� ���� � �  

denkleminin  �  ve  �  pozitif tamsayı çözümleri vardır. Böylece   o � � � �I�   ^5�I�
’ nin   o � �   ve   a�o
 � �  olan bir birimidir. Ayrıca  o  birimse her   9 7 J  

için  o< de bir birimdir.  9 > �   ise   o< > o�  oldu�undan  ^5�I�
’ nin sonsuz 

sayıda birimi vardır. Tüm bu birimler �G� ve  H,  G� ��H� � �  denklemini sa�layan 

tamsayılar olmak üzere  G � HI��  biçimindedir. Fakat  � � �����	��
  
durumunda  G ve  H  ikisi de tek tamsayılar olmak üzere  ^5�I�
’ nin   

|N}I��   

biçiminde birimleri olabilir de olmayabilir de. Örne�in   ^5�I+
’ in normu 1 olan bir 

birimi   
~NI+�    dir. Aksine,  G ve  H  ikisi de tek tamsayılar olmak üzere  ^5�I%�
 ,  

|N}I��    biçiminde birimler içermez. Çünkü   G ve  H  ikisi de tek tamsayılar olmak 

üzere   G� � �-H� � E�����	�i
  kongrüansının çözümü yoktur.  

�  ve  �’ nin her ikisi de tamsayı ya da  � � �����	��
  durumunda  ikisi de tek 

tamsayıların yarısı olsun.  ^5�I�
’ nin  normu 1 olan bir   o � � � �I�   birimini 

alalım. �imdi o � � � �I�’ nin  ������
,  �����
��������
  ve �����
  
aralıklarında olması durumlarında   �   ve   �’ nin i�aretlerini belirleyelim. 

Teorem 2.3.1. �  karesiz pozitif bir tamsayı olmak üzere  �  ve  �  tamsayılar veya  �  ve   �  tek tamsayıların yarısı biçiminde  ve   �� ���� � �  olsun. Bu durumda, 

            � � �I� � � 1 � � ��� � � �                                                                  (2.5) 

            � n � � �I� n � 1 � � ��� � n �                                                          (2.6) 

            �� n � � �I� n � 1 � n ��� � � �                                                       (2.7) 
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            � � �I� n �� 1 � n ��� � n �                                                               (2.8) 

dir.  

�spat. Önce  (2.5)’ i ispatlayalım: 

Öncelikle, 

� � ��� � � � P � s %� � � � s %�P � � �I� s %NI�� s %NI�� � �
olur. Tersine  � � �I� � �  olsun. O zaman, 

A� � �I�BA� � �I��B � �� ���� � �
oldu�undan, 

� � �I� � � P � n � � �I� n �
dir. O halde, 

� � �. �A� � �I�B � A� � �I�B� � �. � ��
�V��

� � �.I� �A� � �I�B � A� � �I�B� � � � �.I� � �
olur. Bu da (2.5)’ i ispatlar. 

�imdi (2.6)’ yı ispatlayalım: 

A� � �I�BA� � �I��B � �� ���� � �
oldu�undan, 

� � ��� � n �  P��� � ��� �� � ��P� � s %� � � �� s %�
                                                    P � � �I� s %NI�� s %NI�� � �
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                                                    P�� n �� � �I� n ���
WXY�h  Tersine  � n �� � �I� n �  olsun. Bu durumda, 

� n �� � �I� n �  P��� � �I� � ��
dir.  O halde,�

� � �
. �A� � �I�B � A� � �I�B� � �

. � �
ve 

� � �
.I� �A� � �I�B � A� � �I�B� n � � �

.I� � ��

dır. Bu da (2.6)’ yı ispatlar. 

(2.8)  durumu  (2.5)’ te,  (2.7)  durumu ise  (2.6)’ da  �  yerine � �  ve  �  yerine ��  

alınarak ispatlanabilir. 

Tanım 2.3.1. �  karesiz pozitif bir tamsayı olsun. 

a) � � .������	��
  ise    �� � _��� �
���� 7 u,  � 7 u}   

olsun.  ��� �
 7 ��,  �� ���� � �  denklemini sa�lasın. Yani,  �� ���� � �  

olsun ve   �  bu �artı sa�layanların en küçü�ü olsun. Bu durumda  ^5�I�
’ nin normu 

1 olan   � � � � �I�   birimine  ^5�I�
’ nin normu 1 olan temel birimi denir. 

b) � � �����	��
 ise    �� � _��� � ��� ��� 7 u  ,  � 7 u�� � � �����	�.
} 

olsun.  ��� �
 7 ��  olsun. Yani,  �� ���� � �  olsun ve  �  bu �artı sa�layanların 

en küçü�ü olsun. Bu durumda  ^5�I�
’ nin normu 1 olan   � � � � �I�   birimine  

^5�I�
’ nin normu 1 olan temel birimi denir. Burada  ��� �
 7 ��  ise   ��� �
 �
��� � ���   ve   � � �����	�.
  oldu�una dikkat ediniz.  
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NOT. � � .������	��
  ise   � s � � I� s � � I.   ve   

           � � �����	��
  ise    � s %NI�� s %NI+�              

oldu�undan   � � �  dir. 

�imdiki teorem ��^5�I�
’ nin normu 1 olan birimleri ile normu 1 olan temel birim 

arasındaki ili�kiyi göstermektedir. 

Teorem 2.3.2. �  karesiz pozitif bir tamsayı olsun.  �’ da   ^5�I�
’ nin normu 1 olan 

temel birimi olsun. Bu durumda, 

��
 �, �^5�I�
’ nin normu 1 olan 1’den büyük en küçük birimidir. 

��
 Bazı  9  tamsayıları için  ^5�I�
’ nin normu 1 olan her birimi  9 7 J  olmak 

üzere   E�<  biçimindedir. 

�
  � � � olmak üzere   ^5�I�
’ nin normu 1 olan bir birimi  �  olsun. Ayrıca  

9 7 J  olmak üzere  ^5�I�
’ nin normu 1 olan her birimi   E�<  biçiminde olsun. Bu 

taktirde   � � �  dir. 

�spat. ��
��,  �^5�I�
’ nin normu 1 olan temel birimi oldu�undan Tanım 2.3.1’ e  

göre  �  en küçük tamsayı olmak üzere, 

� � � � �I� ,  ��� �
 7 �� ,  �� ���� � �
dir. 

�%,  ^5�I�
’ nin normu 1 olan ve  � n �% n �  �artını sa�layan bir birimi olsun. 

Teorem 1.2.6  ve  Teorem 2.3.1’ e  göre, 

�% � �% � �%I�,       ��%� �%
 7 ��,     �%� ���%� � �
yazılabilir.  �’ nın minimal olması nedeniyle, 
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� n �%
dir  ve 

�� � �� � �
� n �%� � �

� � �%�

dir. Böylece, 

�� n �%�
olup, 

� n �%
elde edilir. Buradan, 

� � � � �I� n �% � �%I� � �%
bulunur. Bu da  �% n �  olmasıyla çeli�ir. O halde �^5�I�
’ nin 1’den büyük ve 

normu 1 olan  �’ dan küçük bir  �%  birimi yoktur. 

��
 r�,  ^5�I�
’ nin normu 1 olan bir birimi olsun. �^5�I�
’ nin normu 1 olan r��
birimi a�a�ıdaki gibi tanımlansın: 

            r�� �
���
�� �r�����������������r s ���'()�%v ���������� n r�n ��'()
� %v ��������� � n �r n ��'()��r����������������r�t ����'()h

�                                                           (2.9)                                     

Böylece   r�� s �  dir. O zaman  � � �  oldu�undan, 

�w t r�� n �wN%
olacak biçimde negatif olmayan bir l  tamsayısı vardır. E�itsizli�in her tarafını  �$w  

ile çarpılırsa, 

���� t r���$w n �
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elde edilir. Burada  r���$%,   ^5�I�
’ nin normu 1 olan bir birimidir. Fakat ��
’ da   �
^5�I�
’ nin normu 1 olan ve  1  ile  �  arasında bulunan hiçbir biriminin olmadı�ı 

görüldü. O halde, 

r���$w � �
dir  ve böylece, 

r�� � �w
dir. O halde (2.9)’ a göre, 

�r � E�<
olacak biçimde  9  tamsayısının mevcut oldu�u görülür. 

�
  �  biriminin normu 1 oldu�undan, kabulümüzden, 

� � E��
olan bir   �  tamsayısı vardır. ��
’ ye göre, 

� � E�<
olacak biçimde bir   9  tamsayısının oldu�u bilinmektedir. Böylece, 

� � E�� � E�E�<
� � E��<
ve buradan, 

��<$% � E�
elde edilir. E�itli�in her iki tarafının karesi alınırsa, 

����<$%
 � �
olur.  �9 � � > �  oldu�unu kabul edelim. Bu durumda  �  reel sayı oldu�undan  � � E�  dir. Bu da   � � �  olmasıyla çeli�ir. O halde   �9 � � � �   yani, 

�9 � �
dir. Buradan, 
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� � 9 � E�
elde edilir. Bu da, 

                                                 � � E�    ya da    � � E�$%   

oldu�unu gösterir. 

� � �   ve   � � �
oldu�undan, 

� � �
oldu�u görülür. 

2.4. Normu -1 Olan Birimler 

�  karesiz pozitif bir tamsayı olsun. 5AI�B reel kuadratik cisminin ^5�I�

kümesini olu�turan tamsayılarının normu -1 olan birimleri olabilir de, olmayabilir de. 

Örne�in  ^5�I�
’ de, 

aA� � I.B � A� � I.BA� � I.B � �� � AI.B� � ��
oldu�undan  ^5�I�
’  nin normu -1 olan bir birimi  � � I.  dir. Fakat   ^5�I~
’ de bir 

e 7 dA^5�I~
B  birimini ele alırsak  �  ve  �’ ler tamsayı olmak üzere   e � � �
�I�’ ün normu, 

a�e
 � A� � �I�BA� � �I�B
dir. E�er  �� � ��� � ��   ise   �� � ������	��
 dir.  O halde   ���� � ��  dir. 

Teorem 1.1.4’ e göre bu olamaz. O halde �^5�I~
’ ün normu -1 olan birimi yoktur.  

Bu bölümde  ^5�I�
’ nin normu -1 olan birimlerinin oldu�u kabul edilerek,��^5�I�
’ 
nin normu -1 olan bir tek  � � �  biriminin oldu�u ve  ^5�I�
’ nin normu -1 olan 
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tüm birimlerinin  9 7 J  olmak üzere  E��<N%� biçiminde oldu�u ve  ^5�I�
’ nin 

normu 1 olan tüm birimlerinin de  9 7 J  olmak üzere  E��<  biçiminde oldu�u 

gösterilecektir. 

Teorem 2.4.1.  �  karesiz pozitif bir tamsayı olsun ve  ^5�I�
’ nin normu -1 olan 

birimleri var olsun. Bu taktirde �^5�I�
’ nin normu -1 olan bir tek   � � �  birimi 

vardır ve  ^5�I�
’ deki normu -1 olan her birim �9  bir tek tamsayı olmak üzere  

E�<  biçimindedir.  

�spat. � ,  ^5�I�
’ de normu -1 olan bir birim olsun.  �  de bunun e�leni�i olsun. O 

halde, 

�� � a��
 � ��
dir. E�itli�in her iki tarafının karesi alınırsa, 

����
� � �
olur. Böylece  ��,  ^5�I�
’ nin normu 1 olan bir birimidir. Teorem 2.3.2��
’ ye  

göre, 

�� � E�<
olacak biçimde bir  9 7 J  oldu�u bilinmektedir. (Buradaki  �, Tanım 2.3.1’ deki  ^5�I�
’ nin normu 1 olan temel birimidir.) Açıkça  �� � �  dir ve  �< � �  dır. O 

halde, 

�� � �<
dir. E�er �9  çiftse, 

9 � .l için� �� � ��w
oldu�undan, 
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� � E�w
olur. Böylece, 

a��
 � a�E�w
 � a��
w � �
elde edilir. Bu da   a��
 � ��  olmasıyla çeli�ir. O halde  9  tek olmak zorundadır. 

9 � .� � � olsun. O zaman,�
�� � ���N%

olur. Bu e�itlikten, 

� � ���$�
�                                                                                               (2.10) 

elde edilir. �imdi  �� � ��$�  olsun. Bu durumda   ��  normu -1 olan bir birimdir ve 

� � ���
�
dir. E�er  p,  ^5�I�
’ nin normu -1 olan birimiyse  p�$% de  ^5�I�
’ nin normu 1 

olan bir birimdir ve Teorem 2.3.2��
’ ye göre, 

p�$% � E�w
olacak biçimde bir  l  tamsayısı vardır. Böylece, 

                                                   � � ����     ve      � � ���
�  

oldu�undan, 

p � E�w� � E�wN��� � E���
��wN�
N%
elde edilir. E�er   p, �^5�I�
’ nin normu 1 olan birimiyse o zaman Teorem 2.3.2��
’ 
ye  göre, 

p � E�w
olan  l  tamsayısı vardır. Böylece, 

� � ���
�
oldu�undan, 
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p � E�w � E���
�w
elde edilir. O halde �^5�I�
’ nin tüm birimleri  9 7 J  olmak üzere  E���
<
biçimindedir.  

9’ nin çift olmasının normu 1 olan birimleri,  9’ nin tek olmasının da normu -1 olan 

birimleri verdi�ini not edelim. �u halde,   

1- �� � �  ise  � � ��, 
2- � n �� n �   ise  � � %�� , 
3- �� n �� n �  ise  � � � %�� , 
4- �� n ��  ise  � ����

olarak alınırsa  normu -1 olan her birimin  E��
<  biçiminde oldu�u görülür ve  � � � dir. �imdi  �’ nın tekli�ini görelim. 

�  ve  �, �^5�I�
’ de normu -1 olan, 1 den büyük iki birim olsun. Teorem 2.4.1’ e 

göre her birim   9 7 J  olmak üzere  E�<� ve  0 7 J  olmak üzere  E�F�
biçimindedir. Buna göre, 

                                                    � � E�w,    � � E��
olan  l  ve  �  tamsayıları vardır. Böylece, 

� � E�w � E�E��
w � E�w�
dir ve buradan, 

�� � ��w�
oldu�u görülür. Böylece,   

���w�$%
 � �
elde edilir. E�er  l� � � > �   ise  �  reel sayı oldu�undan  � � E�  olur. Bu da  � � �  olmasıyla çeli�ir. O halde, 

l� � � � �
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yani 

l� � �
dir. Buradan, 

l � � � E�
elde edilir. Böylece, 

                                                     � � E�    veya   � � E�$%
dir. Fakat   � � �   ve   � � �  idi. O halde, 

� � �
olur. Bu da   �’ nın tekli�ini gösterir. 

Tanım 2.4.1. � , ^5�I�
’ nin normu -1 olan 1 den büyük  bir birimi olsun. E�er  �, 

Teorem 2.4.1 deki �artları sa�lıyorsa o zaman  ^5�I�
’ nin bu  �� birimine   ^5�I�
’ 
nin normu -1 olan temel birimi denir. 

  

�imdiki teoremde  ^5�I�
’ nin normu 1 olan temel birimi  �  ile  ^5�I�
  normu -1 

olan birimler içerdi�inde normu -1 olan temel birimi  �  arasındaki ba�ıntı 

kurulacaktır. 

Teorem 2.4.2. �  karesiz pozitif bir tamsayı olsun ve  ^5�I�
  normu -1 olan 

birimler içersin. ^5�I�
’ nin normu 1 olan temel birimi  �   ile normu -1 olan temel 

birimi  �  arasında, 

� � ��
e�itli�i vardır. 
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�spat. Teorem 2.4.1’ e göre, 

� � E�w �
olan bir  l  tamsayısı vardır.  

� � �   ve   � � �
oldu�undan  l 7 J  olmak üzere, 

� � �w�
dir. Böylece, 

� � a��
 � a��w
 � a��
w � ���
w
elde edilir. O halde  l  çifttir.  ? 7 J  için   l � .?  olsun. O halde, 

� � ���                                                                                                      (2.11) 

olur. Böylece, 

a���
 � a��
� � ���
� � �
oldu�undan   ��  normu 1 olan bir birimdir ve Teorem 2.3.2��
’ ye göre, 

�� � E��
olan bir ��  tamsayısı vardır.  

� � �   ve   � � �
oldu�undan, 

�� � ��                                                                                                      (2.12) 

dir. (2.11)  ve  (2.12)’ ye göre, 

                                                                � � ���                                            
elde edilir. Buradan, 

                                                                ���$% � �
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dir.  E�er   ?� � � > �   ise  �  bir reel sayı oldu�undan, 

� � E�
olur. Bu da   � � �  olmasıyla çeli�ir. O halde, 

?� � � � �
yani, 

?� � �
dir. Buradan, 

? � � � E�
elde edilir. O halde, 

� � ��    ya  da     � � �$�
dir.  � � �   ve   � � �  oldu�undan, 

� � ��
elde edilir.  

2.5. Temel Birim 

Tanım 2.5.1. �  karesiz pozitif bir tamsayı olsun.  ^5�I�
’ nin � temel birimi  r, e�er  

^5�I�
  normu -1 olan birimler içeriyorsa Tanım 2.4.1’ de bahsedilen  �, 

içermiyorsa Tanım 2.3.1’ de bahsedilen  �  olarak tanımlanır.  

Teorem 2.3.2 ve Teorem 2.4.1’ den a�a�ıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 2.5.1. � karesiz pozitif bir tamsayı ve  r,  ^5�I�
’ nin temel birimi olsun. 

Bu taktirde  ^5�I�
’ nin her birimi  9 7 J  olmak üzere  Er<� biçimindedir. E�er  
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^5�I�
  normu -1 olan birimler içerirse, normu -1 olan birimler  9  tek olmak üzere  

Er<  biçiminde  ve  normu 1 olan birimlerde,  9 çift olmak üzere  Er<  biçimindedir 

[9]. 

Teorem 2.3.2��
’ nın benzeri olan a�a�ıdaki teorem, Teorem 2.5.1’ in bir sonucudur.        

Teorem 2.5.2.  5�I�
  bir reel kuadratik cisim olsun.  ^5�I�
’ nin temel birimi 1 

den büyük olan   ^5�I�
’ nin en küçük birimidir. 

�spat. �^5�I�
’ nin temel birimi  �r  olsun ve  

                                                           � n e n r �         
olan bir  e  biriminin oldu�unu kabul edelim.  

Teorem 2.5.1’ e göre, 

                                                              e � Er<    

olan bir  9  tamsayısı vardır.  e   ve   r’ nin ikisi de pozitif olduklarından, 

                                                              e � r<   

olur.  9 s �  ise 

e � r< s r�
olur ve bu durum  e n r�  olmasıyla çeli�ir.  

9 t � ise 

e � r< t �
olup  e � �  olmasıyla çeli�ir. 

O halde böyle bir  e  yoktur. Yani  r�,  1’ den büyük olan en küçük birimdir. 
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Tablo 2.1. �,  . t � n ��  aralı�ındaki karesiz bir tamsayı olmak üzere �^5�I�
’ nin temel birimleri. 

� Normu 1 olan 

temel birim 

(�

Normu -1 

olan temel 

birim ��


Temel birim �r�
 Norm a�r�


2 � � .I. � � I. � � I.� -1 

3 . � I�� . � I�� 1 

5 �� ��/� .& � A� � I/B .& A� � I/B .& � -1 

6 / � .I*� / � .I*� 1 

7 i � �I-� i � �I-� 1 

10 �� � *I��� � � I�� � � I��� -1 

11 �� � �I��� �� � �I��� 1 

13 A�� � �I��B .& � A� � I��B .& A� � I��B .& � -1 

14 �/ � �I��� �/ � �I��� 1 

15 � � I�/� � � I�/� 1 

17 �� � iI�-� � � I�- � � I�-� -1 

19 �-� � ��I��� �-� � ��I��� 1 

21 �/ ��.�� .& � �/ ��.�� .& � 1 

22 ��- � �.I..� ��- � �.I..� 1 

23 .� � /I.�� .� � /I.�� 1 

26 /� � ��I.*� / � I.* / � I.*� -1 

29 �.- � /�.�� .& � �/ ��.�� .& �/ ��.�� .& � -1 

30 �� � .I��� �� � .I��� 1 

31 �/.� � .-�I��� �/.� � .-�I��� 1 

33 .� � �I��� .� � �I��� 1 

34 �/ � *I��� �/ � *I��� 1 

35 * � I�/� * � I�/� 1 

37 -� � �.I�-� * � I�- * � I�-� -1 
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38 �- � *I�i� �- � *I�i� 1 

39 ./ � �I��� ./ � �I��� 1 

Teorem 2.5.3. ������ � �����	��
  olan bir asal sayı olsun. Bu durumda  ^5�I 
’ nin 

temel biriminin normu -1 dir  3�4h

Teorem 2.5.4. �  karesiz pozitif bir tamsayı olsun. E�er  0 � �����	��
 olacak 

biçimde  �’ yi bölen bir  0  asal sayısı varsa  ^5�I�
�’ nin temel biriminin normu 1 

dir. 

�spat. �^5�I�
’ nin temel birimi  r�’ nin normunun -1 oldu�unu kabul edelim. �  ve  

�, 

������ � � � �����	�.
������������������� � .������	��
��'()� � �����	�.
���������������������������� � �����	��
��'() �
olan tamsayılar olmak üzere, 

�r � � � �I�.
olsun. Buna göre, 

�� ����� � a�r�
 � ��
dir. Böylece, 

�� ���� � ��
olur.  0���  oldu�undan, 

�� � ������	�0




33�

�

dir. Böylece, 

� � !��0 " � !��0 "

oldu�undan Önerme 1.1.1’ e göre 0 � �����	��
’ tür. Bu da  0 � �����	��
  
olmasıyla çeli�ir. O halde �r’ nin normu 1 dir. 

Teorem 2.5.5. ������ � /����	�i
  olan bir asal sayı olsun. Bu durumda  �^5��� 
’ 
nin temel biriminin normu -1 dir [9]. 

Teorem 2.5.6.  �  ve  0, 

� � 0 � �����	��
   ve   � F� � ��
olan birbirinden farklı asal sayılar olsun. Bu durumda  �^5�I F
’ nun temel biriminin 

normu -1 dir [9]. 



BÖLÜM 3. SÜREKL� KES�RLER 

Bu kısımda Bölüm 4’ te temel birimin hesaplanması için gereken sürekli kesirlerle 

ilgili temel tanım ve teoremler verilecektir. 

3.1. Sonlu Sürekli Kesirler 

Tanım 3.1.1. �; hariç hepsi pozitif olan  �;� �%� ��� 8 � �<  reel sayıları için, 

�; � �
�% � �

�� � �
�~ � � ����<$%N %��

ifadesine sonlu sürekli kesir denir. Burada  �%� ��� 8 � �<  reel sayılarına sürekli 

kesrin kısmi bölenleri denir. E�er  �;� �%� ��� 8 � �<  tamsayılar ise o zaman bu sürekli 

kesre basittir denir. Sürekli kesirlerin bu gösterimi, 

�; � %��N � %�jN8 %N��   veya   [�;� �%� ��� 8 � �<4
olarak da gösterilebilir. 

Sonlu sürekli kesirler için, 

3�;4 � �;� � �;
3�;� �%4 � �; � ��%
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ve  � t l n 9  için 

3�;� �%� 8 � �w$%� �w4 � ��;� �%� 8 � �w$% � �
�w� � �; � �

3�%� ��� 8 � �w4
e�itlikleri vardır. 

Teorem 3.1.1. Her rasyonel sayı sonlu sürekli kesirlerle ifade edilebilir. Tersine her 

sonlu sürekli basit kesir bir rasyonel sayı ifade eder [10]. 

Tanım 3.1.2. � n l n 9 olmak üzere 3�;� �%� 8 � �w$%� �w4 sürekli kesrine, 

[�;� �%� ��� 8 � �<4 sürekli kesrinin l’ yıncı yakla�ımı denir ve bu  �w ile gösterilir.  

Teorem 3.1.2.  �; hariç hepsi pozitif olan  �;� �%� ��� 8h  tamsayılarını ele alalım. 

�<   ve   0<, 

�$� � �  � 0$� � �
�$% � �� � �0$% � �

ba�langıç �artlarıyla ve  9 s � için,  

                                   �; � �;                            0;=1 

                                   �% � �%�; � ��                          0% � �%
        �� � ���% � �;                        0� � ��0% � �

                                   ……                                           …… 

                ��< � �<�<$% � �<$�                0< � �<0<$% � 0<$�
biçiminde tanımlansın. O zaman  3�;� �%� ��� 8 � �w4� sürekli kesrinin 9h yakla�ımı �< �[�;� �%� ��� 8 � �<4�   veya   �< �  �F�    ile verilir [11]. 
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�spat. Tümevarım ile ispatlayalım. 

l � �  için  �; � 3�;4 � � 
% �   

F    oldu�undan do�rudur. 

l � �  için  �% � 3�;� �%4 � �; � %
�� � � ��N%

�� �  �
F�

olur. �imdi de  . t l n a  olan pozitif  l  tamsayısı için teorem do�ru olsun. Yani, 

�w � 3�;� �%� ��� 8 � �w4 �� �w0w � �w�w$% � �w$���w0w$% � 0w$��
olsun. l � � için, 

�wN% � 3�;� �%� ��� 8 � �w� �wN%4
                                        � 3�;� �%� ��� 8 � �w$%� 3�w� �wN%44

                                                    � 3�;� �%� ��� 8 � �w$%� �w � %�¡¢�4

��������������� ��w � ��wN%� �w$% � �w$�
��w � ��wN%� 0w$% � 0w$�

����������������������� �wN%��w�w$% � �w$�
 � �w$%�wN%��w0w$% � 0w$�
 � 0w$%
����������� �wN%�w � �w$%�wN%0w � 0w$% � �wN%0wN%

elde edilir. Bu da  l � � için ifadenin do�ru oldu�unu gösterir. O halde ifade  l � �  

için de do�ru oldu�undan istenilen elde edilir. 

Teorem 3.1.3. �l s �  için  �w � �  olmak üzere  ��;� �%� ��� 8   dizisi verilsin. 

            �w � �w�w$% � �w$�,    0w � �w0w$% � 0w$�                                            (3.1)  

Teorem 3.1.2’ de tanımlandı�ı gibi olsun. Bu taktirde,  

�w0w$% � �w$%0w � ���
w$%                                                                     (3.2) 
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dir. 

�spat. Tümevarım ile ispatlayalım. 

l � � için  �%0; � 0%�; � ��;�% � �
� � �;�% � � � ���
%$%  dir. 

�ddia  l  için do�ru olsun.�l � � için do�ru oldu�unu gösterelim. 

���wN%0w � 0wN%�w � ��wN%�w � �w$% )0w � �w��wN%0w � 0w$%

                     =��wN%�w0w � 0w�w$% � �wN%0w�w � 0w$%�w
                     � 0w�w$% � 0w$%�w

       = (-1)(�w0w$% � 0w�w$%

       = ���
w$%N% � ���
w

oldu�undan istenilen elde edilir. 

Sonuç 3.1.3.1. (3.1)’ deki gibi tanımlanan   �w  ve  0w  de�erleri aralarında asaldır. 

�spat. (�w� 0w
 � 	��olsun. (3.2) e�itli�inden, 

�w0w$% � 0w�w$% � ���
w$%
dir.  (�w� 0w
 � 	�� oldu�undan  �	��w��ve  �	�0w dir. O halde, 

�	���w0w$% � �w$%0w

yani 

�	����
w$%��
dir. Bu ise  	 � �  oldu�unu gösterir. 
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Teorem 3.1.4. �l s �  için  �w � �  olmak üzere   �;� �%� ��� 8   dizisi verilsin. 

�w � �w�w$% � �w$�     ,       0w � �w0w$% � 0w$�
Teorem 3.1.2’ deki tanımlandı�ı gibi olsun. Bu taktirde, 

            �w0w$� � �w$�0w � �w���
w                                                (3.3) 

dir [12]. 

�spat. (3.1)’ deki  �w� ve  0w de�erlerini (3.3)’ te yerine yazalım. Bu durumda, 

�w0w$� � 0w�w$� �(�w�w$% � �w$�)0w$� � ��w0w$% � 0w$�
�w$�
                 ������������������������ �w��w$%0w$� � 0w$%�w$�

                             ������������������ �w���
�w$%
$%
                             ������������������ �w���
w
oldu�u görülür. 

Sonuç 3.1.4.1. ��w
  ve  �0w
,  (3.1)’ de verilen tamsayı dizileri  ve  �w �  ¡F¡  olsun. 

l s �  için, 

�w � �w$% � ���
w$%0w0w$%
dir. Ayrıca her  l s .  tamsayısı için, 

�w � �w$� � �w���
w0w0w$�
dir [12]. 

Teorem 3.1.5. (3.1)’ de tanımlı ��w
 ve �0w
 dizileri ile elde edilen   �w �  ¡F¡  

de�erleri, 
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�£ n �� n = n �~ n �%
sonsuz e�itlik zincirini sa�lar. Di�er bir deyi�le, 

a) Çift indisli  �w de�erleri artan bir dizi, 

b) Tek indisli  �w  de�erleri azalan bir dizi te�kil eder. 

c) Her  9�� 7 u  için  ��< n ���$%  dir [12]. 

Önerme 3.1.1. E�er ��w �  ¡F¡ ,  [�;� �%� ��� 8 � �<4  sürekli kesrinin l’ yıncı yakla�ımı 

ve  �; � �  ise, 

�w�w$% � 3�w� �w$%� 8 � �%� �;4
ve 

0w0w$% � 3�w� �w$%� 8 � ��� �%4
dir [12]. 

3.2. Sonsuz Sürekli Kesirler 

Tanım 3.2.1.  �; hariç hepsi pozitif olan  �;� �%� ��� 8  tamsayıları için, 

[�;� �%� ��� 8 4 � �; � %��N �¤j¢ �¤¥¢� �����������������
�eklindeki bir ifadeye sonsuz sürekli kesir denir. 

Teorem 3.2.1. (3.1) ile tanımlı  ��w
  ve  �0w
  dizileri  verilsin. Bu taktirde her 

pozitif  �  reel sayısı için, 
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3�;� �%� ��� 8 � �w$%� �4 � ��w$% � �w$��0w$% � 0w$�
dir [3].  

�spat. �spat için tümevarım kullanılırsa  l � �  için,  

3�;� �4 � ��; � �$%�0; � 0$%
oldu�u açıktır. 

3�;� �%� ��� 8 � �w$%� �4 � ��w$% � �w$��0w$% � 0w$�
e�itli�inin ilk  l  terim için do�ru oldu�unu kabul edelim. 

3�;� �%� ��� 8 � �w� �4 � 3�;� �%� ��� 8 � �w$%� �w � �
�4 �

��w � ��� �w$% � �w$�
��w � ���0w$% � 0w$�

� ���w�w$% � �w$�
 � �w$%���w0w$% � 0w$�
 � 0w$%
� ��w � �w$%�0w � 0w$%

elde edilir ve böylece   l � �  terim için de e�itli�in do�ru oldu�u görülür. Böylece 

istenilen elde edilmi� olur. 

Teorem 3.2.2. �¦l s �  tamsayısı için, 

�w � 3�;� �%� ��� 8 � �w4   ise  �w �  ¡F¡
dir. 
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Teorem 3.2.3. �¦l s � için �w � � olmak üzere  �;� �%� ��� 8  tamsayı dizisi 

verildi�inde  �w � 3�;� �%� ��� 8 � �w4   ise  XT§w¨� �w�  mevcuttur  ve  ¦@� ( s �  

tamsayıları için,  

��© n XT§
w¨�

�w n ��ªN%

dir. 

Tanım 3.2.2. �;  hariç hepsi pozitif tamsayı olan  �;� �%� ��� 8  tamsayı dizisi ile 

olu�turulan 3�;� �%� ��� 8 4 sürekli kesrine sonsuz basit sürekli kesir denir.  

3�;� �%� ��� 8 4’ in de�eri  XT§w¨�3�;� �%� ��� 8 � �w4  olarak tanımlanır. Bu limit  

XT§w¨� �w  �eklinde de ifade edilebilir [2]. 

Teorem 3.2.4.��l s �  için  �w � �  olmak üzere  �;� �%� ��� 8  tamsayı dizisi 

verilsin. Bu durumda  3�;� �%� ��� 8 � �<� 8 4  sonsuz sürekli kesri irrasyoneldir. 

Aksine her irrasyonel sayının bir sonsuz sürekli kesir açılımı vardır [7]. 

Teorem 3.2.5. ��<
   ve  ��<
, 

3�;� �%� ��� 8 4 � 3�;� �%� ��� 8 4

olan iki sonsuz sürekli kesir olsun. Bu durumda  9 7 J  olmak üzere, 

�< � �<

dir [13]. 

Teorem 3.2.6. f � 3�;� �%� ��� 8 4   olsun. Bu taktirde   f% � 3�%� ��� 8 4    olmak 

üzere  «f¬ � �;�  ve    f � �; �
%

�
   dir [7]. 
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Teorem 3.2.7.��l s �  için  �w � �  olmak üzere  �;� �%� ��� 8  tamsayı dizisi 

verilsin. D � D;� irrasyonel sayısı için, 

�w � «Dw¬    ve   DwN% � %®¡$�¡    �l � ����.��� 8 
�
�eklinde tanımlanırsa   D � 3�;� �%� ��� 8 4’ dir. 

Teorem 3.2.8.��l s � için �w � � olmak üzere �;� �%� ��� 8 tamsayı dizisi için 

[�;� �%� ��� �~84  sonsuz sürekli kesrini ele alalım. l, pozitif bir tamsayı ve  Dw �3�w� �wN%� �wN�8 4�  olsun. O zaman,  

[�;� �%� ��� �~84 � 3�;� �%� ��� �~� 8 � �w$%� Dw4
dir [12]. 

Örnek 3.2.1.�I�  irrasyonel sayısının sürekli kesir açılımını bulunuz.

Çözüm.  

                 ��; � ¯I�° � � ,                      D% � %I~$% � I~N%�
                  �% � ±I~N%� ² � � ,                   D� � %®�$�� � �I~$% � I� � �
                  �� � ¯I� � �° � . ,               D~ � %®j$�j � %I~$% � I~N%�
D~ � D%  oldu�undan, Dk � D�� dir ve böylece  D+ � D~ � D%  elde edilir. Bu 

durumda   l � �  için, 

�w � ������������l���³)l�'().� l��´':³�'()�
olur. Yani I� � 3����.���.� 8 4  dır.  (3.1)’ de verilen  �w� ve  0w  e�itliklerini 

kullanarak bu sonsuz sürekli kesrin  �w  yakla�ımlarını yazabiliriz. I�  sonsuz sürekli 

kesrinin birkaç yakla�ımı, 
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��.� /� �
-
� �
��
�� �

.*

./
�eklindedir. 

Örnek 3.2.2. I.�� irrasyonel sayısının sürekli kesir açılımını bulunuz. 

Çözüm. 

�; � ¯I.�° � � ,    D% � %I�%$k � I�%Nk+
�% � ±I�%Nk+ ²�= 1  ,  D� � %Ij�¢µ¶ $% � +I�%$% � +AI�%N%B�; � I�%N%k

�� � ±I�%N%k ² � �  ,  D~ � %Ij�¢�µ $% � kI�%$~ � kAI�%N~B%� � I�%N~~

�~ � ±I�%N~~ ² � . ,  Dk � %Ij�¢¥¥ $� � ~I�%$~ � ~AI�%N~B%� � I�%N~k

�k � ±I�%N~k ² � � ,  D+ � %Ij�¢¥µ $% � kI�%$% � kAI�%N%B�; � I�%N%+

   �+ � ±I�%N%+ ² � � ,  D, � %Ij�¢�¶ $% � +I�%$k � +AI�%NkB+ � I.� � �
�, � ¯I.� � �° � i ,  D� � %I�%Nk$· � %I�%$k � I�%Nk+

D� � D%  oldu�undan,  D· � D�,  D¸ � D~,…  dir. Devam edilirse  D%~ � D� � D%
oldu�u görülür. O halde, 

D � 3������.�����i�����.�����i� 8 4
dir. 
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3.3. Periyodik Sürekli Kesirler 

Tanım 3.3.1.��9 s �  için  �< � �  olmak üzere  �;� �%� ��� 8  tamsayı dizisi verilsin. 

Her��� s ¹� için  �� � ��Nw� e�itli�ini sa�layan bir  ¹ � �  varsa bu sonsuz 

sürekli kesre periyodik sürekli kesir denir. En küçük  l  de�erine de bu sonsuz 

sürekli kesrin periyodu denir ve bu, 

[�;� �%� ��� �~� 8 � �º� �ºN%� 8 � �ºNw$%»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»4
�eklinde gösterilir. 

  

Örnek 3.3.1. I.�  için Örnek 3.2.2’ den, 

I.� � 3������.�����i�����.�����i� 8 4 � 3�� ����.�����i»»»»»»»»»»»»»4  olup  periyodu 6’ dır. 

Teorem 3.3.1. Her periyodik basit sürekli kesir bir kuadratik irrasyonel sayıya e�ittir 

[3]. 

Örnek 3.3.2. D � 3/� ����»»»»»»4  sayısını irrasyonel olarak ifade ediniz.  

Çözüm. D � 3/� ����»»»»»»4   alınırsa  D’ nın de�erini bulmak için  f � 3����»»»»»»4  alınsın. 

Buradan  D � 3/� f4  olur. 

f � 3����������8 4 � 3����� f4
dir. Böylece, 

f � � � ��� � �f �P f � ��f � ���f � �
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                                         P ��f� � ��f � � � �
kuadratik denklemi bulunur. f � �  oldu�undan bu denklemin kökü,  

f � / � I�/
bulunur. O halde, 

D � 3/� f4 � / � �
/ � I�/ �

�/ � I�/
i/

elde edilir. 

Örnek 3.3.3. D � 3�������� 8 4�� sonsuz sürekli kesrini irrasyonel sayı olarak ifade 

ediniz. 

Çözüm. D � 3�������� 8 4 � ��� 3���� 8 4� � 3�� D4   �eklinde yazılabilir. Buradan, 

D � � � �D �P D� � D � � � �
kuadratik denklemi elde edilir.  D  pozitif olaca�ından, 

D � � � I/.
bulunur. 

Önerme 3.3.1. Her  D  kuadratik irrasyonel sayısı  ¼  tamkare olmayan pozitif bir 

tamsayı ve   ½�¼ � ¾������½ > �� ½� ¾ 7 J
   olmak üzere,  

D � ¾ � I¼½
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biçiminde yazılabilir [3].  

Teorem 3.3.2. Her kuadratik irrasyonel sayının sürekli kesre açılımı periyodiktir 

[14]. 

�spat.  D � D; � 3�;� �%� ��� �~8 4   kuadratik irrasyonel sayı olsun. Önerme 3.3.1’ e 

göre, 

D; � ¾; � I¼
½; �������������������½;¿¼ � ¾;� �

biçiminde yazılabilir. D � D;  için a�a�ıdaki e�itlikler  ¦l s �  olmak üzere, 

¾wN% � �w½w � ¾w                                                                                       (3.4)               

�������������½wN% � À$Á¡¢�j
Â¡                                                                                     

biçiminde tanımlansın. Tanımlanan bu e�itlikler için a�a�ıdaki ifadeler do�rudur.  

Her  l s �  tamsayısı için, 

a) ¾w ,  ½w 7 J  ve ½w > �
b) Dw � Á¡NIÀÂ¡ �������«Dw¬ � �w                                                                          (3.5) 

c) ½w¿¼ � ¾w� �                                                                     
dir. Bunların ispatları tümevarımla kolayca yapılabilir.  �Dw»»»�  ile  Dw’ nın e�leni�ini 

gösterilirse, 

Dw»»» �� Á¡$IÀÂ¡ ��   ve   �D»=�Dw»»» � 3�;� �%� 8 � �w$%� Dw»»»4
olur ve buradan, 

D;»»» � Dw»»»�w$% � �w$��Dw»»»0w$% � 0w$��
elde edilir. Son e�itlikten  Dw»»»  çekilirse, 



47�

�

Dw»»» � �0w$�0w$% Q
D» � �w$� 0w$�&
D» � �w$% 0w$%& R

bulunur. �l’ nın sonsuza gitmesi durumunda limit alınırsa  
 ¡ÃjF¡Ãj�  ve  

 ¡Ã�F¡Ã�  
de�erlerinin ikisi de  D;’ a yakla�ır ve böylece yukarıdaki parantezin içi 1 olur. Bu 

yüzden  a  keyfi sabit bir tamsayı olmak üzere   l � a  olacak �ekilde yeterince 

büyük  l  pozitif tamsayısı için yukarıdaki parantez içi pozitiftir ve  �� n Dw»»» n �   

dır. Her   l s �  için  Dw   pozitif  oldu�undan   l � a   için   Dw � Dw»»» � � dır.  

(3.5)’ e göre   Dw � Dw»»» � .I¼ ½w � �Ä   dır ve buradan  ½w � �  oldu�u görülür. 

Yine  (3.4)   ve  (3.5)  e�itliklerinden   l � a  için, 

½w½wN% � ¼ � ¾wN%� t ¼���� ½w t ½w½wN% t ¼
ve 

�¾wN%� t ¾wN%� � ½w½wN% � ¼���������¾wN%� n I¼
bulunur. Böylece  ¼  sabit pozitif bir tamsayı oldu�undan,  ½w  ve  ¾wN%  sayılarının l � a  için alabilecekleri de�erlerin sonlu sayıda oldu�u sonucuna varılır. Ayrıca bu 

e�itliklerin ikisini birden sa�layan   �¾w� ½w
  çifterinin sayısı sonlu olacaktır. 

Böylece öyle  �  ve  9  tamsayıları vardır ki   ¾� � ¾<  ve   ½� � ½<  dir. O halde D� � D<  yazılabilir. Bu ise açılımın periyodik oldu�unu gösterir [2]. 

Sonuç 3.3.2.1. Teorem 3.3.2’ de verilen (3.4) ve (3.5) e�itlikleri yardımı ile  �
D � ÁNIÀÂ    �eklinde verilen bir kuadratik irrasyonel sayının sonsuz sürekli kesirlere 

açılımı bulunabilir. 

Örnek 3.3.4. D � %NI�~   irrasyonel sayısının sonsuz sürekli kesir açılımını bulunuz. 
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Çözüm. ¼ � .����¾; � �����½; � �  de�erleri alınarak açılım yapılamaz, çünkü   ½;¿¼ � ¾;� �  �artı sa�lanamaz. Bunun için  D’ yı  Teorem 3.3.2’ e göre, 

D � � � I�i�
�ekline getirmek gerekir. Bu durumda  ¼ � �i������¾; � �������½; � �  dir. Buradan �; � «D¬ � �  ve  

            ¾% � �h� � � � ��                                D% � A�� � I�iB �&
            ½% � ��i � ���
�
 �& � ���                 �% � ¯A�� � I�iB �& ° � �   

           ¾� � �h� � ���
 � �                           D� � A� � I�iB .&
           ½� � ��i � ��
�
 �& � .��                   �� � ¯A� � I�iB .& ° � �   

           ¾~ � �h. � � � �                                   D~ � A� � I�iB �&
           ½~ � ��i � ��
�
 .& � ���                    �~ � ¯A� � I�iB �& ° � i

          ¾k � ih� � � � �                                   Dk � A� � I�iB .&
          ½k � ��i � ��
�
 �& � .��                    �k � ¯A� � I�iB .& ° � �   

ve böyle devam edilirse  ¾� � ¾k   ve   ½� � ½k  yinelemesi elde edilir. Buradan,  

A� � I.B �& � 3������i���i� 8 4 � 3���� ��i»»»»4
bulunur. Burada  �w’ lar kısmi bölümler,  Dw’lar da kuadratik irrasyonellerdir. 
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Teorem 3.3.3.  �, 

Å�0 � �Å n �
.0�

olan bir irrasyonel sayı ise   
 
F ,  �’ in yakla�ımlarından biridir [13]. 

Önerme 3.3.1. �	  tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun. �< ve  0<,  (3.1)’ de  

ve  ¾<� ve  ½< de�erleri de  (3.4)’ te tanımlandı�ı gibi olsun. Bu taktirde  9 s �  

olmak üzere, 

�<� � 	0<� � ���
<$%½<N%
dir. 

3.4. Tamamıyla Periyodik Sürekli Kesirler  

Tanım 3.4.1.�l � ����.��� 8�  için  �w � �<Nw  olacak �ekilde bir  9  tamsayısı varsa 

3�;� �%� ��� �~� 8 4  sürekli kesrine tamamıyla periyodik sürekli kesir denir ve bu, 

3�;� �%� ��� �~� 8 4 � 3�;� �%� ��� �~� 8 � �<$%4»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»
�eklinde gösterilir. Bu sürekli kesrin periyodu ise 9’ dir. 

Tanım 3.4.2.  D  bir kuadratik irrasyonel olsun. E�er  D � �   ve  �� n D» n �   ise  D’ ya indirgenmi� kuadratik irrasyonel sayı denir. Burada   D»   ile  D’ nın e�leni�i 

ifade edilmektedir [12]. 

Örne�in I� � � � 3.��»»»»4  bir indirgenmi� kuadratik irrasyonel sayıdır. Çünkü D» � � � I�   olup  �� n D» n �   dir. 
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Teorem 3.4.1. D kuadratik irrasyonel sayısının sürekli kesirlere açılımının tamamıyla 

periyodik olması için gerek ve yeter �art �D’ nın indirgenmi� kuadratik irrasyonel sayı 

olmasıdır [15]. 

3.5. IÆ’ nin Sürekli Kesre Açılımı 

Bu kısımda  	  tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olmak üzere  I	  biçimindeki 

kuadratik irrasyonel sayısının sürekli kesre açılımı incelenecektir. 

Teorem 3.5.1. 	 tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun.  I	  kuadratik 

irrasyonel sayısının sürekli kesre açılımı ��; � ¯I	°  olmak üzere, 

I	 � 3�;� �%� ��� h h h � �<$%� .�;»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»» ] 
biçimindedir. Burada periyod  9’ dir [3]. 

Örnek 3.5.1. I.  irrasyonel sayısının sonsuz sürekli kesir açılımını bulunuz. 

Çözüm. 

�; � ¯I.° � �   ,     Ç% � %I�$% � I. � �
�% � ¯I. � �° � . � .�;

dır. Böylece  I. � 3�� .»4   bulunur. Aksine  3�� .»4’ nin  I.  oldu�unu gösterelim.�
D� � 3��.�.� 8 4 P �D� � � � �. � �. � ��

�P �D� � � � �. � �. � ��
olup, 
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D� � � � �. � �D � �
 ��P D � � � �D � � �P D� � � � �
                   P ��� � .� P � � I.

dir. 

Örnek 3.5.2.�I*  irrasyonel sayısının sonsuz sürekli kesir açılımını bulunuz. 

Çözüm. 

�; � ¯I*° � .�  ,      D% � %I,$� � I,N��
�% � ±I,N�� ² � .   ,    ��D� � %IÈ¢jj $� � �I,$� � �AI,N�B� � I* � .

�� � ¯I* � .° � � � .�;�
oldu�undan  �D � 3.� .��»»»»4   elde edilir. 

Teorem 3.5.2. 	 tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun.��; � ¯I	°� olmak 

üzere, 

         

Dw � Á¡NI�Â¡���w � «Dw¬����������½wN% � <$Áj¡¢�Â¡
                                                                                         (3.6) 

�l� � ����� .� 8  için ardı�ık olarak tanımlanırsa,  D � 3�;� �%� ��� 8 4�
dir. 

Açıkça  D< � �  dir ve  ¾; � ��� ½; � �  ve  9 s �  için  ¾<� ½< tamsayılar olmak 

üzere, 
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D< � ¾< � I�
½< � 9 � ����.� 8

dir.  

Örnek 3.5.3. �� � I.�’ ün sürekli kesir açılımını bulalım. 

Çözüm. 

D; � I.�
D% � �D; � «D;¬ � �I.� � � � I.� � �- �

D� � �D% � «D%¬ � �I.� � �- � � �
I.� � �. �

D~ � �D� � «D�¬ � �I.� � �. � � �
I.� � �- �

Dk � �D~ � «D~¬ � �I.� � �- � � � I.� � ��

D+ � �Dk � «Dk¬ � �I.� � � � i � I.� � �- � D%�
D, � D���� D� � D~� 8

O halde �� � I.�’ ün sürekli kesir açılımı, 

I.� � ��� ������i�
dir. 
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Teorem 3.5.3. 	 tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun.�¾w ve �½w (3.6)’ daki 

gibi tanımlansın.  
 ¡F¡��  I	’ nin  l’ yıncı yakla�ımı  ve  9  periyodu göstersin. O 

zaman, ½w � � 1 �9�l
dir [12]. 

Teorem 3.5.4. 	  tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun.�¾w  ve �½w,  (3.6)’ daki 

gibi tanımlansın. Bu taktirde   
 ¡F¡�� �I	’ nin  l’ yıncı yakla�ımı olmak üzere, 

��w � 	0�w � ���
w$%½wN%
dir. 

�spat. I	 � 3�;� �%� ��� �~� 8 � �w� DwN%4  oldu�undan, 

I	 � DwN%�w � �w$%DwN%0w � 0w$%
yazılabilir. Ayrıca   DwN% � Á¡¢�NI�Â¡¢�    oldu�u kullanılırsa, 

I	 � Q¾wN% � I	½wN% R�w � �w$%
Q¾wN% � I	½wN% R0w � 0w$%

����������������� A¾wN% � I	B�w � �wN%½wN%A¾wN% � I	B0w � 0wN%½wN%
elde edilir. �çler dı�lar çarpımı yapılırsa, 

	0w � �¾wN%0w � ½wN%0w$%
I	 � �¾wN%�w � ½wN%�w$%
 � �wI	
olup  buradan, 	0w � ¾wN%�w � ½wN%�w$%
ve �w � ¾wN%0w � ½wN%0w$%
bulunur.  

Birinci denklem  �0w  ve ikinci denklem  �w  ile çarpılıp toplanırsa, ��w � 	0�w �� �½wN%�w$%0w � ½wN%0w$%�w
                               ��½wN%���w$%0w � 0w$%�w
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                               =���½wN%(-1
w$%
elde edilir. 

Önerme 3.5.1. 	 tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun. I	’ nin sürekli kesir 

açılımının  periyodu  l  olsun.  �<� � 	0<� � E� dir  1 C  pozitif tamsayı olmak üzere  9 � Cl � � dir. 

Böylece, �Éw$%� � 	0Éw$%� � ���
wÉ
dir [13]. 

Teorem 3.5.5. 	 tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun. I	’ nin sürekli kesir 

açılımının  periyodu  l  olsun.  �� � 	�� � E�  denkleminin tüm tamsayı 

çözümleri,  9 7 J  ve  �w$% 0w$%& ,  I	’ nin sürekli kesir açılımının  l � �’ inci 

yakla�ımı olmak üzere, 

� � �I	 � E��w$% � 0w$%
<
biçimindedir  [13]. 

Sürekli kesirler için verdi�imiz bu tanım ve teoremler  4. Bölümde,  bir reel 

kuadratik cismin temel biriminin nasıl belirlenece�ini belirlememizi sa�lar.



BÖLÜM 4. TEMEL B�R�M�N HESAPLANMASI 

�  karesiz pozitif bir tamsayı olsun. �^5�I�
’ nin temel birimi r’� nın 

hesaplanmasının standart metodu; I�’ nin sürekli kesir açılımıdır.  

Tanım 4.1.  �� ���� � a  Pell denkleminin çözümü mevcut olsun ve e�er  �% � �%I�,  �� ���� � a’ nin pozitif bir çözümü ve  �� � ��I�,  �� ���� �a  Pell denkleminin  �% � �%I�’ den farklı bir pozitif çözümü iken �% � �%I� n�� � ��I�  ise  �% � �%I�’ ye  �� ���� � a Pell denkleminin temel çözümü 

denir.  

� � �I�   ve   @ � (I�,  �� ���� � a  denkleminin iki çözümü olsun. Bu 

durumda, 

� � @  dir  1� � � (  dir. 

Ayrıca, 

� � �I� n @ � (I�   dir  1  � n @  ve  � n (  dir. 

Teorem 4.1. � karesiz pozitif bir tamsayı olsun. I�’ nin sonsuz sürekli kesir 

açılımının yakla�ımları   
 �F� ���9 � ����.� 8 
  olsun. �’ de bu açılımın periyod 

uzunlu�u olsun. Bu durumda, 

a) E�er � çiftse  �� ���� � �� denkleminin hiçbir �� � tamsayı çözümü 

yoktur ve  �� ���� � �  denkleminin çözümleri içerisinde �’ i en küçük 

yapan  ��� �
 çözümü  ��� �
 � ���$%� 0�$%
 dir. 
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b) E�er � tekse  �� ���� � �� denkleminin  �  ve  �  tamsayı çözümleri 

vardır ve  �� ���� � �� denkleminin çözümleri içerisinde �’ i en küçük 

yapan  ��� �
 çözümü ���� �
 � ���$%� 0�$%
  
özellikleri geçerlidir [9]. 

Teorem 4.2. E�er  � � /����	�i
  ve  ^5�I�
’ nin  �  ve  �  tek olmak üzere   

%� �� � �I�
  biçiminde birimleri mevcut ise ^5�I�
’ nin  temel birimi;  Ê ve Ë her 

ikisi de tek pozitif tamsayılar olmak üzere  r � ÌNÍI��     biçimindedir ve  r~ 7
J3I�4’ dir. Ayrıca  r~,   �� ���� � E�  Pell denkleminin temel çözümüdür 

[9],[16]. 

Teorem 4.1  I�’ nin sürekli kesir açılımındaki periyot uzunlu�unun tek veya çift 

olmasına ba�lı olarak �� ���� � E� denkleminin en küçük çözümlerini 

vermektedir. Bu teorem kullanarak temel birim  r,  �’ nin durumuna göre a�a�ıdaki 

gibi hesaplanır. 

E�er  � � .������	��
  veya  � � �����	�i
  ise  ��� ve  �  tamsayılar olmak 

üzere,  ^5�I�
’ nin tüm birimleri Sonuç 1.2.1’ den  � � �I�  biçiminde olmak 

durumundadır. Bu durumda  ^5�I�
’ nin � temel birimi  r�  Teorem 2.5.2  ve Teorem 

4.1’ e göre, 

�r � ��$% � 0�$%I�����������a��r
 � ���
�
dir. 

E�er  � � /����	�i
  ise  �  ve  �  tek tamsayılar olmak üzere �^5�I�
’ nin      

%� �� � �I�
 biçiminde birimleri olabilir de olmayabilir de. E�er böyle birimler 

yoksa  �r 7 J3I�4  dir ve  ^5�I�
’ nin tüm birimleri � � �I�  biçiminde olmak 

durumundadır. Bu durumda  ^5�I�
’ nin � temel birimi  r, 
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�r � ��$% � 0�$%I�����������a�r�
 � ���
�
olur. E�er  � � /����	�i
  iken �^5�I�
’ nin  �  ve  �  tek olmak üzere     

%� �� ��I�
  biçiminde birimleri varsa ^5�I�
’ nin  temel birimi  r,  Teorem 4.2’ ye göre 

Ê ve Ë her ikisi de tek pozitif tamsayılar olmak üzere  r � ÌNÍI��    biçimindedir ve   

r~��  �� ���� � E�  denkleminin temel çözümüdür. Dolayısıyla Teorem 2.5.2  ve  

Teorem 4.1’ e göre, 

r~ � ��$% � 0�$%I�����������a�r�
 � ���
�
dir. O halde, 

QÊ � ËI�. R~ � ��$% � 0�$%I�
oldu�u kullanılırsa,  

Ê~ � �ÊË�� � i��$%
ve 

�Ê�Ë � Ë~� � i0�$%
elde edilir. Böylece yukarıdaki denklemlerden, 

Ê���$% ��������������� t Ê n .��$%% ~Ä
ve 

������������Ë�0�$% �������������� t Ë n . �0�$%� �% ~Ä

bulunur. 

O halde, pozitif karesiz bir tamsayı olan  �  için  �^5�I�
’ nin temel birimi  �r’ nın 

belirlenmesi için gereken adımlar a�a�ıda sıralandı�ı gibidir. 

1. adım. �$% � �� ,  0$% � � ,  
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¾; � �������½; � � ,   �; � ¯I�°��� ��; � ¯I�° ,   0;=1 

dir.        

2. adım. 9 � ��.� 8    için    ¾<� ½<� �<� �<� 0<��� de�erleri belirlenir. Bunlar 

a�a�ıda ifade edildi�i gibidir. 

                             ¾< � �¾<$% � �<$%½<$%���������������9 � ��.� 8
½< � � � ¾<�½<$% �������������������������9 � ��.� 8
�< � Î¾< � I�½< Ï ���������������������9 � ��.� 8
�< � �<h �<$% � �<$����� 9 � ��.� 8
0< � �<h 0<$% � 0<$��������������9 � ��.� 8

Ardından   ¾Ð � ¾%   ve   ½Ð � ½%   olan ilk   a � �  tamsayısında durulur. 

3. adım. � � a � �’ dir. 

4. adım. E�er  � � .������	��
  veya   � � �����	�i
 ise 

�r � ��$% � 0�$%I�����������a�r�
 � ���
�
dir.  

5. adım. E�er  � � /����	�i
  ise  ��$%’ in  .��$%% ~Ä ’ den  küçük tüm  tek  Ê  pozitif 

bölenleri belirlenir ve  0�$%’ in de  . �FÑÃ�� �% ~Ä
’ den küçük tüm tek  Ë  pozitif 

bölenleri belirlenir. E�er bazı  �Ê� Ë
  çiftleri için, 

Ê~ � �ÊË�� � i��$%
�Ê�Ë � Ë~� � i0�$%

elde ediliyorsa, 

�r � Ê � ËI�. �������������a�r�
 � ���
�
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dir. Di�er bir deyi�le, 

�r � ��$% � 0�$%I�����������a�r�
 � ���
�
dir.  

Örnek 4.1. � � I.�,  .� � �����	��
  için temel birimi bulalım. 

Çözüm. O halde,  �$% � �,  0$% � �,  ¾; � �������½; � �,   �; � ¯I.�° � �� ��; �¯I.�° � �,   0;=1   olmak üzere,  2. adımdaki �¾<� �½<� �<� �<� 0<�����9 � ��.� 8 
  
de�erlerini belirleyelim. 

Tablo 4.1. I.� sayısı için bulunan  ¾< � �½< � �< � �<� 0<�����9 � ��.� 8 
  de�erleri. 

9 ¾< ½< �< �< 0<
-1    1 0 

0 0 1 4 4 1 

1 4 7 1 5 1 

2 3 2 3 19 4 

3 3 7 1 24 5 

4 4 1 8 211 44 

5 4 7 1 235 49 

¾+ � ¾% � �   ve   ½+ � ½% � -
oldu�undan, 

a � /�������� � a � � � / � � � �
ve 

��$% � �~ � .�    ,      0�$% � 0~ � /
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olup, 

�r � ��$% � 0�$%I� � .� � /I.������������a��r
 � ���
� � ���
k � �
bulunur. 

O halde,  ^5�I�~
’ ün normu 1 olan temel birimi  .� � /I.���olur. 

Örnek 4.2. � � �- � �����	�i
  için  temel birimi bulalım. 

Çözüm. I�- � ��� i� dir. ¾<� �½<� �<� �<� 0<�����9 � ��.� 8 
 de�erlerini 

belirleyelim.  

Tablo 4.2. I�- sayısı için bulunan  ¾< � �½< � �< � �<� 0<�����9 � ��.� 8 
  de�erleri. 

9 ¾< ½< �< �< 0<
-1    1 0 

0 0 1 4 4 1 

1 4 1 8 33 8 

2 4 1 4 268 65 

�

¾� � ¾% � �   ve   ½� � ½% � �
oldu�undan, 

a � .�������� � a � � � . � � � �
ve 

��$% � �; � �    ,      0�$% � 0; � �
olup, 

�r � ��$% � 0�$%I� � � � I�-�����������a��r
 � ���
� � ���
% � ��
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bulunur. 

O halde,  ^5�I%�
’ nin normu -1 olan temel birimi  � � I�-��olur. 

Örnek 4.3. � � �. � .����	��
  için  temel birimi bulalım. 

Çözüm. I�. � �*� .��.�   dir.  �¾<� �½<� �<� �<� 0<�����9 � ��.� 8 
  de�erlerini 

belirleyelim. 

Tablo 4.3. I�. sayısı için bulunan  ¾< � �½< � �< � �<� 0<�����9 � ��.� 8 
  de�erleri. 

9 ¾< ½< �< �< 0<
-1    1 0 

0 0 1 6 6 1 

1 6 6 2 13 2 

2 6 1 12 162 25 

3 6 6 2 337 52 

¾~ � ¾% � *   ve   ½~ � ½% � *
oldu�undan, 

a � ��������� � a � � � � � � � .
ve 

��$% � �% � ��    ,      0�$% � 0% � .
olup, 

�r � ��$% � 0�$%I� � �� � .I�.�����������a�r�
 � ���
� � ���
� � �
bulunur. 
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O halde, �^5�Ik�
’ nin normu 1 olan temel birimi ��� � .I�.��olur. 

Örnek 4.4. � � �� � /����	�i
  için  temel birimi bulalım. 

Çözüm. I�� � ��� ��������*� dir. �¾<� �½<� �<� �<� 0<�����9 � ��.� 8) de�erlerini 

belirleyelim. 

Tablo 4.4. I�� sayısı için bulunan  ¾< � �½< � �< � �<� 0<�����9 � ��.� 8 
  de�erleri. 

9 ¾< ½< �< �< 0<
-1    1 0 

0 0 1 3 3 1 

1 3 4 1 4 1 

2 1 3 1 7 2 

3 2 3 1 11 3 

4 1 4 1 18 5 

5 3 1 6 119 33 

6 3 4 1 137 38 

¾, � ¾% � �   ve   ½, � ½% � �
oldu�undan, 

a � *�������� � a � � � * � � � /
ve 

��$% � �k � �i    ,      0�$% � 0k � /
dir.  

Ê tek oldu�undan; ��Ê���$% �������� t Ê n .��$%% ~Ä P Ê��������� t Ê n /�� P Ê � �  veya Ê � �
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Ë tek oldu�undan; ��Ë�0�$% �������� t Ë n . �FÑÃ�� �% ~Ä P Ë�/������� t Ë n ��/ P Ë � �  

�Ê� Ë
 � ����
 ve  ����
  çözümlerinden sadece ����
  için, 

Ê~ � ��ÊË� � ���
�Ê�Ë � ��Ë~ � ��

denklemlerinin çözümü vardır.   

O halde,  ^5�I%~
’ ün normu -1 olan temel birimi   �r � ~NI%~� �� olur. 

Örnek 4.5. � � �- � /����	�i
  için temel birimi bulalım. 

Çözüm. I�- � �*� �.� dir. �¾<� �½<� �<� �<� 0<�����9 � ��.� 8 
 de�erlerini 

belirleyelim. 

Tablo 4.5. I�- sayısı için bulunan  ¾< � �½< � �< � �<� 0<�����9 � ��.� 8 
  de�erleri. 

9 ¾< ½< �< �< 0<
-1    1 0 

0 0 1 6 6 1 

1 6 1 12 73 12 

2 6 1 12 882 145 

¾� � ¾% � *   ve   ½� � ½% � �
oldu�undan, 

a � .������� � a � � � . � � � �
ve 

��$% � �; � *    ,      0�$% � 0; � �
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dir. Açıkça, 

Ê~ � ���ÊË� � �i
ve 

�Ê�Ë � �-Ë~ � i
denklemlerinin pozitif tamsayı çözümleri yoktur. O halde ^5�I~�
’ nin   

%
� �� �

�I�
 biçiminde birimleri yoktur. Dolayısıyla  ^5�I~�
’ nin  birimleri  � � �I�
biçimindedir. O halde, 

�r � ��$% � 0�$%I�����������a��r
 � ���
�
olup �^5�I~�
’ nin normu -1 olan temel birimi   �r � * � I�-   olur.  



BÖLÜM 5. BAZI DIOPHANTINE DENKLEMLER�N�N ÇÖZÜMÜ 

Bu bölümde �� � .�� � E�  Pell denklemi ile  �� � ��� � �� � E/ , �� � /�� �
E��, �� � �� � �� � E/ ,  �� � ��� � �� � E�  ve   �� � �� � �� � E�  

Diophantine denklemlerinin pozitif tamsayı çözümleri verildi. 

Önerme 5.1. D � %NI+�   olmak üzere  �D � � 7 J3D4  bir birimdir  1� � �� � �� �
�� � E���dir. 

�spat. �D � �  birimse  a��D � �
 � E�  dir.   D � %NI+�   oldu�undan, 

Ò� � � Q� � I/. RÓ Ò� � � Q� � I/. RÓ � �� 3�.� � �
� � /��4
� ��� � ��� � ���� � �� � �� � �� � E�

dir.  

Tersine  �� � �� � �� � E�  ise  a��D � �
 � E�  oldu�unu görmek kolaydır.  

Teorem 5.1. J3D4 � _�D � � L �� � 7 J`  kümesinin birimlerinin kümesi  _ED< L 9 7J`  dir [4]. 
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Bu bölümde, Diophantine denklemlerini Teorem 5.1 yardımıyla çözece�iz. �imdi 

Fibonacci ve Lucas sayılarını tanımlayarak ilgili teoremleri verelim. 

Tanım 5.1. Ba�langıç �artları  2; � ��� 2% � �  ve  9 s .  olmak üzere, 

2< � 2<$% � 2<$��
�eklinde tanımlanan tekrarlı ba�ıntılarından elde edilen sayılara Fibonacci sayıları 

denir. Bu tekrarlı ba�ıntısının üretti�i tamsayılar dizisine Fibonacci dizisi denir ve bu 

dizi  �2<
� ile gösterilir. Burada  2<,  9’ yinci Fibonacci sayısını gösterir.  

Karakteristik denklem  o� � o � � � �  olmak üzere karakteristik denklemin kökleri, 

D � � � I/. �������f � � � I/. ��
dir. Açıkça   D � f � �����D � f � I/�  ve   Df � ��  dir.  

Önerme 5.2. 9 � �  için   D< � D2< � 2<$%  dir. 

�spat. Tümevarım uygulanırsa  9 � �  için  �D � D2% � 2; � Dh � � � � D  olur. O 

halde iddia do�rudur.  9   için   D< � D2< � 2<$% do�ru olsun. 

D<N% � D<D � D�D2< � 2<$%
 � D�2< � D2<$%
�� �D � �
2< � D2<$%
� D2< � D2<$% � 2<
�� D�2< � 2<$%
 � 2<
�� D2<N% � 2<��������������

bulunur. Böylece  9 � �  için de iddia do�rudur. 

A�a�ıdaki önermenin ispatı benzer biçimde yapılır. 
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Önerme 5.3. 9 � �   için   f< � f2< � 2<$%  dir. 

Teorem 5.2. Her  9 s �  için   2< � ®�$�
®$    dir.   

�spat. Önerme 5.2 ve Önerme 5.3’ e göre   9 s �  için ,  D< � D2< � 2<$%  ve   

f< � f2< � 2<$%  dir. Bu denklemleri taraf tarafa çıkarırsak, 

D< � f< � D2< � 2<$% � f2< � 2<$%
                                                     � 2<�D � f

bulunur. Buradan   2< � ®�$�

®$    elde edilir. 

A�a�ıdaki önermeler tümevarımla veya  2< � ®�$�
®$   oldu�u kullanılarak 

ispatlanabilir. 

Önerme 5.4. 9 � �   için   2<� � 2<2<$% � 2<$%� � ���
<N%  dir. 

Önerme 5.5. 9 � �   için   2�<N�� � �2�<N�2�< � 2�<� � �  dir. 

Tanım 5.2. Ba�langıç �artları   Ô; � .�� Ô% � �   ve   9 s .  olmak üzere, 

Ô< � Ô<$% � Ô<$��
�eklinde tanımlanan rekürans ba�ıntılarından elde edilen sayılara Lucas sayıları denir. 

Bu rekürans ba�ıntısının üretti�i tamsayılar dizisine Lucas dizisi denir ve bu dizi  �Ô<
� ile gösterilir. Burada  Ô< ,  9’ yinci Lucas sayısını gösterir. 
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Uyarı 5.1. Tanım 5.1  ve  Tanım 5.2  göz önüne alınırsa Fibonacci ve Lucas sayıları 

arasında,  

2< � �
/ �Ô<$% � Ô<N%


ba�ıntısının oldu�u görülür. 

Teorem 5.3. 9 s �  için   Ô< � D< � f<  dir. 

�spat. Tümevarımla ispat yapılacaktır. 

9 � �  için    Ô% � D � f  dır. 

9 � .  için    Ô� � � � �D � f
� � .Df � D� � f�  bulunur. 

9 s �  için  Ô<$% � D<$% � f<$%  ve  Ô<$� � D<$� � f<$���olsun. O zaman, 

Ô< � Ô<$% � Ô<$�
                                                            � D<$% � f<$% � D<$� � f<$�
                                                            � D<$��D � �
 � f<$��f � �

                                                            � D<$�D� � f<$�f��������������������
                                                            � D< � f<�������������������������������������
olarak bulunur. 

Teorem 5.4.  9 � �  için    Ô< � 2<$% � 2<N%  dir. 

�spat. Df � ��  oldu�u kullanılırsa, 
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���2<$% � 2<N% � D<$% � f<$%D � f � D<N% � f<N%D � f
� ��Df
D<$% � �Df
f<$% � D<N% � f<N%D � f

����������������������������� D<��f � D
 � f<�D � f
D � f ���������������������������
�������������������������� �D< � f<
�D � f
D � f ���������������������������������������
�������������������������� D< � f< � Ô<����������������������������������������������

olarak bulunur.  

Teorem 5.5. �9 s �  için   /2<� � Ô<� � ����
<  dir. 

�spat. Df � ��  oldu�undan, 

��Ô<� � ����
< � �D< � f<
� � ����
<
                                       � D�< � f�< � .�Df
< � ����
<

                                                            � D�< � f�< � .���
<��������������������
                                                            � �D< � f<
� � /2<������������������������
dir. 

A�a�ıdaki önermeler tümevarımla ispatlanabilir. 

Önerme 5.6. 9 � �   için   Ô<� � Ô<Ô<$% � Ô<$%� � /���
<  dir. 

Önerme 5.7. 9 � �   için   Ô�<N%� � �Ô�<N%Ô�<$% � Ô�<$%� � /  dir. 
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�imdi Pell ve Pell-Lucas dizilerini tanımlayalım.  

Tanım 5.3. �  ve  0  sıfırdan farklı, aralarında asal ve   �� � �0 > ��  olacak �ekilde 

tamsayılar olsun.��d<  ve   Õ<   dizileri  9 s .  için, 

d< � �d<$% � 0d<$���� d; � ��� d% � �
Õ< � �Õ<$% � 0Õ<$��������������Õ; � .������������Õ% � �

�eklinde tanımlansın. E�er   � � .   ve   0 � �  alınırsa, 

� ¾< � .¾<$% � ¾<$���������� ¾; � ��� ¾% � �
½< � .½<$% � ½<$�����������������½; � ������������½% � .

elde edilir. Burada   ¾<   ve   ½<   dizilerine  sırasıyla Pell ve Pell-Lucas dizisi denir 

[17]. 

Önerme 5.8.  ¾<   ve   ½<  dizileri için, 

½<� � i¾<� � ����
<                                                                                     (5.1) 

ve   

           ¾<N% � ¾<$% � ½<                                                                                          (5.2) 

e�itlikleri vardır [17]. 

Teorem 5.6. �� � �� � �� � E�  olan  � � ��� � � �  vardır  1��   9 � �  olmak 

üzere  �� � 2<�� � � 2<$%���dir. 
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�spat. S
  9 7 u��olmak üzere  �� � 2<�� � � 2<$%���ise  Önerme 5.4’ e göre, 

�� � �� � �� � 2<� � 2<2<$% � 2<$%� � ���
<N% � E�
dir.  

P) �� � �� � �� � E�  olan  � � ������� � �  mevcut olsun. Önerme 5.1’ e göre  

D� � �  bir birimdir.  � � ������� � �  oldu�undan   D� � � � �   dir.  

Ayrıca Teorem 5.1’ e göre   D� � � � D<  olan   9 � �   vardır. O halde  Önerme 5.2’ 

e göre, 

D� � � � 2<D � 2<$% �P �� � 2<����� � � 2<$%
olur. 

Sonuç 5.6.1. �� � �� � �� � �’ in tüm pozitif �� � tamsayı çözümleri  9 s �  olmak 

üzere  ��� �
 � �2�<N%� 2�<
��  biçimindedir. 

Sonuç 5.6.2. �� � �� � �� � ��’ in tüm pozitif  �� �  tamsayı çözümleri  9 s �  

olmak üzere  ��� �
 � �2�<� 2�<$%
�  biçimindedir. 

Teorem 5.7. �� � /�� � �’ ün tüm pozitif tamsayı çözümleri  9 s �  olmak üzere  

��� �
 � �Ô�<� 2�<
   biçimindedir. 

�spat. �� � /�� � �  olsun. Buradan  �  ve  �’ nin  aynı türden oldu�u elde edilir.  

G � �N�
� � � H � �  alalım. O zaman, 

G� � GH � H� � !� � �
. "� � !� � �

. " � � ��
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� �� � �� � .��
� � �� � ��

. � ��

� �� � /��
� � �

� � ����������
yazılabilir. Sonuç 5.6.1’ e göre, 

G � 2�<N%�� H � 2�<�
olan   9 � �   vardır. 

G � 2�<N% � � � �. �P � � .2�<N% � ��� H � � � 2�<
�����������������P �� � .2�<N% � 2�<�����������
��������������������P �� � 2�<N% � 2�<N% � 2�<
��������������������P �� � 2�<N% � 2�<$%������������

olur. Teorem 5.4’ e göre, 

                                                � � Ô�<  

elde edilir.  

� � H   ve   H � 2�<  oldu�undan   � � 2�<  dir.  O halde  ��� �
 � �Ô�<� 2�<
� elde 

edilir. 

Benzer biçimde a�a�ıdaki sonuç verilebilir. 

Sonuç 5.7.1. �� � /�� � ��’ ün tüm pozitif tamsayı çözümleri  9 s �  olmak üzere, 

��� �
 � �Ô�<N%� 2�<N%

biçimindedir.  
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Teorem 5.8. �� � �� � �� � E/’ in tüm pozitif tamsayı çözümleri  9 s �  olmak 

üzere  ��� �
 � �Ô<N%� Ô<
  biçimindedir. 

�spat. �� � �� � �� � E/  olsun. .� � � s �  kabul edelim. E�itli�in her iki tarafını 

4 ile çarpalım.  

������ � ��� � ��� � E.�
����.� � �
� � /�� � E.�
./ !.� � �/ "� � /�� � E.�
�� � / !.� � �/ "� � E�

Teorem 5.7’ ye göre   � � Ô<�������2< � ��$�+     olan   9 s �  vardır. O zaman, 

� � Ô<�������� � /2< � �.
����������������������P �� � /2< � Ô<�.

�������������������������������������P �� � Ô<N% � Ô<$% � Ô<.
������������������������������P �� � .Ô<N%. � Ô<N%

olur. Dolayısıyla  ��� �
 � �Ô<N%� Ô<
   bulunur. 

Tersine e�er  ��� �
 � �Ô<N%� Ô<
  ise  Önerme 5.6’ dan  �� � �� � �� � E/   elde 

edilir. 

Sonuç 5.8.1.��� � �� � �� � /’ in  tüm pozitif tamsayı çözümleri   9 s �   olmak 

üzere, 
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��� �
 � �Ô�<� Ô�<$%

biçimindedir. 

Sonuç 5.8.2.��� � �� � �� � �/’ in  tüm pozitif tamsayı çözümleri   9 s �   olmak 

üzere, 

��� �
 � �Ô�<N%� Ô�<

biçimindedir. 

Teorem 5.9. ��� � ��� � �� � �’ in  tüm pozitif tamsayı çözümleri   9 s �  olmak 

üzere, 

��� �
 � �2�<N�� 2�<

biçimindedir. 

�spat. �� � ��� � �� � �  olsun.  � � �  alalım. Bu taktirde, 

�� � �
� � �� � �
� � �� � �� � ��� � �� � �
olur. Sonuç 5.6.1’ e göre   �� � �� �
 � �2�<N%� 2�<
  olan  9 s �  vardır. Böylece   � � � � 2�<N%��������� � 2�<   dir. 

Burada ���� � 2�<N% � ��������� � 2�<��  yani ��� � 2�<N% � 2�< � 2�<N�  dir. O halde  9 s �  olmak üzere  ��� �
 � �2�<N�� 2�<
  dir. 

Tersine, e�er  ��� �
 � �2�<N�� 2�<
  ise  �� � ��� � �� � �   oldu�u Önerme 5.5’ ten 

görülür.  

Benzer biçimde a�a�ıdaki sonuç verilebilir. 
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Sonuç 5.9.1. ��� � ��� � �� � ��’ in tüm pozitif tamsayı çözümleri 9 s �  olmak 

üzere, 

��� �
 � �2�<N%� 2�<$%

dir. 

Teorem 5.10. �� � ��� � �� � /’ in  tüm  pozitif tamsayı çözümleri  9 � �  olmak 

üzere, 

��� �
 � �Ô�<N%� Ô�<$%

biçimindedir. 

�spat. �� � ��� � �� � /  olsun.  � � �  alalım. � � �  olamayaca�ını görmek 

kolaydır. O zaman, 

�� � �
� � ��� � �
 � �� � �� � ��� � �� � /
dir. Sonuç 5.8.1’ e göre   �� � �� �
 � �Ô�<� Ô�<$%
  olan   9 � �  vardır. 

Buradan   �� � � � Ô�<��� � � Ô�<$%   bulunur. Böylece   �� � Ô�< � � � Ô�< �Ô�<$% � Ô�<N%��   elde edilir. O halde  ���� �
 � �Ô�<N%� Ô�<$%
  bulunur. 

Tersine  ��� �
 � �Ô�<N%� Ô�<$%
  ise  �� � ��� � �� � /   oldu�u  Önerme 5.7’ den 

görülür. 

Benzer biçimde a�a�ıdaki sonuç verilebilir. 

Sonuç 5.10.1. �� � ��� � �� � �/’ in  tüm pozitif tamsayı çözümleri  9 s �  olmak 

üzere, 

��� �
 � �Ô�<N�� Ô�<
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biçimindedir. 

Teorem 5.11. �� � .�� � E�  Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri  9 s �  

olmak üzere  ��� �
 � �Â�� � ¾<�  dir. 

�spat. �� � .�� � E� oldu�unu kabul edelim. O zaman  A� � I.�BA� � I.�B � E�  

dir. O halde  � � I.�,  J�I.�’ de bir birimdir. Ayrıca   � � �  ve   � � �   

oldu�undan   � � I.� � �  olur. Böylece Teorem 2.1.1’ e göre, 

� � I.� � A� � I.B< � A� � I.B¾< � ¾<$%
olan  9  pozitif tamsayısı vardır. 

A� � I.B¾< � ¾<$% � ¾< � ¾<$% � I.¾<
oldu�undan, 

��� �
 � �¾< � ¾<$%� ¾<

elde edilir. Böylece  (5.2)’ e göre, 

� � ¾< � ¾<$% � �
. �.¾< � .¾<$%


����������������������������������������� �. �.¾< � ¾<$% � ¾<$%

����������������������������� �. �¾<N% � ¾<$%


����������������������������������������������������������������������������� %�½<     

bulunur.  

O halde   � � %�½<  ve  � � ¾<  dir. 
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Aksine  ��� �
 � �Â�� � ¾<�  ise  (5.1)’ den  �� � .�� � E�  elde edilir. 

(5.1)  ve  Teorem 5.11  kullanılarak a�a�ıdaki sonuçlar verilebilir. 

Sonuç 5.11.1. �� � .�� � �  Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri  9 s �  

olmak üzere  ��� �
 � �Âj�� � ¾�<�  biçimindedir. 

Sonuç 5.11.2. �� � .�� � ��  Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri  9 s �  

olmak üzere  ��� �
 � �Âj�¢�� � ¾�<N%�  biçimindedir. 



BÖLÜM 6. SONUÇLAR VE ÖNER�LER 

Bu çalı�mada  �  karesiz pozitif bir tamsayı olmak üzere, 5�I�
 reel kuadratik 

cisminin temel birimi hesaplanıp, bununla ilgili temel özellikler incelendi. Benzer 

özellikler  5�I�¥ 
 için incelenebilir. Bu çalı�mada bu konuya girilmemi�tir. Bu 

konuyla ilgili olarak [9] nolu kayna�a bakılabilir.  
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