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BOLUM 1. GIRIS

1.1. Kongriianslar

Tammm 1.1.1. Sifirdan farkli bir m tamsayis1 a — b farkimi boliiyorsa a’ ya m
modiiliine gore b’ ye denktir denir ve bu a = b (mod m) scklinde gosterilir.
m, a—b farkini bélmiiyorsa a’ ya m modiiliine gére b’ ye denk degildir denir

ve bu a # b (mod m) seklinde gosterilir.

Boylece a—b> nin m  ile boliinebilmesi, —m ile de bdliinebilmesini

gerektireceginden genellikle modiilii pozitif olarak sinirlayacagiz.

Kongriianslarin asagidaki 6zellikleri vardir.

Teorem 1.1.1. a, b, ¢, d, x ve y tamsayilar olmak {izere;
a) a=b(modm) iseb =a (modm) ve a—b =0 (mod m),
b) a=b (modm) ve b =c (modm) ise a =c (modm),
¢) a=b(modm) ve c =d (modm) ise ax + cy = bx + dy (mod m),
d) a=b(modm), c =d (modm) ise ac = bd (mod m),

e) a=b(modm) ve dim , d >0 ise a =b (mod d)

ozellikleri gecerlidir.



Teorem 1.1.2.

a) (a,m)=d ise ax =ay(modm) olmasi i¢gin gerek ve yeter sart x =
m
y (mod E) olmasidir.

b) (a,m) =1 ve ax = ay (mod m) ise x =y (mod m)’ dir.

Teorem 1.1.3. (a,m)=d olmak tiizere ax = b (mod m) Kkongriiansinin

¢Ozlimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter sart d|b olmasidir.

Teorem 1.1.4. p asal, pla® + b?> ve p =3 (mod4) ise pla ve p|b’ dir.

Tamm 1.1.2. p tek asal ve (a,p) = 1 olsun. Bu taktirde (%) seklinde gosterilen

Legendre semboli,

1, a®Y/2 =1 (mod p) ise
(_> =1-1, a®? V2= -1 (modp) ise
0, a = 0 (mod p) ise

seklinde tanimlanir.

Ornek 1.1.1.a = 6 ve p = 11 icin Legendre semboliinii bulalim.

6
(E) =611-1D/2 = 65 = —1(mod 11)

oldugundan (ﬁ) =—1 dir.

Ornek 1.1.2.p = 7 ise



a 0, a = 0(mod 7)
(—) =11, a = 1,2,4(mod 7)
-1, a = 3,5,6 (mod 7)

dir.

Onerme 1.1.1. g > 2 bir asal say1 olsun.

(—3)=1 & q=1(mod4)

(_%) =—-1 © q=3(mod4)

dir. Ayrica p asal say1 olmak tizere a = b (mod p) ise

5)=G)

dir.
1.2. Kuadratik Cisimler

F bir cisim olmak {izere, katsayilar1 F’ den alinan ve x degiskenli polinomlarin

kiimesi F[x] ile gosterilir. Eger F = Q aliirsa Q[x] ile katsayilari rasyonel sayilar

olan x degiskenli polinomlar kiimesi gosterilir. a; € Q, i = 1,2,3, ..., n olmak tizere
f(x) = apx™ + a;x™ 1 + -+ ay,

polinomunu goéz Oniine alalim. Burada a, # 0 olmak {izere n’ ye polinomun
derecesi ve a,’ a polinomun bas katsayis1 denir. Eger ay, =1 ise bu polinoma

monik polinom ve (ay,ay,...,a,) =1 ise f(x)’ eilkel polinom denir.

Iki polinomun ¢arprminin derecesi, polinomlarmn dereceleri toplamina esittir. Sifirdan

farkli bir g(x) polinomu i¢in f(x) = g(x)q(x) olacak sekilde bir g(x) polinomu



varsa f(x)’ e g(x) ile boliinebilir denir ve bu g(x)|f(x) seklinde gosterilir.

Burada g(x)’ in derecesi f(x)’ in derecesinden kiigiik veya esittir.

Teorem 1.2.1. g(x) # 0 olmak tizere f(x) ve g(x), Q[x] de iki polinom olsun.
f(x) = g(x)q(x) + r(x) olacak sekilde bir tek q(x) ve r(x) polinomlar: vardir

ve r(x) =0 veya 7(x)’in derecesi g(x)’ in derecesinden kiigiiktiir.

Teorem 1.2.2. Sifirdan farkli f(x) ve g(x) polinomlar i¢in asagidaki 6zellikleri

saglayan tek tlirli d(x) monik polinomu vardir.
a) d)|f(x) ve d(x)lg(x) dir.
b) d(x), f(x) ve g(x)’ in lineer kombinasyonu olarak yazilir.
¢c) f(x) ve g(x)’ in herhangi bir ortak bdleni, d(x)’ in de bir bolenidir ve

d(x)’ in derecesinden daha biiyiik olan polinomlar ortak bolen degildir.

Tammm 1.2.1. Teorem 1.2.2° de anlatilan d(x) polinomuna f(x) ve g(x)

polinomlarinin en biiylik ortak boleni denir ve bu,

d(x) = (f(x), g(x))

seklinde gosterilir.

Tamim 1.2.2. f(x) 6zdes olarak sifir olmayan bir polinom olsun. f(x) = g(x)h(x)
olacak sekilde derecesi f(x)’ den kiiciik olan pozitif dereceli g(x) ve h(x)
polinomlart Q[x]” de bulunamiyorsa f(x) polinomuna Q[x]” de indirgenemez

veya asaldir denir.



Teorem 1.2.3. p(x) indirgenemez polinomu f(x)g(x) c¢arpimini boliiyor ise

p(x) polinomu f(x) veya g(x)’ den en az birinini boler.

Tamm 1.2.3. ay, a4, ay, ..., a, sifirdan farkli tamsayilar olmak {izere,
aga™ + a; @™t + -+ a, =0 (1.1)

denklemini saglayan a sayisina cebirsel say1 denir.

Teorem 1.2.4. Bir a cebirsel sayis1 Q iizerinde tek tiirlii indirgenemez h(x) monik
polinomu h(a) = 0 olacak bigimde vardir. Ustelik Q iizerinde a«’ y1 sifir yeri

kabul eden her polinom h(x) ile boliinebilir [1].

Tamm 1.2.4. Bir a cebirsel sayisi ay; =1 olmasi durumunda (1.1) denklemini

sagliyorsa o zaman « cebirsel sayisina cebirsel tamsayi1 denir.

Teorem 1.2.5. Rasyonel sayilarda sadece 0,%1,+2,.. tamsayilar1 cebirsel

tamsayilardir.

Ispat.
f)=x"+ax"1+-+a,=0

olmak tizere f(x) polinomu x —m polinomu olarak alindiginda f(m) =0

olacagindan herhangi bir m tamsayisi cebirsel tamsayidir. Diger taraftan, herhangi

. m . . .
bir 7 rasyonel sayisi, (m,q) = 1 olmak iizere cebirsel tamsay1 ise 0 zaman,

<;> +a1<;> +---+an=0

m" +a,qm™t + -+ a,q" =



olur. Boylece q|m™ oldugu gorilir. Buradan q = +1 elde edilir. O halde % bir

tamsayidir.

Tamm 1.2.5. « irrasyonel sayisi katsayilar1 tamsayilar olan kuadratik bir polinomun
kokii ise a sayisina bir kuadratik irrasyonel say1 denir. Yani a, b, c tamsayilar ve

a # 0 olmak tizere,
aa’? +ba+c=0

ise «a’ ya kuadratik irrasyonel say1 denir [2].

Sonug¢ 1.2.5.1. @’ nin kuadratik irrasyonel say1 olmasi i¢in gerekli ve yeter sart u, v

birer rasyonel say1 (v # 0) ve m karesiz pozitif bir tamsay1 olmak {izere «’ nin

u + vVm biciminde olmasidir [3].

Onerme 1.2.1. Her a kuadratik sayist m karesiz pozitif bir tamsay1 ve b|(m —

a?) (b#0, a b €Z) olmak iizere,

_a+\/ﬁ
b

a

bi¢iminde yazilabilir [3].

Tamm 1.2.6. m sifirdan farkli karesiz bir tamsay1 olmak {izere (@(\/ﬁ) kuadratik
cismi Q(vm) ={a+bvm : a,b € Q} olarak tanimlanur.

Tanmm 1.2.7.m > 0 ise (@(\/ﬁ) kuadratik cismine reel kuadratik cisim ad1 verilir

[4].



Teorem 1.2.6. m karesiz bir tamsay1 olmak {izere (@(\/ﬁ)’ nin cebirsel tamsayzilari,

a) m = 2,3 (mod 4) ise a,b tamsayilar olmak iizere a + bv/m bigimindedir.
b) m =1 (mod4) ise a,b ikisi de tek ya da ikisi de ¢ift tamsay1 olmak lizere

a+bvm
2

bi¢imindedir [5].

Bu tezde Q(\/ﬁ) cisminin cebirsel tamsayilarina kisaca tamsay1 denilecektir.

Sonug¢ 1.2.6.1. m = 1 (mod 4) ise (@(\/ﬁ)’ nin bir @ elemani tamsayidir & a ve

1+/m

b tamsayilar olmak izere « =a+b ( ) biciminde yazilabilir.

a+bvm
2

Ispat. =) m = 1 (mod 4) olmak iizere a = bir tamsay1 olsun. a,b € Z
icin a ve b’ nin ikisi de tek ya da ikisi de ¢ift oldugundan %b de tamsayidir. O

halde,

a

a—>b 1++vm\ a+bvm
T 72—+

1+Vm

oldugundan a =a+b ( ) biciminde yazilabilir.

&)a,b€eZ ise a+b

(B = 24210 oup b tekise 2a+b de tek, b sift

1+Vm
2

ise 2a + b de gifttir. O halde o6nceki teoreme gére a + b ( ) bir tamsaydir.

Teorem 1.2.6° da bahsedilen (@(\/ﬁ) cisminin tamsayilart kiimesi OQ(\/E) ile

gosterilir ve asagidaki sonug verilebilir.



Sonuc¢ 1.2.6.2.

vm , m=23(mod4)ise
a=91++vm
2 )

m = 1 (mod 4) ise
olmak iizere,
OQ(\/H) =Zla]l] ={aa+b:a,b € Z}

dir.

Tamm 1.2.8. a,b € Q olmak iizere @ = a+ bym olsun. @ =a—bVm ye o

nin eslenigi denir.

Tanim 1.2.9. (@(x/ﬁ) cisminde bir a tamsayisinin normu N(«) ile gosterilir ve
N(a) = aa

olarak tanimlanir.

Tamm 1.2.10. € € OQ(\/E) icin é € OQ(\/H) ise & degerine birim denir. Ayrica

OQ(\/H)’ nin birimlerinin kiimesi U (OQ(\/E)) ile gosterilir.

Onerme 1.2.2. 6, OQ(\/E)’ de bir tamsay1 olmak lizere N(6) = +1 olmasi igin

gerek ve yeter sart 6’ nin birim olmasidir [6].

Tamm 1.2.11. a, 5 € OQ(\/H) ve a # 0 olmak lizere f = ay olacak sekilde bir

y € OQ(«/H) tamsayis1 varsa @’ ya [’ nin bir béleni denir ve bu «|f seklinde



gosterilir. Sifirdan farkh a@ ve [ tamsayilan igin  a/f Dbirimise a ve f

birbirleriyle ilgilidir denir.

Teorem 1.2.7. Carpimin normu ¢arpanlarin normlarinin ¢arpimina esittir. N(a) = 0

olmasi i¢in gerek ve yeter sart &« = 0 olmasidir [6].

Teorem 1.2.8. Herhangi bir reel kuadratik cismin sonsuz sayida birimleri vardir [7].

Tanim 1.2.12. Q(\/ﬁ) kuadratik cisminde birimden farkli olan a cebirsel
tamsayisinin bolenleri birim veya kendisiyle ilgili olan boleni ise «a’ ya asaldir

denir.

Teorem 1.2.9. Eger Q(\/ﬁ) kuadratik cismindeki a tamsayisinin normu p asal

olmak iizere,
N(a) ==p

ise a asaldir [7].

Teorem 1.2.10. Q(\/ﬁ)’ nin sifirdan ve birimden farkli her tamsayisi ya asaldir ya

da asallarin ¢arpimi olarak yazilabilir [7].

Teorem 1.2.6° da m karesiz bir tamsay1 olmak {izere Q(\/ﬁ)’ nin tamsayilart m’
nin durumuna gore incelenmisti. Simdi de m karesiz bir tamsay1 olmak {izere

OQ(\/H)’ de m’ nin durumuna gore birimleri inceleyelim.
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m =1 (mod 4) ise (@(\/ﬁ)’ nin tamsayilar1 a ve b ler her ikisi de tek ya da ¢ift
tamsayilar olmak iizere (a+ bvm)/2 bigimindeydi. Herhangi bir 6 € Oq(vm)

cebirsel tamsayismin birim olabilmesi icin Onerme 1.2.2° ye gére N(6) = +1

olmalidir. Dolayisiyla,

a+ bvym a—b\/ﬁ_az—mb2

NO) = — 2 4

=41

elde edilir.

Eger m=1(mod4) ise OQ( m)’ nin birimleri, atbym bi¢iminde olacagindan
a’? —mb? = +4 (mod 4) bulunur. Buradan a? — b? =0 (mod 4) kongriiansi
elde edilir ki, bu kongriiansin ¢oziilebilir olmasi icin a ve b nin her ikisinin tek ya

da ¢ift olmasi gerekir.

—mb?

2
Eger m, m = 1 (mod 8) olacak sekilde bir tamsayi ise 0o zaman 2 = 41" den

a’? —mb? = +4 olup,
a? — b? = +4 (mod 8)

elde edilir. Bu kongriiansin ¢oziilebilir olmasi icin ya a=4k+2 , b =4k
seklinde ya da a=4k , b=4k+2 olmalidir. Bu nedenle m =1 (mod 8)
olmas1 durumunda OQ(W)’ nin birimi a =4k+2 , b =4k seklinde ya da

a =4k, b =4k + 2 olmak iizere,

a+ bvm
0=

bigimindedir.

Eger m=2(mod4) ise Q(vm) kuadratik cisminin elemanlari a + bvm

bi¢ciminde oldugundan 6 € OQ(\/E) elemanlari igin 6 = a + by/m olmak iizere,

N() = (a + bvm)(a — bvym)

= a? —mb? = +1 (mod 4)
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= a? — 2b? = +1 (mod 4)

olup bu kongriians a ve b tek tamsayilar veya a tek , b ¢ift oldugunda bir ¢6ziime

sahiptir. Bunedenle a ve b’ nin diger durumlari i¢in kongriians ¢oziilemezdir.

Eger m=3(mod4) ise a,b€Z olmak iizere Q(vm) kuadratik cisminin

tamsayilar1 a + bym  bigiminde oldugundan 6 € OQ(\/H) elemanlar1 igin

0 = a + b\/m olmak iizere,
N() = (a + bvm)(a — bvym)
= a? —mb? = +1 (mod 4)
= a® + b? = +1 (mod 4)

olup bu kongriians a ve b ¢ift veya tek tamsayilar oldugunda bir ¢6ziime sahip

degildir. Bunedenle a ve b’ nin diger durumlari i¢in kongriians ¢oziilebilirdir.

Simdi asagidaki sonug verilebilir.

Sonug¢ 1.2.1. m karesiz bir tamsay1 olmak {izere OQ(«/H)’ nin birimleri,

a) m=1(mod4) ise o zaman a ve b nin her ikisi de ¢ift ya da tek olmak

a+bvm

lizere 6 = bi¢iminde,
b) m=1(mod8) isec o zaman a=4k+2, b=4k yada a=4k ,

b = 4k + 2 olmak Gizere 0 = a+bm

bi¢iminde,

c) m=2(mod4) iseozaman a ve b tek tamsayilar veya a tek ve b gift
olmak iizere 6 = a + by/m bigiminde,

d) m=3(mod4) ise a ve b’ lerden biri tek digeri ¢ift tamsay1 olmak {izere

6 = a + bvm biciminde



olmalidir [8].
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BOLUM 2. REEL KUADRATIK CiSIMLERDE BiRIMLER

2.1. Z[v2]’ nin Birimleri

Teorem 2.1.1. Z[V2]’ nin tim birimleri n € Z olmak iizere i(1+\/§)n

bigimindedir.

Ispat. Oncelikle,
1<A<1++2 2.1)
araliginda Z[v2]> nin higbir A biriminin olmadigin1 gosterelim.

1<A<1+4++v2 olacak sekilde Z[v2]’ nin bir A biriminin oldugunu kabul
edelim. A birim oldugundan A|1 dir. O halde 1 = Au olacak bigimde u € Z[v/2]

vardir. Burada,
1=Au
oldugundan,
Ap=1
dir. Ayrica @, f € Z[V2] olmak iizere @ = EE dir. O halde,
1=2u=2u=7n
dir. Boylece,

1= () (um
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olur. A1 €Z ve up € Z. oldugundan,
A =+1
elde edilir.
Bunu iki durumda inceleyelim: (a) M=1 ve (b) M =-1

(@)A1 =1 durumu: A1 =1 oldugundan, A = 1/ dir. Simdi (2.1) esitsizliinde

A yerine esiti olan 1 /2 yazalim. Yani,

1< 1/2<1++2

dir. Buradan,

\/§—1=ﬁ<i<1 (2.2)

olup, (2.1) ve (2.2) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa,
V2<A+21<2+42

elde edilir. Buradan da,

1 A+1 1
07 < —<——<14+—<18

V2o 2 V2

elde edilir. Azi € Z oldugundan Azj = 1 olmak zorundadir.

M=1 ve A+1=2 csitlikleinden A=21=1 elde edilir. Bu da (2.1)’ de
A > 1 olmasuyla celisir.

(b)) M =-1 durumu: Al=—1 oldufundan A= —1/2 dir. Simdi (2.1)

esitsizliginde A yerine esiti olan — 1/ 1 yazalim. Yani,
1<-1/2<1+V2
dir. Buradan,

—1<1<1-+2 (2.3)
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oldugu goriiliir. Boylece (2.1) ve (2.3) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa,

0<A+1<2

elde edilir. Buradan da,

A+
O<T<1

elde edilir. Bu da ,142r_,1 € Z olmasiyla celisir. O halde Z[V2]’ nin 1 ile 1++2

araliginda birimi yoktur.

Simdi de 7 > 1 olacak bigimde herhangi bir 7 birimini ele alalm. 1 ile 1 ++/2

araliginda birim olmadigindan 1 > 1 ++/2 olur. O zaman,
1
(1+v2) <n<(1+v2)"
olacak bi¢imde tek tiirlii pozitif n tamsayisi vardir. Boylece,

1<n(1+v2) <1++2

olur. n € N olmak iizere r](l + \/E)_n, Z[\2]’ nin bir birimi oldugundan n(l +

\/E)_n = 1 olmalidir. O zaman,
n=1+v2)" (2.4)
elde edilir.
Eger 0 <n <1 ise bu durumda % bir birimdir ve % > 1 dir. Boylece (2.4)’ e
gore bazi n € N ig¢in % = (1 ++/2)" olup,
n=(1+v2) "
elde edilir.

Eger n, —1 <n <0 araliginda bir birim ise bu durumda —% bir birimdir ve

—% > 1 dir. Boylece n € N olmak lizere (2.4)’ e gore,
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1
—ﬁ_(1+\/§)

olup,
-n
n=-(1+2)
elde edilir.

Eger n < —1 olan bir birim ise bu durumda —7n > 1 olup, n € N olmak iizere

(2.4) e gore,

—n=>0+V2)"
yazilabilir. Buradan,

n=-(1+v2)"
elde edilir. Acikea,

+1=+(1+V2)°

dir.
O halde, k € Z olmak iizere Z[v2]’ nin tiim birimleri,
k
n=+(1++2)

bigimindedir.

2.2. x* — my? = 1 Denklemi

Bu kisimda m tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olmak iizere x? —my? =1
denkleminin (x,y) # (£1,0) olan x ve y tamsayr ¢oziimlerinin oldugunu

belirten teorem ispat1 gosterilmeden verilecektir.
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Teorem 2.2.1. m tamkare olmayan pozitif bir tamsayr olsun. x? —my? =1

denkleminin (x,y) # (£1,0) olan x ve y tamsayi ¢oziimleri vardir [9].

2.3. Normu 1 Olan Birimler

m karesiz pozitif bir tamsayr olsun. Teorem 2.2.1° e gore x%>—my?=1
denkleminin x ve y pozitif tamsayr ¢dziimleri vardir. Boylece A = x +yvm
Ogumy nin A>1 ve N (A1) =1 olan bir birimidir. Ayrica A birimse her n € Z
icin A" de bir birimdir. n #m ise A" # A™ oldugundan Oqym) hin sonsuz
sayida birimi vardir. Tiim bu birimler u ve v, u? — mv? = 1 denklemini saglayan

tamsayllar olmak iizere —u+vyvm  bicimindedir. Fakat m =1 (mod 4)

u+vvm

durumunda u ve v ikisi de tek tamsayilar olmak tizere Og( )" nin

bigiminde birimleri olabilir de olmayabilir de. Ornegin Oqys) innormu 1 olan bir

birimi 3+T\/§ dir. Aksine, u ve v ikisi de tek tamsayilar olmak iizere OQ(x/ﬁ) ,

u+1;M bigiminde birimler icermez. Ciinkii u ve v ikisi de tek tamsayilar olmak

iizere u? — 17v? = +4 (mod 8) kongriiansinn ¢dziimii yoktur.

x ve Y’ nin her ikisi de tamsay1 ya da m = 1 (mod 4) durumunda ikisi de tek

tamsayilarin yarisi olsun. Og /)’ nin normu 1 olan bir 4 = x + yvm  birimini

alalm. Simdi A =x+yVm’ nin (—o,—1), (=1,0), (0,1) ve (1,00)

araliklarinda olmasi durumlarinda x ve Y’ nin isaretlerini belirleyelim.

Teorem 2.3.1. m karesiz pozitif bir tamsay1 olmak lizere x ve y tamsayilar veya

x ve y tek tamsayilarin yarisi bigiminde ve x? —my? = 1 olsun. Bu durumda,
x+yvm>1ex>0,y>0 (2.5)
O<x+y/m<1lex>0,y<0 (2.6)

—1<x+y/m<0ex<0,y>0 (2.7)
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x+yVm<-1©x<0,y<0 (2.8)

dir.

Ispat. Once (2.5)’ i ispatlayalim:
Oncelikle,

1+«/ﬁ>1+\/5
)

x>0, y>0=2x22,y2-=x+yvm= > 1

olur. Tersine x + yv/m > 1 olsun. O zaman,

(x + yvm)(x = yvm ) = x* —my?* =

oldugundan,
x+yVm>1=20<x—-yym<1
dir. O halde,
1 1
x=§[(x+yx/ﬁ)+(x—y\/ﬁ)]>§>0
ve
= =[G i) = (x = yvm)] > 2= =0
y_2\/ﬁ x+yvym x —yVym Nl

olur. Bu da (2.5)’ i ispatlar.
Simdi (2.6)’ y1 ispatlayalim:

(x + yvm)(x —yvm ) = x> —my? = 1
oldugundan,

x>0, y<0=>x>0,-y>0=> xZ%,—yz

N |-

1+\/ﬁ>1+\/i
2 T2

= x —yym > > 1
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>0< x+y/m<1
olur. Tersine 0 < x + yvm < 1 olsun. Bu durumda,

0< x+yVm<1=>x—yvm>1

dir. O halde,
x=%[(x+yx/ﬁ)+(x—y\/ﬁ)]>%>o
ve
= Vm V)] <= =0
y—zm[(x+y m)—(x—y m)]<ﬁ—

dir. Bu da (2.6)’ y1 ispatlar.

(2.8) durumu (2.5)’ te, (2.7) durumuise (2.6)’ da x yerine -x ve y yerine —Y

alinarak ispatlanabilir.

Tamm 2.3.1. m karesiz pozitif bir tamsay1 olsun.
a) m=23(mod4) ise S, ={(,y): x€N, y€eN}

olsun. (a,b) €S,,, x> —my? =1 denklemini saglasmn. Yani, a?—mb? =1

olsunve a bu sarti saglayanlarin en kii¢iigii olsun. Bu durumda 0" nin normu

lolan € = a+ bvym birimine O gy Min normu 1 olan temel birimi denir.
_ - x y _
b) m =1 (mod 4) ise Sm={(5,z):xEN,yEN,x:y(modZ)}

olsun. (a,b) € S,, olsun. Yani, a?> —mb? =1 olsun ve a bu sart1 saglayanlarin
en kiigiigii olsun. Bu durumda O gy’ nin normu 1 olan € = a + bvVm birimine
Ogqeymy hin normu 1 olan temel birimi denir. Burada (a,b) €S, ise (ab)=

(f X) ve x =y (mod 2) olduguna dikkat ediniz.

2’2
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NOT.m = 2,3 (mod 4) ise e>14+Vm=>1++V2 ve

m=1(mod4) ise €= 1+ﬁ > 1+2\/§
oldugundan € > 1 dir.

Simdiki teorem Oqwmy nin normu 1 olan birimleri ile normu 1 olan temel birim

arasindaki iliskiyi gostermektedir.

Teorem 2.3.2. m Kkaresiz pozitif bir tamsayi olsun. €’ da Og )’ nin normu 1 olan

temel birimi olsun. Bu durumda,

(a) €, O gy ninnormu 1 olan 1°den biiyiik en kii¢tik birimidir.

(b) Bazi n tamsayilar igin OQ(\/@’ nin normu 1 olan her birimi n € Z olmak

lizere +€™ bigimindedir.

(¢) 7> 1 olmak lizere OQ(«/H)’ nin normu 1 olan bir birimi 7 olsun. Ayrica
n € Z olmak iizere OQ(\/E)’ nin normu 1 olan her birimi +t™ bi¢iminde olsun. Bu

taktirde T = € dir.

Ispat. (a) e, Ogqmy nin normu 1 olan temel birimi oldugundan Tamm 2.3.1° ¢

gore a en kiigiik tamsay1 olmak iizere,
e=a+bvym, (a,b) €S, , a> —mb>=1
dir.

€1, Oqum)’ nin normu 1 olan ve 1 < ¢€; <€ sartin1 saglayan bir birimi olsun.

Teorem 1.2.6 ve Teorem 2.3.1° e gore,
€1 = + bl\/ﬁ, (al, bl) € Sm, a% - mbf =1

yazilabilir. a’ nin minimal olmas1 nedeniyle,
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a<a

dir ve
b2=a2_1<a12_1=b12
m m

dir. Boylece,

b? < b?
olup,

b < by

elde edilir. Buradan,
e=a+bh/m<a, +bVm=¢

bulunur. Bu da €; < € olmasiyla gelisir. O halde Oqwmy nin 1’den biiyiik ve

normu 1 olan €’ dan kii¢lik bir €; birimi yoktur.

(b) n, Oge/m) nin normu 1 olan bir birimi olsun. Og sy’ nin normu 1 olan n*

birimi asagidaki gibi tanimlansin:

( n, n=1 ise
%, 0<n<lise
=4 1 , (2.9)
— —1<n<O0ise
-n, n< -1 ise.

Boylece n* =1 dir. O zaman € > 1 oldugundan,

olacak bi¢imde negatif olmayan bir k tamsayisi1 vardir. Esitsizligin her tarafim €

ile ¢arpilirsa,

1<n'er<e
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elde edilir. Burada n*e™1, Ogq(ymy nin normu 1 olan bir birimidir. Fakat (a)’ da

Oq(/my nin normu 1 olan ve 1 ile € arasinda bulunan hi¢bir biriminin olmadig

goriildi. O halde,

nte k=1
dir ve boylece,
n' =€
dir. O halde (2.9)’ a gore,
n=te"

olacak bicimde n tamsayisinin mevcut oldugu goriliir.
(¢) € biriminin normu 1 oldugundan, kabuliimiizden,
€=+t
olan bir [ tamsayisi vardir. (b)’ ye gore,
T=+te"
olacak bicimde bir n tamsayisinin oldugu bilinmektedir. Boylece,
€= +7l = +(+eM)! = +eln
ve buradan,
eln=1 = +1
elde edilir. Esitligin her iki tarafinin karesi alinirsa,
g2(n-1) _ 1

olur. In—1+# 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda € reel say1r oldugundan
€ ==x1 dir. Buda € > 1 olmasiyla gelisir. O halde In—1 =0 yani,

In=1

dir. Buradan,
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elde edilir. Bu da,
T=+¢ yada 7=+e!
oldugunu gosterir.

T>1 ve e>1

oldugundan,

oldugu gortiliir.

2.4. Normu -1 Olan Birimler

m  karesiz pozitif bir tamsayr olsun. Q(\/ﬁ) reel kuadratik cisminin O m

kiimesini olugturan tamsayilarinin normu -1 olan birimleri olabilir de, olmayabilir de.

Ornegin O3, de,

N1+vV2)=(1+V2)(1-V2) =12 - (¥V2)" = -1

oldugundan Oow2)’ nin normu -1 olan bir birimi 1 4+ +/2 dir. Fakat Oqw3)’ de bir
6eU (OQ(\@) birimini ele alirsak a ve b’ ler tamsay1 olmak iizere 6 =a +

b/3’ iin normu,
N(O) = (a + b\/§)(a — b\/§)

dir. Eger a? —3b%> =—1 ise a? =—1(mod3) dir. O halde 3|a?+ 1 dir.

Teorem 1.1.4” e gore bu olamaz. O halde O3’ in normu -1 olan birimi yoktur.

Bu boliimde Oqwmy nin normu -1 olan birimlerinin oldugu kabul edilerek, Oqwmy

nin normu -1 olan bir tek ¢ >1 biriminin oldugu ve Og /)’ nin normu -1 olan
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tim birimlerinin n € Z olmak tizere +o?"*! bi¢iminde oldugu ve Og/m)’ nin

normu | olan tiim birimlerinin de n € Z olmak iizere +0?" biciminde oldugu

gosterilecektir.

Teorem 2.4.1. m Kkaresiz pozitif bir tamsay1 olsun ve 0 z," nin normu -1 olan
birimleri var olsun. Bu taktirde Ogm)” nin normu -1 olan bir tek ¢ >1 birimi
vardir ve O m,” deki normu -1 olan her birim n bir tek tamsayr olmak tzere

+0™" bigimindedir.

Ispat. p | Oq(/my denormu -1 olan bir birim olsun. p de bunun eslenigi olsun. O

halde,

pp=N(p)=-1
dir. Esitligin her iki tarafinin karesi alinirsa,
p*(p)* =1
olur. Béylece p?, Ogwm)’ nin normu 1 olan bir birimidir. Teorem 2.3.2(b)’ ye
gore,
p? = +en

olacak bicimde bir n € Z oldugu bilinmektedir. (Buradaki €, Tanim 2.3.1° deki
Oq/m)” nin normu I olan temel birimidir.) A¢ik¢a p?>0 dirve e">0 dir. O

halde,

p? =en
dir. Eger n ciftse,
n = 2k i¢in

p? = g2k

oldugundan,
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olur. Boylece,
N(p) = N(xe¥) = N(e)* = 1
elde edilir. Buda N(p) = —1 olmasiyla gelisir. O halde n tek olmak zorundadir.

n = 21 + 1 olsun. O zaman,

p? = 2+l
olur. Bu esitlikten,
e = (peh)? (2.10)
elde edilir. Simdi * = pe~! olsun. Bu durumda o¢* normu -1 olan bir birimdir ve

e = (0%)?

dir. Eger u, Oy’ nin normu -1 olan birimiyse up~t de Oq(/my hin normu 1
olan bir birimdir ve Teorem 2.3.2(b)’ ye gore,
pp~t = te*
olacak bi¢cimde bir k tamsayisi vardir. Boylece,
p=¢clc* ve €= (0")2
oldugundan,

U= iEk,O — i6k+lO'* — i(o.*)Z(k+l)+1

elde edilir. Eger p, OQ(«/H), nin normu 1 olan birimiyse o zaman Teorem 2.3.2(b)’

ye gore,

olan k tamsayisi vardir. Boylece,
€ = (0%)?

oldugundan,



26

p=te=+(0")*
elde edilir. O halde Og/m)” nin tim birimleri n €Z olmak tzere +(a")"
bi¢imindedir.

n’ nin ¢ift olmasinin normu 1 olan birimleri, n’ nin tek olmasinin da normu -1 olan

birimleri verdigini not edelim. Su halde,

I- 0*>1 1ise 0 =07,

2- 0<o*<1 ise azg,

*

3- —1<0"<0 ise az—ai,

*

4- 0" < -1 ise 0 =-0

olarak alimirsa normu -1 olan her birimin +(o)™ bigiminde oldugu goriilir ve

o > 1dir. Simdi ¢’ nin tekligini gérelim.

o ve T, OQ(\/E)’ de normu -1 olan, 1 den biiyiik iki birim olsun. Teorem 2.4.1° e

gore her birim n €7Z olmak iizere +0" ve q €Z olmak ilizere +79

bi¢imindedir. Buna gore,

olan k ve [ tamsayilar1 vardir. Boylece,
0 =+7F = +(+o")* = +gM

dir ve buradan,

oldugu goriiliir. Boylece,

O.Z(kl—l) =1

elde edilir. Eger kl —1+# 0 ise o reel say1 oldugundan o = £1 olur. Bu da
o > 1 olmasiyla gelisir. O halde,

kl-1=0
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yani

kl

Il
[EnN

dir. Buradan,

elde edilir. Boylece,
oc=41 veya o=+41!

dir. Fakat ¢ > 1 ve 7 > 1 idi. O halde,

olur. Buda o’ nin tekligini gosterir.

Tanim 2.4.1. 0, O )" nin normu -1 olan 1 den biyiik bir birimi olsun. Eger o,
Teorem 2.4.1 deki sartlar1 sagliyorsa o zaman O /m)” ninbu o birimine  Og/m)’

nin normu -1 olan temel birimi denir.

Simdiki teoremde Oqimy’ nin normu 1 olan temel birimi € ile Oq(/my normu -1

olan birimler igerdiginde normu -1 olan temel birimi ¢ arasindaki baginti

kurulacaktir.

Teorem 2.4.2. m karesiz pozitif bir tamsay1 olsun ve Og(sm) normu -1 olan
birimler igersin. Oqwmy’ nin normu 1 olan temel birimi € ile normu -1 olan temel

birimi ¢ arasinda,

esitligi vardir.
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Ispat. Teorem 2.4.1° e gore,
€==0

olan bir k tamsayisi vardir.
e>1 ve 0>1

oldugundan k € Z olmak iizere,

dir. Boylece,
1=N(e) = N(c") = N(o)* = (-1)*
elde edilir. O halde k cifttir. g € Z i¢in k = 2g olsun. O halde,
€ = g9 (2.11)
olur. Boylece,
N(6?) =N(0)?=(-1)?=1
oldugundan o2 normu 1 olan bir birimdir ve Teorem 2.3.2(b)’ ye gore,
g2 = +¢€!
olan bir [ tamsayisi vardir.
e>1 ve 0>1
oldugundan,
g2 =¢€! (2.12)
dir. (2.11) ve (2.12)’ ye gore,
€ = eIt
elde edilir. Buradan,

eIl =1



dir. Eger gl —1+# 0 ise € bir reel say1 oldugundan,
e=*1
olur. Buda € > 1 olmasiyla ¢elisir. O halde,
gl—1=0

yani,

dir. Buradan,

elde edilir. O halde,

e=0? yada e=o

dir. e >1 ve o >1 oldugundan,

elde edilir.

2.5. Temel Birim

29

Tanim 2.5.1. m karesiz pozitif bir tamsay1 olsun. O¢ )’ nin temel birimi 7, eger

Oqmy normu -1 olan birimler igeriyorsa Tamm 2.4.1° de bahsedilen

icermiyorsa Tanim 2.3.1° de bahsedilen € olarak tanimlanir.

Teorem 2.3.2 ve Teorem 2.4.1° den asagidaki teorem verilebilir.

O-’

Teorem 2.5.1. m karesiz pozitif bir tamsay1 ve 17, O/’ nin temel birimi olsun.

Bu taktirde O )’ nin her birimi n € Z olmak tzere +n™ bigimindedir. Eger
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Oq(/my normu -1 olan birimler icerirse, normu -1 olan birimler n tek olmak tizere

+1n™ bigiminde ve normu 1 olan birimlerde, n ¢ift olmak iizere +1n™ bi¢imindedir

[9].

Teorem 2.3.2(a)’ nin benzeri olan asagidaki teorem, Teorem 2.5.1” in bir sonucudur.

Teorem 2.5.2. Q(v/m) bir reel kuadratik cisim olsun. Oqimy’ nin temel birimi 1

den biyik olan 0 m,” nin en kii¢iik birimidir.

Ispat. Og " nin temel birimi 7 olsun ve

1<06<n
olan bir @ biriminin oldugunu kabul edelim.
Teorem 2.5.1° e gore,
0 = +n"

olan bir n tamsayisi vardir. & ve 7’ nin ikisi de pozitif olduklarindan,

olur. n > 1 ise

olur ve bu durum 6 <7 olmasiyla gelisir.

n < 0ise

olup 8 > 1 olmasiyla celisir.

O halde boyle bir 6 yoktur. Yani 1, 1’ den biiyiik olan en kiigiik birimdir.
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Tablo 2.1.m, 2 < m < 40 arah@indaki karesiz bir tamsay1 olmak tizere 0" nin temel birimleri.

m Normu 1 olan Normu -1 Temel birim Norm
temel birim olan temel m N(m)
(€) birim
(o)
2 34+ 2V2 1++2 1++2 -1
3 2+V3 2+V3 1
5 (3+5)/2 (1++5)/2 (1++5)/2 -1
6 5+ 2V6 5+ 2V6 1
7 8437 8+ 37 1
10 19 + 6v10 3+10 3+V10 -1
11 10 + 3vV11 10 4 3V11 1
13 (11+3v13)/2 | (3++13)/2| (3+V13)/2 -1
14 15 + 414 15 + 414 1
15 4 ++15 4 ++15 1
17 33+ 8V17 4 ++17 4 ++17 -1
19 170 + 39V19 170 + 39V19 1
21 (5++21)/2 (5++21)/2 1
22 197 + 42V22 197 + 42V22 1
23 24 + 5V23 24 + 5V23 1
26 51+ 10v26 5+26 5+26 -1
29 (27 + 5@)/2 (5+v29)/2| (5+29)/2 -1
30 11+ 2v30 11+ 2v30 1
31 1520 + 273V31 1520 + 273V31 1
33 23 + 433 23 + 44/33 1
34 35 + 6V34 35 + 6V34 1
35 6 +35 6 +/35 1
37 73 + 12v37 6 +/37 6 +37 -1
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38 37 + 6v/38 37 + 6v/38 1
39 25 + 4+/39 25 + 44/39 1

Teorem 2.5.3. p, p =1 (mod 4) olan bir asal say1 olsun. Bu durumda Og(5)’ nin

temel biriminin normu -1 dir [9].

Teorem 2.5.4. m karesiz pozitif bir tamsayr olsun. Eger g = 3 (mod 4) olacak

bicimde m’ yi bélen bir q asal sayisi varsa O~ nin temel biriminin normu 1

dir.

Ispat. Oq(/my hin temel birimi 7’ nin normunun -1 oldugunu kabul edelim. x ve
Y,

{ x =y =0 (mod 2), m = 2,3 (mod 4) ise
x =y (mod 2), m =1 (mod 4) ise

olan tamsayilar olmak iizere,

_xtydm
2
olsun. Buna gore,
2 2
=N = -1
dir. Boylece,
x? —my? =—4

olur. g|m oldugundan,

x? = —4 (mod q)
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dir. Boylece,

—4 -1
-(3)-@
q q
oldugundan Onerme 1.1.1° e gére q = 1 (mod 4)’ tiir. Bu da q = 3 (mod 4)

olmasiyla ¢elisir. O halde 7’ nin normu 1 dir.

Teorem 2.5.5. p, p =5 (mod 8) olan bir asal say1 olsun. Bu durumda O \/ﬁ)’

nin temel biriminin normu -1 dir [9].

Teorem 2.5.6. p ve q,
- — Py _
p=q=1(mod4) ve (q) =-1

olan birbirinden farkli asal sayilar olsun. Bu durumda Og(pq)’ nun temel biriminin

normu -1 dir [9].



BOLUM 3. SUREKLIi KESIRLER

Bu kisimda Boliim 4’ te temel birimin hesaplanmasi i¢in gereken siirekli kesirlerle

ilgili temel tanim ve teoremler verilecektir.

3.1. Sonlu Siirekli Kesirler

Tanim 3.1.1. a hari¢ hepsi pozitif olan ay, a4, a,, ..., a,, reel sayilari igin,

ifadesine sonlu siirekli kesir denir. Burada a4, a,,...,a, reel sayilarina siirekli
kesrin kismi bolenleri denir. Eger a, a4, a,, ..., a, tamsayilar ise o zaman bu siirekli
kesre basittir denir. Siirekli kesirlerin bu gosterimi,

11 1
— —...— veya [agy, aq,Qy, ..., 0y]

ap +
a;+ a+  +an

olarak da gosterilebilir.

Sonlu stirekli kesirler i¢in,

Ao

[ao] =T =ap

1
Ao, 1| = ag + —
[0 1] 0 al
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ve 1<k <n icin

[ ) b=t
Ag, A1,y e, A1, Qx| = |Ag, A1,y -+, Ag—1 = Qy
ay [ay,a,, ..., ax]

esitlikleri vardir.

Teorem 3.1.1. Her rasyonel say1 sonlu siirekli kesirlerle ifade edilebilir. Tersine her

sonlu siirekli basit kesir bir rasyonel say1 ifade eder [10].

Tanmmm 3.1.2. 0< k <n olmak izere [ay, aq,...,ax_1,a;] siirekli Kkesrine,

[ag, a1, Qy, ..., ay] stirekli kesrinin k’ yinc1 yaklagimi denir ve bu Cj, ile gosterilir.

Teorem 3.1.2. a, harig¢ hepsi pozitif olan a,, a;, a,, .... tamsayilarini ele alalim.

Pn VE ({n,
p-2=0,q,=1
p-1=1,q9q-.1,=0

baslangi¢ sartlariyla ve n > 1 igin,

Po = Qo qo=1

pP1=a1po +1 q1 = a4

P2 = azp1 + Po qz = azq; +1

Pn = QpPn-1 + Pn—2 An = Anqn-1 + qn_2

biciminde tanimlansin. O zaman [ag, a4, ay, ..., a;] siirekli kesrinin n. yaklasimi

C, =[ap, ay,ay, ...,a,] veya C, = Z—" ile verilir [11].
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Ispat. Tiimevarim ile ispatlayalim.

k =0 igin Cy = [ao] = % = ? oldugundan dogrudur.
0

.. 1 apai+1 P1
k=1 C, = [ag,a,] = — ===
icin G = [ag, a1] = ap + = @ .
olur. Simdide 2 < k < N olan pozitif k tamsayisi i¢in teorem dogru olsun. Yani,

_ Pk _ QkPi—1 + D2
Ak UQr-1 + Q-2

Cy, = [ag, aq,ay, ..., ai]

olsun. k + 1 i¢in,
Cr+1 = [ag, a1, Az, .y A, Agey1]

= [ag, a1, Ay, .., Ag—1, [Ag, Agt1]]

—]

= [ag, aq, Ay, -, A1, A +
Ak+1

(ak + ﬁ) Pk-1 T Pr-2

(ak + ﬁ) k-1t qk—2

_ Ag+1(AxDr—1 + Pk—-2) + Pr-1
A1 Q-1 + Qr—2) + qr—1

_ Ok+1Pk + DPk-1 _ Pre+1
Ak+19k + Qk-1  Gr+1

elde edilir. Buda k + 1 i¢in ifadenin dogru oldugunu gosterir. O halde ifade k + 1

icin de dogru oldugundan istenilen elde edilir.

Teorem 3.1.3. k > 1 i¢in a;, > 0 olmak lizere ay, a4, a,, ... dizisi verilsin.
Pk = QkPk-1 T Pk-2> Gk = AkGr-1 T qk—2 (3.1)
Teorem 3.1.2° de tanimlandig1 gibi olsun. Bu taktirde,

Prlr—1 — Pr—1qr = (—1F? (3.2)



dir.

Ispat. Tiimevarim ile ispatlayalim.
k = 1i¢in p;qy — q1p0 = (aga; + D1 —aga; =1 = (1)1 dir.
Iddia k igin dogru olsun. k + 1 igin dogru oldugunu gosterelim.
Pi+19k — Gk+1Pk = (Ak+1Pk + Pr-1 )9k — Pre(@rs1Gr + qre-1)
= Ag+1Pkqk T QkPr-1 — Ak+19kPk — Gk-1DPk
= qkPr-1 — 9k-1Pk
= (-D(®rqk-1 — qPr-1)
= (mDkH = (—1)k

oldugundan istenilen elde edilir.

Sonug 3.1.3.1. (3.1)’ deki gibi tanimlanan p, ve q; degerleri aralarinda asaldir.

Ispat. (px, qx) = d olsun. (3.2) esitliginden,
Pk-1 — qPr-1 = (=1
dir. (px,qx) = d oldugundan d|p, ve d|q dir. O halde,
d|(Prqr-1 = Pr-14x)
yani
dl(-=1)*!

dir. Buise d =1 oldugunu gosterir.

37
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Teorem 3.1.4. k > 1 i¢in a;, > 0 olmak iizere ag,a,,a,, ... dizisi verilsin.

Pk = QgPk-1 t Pk-2 Ak = AxGr-1 T G2

Teorem 3.1.2° deki tanimlandig1 gibi olsun. Bu taktirde,

Pk9k-2 — Pk—29k = ak(_l)k (3.3)
dir [12].

Ispat. (3.1)’ deki p,, ve gy degerlerini (3.3)’ te yerine yazalim. Bu durumda,
Plr-2 — QkPr—2 =(QPr-1 + Pr—2)qk-2 — (@ Qre-1 + qx-2)Pr—2
= A (Pr-19k-2 — Qr-1Pk-2)
= q(—1)k-D-1
= ap (="
oldugu goriiliir.

Sonug 3.1.4.1. (p;) ve (qi), (3.1) de verilen tamsay1 dizileri ve Cj = 2% olsun.

qk
k>1 icin,
(-1
Cp = Cy-1 =
Ar9k-1
dir. Ayrica her k > 2 tamsayisi i¢in,
ap(=1)"
Ci = Cy—2 =
Ax9r—-2

dir [12].

Teorem 3.1.5. (3.1)’ de tanimli (py) ve (qi) dizileri ile elde edilen Cj = P

degerleri,
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Co <(C << (C3<Cy
sonsuz esitlik zincirini saglar. Diger bir deyisle,
a) Cift indisli Cj, degerleri artan bir dizi,
b) Tek indisli C), degerleri azalan bir dizi teskil eder.

C) Her n,m € N i¢in C,, < Cyyp_q dir [12].

Onerme 3.1.1. Eger C), = Pk | [ag, aq, ay, ..., ay] siirekli kesrinin k’ yincr yaklagimi

K
ve ay > 0 ise,
Pr
= [ak, ax-1, -, a1, o]
Pr-1
ve
Ak
= [ak, ak-1, -, Az, a1]
k-1
dir [12].

3.2. Sonsuz Siirekli Kesirler

Tanim 3.2.1. a, hari¢ hepsi pozitif olan ay, a4, a,, ... tamsayilari igin,

1
[ag, aq,ay,...] = ag + ————
ayt————
az+

1
az+—

seklindeki bir ifadeye sonsuz stirekli kesir denir.

Teorem 3.2.1. (3.1) ile tanimli (p,) ve (qi) dizileri verilsin. Bu taktirde her

pozitif x reel sayisi igin,



40

_ XPg-1t Pk

[ag, aq,az, ..., ax_1,x] =
XQg-1 1 qr—2

dir [3].

Ispat. Ispat i¢in tiimevarim kullanilirsa k = 1 igin,

XPo + P-1
[ag,x] = ———
Xqo +q-1
oldugu agiktir.
[, 0y, @ a x] = XPk-1 t Pk—2
) ) y vy W1, -
o ! Xqg-1 1 qr—2

esitliginin ilk k terim i¢in dogru oldugunu kabul edelim.

1 (ak + %) Pr-1 T Pr-2

) (ak + %) k-1t Q-2

[ag, aq,ay, ..., ag, x] = [ag, aq,ay, .o\ A1, A +;] =

_ x(agPr-1 + Pr—2) + Pr-1
x(arqr—1 + qr—2) + Q-1

_ XP + Pr-1
Xqk + qr-1

elde edilir ve boylece k + 1 terim icin de esitligin dogru oldugu goriiliir. Béylece

istenilen elde edilmis olur.

Teorem 3.2.2. Yk > 0 tamsayis1 i¢in,

— : _ Pk
Cr = [ag,aq,ay,...,a;] ise Cp = "

dir.
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Teorem 3.2.3. Vk >1 i¢cin a; > 0 olmak ilizere ay, aq,a,,.. tamsayr dizisi
verildiginde Cp = [ay, a4, ay, ..., a;] ise limy_,, C, mevcuttur ve Vr,s >0

tamsayilari i¢in,

Cyr < lim Cj, < Cpgiq
k-0

dir.

Tanim 3.2.2. a, hari¢ hepsi pozitif tamsay1 olan ay, a4, a,, ... tamsay dizisi ile
olusturulan [ay, aq,a,,...] siirekli kesrine sonsuz basit siirekli kesir denir.
[ag, aq,ay,...]" in degeri limg_,[aq, aq,ay,...,a;] olarak tanimlanir. Bu limit

lim,_,., C, seklinde de ifade edilebilir [2].

Teorem 3.24. k> 1 icin a, >0 olmak lizere ay, aq,a,, .. tamsayr dizisi
verilsin. Bu durumda [ag,a4,a,, ..., 4y, ...] sonsuz siirekli kesri irrasyoneldir.

Aksine her irrasyonel sayinin bir sonsuz siirekli kesir agilim1 vardir [7].

Teorem 3.2.5. (a,,) ve (b,),
[ag, a1, ay, ... ] = [bg, b1, by, ... ]
olan iki sonsuz siirekli kesir olsun. Bu durumda n € Z olmak iizere,
a, =b,

dir [13].

Teorem 3.2.6. f = [ag,a4,a;,...] olsun. Bu taktirde f; = [aq,a,,...] olmak

tizere [l =ay ve B =a, +Bi dir [7].
1
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Teorem 3.2.7. k> 1 i¢cin a, >0 olmak lizere ay, aq,a,, .. tamsayr dizisi

verilsin. @ = a irrasyonel sayist i¢in,

1
ag—ag

a, = [ai]l ve apyq = (k=10,123,..)

seklinde tanimlanirsa a = [ay, a4, ay, ... | dir.

Teorem 3.2.8. k > 1 i¢in a, > 0 olmak lizere ay, a;,a,,... tamsayt dizisi i¢in
[ag, aq,ay, a3 ...] sonsuz siirekli kesrini ele alalim. k, pozitif bir tamsay1 ve «a; =

[ak, Qks1,Agy2 -] olsun. O zaman,
[ag, aq,a5,a3 ...] = [ag,a4,a;,a3, ..., Ax_1, A ]

dir [12].

Ornek 3.2.1.+/3 irrasyonel sayisinin siirekli kesir agilimimi bulunuz.

Coziim.
a%=[V3=1, gy =L = Y
a =24 =1. 0 == =V3+1
a, =[V3+1] =2, agzaziazzﬁl_l:\/izﬂ

az = a; oldugundan, a, = @, dir ve bdylece a5 = a3 =a; elde edilir. Bu

durumda k > 0 ig¢in,

. {1, k tekise

% =12, k ciftise
olur. Yani V3 =[1,1,2,1,2,..] dur. (3.1)’ de verilen p, ve q; esitliklerini
kullanarak bu sonsuz siirekli kesrin C; yaklasimlarini yazabiliriz. v/3 sonsuz siirekli

kesrinin birka¢ yaklagima,



l—\
N
w| ul
LI
v—k|v—\
=] O
Nll\)
Uil &

seklindedir.

Ornek 3.2.2. /21 irrasyonel sayisinin siirekli kesir agilimini bulunuz.

Coziim.

aoz[[\/ﬁ]]:‘l-, al: 1 _\/ﬁ+4

V21-4 5
@ = '\/21+4]] T S 5(vV21+1) _ V21+1
7l s > U2 T RI+e T V21-1 20 4
5
@ = '\/21+1]] N S 4(vV21+3) _ V21+3
2700 4 I 7 T En T 21-30 0 12 3
4
G = \/21+3H — g =t 3 _ 3(V21+3) _ V2143
370 o3 0T % AT v, T V2130 12 4
3
a = \/21+3H L S 4(vV21+1) _ V21+1
A7 a4 T 7 TS T aRIes T V211 200 5
4
VZ1+1 1 5 5(V21+4
a5 =[] =1, a5 = S B (R N !
5 V2i+1 4 \21-4 5

. 1 1 \21+4
T V21+4-8  V21-4 5

a6=[[\/ﬁ+4]]=8, ay

a; = a; oldugundan, ag = a,, @9 = as,... dir. Devam edilirse a3 = a; = a3

oldugu goriiliir. O halde,
a=14112118112,118,...]

dir.
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3.3. Periyodik Siirekli Kesirler

Tanim 3.3.1. n > 1 i¢in a, > 0 olmak iizere ay, a4, a,, ... tamsay dizisi verilsin.
Her m> M i¢in a,, = a4 esitligini saglayan bir M > 0 varsa bu sonsuz
stirekli kesre periyodik siirekli kesir denir. En kiigiik k degerine de bu sonsuz

siirekli kesrin periyodu denir ve bu,

[aOl aq,02,03, ..., Apg, Apgg1) -- ) aM+k—1]

seklinde gosterilir.

Ornek 3.3.1. /21 igin Ornek 3.2.2° den,

v21=[411211811,2118,..] = [4,1,1,2,1,1,8] olup periyodu 6’ dir.

Teorem 3.3.1. Her periyodik basit stirekli kesir bir kuadratik irrasyonel saytya esittir

[3].

Ornek 3.3.2. a = [5,1,10] sayisin irrasyonel olarak ifade ediniz.

Coziim. a = [5,1,10] almirsa @’ nin degerini bulmak i¢in B = [1,10] alinsin.

Buradan a = [5, ] olur.
g =1[1,10,1,10,..] = [1,10, 8]
dir. Boylece,

118 +1

1 7P Tog+1
10+% 108 + 1
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= 1082 -108—1=0

kuadratik denklemi bulunur. f > 0 oldugundan bu denklemin kokii,

B=5+V35
bulunur. O halde,
1 45 ++/35
a = [5' :8] =5+ =
5++/35 85

elde edilir.

Ornek 3.3.3. a = [1,1,1,1,...] sonsuz siirekli kesrini irrasyonel say1 olarak ifade

ediniz.

Cozim.a = [1,1,1,1,...] = [1, [1,1, ]] = [1,a] seklinde yazilabilir. Buradan,
1
a=1+—=a’-a—-1=0
a

kuadratik denklemi elde edilir. @ pozitif olacagindan,

1445
)

a

bulunur.

Onerme 3.3.1. Her « kuadratik irrasyonel sayis1 D tamkare olmayan pozitif bir

tamsayt ve Q|D —P? (Q # 0, Q,P € Z) olmak iizere,

_P+\D
- Q

a
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bi¢ciminde yazilabilir [3].

Teorem 3.3.2. Her kuadratik irrasyonel sayinin siirekli kesre agilimi periyodiktir

[14].

Ispat. « = ay = [ay,a;,a,, a5 ...] kuadratik irrasyonel say1 olsun. Onerme 3.3.1” e

gore,

_Py+VD

0{0 Q ) QO|D_P02
0

bi¢iminde yazilabilir. « = a i¢in asagidaki esitlikler Yk = 0 olmak iizere,

Pry1 = agQr — Py (3.4)
— D_Pl?+1
Qr+1 = o

biciminde tanimlansin. Tanimlanan bu esitlikler i¢in asagidaki ifadeler dogrudur.

Her k > 0 tamsayisi icin,

a) Pk, QkEZ Verio

\/_
b @ =" [ad = (3.5)

c) leD—sz

dir. Bunlarin ispatlar1 tiimevarimla kolayca yapilabilir. @, 1ile «a;’ nin eslenigini

gosterilirse,

ve a=ay = [ag aq, -, Ax_1, Ak |

olur ve buradan,

— APk—1 + Pr—2
0= —
P P o

elde edilir. Son esitlikten @, cekilirse,
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a, = —
k Qr—1 \@ — D=1/ qre—1

Gk <& - Pk—z/%—z)

Pk—2 ve Pk-1

bulunur. k’ nin sonsuza gitmesi durumunda limit alinirsa . .
k-2 k-1

degerlerinin ikisi de «a,’ a yaklasir ve boylece yukaridaki parantezin i¢i 1 olur. Bu
ylizden N keyfi sabit bir tamsay1 olmak {izere k > N olacak sekilde yeterince
bliyiilk k pozitif tamsayisi i¢in yukaridaki parantez ici pozitiftir ve —1 < a <0
dir. Her k > 1 i¢in a; pozitif oldugundan k > N i¢in a; — a; > 0 dir.

(3.5) e gore ap —a; = 2\/5/Qk >0 dir ve buradan Q. > 0 oldugu goriiliir.
Yine (3.4) ve (3.5) esitliklerinden k > N igin,

QxQx+1 =D —P¢y <D, Qk < QxQx+1 =D
ve
PI§+1 SPI§+1+Qka,+1 =D , IPk+1| <‘/5

bulunur. Béylece D sabit pozitif bir tamsay1 oldugundan, Q, ve Py, sayilarinin
k > N igin alabilecekleri degerlerin sonlu sayida oldugu sonucuna varilir. Ayrica bu

esitliklerin ikisini birden saglayan (P, Q) ¢ifterinin sayis1 sonlu olacaktir.

Boylece 6yle m ve n tamsayilarn vardir ki P, = P, ve Q,, = @, dir. O halde

a, = a, yazilabilir. Bu ise a¢ilimin periyodik oldugunu gosterir [2].

Sonu¢ 3.3.2.1. Teorem 3.3.2° de verilen (3.4) ve (3.5) esitlikleri yardimi ile

P+vVD
a =
Q

seklinde verilen bir kuadratik irrasyonel sayinin sonsuz siirekli kesirlere

acilimi bulunabilir.

- 1+V2 . .. . .
Ornek 3.34. a = - irrasyonel sayisinin sonsuz siirekli kesir agilimini bulunuz.
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Cozim. D=2, Ph=1, Q, =3 degerleri alinarak acilim yapilamaz, c¢iinkii

QO|D — P,? sart1 saglanamaz. Bunun i¢in a’ y1 Teorem 3.3.2° e gore,

_3+418
=

a

sekline getirmek gerekir. Bu durumda D =18, P, =3, Q, =9 dir. Buradan

ap = [a] =0 ve

P,=09-3=-3 a; = (—3++18)/1
Q1 =(18-(-3))/9=1 a, = [(-3++18)/1] =1

P,=11-(-3)=4 a, = (4++/18)/2
Q=(18-(1H/1=2 a, =[(4+V18)/2] = 4
P;=42-4=4 a; = (4++/18)/1
Q;=(018-(BH/2=1 az = [(4++V18)/1] = 8
P,=81-4=4 a, = (4+18)/2
Q=(018-(H?/1=2 a, =[(4+V18)/2] =4

ve boyle devam edilirse P, = P, ve Q, = Q, yinelemesi elde edilir. Buradan,
(1++v2)/3=1[0,1,4848,..] =[0,1,438]

bulunur. Burada ay’ lar kismi boliimler, a;’lar da kuadratik irrasyonellerdir.
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Teorem 3.3.3. x,

olan bir irrasyonel say1 ise Z , x’ in yaklagimlarindan biridir [13].

Onerme 3.3.1. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olsun. p, ve q,, (3.1)’ de
ve P, ve @, degerleri de (3.4)’ te tanimlandig1 gibi olsun. Bu taktirde n >1

olmak tizere,

pa—dgs = (—1)" Qi1
dir.

3.4. Tamamyla Periyodik Siirekli Kesirler

Tanmm 3.4.1. k = 0,1,2,3, ... i¢in a;, = a,4, olacak sekilde bir n tamsayisi varsa

[ag, aq,ay,az, ... ] siirekli kesrine tamamuiyla periyodik siirekli kesir denir ve bu,

[ao, al, az, a3, ...] = [ao, al, az, a3, ey an_l]

seklinde gosterilir. Bu siirekli kesrin periyodu ise n’ dir.

Tamim 3.4.2. a bir kuadratik irrasyonel olsun. Eger a > 1 ve —1<a <0 ise

a’ ya indirgenmis kuadratik irrasyonel say1 denir. Burada @ ile «a’ nin eslenigi

ifade edilmektedir [12].

Ornegin V3 +1=[2,1] bir indirgenmis kuadratik irrasyonel sayidir. Ciinkii
@=1-+/3 olup —1<a<0 dir
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Teorem 3.4.1. a kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesirlere agiliminin tamamiyla
periyodik olmasi i¢in gerek ve yeter sart a’ nin indirgenmis kuadratik irrasyonel say1

olmasidir [15].

3.5.\/d’ nin Siirekli Kesre Acilimi

Bu kisimda d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olmak iizere vd bigimindeki

kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesre agilimi incelenecektir.

Teorem 3.5.1. d tamkare olmayan pozitif bir tamsayr olsun. +vd kuadratik

irrasyonel sayisinin siirekli kesre agilimi ay = [[\/a]] olmak iizere,

\/_ = [ao, al, az,...,an_l, Zao ]

bi¢cimindedir. Burada periyod n’ dir [3].

Ornek 3.5.1. V2 irrasyonel sayisinin sonsuz siirekli kesir a¢ilimini bulunuz.

Coziim.
aoz[[‘/i]]zl ) 0‘1:ﬁ:\/§+1
a1=[[\/§+1]]=2=2a0

dir. Béylece v/2 = [1,2] bulunur. Aksine [1,2]” nin V2 oldugunu gdsterelim.

1 1
0(=[1,2,2,...]=>0(=1+—1=>0C—1=—1
2+—1 2+—1
2+T 2+T

olup,
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>a2-1=

1= o
« 2+ (@—1 a+1

> 02=23a=vV2

dir.

Ornek 3.5.2./6 irrasyonel sayisinin sonsuz siirekli kesir agilimimi bulunuz.

Coziim.
1 Vé6+2
aoz[[\/g]]zz , alz—\/g_zz >
_ [Ve+2] _ 12 2(We+2)
al—[[z]]—Z, az—@_ =R 2 =6+ 2
2

a2=[[\/€+2]]=4=2a0

oldugundan a = [2,2,4] elde edilir.

Teorem 3.5.2. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olsun. a, = [[\/H]] olmak

lzere,
_ Pk+\/a
g =
Qk
ar =[] (3.6)
_ n—P%,
k+1 Qk

k = 0,1,2,... icin ardisik olarak tanimlanirsa,

a =lag, aq,ay, .. |

dir.

Acikca a, >1 dirve Pp=0, Qp =1 ve n=>1 icin P, Q, tamsayilar olmak

lzere,



P, +vm
a, = %_ n=012,..
n

dir.

Ornek 3.5.3. m = /23’ iin siirekli kesir agilimini bulalim.

Coziim.
a0=\/ﬁ
1 1 V23 +4
a, = = = :
Y ag—la] T V23 -4 7
1 1 V2343
Ao = = = :
2 a; — [aq] \/23+4_1 2
7
1 1 V2343
Ay, = = = ,
s a; — [a;] \/23+3_3 7
2
1 1
Uy = = =23+ 4,
* as — [az] \/23+3_1
7
1 1 V23 +4
A = = = = aq,
T ay— e VZ3+4-38 7 !
dg = A5 , a; = ag, ...

O halde m = /23’ iin siirekli kesir acilimu,

V23 =[4,1,3,1,8]

dir.
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Teorem 3.5.3. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olsun. P, ve Q (3.6)° daki

gibi tanimlansin. Z—k, Vd’ nin k’ yincr yaklasimi ve n periyodu gdstersin. O
k
zaman,
Qk =1 Tllk
dir [12].

Teorem 3.5.4. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olsun. P, ve Qy, (3.6)’ daki

gibi tanimlansin. Bu taktirde Pk \Jd> nin k° yinc1 yaklagimi olmak tizere,

dr
ka - dqzk = (_1)k_1Qk+1
dir.

ispat.Vd = [ay,a;,a, a3, ..., ax, Qy+1] oldugundan,

Jd = A+1Pk + Pr-1
Ar+19k T Gie-1

_ Pk+1+\/a

yazilabilir. Ayrica a4 = o oldugu kullanilirsa,
k+1
Pess +Vd
(’”QIT> Pk + Pi-1
Vi =
T Quy ) I *+ k-1

_ (Pk+1 + ‘/E)Pk + Pr+10Qk+1
(Prs1 + V) @i + Qi1 Qrera

elde edilir. I¢ler dislar ¢arpimi yapilirsa,

dqi + (Pes1di + QuarGr-1)Vd = (Pes1Pi + QuarPr—1) + peVd

olup buradan,

dqx = Piy1Pk + Qk+1Pk-1

veE

Pr = Pry1Qi + Qrs1qr-1

bulunur.

Birinci denklem —q;, ve ikinci denklem py, ile carpilip toplanirsa,
p*, —dq®, = —Qui1Pk-1qx + Qi+1qK-1Pk
= Qrs+1(—Pr-19x + qr—1Px)
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= Qk+1(‘1)k_1
elde edilir.

Onerme 3.5.1. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olsun. v'd’ nin siirekli kesir
acilimimnin periyodu k olsun.
p2 —dq: = +1 dir © h pozitif tamsay1 olmak lizere n = hk — 1 dir.
Boylece,
Phk-1— dqhr—1 = (D"

dir [13].

Teorem 3.5.5. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olsun. Vd’ nin siirekli kesir
agilmmim  periyodu k olsun. x? —dy? =41 denkleminin tiim tamsay1
¢oziimleri, n €Z ve Pyx_1/qr—1, Vd’ nin siirekli kesir agithmimmn k — 1’ inci
yaklagimi olmak iizere,

x +yVd = +(p-1 + qe-1)"
bi¢imindedir [13].

Stirekli kesirler i¢in verdigimiz bu tanim ve teoremler 4. Boliimde, bir reel

kuadratik cismin temel biriminin nasil belirlenecegini belirlememizi saglar.



BOLUM 4. TEMEL BIRIMIiN HESAPLANMASI

m  karesiz pozitif bir tamsayr olsun. Ogq.sm)’ nin temel birimi 7’ nn

hesaplanmasinin standart metodu; v/m’ nin siirekli kesir agilimidar.

Tanmm 4.1. x*—my? =N Pell denkleminin ¢dziimii mevcut olsun ve eger
x; + y1vm, x? —my? = N’ nin pozitif bir ¢oziimii ve x, + y,v/m, x? —my? =
N Pell denkleminin x; + y;vV/m’ den farkli bir pozitif ¢oziimii iken x; + y;vVm <
X, + y,Wm ise x; + y;vm’ ye x2 —my? = N Pell denkleminin temel ¢oziimii

denir.

a+bvm ve r+sVym, x*—my?=N denkleminin iki ¢6ziimii olsun. Bu

durumda,
a=r dir & b=s dir.
Ayrica,

a+bym<r+sym dir © a<r ve b<s dir.

Teorem 4.1. m karesiz pozitif bir tamsayr olsun. ¥Ym’ nin sonsuz strekli kesir
p y

aciliminin yaklagimlari Z—" (n=0,1,2,...) olsun. I’ de bu agilimin periyod
uzunlugu olsun. Bu durumda,
a) Eger [ ciftse x? —my? = —1 denkleminin hicbir x,y tamsayr ¢dziimii

yoktur ve x? —my? =1 denkleminin ¢dziimleri igerisinde x’ i en kiiciik

yapan (x,y) ¢oziimii (x,y) = (p;-1, q;-1) dir.
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b) Eger I tekse x? —my? = —1 denkleminin x ve y tamsayr ¢dziimleri
vardir ve x%2 —my? = —1 denkleminin ¢dziimleri icerisinde x’ i en kiigiik

yapan (x,y) ¢oziimii (x,y) = (-1, q1-1)

ozellikleri gegerlidir [9].

Teorem 4.2. Eger m =5 (mod 8) ve Ogsm nin x ve y tek olmak tizere

%(x + yv/m) biciminde birimleri mevcut ise Oq(/m)” nin temel birimi; A ve B her

A+BVm
2

ikisi de tek pozitif tamsayilar olmak lizere 7n = bicimindedir ve 13 €

Z[Vm]’ dir. Ayrica 173, x?—my? =41 Pell denkleminin temel ¢dziimiidiir
[9].[16].

Teorem 4.1 +/m’ nin siirekli kesir acilimindaki periyot uzunlugunun tek veya ¢ift
olmasina bagh olarak x? —my? = +1 denkleminin en kiiciik ¢oziimlerini
vermektedir. Bu teorem kullanarak temel birim 7, m’ nin durumuna gore asagidaki

gibi hesaplanir.

Eger m= 23 (mod4) veya m=1(mod8) ise x ve y tamsayilar olmak
iizere, Ogmy’ NMin tim birimleri Sonug 1.2.1” den x + yvm bigiminde olmak
durumundadir. Bu durumda O /)" nin temel birimi 7 Teorem 2.5.2 ve Teorem

4.1’ e gore,

n=p-1+ Ql—l‘/m: N() = (_1)l

dir.

Eger m=5(mod8) ise x ve y tek tamsayilar olmak tzere Ogsm)’ nin
%(x + yv/m) bigiminde birimleri olabilir de olmayabilir de. Eger bdyle birimler

yoksa 7 € Z[vim] dir ve Og s’ nin tiim birimleri x + yv/m bigiminde olmak

durumundadir. Bu durumda O g ” nin temel birimi 7,
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n=p-1+ CIl—1‘/m' N(n) = (_1)l

olur. Eger m =5 (mod 8) iken Og sy nin x ve y tek olmak lizere %(x +

yv/m) bigiminde birimleri varsa Oqimy’ nin temel birimi 7, Teorem 4.2° ye gbre

A+BVm

A ve B her ikisi de tek pozitif tamsayilar olmak ilizere 1 = bi¢imindedir ve

n3, x? —my? = +1 denkleminin temel ¢dziimiidiir. Dolayisiyla Teorem 2.5.2 ve

Teorem 4.1’ e gore,

713 =pi-1t Ql—l‘/m: N(n) = (_1)l

dir. O halde,

A+ BVm
(5

3
> =pi-1+ q-1Vm

oldugu kullanilirsa,

A3 + 3AB*m = 8p,_,
ve

34%B + B®m = 8q,_,
elde edilir. Boylece yukaridaki denklemlerden,

1/3

Alpi_1, 1<A<2p]

veE

Blgi.,, 1<B<2 (%)1/3

bulunur.

O halde, pozitif karesiz bir tamsay1 olan m i¢in  Ogm,’ nin temel birimi 7” nin

belirlenmesi i¢in gereken adimlar asagida siralandig1 gibidir.

l.adm. p_., =1, q_4=0,
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PO:OI QO:]-a aO:[[M]]I pO:[[M]]a q0=1
dir.

2. adim. n =12, ... icin P,, Qn an, Pn qn degerleri belirlenir. Bunlar

asagida ifade edildigi gibidir.

By =—Py 1 +ay_10n-1, n=12,..
0, =" 1,2
= 4 n= )&
" Qn—l
P, +Vvm
a, = ﬂiﬂ , n=12
Qn
Pn = Qn.Pn-1 + Pn—2 , n=12,..
n = Ap-Qn-1 + qn—2 , n=12,..

Ardindan Py =P; ve Qy =Q; olanilk N > 1 tamsayisinda durulur.
3.adim. [ = N — 1’ dir.
4. adim. Eger m = 2,3 (mod 4) veya m = 1 (mod 8) ise

n=p-1+q-1vm, N@ =(-1)"
dir.

1/3’

=7 den kiigiik tiim tek A pozitif

5. adim. Eger m =5 (mod 8) ise p;_;’ in 2p

1
bolenleri belirlenir ve q;_;’ in de 2 (E) ®> den kiigiik tim tek B  pozitif

m

bolenleri belirlenir. Eger baz1 (A, B) iftleri igin,
A3 + 3AB*m = 8p;_,
34%B + B3m = 8q,_,
elde ediliyorsa,

A+B
g =2 G =
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dir. Diger bir deyisle,

n=p-1+ Ch—lm' N(n) = (_1)l

dir.

Ornek 4.1. m = /23, 23 = 3 (mod 4) icin temel birimi bulalim.

Coziim. O halde, p_; =1, g1 =0, P, =0, Qo=1, a,=[v23] =4 p,=
[[\/ﬁ]] =4, qo=1 olmak lizere, 2. adimdaki P,, Q,,, an, Pn, @n (n=1,2,..)

degerlerini belirleyelim.

Tablo 4.1.v/23 sayist igin bulunan P,, Q,, Gn, Pp, qn (n = 1,2,...) degerleri.

n P Qn a, P In
-1 1 0
0 0 1 4 4 1
1 4 7 1 5 1
2 3 2 3 19 4
3 3 7 1 24 5
4 4 1 8 211 44
5 4 7 1 235 49

Ps=P;=4 ve Qs=0Q,=7
oldugundan,

N=5 [|=N-1=5-1=4
ve

P-1=pP3=24 , q-1=q3=5




olup,

n=7p1+q_1Vm=24+5V23,

bulunur.
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N =(E-D'=(-1D*=1

O halde, OQ(x/ﬁ)’ iin normu 1 olan temel birimi 24 + 5v23 olur.

Ornek 4.2. m = 17 = 1 (mod 8) igin temel birimi bulalim.

Cozim. 17 = [4,5] dir. B, Q. an P 9n (n=12,..) degerlerini
belirleyelim.
Tablo 4.2. v/17 sayist igin bulunan P,, Q,, Gn, Pp, qn (n = 1,2,...) degerleri.
n PTL Qn an pn qn
-1 1 0
0 0 1 4 4 1
1 4 1 8 33 8
2 4 1 4 268 65
P,=P =4 ve Q;=0:=1
oldugundan,
N=2, |[=N-1=2-1=1
ve
Pi-1=Po=% ., q-1=q =1
olup,

N=p-1+q-1WVm=4++v17,

N =(E-D'=(-D'=-1
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bulunur.

O halde, OQ(x/ﬁ)’ nin normu -1 olan temel birimi 4 + 17 olur.

Ornek 4.3. m = 42 = 2 (mod 4) igin temel birimi bulalim.

Coziim. V42 =[6,2,12] dir. B, Qu an Pn G (n=12,..) degerlerini

belirleyelim.

Tablo 4.3. V42 sayist i¢in bulunan B,, Q,, @,, Pn, ¢» (m=1,2,...) degerleri.

n Pa Qn an Pn n
-1 1 0
0 0 1 6 6 1
1 6 6 2 13 2
2 6 1 12 162 25
3 6 6 2 337 52

P3:P1:6 veE Q3:Q1:6

oldugundan,
N=3, [|=N-1=3-1=2
ve
p-1=p1=13 , q_1=¢q1 =2
olup,

n=p1+qVm=13+2V42, N =(-D'=(-D?=1

bulunur.




O halde, OQ( «/E), nin normu 1 olan temel birimi 13 4+ 2v/42 olur.

Ornek 4.4.m = 13 = 5 (mod 8) igin temel birimi bulalim.
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Coziim. V13 =[3,1,1,1,1,6] dir. Py, Qn @ Pn qn (n=12,..) degerlerini

belirleyelim.

Tablo 4.4. V13 sayis1 i¢in bulunan B,, @, @y, Pn, ¢n (m=1,2,...) degerleri.

n Py Qn an DPn In
-1 1 0
0 0 1 3 3 1
1 3 4 1 4 1
2 1 3 1 7 2
3 2 3 1 11 3
4 1 4 1 18 5
5 3 1 6 119 33
6 3 4 1 137 38
Po=P =3 ve Qe=01=4%
oldugundan,

veE

dir.

A tek oldugundan; Alp,_,, 1<A<2p

A=3

[I=N—-1=6-1=5

Pi-1 =Py =18

-1 =q4 =5

= A9, 1<A<53=>A4=1 veya
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1
B tek oldugundan; Blg_,, 1<B<2(%2)”=>B|5, 1<B<15=B=1

m
(A,B) = (1,1) ve (3,1) ¢oziimlerinden sadece (3,1) igin,
A3 + 39AB? = 144
3A%B + 13B3 = 40
denklemlerinin ¢oziimii vardir.

O halde, Og 13y in normu -1 olan temel birimi 7 = 3+2_«/ﬁ olur

Ornek 4.5.m = 37 = 5 (mod 8) igin temel birimi bulalim.

Coziim. 37 = [6,ﬁ] dir. P, Qn, Ay, Py @n (n=1,2,..) degerlerini

belirleyelim.

Tablo 4.5. V37 sayist i¢in bulunan B,, Q,, a@,, Pn, ¢n (n=1,2,..) degerleri.

n Py Qn an DPn In
-1 1 0
0 0 1 6 6 1
1 6 1 12 73 12
2 6 1 12 882 145
PZ = P1 =6 ve Qz =U1= 1
oldugundan,

veE

I=N—-1=2-1=1
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dir. Acikea,

A3 + 111AB% = 48
ve

3A°B +37B% =8

denklemlerinin pozitif tamsayi ¢oziimleri yoktur. O halde Og 37, nin %(x +

yVm) bigiminde birimleri yoktur. Dolayistyla Ogyg7,” nin birimleri x + yvm
bi¢imindedir. O halde,

n=p-1+q-1Vm, N@) =(-1)

olup O y37)’ nin normu -1 olan temel birimi 7 = 6 + V37 olur.



BOLUM 5. BAZI DIOPHANTINE DENKLEMLERININ COZUMU

Bu béliimde x% — 2y%? = +1 Pell denklemi ile x? — 3xy + y% = +5, x* — 5y% =
+4, x2—xy—y?=45, x2-3xy+y*=4+1 ve x?—xy—y?=+1

Diophantine denklemlerinin pozitif tamsay1 ¢oziimleri verildi.

Y5 lmak iizere aa + b € Z[a] bir birimdir & b% — ab —

Onerme 5.1. a =

a’ = +1 dir.

ispat. aq + b birimse N(aa +b) = +1 dir. @ =22 oldugundan,

lb +a <1 +2\/§>l lb —a (1 il ﬁ)l = %[(Zb + a)? — 5a?]

2

4b? — 4ab — 4a?
= 2 =b* —ab—a%*=+1

dir.

Tersine b%* —ab — a®? = +1 ise N(aa + b) = +1 oldugunu gérmek kolaydir.

Teorem 5.1. Z[a] = {aa + b : a,b € Z} kiimesinin birimlerinin kiimesi {+a™ : n €

7} dir [4].
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Bu boliimde, Diophantine denklemlerini Teorem 5.1 yardimiyla ¢dzecegiz. Simdi

Fibonacci ve Lucas sayilarini tanimlayarak ilgili teoremleri verelim.

Tanim 5.1. Baglangig sartlar1 Fy =0, F; =1 ve n = 2 olmak lizere,
Fy=Fy1+F

seklinde tanimlanan tekrarli bagmtilarindan elde edilen sayilara Fibonacci sayilari
denir. Bu tekrarli bagintisinin {irettigi tamsayilar dizisine Fibonacci dizisi denir ve bu

dizi (F,) ile gosterilir. Burada F,, n’ yinci Fibonacci sayisini gosterir.

Karakteristik denklem A2 — 1 — 1 = 0 olmak iizere karakteristik denklemin kokleri,

1445 _1-+5
2 » b= 2

a

dir. Agtkga a+ =1, a—f =5 ve af =—1 dir

Onerme 5.2.n > 0 i¢in a™ = aF, + F,_, dir.

Ispat. Tiimevarim uygulanirsa n=1 i¢in a=aF; +Fp=a.1+0=a olur. O

halde iddia dogrudur. n i¢in a™ = aF, + F,,_; dogru olsun.
a™l = a"a = a(aF, + F,_1) = a’E, + aF,_,
=(a+ 1DE, + aF,_;
=aF, +aF,_ 1+ F,
=a(F, + F,_1) + F,
=aF,t+F
bulunur. Béylece n + 1 i¢in de iddia dogrudur.

Asagidaki 6nermenin ispat1 benzer bigimde yapilir.
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Onerme 5.3.n >0 igin B" = BE, + F,_, dir.

at—pn

oy dir.

Teorem 5.2. Her n > 1 i¢in F, =

Ispat. Onerme 5.2 ve Onerme 53’ e gore n>1 igin, a® =aF, +F,_; ve

B™ = BF, + F,_; dir. Bu denklemleri taraf tarafa ¢ikarirsak,
a =Bt =aF, + Fyq — BB, — Fra

=F(a—p)

bulunur. Buradan E, = aZ:Zn elde edilir.

at—pn

a-p

Asagidaki Onermeler tliimevarimla veya F, = oldugu kullanilarak

ispatlanabilir.

Onerme 5.4. n >0 icin E? — E,F,_; — F?_, = (=)™ dir.

Onerme 5.5. n > 0 icin F2,., — 3F,n42Fon + F2, = 1 dir.

Tamim 5.2. Baglangig¢ sartlart Ly =2, L; =1 ve n = 2 olmak iizere,
Lpy=Lpq+Lp

seklinde tanimlanan rekiirans bagintilarindan elde edilen sayilara Lucas sayilari denir.
Bu rekiirans bagintisinin iirettigi tamsayilar dizisine Lucas dizisi denir ve bu dizi

(L) 1ile gosterilir. Burada L, , n’ yinci Lucas sayisini gosterir.
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Uyan 5.1. Tanim 5.1 ve Tanim 5.2 gdz Oniine alinirsa Fibonacci ve Lucas sayilari

arasinda,
1
E, = E(Ln—l + Ln+1)

bagintisinin oldugu goriiliir.
Teorem5.3.n>1 i¢in L, =a™+ ™ dir.

Ispat. Tiimevarimla ispat yapilacaktir.
n=1in L, =a+f d.
n=21i¢in L, =3 = (a+p)?—2af = a?+ B? bulunur.
n=>3icin L,_; =a™ 1+ "1 ve L,_, = a™?+ "2 olsun. O zaman,
Lp=Ly 1+ Ly
= g1 4 pn-1 4 gn2 4 g2
=a"2(a+1)+p"2(B+1)
= q"2q? 4 fn2p2
=" + g"

olarak bulunur.
Teorem54. n > 1 i¢cin L, = F,_; + F,,, dir.

Ispat. aff = —1 oldugu kullanilirsa,



an—l _ ﬁn—l an+1 _ ﬁn+1
F,_{+F = +
n—1 n+1 a — ﬁ a — ﬁ

_(aﬂ)an—l + (O{ﬁ)ﬁn_l + an+1 _ lgn+1

a—p

@ (=B +a)+ B (a—p)
_ o

_ @+ (a=p)
- .

=a"+p"=1L,

olarak bulunur.

Teorem 5.5. n > 1 igin 5E? = L% — 4(—1)" dir.

Ispat. af = —1 oldugundan,
L —4(-1D" = (@™ + p™)? —4(-D"
= a® + B*" + 2(ap)" — 4(-D"
= a4 27— 2(—1)"
= (a" — p™?* = 5F;
dir.

Asagidaki onermeler tiimevarimla ispatlanabilir.

Onerme 5.6. n >0 icin L2 — L,L,_; —L%_; =5(=1)" dir.

Onerme 5.7. n >0 icin L3,.; —3Lypns1Llon_y — L3,_1 = 5 dir.
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Simdi Pell ve Pell-Lucas dizilerini tanimlayalim.

Tamm 5.3. p ve q sifirdan farkli, aralarinda asal ve p? +4q # 0 olacak sekilde

tamsayilar olsun. U,, ve V, dizileri n > 2 igin,
Up =pUn-1+qUpn—2 , Up=0, Up=1
Vo =0Vt +qVi—2, Vo=2, Vi=p

seklinde tanimlansin. Eger p =2 ve q =1 alinirsa,

By = 2P, 1+ Py,

Qn =2Qp-1 + Qn_> ’ Qo =0, Q=2

elde edilir. Burada P, ve @, dizilerine sirasiyla Pell ve Pell-Lucas dizisi denir
[17].

Onerme 5.8. P, ve Q, dizileri igin,
Q7 — 8P =4(-1" (5.1)

veE

Ppy1+ P =0Qy (5.2)

esitlikleri vardir [17].

Teorem 5.6. x> —xy—y?>=+41 olan x>0, y>0 vardr & n>1 olmak

lizere x=F,, y=F,_; dir.
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Ispat. &) n € N olmak iizere x =F,, y = F,_; ise Onerme 5.4’ e gore,
X —xy—y* = F} = FyFpq —FZ, = (D)™ = +1
dir.

=) x2—xy—y?=41 olan x>0, y>0 mevcut olsun. Onerme 5.1 e gore

ax +y bir birimdir. x >0, y > 0 oldugundan ax +y >1 dir.

Ayrica Teorem 5.1’ e gére ax +y = a™ olan n > 1 vardir. O halde Onerme 5.2

e gore,
axt+y=FKa+F, 1 > x=E ,y=F,4

olur.

Sonug 5.6.1. x2 — xy — y? = 1’ in tiim pozitif x, y tamsay1 ¢éziimleri n = 1 olmak

tzere (x,y) = (Fyn41, Fop) bigimindedir.

Sonu¢ 5.6.2. x? —xy —y%? = —1’ in tiim pozitif x,y tamsayr ¢dziimleri n > 1

olmak tizere (x,y) = (Fyp, Fon—1) Dbigimindedir.

Teorem 5.7. x2 — 5y? = 4’ {in tiim pozitif tamsay1 ¢dziimleri n > 1 olmak iizere

(x,y) = (Lypn, F5,) bicimindedir.

Ispat. x? — 5y%2 = 4 olsun. Buradan x ve y’ nin aym tiirden oldugu elde edilir.

X+
u= Ty , v =y alalim. O zaman,

2

x+y)2 <x+y

2 _ 002 _
uuvv(z 2)yy
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=x2+yz+2xy_xy+yz_ 5

4 2

B x% — 5y? 4 .

= 2 ==
yazilabilir. Sonug 5.6.1° e gore,

u=Fyy1, v =Fy
olan n > 0 wvardir.

x+y
u=F2n+1=T=>x=2F2n+1—y, v=y="F;,

= X = 2Fyp41 — Fop
= X = Fopy1 + Fongq — Fop
= X = Foppq + Fong

olur. Teorem 5.4’ e gore,

elde edilir.

y=v ve v=F,, oldugundan y =F,, dir. O halde (x,y) = (Ly,, F,,) elde

edilir.

Benzer bicimde asagidaki sonug verilebilir.

Sonuc 5.7.1. x? — 5y% = —4’ {in tiim pozitif tamsay1 ¢ziimleri n > 0 olmak iizere,

(x, }’) = (LG+1’ F2n+1)

bigimindedir.
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Teorem 5.8. x? — xy — y? = +5’ in tiim pozitif tamsay1 ¢éziimleri n =0 olmak

tizere (x,y) = (Lp4q1,Ly,) bicimindedir.

Ispat. x? — xy —y%? = 45 olsun. 2x —y > 0 kabul edelim. Esitligin her iki tarafini
4 ile carpalim.

4x?% — 4xy — 4y? = +20

(2x —y)? — 5y% = 420

2

2 —
25( xS y) — 592 = 420

2

2x —
yz—S(xS y) = +4

Teorem 5.7’ ye gore y=1L, , F, = ZxTy olan n > 0 vardir. O zaman,

5E, +y
y:Ln , X =
2
5F, + Ly,
= X =
2
Lyt Lyqt Ly
=2 X =
2
2L
= X = ;+1:Ln+1

olur. Dolayisiyla (x,y) = (Lp4+1,Ly) bulunur.

Tersine eger (x,¥) = (L1, Ly) ise Onerme 5.6> dan x%2 —xy —y? = 45 elde

edilir.

2

Sonu¢ 5.8.1. x> —xy — y? =5’ in tiim pozitif tamsay1 ¢dziimleri 7n >0 olmak

lzere,
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(6, y) = (Lgns Lan-1)

bi¢imindedir.
Sonug 5.8.2. x> — xy — y?> = =5’ in tiim pozitif tamsay1 ¢ziimleri n =0 olmak
lzere,
(x,¥) = (Lans1, Lan)
bi¢imindedir.

Teorem 5.9. x? —3xy + y?> = 1’ in tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri 7 > 1 olmak

lizere,

(x,¥) = (Fan+2, Fon)

bi¢imindedir.

Ispat. x> —3xy + y? =1 olsun. x > y alalim. Bu taktirde,

x=—y)—(x—-y)y—y*=x>*=3xy+y*=1

olur. Sonug 5.6.1° ¢ gore (x —y,y) = (Fyn41, Fon) olan m =1 vardir. Boylece

X=y=Fn1, ¥y=F,;, dr.

Burada X = F2n+1 + y y y = FZTL yanl X = F2n+1 + FZTL = F2n+2 diI‘. O halde

n =1 olmak tizere (x,y) = (Fopqz, Fop) dir.

Tersine, eger (x,¥) = (Fyni2, Fon) ise x2 —3xy +y2 =1 oldugu Onerme 5.5 ten

goriiliir.

Benzer bi¢cimde asagidaki sonug verilebilir.
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Sonu¢ 5.9.1. x? —3xy + y? = —1’ in tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri n > 0 olmak

lizere,

(x,y) = (Fan+1, Fon—1)

dir.

Teorem 5.10. x> — 3xy + y> = 5’ in tiim pozitif tamsay1 ¢dziimleri n > 0 olmak

lzere,

(x, Y) = (LG+1’ L2n—1)

bigimindedir.

Ispat. x> —3xy +y?=5 olsun. x>y alalim. x =y olamayacagim gdrmek

kolaydir. O zaman,
x=»?—ylx—-y)—y?*=x*-3xy+y? =5
dir. Sonug 5.8.1’ e gore (x —y,y) = (Lap, Lapn—1) olan n > 0 vardir.

Buradan x—-y=1L,,, y=1L,,4 Dbulunur. Boylece x=1L,,+y=1L,,+
Lypn—q = Lypy1  elde edilir. O halde (x,y) = (Lap41, Lop—1) bulunur.

Tersine (x,y) = (Laps1, Lon—1) ise x2 —3xy +y? =75 oldugu Onerme 5.7’ den

gortlir.

Benzer bicimde asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 5.10.1. x* — 3xy + y? = —5’ in tiim pozitif tamsay1 ¢éziimleri n > 0 olmak

lizere,

(x, Y) = (L2n+2' LZn)
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bigimindedir.

Teorem 5.11. x? — 2y? = +1 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢dziimleri n > 1

olmak tizere (x,y) = (%,Pn) dir.

Ispat. x? — 2y? = 1 oldugunu kabul edelim. O zaman (x —v2y)(x +V2y) = +1
dir. O halde x—+/2y, Z[\/E]’ de bir birimdir. Ayrica x>0 ve y>0

oldugundan x + /2y > 1 olur. Béylece Teorem 2.1.1° ¢ gére,
x+V2y=(1+v2)" = (1 +V2)B + P,
olan n pozitif tamsayis1 vardir.
(1+V2)P, + P,y = B, + Py + V2P,
oldugundan,

(x:y) = (Pn +Pn—11Pn)

elde edilir. Boylece (5.2) e gore,

1
X = Pn +Pn_1 ZE(ZPn +2PTL—1)
1
= E(an-l'Pn—l + Pry)

1
= E(Pn+1 + Pn—l)

1
= 3 Qn
bulunur.

O halde x =%Qn ve y =P, dir.
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Aksine (x,y) = (%,Pn) ise (5.1)’ den x? —2y? = +1 elde edilir.

(5.1) ve Teorem 5.11 kullanilarak asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonug 5.11.1. x? — 2y? = 1 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢dziimleri n > 1

olmak tizere (x,y) = (%,Pm) bi¢imindedir.

Sonug 5.11.2. x? — 2y%? = —1 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri n > 0

Q2n+1
2

olmak tizere (x,y) = ( , P2n+1) bigimindedir.



BOLUM 6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismada m karesiz pozitif bir tamsayr olmak iizere, Q(v/m) reel kuadratik
cisminin temel birimi hesaplanip, bununla ilgili temel 6zellikler incelendi. Benzer
ozellikler Q(3/m) igin incelenebilir. Bu ¢alismada bu konuya girilmemistir. Bu
konuyla ilgili olarak [9] nolu kaynaga bakilabilir.
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