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OZET

Anahtar kelimeler: Lineer Olmayaintegral Kitsizligi, Lineer Olmayan Dalga
Denklemi.

Bu tez 4 bélimden oymaktadir.

Birinci boélimde tezde kullanilan notasyonlar ve ¢ébmsitsizlikler verilmistir. Ayrica
lineer olmayan integralsésizligi verilmis ve ispatlannstir.

Ikinci bélimde dalga denkleminin diizgiin karagliincelenmitir.

Uclincti bolimde lineer olmayan dalga denklemininigdzrinin diizgiin kararlgh
incelenmigtir.

Doérdunci bolumde ise tez gahasindan elde edilen sonuclar belirtgtimi



UNIFORM  STABILIZATION OF THE SOLUTION TO
NONLINEAR WAVE EQUATION

SUMMARY

Key Words: Nonlinear Integral Inequality, Nonliné&ave Equation.
This thesis consists of four chapters.

In the first chapter, notations and main inequditigsed in the thesis are given.
Furthermore, nonlinear integral inequality is giveerd proved.

In the second chapter, uniform stabilization ofwae equation is examined.

In the third chapter, uniform stabilization of thelution to nonlinear wave equation
is examined.

Finally in the fourth chapter, the results areestajained through the study of thesis.

Vi



BOLUM 1. GIiRiS

1.1. Notasyonlar

Bu bélumde garetler ve semboller tanitilacaktir.
R", n boyutlu Oklit uzayidir.
X=(%,%,,....x,) R" de bir noktadir.

Q R" de sinirli bir bolgedir.

0Q Q bdlgesinin diizgun siniridir.

. du du . .-
u, ve u, sembolleri— ve — tirevleridir.
X

L,(Q) ., (p=1) Q uzerinde olgiilebilir fonksiyonlar iceren Banactayidir ve

Yp
I, ( P dx} )

sonlu norma sabhiptir.

Genel olarakL, (Q) deki norm|.| seklinde gésterilmtir.u ve v nin skaler ¢arpimi
(u,v), :J'qudx (1.2)

seklinde gosterilir.

Jul, =], wa)” e

I, =(J, Ioufax) (L.4)



Green Formuld: Kismi integrasyonun genglldmis hali olan Green formUIHgl ,
n

n ds normaline gore turevi gostermek Uzere
ov
j uAvdxz—J- Uu D]]vdx+j u—dx (1.5)
o) o) Q  In

seklindedir.



1.2. Temel Eitsizlikler

1) Cauchy Kitsizligi:
a, b sabit reel sayilari igin

2 2

ab<? +2 (1.6)
2 2

dir.

2) £-Young Bitsizligi:

a, b, £ pozitif reel sayillarve p,q>1 icin 1+—1: olmak Uzere
P q

cPa® 1Dbf
i AL
p Q¢

seklindedir.

ab<

3) Holder Kitsizligi:

1< p,gso ve i+£=1 icin uOL,(Q), vOL,(Q) ise bolge tzerinde
P qg

J ndebe< ], M, L.

dir. Ozel olarak p=q=2 alinirsa Cauchy-Schwargitsizligi elde edilir.

4) Poincare — Friedrichssigsizligi:
[urdx<c, (Q)[|0u[ dx, uOH(Q) (1.9)
Q Q

Q, R" uzayinda sinirli bir bblgedirv«g(Q) sabiti Q bdlgesine bglidir.

5) Gronwall kitsizligi (Tarev Formu) :

/7() [O,T] de negatif olmayan surekli bir fonksiyon olsun.risg hemen hemen
hert icin,

n'(t)<e(t)n(t)+¢(t) (1.10)



esitsizligi saglansin. Burada ¢(t) ve ¢(t) negatif olmayan vg0,T]|de integre

edilebilen fonksiyonlardir. Buradan h&r<t<T igin,

n(t)< eiqo(S)dS [/7(0) +j'z,0(s) ds} (1.11)

dir.

6) Gronwall Kitsizligi (integral Formu) :
E(t), [O,T] de negatif olmayan integrallenebilir bir fonksiyolsun. Ayrica hemen

hemen het ve ¢, c, 20 igin,

t

E(t)sclj'f(s)ds+c2 (1.12)

0

esitsizligi saglansin. Bu durumda hemen hemen hest& T igin,
£(t)=<c, (1+ clteclt) (1.13)
dir.



1.3. Lineer Olmayanintegral Esitsizli gi

Lemma 1.1.

E:R - R artmayan fonksiyong >0 ve T >0 sabitler olsun. ger

jf E“*(s)ds< TE(0) E(t), OtOR, (1.14)

esitsizligi saglanirsa

-Ya
E(t) < E(O)(_::;t_j . Ot=T (1.15)

esitsizligi gecerlidir.
Ispat.

Eger E(0)=0 ise E =0 oldugundan ispatgkardir.
Eger E(0)=1ise,

Ut=>T

T+at j_]/”

EM)= (T +aT

esitsizliginin ispatlanmasi gerekir.
F:R - R, F(t):jtw E*(s)ds (1.16)
seklinde artmayan bir fonksiyon tanimlansin. Buratiaev alinarak

F'(t) = % jt‘” E“*(s)ds = —E“"(t) (1.17)



elde edilir. (1.14) ve (1.16) dan

F(t) <TE(0)" E(t)

esitsizligi elde edilir. E(0) =1 oldugu icin

F(t) <TE(t) (1.18)
veya

F(t)
Et)—=
) T
yazilabilir. Ustteki gitsizligin her iki tarafinina +1 kuvveti alinirsa

- ﬂ a+l
cry2( E0)

bulunur. Ustteki gitsizlik diizenlenirse
ETMt) =T 'Fo4(t) (1.19)

elde edilir. (1.17) ve (1.19) dan
—F'(t) =T Fo(t) (1.20)

yazilabilir. Ustteki gitsizligin her iki tarafi F ~7(t) ile carpilirsa



-F'(t)F () =T
bulunur. Ustteki gitsizligin her iki tarafia ile carpilirsa

—aF'(O)F () =aT "

elde edilir. Ustteki gitsizligin sol tarafindaki ifade—aF'(t)F“"l(t)=(F‘”)'

oldugundan dolayi

(Fe) zar

seklinde yazilir. Usttekigtsizligin her iki taraflnln(O,s) aralginda integrali alinirsa

J'os( F ) ds> anT “ags

F(s)-F“(0)=aT s
elde edilir. Ustteki gitsizlik diizenlenirse
F(s)=F“(0)+aT s

bulunur. Ustteki gitsizligin her iki tarafinin-1/a kuvveti alinirsa



F(9<(F©@+aT )™ (1.21)

elde edilir. (1.18) der(t) < TE(t) oldugundan dolayt =0 igin

F(0)<TE(0) ifadesinde E(0)=1 olduzundan dolayi

F(0)<T elde edilir.F artmayan fonksiyon oldundan dolayi F (03T bulunur.

(1.21) den F(s)s(F‘”(O)+aT‘”‘ls)_]/a ssitsizliginde F (0)=T yazilirsa

F(s)<(T+aT )™

elde edilir. Ustteki gtsizliginin sg tarafindaki parantezin iceridi"“™ ortak ¢arpan

parantezine alinirsa

F(s) < [T“"l (T+ as)}_w

elde edilir. Ustteki gtsizligin sgs tarafi diizenlenginde

F(9)<T(T+as)™ (1.22)

bulunur. Ustteki gitsizligin sol tarafi diizenlenginde



T+(1+a)s

F(s) = j E“* ()t =| )

S

ET*(t)dt + j EC*1(t)dt

T+(1+a)s

elde edilir. j:(lm)s E“*(t)dt =0 olduzundan dolay

00

T+(@+a)s

IT+(1+H)S Ea+l(t)dt +

ET*(t)dt = j

S

ET(t)dt

T+(1+a)s

yazilabilir. Ustteki gitsizligin sol tarafi F(s) ‘ye esit oldugundan dolayi

T+(+a

F=[ " E @t

S

(1.23)

yazilabilir. Ustteki gitsizligin sg tarafina integraller icin ortalama @b teoremi
uygulanirsa

[[TTETOa=[THara)s-s]ET(E), s<E<T+(1ra)s

elde edilir. (1.23) dekigtsizligin sg tarafina bu ifade yazilirsa

F(s)2[T+(1+a)s-s|E"™(¢)

elde edilir. Ustteki gtsizligin sas tarafi diizenlenirse
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F(9)2(T+as)E™ (T +(1+a)s) (1.24)
bulunur. (1.22) ve (1.24) den

(T+as)E** (T +(1+a)s) < TV (T +as)™

yazilabilir. Ustteki gitsizligin her iki tarafi (T +as) ile béluniirse

~Ya
£ (T +(1+a)s) sTee (T30S
(T +as)

elde edilir. Ustteki gitsizligin sgs tarafi diizenlenirse
E“H(T+(1+a)s) s T (T +as) "

yazilabilir. Ustteki gitsizligin her iki tarafininl/(a +1) kuvveti alinirsa

E(T+(1+a)s)sT¥ (T +as)™
elde edilir. Ustteki gitsizligin sgs tarafi diizenlenirse

E(T+(1+a)s)<[T(T+as)] ™



E(T+(1+a)s)s [H%Tﬂ]

elde edilir. T+(1+a)s=t = s=-

(t—Tj e
a
E(t)<| 1+—279)

=

bulunur. Ustteki gitsizlik tekrar yazilirsa

T+at—a| Ve
1+a

El)s| —————~—

® T

veya

T+aT+at-aT ™"

E(t) < lta

veya

1+a

dongumi yapilirsa

11



T+atJ_W
T+aT

E(t) s(

elde edilir ve ispat tamamlanir.

12



BOLUM 2. DALGA DENKLEM ININ DUZGUN KARARLILI Gl

Bu boélimde dalga denkleminin dizgin karafilincelenecektir. Aagidaki dalga

denklemi ele alinirsa,

u, ~Au=0 (xt)0(QxR) (2.1)

u=0 (x,t)O(ry*xR.) (2.2)

g—:j+(mm/)g(ut)=0 (xt)0(r,xR) (2.3)
u(0)=u, ve u(0)=uy x0Q (2.9)

ve g:R - R fonksiyonu azalmayan, surekli bir fonksiyon olsun
g(0)=0ve

m(x)=x-%, XOR"

R=R(x,) =sup{|x-x| x0Q}

dr,,=(mm@)dr

olmak Uzere gagidakisartlarin sglandigini kabul edelim.

n=3 (2.5)
r,#20 velynl,=0 (2.6)
I, Uzerindem¥ <0 ve I, Uzerindem =0 2.9)
Sistemin enerjisi ise
(2.8)

£(t) =5 J, uf” +[ou)ex

seklinde tanimlanir.



Teorem 2.1.

(2.5) - (2.7) sgansin.p>1 ve c,c,,C,,c,>0 olmak tzere,

<1 ise a X" <lg(x) < ¢,
ve
IX>1  ise c,[X <|g(x) < il

dir. Her  (u,,u)OH? (Q)xL%(Q) igin (2.1) — (2.4) problemi

2

E(t)sct™, 0Ot>0

kestirimini sglar. Buradac sabiti sadecdE (0) degerine balidir.

Lemma 2.1.

E:R - R fonksiyonu artmayan, mutlak sirekli bir fonksmyve
E'= —J‘rl(mmf)utg(ut)dl'1

dir.

Ispat.

(2.1) denklemiy, ile carpilir Qx(S,T) bolgesinde integre edilirse
0= j j Au dxat

elde edilir. Green formilu uygulanirsa

0= j j uu, +Oubu, dxdt—j ju —drrdt

0= jj uu, +Oubu, dxdt—jj ut—dr dt+jj ) dr it

14

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)
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bulunur. (2.2) den dolayi H ut—dr dt=0 dir. O halde
0=, [, (uu +Oulu )b+ [ ] u (mw)g(u)drt

E;;‘t (( il +(|mu|)2jdxdt+ J2[, u(m@)g(u)dra

esitli gi yazilabilir. (2.8) de E(t) =%J'Q(|ut|2 +|Du|2)dx oldugundan dolayi

0= [ E'(t)dt+], [ u(mw)g(u)drt

elde edilir. Buradan

E'(t) :—jrl(mmf)utg(ut)drldt (2.13)
E(S)-E(T) =, [, (mT)ug(u)dr et (2.14)

bulunur. m@ =0 ve xg(x)=0 oldusundan dolayi (2.14)séli ginin sas tarafi

sifirdan buylk ya dasétir. O halde E artmayan bir fonksiyondur.

Lemma 2.2.

Mu =2mMu+(n-1)u (2.15)

ve (0<S<T<o icin
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2[  E - [ ECY? (a“j drdt=(EC? | utMudx‘S
s s ol 9y Q ] (2.16)

+pT_lj; E(p'g)/zE’jQutMudxdt +E E("'])/ZJ'FIDUJ2 -|ouf* -g(u) Mu}drmdt

esitli gi saglanir.

Ispat.

(2.1) denklemi  Mue®®™? ile carpilip Qx(S,T) bélgesinde integre edilirse
0=[_ EP2[ Mu(u, - Au) dxdt

0= E E("‘l)/zj'g[(utMu)t ~u,Mu, ~Mu(Au) fdxdt

T _(p-1)/2 d T (o
O:IS EP l)/ZEJ‘Q(utMu)dxdt—J-s EP 1)/ZJ‘Q[utMut +Mu (Au) Jdxdt
elde edilir. Kismi integrasyon uygulanirsa

)

o:(E(p—l)/z [ utMu‘ _p-1 IT EP9%E' [ uMudct
Q 2 s Q

s (2.17)

_ IST E(p-1)/2 J‘Q[utMut +Mu(Au) Jobt

bulunur. (2.17) nin satarafindaki J'Q[utMut +Mu(Au) [dxdt  ifadesinde (2.15) den

Mu = 2m[[Du+(n—1)u yazilip Green formili uygulanirsa

L}[utMut +Mu (Au) Jdxdt = J'Q[ut (2mmuy, +(n-1)u,) - Dum (Mu)} dx

j (Mu) —dr
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= J,[(n=2) mim )~ Co () + [ () o

:IQ[(H—l)UtZ+mDD(ut2)_DuDD(ZmDDu+(n—])u)}dx +.[r(Mu g—udl'

= [, [mm (i) +(n-2)& ~(n=1)]0uf - 2007 - [ouf7) e | (Mu) 2o

= —J'Q u? (0 0m) dx+J'r mu’dr +(n—1)J'Q udx— nJ'Q|Du|2 dx+j |0u|” dx

2 2 2 ou
=2| |0uf dx+ [_(O0)[Ouf*dx= | m@|Ou*dr + | (Mu) 5,

bulunur.OIm=n olduundan dolayi Usttekis#likte yerine yazilirsa

= —L) u’ndx + J'r mudr + njﬂ ufdx—J'Q u’- an|Du|2 dx +j |0u|” dx

ou
—2L)|Du|2 dx+ an|Du|2dx—J'r mlIl'|Du|2dF +J' (Mu)a—dl'

elde edilir. Ustteki gtlik duizenlenirse

= —IQ ufdx—jQ|Du|2 dx+ J’r mudr —jr m@|0uf*dr +j (MU)g—udr

yazilabilir. ' sinir, ", ve ', den olgtugu igin

:—Iﬂ(ufdx+|Du|2)dx+jr ml]'utzdr—jr mm’|DU|ZdF+I (Mu)g_udr

+ . mmuZdr - [ m@(Oudr+ [ (Mu g—“dr



18

yazilabilir. Ustteki gitlikte; (2.8) den E(t)=%j9(|ut|2+|Du|2)dx, (2.2) den

jr mu’dr =0, (2.15) den Mu=2mu+(n-LJu ve (2.3) den

g_l:+(mm,)g(ut):o - g—l::—(mm/)g(ut) ifadeleri yerlerine yazilirsa

=-26(t)-, | ~(mw)|ouf +(2mmu + (n-u) 2

+jr1[mm3 - miz|0uf* +(Mu) (-m?) g (u,) jAT

bulunur. (2.2) den J'r (n—l)ug—zdrzo olduzundan dolayi Usttekisélikte yerine
yazilirsa
ou
=—2E(t)-[ | -(mm@)|0Ou* +(2mmDu)— |dr
()], | () +(ammi 32

o] [ - (o)

elde edilir.dr, = (m)dr oldugu igin Ustteki gitli i

ou

- 2E(1)- jro[—(mmf)|Du|2 +(ammu) 2

}dr+ J. [12 [0 - (Mu) g (u) o,

seklinde yazabiliriz. (2.2) denl", Uzerinde UOu= vg—u olduzundan dolayi
vV

Jo[uMu, +Mu(Bu) Jaxdt = -2 (t)- | (g_tjzdrm

+ |~ |ou - (Mu) g (u) T,

elde edilir. Bu elde e@timiz son gitlik (2.17) de yerine yazilirsa
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0=(EP[ utMu‘T —pT_ljsT EC9/7E |y Mudxa

S

L E<p-1>/{—zE(t)—Iro(é}”)zdrm+L1[uf—|mu|2—(Mu)g(ut)Jdrm}d‘

v
yazilabilir. Ustteki gitlik diizenlenirse

S

2[  E - [ ECY? (a—ujzdrmdt:(E(p‘l)/zj UMy
s s o\ Qv Q . (2.18)

+pT_1J'ST E(p’g’)/zE'J-Q u,Mudxdt +J-ST E(p_])/z'[rl[uf ~|ouf* - (Mu) g (ut)}dl'mdt

elde edilerek (2.16)séli gi saslanir. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 2.3.

[, usMuchq < cE (1) (2.19)
esitsizligi gecerlidir.

Ispat.

(2.15) denMu =2mMu+(n-1)u oldugundan dolay!

U'QutMudx‘ < UQUT (2mﬂDu+(n—l)u)dx‘

yazilabilir. Ustteki gitsizlik diizenlenirse

UQ U, Mudx‘ < ‘ZJ'Q umudx +(n-1) J'Q utudx‘
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UQ U, Mudx‘ < ZUQ utmD]]udx‘ +(n-1) UQ utudx‘

elde edilir. Ustteki gitsizligin sg tarafindaki ifadelere Cauchyissizligi uygulanir

ve |[m <R alinirsa

UQ u, Mudx‘ < 2(%]’9 ngdX+&22jQ|DU|2 dxj +—;L2 u’dx +@L2 u?dx

. n-1)°
bulunur. Ustteki gtsizligin sg taraflndaki(T)jQuzdx ifadesine Poincare —

Friedrichs eitsizligi uygulanirsa

UQ utMudx‘ < gjg ufdx+(R2 + (n—21)2 c, (Q)}J'Q|Du|2 dx

elde edilir. Ustteki gitsizligin sgs tarafi diizenlenirse

U u Mudx‘<max{§ R2+(n_1)2c (Q)}(j uzdx+j |Du|2dx)
1) 1 - 2’ 2 0 o) 1 Q

) -1)*
yazilabilir. Ustteki gitsizligin sg tarafinda cl=max{g ,RH%CO(Q)}

yazilirsa

J'Q uMudx < ¢ (J'Q u’dx + L2|Du|2 dx)

IQ u,Mudx| < q(jﬂ(uﬁ +|Du|2)dx)
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bulunur. (2.8) denE(t) :%J'Q(|ut|2+|Du|2)dx oldusundan dolay Usttekisgsizligin

sg tarafl dizenlenirse

UQ utMudx‘ < ¢ 2E(t)

yazilabilir. Ustteki gitsizlikte c = 2c, yazilirsa
UQ utMudx‘ < cE(t)

elde edilir ve ispat tamamlanir.
Ispat (Teorem 2.1.)

Teorem (2.1) in ispatl; Lemma 2.1. , Lemma 2.2.beenma 2.3.’Un sonugclari
kullanilarak yapilir. (2.18) in gatarafindaki birinci terim igin

‘E("‘l)/zj'Q utMudx‘ < E("")/zuQ utMudx‘
yazilabilir. (2.19) dan dolayi

g2 J'Q uMudx| < E"V%E

(p-3)/2 (p+3/2
E J'QutMudx <cE
elde edilir veE artmayan bir fonksiyon oldw igin

‘E(p‘l)/ 2 J'QutMudx‘ <cE (2.20)
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bulunur. (2.18) in satarafindaki ikinci terim igin

g 2E'utMudx‘ < ‘ E*¥2E'||luMudx]

yazilabilir. (2.19) dan dolayi
EP2E'u,Mudx < —cE!" Y ’EE’
yazilabilir. Ustteki gitsizlik diizenlenirse

[EP/ By Mud < e %!

‘E(p'g)/ 2E'utMudx‘ <- %

(E(p+1)/z)'
p+1

elde edilir.i <1 oldusundan dolayi
p+1

g9/ ZE'utMudx‘ < —c( g/ 2)' (2.21)

elde edilir. (2.20) den dolayi

(E(p_l)/z.[QutMu‘S < CE‘S =c(E(S)-E(T)) < cE(S) (2.22)

T

bulunur. (2.21) den dolayi

(2B Ery Mudst < —c[! (EC92) dt = c(ECV3(s) - ECH¥(T))

yazilabilir. E artmayan bir fonksiyon olgu icin
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LT‘ E(p—s)/2E’utMudX‘dt < P (g)

[ |E® B0, Muaxdt < cE () (2.23)

elde edilir. Boylece (2.18) in gdarafindaki ilk iki terimcE(S) ile sinirlanmg olur.

(2.18) in sol tarafindaki ikinci integral, (2.7) melolay! pozitif olur ve gtsizlikten

atilabilir. Boylece

T (s T
2f EPdt < cE(S)+ [ BV | w?-|0uf - (Mu) g (u) jor ot (2.24)
esitsizligi elde edilir. (2.15) den Mu=2mMu+(n-Yu, [mM<R ve £>0 igin

2 EP2dt < cg(S) + [ EPY?[ [u?~|0uf* - (2mmu+(n-1)u) g (u,) Jor ot

2  EPdt < cE(S)
s B (2.25)
+J'T E(p—l)/ZJ' [u2—|Du|2—2mDDug(u)+(n—1)ug(ut)}dl' dt .
s rl t t m

esitsizligi elde edilir. (2.25) in satarafindaki ikinci integral igindeki (n-1)ug(u,)

ifadesine¢ - Cauchy gitsizligi uygulanirsa

(n-1)ug(u) < eu”+ (1) g*(u) (2.26)

esitsizligi elde edilir. (2.25) in gatarafindaki ikinci integral icindeki 2mD]]ug(ut)

ifadesine Cauchysésizligi uygulanirsa

2|m{Mug (u ) < 2R0ug ()
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J2iod)” (VeRg?(w))
arimug(u)< AL L)
2|m Mug (u) < |0u]” + R2g?(u,) (2.27)

esitsizligi elde edilir. (2.26) ve (2.27xs#sizlikleri (2.25) de yerlerine yazilirsa

2[ EP%dt < cE(S)

2
+[. E(F"l)/zj{ut2 ~|0uf* +|0u]” + R?g? (u ) + £u+ (n4£1) g Z(Ut)}drmdt

2 EPV%dt < cE(S)

2
+[. E("‘l)/zjrl{ut2 +RQ(u) +eu’+ (n4€1) g 2(ut)}dl'mdt

esitsizligi elde edilir. £ = £(Q)
1
£ rluzdl'm SEUDUF dx(< E)
olacaksekilde secilirse
2f %t < cE(S)+ [L EPV2 [P+ g (u) Jar (2.28)
ssitsizligi elde edilir.
r, ={XD Fl:‘u'(x)‘s]} ve T, :{XD ryoju (X)) >]} (2.29)

tanimlanirsa (2.28) ifadesi



2 EP%dt < cE(S)

+ E(p‘l)/z[jrz[utz +%(u) Jdr, + [ [u’+g 2(ut)]dl‘m}dt

seklinde ifade edilebilir. (2.30) daki jST (P2 jr [0 +0%(u) Jdr ot

ele alinirsa

J'T g2 Ir3 [u?+g®(u)Jdrdt < —cE EP2E

S

Jo PR [uP+g(u)Jar dt < cECY2(s)

S

JJ E(p’l)/zj'rs[ut2 +9°(u) Jdr,dt < cE(S)

S

esitsizligi elde edilir. (2.30) daki jST ECE [uf +97(u) Jdr

alinirsa

J-rz [utz * 92 (u'f )}drm = CJ-r2 I:Utg (Ut ):IZ( p+1)drm

y(p+])
jrz[uf+g2(ut)}dl'm sc(jrzutg(ut)drm) "

J-rz[utz +g%(u)Jar,, s c(-)*"
bulunur. O halde

[ [u v g2 (ur s of B (£

S
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(2.30)

ifadesi

(2.31)

ifadesi ele

esitsizligi elde edilir. Ustteki sitsizligin sas tarafina Young EKtsizligi uygulanirsa
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TECY2[ w2 e g?(u)ldr des [ eECV2—c(e)E ot
TEOCVE [+ g () s | (¢

[ ECE [uf+g?(u) drdt< e[ EP2dt+c(e)E(S) (2.32)
esitsizligi elde edilir. (2.31) ve (2.32)#sizlikleri (2.30) da uygulanacak olursa

LT ECdt < c(g) E(S)+ ECLT EPY/ 2t

esitsizligi elde edilir. ec <1 secilirse

[ EP 2t <o (S)

esitsizligi elde edilir. T - oo icin

[(EPdt<cE(S),  0S=20
S

esitsizligi elde edilir. Lemma 1.1. in kuIIanllmaS|yIacr:pT_1 ve T =cE(O)_a

alinarak ispat tamamlanir.



BOLUM 3. LINEER OLMAYAN DALGA DENKLEM iNiN
COZUMLER iNiN DUZGUN KARARLILI Gl

Bu bolumde lineer olmayan dalga denkleminin c¢oziimie dizgun kararlifi

incelenecektir.

Asagidaki dalga denklemi icin Bngic¢ sinir dger problemi ele alinsin.

u, —~Au+h(u)=0 (xt)0 QxR, (3.1)
u=0 (x,t)0 0QxR, (3.2)
u(0)=0 veu (0)=0 xOQ (3.3)

Burada Q, R"(N=1) de sinirli bir bolgedir.dQ ise C* sinifindan olup Q

bdlgesinin sinindir vén fonksiyonu ise gagidaki gibidir.

h:-R- R
2_
Yoyl y21
(y—l) +1
h(y) = (3.4)
— 2_ —
¥ oyl y<-1
(y+1) +1

(3.1) aitli ginin her iki tarafiu, ile carpilir ve Q bolgesinde integre edilirse
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J'Q utuﬁdx—J'Q utuxxdx+‘|'Q uh(u)dx=0 (3.5)
elde edilir. (3.5) gtli ginin sol tarafindaki birinci terim dtzenlenirse

juudx IZdt 2 —}E udx (3.6)

bulunur. (3.5) gitli ginin sol tarafindaki ikinci terime Green formualiguwlanirsa
—I u dx=- —I udx+J' u@dx
Qut XX QUIX X 20 tan

yazilabilir. (3.3) sinir kgulundan dolayi I u dx 0 dir. O halde

XX

—.[Qutuxxdxzj- u,u dx——%jgufdx (3.7)

bulunur. (3.6) ve (3.7) ifadeleri, (3.5) de yenheryazilirsa

;c(ljt dx + ——j uzdx + Iuh )Jdx=0
d|1l 2,2
E[Ejﬂ(ut +ux)dx}+J‘Quth(ut)dx=O (3.8)

elde edilir. (3.8) de ¢ozumlerin enerjisi olarak
1
E(t)= [ (Juf +Ju ) ax (3.9)

seklinde bir E(t) fonksiyonu tanimlanirsa (3.8) ifadesi
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d _
a[E(t)]+jQuth(ut)dx—O (3.10)
seklinde yazilir. Buradan
E'(t)=~[ uh(y)dx<0 (3.11)

elde edilir.

Teorem 3.1.

N=1 ve (uy,u,)0O (HZ(Q) nH;(Q)x Hé(Q)) icin (3.1) — (3.3) probleminin
¢c6zUmi ¢ ve w pozitif sabitler olmak tzere
E(t)sce™  [Ot>0 (3.12)

kestirimini s&lar.
Ispat.

c ler pozitif sabitler olmak tzere (3.4) ile verildn fonksiyonu gagidaki sartlari

sglasin.
aly <|h(y)scly lyls1 (3.13)
e <[n(y) <c,ly vi>1 (3.14)

(3.1) sitli ginin her iki tarafiu ile carpilir ve Q bdlgesinde integre edilirse
L) uundx—jQ uuxxdx+J'Q uh(u,)dx=0 (3.15)

elde edilir. (3.15) gtli ginin sol tarafindaki birinci terim diizenlenirse
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IQ uu, dx = J'Q% (uu, ) dx - J'Q udx = %(L} uutdx) - IQ uZdx (3.16)

yazilabilir. (3.15) eitli ginin sol tarafindaki ikinci terim dtzenlenirse

- IQ uxuxdx}

—J-Q uu, dx = —{uuX

0Q

yazilabilir. (3.2) sinir keulundan dolayr uu,/ =0 dir. Buradan

0Q
—J'Q uu, dx = jQ udx (3.17)

bulunur. (3.16) ve (3.17) ifadeleri (3.15) de yare yazilirsa

d 2 2 h —

E(J-Q uutdx) —IQ u; dx+J-Q udx + L, uh(u )dx=0

elde edilir. Ustteki gtli gin her iki tarafina Zj u’dx eklenir ve diizenlenirse
Q

d

E(J-Q uutdx) —IQ ufdx+j9 ufdx+J'Q uh(u, ) dx+ ZJQ uldx = ZJ'Q udx

IQ u’dx + L; u’dx = —% (jg uutdx) + 2_[9 uldx - L) uh(u, ) dx

jﬂ(uf +uf)dx = —%(J'Q uutdx) +J'Q[2ut2 —uh(ut)} dx (3.18)

bulunur. (3.9) dan dolayi (3.18) ifadesin(fg(ut2 +uX2)dx: 2E(t) yazilirsa
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2E(t) = —%(jg uutdx) +J'Q[2ut2 —uh(ut)]dx

elde edilir. Ustteki gitli gin her iki tarafi (O,T) aralginda integre edilirse
T T d T
2.[0 E(t)dt= jo {—E(J‘Quutdx)}dHJ-O J'Q[Zuf—uh(ut)} dxat

ZIJ E(t)dt= —J-Q uu

.
.
|+ [ [20 -uh(u) ot (3)19
0
bulunur. (3.19) gtli ginin sg tarafindaki birinci terim igin

—J'Q uu,dx < UQ uutdx‘ < J'Q|u||ut| dx

yazilabilir. Ustteki gitsizligin sg tarafindaki ifadeye Cauchy-Schwargitsizligi

uygulanirsa
12 12
UQ uutdx‘ < (J‘Q|u|2 dx) (J'Q|ut|2 dx)
elde edilir. Ustteki gitsizligin sgs tarafindaki ifadeye Cauchyitsizligi uygulanirsa
1 1
UQ uutdx‘ SEJ-Q|U|2 dx+—2j9|ut|2dx

bulunur. Ustteki gtsizligin sg tarafindaki ifadenin birinci terimine Poincare —

Friedrichs eitsizligi uygulanirsa

UQ uutdx‘ < %COLJDUF dx+—;J'Q|ut|2 dx
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w10 o
UQ uutdx‘ <max{ 1c,} E(t)

UQ uutdx‘ < cE(t) 18)

elde edilir. (3.20) dekigitsizligin her iki tarafinin (O,T) aralginda dgeri bulunursa

UQ uutdxHT <cE (t)‘T
0

0
.
UQ uutdxH <c[E(T)-E(0)]
0
yazilabilir. E artmayan bir fonksiyon olgundan dolay
T
UQ uutdxH < cE(0) (3.21)
0

bulunur. (3.21) ifadesi (3.19) da uygulanirsa
2 E(t)at<cE(0)+[ [ [ 27 -uh(y,)]dxdt
elde edilir. (3.13) ve (3.14) den dolayi

LUt‘Slqzdxs CJ-‘ wh(u )dx<c(-E')

ujs1

'[\U \<1h(ut)2 dx< Cv[\u \<1uth(ut)dXS C(_E')



yazilabilir. BOylece

2[ E(t)at<cE(0)+[ Joyoi 222 -un(u,) Jobet

elde edilir. Dger taraftan

J“u“ﬂutzdx < cJ"Ut‘)1|utHuth(ut )| dx

J-‘u“ﬂutde < c||ut||Lm ~[\ut\>1 uh(u, )‘ dx

J-‘u‘ﬂufdxs c(-E)

ve

h(u,)|dx

J“Ut‘ﬂ

uh(u, )| dx < cfull,_ J"

u>1

uh(u, ) dx

J“Ut‘ﬂ

uh(u, )‘ dx < c||u||Lm J"

u>1

uh(u,)|dx < c(-E')

J“Ut‘ﬂ

elde edilir. Buradan
T

[ E(t)<cE(0)

yazilabilir. Lemma 1.1. den dolayi

E(t)<ce™ Ot>0

33
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elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.

N=2 ve (u,u)0O (HZ(Q) n H;(Q)x Hé(Q)) icin (3.1) — (3.3) probleminin

¢6zUmU c pozitif sabit olmak tzere

. c
ve
N=2 ise E(t)stim OmON (3.23)
kestirimlerini s&lar.
Ispat.

N .
p>1 ve sz olmak Uzere,
ly|<1 ise cl|y|ps‘h(y)‘scz|y|yp (3.24)
ve
ly|>1 ise c, <|h(y)|<c|y] (3.25)
dir. (3.1) denklemi ECY2 le carpilir veQ bdlgesinde integre edilirse
E("‘l)/zj'Q uu, dx — E("")/zj'Q uAudx + E"Y ZJ'Q uh(u,)dx=0 (3.26)

elde edilir. (3.26) gtli ginin sol tarafindaki birinci terim diizenlenirse

%( E(p_l)/zjg UUth) = pT—l ECIE (1) J'Q uu,dx+ ECY ZJ'Q (u? +uu, ) dx
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EP2]

Q

= S (g0

Q

uutdx) _pT—l S (t)J'Q uu, dx

g2 '[ uZdx
Q

(3.27)

bulunur. (3.26) gtli ginin sol tarafindaki ikinci terime Green formuluguwanirsa

E(p’l)/zj. uAudx:E(p’])/z'[ |Du|2dx—E(p_])/2J‘ ua—udr
Q Q 2 dn

elde edilir. (3.2) den dolay! Usttekiiikte E(p'l)/zjagu%dr =0 olur. Boylece
n

E(p’l)/zjg uAudx = E("’])/ZJ'Q|DU|2 dx (3.28)

bulunur. (3.27) ve (3.28) de bulunagitikler (3.26) da yerlerine yazilirsa

O—d( pl/zj uudx) pzlE(p3/2 J'uudx glr-d/2 udx

dt
E p'1/2L2|Du| dx+E "'“)/ZJ'Q uh(u, ) dx

elde edilir. Ustteki gtlik diizenlenip(0,T) aralginda integre edilirse

pl/zj uudx‘ pT (P32 j uu, dxdt
(3.29)

jEpl/z (|Du| -u? +uh(u ))dxdt

bulunur. (3.20) den UQ uutdx‘ <cE(t) oldugundan dolay: (3.29)séli ginin saz

tarafindaki birinci terim igin

‘E(p_l)/zj'Q uutdx‘ <ceE" V%
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(p-1)/2 (p+y/2

‘E J'Q uutdx‘ <cE

esitsizligi yazilabilir. E artmayan bir fonksiyon oldw icin Gstteki gitsizlikten
(p-1)/2

‘E [ uutdx‘ <cE

elde edilir. Ustteki gitsizligin her iki tarafinin (0,T) aralginda déeri bulunursa

‘E(p v/2 uutdxH < cE(t)‘

Bt uutdxH <c[E(T)-E(0)]

B2 uutdxH < cE(0) (3.30)

elde edilir. (3.20) den ‘ [ uutdx‘ <cE(t) oldusundan dolayi (3.29)séli ginin sas

tarafindaki ikinci terim icin

Ep3/2 ()j uu, dxdt| < j EP2E (—cE )t

—cj E(P 2t

E PIPE (¢ )I uu, dxdt| <
esitsizligi yazilabilir. Ustteki gitsizlik diizenlenirse

Epg/2 ()J' uu, dxdt| < —CI ( p+l)/Z)dt
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_C[ EPY2(T) - E(p+1)/2(0)]

j ElP32g! qudxdt
elde edilir. E artmayan bir fonksiyon oldw igin Ustteki gitsizlikten

<ce"2(0)

J' g(P3/2g juudxdt

P92E"(t) | uuddt| < cE (0) (3.31)

bulunur. (3.29) gtli gi diizenlenirse

O:—E(p'l)/ZIQUUth‘T L 1[ SUE J'uudxdt
0

+ [T 2] (w2 ~[0uf” - un(u,)) ot

elde edilir. (3.29) gtli ginin her iki tarafina 2jOT E(PY24t  eklenirse

ZLT EP/ 2t = —E(p’])/zj‘guutdx‘ +P- 1J' ECP92E j uu, dxdt
0 (3.32)

+J'OT E("’l)/ZJ'Q(ut2 ~|ouf —uh(ut))dxdt + ZJ‘OT EP 2t
bulunur. 2 joT ECY/2gt ifadesi diizenlenirse
2 jOT EP 2t = 2f ; E(P3/ 2t

yazilabilir. (3.9) da E(t) =% IQ(|ut|2 +|Du|2)dx oldugu icin Ustteki gitlik
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2] 070t = [T E (o +|0uf ot (3.33)

seklinde yazilabilir. (3.33)«li gi (3.32) de yerine yazilirsa

]
ZIJE(p+l)/2dt=—E(p")/2J‘Quutd><‘ 2= 1] EC2E'(t) [ uudxat
0

+J‘OT E("'l)/zj’g(ut2 -|ouf —uh(ut))dxdt +jo E("'l)/zjg(ut2 +|Du|2) dxat

elde edilir. Ustteki sitlik diizenlenirse

;
ZLT EP 2t = —E(p’])/z.[guutdx‘ P 1I EC2E j uu, dxdt
0

(3.34)
+J'O E(p_l)/z.[g(Zut2 —uh(ut))dxdt
bulunur. (3.30), (3.31) ve (3.34) den dolayi
2 EPVldt<cE(0)+ ] EPV?[ (202 -uh(y,))dxt (3.35)
elde edilir. (3.24) den dolayi
J'M u2dx < CJ-M< ut))z/(pﬂ) dx
f s c(-E)7* (3.36)

ve

Juah() axscf(un(u))"" dx
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Jo (u) dxs o(-E)"" (3.37)

yazilabilir. (3.36) ve (3.37) den dolayi

E(p—l)/Zj‘ (2uf —uh(ut))dxs CE(p-l)/z(_E,)W(pﬂ) +CEP?2 (_E,)J/(ml)

w1
elde edilir. Ustteki sitsizligin sas tarafindaki birinci terim iginp = ( p+1)/(p-1),
q=(p+1)/2 ve ikinci terim igin p=(p+1)/p, q=p+1 segilereks >0 olmak
Uzere Young Ktsizligi uygulanirsa

g2

|uf<1

(2ut2 —uh(ut))dxs eEPV? —c(£)E 38)
bulunur. Dolayisiyla

T (.- T —(p+
Jo B[ (2 ~un(u)) it < e EC(t)dt+ () E(0) (3.39)

0

yazilabilir. (3.39) ifadesi (3.35) de yerine yarala diizenlenirse
T " T .
(2-¢) [ EP2(t)de<c(e) E(0)+ [, EPV2[ (2 -uh(u)) e (3.40)

elde edilir. (3.40) gitsizliginin sat tarafindaki ikinci terimdex =(2-s)/(1-s),

s#1 secilerek dizenleme yapilirsa

g2

|u[>1

uZdx < cE(PY zj

|a(1—s)
Ju[>1

u

uh(u ) dx

t

S

g2

|0/(1—s)
Jul

urdxs cE(PY/2

U

uh(u,)

Y(1-s) Vs



EP2]

s 02y ) (g

g2

Wlufdx < gEPVAR |y |7 -c(&) E

elde edilir.s=2/( p+1) secilerek usttekisgtsizlik diizenlenirse

VY waks gEPY Julorios —c(e)E
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bulunur. Ustteki itsizligin sags tarafindaki birinci terime Poincare — Friedrichs

esitsizligi uygulanirsa

E(p’l)/zj' uldx < ce'EP Y2 —c(g) E'

|u[>1

elde edilir. Ustteki gtsizlikte &' = &/c segilerek diizenlenirse

g2

Wlufdx < eEPV2—c(e)E

bulunur. (3.41) e ilave olarak

EP2]

|u[>1

uh(u,)|dx < eEPVZ—c(g) E

oldugunun gosterilmesi gerekir. Gercektéh< 3 icin

EP2]

|u[>1

un(u) s €9l |n(u)

uf>1)

EP2]

|u[>1

un(u,) s 7] yn(u,)

uf>1)

(3.41)



g2

|u[>1

uh(u) dxs ¥ 2Ju]_(-E)

g2

|u[>1

uh(u) s ¥ 2Ju]_ ()

g2

|u[>1

uh(u, )| dx < ~cE’

elde edilir. N = 4 icin

h(u)

EP?

|u[>1

uh(u,) o cE Vo],

L (u>1)

EP2]

|u[>1

(wh(u))”

uh(u,) o< B3 o],

L (ju[>1)

EP2] :

|u[>1

uh(u,)|dx < B ?|ul. (-E')’

elde edilir. Ustteki gitsizligin sgs tarafina Young Etsizligi uygulanirsa

g2

|u[>1

uh(u,)|dx< ce'E” +¢(g')(-E')

bulunur. E artmayan bir fonksiyon oldw igin tstteki gitsizlik

g2

|u[>1

uh(u,)|dx < ce'EP2 +c(£') (-E')

seklinde yazilabilir.£' = ¢/c segilirse

EP?]

|u[>1

uh(u, )|dx < eEP V24 ¢(£)(-E)

bulunur. (3.41) ve (3.42) den (3.4G@jteizliginin sg; tarafindaki ikinci terim

41

(3.42)
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T _ T +
Jo BT, (20 - un(u)) et < 22 B2 (1) ot +e(2) () (3.43)

seklinde yazilabilir. (3.43) ifadesi (3.40) da yeripazilarak dizenlenirse

(2-3) [, E®2(t) dt <c(¢) E(0)

(3.44)

elde edilir. =1/3 ve A=c(1/3) segilerek (3.44) ifadesinden

T —(p+)/2
[ EP2(t)dt <AE(0)

bulunur.T - +c0 ve Lemma 1.1. kullanilarak

C
E(t)< omy

yazilabilir. N =3 icin p=N/2 segilirse Usttekigtsizlik

c

seklinde yazilabilir veyaN =2 i¢in p =1+ 2/m secilirse

c

E(t)stm

seklinde yazilabilir ve ispat tamamlanir.

(N/2< p vel< p)

K/2< p ve 1< p)



BOLUM 4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calsmada lineer olmayan dalga denkleminin ¢dzUmlerohizgin kararhfiina
ili skin ¢esitli makalelerde yer alan problemler ele aligme ¢6zim basamaklari acik
sekilde incelenmitir. ilk olarak integral gtsizligi ifade ve ispat edilngtir. Daha
sonra ise dalga denklemi ele alinarak; Green faim@huchy-Schwarzs#sizligi,
Cauchy eitsizligi, Poincare — Friedrichssisizligi, Young saitsizligi ve csitli
islemler kullanilarak kestirimler elde edilgtir. En sonunda integral sisizligi

yardimiyla dalga denkleminin ¢ozimlerinin dizgunekia oldusu gosterilmgtir.

Bu calsma lineer olmayan dalga denkleminin ¢ozumleriniregiin kararlilgina
iliskin cesitli makalelerden bir derleme olup ek kaynak olakaKklanilabilir. Daha
fazla aratirmacinin gelien bilimsel kgullar altinda daha fazla problem ve ¢6zim

ortaya koyacgni umut ediyoruz.
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