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ONSOZ

Tez konusu se¢iminde ve bu konunun se¢iminden sonra ¢alismamin her safthasinda
biiyiik bir 6zveri ile bana yardimci1 olan, bilgi ve tecriibelerinden yararlandigim, ¢ok
degerli danisman hocam Yrd. Dog¢. Dr. Murat SARDUVAN’ a tesekkiirlerimi

sunmay1 bir borg bilirim.

Matematik boliimiindeki degerli hocalarima, Dr. Julio Benitez LOPEZ’ e ve beni bu

giinlerime getiren sevgili aileme tesekkiir ederim.

Ve ozellikle, tezin yaziminda ¢ok biiylik emegi olan, higbir zaman yardimlarini

esirgemeyen sevgili esim Emel ULKER’ e de tesekkiir ederim.
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OZET

Anahtar kelimeler: Tersinirlik; Idempotent matris; Tripotent matris; Grup tersinir
matris; Kosegenlestirme.

Bu ¢alisma {i¢ ana bolimden olusmaktadir. Boliim 1 de bu ¢alismada bahsedilen
kavramlarin kullanim alanlar1 hakkinda bilgi verilmektedir.

Boliim 2’ de, diger boliimler icin temel teskil edecek olan, bazi kavram, 6zellik ve
teoremler verilmektedir.

Bolim 3’ te, Bolim 4’ te kullanilacak olan grup tersinir matrisler ve tripotent
matrisler hakkinda temel bilgi ve teoremler verilmektedir.

Bélim 4’ te, ¢, c,, C,, C, kompleks sayilar ve T, T, ve T; nxn boyutlu tripotent
matrisler olmak iizere T, +C,T,+CT;—C,(TT,+T;T,+T,T;) bilesiminin
tersinirligi i¢in gerekli ve yeterli kosullar ortaya koyulmustur. Ayrica boyle

bilesimlerin tersleri i¢in bazi sonuglar elde edilmektedir. Bu sonuglardan bazilar
grup tersinir matrisler i¢in verilmektedir.

Vil



NONSINGULARITY OF SOME COMBINATIONS OF
TRIPOTENT MATRICES AND GROUP INVERTIBLE
MATRICES

SUMMARY

Keywords: Nonsingularity; Idempotent matrix; Tripotent matrix; Group invertible
matrix; Diagonalization.

This study consists of three main parts. In the Chapter 1, about the application areas
of the concepts discussed in this study, information are given.

In the Chapter 2, being base for the other chapters, some concepts, properties, and
theorems are given.

In the Chapter 3, some basic informations and theorems are given about group
invertible matrices and tripotent matrices, which are necessary for the Chapter 4.

In the Chapter 4, it is established necessary and sufficient conditions for the
nonsingularity of combinations ¢ T, +¢,T, +¢ Ty, —¢, (T, T, + T,T, + T,T;), where
T,, T,, T; are nxn tripotent matrices and c, c,, C,, C, are complex numbers.

Moreover, it is obtained some results for the inverse of such combinations. Some of
these results are given in terms of group invertible matrices.

Viii



BOLUM 1. GIRIS

Matris teorisinin temel yap1 taglarindan olan idempotent matrisler, tripotent matrisler,
k-potent matrisler, involutif matrisler gibi 6zel tipli matrisler genis bir kullanim
alanma sahip oldugu i¢in literatiirde yaygin olarak {izerinde c¢alisilmistir (bkz.,

srnegin, [2, 3, 5, 14, 18, 22, 33]).

Idempotent veya involutif bir matris her zaman tripotent matris olurken, bunun tersi
daima dogru degildir. Baz1 6zel durumlarda tripotent matrislerin lineer bilesimlerinin
idempotent matris oldugu bilinmektedir (bkz., ornegin, [34]). Bununla birlikte

tripotent matrislerin idempotent ve involutif ayrisimi da miimkiindiir [32].

Ayrica, herhangi bir Q involutif matrisi igin, 1/2(I+Q), 1/2(I—Q) matrisleri
idempotenttir ve herhangi bir P idempotent matrisi i¢in, 1-2P, —(1-2P)

matrisleri involutiftir [17]. Dolayisiyla bu 6zel tipli matrislerden herhangi biri i¢in

elde edilen sonuglar, uygun kosullarda, digerleri i¢in de elde edilebilir.

Idempotent matrisli kuadratik formlar, istatistik teorisinde yaygin olarak
kullanilmaktadir. Ornegin, K bir nxn boyutlu reel simetrik matris, x c¢ok
degiskenli normal dagilima sahip bir NX1 boyutlu reel vektor ise, bu durumda X'Kx
kuadratik formunun bir ki-kare dagilimina sahip olmasi igin gerekli ve yeterli kosul,

K matrisinin idempotent bir matris olmasidir [13].

Involutif matrisler de istatistik teorisinde kullanilmaktadir. Ornegin, involutif matris
kosegenlestirilebilirdir [16, Corollary 3.3.10]. Dolayisiyla, kdsegenlestirilebilir
matrisler i¢in spektral ayrisim teoremi (bkz., 6rnegin, [26]) dikkate alindiginda eger

A bir involutif matris ise, A=P -P,, =P +P, ve PP,=0 olacak sekilde

P, ve P, idempotent matrislerinin varhigindan soéz edilebilir. Bdylece X'Ax



kuadratik formunun involutifligi, * iki bagimsiz kuadratik formun farkinin serbestlik
derecelerinin toplami, istatistiksel teori ¢ergevesinde ana kuadratik form matrisinin

boyutuna esit olmak zorundadir ” kisitlamasina gotiiriir.

Involutif matrislerin diger uygulamali bilimlerde de kullamldigi bilinmektedir.

) : . . . . 0 —i

Ornegin, Pauli spin ve Dirac matrisler sinifinin iiyeleri olarak bilinen, ( O] ve
|

0 —i

matrisleri (reel veya simetrik olmamalarina karsin) involutiftir ve

i 0
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sirastyla, kuantum mekaniginde ve kuantum elektrodinamiginde genis Olgiide

kullanilmaktadir (bkz., [1, p. 495] ve [8, pp. 47-51]). Involutif matrisin kullanildig:

farkli uygulama alanlarint gérmek icin [15, 25, 27] ¢aligmalarina bakilabilir.

Bu ¢alismada tanimi ve bazi 6zellikleri verilecek olan bir matrisin Moore-Penrose
tersi, Drazin tersi ve grup tersi gibi kavramlar da yogun kullanim alani olan

kavramlardir.

Oregin, AXB=C bicimindeki matris denkleminin tutarli olmasi icin gerekli ve

yeterli kosul, A matrisinin Moore-Penrose tersi A" ile gosterilmek iizere,

AA'CB'B=C

olmasidir. Ayrica bu denklem i¢in genel ¢oziim, Y matrisi keyfi olmak iizere,

X=A'CB"+Y-A"AYBB"

bi¢iminde Moore-Penrose ters kullanilarak verilir [29]. Yine AXB =C bigimindeki
bir denklemin Moore-Penrose ters kullanilarak elde edilen, en iyi yaklasik ¢oziimii

i¢in [28] calismasina bakilabilir.



Drazin tersin kullanimu ile ilgili olarak su 6rnek verilebilir. A, B nxn boyutlu
tersinir olmas: gerekmeyen matrisler, f vektor degerli bir fonksiyon olmak iizere,
Ax'+Bx = f bi¢imindeki diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii Drazin ters kullanilarak

yapilabilmektedir [12].

Ayrica, bu calisma icerisinde deginilecek olan Grup tersinirligin kullanildig1 ¢ok
ilging uygulama alanlar1 mevcuttur. Ornegin, Grup tersinirlik, Google tarafindan
sitelerin birbirleriyle orantili olarak tercih edilebilirliklerini tespit etmek igin

kullanilan, PageRank degerinin hesaplanmasinda kullanilmaktadir [19, 20].



BOLUM 2. ON BILGILER

2.1. Giris

Bu béliimde bazi temel gosterimler, tanimlar, 6zellikler ve teoremler verilmektedir.
Calisma igerisinde, matrisler koyu ve biiylik harflerle (A gibi), vektorler koyu ve
kiigiik harflerle (X gibi), skalerler ise kiigiik italik harfler ile (C gibi) gosterilmektir.

Tim c¢alisma boyunca, A', A, A", A", N(A) ve R(A) siasiyla AeC™"

matrisinin, transpozesini, eslenigini, eslenik transpozesini, grup tersini, sifir uzayini

ve siitlin uzayini gostermektedir.

2.2. Bazi Matris Tipleri ve Matrislere Ait Bazi Ozellikler

Asagida verilen tanimlar, 6zellikler ve teoremler temel bilgiler olup birgok kaynakta

mevcuttur (bkz., 6rnegin, [4, 7, 9, 11, 16, 21, 26, 29, 30, 31, 35]).

Tanmm 2.2.1. AeC™" matrisine m=n ise kare, diger durumlarda dikdortgen

denir.

Tamm 2.2.2. AeC™" matrisinin elemanlari a; veya A[i, j| ile gosterilir. Bu
durumda Az[aij] yazilabilir. A matrisine,
(i) i = jicin Afi, j]=0 ise kdsegen,
(i) i > jicin A[i, j]=0 ise iist tiggensel,
[

(iii) i < j icin A[i, j]=0 ise alt iggensel denir.



Not 2.23. AeC™" kosegen matris ise, A=diag(a,..., a,,) ile gosterilir.

Tamm 2.24. AcC™ olsun. n+n,=n ve i, j = 1,2 icin, A; altmatrisleri

All A12

nxn; boyutlu olmak tizere, A matrisinin A=£ J bigimde gosterimine, A

21 22

matrisinin bir par¢alanmis veya blok formu denir.

Tanim 2.2.5. A C™" matrisinin transpozesi A’ ile gosterilir ve A'[i, j]=A[], ]

olarak yazilir.

Tamm 2.2.6. AeC™" matrisinin eslenik transpozesi, A ile gosterilir ve

A :(A)' olarak yazilir.

Tanmm 2.2.7. AcC™ matrisi i¢in, 02X eC" olmak iizere, AXx= JX kosulunu
saglayan A€ C degerine, A matrisinin 6zdegeri ve X vektdriine de A matrisinin bu

0zdegere karsilik gelen bir 6zvektorii denir.

Tamm 2.2.8. AcC™ matrisi, A? =1 kosulunu sagliyorsa, A matrisine involutif;

A? = —| kosulunu sagliyorsa, A matrisine yar1 involutif denir.
Tamm 2.2.9. A>=A kosulunu saglayan A<C™" matrisine idempotent denir.
Tamm 2.2.10. A’=A kosulunu saglayan AeC™" matrisine tripotent denir.

Tamim 2.2.11. Bazi pozitif g tamsayilari i¢in, A9 =0 kosulunu saglayan A e C™"
matrisine nilpotent denir. Ayrica bu kosulu saglayan en kiigiik pozitif ¢ tamsayisina

A matrisinin nilpotentlik indeksi denir.



Tanm 2.2.12. AeC™ matrisi eslenik transpozesine esitse, yani A=A" ise, A

matrisine Hermityen denir (AeR™" matrisi A=A’ kosulunu sagliyorsa, A

matrisine simetrik denir).

Ozellik 2.2.13. H e C™" matrisi Hermityen ise,
(i) Ozdegerleri reeldir,

(i) farkli 6z degerlere karsilik gelen 6zvektorleri dikdir.

Tamim 2.2.14. A"A = AA" kosulunu saglayan A e C™ matrisine normal denir.

Tamim 2.2.15. A"A=AA" =1 kosulunu saglayan AeC™" matrisine iiniter denir

(AeR™ matrisi A’/A=AA’'=1 kosulunu sagliyorsa, A matrisine dik matris

denir).

Tamm 2.2.16. AcC™" matrisinin lineer bagimsiz siitunlarinin sayisina, A
matrisinin siitun ranki, A matrisinin lineer bagimsiz satirlarinin sayisina ise, A

matrisinin satir rank1 denir.

Ozellik 2.2.17.

(i) A eC™" matrisin siitun ranki, satir rankina esittir ve rankA ile gosterilir.

(if) Elementer iglemler bir matrisin rankini degistirmez.
(iii) Eger AeC™" ise, rankA” =rank A’ = rankA = rankA’ dur.
(iv) Eger A,BeC™" ise, rank(A+B) <rankA+ rankB’ dir.

Not 2.2.18. rankA¥ = rankA**! kosulunu saglayan en kiiciik k pozitif tamsayisina,

A matrisinin indeksi denir ve IndA ile gosterilir. Ozel olarak tersinir bir A matrisi

icin INdA=0 ve A°=1 olarak tanimlanir.

Tamm 2.2.19. AcC™ matrisinin kosegen iizerinde bulunan elemanlariin

toplamina, A matrisinin izi denir ve iz(A) ile gosterilir.



n
iZA =8, +8y,+..+a, = ) &
i-1
biciminde yazilabilir.

Ozellik 2220. XeC™ olmak iizere, f(X)=iz(X) fonksiyonu lineer

fonksiyondur.

Ozellik 2.221. AeC™ ve BeC™™ olmak iizere, iz(AB)=iz(BA)’ dur.

Uyar1 2.2.22. AcC™", BeC™ ve CeC™™ olmak iizere, iz(ABC)=iz(BCA)

=iz(CAB)olur.

Teorem 2.2.23. AeC™ olsun. A tersinir olmayan matris ve IndA =k olmak

C 0
iizere, rankA* = r ise, tersinir bir Q matrisi icin, Q_IAQ:[ 8“ N] yazilabilir.

Burada C tersinir matris ve N indeksi k olan nilpotent matristir. Bu gésterime, A

matrisinin ¢ekirdek-nilpotent ayrigimi1 denir.

Tamm 2.2.24. £, C"’ nin altuzay: olmak iizere, £ altuzaymn dik tiimleyeni £-

ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir:
fou ={XE(C” : X'y =0, Vyeﬁ}.

Tamm 2.2.25. £ ve M, C"’ nin altuzaylar1 olmak tizere, £+ M asagidaki gibi

tanimlanir;

L+M={y+z :yeLl, ze M}

Tanimdan goriildiigii gibi, £+ M de C"’ nin altuzayidir.



Teorem 2.2.26. £ ve M, C"’ nin altuzaylar1 olmak iizere, asagidaki esitlikler

dogrudur:
(i) (LAM)t =L+ M,
(i) L"AM"=(L+M)".

Tanmm 2.2.27. X ve Y, C"’ nin altuzaylar1 olsun. C"=X+) ve XnY =0,
kosullarin1 saglayan, X ve ) altuzaylarina tamamlayici altuzaylar denip C"

ifadesine de X ve Y’ nin direkt toplami denir ve C" =X @ olarak yazilir.

Teorem 2.2.28. X ve Y, C"’ nin altuzaylari, B, ve By, swasiyla X ve Y

altuzaylarinin baz kiimeleri olsunlar. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine

denktir:
i C'=xeo),
(ii) Her bir ce C" i¢in c=X+Y olacak sekilde tek bir xe X ve y e vardr,

(i) By "B, =g’ dirve B, UB),, C" igin bir bazdur.

2.3. Matrisler i¢in Bazi Ters Cesitleri

Tanmmm 2.3.1. AcC™ olsun. AB=BA =1, kosulunu saglayan B matrisine, A

matrisinin tersi denir ve A~ ile gosterilir. Ayrica A matrisinin tersi varsa A

matrisine tersinir matris denir.

Teorem 2.3.2. AeC™" matrisinin tersinir olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

rankA = n olmasidir.

Ozellik 2.3.3. AcC™" matrisi icin asagidakiler saglanir:

(1) A matrisinin tersi varsa tektir,

- . . . _1 -1
(if) A tersinir ise, (A ) =A,



(iii) A ve B tersinir ise, (AB)™ =B™'A™" olur.

Teorem 2.3.4. AeC™" olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir:
(i) A tersinirdir,
(ii) A tersinirdir,
(iii) A’ tersinirdir,

(iv) A" tersinirdir.

A A
Teorem 2.3.5. AecC™ matrisi, Az( H 12} bigiminde parcalanmis olsun.
Ay Ay

ihtiyag duyulan terslerin mevcut olmasi kosuluyla, S=A,, —A, A, 'A, ve

T=A, -ALA,,'A,, olmak iizere, A matrisinin tersi,

A :( T _All_lAlzs_lJ
A, AT s

bigiminde verilir.

Tamm 2.3.6. AcC™" olmak iizere, eger G € C™™ matrisi asagidaki dort kosulu

sagliyorsa, G matrisine A matrisinin Moore-Penrose tersi denir ve genellikle A" ile
gosterilir:

(MP.1) AGA = A,

(MP.2) GAG =G,

(MP.3) (AG) =AG,

(MP.4) (GA) =GA.

Teorem 2.3.7. Her AcC™" matrisinin Moore-Penrose tersi vardir ve tektir.
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Uyann 2.3.8. Tersinir bir AeC™ matrisi igin, A"=A" oldugu agiktir.

Tamm 2.39. AcC™" olmak iizere, eger G eC™™ matrisi (MP.1) kosulunu

sagliyorsa, G matrisine A matrisinin bir genellestirilmis tersi denir ve genellikle

A~ ile gosterilir.

Teorem 2.3.10. Her AeC™" matrisinin genellestirilmis tersi vardir ancak tek
degildir.

Teorem 2.3.11. AcC™" matrisi tersinir ise, A~ tektir ve A" =A"! dir.

Tamm 2.3.12. AcC™ olmak iizere, eger X e C™" matrisi asagidaki ii¢ kosulu
sagliyorsa, X matrisine A matrisinin Drazin tersi denir ve genellikle AP ile
gosterilir:

(D.1) XAX =X veya (D.2) kullanildiginda denk olarak AX* =X,

(D.2) AX=XA,

(D.3) A™X = A" (k= IndA).

Uyan 2.3.13. (D.3) maddesi | > k olmak lizere tiim | tamsayilar1 i¢in saglanir.

Teorem 2.3.14. AcC™ ve k = IndA ise (D.1)-(D.3) kosullarin1 saglayan X

matrisi, yani AP matrisi tektir.

Tamm 2.3.15. AeC™ olmak iizere, eger X e C™" matrisi asagida verilen ii¢

kosulu saglarsa, X matrisine A matrisinin grup tersi denir ve genellikle A" ile
gosterilir:

(G.1) AXA=A,

(G.2) XAX =X,

(G.3) AX=XA.
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Uyan 2.3.16. IndA =1 veya denk olarak rankA = rankA? ise, A matrisinin Drazin
tersi ayn1 zamanda grup tersi olur. Yani IndA =1 oldugunda (G.1)-(G.3) ile (D.1)-
(D.3) kosullar1 birbirine denk olur.

Teorem 2.3.17. AeC™" matrisinin grup tersi varsa, A matrisine grup tersinir

denir. Bu durumda A" tektir.

Not 2.3.18. Grup tersinir matrislere Boliim 3’te deginilecek ve bir takim sonuglar
verilecektir. Ayrica grup ters ve grup tersinir matrisler ile ilgili daha fazla bilgi i¢in

ornegin, [10, 23, 24] calismalarina bakilabilir.

2.4. Bir Matrisin Siitun ve Sifir Uzay1

Tamm 2.4.1. AeC™" matrisinin siitun uzay ve sifir uzay: sirasiyla, R(A) ve
N(A) ile gosterilir ve asagidaki bigimde tanimlanur:
(i) R(A)={yeC™:y=Ax xeC"},

(i)) N(A)= {xeC":Ax=0}.

Teorem 2.4.2. Eger A mxn boyutlu bir matris ise,

(i) N(A)={0} olmasi igin gerekli ve yeterli kosul rankA= n olmasidir,

(i) N(A')={0} olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul rankA= m olmasidur.

Sonu¢ 2.4.3. AcC™ olmak iizere, Teorem 2.3.2 ve Teorem 2.4.2 beraber
kullanildiginda, A matrisinin tersinir olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul

N(A)={0} olmasidur.

Uyan 244. AeC™ ise, R(A)=span{sit (A), ... siit,(A)} bigiminde

yazilabilir. Yani iR(A) A matrisinin siitunlarinin bir lineer bilesimlerinden olusur
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ve R, C"’ den C™’ ye bir fonksiyon olarak tanimlanabilir. Buradan goriildiigii gibi

R(A), C™ nin bir altuzayidir.

Uyar1 245. AeC™" olmak iizere, N(A) asagidaki gibi de tanimlanabilir:

N(A) {XEC” :x’[sati (A)]’: Otimi=1,..., m}

1
={[sati (A, ..., [satm(A)]'} ,
buradan X(A) kiimesinin C" nin bir altuzay: oldugu goriiliir.

Uyan 2.4.6. AeC™ olmak iizere, A tersinir olmayan matris ise, k = IndA

olmak iizere asagidaki esitlikler dogrudur:

() N(A)R(A*)={o},

(ii) N(Ak)@iﬂ(Ak):C”.

Teorem 2.47. AeC™" olmak iizere, asagidaki esitlikler dogrudur:

(i) N(A)=RA"),

(i) N(A")=RA)*



BOLUM 3. GRUP TERSINIiR MATRISLER ve TRIPOTENT
MATRISLER

3.1. Giris

Calismanin bu bolimiinde, Bo6lim 2’ de tanimlanan grup tersinir matrisler ve
tripotent matrisler ile ilgili bazi teoremler verilmektedir. Ayrica Bolim 4’ e temel
olusturmasi1 bakimindan [22] calismasina ait teoremler ve sonuglar ispatsiz olarak

verilecektir.

3.2. Grup Tersinir Matrisler

Teorem 3.2.1. AcC™" olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir:
(i) A grup tersinirdir.

(i) A" grup tersinirdir.

(iii) A’ grup tersinirdir.

(iv) A grup tersinirdir.

v) R(A)+R(A)=C" dir [7].

Teorem 3.2.2. AeC™" olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir:
(1) A grup tersinirdir.

(i) A" grup tersinirdir.

(iii) (A*)* = A,

(iv) (A) =A".

#

v (A") =(AY.
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. * *\#
(vi) (A#) =(A ) .
(vii) A" =0 olmas icin gerekli ve yeterli kosul A=0 olmasidur.

(viii) rankA = rankA” = rankAA* = rankA*A’ dir [4].

Teorem 3.2.3. AeC™" olsun. A tersinir olmayan matris olmak lizere, asagidaki
ifadeler birbirine denktir:

(i) A grup tersinirdir.

(i) R(A)NN(A)={0}.

(iii) ®(A) ve X(A) tamamlayici altuzaylardur.

(iv) IndA=1, yani rankA =rankAZ.
(O]
(v) rankA=r, QeC™ ve CeC™ olmak iizere, A:Q[O OJQ_] olacak

sekilde tersinir Q ve C matrisleri vardir [26, Exercise 5.10.12].

Ispat.
(i) = (ii): A grup tersinir oldugundan, (G.1) ve (G.3) birlikte kullanildiginda

A'A’=A yazilabili. xeR(A)NNX(A) olsun. Buradan uygun boyutlu vy
vektorleri icin x=Ay=AA’y =AAx ve Ax=0 vyazlabilir. Boylece Xx=0
bulunur.

(i) = (iii): By ve B, swasiyla, R(A) ve X(A) icin baz kiimeleri olsunlar.
R(A)NN(A)={0} oldugundan By "B;=¢ dir. Ayrica bu durumda By; UL,
C" i¢in bir baz oldugundan Tamm 2.2.27 ve Teorem 2.2.28 yardimiyla R(A) ve

N(A) tamamlayici altuzaylardur.
(i) = (iv): Tamim 2.2.27 ve Uyar1 2.4.6 kullanildiginda, IndA=1 bulunur.

(iv) = (v): Tanim 2.2.11 ve Teorem 2.2.23 kullanilirsa, (v) elde edilir.

X 0
v) = (i): g={Q[ (r)xr o]Q_1|X tersinir} kiimesinin bir matris grubu oldugu,

dolayisiyla A € G oldugu agiktir. [
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Teorem 3.2.4. G matris grubu olmak iizere, A € G olsun.

I 0
(i) G matris grubunun birim eleman: E =Q[ gr O]Q_l bi¢iminde yazilabilir,
N - Cl O] 4 .. .
(i) A matrisinin grup tersi A" =Q o o Q™ bigimindedir

[26, Exercise 5.10.13].
Ispat.

C, O
(i) Teorem 3.2.3 (v) sikki kullamilarak, Ae ¢ icin, A=Q| ™ " |Q! biciminde
4 0 0

yazilabilir. Buradan AE=EA=A ve E* =E oldugu agiktir.

(i) A ve A" matrisleri yerine yazildiginda, AA* = A*A = E oldugu goriilir. |

3.3. Tripotent Matrisler

Teorem 3.3.1. TeC™ olsun. k, 1’ den biiyiik bir dogal sayr olmak iizere,
T¥ = T olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul T matrisinin kosegenlestirilebilir olmasi

ve 0zdegerlerinin kiimesinin, Mo {0} kiimesi tarafindan kapsanmasidir [6].

Uyan 3.3.2. TeC™ olmak iizere, yukaridaki teoremden T matrisinin tripotent

olmasi icin gerekli ve yeterli kosulun T matrisinin 6zdegerlerinin kiimesinin

{-1, 0, 1} kiimesi tarafindan kapsanmasi oldugu griiliir.

Teorem 333. AeC™  matrisi idempotent ise, tripotenttir  [7].

ispat. A idempotent ise A®=A vyazlabilir. Bu ifade soldan A ile carpilirsa,

A’ = A? = A bulunur, boylece ispat tamamlanur. [



16

Teorem 3.34. AeC™ olsun. Eger A tripotent ise, A? idempotenttir [7].

Ispat. A tripotent oldugundan A’ =A" dir. Bu esitlik soldan A ile carpilirsa

2
(AZ) = A? bulunur, yani istenen elde edilir. ]

Uyan 3.3.5. Teorem 3.3.3 ve Teorem 3.3.4° iin tersi dogru degildir. Ornegin,

A

-1 0
[O J secilirse, A tripotenttir fakat idempotent degildir. Ayrica

0 1
(0 Oj secilirse, A’ idempotenttir fakat A tripotent degildir.

Teorem 3.3.6. AcC™" tripotent ise, A grup tersinirdir ve A=A"" dir [7].

Ispat. A matrisi tripotent ise, Qe C™ matrisi tersinir ve CeC™ matrisi

involutif olmak tizere,

-1
biciminde yazilabilir. B:Q{CO S}Q'l olsun. Bu durumda B matrisi, A matrisi

icin, (G.1)-(G.3) kosullarini saglar. C matrisi involutif oldugundan C=C™"" dir.

Dolayisiyla A =B =A" bulunur. Béylece ispat tamamlanr. [
Teorem 3.3.8. Eger AcC™" matrisi tripotent ise, rankA=iz(A?)’ dir [7].

. C 0
Ispat. Yukaridaki ispata benzer sekilde, A=Q{ (r)xr OJ Q? biciminde yazilabilir.
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I 0
Buradan A2=Q[(; OJQ_l oldugu ve Uyarnnt 2.2.22 beraber kullanilirsa,

iz(AZ)zi{Q[lor g]Q—l}
o)
T

(1,0
=1z
0 0

bulunur. m

3.4. ki Grup Tersinir Matrisin ve Iki Tripotent Matrisin

Baz1 Bilesimlerinin Tersinirligi

Calismanin bu kisminda Boliim 4” te incelenecek olan, ii¢ grup tersinir matrisin
ve ¢ tripotent matrisin bazi bilesimlerinin tersinirligi problemi icin temel
olusturmasi bakimindan [22] calismasina ait esas sonuglar ispatsiz olarak

verilmektedir.

Liu ve digerleri, c,, ¢, sifirdan farkli kompleks sayilar, c¢; herhangi bir kompleks
say1 ve T, T, nxn boyutlu tripotent matrisler olmak iizere, T =¢, T, +¢, T, —¢; T, T,
bilesiminin tersinirligi problemini incelemisler ve bazi kosullar altinda bu bilesimin
tersi i¢in formiiller vermislerdir. Ayrica T, ve T, matrislerinin grup tersinir matrisler

oldugu bazi durumlar lizerinde de ¢alismislardir [22]. Bu ¢alismaya ait sonuglar

asagida verilmektedir.
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Teorem 3.4.1. T, T,eC™" degismeli tripotent matrisler olmak iizere, T,—T,
matrisinin tersinir olmast igin gerekli ve yeterli kosul, 1, —T,T, ve T,* + ( I,-T? )T2

matrislerinin tersinir olmasidir [22, Theorem 2.1].

Sonu¢ 3.4.2. T, T, e C™" degismeli tripotent matrisler olsun. a;” ler kompleks

saylar ve T, — T, tersinir olmak iizere, p(T;, T,) matrisi tersinir olacak sekilde, C*

den C’ ye,
_ 2 2 2 2 20,2
P(ZW)=2a, (Z+8, 2" +8y W+a, , ZW+a,,Z°W+a, W~ +a, ,ZW~ +a,,Z°W
bigiminde tanimlanmis bir p polinomu varsa, T, —T, tersinirdir [22, Corollary 2.1].

Teorem 3.43. T, T,eC™ grup tersinir matrisleri T,T,T," =T, T,"T, kosulunu
saglasm. 1, —T,T, matrisi tersinir olmak iizere, p(0, 0)=0 ve p(T;, T,) matrisi
tersinir olacak sekilde, degismeli olmayan iki degiskenle olusturulmus, bir p

polinomu varsa, T, —T, matrisi tersinirdir [22, Theorem 2.2].

Teorem 3.4.4. ¢,c,eC ve T,T,eC™ grup tersinir matrisler olsun.

Eger T, T, =0 ve T, —T, matrisi tersinir ise, ¢, T, +c,T, matrisi tersinirdir ve tersi,
¢T,+¢,T,) " =[ (¢ +¢, )T, ¢, 71, |(T,-T,)"
(eTi+6, ) =|(¢ +¢ JTT —¢ I, (T, —T,)

bi¢iminde yazilir [22, Theorem 2.3].

Teorem 3.45. ¢, ¢C,, I, L, eC ve T, T,eC™ olsun. Eger ¢T,+c,T,+(rc,

+1,C, ) T, T, matrisi tersinir ise,

N[ T (1 +6T) ]AR[(1, +5T) T, |={0}
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ve

R[T (1, +0T) |+R[(1,+5,T) T, |=C"

olur [22, Theorem 2.4].

Teorem 3.4.6. ¢,c,eC,c,eC ve T,T,eC™ sifirdan farkh tripotent

matrisler olmak iizere, T °T,=T,”T, kosulu saglansm. T, veya T, matrisinin
tersinir oldugunu kabul edelim. Eger (c,+¢, )2 =c,” ise, ¢T,+¢,T,—cT,T, veya

.. . L. . 2 .
¢T,+CT,+CT,T, tersinir olmayan matristir. Eger (¢ +¢,) #¢y® ise,
¢, T, +¢, T, —c; T, T, matrisi tersinirdir ve bu durumda,

(i) T, tersinir ise,

|:(Cl + G )2 - C32J(C1T1 +C T, =TT, )_1
= (0 +6) T +65T" +ee6(Ty* - TiT) +¢,7'c? (Tz -TT’ )
+c! (cz2 +C,C, —C; )(T1 - T1T22)

(if) T, tersinir ise,

[( c + C )2 -’ } (¢T+c6,T,-¢TT, )_1

=(c,+¢,) T, —¢; (2T12 —T2'I'1)+c2‘1 (cl2 +C,C, —C5° )(T2 —TZTIZ)

olur [22, Theorem 2.5].

Eger Teorem 3.4.6” da c; = 0 segilirse, asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.4.7. ¢, ¢, eC ve T, T, e C™ sifirdan farkli tripotent matrisler olmak

iizere, T °T,=T,”T, kosulu saglansm. Eger T, veya T, matrisi tersinir ise,
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¢, T, +¢, T, matrisinin tersinir olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul, ¢,+c, =0
olmasidir. Bu durumda,

(i) T, tersinirise, (¢, +¢,)(qT+6T,) =T +c0 T (1,-T,7),

(i) T, tersinirise, (¢ +¢,)(¢ T, +c,T, )_1 =T, +cc, 'T, (In —le)

olur [22, Corollary 2.2].

Teorem 3.4.8. ¢,c,eC ve T, T,eC™ tripotent matrisler olmak iizere,
asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(i) ¢T,°T,+c,T°T, —c,T,°T,T, matrisi tersinirdir,

(i) ¢T,T,2+c,T,T,> —c, T,T,T,? matrisi tersinirdir,

(iii) ¢ T, +¢, T, —¢,T,T, ve 1, —T,> = T,> matrisi tersinirdir [22, Theorem 2.6].



BOLUM 4. UC GRUP TERSINIR MATRISIN ve UC TRIPOTENT
MATRISIN BAZI BILESIMLERININ TERSINIRLIGI

4.1. Giris

C;, C, sifirdan farkli kompleks sayilar ve T,, T, nXnboyutlu degismeli tripotent
matrisler olmak tizere, T = ¢T,+c,T,lineer bilesiminin tersinirligi problemi
Sarduvan ve Ozdemir [33] tarafindan ele almmustir . Ayrica bazi kosullar
altnda P ve Q idempotent matrisler olmak iizere, ¢,P+c,Q—-c;PQ ve
aP +bQ—cPQ—-dQP —ePQP bilesimlerinin tersinirligi problemi sirasiyla [36] ve

[37] ¢alismalarinda ele alinmustir.

Bu ¢alismalardan 6nce de bir ¢ok ¢alismada, idempotent matrisler, tripotent matrisler
ve k-potent matrislerin lineer bilesimlerinin tersinirligi tizerine ¢aligilmistir (bkz.,
ornegin, [2, 3, 5, 14, 18]). Ayrica Boliim 3” te bahsedildigi tizere, Liu ve digerleri iki
grup tersinir matrisin ve iki tripotent matrisin bazi1 bilesimlerinin tersinirligi

problemini bir takim 6zel kosullar altinda incelemistir [22].

Yukarida bahsedilen ¢aligmalardan esinlenilerek elde edilen esas sonuglar asagida

verilmektedir.

4.2. Esas Sonuclar

Bu kisimda verilen sonuglar ve onlarin ispatlar, ozellikle [22] calismasindan
esinlenilerek ortaya konulmaktadir. Ancak [22] ve diger bahsi gegen calismalar iki
ozel tipli matris i¢in yapilmistir. Bu c¢alismada ise ti¢ grup tersinir matrisin ve ig
tripotent matrisin bazi bilesimlerinin tersinirligi ile ilgili sonuglar verilmektedir.

Ayrica, ¢, C, Ve Cy sifirdan farkli kompleks sayilar, T, T, ve T; nxn boyutlu
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tripotent matrisler olmak tizere, baz1 6zel kosullar altinda, T =c/T,+c,T,+C;T;

—¢,(T,T, + TyT, + T, T;) bilesiminin tersi i¢in formiiller verilmektedir.

Liu ve digerleri, iki tripotent matris i¢in, Teorem 3.4.1° i vermistir. Bu teoremden
yola cikarak elde edilen benzer bir sonu¢ {i¢ tripotent matris i¢in asagida yer

almaktadir.

Teorem 4.2.1. T, T, ve T, e C™" karsilikli degismeli tripotent matrisler olsun.

T,-T,-T; matrisinin tersinir olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul,
L =(T+ T -TT)+ T T ve (T+T) +(1,~(T+ ) ) (T +To)+ LT,

matrislerinin tersinir olmasidir.

Ispat. T,, T, ve T, tripotent matrislerinin karsilikli degismeli olmasi kabuliinden,
T, =Sdiag (4, ..., 4)S™",
T, =Sdiag (;, ..., 1y)S™

ve
T, =Sdiag(y,,..., y,)S™

olacak sekilde bir SeC™" matrisi vardir (bkz., 6rnegin, [16, p.52]). Burada

n n n . .. " - . 4.
{/11 }izl, {ui}H ve {yi}i:1 sirastyla, T,, T, ve T, matrislerinin o6zdegerleridir.
T,, T, ve T; matrisleri tripotent oldugundan, Uyar1 3.3.2 kullanildiginda,

i, k=1,2,.., nigin, &, 1), % e{-1, 0, 1} olur. Béylece,

T, T, T, =Sdiag (4 — s =71, Ay =t =7)S ™,
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I _(Tsz +T5T, _T2T3)+T1T2T3
= Sdlag (1 _(’11#1 + yllll — N ) + ’11/11))11 Ty 1_(111/% + yn}‘h —MnPn )+in:unyn )871

ve
(T+ T+ 1 =(T+ ) (T + o)+ TTLT,
(11 "‘7’1)2 +[1_(/11 +V1)2}(#1 +V1)+i1/413’1 ----- (j'n +Vn)
= Sdiag ) s (4.1)
4{1—(% +7n) :|(/un+yn)+)'n/unyn
elde edilir.

Gerekliligin  ispat1 i¢in, T,—-T,—T; matrisi tersinir olsun. O halde,
/1|¢,u|+yl, i:1,..., n,
olur. Buradan,

e [Ch 000 (100,000, 00

(0,1, -1), (1,1, 0)
bulunur. Burada ® ={-1, 0, 1} ve i =1,...,n dir. Bulunan bu degerler i¢in,
V= (Zitty + s =iy ) + Aty # 0

ve

(7 +n) +[l—(ﬂi +yi)1( Hi +7; )+ Ay #0
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kosullar1 saglandigindan, 1, —(TT,+T,T,-T,T,)+TT,T, ve (T,+T; )2 +[1,

—(T, +T3)2}(T2+T3)+T]T2T3 matrisleri tersinir olur. Boylece gerekliligin ispatt

tamamlanir.

Simdi de
=TT+ T =TT+ T ve (T+T) | 1, =(T+ ) (T +T)+ T T,

matrisleri tersinir olsun. Ik matrisin tersinirliginden,
Vo A + 3k — iy = Ay, T=1,..,1,

elde edilir. T, =T, —T; matrisi tersinir olmayan matris olsaydi, en az bir, j=1,...,n

i¢in,
Aj =1+

olurdu. Ancak bu durumda yukaridaki denklemleri esanli saglayan tek ¢oziim,

% =1 =y, =0 olur. Bu ¢dziim i¢in,
(&) +|1=Ch+20)" | () + Agas =0

elde edilir. Bu ise, (T, +T,)’ +[In (T, +T3)2}(T2 +T,)+T,T,T, matrisinin tersinir
olmast ile gelisir. Dolayistyla T, —T, —T; matrisi tersinir olmak zorundadir. Bu da

ispat1 bitirir. u

Liu ve digerleri, degismeli iki tripotent matris i¢in, Sonu¢ 3.4.2” yi vermistir. Bu
sonugta tanimlanan polinoma benzer bir polinom ve bu polinom kullanilarak elde

edilen bir sonug sirasiyla asagida verilmektedir.
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Uyan 422 ¢ ;, €C ve m pozitif tamsayr olmak iizere, p: C’> > C kompeks

polinomu,

m . .
(zwt)= > ¢ 2wt (4.2)
i,
(l

k=0
j,k)=0

bigiminde tanimlansin. T;, T, ve T, € C™ karsilikli degismeli tripotent matrisler

olmak tizere,

P(Ty. To, T5) =Sdiag[ p(4, 1, 1) sesP (2 s 74)]S7

yazilabilir. Bger (T, +T3)2+[|n—(T1 +T3)2J(T2+T3)+T1T2T3 tersinir olmayan

matris ise, (4.1) esitliginden, en az bir, j=1,..., n igin,
2 2
(% +) +[1‘(’IJ+V1) }(/“‘j 7))+ 475 =0 (4.3)

denklemi saglanmalidir. Bu denklem (sadece) 4; = u; =y; =0 igin saglanir. O halde
bu ortak ¢dziim igin, p(0, 0,0)=0 oldugundan, p(T,, T,, T;) tersinir olmayan

matristir.

Sonu¢ 4.23. T, T, ve T, e C™ Kkarsihikli degismeli tripotent matrisler olsun.
L, —(TL+TT,-T,T,)+TT,T, matrisi tersinir ve (4.2) ifadesindeki gibi
tanimlanmig bir p polinomu igin p(Tl, T,, T3) matrisi de tersinir ise, bu durumda

T, —T, — T, matrisi tersinirdir.

Asagidaki teoremde, Teorem 4.2.1° de matrisler lizerindeki karsilikli degismelilik ve
tripotentlik kosulu degistirilmekte ve yeni kosullar altinda Teorem 3.4.3” te verilen

sonuca benzer bir sonug, ti¢ grup tersinir matris i¢in verilmektedir.
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Teorem 4.24. T,T,veT,eC™ grup tersinir matrisler olmak iizere,
TTT =TT'T,, T,TT' =T, kosullart saglansm. 1,-T"T,-T"T,  matrisi
tersinir olmak iizere, p(0,0,0)=0 ve p(T,, T,T,, Ty) matrisi tersinir olacak
sekilde, degismeli olmasi gerekmeyen ii¢ degiskenle olusturulmus, bir p polinomu

varsa, bu durumda T, — T, —T; matrisi tersinirdir.

Ispat. xeR(T,-T,—-T;), yani Tx=(T,+T;)x olsun. Bu ifade soldan sirasiyla

TT", T,T" ve TT,T," ifadeleri ile carpilirsa,
Tx=TT (T, +T)x, (4.4)
Tx= T3T1# (Tz +T; )X! TTx= TITZTI# (Tz +T; )X (4.5)

esitlikleri elde edilir. Burada (4.5) ifadesindeki esitlikler elde edilirken T3T1T1# =T,

T,T T =T,TT, kosullar: kullamlmustir. (4.4) ve (4.5) ifadeleri diizenlendiginde

sirastyla,
T 1 -TF (T, +T) x=0, (4.6)
T =T (T,+T) [x=0, T, [ 1,-T*(T,+T,) [x=0 4.7)
elde edilir. Diger taraftan p(0, 0, 0)=0 oldugundan,
P(Te T ) =py (T T, T) T+, (T, T, T) T +05 (T, T, T) T,

olacak sekilde degismeli olmasi gerekmeyen degiskenlerle olusmus p,, p, ve p;

polinomlari bulunabilir. Boylece (4.6) ve (4.7) esitlikleri de kullanilarak,
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p(Ty, T, T3)[|n -T(T, +T3)}X

P (Tl’ T, T3)Tl +P, (le T, T3)T1T2

= |, -T*(T,+T
+p3(T1,T1T2,T3)T3 [ " ( 2t 3)}(

=0

bulunur. Hipotezde p(T,, TT,, T;) ve 1, —T,*(T,+T,) matrisleri tersinir kabul
edildiginden, yukaridaki esitlik kullanilirsa x=0 dolayisiyla N(T1 -T, —T3) = {O}
elde edilir. Boylece Sonug 2.4.3 ten dolay1, T, —T, —T, matrisi tersinir olur. Bu ise

istenen sonugtur. u

T, T, ve T,eC™  karsilikli deSismeli grup tersinir  matrisler olsun.
TLT =T T, -T’T, =TT, + T’T, =T,’T, - T;’T, kosulu altinda, Teorem 4.2.4°
iin bir gesit tersi verilebilir. TT,Ty =TT, -T,’T, =TT, + T/’T, =TT, - T,’T,,
T =TT, T[T, =TT, ve T, T, =TT, kosullari beraber kullandiginda
(-T,-T,)TT,=0,(T,-T,-T;)T,T,=0 ve (T,-T,-T,)T,T, =0 elde edilir.
Burada T,—T,—T, matrisinin tersinir olmasi, T,T,=T;T,=T,T;=0 olmasmna
gotiiriir. Bu kosullar altinda ise, ¢;T, +C,T, +C;T; =, (T, T, + T,T, + T,T;) matrisi

C, T, +¢, T, +C; T; matrisine donisiir.

Teorem 3.4.4° te Liu ve digerlerinin, iki grup tersinir matris i¢in verdikleri sonuca
benzer bir sonug, ii¢ grup tersinir matris i¢in asagida verilmektedir.

Teorem 4.25. ¢, ¢, vec;eC, T, T, ve T, e C™ grup tersinir matrisler olsun.
Eger T,-T,-T, matrisi tersinir ve T,T,=TT,=T,T,=T,T;,=0 Iise,
c, T, +C, T, + ¢, T; matrisi tersinirdir ve

_1_

(CT+eT+4T) = |:(Cl_1 +cy )TITI# + (Cz_l —cy )T3T3# ¢, 1, } (M-T,-T; )_1

bi¢iminde yazilir.
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Ispat. Asagidaki esitlikten ispat direkt goriiliir:

(T +CT, +¢T, )[(cl‘1 +c,”! )TlTl# + (cz‘1 —c,! )T3T3# -, ', }
= (1 +cc,! )Tl + (Clczil —cCy ! )T1T3T3# —¢c, T+ (Czclil + 1)T2T1T1#
+ (l— C,Cy )T2T3T3# ~T,+ <c3cl‘l +C,C, 7" ) TTT + (0302‘1 - 1) T,-cc, T,

:TI_TZ_T3' u

Uyannt 4.2.6. Yukaridaki teoremde ¢, +C,=0 ve c,—-c;=0 Iise, hipoteze

T, T, =T,T;, =T,T, =T,T; =0 kosulunu koymaya gerek yoktur.

Liu ve digerlerinin [36, Theorem 2.3]’ ten esinlenerek verdikleri, Teorem 3.4.5 teki

sonuca benzer bir sonug asagida verilecektir.

Teorem 4.2.7. ¢, C,, C;, I, I, ,€C, T, T,, T, e C™" ve T, T, =T,T, olsun. Eger
C T +6,T, +C Ty + (G + 6,0, ) T T, +(1e, + 1G5 Ty T +(06, +1,65) To T, matrisi

tersinir ise,

N[Tl(ln +rT, +r1T3)]mN[(In +r,T, +r2T3)T2]mN[T3(In +1,T, +r3T2)]={o}

(4.8)
ve

RT (1, 0T +0T) [+ R[ (1L, +6T+6T)T, [+ R[ T (1, +6T,+5T,) |=C"

(4.9)

olur.

Ispat. 1, +1,C,, [,C +1,C; Ve I,C, +1,C; ifadeleri siasiyla, o, @, Ve a; ile

gosterilsin. X eN[ T, (I, +( T, +1T) |AR[(I, + 6T, +6T) T, A X[ T (1, +1T,
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+r,T,)] olsun. Buradan T, (1,+1T,+rTy)x=0, (I, +LT,+5T;)T,x=0 ve
T, ( I,+rT,+5T,)x=0 bulunur. Eger hipotezde tersinir olarak kabul edilen,

T, +¢, T, +C Ty +oy T, +a, T;T, + a3 T3 T, matrisi sagdan X ile ¢arpilirsa,

(T +6 T+ +aTT, +a, [T, + o3 T, T, )X
=T+, +C T+ T T, + LG T T, + Lo T T + 646 Ty T + 6,6, Ty T, + 156, Ty T, ) X
=T, (1, +r T+ )X+ (1, + LT +6Ty) Tox+c Ty (1, + 1T, + 1T, )X

=0

elde edilir. Buradan ¢,T,+c, T, +C; T3+ T, T, + o, Ty T, + o, T; T, matrisinin tersinir
olmasinin bir sonucu olarak X=0 bulunur. Dolayisiyla (4.8) ifadesinin ispati

tamamlanir.

L+ T +CTy+oy T, +a, T3 T, +ay T;T, matrisi tersinir  oldugundan  Teorem
23.4 kullanildiginda, bu matrisin  kompleks eslenik transpozesi, yani
o1, +GT, +GT, +aT, T, +a, T, T, +a@T, T, matrisi de tersinirdir. (4.8)
ifadesinin ispatinda kullanilan yontem bu matrise uygulanirsa asagidaki esitlik

yazilabilir:

N[ (1 BT BT oS T (1, + BT+ 5T) || (1, + 7+ 71) 77|
=1{0}. (4.10)

(4.10) ifadesi sirasiyla Teorem 2.4.7 (ii) sikki ve Teorem 2.2.26 (ii) sikki kullanilarak

diizenlenirse,
(R[T0,+0T 0T |+ R[(1,+ 6T +6T) T, [+ R[ T, (1, +6T,+ r3T2)]}L ={0}

elde edilir. Buradan da (4.9) ifadesinin dogrulugu goriiliir. [
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Asagidaki sonugta Liu ve digerlerinin Teorem 3.4.6° da verdikleri formiiller
kullanilarak bazi kosullar altinda, ¢,T,+c, T, +¢;T;—¢, ('|'1T2+T3T1 +T2T3)

matrisinin tersi verilecektir.

Teorem 4.2.8. ¢, C,, C;eC, ¢, eC, T, T, ve T, e C™ sifirdan farkhi tripotent

matrisler, T, T, -T,’T, =TT, + T,’T, =T’T, - T,°T, =0  kosulunu saglasin.
2 2 2 2 2 2 .

Ayrica (C1+03) -, ,(CI+CZ) —C,” ve (CZ—C3) —C,” swastyla, a, f ve y ile

gosterilsin.

(i) T, tersinir ve a#0 olsun. Eger f=0 ise ¢T,+C,T,+CTy—¢, (T T, +T5T,

+T,T;) veya ¢ T+, T, +¢;Ty +¢y ('I'IT2 +T,T,+T,T;) tersinir olmayan matristir.

Eger p=0 ise, ¢T,+C,T,+¢T,—C,(TT,+T,T,+T,T;) matrisi tersinirdir ve

aﬁ[clTl +teTh+teT—¢ (Tsz + TN +T,T, )]71
— [(cl +6 )T1T22 + C4T22 - 01_10204 (Tsz - T22 ) - 6‘1_1042 (T1T22 - T2 )i|

+p [occl_1 (T1 - '|'1T22 ) +c, T[T+ (01 +c;y— acl_l )TleJ (4.11)
ile verilir.

(i) T, tersinir ve B=0 olsun. Eger y=0 ise ¢T,+C,T,+CT3—C, (T T, +T5T,
+T,T;) veya ¢T,+C,T,+¢Ty+¢, (T T, +T,T,+ T,T;) tersinir olmayan matristir.

Eger y=0 ise, T +CT,+CT,—C,(TT,+T,T,+T,T;) matrisi tersinirdir ve

-1
Py I:clTl +toh+aT—¢ (Tsz + T +T,T; )]

=Bl —C) LT —¢ Ty e, oty (T2 + T )¢, ¢ (T + T, T |
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+ V[ﬁcz_l (Tz _T2T32 ) te LT+ (Cl to, _ﬂcz_l )Tlez] (4.12)

ile verilir.

(iii) Ts tersinir ve a#0 olsun. Eger y=0 ise ¢T,+C,T,+¢T,—¢, (T T, +T5T,
+T,T,) veya ¢T,+¢,T, +¢,Ty+¢, (T T, + T,T,+T,T;) tersinir olmayan matristir.
Eger y=0 ise, ¢T +¢c,T,+cT;—-c, ('I'IT2 +T,T,+T,T;) matrisi tersinirdir ve

=a [(03 —-c, )T3T22 +c, 5T, J + yc3_1 [oc (T3 —T3T22 ) +c, (c1 +c4 )T12 —cc, I3,

—¢ (¢ +¢) TyT + cf'l’l} (4.13)

ile verilir.

Ispat.

(i) T, tersinir ve. a#0 olmak iizere, 6nce S=0 olsun. T, tersinir kabul
edildiginden, T,> =1, olur. Béylece, T °T,-T,’T, =T,’T,+T,’T, =TT, - T,"T,
=0 kosulu, T,-T,’T,=T,’T,+T,°T,=T,—-T,’T,=0 halini alir. T, matrisi
tripotent oldugundan, Teorem 3.3.6 gbz Oniine alindiginda, tersinir bir

SeC™ matrisi icin, A, B, Fe C™ ve rankA =r olmak iizere,

A 0, B C\_, F G)_,
0 0 D E H K

bi¢iminde yazilabilir. T, tripotent ve A tersinir oldugundan, A*=1, olur. T,, T,
ve T, matrisleri, T,-T,’T, =T,T,+T,’T,=T,~T,’T, =0 kosulunda yerlerine

yazilirsa,



oldugundan B = A, C =0 bulunur.

) , Ao T (Fe\, [(F &\ T (AoO
2T, +T.T, =| S s'|s s'+|s s'|s
0 0 H K H K 0 0

I, 0\(F G)., (F G)FA 0)_,
=S s'+s S
0 O)\H K H KJ{HA 0

F G 2
s o1, of PA+GHA 0,
H K HFA+KHA 0

oldugundan G =0, F =—F*A, HFA+KHA =0 eldeedilir.

1

=

) F G, F 6\, [.(B C\_
F 0)., F? 0 \(A 0)_,
=S S'-s S
H K HF+KH K?/\D E
F 0)., F?A 0
=S s'-s
H K HFA +KHA+K’D KZ’E
=0

oldugundan F =F?A, H=HFA+KHA +K?D, K = K?E bulunur.

32
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F=F’A=-F’A=0,G =0 ve T, tripotent oldugundan K matrisi de tripotent olur.

Sonug olarak yukaridaki esitlikler diizenlendiginde,
B=A, C=0F=0,G=0H=0 KD=0, K=K’E (4.14)

bulunur. Buradan

A 0) A 0) 0 0)_,
T =S s, T,=S S ve T,=S S (4.15)
D E 00 0 K

elde edilir. T; sifirdan farkli oldugundan K matrisi de sifirdan farkli olur. Ayrica

T12=| oldugundan, DA =-ED, yani D=-EDA, E2=In_r ve dolayisiyla E

n
tersinir bulunur. Bununla birlikte (4.14) kullanildiginda, E’K =K?E yazilabilir.
Dolayisiyla Teorem 3.4.6 (ii) sikkindan dolayr ¢;K+c,E—c,KE matrisi tersinirdir

ve

(c;K+CE—-C,KE)"
! [(03 +¢)E+,EK+¢! (032 +c50 —c42)(E— EKz)J

al (3 +¢)E+c,EK+¢” [a cl(c3+cl)](E—EK2)}

a 1[ c3+¢ )E+cEK+ac” (E_EKZ)_(C3+01)(E_EK2)}

= o [ ae E+ e EK + (6 ¢ —ac” )EKZJ (4.16)

bigiminde yazilabilir. T, T, ve T; matrislerinin (4.15) ifadesinde elde edilen

degerleri kullanilarak,

¢, +¢,)A—-c,l 0
=S (cr+¢,) 4t s (4.17)
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esitligi yazilabilir. (4.17) ifadesindeki, ¢;K +c,E—c,KE matrisinin tersinir oldugu
ve tersi (4.16) ifadesinde verildiginden, ¢T,+C, T, +C T, —C, (T T, + T, T, + T, Ty)
matrisinin tersinir olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul, (C1 +C2)A—C4Ir matrisinin

tersinir olmasidir. Ayrica,
[(c+c)A=cl, J[(c +c))A+cyl, =4I, (4.18)

oldugundan, eger B=0 ise, (¢ +C,)A—c,l, veya (¢ +c,)A+c,l, tersinir
olmayan matristir. Boylelikle (4.17) esitliginden, ¢, T, +¢, T, +¢;T;—¢, (T1T2 + 15T,
+T,T;) veya T +CT,+CT+c, (TT,+T,T,+T,T;) matrislerinin tersinir

olmadig1 goriiliir. Béylece £ =0 durumu i¢in ispat tamamlanir.

Simdi pB=#0 olsun. (4.18) ifadesinden gorildigi gibi S#0 olmasi,

(¢, +¢,)A—c,l, matrisinin tersinir olmasini saglar ve

[(c+c)A—cyd, | = [(c+e)A+eyl, ] (4.19)

bulunur. (4.17), Teorem 2.3.5, (4.14), (4.16), (4.19) ve D=-EDA birlikte

kullanilirsa,

aplaTreT el —¢(TH+TT+TT)]

[(c1+cz)A—c4Ir]_l

=aff S
(5K +GE-¢,KE) ' (¢,D—¢,DA)[ (¢, +¢,)A—cyl, |
0
S*l
(c3K+clE—C4KE)_1}
. al(c +¢,)A+cyl, |

—[acflE+c4EK o+ —occ;l)EKZ}(ch—%DA)[(cl +6)A+cl, ]
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0
B [acl_lE +c,EK + (cl ey —ac ) EKzﬂSl

a(c +¢) ) A+acyl,
~a(ED+¢'e,D)[ (¢ +¢;) A+cyl, ]

0
ﬂ[acl_1E+c4EK +(c1 +c4 —acll)EKz}JSI

a(c +¢,)A+ac,l,
=S ( -l -2
a((c,+¢,)D—¢ ce,DA—¢ ¢, D)

0
S—l
ﬁ[acllE+c4EK+(cl+c3acll)EKzﬂ
A 0 1. 0 _ 0 O _ 0 O
=S{a[(cl+cz)(D Oj+c4(0r Oj—cl ICZC“(DA OJ_CI 1C42(D Oﬂ

00 0 0 0 0
. ﬂ|:acl—l(0 EJ+C4(0 EKJ+<CI+C3—0£CI_1)(O EKZH}SI (4.20)

bulunur. Ayrica,

A 0
TT,”=S s, 4.21
o4 ) 0z
)
T2=8| ' s, 4.22
2 (o oj (4.22)
0 0
Tsz—Tf:S(DA OJS‘I, (4.23)

0 0
T1T22_T2:S( jS‘l, (4.24)
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0 0
TI—T1T22=S(O EJS‘I, (4.25)
0 0)_,
T ;=S 0 EK s, (4.26)
2 0 0 -1
TT" =S 0 EKZ ST, (4.27)

esitlikleri yazilabilir. (4.21)—(4.27) ifadeleri (4.20) ifadesinde yerlerine yazilirsa,
(4.11) elde edilir. Boylece (i) sikkinin ispati tamamlanar.

(i) T, tersinir ve f#0 olmak iizere, dnce y=0 olsun. T, tersinir kabul
edildiginden, T, =1, olur. Béylece, T °T,-T,°T,=T,”T,+T,°T, =TT, - T,"T,
=0 kosulu, T’T,-T,=T,+T,°T,=TT,-T,°T, =0 halini alir. T, tripotent
oldugundan, Teorem 3.3.6 gbz Online alindiginda, tersinir  bir

SeC™ matrisi icin, A, B, Fe C™ ve rankA =r olmak iizere,

A 0)_, B C)_, F G)_,
T,=S S, T,=S S ve T, =S S
0 0 D E H K

bigiminde yazilabilir. T; tripotent ve A tersinir oldugundan, A? = I, olur. Dikkat

edilirse (1) sikkindaki T;, T, ve T3 matrisleri rolleri kendi aralarinda

degistirmektedir.

T, T,veT, matrisleri, T T,-T,=T,+T,’T,=T°T,-T,°T,=0 kosulunda

yerlerine yazilirsa,

) A0y, [ (A0 T (B C,
T =S| JsTHS| ) ST s gl
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oldugundan B =—-A, C =0 bulunur.

, ) F G\ (A 0, A0 T (F G\,
WLl STt oSSl oSt Sly kS
F G)YFA 0\ _, (1, 0
=S s_s
H KJ\HA 0 0 0

F’A+GHA 0 Sl g F G
HFA+KHA 0

S

0

oldugundan F =F?A, G =0, HF + KH =0 elde edilir.

, F o), '.(-A 0\, (F 0)_,
T2T,-T,=|S s'|s s'-s S
H K D E H K
F~ 0 ) -A 0)_, F 0)
=S s'-s S
o K2\ D E H K

-F°A 0 | _, F 0)
=S S-S S
K’D KZ’E H K

oldugundan F = —F?A, H=K?’D, K = K’E bulunur.

F=F’A=-F’A=0,G=0 ve T, tripotent oldugundan K matrisi de tripotent olur.

Sonug olarak yukaridaki esitlikler diizenlendiginde,
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B=-A, C=0,F=0,G=0 H=0, KD=0, K=K’E (4.28)

bulunur. Buradan

0 0) “A 0)_, A 0)
T, =S s T,=5 S ve T, =S S (4.29)
0 K D E 00

elde edilir. T, sifirdan farkli oldugundan, K matrisi de sifirdan farkli olur. Ayrica
T,> =1, oldugundan, DA =ED, yani D=EDA, E* =1, ve dolayisiyla E tersinir

bulunur. Bununla birlikte (4.28) kullanildiginda, E’K = K?E yazilabilir. Dolayisiyla

Teorem 3.4.6 (ii) sikkina gore, ¢, K +¢,E—c,KE matrisi tersinirdir ve

(cK+c,E—c,KE)"

= ﬂ_l |:(c1 +02)E+C4EK +Cz_1 (012 +cc,y —c42>(E— EK? )J

B (¢ +¢,)E+,EK+ fie,” (E—EKz)—(cﬁcm)(E—EKzﬂ

I
B 1{ 6 +6y)E+eEK+o, [ f- C2(cl+cz)](E_EK2)}
[

= 7] e, "B+ e, EK 4 1+c2—/3c2—1)EK2] (4.30)

bigiminde yazilabilir. T, T, ve T; matrislerinin (4.29) ifadesinde elde edilen

degerleri kullanilarak,

CTi+C T+ Ty —¢, (T + T, T, +T,Ty)

_s (—c, +¢3)A+c,l, 0 gl (4.31)
¢,D-c,DA ¢,K+c,E—c,KE '

esitligi yazilabilir. (4.31) ifadesindeki ¢,K +c,E —c,KE matrisinin tersinir oldugu ve

tersi (4.30) ifadesinde verildiginden, c¢,T,+C,T,+¢c;T;—cC, ('I'lT2 +T,T+T,T;)
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matrisinin tersinir olmasi igin gerekli ve yeterli kosul, (—C2 +C3)A+C4I . Mmatrisinin

tersinir olmasidir. Ayrica,
[(—c,+cy)A+cyd, [(—c, +c5)A—cyl, |=1, (4.32)

oldugundan, eger y=0 ise, (—C,+C;)A+c,l, veya (—C,+Cy)A—cyl, tersinir
olmayan matristir. Boylelikle (4.31) esitliginden, ¢,T, +C, T, +C;T; —C, (T, T, + T T,
+T,T;) veya ¢T+cT,+cTy+c, ('I'lT2 +T,T,+T,T;) matrislerinin tersinir

olmadigi goriiliir. Béylece y =0 durumu igin ispat tamamlanir.

Simdi y#0 olsun. (4.32) ifadesinden goriildiigli gibi  y#0 olmasi,

(¢, +¢;) A+c,l, matrisinin tersinir olmasini saglar ve

':(—C2 +C3)A+C4Ir]_1 =y I:(—c2 +c3)A—c4|r] (4.33)

bulunur. (4.31), Teorem 2.3.5, (4.28), (4.30), (4.33) ve D=EDA birlikte

kullanilirsa,

-1
Py [ClTl +o T +aT—¢ (Tsz + TN +T, T, )]

[(-c, +c3)A+c4|,]_1

= pyS
~(cK+,E~C,KE) ™ (c,D~¢,DA)[(~C, +C5) A+, ]71
0
S—l
(clK+czE—c4KE)1}
< Bl(—c,+¢5)A-c,l, |

—[ﬁcz—1E+c4EK +(c1 +c, —ﬁcz—l)EKﬂ(cp-cpA)[(-c2 +C3)A=c,l, |

0
y[ﬂc2—1E+c4EK e+ - ,Bc21)EK2ﬂ81
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I Bl(-¢,+¢5)A—c,l, ]
—ﬁ(ED—cz_IC4D)[(_Cz +C3)A—C4Ir]

0
y[ﬁc;lE +EK +( +c, —ﬂczl)EKZﬂSl

—p(c, —c5) A= fc,l,
=S -1. 2 -1
ﬂ[(CQ—C3)D—C2 c, D+c, C3C4DA}
0
y[ﬁcz—lE +c,EK +(C1 +c, —ﬁCz_l)EKZJ

s A0y (I, 0 , (0 0y _, ,(0 0
=SVl (Q=G)l g )% g o)t %%{pa o) = % (Db o
00y (0 0 0 o0
”{/’) cz_l[o EJ+C4(O EKJ+(Cl+cz_ﬁcz_l)[o EKZH}SI 439

bulunur. Ayrica,

S—l

T = S{_DA 8)8‘1, (4.35)

T.? S[‘é 8}8‘1, (4.36)

T +T,T, = s[DOA gjs—l, (4.37)
T,+T,T,° = s(g 8)5—1, (4.38)

00
T2—T2T32:s[o Js—l, (4.39)
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s/ %ls
2’1759 EK ' (4.40)
0 0
T,T>=S , 8™ (4.41)
0 EK

esitlikleri yazilabilir. (4.35)—(4.41) ifadeleri (4.34) ifadesinde yerlerine yazilirsa,
(4.12) elde edilir. Boylece (i1) sikkinin ispati tamamlanir.

(iii) T; tersinir ve a#0 olmak {iizere, 6nce y=0 olsun. T; tersinir kabul
edildiginden, Ty* =1, olur. Béylece, T T,-T,°T,=T,’T,+T,"T, =TT, - T;T,
=0 kosulu, T’T,-T,°T,=T,"T;+T,=T’T,~T, =0 halini alir. T, tripotent
oldugundan, @ Teorem  3.3.6 goz Oniine alindiginda, tersinir  bir

SeC™ matrisi icin, A, B, Fe C™ ve rankA =r olmak iizere,

A 0) B C)_, F G,
T, =S s, T,=S S ve T,=S S
00 D E H K

bi¢iminde yazilabilir. Dikkat edilirse, buradaki T;, T, ve T3 matrisleri (i) sikkinin

ispatinda kullanilan matrisler ile ayni bigimdedir, fakat burada tersinir olan T3
matrisidir. T, T,ve T, matrisleri, T°T, -T,°T,=T,"T,+T, =T T,-T, =0

kosulunda yerlerine yazilirsa,

) ) B C\ (Ao, [ (A0 T. (B C\

T T, -T,°T, =| S s'|s s'-|s s'|s S
D E 00 00 D E

B BA 0) , (A 0)AB AC)_,
S-S S

D DA 0 o ojl0o o

2 2

(BA+CDA ojsl S[AB A(:JS_l

DBA+EDA 0 0 0

S

S
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oldugundan C =0, B =B*A, DB +ED =0 bulunur.

oldugundan F =-A, G =0 elde edilir.

) B Cc\ ,.(F G\ _, (B C\_
T°T,-T,=|S s'|s s'-s S
D E H K D E
B> 0|-A 0)., (B 0)_,
=S s'-s S
o E/\H K D E

-B°A 0 )., (B 0)_,
=S s'-s S

E’H E’K

oldugundan B =—-B*A, E*H =D, E’K =E bulunur.

B=B?’A=-B?A=0,C=0 ve T, tripotent oldugundan E matrisi de tripotent olur.

Sonug olarak yukaridaki esitlikler diizenlendiginde,
B=0,C=0,D=0,F=-A, G=0, EH=0, E’K=E (4.42)

bulunur. Buradan
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0 0)_, A 0)_, A 0\,
T =S S\ T,=5 S ve T,=S S (4.43)
0 E 00 H K

elde edilir. T, sifirdan farkli oldugundan E matrisi de sifirdan farkli olur. Ayrica
T,> =1, oldugundan, HA=KH, yani H=KHA, K> =1, ve dolayisiyla K

tersinir bulunur. Bununla birlikte (4.42) kullanildiginda, E’K =K?E yazilabilir.
Dolayistyla Teorem 3.4.6 (i) sikki kullanildiginda, c¢;K+c,E—-c,KE matrisinin

tersinir oldugu ve

(c;K+¢E—c,KE) "
—a! [((;3 +6)K+¢E ey e, (B2 —KE) +¢y'e,? (E-KE? )+, (¢ +exey

< )(kke)

= oz_1c3_1 |:C32 K+cyeK+cyey E +cc,E* —¢c,KE+¢,’E—¢,”KE? + ¢ K

+56K —C,"K — ¢ KE? — 6 KE” + ¢, KE” |

4 _(C32 +2C5¢, + ¢ _c42)K +¢4(c4 +Cl)E2 6,6, KE—, (¢, +CI)KE2
=00 C
3 +¢,’E
=a'e; [ aK ey (e +¢) B> —i0)KE—¢; (¢ +¢, ) KE +¢, E | (4.44)

oldugu gorilir. T, T, ve T; matrislerinin (4.43) ifadesinde elde edilen degerleri

kullanilarak,

c,—C JA+c,l 0
=S (C2=cs)Ateyl, s (4.45)

esitligi yazilabilir. (4.45) ifadesindeki ¢;K +¢,E—C,KE matrisinin tersinir oldugu ve

tersi (4.44) ifadesinde verildiginden, ¢,T,+¢C,T,+C;T;+¢, ('I'IT2 +T5T, +T2T3)
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matrisinin tersinir olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul, (02 —C3)A+C4IIr matrisinin

tersinir olmasidir. Ayrica,
[(c,—cs)A+cyl, |[(c,—c5)A—c,l, =71, (4.46)

oldugundan, eger y=0 ise, (C,—Cy)A+c,l, veya (c,—c;)A—c,l, tersinir
olmayan matristir. Boylelikle (4.45) esitliginden, ¢ T, +C, T, +C; T, —C, (T T, + T, T,
+T,T;) veya ¢T+cT,+cTy+c, ('I'lT2 +T,T,+T,T;) matrislerinin tersinir

olmadigi goriiliir. Béylece y =0 durumu igin ispat tamamlanir.

Simdi y=#0 olsun. (4.46) ifadesinden goriildiigii gibi y#0 olmasi,

(¢, —¢;) A+c,l, matrisinin tersinir olmasini saglar ve

[( _C3)A+C4|r] —J’_l[ ,—Cy)A— C4|r] (4.47)

bulunur. (4.45), Teorem 2.3.5, (4.42), (4.44), (4.47) ve H=KHA Dbirlikte

kullanilirsa,

wlaT +aT+aT—¢(TL+TT+TT)]

-1
c, —C;)A+c,l 0
=ayS [( 2 3) * r] » s
—(cK+CE-¢,KE) " ciH[ (¢, —¢;)A+cyl, | (csK+GE-¢,KE)™
. al(c,—c;)A—cyl, ]

_|:aK+C4(C‘3+CI)E2—clc4KE—cl(c3+Cl)KE2+C4 :|H|: C3 A c4|r:|
0
yes [aK ¢y (e3+¢ ) E* —cie, KE—¢, (5 +¢, ) KE? +c42EJ

-1



45

0
oK +¢,(c5+¢) E? clc4KE] s

—¢,(cy +¢, ) KE? +¢,’E

A 0 -1, 0 4l (00 0 0
:S{O{(%_%)( H Oj+c4(HA Oj}‘yca {0{0 Kj+c4(cl+ca)[0 EZJ
—C,C 0 0 —c, (¢ +¢) o 90 +c,’ 00 s (4.48)

elde edilir. Ayrica,

a(c, —cy)A—acyl,
—a(C, —C3)H+ac,HA  yc;

A 0
T3T22=S{H OJS‘I, (4.49)
_Ir 0 -1
TL=S| o5 (4.50)
0 0
T3_T3T22:S(0 st_l, (4.51)
2 0 0 -1
1" =S 0 E S (4.52)
0 0
T3T1=S[O KE)S‘H (4.53)
2 0 0 -1
T,T2=S 0 ke s, (4.54)

esitlikleri yazilabilir. (4.49)—(4.54) ifadeleri (4.48) ifadesinde yerlerine yazilirsa

(4.13) elde edilir. Boylece Teorem 4.2.8’ in ispati tamamlanmistir. |
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Not 4.2.9. Liu ve digerlerinin, Teorem 3.4.6 (ii) sikkinda,

[(c1 + C, )2 —cf}(c{l’l +¢,T, —¢TT, )_1

olarak verdikleri formiilde hata wvardir. Yukaridaki teoremde bu formul

[(c1 +C, )2 —cf}(clTl +c, T, —¢TT, )71

=(¢,+¢,) T, +¢; T, T +¢, ™ (cl2 +C,C, —C5° )(T2 ~T,T? )
seklinde diizeltilerek kullanilmistir.
Eger yukaridaki teoremde C,=0 secilirse, asagidaki sonu¢ elde edilir.

Sonu¢ 4.2.10. ¢,c,vec;eC, T, T,veT,eC™ sifirdan farkli tripotent

matrisleri, T°T, -T,°T, =T,°T, + T,"T, = T"T, - T,°T, =0 kosulunu saglasin.

(i) T, matrisi tersinir, ¢, +¢; #0 ve ¢, +c, =0 ise,

-1 1 C c
C C, +¢C, C, +GC;

(if) T, matrisi tersinir, ¢, +c, #0 ve ¢, —Cy; #0 ise,

G

11
(¢ T +c,T, +¢Ty) :C—TZ(In -

C
T2+ —2 Tfj,
2 C, -G
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(iif) T, matrisi tersinir, ¢, +¢; #0 ve ¢, —c; #0 ise,

-1 1 c C
(cT+cT,+6T) =—T| 1, - ——T?-—2-T,°
171 272 373 31 °n 1 2

esitlikleri saglanir.

Asagidaki teorem, ¢, T, +c,T,+C;T;—c,(T,T, + T;T, +T,T;) matrisinin tersinin
(T + TATy, (T + TH)T, ve (Ti? + T,A)Ts matrislerinin veya Ty(T,> + T3%),
To(T + T3 ve Ty(T1% + T,%) matrislerinin benzer bilesimleriyle iliskili oldugunu

gostermektedir.

Teorem 4.2.12. ¢, ¢, vec; €C', T, T, ve T, € C™ tripotent matrisler olsun. Bu

durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir:
0 6T T (7 (1 (1

+('I'12 +T32)T2T3 + (le +T22)T3T1} tersinirdir,

(i) 6T (T2 + T )+ o (TP + T ) + o (T2 4 T7) -, [ T (T2 + T22)

AT (T2 T2+ LT (T2 + T )] tersinirdir,

(ii)) ¢ T+, T, +CT, -, (T, + T, T, + T,T;) ve 1, -T?-T,> - T, tersinirdir.

Ispat. ifadeler asagidaki hesaplamalardan kolayca goriiliir:

(In - T _T32>[C1T1 +C T, +G T3 —¢y (T1T2 + LT +T,T, )]

- _{Cl (TZZ " T32)T1 TG (T12 * T32)T2 +G <T12 + Tzz)Ta —Cy [(Tzz +T5° )Tsz



Ve

)

[ClTl +GT+GT -6 (TL+ LT+ T T, )J('n -T7-T,? —T32)

o (1T () e (14 T) T (1

+T,T, (T]2 + T, ) +T,T, (le LT, )}}
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BOLUM 5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu c¢alisma {i¢ ana boliimden olusmaktadir. Bolim 1° de ¢alismanin igerdigi
kavramlarin kullanim alanlar1 hakkinda bilgi verilmektedir. Boliim 2’ de, ¢alismada
kullanilacak olan temel bazi gosterimler, tanimlar, ozellikler ve ispati olmaksizin

bazi teoremler verilmektedir.

Bolim 3” te, grup tersinir matrisler ve tripotent matrisler iizerinde durulmaktadir.
Ayrica, Bolim 3’ te ¢, ¢, sifirdan farkli kompleks sayilar, T, ve T, nxn boyutlu
tripotent matrisler olmak {tizere, T=cT, +¢,T,—c;T|T, bilesiminin tersinirligi
problemi ile ilgili Liu ve digerlerinin yaptig1 calismadaki [22] sonuglara ispatsiz

olarak yer verilmektedir.

Boliim 4’ te, Liu ve digerlerinin [22] ¢alismasindan esinlenerek, onlarin iki grup

tersinir ve iki tripotent matrisin bazi bilesimlerinin tersinirligi ig¢in vermis olduklari
teoremlere benzer sekilde, ti¢ grup tersinir ve ii¢ tripotent matris ig¢in sonuglar
verilmektedir. Verilen sonuglar bu baglamda [22] c¢alismasinin tim teorem ve

sonuglarini genisletmektedir.

Ornegin, bagka herhangi bir 6n sarti bozmaksizin T, =0 alindiginda, Teorem 4.2.1,
Teorem 3.4.12° ¢; Teorem 4.2.5, Teorem 3.4.4° ¢; Teorem 4.2.7, Teorem 3.4.5° ¢;
Teorem 4.2.8, Teorem 3.4.6° ya; Sonu¢ 4.2.10, Sonug 3.4.7° ye; Teorem 4.2.12,

Teorem 3.4.8’ e doniisiir.

Sonug olarak, bu c¢alismada ti¢ grup tersinir matrisin ve ¢ tripotent matrisin
bazi Dbilesimlerinin tersinirligi ile ilgili sonuglar ortaya koyulmaktadir.

Ayrica ¢}, C, ve ¢; sifirdan farkli kompleks sayilar, T,, T, ve T; nxn

boyutlu tripotent matrisler olmak iizere, baz1 O6zel kosullar altinda,
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T=cT+c,T,+cT;—-¢, (TlT2 +T,T,+T,T;) bilesiminin tersi i¢in formiiller

verilmektedir.

Dikkat edilirse, bu ¢alismada belirli sayida grup tersinir matrisin ve belirli sayida
tripotent matrisin belli tipteki bilesiminin tersinirligi tizerinde durulmakta ve bazi
sonuclar elde edilmektedir. Bundan sonra bu sonuglart bahsi gegen tipte; k-potent
matrisler i¢in nasil sekillenecegi, n adet matris i¢in genellestirme veya bu bilesimin
hangi kosullar altinda yine 6zel tipli bir matris olacagi problemleri v.b. iizerinde

calisilabilir.
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