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SİMGELER VE KISALTMALAR LİSTESİ 
   

 

                                                  
|a b  : a , b  yi böler. 

|a b  : a , b  yi bölmez. 

  : Çarpım sembolü 

  : Toplam sembolü 

( , )a b  : a  ile b  nin ortak böleni 

 

(mod )a b m
 

: a  nın m  ile bölümünden kalan b  dir. 
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ÖZET 
 
 
 

Anahtar kelimeler: Fibonacci sayıları, Lucas sayıları, Binet formülü, Fibonacci 
serileri, Lucas serileri, Fibonacci toplamları, Lucas toplamları. 
 
Bu çalışmada Fibonacci ve Lucas sayılarını içeren seriler ile Fibonacci ve Lucas 
sayılarını içeren toplamlar ele alındı. 1. bölümde Fibonacci ve Lucas sayılarıyla ilgili 
temel tanım ve teoremler verildi. 2. bölümde Fibonacci ve Lucas sayılarını içeren 
seriler ele alındı. Son bölümde ise Fibonacci ve Lucas sayılarını içeren toplamlar ele 

alındı. Buradaki toplamlar genellikle 
1 1

,
n n

j n j j n j
j j

jF L jL L 
 
   ve bunlara benzer olan 

toplamlardır.  
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FIBONACCI AND LUCAS SERIES 
 

 

SUMMARY 
 

 
Key Words: Fibonacci numbers, Lucas numbers, Binet’s Formula, Fibonacci series, 

Lucas series, Fibonacci sums, Lucas sums. 

  In this thesis, series and summation involving Fibonacci and Lucas numbers are 
examined. Fundamental definitions and theorems concerning with the Fibonacci and 
Lucas numbers are given in the first chapter. 
  Series involving Fibonacci and Lucas numbers are considered in the second 
chapter. 
  The last chapter are devoted to the summations involving Fibonacci and Lucas 

numbers. The summations considered are usually of the form 
1

n

j n j
j

jF L 

  and 

1

n

j n j
j

jL L 

 . Moreover similar summations are examined in this last chapter. 

  

 

 

 



 

 
 
BÖLÜM 1. GİRİŞ 
 
 
 

1.1. Temel Tanımlar ve Teoremler 

 

Bu bölümde, diğer bölümlerde kullanacağımız temel tanımlar ve teoremler 

verilecektir. 

 

Birinci Tümevarım İlkesi: Her n  doğal sayısı için ( )P n  bir önerme olsun. 

a) (1)P  doğru olsun. 

b) ( )P n  doğru iken ( 1)P n   de doğru olsun.  

Bu takdirde her n  için ( )P n  doğrudur. 

 

İkinci Tümevarım İlkesi: Her n  doğal sayısı için ( )P n  bir önerme olsun. 

a) (1)P  doğru olsun. 

b) 1 k n   olmak üzere ( )P k  doğru iken ( 1)P n   de doğru olsun.  

Bu taktirde her n  için ( )P n  doğrudur. 

 

Tanım 1.1: 1 1F  , 2 1F   ve 3n   için 1 2n n nF F F    biçiminde tanımlanan  nF  

dizisine Fibonacci Dizisi ve nF  sayılarına da Fibonacci Sayıları denir. Dizinin 

terimleri 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, … biçimindedir. 

 

Teorem 1.1.1:  

1n   ise  1, 1n nF F    dir  1 . 

İspat: İspatı birinci tümevarım ilkesine göre yapacağız. 

1 2 1F F   olduğundan iddia 1n   için doğrudur. Şimdi iddianın n  için doğru 

olduğunu kabul edelim. Yani,  1, 1n nF F    ve  1 2,n nF F d    olsun. Dolayısıyla 
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1nd F   ve 2nd F   yazılabilir. Bu ise 2 1n nd F F   olduğunu gösterir. 

2 1n n nF F F    olduğu kullanılırsa nd F  bulunur. Bu ise 1d   olduğunu gösterir. 

 

Önerme 1.1.1: Her m  ve n  doğal sayıları için 1 1m n m n m nF F F F F     dir 1 . 

İspat: m  herhangi bir doğal sayı olmak üzere her n  doğal sayısı için ifadenin doğru 

olduğunu göstermek yeterlidir. Bunun için de ikinci tümevarım ilkesi kullanılacaktır. 

1 2 1F F   olduğundan 1 1 1 2m m mF F F F F    olduğu açıktır. 1 k n   için iddia 

doğru, yani 1 1m k m k m kF F F F F     olsun. Dolayısıyla,  

1 1m n m n m nF F F F F     

ve 

1 1 1m n m n m nF F F F F      

olur. Taraf tarafa toplama yapılırsa, 

   1 1 1 1 1 1 1 2m n m n m n m n n m n n m n m nF F F F F F F F F F F F F                  

elde edilir. Şu halde iddia 1n   için de doğrudur. İkinci tümevarım ilkesine göre 

önerme her n  doğal sayısı için doğrudur. 

 

Önerme 1.1.2:  Herhangi pozitif n ve k  tamsayıları için, 

 1 1 1 n
n n k n n k kF F F F F       

dir  1 . 

 

İspat: Birinci tümevarım yöntemi ile gösterelim. 

1n   için, 1 1 0 1 1n n k n n k k k kF F F F F F F F F          olduğundan ifade doğrudur. 

Şimdi 1n   olan tamsayılar için, 

 1 1 1 n
n n k n n k kF F F F F       olduğunu farzedelim. Sonra 1n  için doğruluğuna 

bakalım. 

   

 
   

1 1 1 1

1 1

1 1

1 1

11 1

n n k n n k n n k n k n k n n

n n k n n k n k n n k n

n n k n k n

n k n n n k

n n
k k

F F F F F F F F F F
F F F F F F F F
F F F F
F F F F

F F
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dır. Bu durum 1n  için de ifadenin doğruluğunu gösterir. Dolayısıyla verilen ifade 

tüm pozitif n  ve k  tamsayıları için doğrudur. 

 

Teorem 1.1.2: 1m   ve 1n   ise m mnF F  dir  1 . 

İspat: m  keyfi fakat sabit bir doğal sayı olmak üzere tümevarımla her n  doğal 

sayısı için m mnF F  olduğunu gösterelim. 1n   ise iddia doğrudur. İddia n  için doğru, 

yani m mnF F  olsun. ( 1) 1 1m n mn m mn m mn mF F F F F F       ve m mnF F  olduğu 

kullanılırsa, ( 1)m m nF F   elde edilir. Şu halde 1n   için de iddia doğrudur. Dolayısıyla 

her n  doğal sayısı için iddia doğru olur. 

 

Önerme 1.1.3:  

a)    ,,m n m nF F F   

b) 3 m n   olsun. m nF F  olması için gerekli ve yeterli şart m n  olmasıdır. 

İspat: Bakınız  1 . 

 

Teorem 1.1.3 (Binet Formülü): nF  Fibonacci sayıları, 1n   için,  

1 1 5 1 5
2 25

n n

nF
          
     

 

şeklindedir  1 . 

İspat: 1 5
2


   ve 1 5
2


   olsun. 

2 1     ve 2 1    olduğunu görmek kolaydır. Bu denklemler sırayla n  ve n  

ile çarpılırsa, 
2 1n n n       

ve 
2 1n n n       

elde edilir. Buradan, 
2 2 1 1n n n n n n            

ve böylece, 
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2 2 1 1n n n n n n        
 

   
 

elde edilir. 
n n

nH
 




 

olsun. Bu durumda, her 1n   için 2 1n n nH H H    olur. 1   ve 5   

olduğu dikkate alınırsa, 1 1H   ve 2 1H      elde edilir. Buradan da, 

2 1n n nH H H    olduğu dikkate alınırsa, 

1 1 5 1 5
2 25

n nn n

n nF H
                        

 

elde edilir. 

 

Önerme 1.1.4: nF  Fibonacci sayıları olsun. 

2 2
2 2 2n n nF F F    

dir  1 . 

İspat: 1    olduğu kullanılırsa,  

 

2 22 2 2( 2) 2( 2) 2 2
2 2

2 2

n n n n n n n n

n nF F
   



           
            

 

ve buradan, 

   

   
  

2 22( 2) 2( 2) 2 2 2( 2) 2( 2) 2 2

2 4 2 2 2 2 2 2 2 4

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

n n n n n n n n

n n n n

n n

n n

   

   

 

 

            

      

      

    

 

olduğu kullanılırsa, 

   
 

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 22 1

n n n n

n n n nF F F F
   

  

      
          

 

elde edilir. 

 

Önerme 1.1.5: nF  Fibonacci sayıları olsun. 
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2
2 2 1 2 1 1n n nF F F    dir  1 . 

İspat: 2 2 3    ve 1    olduğu kullanılırsa, 

    
     

2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1

2 1 2 14 4 2 2

4 4 2 2 4 4 4 4 2

22 2
2

2

1 1
5 5

1 5
5
1 1 15 2 2( )
5 5 5

5

n n n n

n n

n nn n

n n n n n n n

n n

n

F F

F

   

 

 

     
    

  

         

               

  
  
 

 

elde edilir. 

 

Teorem 1.1.4: 2
1

1
n

k n
k
F F 



   dir 1 . 

İspat: Tümevarım ile gösterelim. 

1n   için 1 3 1F F  , 1 1F   ve 3 2F   olduğundan iddia doğrudur. 

n  için 2
1

1
n

k n
k
F F 



   eşitliği doğru olsun. Buradan, 

1

1 2 1
1 1

1
n n

k k n n n
k k
F F F F F



  
 

       bulunur. 

Böylece 1n   içinde iddia doğru olduğundan ispat biter. 

 

Teorem 1.1.5: 2 1 2
1

n

k n
k
F F



  dir 1 . 

İspat: Tümevarımla yapılacaktır. 

1n   için 1 2F F  bulunur. Dolayısıyla iddia doğrudur. 

n  için 2 1 2
1

n

k n
k
F F



  olsun.  

1

2 1 2 1 2( 1) 1 2 2 1 2 2
1 1

n n

k k n n n n
k k
F F F F F F



     
 

       olduğundan ispat biter. 

 

Teorem 1.1.6: 2 2 1
1

1
n

k n
k
F F 



   dir 1 .  
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İspat: 1n   için 2 3 1F F   dir. 2 1F   ve 3 2F   olduğundan iddia doğrudur. 

n  için 2 2 1
1

1
n

k n
k
F F 



   olsun. 

1

2 2 2 2 2 1 2 2 2 3
1 1

1 1
n n

k k n n n n
k k
F F F F F F



   
 

         

olduğundan ispat biter. 

 

Teorem 1.1.7: 2
1

1

n

k n n
k
F F F 



  dir 1 . 

İspat: 1n   için 2
1 1 2F FF  olduğundan iddia doğrudur. 

n  için 2
1

1

n

k n n
k
F F F 



  olsun. Buradan, 

 
1

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 2

1 1

n n

k k n n n n n n n n n
k k
F F F F F F F F F F F



      
 

         

bulunur. 

 

Teorem 1.1.8: Her 2n   için   12
1 1 1 n

n n nF F F 
     eşitliği doğrudur 1 . 

İspat: İddianın 1n   için doğru olduğunu görmek kolaydır. Şimdi iddia n  için 

doğru yani 2 1
1 1 ( 1)nn n nF F F 

     olsun. 

Bu durumda, 

 
  
 

    
 

 

2 2 2 2
1 2 1 1 1 1

2
1 1 1 1

2
1 1 1 1

1 1 1

1

1

1

1

0 1

1

n n n n n n n n n n n

n
n n n n n

n
n n n n n

n
n n n n

n
n

n

F F F F F F F F F F F

F F F F F

F F F F F

F F F F

F

     

   

   

  



      

    

    

    

   

 

 

yazılabilir. Dolayısıyla 2
1 2 ( 1)nn n nF F F     olur. Bu ise iddianın 1n   için de doğru 

olduğunu gösterir. Birinci tümevarım ilkesine göre iddia her 2n   doğal sayısı için 

doğrudur. 
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Tanım 1.2: 1 1L  , 2 3L   ve 3n   için 1 2n n nL L L    biçiminde tanımlanan 

tamsayılara Lucas Sayıları denir. Bu sayılar sırasıyla 1,3,4,7,11,18,29,47,...  

biçimindedir. 

 

Teorem 1.1.9 (Binet Formülü): Her 1n  , 1 5
2




  ve 1 5
2




  olmak üzere 

n n
nL      

dir  1 . 

İspat: n n
nK     olsun. Buradan, 

1 1K      ve 2 2
2 1 1 3K            olur. Ayrıca 3n   için 

2 1    ve 2 1    olduğu kullanılırsa, 

   

1 1 2 2
1 2

2 2

2 2 2 2

1 1

n n n n
n n

n n

n n

n n

n

K K

K

   

   

   

 

   
 

 

 

    

   

 

 


 

elde edilir. 1 11L K   ve 2 23L K   olduğundan nL  ve nK  dizilerinin tanımı da 

dikkate alınırsa, her 1n   için, 

1 5 1 5
2 2

n n

n n
n nL K  

    
          

   
 

elde edilir. 

 

Önerme 1.1.6: Her 2n   için 1 1n n nL F F    bağıntısı doğrudur 1 . 

İspat: 21 5    ve 21 5     olduğundan, 
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1 1 1 1
1 1

1 2 1 2

1 1

1 1
5 5

1 1 1
5

1 5 5
5

n n n n
n n

n n

n n

n n

n

F F

L

   

   

   

 

   
 

 

 

    

   

  

 


 

bulunur. 

 

Teorem 1.1.10: Aşağıdakiler doğrudur. 

a) 2 m n m n n mF F L F L    

b)  2 25 4 1 n
n nL F    

c) 2n   ise  2
1 1 5 1 n

n n nL L L     

d) nF ile nL  aynı anda çift tamsayıdır veya aynı anda tek tamsayıdır. Ayrıca n  tek ise 

 , 1n nF L   ve n  çift ise  , 2n nF L   

e)  1 1 1 25 1 j
j n j n n jF F L L        dir 1 . 

 

Teorem 1.1.11: 2n n nF F L  dir 1 . 

İspat:  
2 2

2

n n n n
n n

n n nF L F   
 

   
  

      
 

bulunur. 

 

Teorem 1.1.12: 2n   için 1 1 5n n nL L F    dir 1 . 

İspat:    1 1 1 1 1 2 1 2
1 1 1 1n n n n n n

n nL L             
           dir. 

Buradan, 2 1 5    ve 2 1 5     olduğu kullanılırsa, 

 

   1 1
1 1

5
5 5 5 5

5

n n
n n n n

n n nL L F
 

      
 


        

bulunur.  



 

 
 
BÖLÜM 2. FIBONACCI VE LUCAS SERİLERİ 
 
 
 

Aşağıdaki bazı teoremlerde şu toplam formülleri kullanılacaktır. Bu formüllerin 

ispatı birinci tümevarım ilkesiyle yapılır. 

 

     

     

     

1 1 1
1

2 1 2 1 2
1

3 1 2 3 1 2 3
1

4 1 2 3 4 1 2 3 4
1

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

n

k k n
k
n

k k n n
k
n

k k n n n
k
n

k k n n n n
k

a a a a

a a a a a a

a a a a a a a a

a a a a a a a a a a

 


  


   


    


  

    

      

        









 

 

Teorem 2.1.1: ( )na  bir reel sayı dizisi olmak üzere 
0

n
n
a




  serisi verilsin. 

1lim n
n

n

ar
a



  

olsun. Eğer, 

1) 1r   ise seri yakınsaktır. 

2) 1r  ise seri ıraksaktır. 

3) 1r  ise serinin karakteri hakkında bir şey söylenemez 4 . 

 

Teorem 2.1.2: 
0

n
n

n
a x




  kuvvet serisi verilsin. Bu takdirde,  

1

lim n

n
n

ar
a



  

ise kuvvet serisinin yakınsaklık yarıçapı r  dir. Eğer 

1) x r  ise seri yakınsaktır. 
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2) x r  ise seri ıraksaktır. 

3) x r  ise seri yakınsak veya ıraksak olabilir 4 . 

 

Teorem 2.1.3: nF  ve nL  Fibonacci ve Lucas sayıları olsun. O zaman, 

  1
2 2

2 2
1 2

1 8
45

n
n

n n n

F
L L




 


  

dir  7 . 

İspat:    1
2 2

11
2

n
n n n nF L F L

     ve 2 2m n   için Teorem 1.1.10’dan 

2 2 2 22n n n n nL F L F F     dır. Buradan, 

     

   

1
1

2 2
2 2

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

2 2
2

2 22 2 2 2
2 2 2
2 2

2 2

111 2

1 1
2 2

1
4 4

n
n

n n n n
n

n n n n

n n n n n n n n

n n

n n n n n n

n n n n

L F L FF
L L L L

F L F L L F L F

L L

F L F L F F
L L L L




 


 

   



  

 

 


 


    
      
     

 

elde edilir. Şimdi, bu serinin kısmi toplamlar dizisini yazalım. Yani, 

  1
2 2

2 2
1 2

1 kn
k

n
k k k

F
S

L L




 


  olsun. Buradan, 

 

2 2

2

1 2

2
1

1
4

1
4

n
k k

n
k k k

n

k k
k

F FS
L L

a a



 




    
     
     

 




 

olur. Burada 
2 2

2
22 2

2

,k k
k k

k k

F Fa a
L L






   dir. (2.2) kullanılırsa, 

   1 2 1 2
1
4n n nS a a a a        

bulunur. Dolayısıyla, 
2 22 2

1 21 2

1 2 1 2

1
4

n n
n

n n

F FF FS
L L L L
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elde edilir. Eşitliğin her iki tarafının limiti alınırsa, 
2 22 2

1 21 2

1 2 1 2

1lim lim
4

n n
nn n

n n

F FF FS
L L L L

 

 
 

       
          
         

 

olur. Buradan, 

lim lim

5

lim 5

1
lim 5

1

1 05
1 0

n n
n

n nn n
n

n n

n nn

n

nn

L
F

 
 

 
 






 










 
   

    
  

    
  

    

 

dır. Böylece, 

1


  olduğundan, lim 0
n

n




   
 

 olduğuna dikkat etmek gerekir. 

Dolayısıyla, 

1 1 1 1 8lim 1
4 9 5 5 45nn

S


       
 

olur. 

 

Lemma 2.1.1: nF  Fibonacci sayısı olsun. O zaman herhangi pozitif n  ve k  

tamsayıları için, 

1 2

1 1
n n nF F



 

  

dir. 

İspat: İspat Binet formülü ile yapılır  1 . 

 

Teorem 2.1.4: nF  bir Fibonacci sayısı olsun. O zaman herhangi pozitif n  ve k  

tamsayıları için, 
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 2

1 12 2

11 1
k

kk k

n mn n k n n k m m

F F
F F F F F F




    

   
      

   
   

dir  7 . 

İspat: Önerme 1.1.1’de verilen 1 1n k k n k nF F F F F     ifadesinde k  yerine  2k   

yazalım. Dolayısıyla, 

2 2 1 1n k k n k nF F F F F       

olur. Buradan, Önerme 1.1.2 kullanılırsa, 

   

 

 

 

2 2 2

2 2

2 1 1 2 1 1

2

1 2 1

2

2 1 1

2

2 1 1

2
11

k k k n k k n k

n n k n n k n n k n k

k k n k n k k n k n

n n k n k

k k n k k n

n n k n k

n k k k k

n n k n k

k k k k

n k n k
k

n k

F F F F F F
F F F F F F F

F F F F F F F F F F
F F F

F F F F F F
F F F

F F F F F
F F F

F F F F
F F

F F

    

     

     

  

  

  

  

  

  

  






 

  





 


 





2n k 

 

elde edilir. Bu da,  

  12

1 12 2

11 kk k

n nn n k n n k n k n k

F F
F F F F F F

 


      

 
   

 
   

ifadesine eşittir. Diğer taraftan m n k   alınırsa, 

1 12 2

1 12 2

1 2

1 1

1 1

11

n m kn k n k m m
k

m mm m m m
k

m m m

F F F F

F F F F

F F

 

     



  

 



 

 

 

 



 

olur. Buradan da, 
1 2

1 1
m m mF F



 

  olduğu için, 
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12

1 12 2

1 2

11 1

11 1

k
kk k

n mn n k n n k m m

k
k

m m m

F F
F F F F F F

F F




    

 

   
     

   
 

   
 

 


 

bulunur. 

Şimdi 
1

1 , 0
n n n k

k
F F



 

  serilerinin k  ya bağlı ardışık bağıntısını tanımlamak için 

Teorem 2.1.2’yi kullanalım. 

Eğer k  çift sayı yani 2k r  ise, seri  
1 2

1
n n n rF F



 
  biçiminde olur. Burada 1r   olan 

herhangi bir tamsayıdır. 

1 2

1 , 1r
n n n r

T r
F F



 

   olsun. Bu durumda Lemma 2.1.1’den dolayı, 

1
1 2

1 1
n n n

T
F F



 

   

1
1 2 2

1
r

n n n r

T
F F




  

  

dir. Ayrıca 0 0A   ve 
2

1 2

1 , 1
r

r
m m m

A r
F F 

   olsun. Bu durumda, 

1
2 1 2 1 2 2 2

1 1 , 1r r
r r r r

A A r
F F F F

  

     

olduğunu görmek kolaydır. 

Bu tanımlamalarla beraber, Teorem 2.1.2 ile aşağıdaki sonuca ulaşılır: 

1
2 1 2 1 2 2 2

1 3 2 4 2 2 2 1 3 2 4 1 1

1 1

1 1 1 1 1 1...

r r
r r r r

r r r r

A A
F F F F

FF F F F F F F F F F F


  

  

  

      
 

dir. Buradan, 

   2
2 2( 1) 1 1 1r
r r r r rF T F T A       

veya 

2 2( 1) 1 1r r r r rF T F T A     

elde edilir. 
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Şimdi yukarıdaki eşitlikleri birleştirelim. 

 

 

2
1

2( 1) 2( 1)

1 0

1
2 1 2 1 2 2 2

1 1 , 1,

1, 0 2.5
1 1

r
r r r

r r

r r
r r r r

FT T A r
F F

T A

A A
F F F F


 


  

 
     
 

 

  

 

dir. Şimdi rT ’nin bazı değerleri için yukarıdaki formülleri kullanalım. 

Örneğin 1r   için, 

1 0
1 3 2 4

2
2 1

4 4

1 1 5 ,
6

1 5 71 ,
6 18

A A
F F F F

FT T
F F

   

         
  

 

yani 

2
1 4

1 7
18n n n

T
F F



 

   

dir. 

 2r   için, 

 

2 1
3 5 4 6

4
3 2 2

6 6

1 1 5 1 1 39 ,
6 2 5 3 8 40

1 3 7 1 39 1431 1 ,
8 18 8 40 960

A A
F F F F

FT T A
F F

      
 

            
  

 

yani 

3
1 6

1 143
960n n n

T
F F



 

   

dır. Dolayısıyla 
1 2

1
n n n rF F



 
 biçimindeki her serinin değerini kesinlikle 

hesaplayabiliriz. 

Eğer k  tek sayı yani 2 1k r   ise seri  
1 2 1

1
n n n rF F



  
  biçiminde olur. Burada 1r   

olan herhangi bir tamsayıdır. 

1 2 1

1
r

n n n r

P
F F



  

  olsun. Bu durumda, 
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1
1 1

1
n n n

P
F F



 

  ve 1
1 2 1

1
r

n n n r

P
F F




  

  

olur. Ayrıca, 
2 1

1 2

1 , 1
r

r
m m m

B r
F F



 

   olsun. Bu durumda, 

1
1 3

1 1
2

B
FF

   ve 1
2 2 2 2 1 2 3

1 1
r r

r r r r

B B
F F F F

  

    

olduğunu görmek kolaydır. Bu tanımlamalarla beraber Teorem 2.1.2 kullanılarak, 
2 1 2 1

1
1 12 2

1 3 2 4 2 2 2 2 1 2 3 1 3 2 4 2 1 2 1

2 2 2 2 1 2 3

1 1

1 1 1 1 1 1 1... ...

1 1

r r

r r
m mm m m m

r r r r r r

r r r r

B B
F F F F

FF F F F F F F FF F F F F

F F F F

 


  

    

  

  

        

 

 

 

elde edilir. Böylece, 

   
 

2 1
2 1 2 1 1

2 1 2 1 1

1 1 ,

1

r
r r r r r

r r r r r

F P F P B

F P F P B


  

  

   

   
 

olur. Yine bulduğumuz bu ifadeleri bir araya getirelim. 

 2 1
1

2 1 2 1

1 1
1 1

1
2 2 2 2 1 2 3

1 1 , 1

1 1, (2.6)
2

1 1

r
r r r

r r

n n n

r r
r r r r

FP P B r
F F

B P
F F

B B
F F F F




 



 


  

 
    
 

 

  

  

dir. Şimdi bu formüllere göre bazı değerler hesaplayalım. 

1r   için, 

 1
2 1 1 1 1

3 3

1 1 1 1 1 11 1
2 2 2 2 4

FP P B P P
F F

         
 

 

 dir. Yani, 

2
1 13 1

1 1 1 1
2 4n nn n n n

P
F F F F

 

  

     

dir. 

2r   için, 
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2 1
2 4 3 5

3
3 2 2 1 1

5 5

1 1 1 1 1 14 ,
2 1 3 2 5 15

1 2 1 1 1 14 1 171 1
5 2 4 5 15 5 150

B B
F F F F

FP P B P P
F F

      
 

                  
    

 

olur. Yani, 

3
1 15 1

1 1 1 17
5 50n nn n n n

P
F F F F

 

  

     

dir. 

 

2.2. İkinci Dereceden Alterne Seriler: 

 

Tanım 2.2.1: k  herhangi bir pozitif tamsayı olmak üzere, 

 
1

1 n

n n n kF F



 


  

biçimindeki serilere ikinci dereceden alterne seriler denir. 

 

Teorem 2.2.1: nF  bir Fibonacci sayısı olsun. O zaman herhangi pozitif k  tamsayısı 

için, 

  1

1 1

1 1
n k

m

n mn n k k m

F k
F F F F 




 

  
  

 
   

dir. Burada 1 5
2




  dir  7 . 

İspat: Önerme 1.1.2’ye göre, 

  1 1 1 11 n
k n n k n n k n n k

n n k n n k n n k

F F F F F F F
F F F F F F

      

  

 
    

dır. Şimdi serinin kısmi toplamını yazalım. 

 
1

1 mn
k

n
m m m k

F
S

F F 


  olsun. O zaman, 



 17

 

1 1

1

1 1

1 1

0 1 1 1 1

1 1 1

0 1 1

1 1

... ... ... ...

... ...

n
m m k

n
m m m k

n n
m m k

m mm m k

k n k n n n k

k n k n n n k

k n n k

k n n k

F FS
F F

F F
F F

F F F F F F F
F F F F F F F

F F F F
F F F F

  

 

  

  

    

  

  

 

 
  

 

 

   
             
   
   

        
   



 
 

olur. Birinci parantezin son kısmı ile ikinci parantezin ilk kısmının sadeleştiğine 

dikkat ediniz. 

lim kn k

n
n

F
F



   olduğu dikkate alınarak limit alınırsa, 

1 1

1 2

1lim lim ... limn n n k

n n n
n n n k

F F F
F F F

  

  
  

   


 

elde edilir. Böylece, 

0 1 1

1 1

1

1

1

1

lim lim ... ...

1 1 1lim ...

k n n k
nn n

k n n k

k
m

n m m

k
m

m m

F F F FS
F F F F

F
F

F k
F

  

 
 










    
              
              

 






 

dır. Buradan, 

  1

1 1

1 n k
k m

n mn n k m

F F k
F F F




 

  
    

   

ya da 

  1

1 1

1 1
n k

m

n mn n k k m

F k
F F F F




 

  
   

   

elde edilir. 

 

2.3. Üçüncü Dereceden Seriler: 

 

Tanım 2.3.1: a  ve b  pozitif tamsayılar olmak üzere, 
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1

1
n n n a n bF F F



  
  

biçimindeki serilere üçüncü dereceden seriler denir. 

Bu kısımda üçüncü dereceden serilerin bazı özel durumlarını inceleceğiz. 

 

Teorem 2.3.1: nF  bir Fibonacci sayısı olsun. Bu durumda, 

1 2 3

1 1
4n n n nF F F



  

  

dir  1 . 

İspat: 1 32 n n nF F F    olduğundan, 

1

2 3 1 2 3

3

1 2 3

1 2 1 2 3

21
2

2

1 1 1
2

n

n n n n n n n

n n

n n n n

n n n n n n

F
F F F F F F F

F F
F F F F

F F F F F F



    



  

    






 
  

 

 

olur.  nS  serinin kısmi toplamlar dizisi olmak üzere, 

1 2 3

1n

n
k k k k

S
F F F  

  

olsun. O zaman,  

 

1 1 2 1 2 3

1
1

1 1 1
2

1
2

n

n
k k k k k k k

n

k k
k

S
F F F F F F

a a

     




 
  

 

 




 

dir. Burada 
1 2

1
k

k k k

a
F F F 

  dir. Böylece, 

 1 1

1 2 3 1 2 3

1
2
1 1 1
2

n n

n n n

S a a

F F F F F F



  

 

 
  

 

 

olur. Eşitliğin her iki tarafının limiti alınırsa,  

1 2 3

1 1 1lim
2 4nn

S
FF F
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bulunur.  

 

Teorem 2.3.2: nF  bir Fibonacci sayısı olsun. O zaman,  

1 12 4 1 2

1 7 1 1
18 3n nn n n n n nF F F F F F

 

    

    

dir  1 . 

İspat: Önerme 1.1.1’den dolayı  

3 3 1 2n n nF F F F F    

ve 

4 4 1 3n n nF F F F F    

olduğunu biliyoruz. O zaman, 

   

 

3 3 4 4 34

2 3 2 4 2 3 4

3 4 1 3 4 3 1 2

2 3 4

2
3 4 2

2 3 4

2
3 4 2

2 3 4

2

2 3 4

2 3 4

2 3 1

1

n n

n n n n n n n n n n

n n n n

n n n n

n

n n n n

n n n

n n n

n n n

F F F F FF
F F F F F F F F F F

F F F F F F F F F F
F F F F

F F F F
F F F F

F F F
F F F

F F F

F F F

 

      

 

  

  

  

  

  


 

  








 




 

olur. Buradan, 

3 4

1 1 12 3 2 4 2 3 4

1
n n nn n n n n n n n n

F F
F F F F F F F F F

  

        

     

elde edilir. Diğer taraftan, 2k n   alınırsa, 

1 32 3 4 1 2

1 1 2 1 2 3 2 3 4

1 1 2

1 1

1 1 1

1 1 1
2 6

n kn n n k k k

k k k k

k k k k

F F F F F F

F F F FF F F F F

F F F

 

     



  



  



  

  

 





 

olur. Yani, 
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3 4

1 1 12 3 2 4 1 2

1 2
3n n nn n n n n n n n n

F F
F F F F F F F F F

  

       

      

dir. Böylece, Teorem 2.3.1 kullanılarak Teorem 2.3.2’ye ulaşılır. 

 

2.4. Fibonacci ve Lucas Serileri: 

 

Bu kısımda, 1
0 11

1
10

n
n

n

F
F






   
 

 olduğu gösterilecektir. Bu ifadenin doğruluğunu 

görebilmek için, öncelikle bazı Fibonacci serilerinin yakınsaklığını incelemeliyiz. 

k  pozitif tamsayı olmak üzere, 

1
0

, 2n
n

n

FS k
k






   

olsun. Bu serinin yakınsak olduğunu farzedelim. O zaman Teorem 1.1.3’den 

, 1, 2,3,...
n n

nF n 
 


, olduğu kullanılırsa, 

1 1
0 0 0

1 1 1 5 1 5
2 25

n nn n
n
n n

n n n

F
k k k kk

  

 
  

                            
    

olur. Bu seri bir geometrik seri olduğundan, 

1
0

1 1 1
5 1 5 1 51 1

2 2

1 2 1 2
5 2 1 5 5 2 1 5

2 1 1
5 2 1 5 2 1 5

n
n

n

F
k k

k k

k k
k k k k

k k






 
 
                 

 
   

       



 

bulunur. Böylece,  

2

1
1

S
k k


 

 elde edilir. Eğer 2 1 tk k F   , yani  1 1 tk k F    ise  

1
1

1i
i

i t

F
k F






   olur. Örneğin, 

2k   ise 1
0 1

11
2

i
i

i

F
F






  , 
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3k   ise 1
0 5

1 1
3 5

i
i

i

F
F






  , 

8k   ise 1
0 10

1 1
8 55

i
i

i

F
F






  , 

10k   ise 1
0 11

1 1
10 89

i
i

i

F
F






   

dir. 

 

Teorem 2.4.1: , ,a b c  ve d  tamsayılar olsun. 

2 1n n nU aU bU    alalım. Buradan, 

0 1,U c U d   ve 2n   

dir. m  ve N  tamsayıları için, 
2B m aB b    ve N cm db bc    olsun. O zaman tüm 0n   tamsayıları için, 

1
1

1 1
1

n
n n i

i n n
i

B N m B U BU bU


 
 



    

dir  1 .  

 

Teorem 2.4.2: , , , , ,a b c d m B  ve N  Teorem 2.4.1’deki gibi tamsayılar olsun. Ayrıca, 

2 4
2

a a br  
  ve 

2 4
2

a a bS  
  diyelim. Burada r B  ve s B  dir. O 

zaman, 

1

1

n
n

n

N U
mB B






  

dir  1 .  

 

Sonuç 2.4.1: 1a b d    ve 0c   için, n nU F  olur. 

1) Eğer 10hB   ise 1
2

1

1
10 10 1 10

n
h h nh

n

F





    

2) Eğer  10 hB    ise 
   

1
2

1

1
10 10 1 10

n
h nhh

n

F





   

  dir  1 . 

İspat: Eğer 10hB   ise 
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 2 2 210 10 1 ,10 1 10 1h h h hm B m aB b m           

ve 

 10 , 0 10 0h hN N cm db bc N        

dir. Eğer  10 hB    ise benzer şekilde, 

 210 10 1hhm      ve  10 hN    

dir. Formüllerle birlikte şimdi aşağıdaki açılımlara bakalım. 

1

1

1
2

1

1
3

1

1 0,0112359350557...,
89 10
1 0,000101020305081321...,

9899 10
1 0,000001001002003005008013...,

989999 10

n
n

n

n
n

n

n
n

n

F

F

F
















 

 

 







 

 
1

1

1
109 10

n
n

n

F







   

ve  

 
1

1

1
10099 100

n
n

n

F







   

dır. Şimdi Fibonacci kuvvet serilerinin yakınsaklığını inceleyelim. 

0

n
n

n
T F x





  olsun. Burada, yakınsaklık yarıçapı 
1 1

1lim limn n

n n
n n

a F
a F 

 

 


 ve 

 

 

2
1 2 1 2

3

2 2

2 1

2 2

n
n n

n

n n
n n

n n

T F x F x F F x

x x x F x x F x

x x x T x x T



 


 

 

   

   

    



   

dir. Dolayısıyla, 

21
xT
x x


 

 

dir. Şimdi T ’yi basit kesirlere ayıralım. 

      
 

  21 1 1 1 1 1 1
A B B A xx x A BT

x x x x x x x x
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dir. Buradan, 

 

 

0, ,
1
1
1

5 1

1 1,
5 5

A B B A
B A
A A

A

A

A B

   
   
   

   

  

  

 

elde edilir. Diğer yandan, 

 

olarak da yazılabilir. 

Teorem 2.4.3: 1k   olmak üzere, 

 

2
2 2 1

0 2 1

n

k
n k k

n k

FF F F
F




 

 
 

 
  

dir  1 .  

Şimdi de Lucas kuvvet serisi ile ilgili benzer bir inceleme yapalım. 

0

n
n

n
T L x





  serisinin yakınsaklık yarıçapı r  olsun. Buradan, 

1

1 11 1

1

1 11
1lim lim lim

1 1

nn

n n n

n nn nn n n

n

r


    



                
        

 

olur. 

1



 dir. Çünkü 1 5 5 1 5 1

2 2 2
   

            
 

 

   

0

0

0 0

0 0

5
1
5

1
5

n
n

n
n n

n

n

n n n n

n n

n n

n n

T F x

x

x x

x x
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dir. Şu halde  ( , ) ,r r     dir. 

x   , yani x    veya x    ise  
0

n
n

n
L x




  serisi yakınsak değildir. 

x    ise 
0

0n
n

n
L x





  dir. O zaman, 

 

 

0 1 1 2
2

2

1 0

2

2

2

1 2

2
1

n
n n

n

n n
n n

n n

T L L x L L x

x x L x x L x

x x T x

xT
x x



 


 

 

   

   

   




 



   

dir.     21 1 1x x x x      olduğu kullanılarak, T ’yi basit kesirlerine 

ayıralım. Bu durumda, A  ve B  sabitler olmak üzere, 
1 1
A BT
x x

 
 

 biçiminde 

yazılabilir, 

   1 1 2A x B x x       

eşitliği düzenlenerek,  

3 5
2

A 
  ve 1 5

2
B 
  

bulunur. Şimdi T ’yi düzenlersek, 

   
0 0

3 5 1 5
2 2

n n

n n
T x x

 

 

    
      
   

   

elde edilir. Örneğin, 

1
3

x   ise 2

12
3 3 3 1,

1 11
3 3

T


   
    
 

 

4
7

x   ise 2

42
7 14 7 2,

4 41
7 7

T
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11
18

x   ise 2

112
18 90 18 5

11 111
18 18

T


   
    
 

 

şeklindedir. 

 

Lemma 2.4.1: 2n   ise 

2 15n n nL L F    

dir  1 . 

İspat: 1n   ise 1 1 5n n nL L F    olduğundan, 

2 1 1 1 3

1 1 1 3

1 3

1 1 2 3

1 1 1

1

3
3
3
5

n n n n n n

n n n n n

n n n

n n n n

n n n

n

L L F F F F
F F F F F
F F F
F F F F
F F F
F

    

   

 

   

  



    

    
  

   
  



 

elde edilir. 

 

Sonuç 2.4.2: 2n   olmak üzere,  2 0 mod5n nL L    dır 1 .  

Örneğin; 

 
 

19 17

26 24

9349 3571 12 920 0 mod5 ,

0 mod5

L L

L L

     

 
 

dır. 

Lemma 2.4.2: 1k   olsun. O zaman 
2 2
2 2 2 1 2 1 5k k k kL L L L     

dir  1 . 

İspat:  2 2
1 1 5 1 n

n n n nL L L L      özdeşliği kullanıldığında ispat tamamlanır. 

 

Teorem 2.4.4: k  bir pozitif tamsayı olsun. O zaman, 

2 1
2 2 1

0 2

n

k
n k k

n k

LL L L
L
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dir  1 . 

İspat: İlk olarak 2 1

2

k

k

L
L

     olduğunu gösterelim. Teorem 1.1.3’den, 

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
2 1

2 2 2 2
2

1k k k k k
k

k k k k
k

L
L

    
     
     

    
 

olur. Böylece, 

2 1

2

2 1

2

0 k

k

k

k

L
L
L
L





  

   
 

elde edilir. 

 2 1

2

,k

k

Lx
L

     ve 2

2
1

xT
x x



 

 olduğundan, 

 

 
 

 

 

 

2 1

2 1 2
2

0 2 2 1 2 1

2 2

2 2 2 1
2 2
2 2 2 1 2 1

2 2 2 1
2

2 2 2 1

2 2 2 1

2 2 1

2 2 1

2 2 1

2

1

2

2
1 5

2
5

5

5
5
5

kn

k k
n

n k k k

k k

k k k

k k k k

k k k

k k k

k k k

k k

k k

k k

L
L LL
L L L

L L

L L L
L L L L
L L L

L L L

L L L

L L

L F

L F






  



 














 

 
  

   
 



 









 











 

olur. Örneğin, 5k  olsun. O zaman, 

9

10

76
123

Lx
L

  ,  

9 34F   
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ve 

0

76 123 34 4182
123

n

n
n
L





     
 

  

dir. 

2 1

2

k

k

Lx
L

  ise Fibonacci kuvvet serileri sonlu toplam için yakınsaktır ve tamsayı 

değildir. 

2 2 1k kL L    0 mod5  olduğundan,  

2 1 2 2 1

0 2 5

n

k k k
n

n k

L L LF
L


 



 
 

 
  

dir. Şimdi 2 2 1k kL L    0 mod5  ifadesinin doğruluğunu gösterelim. Bunun için  

 2 25 4 1 n
n nL F    özdeşliğini kullanalım. Bu durumda 5 | nL  dir. Aksini kabul 

edelim. 

5 nL  olsun. Bu durumda 5 ,nL k k Z   olur. 5nL k  ise 2 225nL k dir. Yani 25 nL  

dir. Aynı zamanda 25 nF  dir. İki sayı 5 e tam bölünürse farkı da 5 e tam bölünür. 

Dolayısıyla 2 25n nL F  ifadesi 5 e tam bölünür. Fakat  2 25 4 1 n
n nL F    olduğundan, 

bu bir çelişkidir. Bu durumda 5 | nL  elde edilir. Dolayısıyla 25 | kL  ve 2 15 | kL   dir. 

Şu halde, 

2 2 15 | k kL L   

yani 

2 2 1kL L    0 mod5  

olur. Örneğin, 

9

0 010

76 123 76 1869,6
123 5

n n

n n
n n

LF F
L

 

 

        
  

   

dır. 

 

Teorem 2.4.5: k  bir pozitif tamsayı olsun. O zaman,  

2
2 2 1

0 2 1

n

k
n k k

n k

FL L F
F
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dir  1 . 

İspat: Teorem 2.4.4 ifadesinin ispatındaki gibi, 2

2 1

k

k

F
F 

     olduğunu 

gösterebiliriz. Böylece, 
0

n
n

n
T L x





  Lucas serileri 0k   olmak üzere 2

2 1

k

k

Fx
F 

  için 

yakınsaktır. O zaman, 

 

 

2

2 1 2 1 22 2 1
2 2 2

0 2 1 2 1 2 2 1 22 2

2 1 2 1

2 1 2 1 2 1
2 1 2

2
2

1

1

kn
k k kk k

n
n k k k k kk k

k k

k k k
k k

F
F F FF FL

F F F F FF F
F F

F F F
F L


 

   

 

  



 

      
   

 


 


 

elde edilir. 

 

Örnek 2.4.1:  

2 2
1 11 2 2 3

1 1 1
2n nn n n n n nF F F F F F

 

    

     

dir  1 . 

 

Çözüm: Kolaylık olması için, 1 2, ,n n na F b F c F     ve 3nd F   alalım. Eşitliğin 

sol tarafını kısmi toplamlar olarak yazalım.  1 0
1

n

i i n
i

a a a a


    olduğundan, 

 1
1

n

i i
i

a a 


 2
1 2 3

1 1
2F F F

   

bulunur. Benzer şekilde, 
2 1 1

1 1
n n nF F



  

  ve 
2 1 1

2n

n n n

F
F F



  

  dir. 

Şimdi de 1
2

0

1
1

n
n

n
F x

x x







    kuvvet serisinde 1

2
x   olsun. Bu durumda 

1
2

2
n
n

n

F



  

dir. Bu kuvvet serisinin başka bir şekli, 

    2
2

1

1 2 1
1

n
n

n

x n F x
x x







 

 
  

dir. Yine 1
2

x   yazılırsa, 
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1
8 2

2
n
n

n

nF



   

yani, 

1
10

2
n
n

n

nF



  

elde edilir. 

 

Örnek 2.4.2: 

0 2

1 4 3
nn F





     

dir  1 . 

 

Çözüm: Birinci tümevarım ilkesine göre ispat yapalım. 

2 1

0 2 2

1 3 n

n nn

F
F F






   

dir. 1n   için ifade doğrudur. Denklem tüm n  değerleri için doğru olsun. Buradan, 

1

1

1

1
2 1

0 2 2 2

2 2 1

2 2 2

2 2 1

2

1 13

13

1
3

n

i n n

n n

n n n

n n

n

n

i

F
F F F

L F
L F F

L F
F
















  

  


 



 

elde edilir. 2nm   ve 2 1nk    alınır ve 1 112 1 2 2n n nF F L F 
   olduğu kullanılırsa, 

12 2 1 2 11n n nL F F  
   bulunur. Dolayısıyla, 

1

1

1
2 1

0 2 2

1 3 n

i n

n

i

F
F F










   

elde edilir. Böylece birinci tümevarım ilkesine göre her 1n   için 2 1

0 2 2

1 3 n

i n

n

i

F
F F





   

olur. Buradan, 

1

1

2 1

0 2 2

1lim 3 lim n

i n

n

n ni

F
F F







 


   

olup 



 30

 

 
0 2

1 3 3 4
ii F





        

eşitliği elde edilir.  

 

Örnek 2.4.3: 

  2
2 3

0

1
1 2 2

n
n

n

x x
F x

x x x








     

dir. 

Çözüm: Binet Formülü’ne göre, 

     
2

2 2 2 2 21 12 2 1
5 55

n n
n nn n n n

nF
  

           
 

 

dir. Kuvvet serilerinin yakınsaklık yarıçapı formülünden, 

2
2

1 1
R
  


 ve 
2

21 1
2lim limn n

n n
n n

a FR
a F
 

 
     

dir. 

        2 2 2 2 2

0 0 0 0 0

1 12 1 2
5 5

n nn nn n n n
n

n n n n n
F x x x x x

    

    

 
           

 
      

dir. Geometrik seri açılımından, 

  

2
2 2

0

2 2

2 2

2 2

1 1 1 12
5 1 1 1

1 1 1 2
5 1 1 1

1 1 1 2
5 11 1

n
n

n
F x

x x x

x x x

x x
xx x





 
      

 
      

     
   



 

elde edilir. Burada 2 1x   ve 2 1x   dir. Bu ifade düzenlenirse, 
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2 2

2 2 2 2 2 2

2

2

2 2

2 3 2

2

3 2

3 2

21 2 1 2 3 2
5 1 1 5 3 1 1

2 3 1 2 3 11
5 3 1 1

1 2 2 3 3 2 6 2
5 3 3 1

1 5 5
5 2 2 1

1
2 2 1

x x
x x x x x x x

x x x x

x x x

x x x x x
x x x x x

x x
x x x

x x
x x x

                   
    
 
    
      

       
  

     



  

 

eşitliği elde edilir. Yani ifade doğrudur. 



 

 
 
BÖLÜM 3. FIBONACCI VE LUCAS TOPLAMLARI 
 
 
 

Bu bölümde  3  de verilen 

   2 2 3
1 2 2 1 11 ... (3.1)n n n

n n n nx x x F x F x F x F F x F 
            

özdeşliği ele alınarak, daha önce  1  ve  2  de bulunan 
1

n

i
i
F


  , 

1

n

i
i
iF


  , 2

1

n

i
i
i F


  

formüllerine benzer formüller elde edilmektedir. Ayrıca (3.1) özdeşliğinde verilen 

polinomun birinci ve ikinci mertebeden türevi kullanılarak farklı formüller elde 

edilmektedir. Bunlara ek olarak, burada 

 
1

1 2 1
1

0
2 1 (3.2)

n
n n n j

j n n
j

x x x x L x L x L


  




 
      

 
  

özdeşliği ele alınarak bu özdeşliğin birinci ve ikinci mertebeden türevi kullanılarak 

farklı formüller elde edilmektedir. 

İlk olarak (3.1) özdeşliğinde verilen polinomun birinci mertebeden türevi alınarak 

elde edilen özdeşlikler aşağıdaki teoremlerle verilsin. 

 

Teorem 3.1.1: ,n nF L  Fibonacci ve Lucas sayıları olmak üzere, 

  1

1

1 2
5

n
n n

j n j
j

n L F
F F




 
   

dir. 

İspat:    2 2 3
1 2 2 1 11 ...n n n

n n n nx x x F x F x F x F F x F 
            

ve toplam sembolü kullanılarak, 

 
1

2 1
1

1
1

n
n n j

j n n
j

x x x F x F x F


 




 
     

 
  

olsun.  
1

1

1

( )
n

n j
j

j
F x Q x
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diyelim. Bu durumda (3.1) özdeşliğinin son hali, 

 2
11 ( )n

n nx x x Q x F x F       

dir. Şimdi, her iki tarafın türevini alalım. 

 

 Bu durumda, 

   1 22 1 ( ) 1 ( )n
nnx F x Q x x x Q x        

olur. Eğer x   alınırsa,  1 2 1 ( ) ( ) 0n
nn F Q Q          bulunur. Ayrıca, 

1 5
2




 olduğundan, 2 1 5    elde edilir ve denklemin son hali; 

 1 5 ( ) 3.3n
nn F Q     

olur. 

Eğer x   alınırsa,  1 2 1 ( ) ( ) 0n
nn F Q Q          bulunur. Ayrıca 

 

1 5
2




  olduğundan, 2 1 5     elde edilir ve denklemin son hali, 

 1 5 ( ) 3.4n
nn F Q      

olur. 

(3.3) ve (3.4) denklemlerini taraf tarafa toplarsak, 

   1 1 5 ( ) 5 ( )n n
n nn F n F Q Q          

buradan, 

   1 1 2 5 ( ) ( )n n
nn F Q Q         

ve böylece, 

         
1

1 1
1

1

2 5
n

n j n j
n n j

j
nL F F  


   




    

elde edilir. Bu denklemi 5  ile çarpıp ve bölersek, 
1

1
1

1

2
5

n
n n

j n j
j

nL F F F



 




  

olur. Buradan, 

  1

1

1 2
5

n
n n

j n j
j

n L F
F F
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bulunur. 

 

Teorem 3.1.2: ,n nF L  Fibonacci ve Lucas sayıları olsun. Bu durumda, 

 
1

1
n

n j n j
j

n F F L 


   

dir. 

İspat: (3.3) ve (3.4) denklemleri taraf tarafa çıkartılırsa, 

 1 1 5 ( ) 5 ( )n n
n nn F n F Q Q          

ve 

   1 1 5 ( ) ( )n nn Q Q        

elde edilir. Denklemi 5  ile çarpıp ve bölersek, 

 
1 1

5 5 ( ) ( )
5

n n

n Q Q 
 

  
  

 
 

buradan, 

                           
1

1 1
1

1

n
n j n j

n j
j

nF F  


   




   

böylece, 

        
1

1 1
1

n

n j n j
j

nF F L


  


  

elde edilir ve 

 
1

1
n

n j n j
j

n F F L 


   

bulunur. 

 

Sonuç 3.1.1: nF , Fibonacci sayısı olsun. Bu durumda, 

1

1

1
5

n n
jn

j
j

n F F







 
  

dir. 

İspat: (3.3) özdeşliğinin her iki tarafını 1n   ile çarpalım. Buradan, 

 1 1 1 5 ( )n n n
nn F Q        

olup  
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1

1 1 1 1

1

5
n

n n n n j
n j

j
n F F   


    



    

elde edilir. 1    olduğundan, 

     
1 1 1

1 1 11 1 1

1 1 1

1 5 5 1 1 5
n n n

n n nn n n j j j
n j j j

j j j
n F F F F     

  
       

  

          

olur. 1     olduğundan, 

 
 

   
1 1 1 1 1

1
1 1 1

1
1

1 5

n n n n n
j jj jn

j j jn
j j j

n F
F F F


  

    



  

 
    


    

ve 

   
1 1 1

1

1
1

5

n n n
j jn

j
j

n F
F




  



 
   

bulunur. Buradan, 

   1

1

1
5

n n
jn

j
j

n F
F






  
   

dir. 1     olduğu kullanılırsa denklem, 

1

1

1
5

n n
jn

j
j

n F F







 
  

halini alır. 

 

Sonuç 3.1.2: nF , Fibonacci sayısı olsun. 

 1

1

1
5

n n
n j

j
j

F n
F





 



 
  

dir. 

İspat: (3.4) denkleminin her iki tarafını 1n   ile çarpalım. Buradan, 

 1 1 15 ( )n n n
nn F Q         

olup, 1    olduğu kullanılırsa, 

   
1

1 11

1

1 5 1
n

n nn j
n j

j
n F F 


  



      

 
1

1

1

5 1
n

n j
j

j
F 


 



    

bulunur. Şu halde, 
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  1 1 1

1

1
5

n n n
jn

j
j

F n
F




  




 
   

ve buradan, 

   1

1

1 1
5

n n n
jn

j
j

F n
F


 



  
  

eşitliği elde edilir. 1     olduğu kullanılırsa, 

 1

1

1
5

n n
n j

j
j

F n
F





 



 
  

bulunur. 

 

Sonuç 3.1.3: nF , Fibonacci sayısı olsun. 

   1 2
1

1 1
n

n j
n n j

j
F F F



    

dir. 

İspat: Sonuç 3.1.1 ve Sonuç 3.1.2 taraf tarafa toplanırsa, 

 11

1 1

11
5 5

nn n n
n j jn

j j
j j

F nn F F F


 


  

 

  
     

olur. Buradan, 

   1
1

1 15

n n n n
n j j

j n n j j
j j

F
F F F F L

 
 

 
  

  
 

 
      

elde edilir.   11 n
n nF F

    ve 2j j jF L F  olduğundan, 

   1
1

1

1 1
n

n j
n n j j

j
F F F L




     

ve böylece 

   1 2
1

1 1
n

n j
n n j

j
F F F



    

dir. 

 

Sonuç 3.1.4: ,n nF L , Fibonacci ve Lucas sayıları olsun. 

     1 2

1

1 2 1
1

5

n n
jn n

j
j

L F n
F
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dir. 

İspat: Sonuç 3.1.1 ve Sonuç 3.1.2 taraf tarafa çıkartılırsa, 

 11

1 1

11
5 5

nn n n
n j jn

j j
j j

F nn F F F


 


  

 

  
     

dir. Buradan, 

     1

1

2 1

5

n n n
n j j

j
j

n F
F

 
 

 
  



  
   

    11

1 1

2 1
5 5 1

5

n n
jn n

j j j j
j j

n L F
F F F F 


 

 
     

ve 

     1 2

1

1 2 1
1

5

n n
jn n

j
j

L F n
F



  
   

elde edilir. 

 

Sonuç 3.1.5: ,n nF L , Fibonacci ve Lucas sayıları olsun. 

  1
1 2

1

2 1
n

j
n n j

j
F L

 


   

dir. 

İspat:   1

1

1 2
5

n
n n

j n j
j

n L F
F F




 
  ve  

1

1
n

n j n j
j

n F F L 


   denklemlerini taraf 

tarafa toplayalım. Buradan, 

     1

1

1 2 5 1
5

n
n n n

j n j n j
j

n L F n F
F F L

 


   
   

olup, 12n n nF L F    olduğu kullanılırsa, 

     
1

1

5 5
2

5

n
n n n n n n

j n j
j

nL L L F nF F
F F  



    
  

5 4
5

n n nnL nF F 
  

   5 4
5

n n nn L F F 
  

bulunur. Dolayısıyla,  
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 1 1
1

1

4
5

5

n
n n n n

j n j
j

n L L L F
F F 

 


  
  

elde edilir. Teorem 1.1.10’daki  1 1 1 25 1 j
j n j n n jF F L L        özdeşliği kullanılırsa, 

  1
1 1 2

1

2 4 1
2

n
jn n

n n j
j

nL F L L
  




    

ve buradan 

  1
1 2 1 1

1

1 2 2
n

j
n j n n n n

j

L nL F nL F
   



      

elde edilir. 

 

Sonuç 3.1.6: ,n nF L , Fibonacci ve Lucas sayıları olsun. 

  1
1 2

1

1 3
n

j
n j n

j
L F

 


   

dir. 

İspat:   1

1

1 2
5

n
n n

j n j
j

n L F
F F




 
  ve  

1

1
n

n j n j
j

n F F L 


   denklemleri taraf 

tarafa çıkartılırsa, 

     1

1

5 1 1 2
5

n
n n n

j n j n j
j

n F n L F
F L F

 


   
   

olur. Buradan Önerme 1.1.6’daki 1 1n j n j n jF F L       eşitliği kullanılarak, 

     1 1 1 1
1

1

1 5 2 1 2
5

2 2

n
n n n n n n n

j n j
j

n F L F n L L L F
F F    

 


      
   

bulunur. Teorem 1.1.10’daki  1 1 1 25 1 j
j n j n n jF F L L        özdeşliği kullanılırsa, 

      1 1
1 1 2 1 1

1

2 1 2
1 1

2

n
j n n

n n j n n
j

n L F
L L n L F 

    


 
       

bulunur. Buradan da 

 

 

elde edilir. Böylece, 

  1
1 2 2 2

1

1
n

j
n j n n

j
L F F

   


    

  1
1 2 1 1 2 1

1
1

n
j

n j n n n n n
j

L L F F F F
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olur. Ayrıca 2 2 3n n nF F F    olduğundan,   1
1 2

1

1 3
n

j
n j n

j
L F

 


   bulunur. 

 

Sonuç 3.1.7: nF , Fibonacci sayısı olsun. 

  1
2

1

1
n

j
n n j

j
F F




   

dir. 

İspat:   1
1 2

1

2 1
n

j
n n j

j
F L

 


   ve   1
1 2

1

3 1
n

j
n n j

j
F L

 


   denklemleri taraf tarafa 

toplanırsa, 

   1
2 1 2 1

1

5 1
n

j
n n j n j

j
F L L

   


    

olur. Buradan 1 1 5n n nL L F    olduğu kullanılırsa, 

  1
2

1

5 1 5
n

j
n n j

j
F F




   

olup 

  1
2

1

1
n

j
n n j

j
F F




   

elde edilir. 

Şimdi de (3.1) özdeşliğinde ikinci mertebeden türev alarak devam edelim. 

 

Teorem 3.1.3: ,n nF L , Fibonacci ve Lucas sayıları olsun. Bu durumda, 

      21 2

1

2 5 1 2 4
1

10

n
n n n

j n j n
j

n n F L F
jF L n F 




   
     

dir. 

İspat:  2
1 1 ( )n

n nx F x F x x Q x      özdeşliğinin birinci mertebeden türevi 

   1 22 1 ( ) ( ) 1n
nnx F x Q x Q x x x        

ve ikinci mertebeden türevi 

        2 21 2 ( ) ( ) 2 1 ( ) 1 ( ) 2 1nn n x Q x Q x x Q x x x Q x x             

   2 1 ( ) 2 2 1 ( ) 2 ( )x x Q x x Q x Q x        
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olur. Burada x   alınırsa, 

   21 2 2 1 ( ) 2 ( )nn n Q Q         

2 5 ( ) 2 ( )Q Q    

 
1 1

2 1

1 1

2 5 1 2
n n

n j n j
j j

j j
n j F F 

 
   

 

      

 
1

2

1

2 5 1
n

n j
j

j
n j F 


 



       

olup 

   
1

2 2

1

1 2 5 1 (3.5)
n

n n j
j

j

n n n j F   


  



        

bulunur. Ayrıca x   alınırsa, 

   

 

2

1 1
2 1

1 1

1 2 2 1 ( ) 2 ( )

2 5 ( ) 2 ( )

2 5 1 2 (3.6)

n

n n
n j n j

j j
j j

n n Q Q

Q Q

n j F F

   

 

 



 
   

 

   

  

     

                         

 elde edilir.  (3.5) ve (3.6) denklemleri taraf tarafa çıkarılırsa, 

       2 21 2 5 ( ) ( ) 2 ( ) ( )n nn n Q Q Q Q               

olur. Denklemi 5  ile çarpıp ve bölersek, 

       
2

2 2 1 1
2

1 1

5 1 2 5 1 2
n n

n j n j n j n j
n j j

j j
n n F n j F F   


       


 

       

 
2 1

2 1
1 1

2 5 1 2 5
n n

j n j j n j
j j

n j F L F F
 

   
 

      

bulunur. Buradan, 

   
2

2 1
2

1

1 2
1

2 5

n
n n n

j n j
j

n n F nL Fn j F L


 
 



 
     

olup 

   2
1 1

2
1

5 1 2 4
1

10

n
n n n

j n j
j

n n F nL F
n j F L


 

 


  
    

                                              2
2 2 15 5 2 4

10
n n n nn F n F L F    

  

elde edilir. Buradan, 
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     1
1 1

1
1

5 1 2 1 4
10

n
n n n

j n j
j

n n F n L F
n j F L


 

 


   
   

  1 11 5 2 4
10

n n nn nF L F   
  

olduğu görülür. Dolayısıyla, 

      1 2

1

2 5 1 2 4
1

10

n
n n n

j n j
j

n n F L F
n j F L  




   
    

elde edilir. Burada, 
1

n

j n j
j
jF L 


  yalnız bırakılırsa, 

      1 2

1 1

2 5 1 2 4
1

10

n n
n n n

j n j j n j
j j

n n F L F
jF L n F L 

 
 

   
      

             
      21 22 5 1 2 4

1
10
n n n

n

n n F L F
n F    

     

bulunur. 

 

Sonuç 3.1.8: ,n nF L , Fibonacci ve Lucas sayıları olsun. Bu durumda, 

    2
2 1

1

2 2 1 10 1
10

n
n n n

j n j
j

L F n n n F
jF F  




    
  

dir. 

İspat: (3.5) ve (3.6) denklemleri taraf tarafa toplanıp gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

       2 21 2 ( ) ( ) 2 5 ( ) ( )n nn n Q Q Q Q              , 

   
1 2

2 1 2
1 1

1 2 10 1
n n

n j n j j n j
j j

n n L F L n j F F
 

    
 

   
       

   
  , 

   
2

2 1
2

1

1 2
1

10

n
n n

j n j
j

n n L nF
n j F F


 

 


 
   , 

      1

1

2 1 2 2
1

10

n
n n

j n j
j

n n L n F
n j F F




   
   , 

       1

1

2 2 2 1
1

10

n
n

j n j
j

n F n n
jF F n




   
    

ve 
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     2
2 1

1

2 2 1 10 1
10

n
n n n

j n j
j

L F n n n F
F F  




    
  

elde edilir. 

 

Lemma 3.1.1: nL , Lucas sayıları olsun. Bu durumda, 

 
1

1 2 1
1

0
2 1

n
n n n j

j n n
j

x x x x L x L x L


  




 
      

 
  

dir. 

 

İspat: Önce 0x   için eşitliğin doğru olduğunu gösterelim, 

  1 2 1 2 0
0 1 1 12 1 ...n n n n

n n nx x x x L x L x L x L x L  
           

olduğu kolaylıkla görülmektedir. Şimdi 0x   yazılırsa, 

1 10 n nL L     

olur. Dolayısıyla 0x   için ifade doğrudur. 

Şimdi de x   için doğruluğuna bakalım. Yani, 

 
1

1 2 1
1

0
2 1

n
n n n j

j n n
j
L L L     


  




 
      

 
  

olduğunu gösterelim. 2 1 0    olduğundan 1
12 n n

n nL L  
    olduğu 

gösterilmelidir. Burada 2 1   , 1   , 1    ve 5    olduğu 

kullanılırsa, 

                        1n nL L     1 1n n n n          

                                        1 1 1 1n n n n           

                    1n 


   
 

 

                     n     

           5 n  

                     n     

                    1 n 


   
 

 

                                                     1 1n n     1 1 12 n n n        
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                                   1 12 n n  


      
 

 

                   12 n n    

elde edilir. Dolayısıyla x   için de doğru olur.  

Benzer şekilde x   için de doğru olduğu gösterilebilir. 

Şimdi x  , x   ve 0x   durumuna bakalım. 

 
1

2 1 1
1

0
1 2

n
n j n n

j n n
j

x x L x L x L x x


  




 
      

 
  

                 
1 1

2 1 1
1

0 0
1

n n
j n j j n j

n n
j j

x x x x L x L 
 

   


 

 
      

 
   

               
1 1

2 1
1

0 0

1
j jn n

n
n n

j j
x x x L x L

x x
  




 

             
     

   

                 2 1
1

1 1
1

1 1

n n

n
n n

x xx x x L x L

x x

 

 




         
         
   
 

 

                                   2 1
11

n n n n
n

n nn n
x x x xx x x L x L

x x x x
 

 




  
          

 

                              
2 1

11 11
n n n n

n
n nn n

x xx x x L x L
x x x x
 

 


 

  
        

 

       2
11

n n n n

n n
x xx x L x L
x x

 
  

  
        

 

                                          
   

2
11

n n n n

n n

x x x x
x x L x L

x x
   

  

     
     

   
 

                   1
n n n n

n nx x x x L x L             

                                2 1 1
1

n n n n n n n
n nx x x x x x L x L        

           

                              1
12 n n n n n n

n nx x x L x L       
          

           1 1 1
12 n n n n

n n nx x L x L x L    
        

                                   1
1 12 n n

n nx x L L
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                                   12 n nx x   

elde edilir. 

Benzer şekilde aynı işlem Fibonacci ile de yapılabilir. Yani, 

 
1

2 1
1

1
1

n
n n j

j n n
j

x x x F x F x F


 




 
     

 
  

dir. 

 

Sonuç 3.1.9: ,n nF L , Fibonacci ve Lucas sayıları olsun. Bu durumda, 

 
0

1
n

n j n j
j

n F L F 


   

dir. 

İspat:  
1

1 2 1
1

0
2 1

n
n n n j

j n n
j

x x x x L x L x L


  




 
      

 
  olduğu biliniyor. Burada,  

1
1

0

( )
n

n j
j

j
L x Q x


 



  

olduğu kullanılıp birinci mertebeden türev ile ifadenin doğruluğunu gösterelim.  

Bu durumda, 

               1 2
12 1 ( )n n

n nx x x x Q x L x L
       

                    1 22 1 2 1 ( ) ( ) 1n n
nn x nx x Q x Q x x x L          

yani 

     1 22 1 2 1 ( ) ( ) 1n n
nn x nx L x Q x Q x x x          

elde edilir. Böylece, 

x   için   12 1 5 ( ) (3.7)n n
nn n L Q       

ve 

x   için   12 1 5 ( ) (3.8)n n
nn n L Q        

olup, (3.7) ve (3.8) denklemleri taraf tarafa toplanırsa, 

 
1

1 1
0

5 2 1 2
n

j n j n n n
j
L F n L nL L



  


     

ve böylece, 
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 1
1

1
0

2 1 2
5

n
n n n

j n j
j

n L nL L
L F




 


  
  

12
5

n nnL nL 
  

elde edilir. Buradan 1 2 15n n n n n nL L L L L F        olduğu kullanılırsa, 

 1
1

1 1
0

2
5

n
n n

j n j n
j

n L L
L F nF




  



   

bulunur. Burada n  yerine 1n  yazılırsa, 

 
0

1
n

j n j n
j
L F n F



   

elde edilir. 

 

Sonuç 3.1.10: ,n nF L , Fibonacci ve Lucas sayıları olsun. Buradan, 

  1
0

1 2
n

j n j n n
j
L L n L F 



    

dir. 

 

İspat: (3.7) ve (3.8) denklemleri taraf tarafa çıkarılırsa, 

      1 12 1 5 ( ) ( )n n n nn n Q Q              

ve böylece, 

 
1

1 1
0

5 2 5 1 5
n

j n j n n
j
L L n F n F



  


    

olup, 

                               
1

1 1
0

2 1
n

j n j n n
j

L L n F nF


  


    

12 2n n nnF F nF     

  12 2n n nn F F F    

 1 2n n n nn F F F F     

 2 2n n nn F F F    

1 2n nnL F   

bulunur. Burada n  yerine 1n  yazılırsa, 
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  1
0

1 2
n

j n j n n
j
L L n L F 



    

elde edilir. 

 

Sonuç 3.1.11: ,n nF L , Fibonacci ve Lucas sayıları olsun. Buradan, 

  1 1

0

2 1
5

n n
n j

j
j

n n L
L

 


 




  
  

dir. 

İspat: (3.7) denklemi n  ile çarpılırsa, 

  12 1 5 ( )n n n n n n
nn n L Q           

        
1

1 1

0

2 1 1 1 5
n

n n n n n j
n j

j

n n L L   


  



         

                  
1

1 1

0

2 1 1 1 5 1
n

n n nn j
n j

j

n n L L   


  



          

            
1

1

0

2 1 1 1 5 1
n

n n nn j
n j

j

n n L L  


 



          

bulunur. Burada        1 1 11 1 1 11 1
n n n nn n n    

               olduğu 

kullanılırsa, 

         
1 11 1

0
5 1 2 1 1 1

n nn n nj
j n

j
L n n L  

  



         

      1 12 1 1 1 1n n n n
nn n L          

elde edilir. Buradan, 

  11

0

2 1
5

nn
nj

j
j

n n L
L

 







  
  

bulunur. 

 

Sonuç 3.1.12: ,n nF L , Fibonacci ve Lucas sayıları olsun. 

  1 1

0

2 1
5

n n
n j

j
j

n n L
L

 


 




 
  

dir. 
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İspat: (3.8) özdeşliği  n  ile çarpılırsa, 

       
1 1

1 1 1

0 0

2 1 1 1 5 5 1
n n

n n nn n n j j
n j j

j j
n n L L L     

 
    

 

            

olur. Burada,        1 1 11 1 1 11 1
n n n nn n n    

              olduğu 

kullanılırsa, 

                       
1

1

0

2 1 1 1 5 1
n

n n nn j
n j

j
n n L L  


 



          

  1 1

0

2 1
5

n n
n j

j
j

n n L
L

 


 




  
  

elde edilir. 

 

Sonuç 3.1.13: ,n nF L , Fibonacci ve Lucas sayıları olsun. 

     1 2
1

0

2 2 1 1
n

n j
n n j

j
n L F L




      

dir. 

İspat: Sonuç 3.1.11 ve Sonuç 3.1.12 özdeşlikleri taraf tarafa toplanırsa, 

                               1 11

0

2 1 2 1
5 5

n nn
n nj j

j
j

n n L n n L
L

   
 

 
 



     
   , 

                  
     1 11

0

2 1

5

n nn
n

j j
j

n L
L L

    




   
  

olur. Buradan, 

    
1

2
1

0

1 2 1
n

j
j n n

j
L n L F






     

    12 1 1 n
n nn L F      

bulunur. Şimdi n  yerine 1n  yazılırsa, 

      12
1

0

1 2 2 1
n

j n
j n n

j
L n L F




      

elde edilir. 

 

Sonuç 3.1.14: ,n nF L , Fibonacci ve Lucas sayıları olsun. 
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   1
2

0

1 2
1

5

n n
jn n

j
j

L L
F



 
   

dir. 

İspat: Sonuç 3.1.11 ve Sonuç 3.1.12 özdeşlikleri taraf tarafa çıkartılırsa, 

      1 11

0

2 1 2 1
5

n nn
n nj j

j
j

n n L n n L
L

   
 

 
 



      
  , 

     1 11

0

2 1 2
5

5

n nn
n

j j
j

n L n
L F

    




    
 , 

                       1
1 1

0

2 1 2
1

5

n
j n n

j j
j

n L L n
L F


 



  
   

olur. Buradan, 

   11
1

2
0

2 1
1

5

nn
j n n

j
j

L L
F






  
    

 
  

                    12 1
5

n
n nL L 

  
   

 
 

olup n  yerine 1n  yazılırsa, 

    1
1

2
0

2 1
1

5

nn
j n n

j
j

L L
F






  
    

 
  

             11 2
5

n
n nL L  

  

elde edilir. 

 

Teorem 3.1.4: ,n nF L , Fibonacci ve Lucas sayıları olsun. 

2

1

5 4
10

n
n n n

j n j
j

n F nL F jL F 


 
  

dir. 

İspat:
1

1

0

( )
n

n j
j

j
Q x L x


 



 olduğundan  
1

2

0

( ) 1
n

n j
j

j
Q x n j L x


 



     olur. 

 3.2 özdeşliğinin ikinci mertebeden türevi alınırsa, 

         1 2 22 1 1 2 ( ) 2 1 ( ) 2 1 ( ) 1 ( )n nn n x n n x Q x x Q x x Q x x x Q x              
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bulunur. Bu ifade düzenlenirse, 

       1 2 22 1 1 2 ( ) 2 2 1 ( ) 1 ( )n nn n x n n x Q x x Q x x x Q x             

şeklini alır. Daha sonra, x   alınırsa, 

     1 22 1 1 2 ( ) 2 2 1 ( ) (3.9)n nn n n n Q Q             

ve x   alınırsa, 

     1 22 1 1 2 ( ) 2 2 1 ( ) (3.10)n nn n n n Q Q             

elde edilir. (3.9) ve (3.10) özdeşlikleri taraf tarafa toplanırsa, 

          '
1 22 1 1 2 ( ) ( ) 2 5 'n nn n L n n L Q Q Q Q            

bulunur. Burada  'Q   ve  'Q   için  
1

2

0

( ) 1
n

n j
j

j
Q x n j L x


 



     olduğu 

kullanılırsa, 

       
2

1 2 1 2
0

2 1 1 2 2 10 1
n

n n n n j n j
j

n n L n n L nL F n j L F


    


         

elde edilir ve gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

        
2

1 2 1
2

0

2 1 1 2 2
1 (3.11)

10

n
n n n n

j n j
j

n n L n n L nL F
n j L F


  

 


    
    

bulunur.  3.11  denkleminin sağ tarafı düzenlenirse, 

 
2 2 2 2

1 1 1 2 1
2 2

0 0

2 2 2 4
1

10

n n
n n n n n n

j n j j n j
j j

n L nL n L nL nL F n L F jL F
 

    
   

 

    
     

elde edilir. Böylece, 

   
2 2 2

1 2 2
2 2

0 0

2 4
1 (3.12)

10

n n
n n n n

j n j j n j
j j

n L L nL F
n L F jL F

 
  

   
 

  
     

olur. Burada, 1 1 2 1 3 25n n n n n nL L L L L F           olduğu kullanılırsa, 

 
2 2 2

2 2
2 2

0 0

5 4 1 (3.13)
10

n n
n n n

j n j j n j
j j

n F nL F n L F jL F
 

 
   

 

 
     

elde edilir.  3.13  denkleminde n  yerine  2n   alınırsa, 

 

     
2

2

0 0

5 2 2 4
1

10

n n
n n n

j n j j n j
j j

n F n L F
n L F jL F
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bulunur. Burada 
0

n

j n j
j

jL F 

  ifadesi yalnız bırakılırsa, 

                     2
2

0

5 2 2 4
1 1

10

n
n n n

j n j n
j

n F n L F
jL F n n F 




   
     

             2 2
210 1 5 2 2 4

10
n n n nn F n F n L F      

  

                                 
   2 2

110 20 10 5 20 20 4 2 2
10

n n n nn n n n F nL L F         
  

                                 
 25 6 2

10
n n nn F nL F  

  

             
25 4

10
n n nn F F nL 

  

                                 
 25 4

10
n nn F nL 

  

bulunur. 

Teorem 3.1.5:
  1

1

1 2
2

n
n n

j n j
j

n n L F
jL L 




 
  

dir. 

İspat:  3.9  ve  3.10  özdeşlikleri taraf tarafa çıkarılırsa, 

             ' '
1 22 5 1 5 1 2 2 5n nn n F n n F P P P P            

elde edilir. 

   
1

1
0

5
n

J n j
j

P P L F 


 


    

ve 

     
2

' '
2

0

1
n

j n j
j

P P n j L L 


 


     

özdeşlikleri yukarıdaki denklemde kullanılırsa, 

 
22

2 2
2

0
1

2

n
n n

j n j
j

n L nFn j L L


 
 




    

bulunur. Burada, n  yerine 2n  yazılır ve 
1

1 1
0

n

j n j n
j

L F nF


  


  kullanılırsa, 
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     2

0 0

2 2
1

2

n n
n n

j n j j n j
j j

n L n F
n L L jL L 

 

  
     

özdeşliği elde edilir. 

 

Sonuç 3.1.15:  

  1
0

1 2
n

j n j n n
j
L L n L F 



    

dir. 

İspat: Özdeşlik (3.2) de, birinci mertebeden türev alınırsa, 

     1 22 1 2 1 ( ) ( ) 1 (3.14)n n
nn x nx x Q x Q x x x L          

ve (3.14) de x  yerine sırasıyla   ve   yazılırsa, 

  12 1 5 ( ) (3.15)n n
nn n Q L       

ve 

  12 1 5 ( ) (3.16)n n
nn n Q L        

elde edilir. (3.15) ve (3.16) denklemleri taraf tarafa toplanırsa, 

   12 1 2 5 ( ) ( )n n nn L nL L Q Q       

bulunur. Böylece,  
1

1 1
1

(3.17)
n

j n j n
j

L F nF


  


  

dir. Buradan, 

 
0

1 (3.18)
n

j n j n
j

L F n F


   

olduğu görülür. Bu toplam da 
1

1 1
0

2 (3.19)
n

j n j n n
j

L L nL F


  


   

halini alır. Bu ise  

  1
0

1 2 (3.20)
n

j n j n n
j

L L n L F 


    

şeklindedir. 

 

Sonuç 3.1.16: n N  olsun. O zaman, 
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     1 2
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1 5
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nF F F n
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dir. 

İspat:  3.5  eşitliği 1n   ile çarpılırsa, 

      1 1 1 ' 11 1 2 5 2n n nn n Q Q            

olur. Burada,    
2

' 2

1

1
n

n j
J

j

Q n j F x


 



    olduğundan, 

   
2 1

1 1

1 1

1 2 5 1 2
n n

j j
j j

j j

n n n j F F   
 

   

 

       

elde edilir. Bu denklem Sonuç 3.1.1 de kullanılırsa, 

   
22

1

11 1 2
2 5 5

nn
j n

j
j

n Fn j F n n  


 




  
      

  
  

formülüne ulaşılır. Benzer şekilde  3.6  ifadesi 1n   ile çarpılırsa, 

   
22

1

11 2 1
2 5 5

nn
j n

j
j

F nn j F n n 


 




  
      

  
  

olduğu görülür. Son iki denklem birbirinden çıkarılırsa, 

   2
2

1

1
1

5

nn
n n

j j
j

F L n
n j F L







 
    

elde edilir. Bu durumda, 

  21 ,j
j j j j jL L F F L    

olduğu kullanılırsa, 

    2
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1

1
1

5

nn
n n

j
j

F L n
n j F 



 
    

ve buradan, 

        2
2 2

1 1

1 2
1 1 1

5

nn n
j j n n

j j
j j

F L n
n F jF 

 

  
       

olduğu görülür. Bulunan denklemde, Sonuç 3.1.3 özdeşliği kullanılırsa, 

     1 2
2

1

1 5
1

5

nn
j n n n

j
j

nF F F n
jF 



  
   

elde edilir. 



 

 
 
BÖLÜM 4. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 
 
 
 
Bu çalışmada Fibonacci ve Lucas sayılarını içeren seriler ile Fibonacci ve Lucas 

sayılarını içeren 
1

n

j n j
j

jF L 

 , 

1

n

j n j
j

jF F 

  türünden toplamlar ele alınıp incelendi. 

Benzer çalışmalar k  Fibonacci ve k  Lucas sayıları için yapılabilir. Burada 

k  Fibonacci sayıları, 1k   ve k  tamsayı olmak üzere, 0 10, 1U U   ve 2n   için 

1n n nU kU U    bağıntısı ile tanımlanan sayılardır. Ayrıca, benzer biçimde k  Lucas 

sayıları 0 12,V V k   ve 2n   için, 1n n nV kV V    ile tanımlanan sayılardır. Bu 

şekilde tanımlanan nU  ve nV  sayıları için 
1 1

,
n n

j n j j n j
j j

jU V jU U 
 
   toplamları ve 

bunlara benzer toplamların değeri hesaplanabilir. Bu toplamlar literatürde henüz 

yapılmamış gözüküyor. 
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