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SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESI

alb :a, b yiboler.

alb :a, b y1bolmez.

H : Carpim sembolii

z : Toplam sembolii

(a,b) : a ile b nin ortak boleni

a=h(modm) ‘@ nm m ile boliimiinden kalan 4 dir.



OZET

Anahtar kelimeler: Fibonacci sayilari, Lucas sayilari, Binet formiilii, Fibonacci
serileri, Lucas serileri, Fibonacci toplamlari, Lucas toplamlari.

Bu ¢alismada Fibonacci ve Lucas sayilarini igeren seriler ile Fibonacci ve Lucas
sayilarini igeren toplamlar ele alindi. 1. boliimde Fibonacci ve Lucas sayilariyla ilgili
temel tanim ve teoremler verildi. 2. boliimde Fibonacci ve Lucas sayilarini igeren
seriler ele alindi. Son boliimde ise Fibonacci ve Lucas sayilarmi igeren toplamlar ele

alindi. Buradaki toplamlar genellikle »’ jF,L, ;, > jL,L, ; ve bunlara benzer olan
= =

toplamlardir.



FIBONACCI AND LUCAS SERIES

SUMMARY

Key Words: Fibonacci numbers, Lucas numbers, Binet’s Formula, Fibonacci series,
Lucas series, Fibonacci sums, Lucas sums.

In this thesis, series and summation involving Fibonacci and Lucas numbers are
examined. Fundamental definitions and theorems concerning with the Fibonacci and
Lucas numbers are given in the first chapter.

Series involving Fibonacci and Lucas numbers are considered in the second
chapter.

The last chapter are devoted to the summations involving Fibonacci and Lucas

numbers. The summations considered are usually of the form z JF,L, , and
Jj=1

n
> JL,L, ;. Moreover similar summations are examined in this last chapter.
Jj=1

vi



BOLUM 1. GIRIS

1.1. Temel Tanimlar ve Teoremler

Bu boliimde, diger bolimlerde kullanacagimiz temel tanimlar ve teoremler

verilecektir.

Birinci Tiimevarim Ilkesi: Her n dogal sayisi i¢in P(n) bir dnerme olsun.
a) P(1) dogru olsun.
b) P(n) dogru iken P(n+1) de dogru olsun.

Bu takdirde her n i¢in P(n) dogrudur.

Ikinci Tiimevarim Ilkesi: Her n dogal sayis1igin P(n) bir dnerme olsun.
a) P(1) dogru olsun.
b) 1<k <n olmak lizere P(k) dogruiken P(n+1) de dogru olsun.

Bu taktirde her n i¢in P(n) dogrudur.

Tanmm 1.1: F, =1, F,=1ve n>3 i¢in F,=F ,+F , bigiminde tanimlanan (Fn)
dizisine Fibonacci Dizisi ve F, sayilarina da Fibonacci Sayilar1 denir. Dizinin

terimleri 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ... bicimindedir.

Teorem 1.1.1:

n>1ise (F,,F,, )=1dir[l].

Ispat: Ispat1 birinci tiimevarim ilkesine gore yapacagiz.

F,=F,=1 oldugundan iddia n=1 i¢in dogrudur. Simdi iddianin 7 i¢in dogru

oldugunu kabul edelim. Yani, (F,,F,, )=1 ve (F,,.F,

n+12" n+2

)=d olsun. Dolayisiyla



d\F

n+l

ve d|F

n+2

yazilabilir. Bu 1ise d|F  ,—-F

n n+l

oldugunu gdstertir.

F

n+2

=F

n+l

+ F, oldugu kullanilirsa d |F, bulunur. Buise d =1 oldugunu gosterir.

Onerme 1.1.1: Her m ve n dogal sayilarii¢in F,,, =F, F, +F,F,,, dir[l].

m—1"n n+l
Ispat: m herhangi bir dogal say1 olmak iizere her n dogal sayis1 i¢in ifadenin dogru
oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in de ikinci tiimevarim ilkesi kullanilacaktir.

F, =F =1 oldugundan F, ., =F F,+F, F, oldugu aciktir. 1<k <n i¢in iddia
dogru, yani F, ., =F, F, + F, F,, olsun. Dolayisiyla,

Fm+n:Fm—an+FF

m> n+l
veE

F

m+n—1

= Fm—lEz—] +F:11Fn
olur. Taraf tarafa toplama yapilirsa,

:Fm_](F"+F”—])+Fm(Fn+Fn+]):F F FF

m=1" n+1" m™ n+2

F =F +F

m+n+l m+n m+n—1

elde edilir. Su halde iddia n+1 igin de dogrudur. Ikinci tiimevarim ilkesine gore

onerme her n dogal sayisi1 i¢in dogrudur.

Onerme 1.1.2: Herhangi pozitif n ve k tamsayilari igin,

Fn—an+k n

_FnF +k—1 = (_1)" F;(

dir[1].

Ispat: Birinci tiimevarim yontemi ile gosterelim.

n=1 1, F_F.  ~-FF. . =FF., —FF =-F, oldugundan ifade dogrudur.

n+k—1

Simdi n >1 olan tamsayilar i¢in,

F _F,., -FF,  =(-1)F oldugunu farzedelim. Sonra n+1 i¢in dogruluguna
bakalim.
EE o —Fod = F, (F:'Hk +Eq+k—l)_Eq+k E, +F:1—1)
=EF A EE o~ B E —FF
=FEF o~ Fa b
= _(Fn+an—] _F;ka—])

(1) =) R



dir. Bu durum n+1 i¢in de ifadenin dogrulugunu gosterir. Dolayisiyla verilen ifade

tim pozitif n ve k tamsayilar1 i¢in dogrudur.

Teorem 1.1.2: m>1 ve n=1 ise F,

FE. dir[l].
Ispat: m keyfi fakat sabit bir dogal say1 olmak iizere tiimevarimla her n dogal

sayisiigin F |F, ~oldugunu gosterelim. n=1 ise iddia dogrudur. Iddia n igin dogru,

yani F

m

F_ olsun. F F =F F+F F ve F |F oldugu

n m(n+l) — © mn+m mn—1"m mn> m+l m mn

F

m(n+1

kullanilirsa, F,

n

, elde edilir. Su halde n+1 i¢in de iddia dogrudur. Dolayisiyla

her n dogal sayisi i¢in iddia dogru olur.

Onerme 1.1.3:

a) (F,.F,)=F

m>* n (m,n)

b) 3<m<n olsun. F,

F olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart m|n olmasidir.

Ispat: Bakiniz [1].

Teorem 1.1.3 (Binet Formiilii): F, Fibonacci sayilari, n>1 igin,

(ol

n \/g 2 2
seklindedir [1] .

14+/5 1-/5
2

ve B = olsun.
P 2

Ispat: o =

a’=o+1 ve B> =B +1 oldugunu gérmek kolaydir. Bu denklemler sirayla o ve B”
ile carpilirsa,
o™ = o™ 4 o
ve
B2 = B 4B
elde edilir. Buradan,

(X.n+2 _Bn+2 — an+] _Bn+] + an _Bn

ve boylece,



(X.n+2 Bn+2 B (ln+] _Bn+] . OLn _Bn
a-p oa-p a—p
elde edilir.
Hn _ an _Bn
a-p

olsun. Bu durumda, her n>1 i¢in H,,,=H,  ,+H, olur. a+B=1 ve a—-p=+/5

n+l
oldugu dikkate almirsa, /4, =1 ve H, =a+B =1 elde edilir. Buradan da,
H,,=H,  +H, oldugu dikkate alinirsa,

P (1+\/§]n_(1—\/§]"

N e 5 2 2

elde edilir.

Onerme 1.1.4: F, Fibonacci sayilari olsun.

F2

n+2

- Fn2 = F;n+2
dir[l] .
Ispat: of =—1 oldugu kullanilirsa,
) ) (Oﬁ“z _Bn+2 ]2 (an _p’ T 02" 4 Bz(n+2) el _BZn
Fl,—F = - = 2
a-p (a—B)

ve buradan,
(12(“2) +BZ(n+2) _a2n _an _ aZ(n+2) n Bz(n+2) _ (OLB)2 a2n _ (aB)z an
— a2n+4 _82a2n+2 _ a232n+2 + BZn+4
o 22 (OLZ _Bz ) _ an+2 (OLZ _ Bz)
(OLZ _ Bz )(a2n+2 _ an+2 )

oldugu kullanilirsa,
(OL2 _ Bz ) (a2n+2 _ an+2)

F? .
(a—B)

n+2

2n+2 2n+2
_Fn2: :(a"'B)(&]:lXann:Fzmz

a—f
elde edilir.

Onerme 1.1.5: F, Fibonacci sayilari olsun.



F22n = F2n+1an-1 -1 dir[l]'

Ispat: o’ +B* =3 ve af = -1 oldugu kullanilirsa,

F.

F B 1 _ a2n+] _ BZn+] a2n—] _ BZn—] ~ 1
2n+1" 2n-1 \/g \/g

:_((X‘4n_B4n+a2+82_5):%(a4n_l’54n_2):g(a’4n_B4n_2(aB)2n)

elde edilir.

Teorem 1.1.4: Zn:Fk =F,,,—1dir[1].

k=1
Ispat: Tiimevarim ile gosterelim.

n=11¢in F,=F, -1, ;=1 ve F, =2 oldugundan iddia dogrudur.

n icin Zn:Fk =F

" ., —1 esitligi dogru olsun. Buradan,
k=1

n+l

> F, =) F +F,, =F,,+F,, —1 bulunur.
k=1 k=1

Boylece n+1 icinde iddia dogru oldugundan ispat biter.

Teorem 1.1.5: Zn:FZk_] = F,, dir[1].

k=1
Ispat: Tiimevarimla yapilacaktir.

n=1 i¢in F; = F, bulunur. Dolayisiyla iddia dogrudur.

n
n igin ZFZ,H =F,, olsun.
k=1

n+

1 n
ZFZ,(_] = ZFZk_] + Py = b, + F,. = F,,, oldugundan ispat biter.
k=1

k=1

Teorem 1.1.6: Zn:FZk =F,,,, —1 dir[1].

k=1



Ispat: n=1i¢in F, = F, -1 dir. F, =1 ve F, =2 oldugundan iddia dogrudur.

n igin z F,,.,—1 olsun.

n+l

zek ZF tFy =F +Fy - 1=6, 51

oldugundan ispat biter.

Teorem 1.1.7: Zn:FZ FF,, dir[1].

n+l
1
Ispat: n=1 i¢in F’ = FF, oldugundan iddia dogrudur.

n i¢in ) F} = F,F,, olsun. Buradan,
k7

n+l

ZFZ ZFZ +F;12+] = F F;1+] + Fn2+]

=F

n+l

F

n+2

(F,+F

n+l

)=F

n+l

bulunur.

Teorem 1.1.8: Her n>2 i¢in F =F, \F,  +(- 1)"_] esitligi dogrudur|[1].

n+l
Ispat: iddiann n=1 i¢in dogru oldugunu goérmek kolaydir. Simdi iddia » igin

dogruyani F' =F, F  +(-1)"" olsun.

n+l
Bu durumda,

-FF

n+l

F2 —F ,F =F’ —-F?

n+l n+2 n+l (

F,+F,)F,=F>

n+l

= F (R (1)
= F ~FF, ~F,F, +(-1)

=F,.(F,,—(F, +Fn_]))+ (-1)"
=F, -0+(-1)

~(-1y

=F ,F +(=1)" olur. Buise iddianin n+1 i¢in de dogru

n+2

yazilabilir. Dolayisiyla F’

n+l
oldugunu gosterir. Birinci timevarim ilkesine gore iddia her n > 2 dogal sayisi i¢in

dogrudur.



Tanmm 1.2: L, =1, L,=3 ve n>3 mn L =L  +L, , bigciminde tanimlanan
tamsayilara Lucas Sayilar1 denir. Bu sayilar swasiyla 1,3,4,7,11,18,29,47,...

bi¢imindedir.

1+/5 1-5
2

Teorem 1.1.9 (Binet Formiilii): Her n>1, o = ve = 5 olmak tizere

L =a"+p"
dir[1].
Ispat: K, =a”" + B" olsun. Buradan,
K=a+p=1 ve K,=a’+B°=a+1+p+1=3 olur. Ayrica n>3 igin
a’=a+1ve B* =B +1 oldugu kullanilirsa,
K, +K, ,=a""+p""'+a" 2+ B
=a"(a+1)+p" (B +1)
:an—2a2 +ﬁn_2ﬁ2

:an+ﬁn
:Kn

elde edilir. L, =1=K, ve L,=3=K, oldugundan L, ve K, dizilerinin tanimi da

dikkate alinirsa, her n>1 i¢in,

L=K,=a"+f"=
o P (2 2

elde edilir.

Onerme 1.1.6: Her n>2 i¢inL, = F,_ + F,,, bagmtist dogrudur[1].

ispat: 1+ =/5a ve 1+ % =—/58 oldugundan,



bulunur.

Teorem 1.1.10: Asagidakiler dogrudur.

a)2F, . =F L +FL,

b) L, —5F =4(-1)"

c)n>2ise L)L, L. =5(-1)

d) F,ile L, aynianda ¢ift tamsayidir veya ayni1 anda tek tamsayidir. Ayrica n tek ise

(F,,L,)=1 ve n ¢ift ise (F,,L,)=2

e) SFF,, =L, —(-1)L

- dir[1].

n+1-2 j

Teorem 1.1.11: F, =F,L, dir[l].

Ispat: FnLn:(an_ﬂn]( ”+ﬁ"):a;

bulunur.

Teorem 1.1.12: n>2 i¢in L, + L, =5F, dir[l].

fspat: L +L =o' +B"" +a"' +B"" =a"" (a2 +1)+ﬂ”“ (ﬂ2 +1) dir.

n+l

Buradan, o’ +1=a+/5 ve B%+1=—-pB+/5 oldugu kullanilirsa,

N N O B L

bulunur.



BOLUM 2. FIBONACCI VE LUCAS SERILERI

Asagidaki bazi teoremlerde su toplam formiilleri kullanilacaktir. Bu formiillerin

ispat1 birinci tiimevarim ilkesiyle yapilir.

n

Z(ak _ak+1) =d,—4a,, (21)
k=1
Z(ak _ak+2):(al +a2)_(an+] +an+2) (2.2)
k=1

(ak _ak+3):(al +a, +a3)_(an+] +a,, +an+3) (2.3)

=

S

1

(ak _ak+4) = (a] ta,ta;+ a4)_(an+] Ta,,ta,,+ an+4) (2.4)
=1

=

0
Teorem 2.1.1: (a,) bir reel say1 dizisi olmak tizere Zan serisi verilsin.
n=0

. a
7= lim 2L
n—»0 an

olsun. Eger,

1) |r|<1 ise seri yakinsaktur.
2) || > lise seri raksaktur.

3) |r| =lise serinin karakteri hakkinda bir sey s6ylenemez[4] .

Teorem 2.1.2: Zanx" kuvvet serisi verilsin. Bu takdirde,
n=0

an

an+]

7 =1lim

n—x0

ise kuvvet serisinin yakinsaklik yaricap1 » dir. Eger

1) |x|<r ise seri yakimnsaktur.
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2) |x|>r ise seri raksaktur.

3) |x|=r ise seri yakinsak veya iraksak olabilir[4].

Teorem 2.1.3: F, ve L, Fibonacci ve Lucas sayilar1 olsun. O zaman,

C (_1)n_] F'2n+2 _ 8
%, s
dir[7].
ispat:  (-1)" :%(FnLM—FMLn) ve m=2n+2 igin Teorem 1.1.10’dan

LF ,+L ,F =2F, , dir. Buradan,

n" n+2 n+2" n

(-1)" l(L F,,+L,,F)

n—1
(—1) F2n+2 _ 2 n” n+2
LiLfHZ LiLi+2
1 1
E(F;LHZ _Fn+2Ln )E(LnF;1+2 +Ln+2Fn)
- LiLi+2
_ Fn2L31+2 _Fn2+2Li _ 1 Fn ’ Fn+2 ’
4L31L§1+2 4 Ln Ln+2

elde edilir. Simdji, bu serinin kismi toplamlar dizisini yazalim. Yani,

C (_l)k_] 2k+2
S, = ZT olsun. Buradan,
k=1

Lk k+2
2 2
s -1s (5) (F_]
! 4k:] Lk Lk+2

1 n
= Z — (ak - ak+2)
F? F? )
olur. Burada q, :L—’; , U,y =—22 dir. (2.2) kullanilirsa,
k fe+2

1
Sn :Z[(al +a2)_(an+] +an+2)]

bulunur. Dolayisiyla,
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elde edilir. Esitligin her iki tarafinin limiti almirsa,
1 F 2 F 2 F 2 r 2
lim Sn =—lim|| 2L | +| 22| —| 2zl | | Znx2
n—> 4 n—w L] L2 Ln+] Ln+2

. L .oa'+p"
hm—”:hmn—ﬁn
n—)oan n—w oy _ﬁ

olur. Buradan,

_lim+5| &L ]
n—o a” _ﬁ"
1+ (ﬁj
~ lim 5| %L
at
a
1+0
_ 5[0
1-0
dir. Boylece,
B <1 oldugundan, lim (ﬁj =0 olduguna dikkat etmek gerekir.
a n—>0 a
Dolayisiyla,
lim S, —l[1+l—l—l} zi
n— 4 9 5 5] 45
olur.

Lemma 2.1.1: F, Fibonacci sayis1 olsun. O zaman herhangi pozitif n ve k

tamsayilar1 i¢in,

- 1
=1
ZFF

n=l % nt n+2
dir.
Ispat: Ispat Binet formiilii ile yapilir[1].

Teorem 2.1.4: F, bir Fibonacci sayis1 olsun. O zaman herhangi pozitif n ve k

tamsayilar1 i¢in,



S o (S

n+k+2 m=1 L L0

dir[7].

ispat: Onerme 1.1.1°de verilen F,,, = F,F,,, +F, F, ifadesinde k yerine
yazalim. Dolayisiyla,

Fn+k+2 = F;c+2F + F F

n+l k+17 n
olur. Buradan, Onerme 1.1.2 kullanilirsa,
F;c _ Ec+2 — F;cF;1+k+2 _F;c+2F;1+k
FnF;z+k FnF;z+k+2 FnFn+kF;1+k+2
_ F}c (F;c+2Fn+] +F}(+]F;1 ) _F;(+2 (F;ann + F;c—]F:q)
FnFn+kF;1+k+2

_ F;cF;cHFn _F;t+2F;c—]Fn
FF._F

n+k” n+k+2
_ _Fn (F;c+2F;c—] _F;cF;m)
EF._F

n+k” n+k+2
_ _(F;c+2F;c—] _F;mF;c)
Fn+kF;z+k+2

(_1)k+]

“F F

n+k” n+k+2

elde edilir. Bu da,

n” n+k n+k+2

| i Fiz A
- =(=-1 -
n_[FF FF } SOV

ifadesine esittir. Diger taraftan m = n+ k alinirsa,

m=l1 Fm m+2 m=1 FmFm+2
k
1
=1-
; FmFm+2

olur. Buradan da, z

m=1%"m* m+2

=1 oldugu i¢in,

12

k+2
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bulunur.

0

Simdi )"

n=1 % n" n+k

, k>0 serilerinin k£ ya bagl ardisik bagintismi tanimlamak i¢in

Teorem 2.1.2’yi kullanalim.

Eger k ift say1 yani k =27 ise, seri

n=l % pt pi2p

bi¢iminde olur. Burada » >1 olan

herhangi bir tamsayidir.

-y

,¥ 21 olsun. Bu durumda Lemma 2.1.1°den dolayz,

n=1 % pt pi2p
® 1
T = =1
] ; FnFn+2
© 1
T..= —
™ ; F;lF;l+2r+2
2r
dir. Ayrica 4,=0 ve 4 = z , =1 olsun. Bu durumda,
m=1 £ m* m+2
1 1
A =4+ + ,r>1
F'2r—]F'2r+] F2rF2r+2

oldugunu gérmek kolaydir.

Bu tanimlamalarla beraber, Teorem 2.1.2 ile asagidaki sonuca ulasilir:

1 1
A -4 = +
F'2r—]F2r+] F;rF;r+2
1 1 1 1 1 1
=——+——+...+ - — -
RF, EF, " FF,., FF FF, F_F,

dir. Buradan,

BT —Fy, Ty =(-1)"(4,-1)

2(r+1)"r+l
veya
F,T-F, T.=4 -1

2(r+1)" r+l r

elde edilir.
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Simdi yukaridaki esitlikleri birlestirelim.

Tm:( £y, ]T,+ Loa-a).r>1,

2(r+1) 2(r+1)
T,=1,4,=0 (2.5)
A =4  + ! !
F2r ]F2r+] F F2r+2

dir. Simdi 7, ’nin bazi degerleri i¢in yukaridaki formiilleri kullanalim.

Ornegin r =1 igin,

1 5
4 = +— =—,
A EF, FEF, 6
- (E)red(1-2)- 2.
F, F, 6) 18
yani
o1
T. = -
’ zFlthn+4 18
dir.
r=2 igin,
1 1 5 1 1 39
, =4+ + =—+
EF, FF 6 25 3 8 40°
T, = L T2+L(1—A2) 37 +l(1 39] E,
F F; 818 8 40) 960
yani

=] 143
T. =
’ ;FnFM 960

dr.  Dolayisiyla )’

n=l % pt pi2p

bicimindeki her serinin degerini  kesinlikle
hesaplayabiliriz.

. . R 1 D
Eger k tek say1 yani k=2r—1 ise seri Z— bi¢iminde olur. Burada » >1
n=l

n" n+2r-1

olan herhangi bir tamsayidir.

= 1
P, =) ———— olsun. Bu durumda,



P= ve P =
] ; FnF;zH ! ; F;Fn+2r+]
olur. Ayrica,
2r-1
= z ,7>1 olsun. Bu durumda,
m=1 m m+2
1 1 1 1
B] =——=—-V Br+] :Br
F;F; 2 F F2r+2 F'2r+]F'2r+3

oldugunu gérmek kolaydir. Bu tanimlamalarla beraber Teorem 2.1.2 kullanilarak,

2r+1 2r—1

_B —
z F Fm+2 z F Fm+2

1 1 1 1 1 1 1
=t ——+..F + - - ———————
F;F;s F2F4 F F2r+2 F2r+lF'2r+3 F;F; F;F:I F2r—lF2r+l
1 1
+
F F. F, F.

2r+2 2r+17 2r+3

elde edilir. Boylece,
2r-1
F,, b -F, .k, :( 1) (Br - 1)’
F, b -F, b, = _(Br _1)
olur. Yine buldugumuz bu ifadeleri bir araya getirelim.

P, :(Fzr-‘ ]P, +F1 (B.-1),r=1

2r+1

1 <N |
B =—,P= 2.6
=F Z FF (2.6)
1 1
Br+] :Br
F F'2r+2 F'2r+]F'2r+3

dir. Simdi bu formiillere gore bazi degerler hesaplayalim.

r=1 i¢in,
F 1 1 1(1 1
P2:—‘P]+—(B —1) —P+—(——1]:—P]—l
X F, 2 22 2 4
dir. Yani,
21 1& 1
P = =
: zF;zF'n+3 2ZE1E1+] 4
dir.

r=2 i¢in,

15
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BZ:B]+L+ ! —l+ + =—,
FF, FF, 2 1.3 2.5 15

1) 1(14 11
P = Li Pz+i(32—1):3(lp,——]+ ( 1]:—13——7
F. F. s\27' 4) 5015 57150

5

olur. Yani,
© 1 1& 1
P, = z =_
n=1 FnFn+5 5 Ean+] 50
dir.

2.2. ikinci Dereceden Alterne Seriler:

Tanim 2.2.1: £ herhangi bir pozitif tamsay1 olmak tiizere,

- (2
Z FnFn+k

bi¢imindeki serilere ikinci dereceden alterne seriler denir.

Teorem 2.2.1: F, bir Fibonacci sayist olsun. O zaman herhangi pozitif & tamsayisi

i¢in,

(G _L($E, K
zﬂ&[ﬂ 2 a

n=l m=l m

dir. Burada o = ! dir[7].

Ispat: Onerme 1.1.2’ye gore,

( 1) F F Fn+k F;lF;l+k 1 _ Fn—l _ T ntk-l
F;an+k FnFn+k Fn n+k

dir. Simdi serinin kismi toplamini yazalim.

= Z £ olsun. O zaman,

m=1 m m+k
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n+l n+k

ﬂ+...+—F"“ | L +...+—F”+"“
FE R )\F F

olur. Birinci parantezin son kismi ile ikinci parantezin ilk kisminin sadelestiine

dikkat ediniz.

. F . o
lim—% = o* oldugu dikkate alinarak limit alinirsa,

nowo [

elde edilir. Boylece,

F F F F
limS, =lim| | 2+ 5L -] = ]
n—»0 n—»o0 E F}( Fn+] Fn+k

L F
:(umzﬂ]_(1+i+...+ij
nowi = F o o o

N Bk
- m=1 Fm a
dir. Buradan,
c (_l)nF;f _ : Fm—] k
; FnF;1+k - ; Fm a
ya da
c (_l)n _ 1 : Fm—] k
;F;Frﬁk - F;c ; Fm o
elde edilir.

2.3. Uciincii Dereceden Seriler:

Tanim 2.3.1: a ve b pozitif tamsayilar olmak {izere,
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ZFF F

n® n+a® n+b
bi¢imindeki serilere {i¢iincii dereceden seriler denir.

Bu kisimda tigiincii dereceden serilerin bazi 6zel durumlarini incelecegiz.

Teorem 2.3.1: F, bir Fibonacci sayis1 olsun. Bu durumda,

= 1
EFF F . 4

n n” n+2"° n+3
dir[1].
Ispat: 2F = F . —F, oldugundan,
1 2F'n+]
FnF;z+2F;z+3 2F Fn+]Fn+2Fn+3
F;z+3 F::
2F F F F

n+l" n+2" n+3

I 1
2\ F,F,,F,, F,F.,F

n+l1" n+2 n+l" n+2" n+3

olur. (S,) serinin kismi toplamlar dizisi olmak iizere,

- z F F;c+2F;c+3

olsun. O zaman,

S_l"( 1 1 ]
"2 k=1 F;cF;c+]F}c+2 F}(+]F;(+2F}(+3
1 n
= 5 = (ak _ak+] )
; 1 I
dir. Burada g, = ————— dir. Boylece,
k™ k17 k+2
1
S, _E(a] an+])

1 1
2\ FF,F, F,,F,,F

n+1" n+27 n+3
olur. Esitligin her iki tarafinin limiti alinirsa,

lims, =L __1
n—o 2F;F'2F;5 4




bulunur.

Teorem 2.3.2: F bir Fibonacci sayis1 olsun. O zaman,

$1L T iy 1
= FELF,., 18 335 FFF,.,
dir[1].
Ispat: Onerme 1.1.1°den dolay:
F,=FF,,+FF,

\

F. =FF. +FF

n+l
oldugunu biliyoruz. O zaman,

. F
FF _F FF

n” n+27 n+3 n" n+2

-FF

n+3

_FF,

n+4

F FF F_.F

n+4 n+2" n+3"7 n+4

 E(FF,,+FF,)-F,(FEF,, +FF,)

n+l n+l
FF ,F_.F

n+2% n+3" n+4
(FZ—FF)F
FF ,F .F

n+2" n+3"7 n+4

F} —F,F,
FFF

n+2" n+3"7 n+4
-3-1
F F  F

n+2" n+3"7 n+4

1
F

n+3

F

n+2

F

n+4

olur. Buradan,

- F, - 1
z FnFn+2Fn+3 B z F Fn+2Fn+4 ; Fn+2Fn+3Fn+4

elde edilir. Diger taraftan, £k =n+2 alinirsa,

>—— =%
n=l E1+2E1+3F;1+4 k3F;(F;(+]F;(+2
_i 11
k]F;tF;(+]F;(+2 EFzF; FzFéE;
. 1 1 1

k=1 F;tF;(+]F;(+2 26

olur. Yani,

19
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= F 2 2
zFFF _ZFFF ZFFF 3

n+2" n+3 n+2" n+4 n= n” n+l" n+2

dir. Boylece, Teorem 2.3.1 kullanilarak Teorem 2.3.2°ye ulagilir.

2.4. Fibonacci ve Lucas Serileri:

=( F
Bu kisimda, . :Loldugu gosterilecektir. Bu ifadenin dogrulugunu
10" ) F i
=0 11

gorebilmek i¢in, Oncelikle baz1 Fibonacci serilerinin yakinsakligmi incelemeliyiz.

k pozitif tamsay1 olmak {izere,

S L3 ) {5

n=0

olur. Bu seri bir geometrik seri oldugundan,

2k 2k
1 2k 1 2k

T S5k 2k—1-5 5k 2k—1+~5
i ey
B\ 2k—1-5 2k—1+4+5

©F 1 L
20T T NEgEE

bulunur. Boylece,

S:% elde edilir. Eger k> —k—1=F,, yani k(k—1)=1+F, ise

= F )
z - _ olur. Ornegin,
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Teorem 2.4.1: a,b,c ve d tamsayilar olsun.

U,,=aU, +bU, alalim. Buradan,
Uy=c,U =d ve n>2
dir. m ve N tamsayilari i¢in,

B*=m+aB+b ve N =cm+db+bc olsun. O zaman tiim n >0 tamsayilar1 igin,

n+l

B"N=m) B""'U,_ +BU,

n+l

+bU,

i=l

dir[1].

Teorem 2.4.2: a,b,c,d,m,B ve N Teorem 2.4.1°deki gibi tamsayilar olsun. Ayrica,

2 2
p= Y e 5= YD Givelim. Burada |{<[B| ve <[5 dir. O
zaman,
i_ Un—]
mB “= B’
dir[1].

Sonu¢ 2.4.1: a=b=d=1 ve ¢c=0 i¢in, U, = F, olur.

I © F
1) Eger B=10" ise = a-l
) EE 107 —10" —1 ;10"”

S Lo i),

1
2) Eger B=(-10)" ise =
) e (=10) 10 —(-10)" =1 %= (-10)"

Ispat: Eger B=10" ise



m=10"-10" -1 (32 =m+aB+b,10%" :m+lx10h+l)
Ve

N=10" (N =cm+db+be,N=0+10"+0)
dir. Eger B = (—10)h ise benzer sekilde,

m=10"-(-10)" -1 ve N =(-10)"
dir. Formiillerle birlikte simdi asagidaki agilimlara bakalim.

11:6"] 0,0112359350557...
F_,
710%"
F

103"

Il
[Ms

n

1
89
1

=0,000101020305081321..

i MS H MS

9899
1
989999

=0,000001001002003005008013...

\(

1 & F
10099 ;(—100)”

dir. Simdi Fibonacci kuvvet serilerinin yakinsakligini inceleyelim.

T= ZF x" olsun. Burada, yakinsaklik yarigap1 11m| .

=lim =— Ve
n=0 ‘a al e Fy o
T=Fx+FEx’+) (F, +F,_)x"
n=3
=x+x"+ xZan" + XZZan”
n=2 n=1
=x+x+x(T—x)+xT
dir. Dolayisiyla,
X
I =——
1-x—x°
dir. Simdi 7 ’yi basit kesirlere ayiralim.
. X A B A+B-(aB+pd)x

l-x—x° ( )(1 Bx) (1 OLx) (1 Bx) (1 ax)(l—Bx)
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dir. Buradan,

oB+p4=-1
—od+BA4=-1
APB-a)=-1
A(—ﬁ):—l
A:L B=—

elde edilir. Diger yandan,

olarak da yazilabilir.

Teorem 2.4.3: k£ >1 olmak iizere,

0 F n
an (i] =F5 oy

F'2k+]
dir[1].

Simdi de Lucas kuvvet serisi ile ilgili benzer bir inceleme yapalim.

T = ZLnx" serisinin yakinsaklik yarigap1 » olsun. Buradan,

n=0
n
1 p 1 1 (B
a" +p" : oc+oc”” oc+oc o 1
r=Ilim =lim =lim —=—f
H—>0 (X.n+] + n+l H—>00 Bn+] N300 B n+l a
1+ n+l1 1+(]
o o

olur.

B

(0

<1 dir. Ciinkii —B = |p| =—{1_2*/§]= */52_1 < \/§2+1 — o=



dir. Su halde (r,r) = (B,—p) dir.

|x| =—f, yani x=— veya x= ise ZLnx” serisi yakimsak degildir.

n=0

|x| <-P ise iLnx” # 0 dir. O zaman,
n=0

T=L, +L]x+i(Ln_] +L,,)x"

n=2
= 2+x+xiLnx" +xziLnx"
n=1 n=0
(l—x—xz)T:2—x
2—x
= l—-x—x’

24

dir. (1 —x-x ) = (1 - ocx) (1 — Bx) oldugu kullanilarak, 7 ’yi basit kesirlerine

A

ayrralim. Bu durumda, 4 ve B sabitler olmak iizere, T :1
— o

yazilabilir,

esitligi diizenlenerek,

elde edilir. Ornegin,

1 2_1
x=—ise T:—32:3:3x1,
RO
1-——| =
3 \3
4 2_£
x:71seT— 7 > =14=Tx2,

+

X

bi¢iminde
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_1

x—H se T'= 18 >=90=18x5
8 1 (1
18 18

seklindedir.

Lemma 2.4.1: n>2 ise

L +L, ,=5F_
dir[1].
Ispat: n>11ise L, +L _, =5F, oldugundan,

Ln +Ln—2 :Fn+l +Fn—] +F;z—] +Fn—3

=F +F _+F_+F _+F, ,
=3F,_+F +F,,

=3F _+F _+F, ,+F _,
=3F,_+F_+F,

=5F |

elde edilir.

Sonug 2.4.2: n>2 olmak iizere, L, +L,_, =0(mod5) dir[1].
Ornegin;
Ly+L,=9349+3571=12-920=0 (mod5),
Ly+L,,=0 (mod5)

dir.

Lemma 2.4.2: k>1 olsun. O zaman

Lik _LZkLZk—] _Lik—] =5
dir [1]

Ispat: L-LL ,—L =5 (—1)" 0zdesligi kullanildiginda ispat tamamlanur.

n—1

Teorem 2.4.4: k bir pozitif tamsay1 olsun. O zaman,

0 L n
ZLn (%j =Ly L, ,

n=0 2k



dir[1].

. . L
Ispat: Ilk olarak B <=2 <—B oldugunu gosterelim. Teorem 1.1.3’den,
2k

sz_] B (X.Zk_] + BZk—] aZk—] +B2k—l - a2k—l B 1 B B
L, a2k +sz a2k o o
olur. Boylece,
L
0< 2L <,
2k
_B < % < B
2k
elde edilir.
Ly 2-x 5
x=—==¢(B,—PB) ve T =———— oldugundan,
L, (B B) 1-x—x° 8
\ 2 L2k—]
il’ (LZk—] ] — L2k
n 2
n=0 Ly 1— Ly, _ (LZk—] ]
L2k L2k

_ sz 2L2k _L2k—])
Lik - LZkLZk—] - Lik—]
_ sz (2L2k B L2k—])
(-1)’s
_ sz (2L2k - L2k—])
5
_ sz + (sz _L2k—])
5
_ sz + L2k—]
5
sz (Ssz-l )
5
=L, Fy

olur. Ornegin, k =5 olsun. O zaman,
L_7
123°

L]O
F,=34

26
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ve
A 10} _123x34=4182
= 123
dir.
x=-—%L ise Fibonacci kuvvet serileri sonlu toplam i¢in yakmsaktir ve tamsay1
2k
degildir.

L, L, # 0(mod5) oldugundan,

iF 21 | _ Loy Ly
! 5

n=0 2k

dir. Simdi L,L,, ,Z0(mod5) ifadesinin dogrulugunu gosterelim. Bunun igin

L -5F’ :4(—l)n ozdesligini kullanalim. Bu durumda 5/ L, dir. Aksini kabul
edelim.

5|L, olsun. Bu durumda L, =5k,keZ olur. L, =5k ise L. =25k"dir. Yani 5|L
dir. Ayn1 zamanda S‘Ff dir. Iki say1 5 e tam boliiniirse farki da 5 e tam béliiniir.

Dolayisiyla L’ —5F ifadesi 5 e tam boliiniir. Fakat L) —5F =4(-1)" oldugundan,
bu bir ¢eliskidir. Bu durumda 5/ L, elde edilir. Dolayistyla 5| L,, ve 5| L,, , dir
Su halde,
5/L,,L,,
yani
Ly, L, , £0(mod5)
olur. Ornegin,

- G 123% 76
= =1
2" [ Ly, ] Z (123] 5 59,6

n=0 =0

dir.

Teorem 2.4.5: k bir pozitif tamsay1 olsun. O zaman,

z l T
2k 2k+1
n=0 [ 2k+1 ]
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dir[1].

Ispat: Teorem 2.4.4 ifadesinin ispatindaki gibi, P<—2 b <—B oldugunu

2k+1

- > o F, ..
gosterebiliriz. Boylece, T = ZLnx" Lucas serileri k>0 olmak iizere x = —%- i¢in

n=0 2k+1
yakinsaktir. O zaman,
) s B

i ( ] F2k+] _ F2k+l (2sz+1 _sz)

n=0 F2k+] - sz _( sz T F22k+] F, F2k+] Fzzk

F2k+] F2k+]
— F‘2k+] (F;k{—] + F2k ]) Fv2k+]L2k

elde edilir.
Ornek 2.4.1;
> Py =
n=l E1E1+]Fn+2 =1 FnFn2+2F;1+3 2
dir [1] .

Coziim: Kolaylik olmasi i¢in, a = F,, b=F

n+]’

=F _,ved= alalim. Esitligin

n+3

n

sol tarafin1 kismi toplamlar olarak yazalim. Z(al. —a,,)=a, —a, oldugundan,
i=1

i(ai_ai_]):#:l

i=l EF 22F; 2
bulunur. Benzer sekilde, ) z =2 dir.
n=2 L p—1+ n+l :2 n—1" n+l
. 1 S nel . 1 = F
Simdi de T Zan kuvvet serisinde x = 5 olsun. Bu durumda 22—: =2
—X—X n=0 n=l1

dir. Bu kuvvet serisinin baska bir sekli,

1+2 =
L:nl
=1

(lxx)n

dir. Yine x :% yazilirsa,
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n=l1
yani,
= nkF
Z =10

27
elde edilir.
Ornek 2.4.2:

i% =4-a=3+p

dir [1] .

Coziim: Birinci tlimevarim ilkesine gore ispat yapalim.

0 1 _

~F, _F

on

dir. n=1 i¢in ifade dogrudur. Denklem tiim »n degerleri i¢in dogru olsun. Buradan,

n+1 1
S
F, F,.
L.F, 1
= —+_
Lz'Fz' Fz"”
o L F -]
Fn+l
2

elde edilir. m=2" ve k=2" -1 alinir ve F,. +F,=L,F,, oldugu kullanilirsa,

L.F, -l= bulunur. Dolayisiyla,

21+I 1

n+l

- = _L'l
2

bk n+l

elde edilir. Boylece birinci tiimevarm ilkesine gore her n>1 igin ZFL =3- ;"“
i=0 £ 5

2”
olur. Buradan,

F n+l
hmZ——3—h 2

n—x0 n—0
F2 1+l

olup
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i=0 L,
esitligi elde edilir.
Ornek 2.4.3:
X (1 - x) 2,
=>» F’x"
1-2x-2x" +x° ,,Z:(; !
dir.

Coziim: Binet Formiilii’ne gore,

o[ bl e )2 )

dir. Kuvvet serilerinin yakinsaklik yarigap1 formiiliinden,

2

=lim—2Zl=q
n—»o0 F2
n

1
=— =B’ ve R=lim

1 2
R o n—w

an+]
(ln

dir.
2o Lo noa\n L[N 2 0\ A% N (pza)”
> e =13 (a2 (-1) 4 :g(zo(a o 23+ 2 (0) ]
dir. Geometrik seri a¢ilimindan,

Srw- L2l 1)
n=0 5

+
l-a’x  1+x 1-B’x

1 1 1 2
~ % ot 2~
SUU-a’x 1-Bx 1+x
1 1-B°x+1-a’x 2
5 (l—oczx)(l—ﬁzx) 1+x

elde edilir. Burada ‘oczx‘ <1 ve ‘Bzx <1 dir. Bu ifade diizenlenirse,



i 2-x(a?+p?) 2 ]l 2-3x 2 ]
5

S| 1-px—olx+opx® 1+x

esitligi elde edilir. Yani ifade dogrudur.

x> =3x+1 l+x

1 (2-3x) (14 x)2(x* = 3x +1)
5 (x2—3x+1)(1+x)

1(2+2x-3x-3x"-2x*+6x-2

5 X 4+x =3x=-3x*+1+x

_l —5x% +5x
50 x* =2x* =2x+1

B x(x+1)
X —2x = 2x+1

|

31



BOLUM 3. FIBONACCI VE LUCAS TOPLAMLARI

Bu boliimde [3] de verilen

X' =(x*—x-1)(Fx"? + Fx" + ..+ F, ,x+F, )+ Fx+F, (3.1)

6zdesligi ele alinarak, daha once [1] ve [2] de bulunan Zn:Fi , Zn:iFl. ,Zn:izFi

i=1

formiillerine benzer formiiller elde edilmektedir. Ayrica (3.1) 6zdesliginde verilen
polinomun birinci ve ikinci mertebeden tiirevi kullanilarak farkli formiiller elde
edilmektedir. Bunlara ek olarak, burada

n—1

23" —x" = (¥ —x—l)(Zij"_]_j ] +Lx+L,, (3.2)

j=0
0zdesligi ele almarak bu 6zdesligin birinci ve ikinci mertebeden tiirevi kullanilarak
farkli formiiller elde edilmektedir.
Ik olarak (3.1) 6zdesliginde verilen polinomun birinci mertebeden tiirevi almarak

elde edilen 6zdeslikler asagidaki teoremlerle verilsin.

Teorem 3.1.1: F,L Fibonacci ve Lucas sayilar1 olmak tizere,

n+] _ZFF

(n+1)L

dir.
Ispat: x" = (x2 —x- 1)(F,x"‘2 +Ex" +..+F ,x+F, ) +Fx+F,

ve toplam sembolii kullanilarak,

x" :(xz—x—l)(nZ_iF] e ’]+Fx+F y

=

olsun.

> X =0
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diyelim. Bu durumda (3.1) 6zdesliginin son hali,
x" = (x2 -x- I)Q(x) +Fx+F |

dir. Simdi, her iki tarafin tiirevini alalim.

Bu durumda,
n' = F, =(2x-1)0(x) +(x* - x-1)0'(x)
olur. Eger x =a alinusa, na""' — F, = (2a —1)O(a) + Q'(«r) x 0 bulunur. Ayrica,

1+\/§

2

oldugundan, 2a —1= J5 elde edilir ve denklemin son hali;

na" —F =/50(a) (33)
olur.

Eger x =8 alnirsa, n"" —F, =(28-1)O(B)+Q'() x0 bulunur. Ayrica

1-
p= 2\/5 oldugundan, 28 —1= —/5 elde edilir ve denklemin son hali,

nB" — F, =—J50(B) (3.4)
olur.

(3.3) ve (3.4) denklemlerini taraf tarafa toplarsak,
na'! ~F, +nf"" ~ F, =\/50(c) ~50(B)

buradan,
n(a"!+ ") -2F, =V5(0(@) - 0(B))

ve boylece,
n—Il
nLn_] —2Fn :\/ng'] (an—l—j _ﬁn—l—])
j=1

elde edilir. Bu denklemi /5 ile carpip ve bolersek,

olur. Buradan,
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bulunur.

Teorem 3.1.2: F,L, Fibonacci ve Lucas sayilar1 olsun. Bu durumda,
(n+1)F, ZF L,

dir.

Ispat: (3.3) ve (3.4) denklemleri taraf tarafa ¢ikartilirsa,

na' —F, —nB"" + F. =/50(ct) +~/50(B)

Ve
n(a"" - B"")=5(0(a)+0(B))

elde edilir. Denklemi /5 ile carpip ve bolersek,

ﬁ,{%} ~5(0(c)+0(B))

buradan,
S
=
boylece,
W =S FLL

elde edilir ve

bulunur.

Sonug 3.1.1: F, Fibonacci sayisi olsun. Bu durumda,

n+l—-a'"F

\/7 n+] — ZFQ Jj
dir.
Ispat: (3.3) 6zdesliginin her iki tarafin1 8" ile ¢arpalim. Buradan,

ﬁn—] (nan—] —F;) _ ﬁn—]\/gQ(a)
olup
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n—1
n(aﬁ)n—l _ﬁn—]Fn :\/gﬁn—]szjan—]—j
Jj=1
elde edilir. aff =—1 oldugundan,
n—1
n(=1)" = BF, =5 ZFa" B =5 ZF ol =(-1)" 5L Fa
j=l

-1

olur. ¢~ =—f oldugundan,
n(_ ) _ﬁn ]F n-1 B n- ] j .
- Fa/ = F —-1) F.p’
(_1) \/g z J z J = ) Jﬁ
ve

(UG
S iy g

J=1

bulunur. Buradan,

-1

dir. - =a " oldugu kullanilirsa denklem,

n+l—-a'"F

\/7 "”—ZFoc_j

halini alir.

Sonug 3.1.2: F,, Fibonacci sayis1 olsun.

BF,. - n +1

75 i””

dir.
Ispat: (3.4) denkleminin her iki tarafin1 "' ile ¢arpalim. Buradan,
o (np" ~ F,) = 50" 0(p)

olup, aff =—1 oldugu kullanilirsa,

O IC

— Y F (1)

bulunur. Su halde,
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ve buradan,

(-1)' a"F,, —(n+1) &

) S

esitligi elde edilir. —a = ' oldugu kullanilirsa,

'F 1 " .
ﬁ n+]\/§(n+ ):Z]Fjﬁ—]

bulunur.

Sonuc 3.1.3: F,, Fibonacci sayis1 olsun.

dir.
Ispat: Sonug 3.1.1 ve Sonug 3.1.2 taraf tarafa toplanirsa,

niloa'F, SR (n4]) Zn:Foc"’ +2Fﬁ '

V5 V5

olur. Buradan,

(e -V, \
(a é )n+ Fi(a+p7)- FFu=2FL,

J=l

elde edilir. 7, =(~1)""F, ve F,L, = F,, oldugundan,

n+]
- n+] ZF

ve boylece

dir.

Sonuc 3.1.4: F,,L , Fibonacci ve Lucas sayilar1 olsun.

(-1)'L,F,,,—2(n+1) &

nt n+l T :Z(_l)j sz
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dir.
Ispat: Sonug 3.1.1 ve Sonug 3.1.2 taraf tarafa gikartilirsa,

n+l-aF, BF.,—-(n+l) & . . &,
ml _ =N Fa/->Fp7
SR’ =35

V5 V5

dir. Buradan,

2(n+l)—(a"+B")F,, & IV
( ) (\/g ) :ZF}(a]_ﬁ])

J=1

2 1)-L F u u .
(n+ z/g —n’ n+l :\/gzl“FjF_j:\/gZ]“Fj(_l)J le
Jj= Jj=
ve
(=)' LF.,—2(n+1) (1) F?
5 j:]
elde edilir.

Sonug 3.1.5: F,L , Fibonacci ve Lucas sayilar1 olsun.

n

2F, = Z(_l)jH Ln+]—2j

Jj=1
dir.
(n+1)L, -

. 2F . 4
Ispat: “L=>FF,, ve (n+1)F,=> FL,  denklemlerini taraf
=1

j=1
tarafa toplayalim. Buradan,

n+l)L,=2F, +5(n+1)F,
( ) 51 ( ) :zF}(Fn—j-i_Ln—j)

olup, F,+ L, =2F, ,, oldugu kullanilirsa,

+1

Z nL,+L,—(L,+F,)+5nF, +5F,
Y F2F, .=
J=l S
_nL, +5nF, +4F,
5
_n(L,+5F,)+4F,
- 5

bulunur. Dolayisiyla,
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n(L,+L,, ;LM )+4F, _Zn‘;F E.,
elde edilir. Teorem 1.1.10°daki 5F.F,, =L, ~(-1) L,..,, 6zdesligi kullanilirsa,
2nLn+] +4F, Z”:( n+]_2j)
ve buradan
i(—l)”*‘ Ly, =nL,, +2F,—nL, =2F,
=
elde edilir.

Sonug 3.1.6: F,L , Fibonacci ve Lucas sayilari olsun.

S (1)1, =3F,
dir.

(n+1)L"_2F"+‘ = 3 FF . ve n+1 FL ; denklemleri taraf
J

Ispat:

tarafa ¢ikartilirsa,

5(n+1)F, —(n+1)L, +2F,,, &

n+l
3 _JZ_]:FJ(Ln—j _Fn—j)
olur. Buradan Onerme 1.1.6’daki F, L+ F, =1L, ; esitligi kullanilarak,

(n+1)(5F, - L,)+2F,,, (n+1)(Ln+]+L —L,)+2F,,
ZSF = > = S

bulunur. Teorem 1.1.10°daki SF/F, | =L, —(—l)j L, ,; 6zdesligi kullanilirsa,

n—l-j

5 : 2(n+1)L,, +2F,

Z(Ln_l—(—l)JLn_]_zj): ST (ne )L, 4 E
=1

bulunur. Buradan da

S (=)L, sy =Ly + Fyy = Fy o+ Fy+ F

n+l
J=

elde edilir. Boylece,

Z(_l)j+] Ln—1—2j = Fn—2 +Fn+2
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olur. Ayrica F, ,+F, , =3F, oldugundan, Z(—l)j . L, ,,=3F, bulunur.

=

Sonug 3.1.7: F,, Fibonacci sayis1 olsun.

F, = Z‘(—l)"” F,_,
e

dir.

ispat: 2F =Y (-1)"'L,,,,, ve 3F,=>(-1)""'L,__,, denklemleri taraf tarafa
=) =1

toplanirsa,

n

5F, = Z(_l)jH (Ln—2j+] + Ln—2j—])
=1
olur. Buradan L ,+ L, , =5F, oldugu kullanilirsa,

5F,=>(-1Y"5F, ,,

olup

elde edilir.

Simdi de (3.1) 6zdesliginde ikinci mertebeden tiirev alarak devam edelim.

Teorem 3.1.3: F,L , Fibonacci ve Lucas sayilar1 olsun. Bu durumda,

n 2)(5 1)F -2L 4F
ZjF}Ln_jz—(n+ )( (n+ )l(n) n+1)+ n+2+(n+1)2Fn

J=1

dir.
ispat: x" - Fx—F,_ =(x" = x—1)O(x) dzdesliginin birinci mertebeden tiirevi
nx' = F, =(2x-1)0(x) + Q'(x)(x" = x—1)
ve ikinci mertebeden tiirevi
n(n-1)x"" =20(x)+Q'(x)(2x 1)+ 0"(x)(¥* =x =1)+ Q'(x) (2x - 1)
=(x" —x-1)Q"(x)+2(2x-1) Q'(x) + 20(x)



olur. Burada x = o alinirsa,

n(n-1)a"? =2(2a-1)0'(a)+20(a)

=250/ (a) +20(ax)

2"—1 [\/g(n—l—j)+a]Fja"‘2‘j

J=1

olup

n(n-1)a"? :2a”"2§[\/§(n—l—j)+a]Fja‘j (3.5)

J=1

bulunur. Ayrica x = alinirsa,

n(n=1)B" =2(28-1)0'(B)+20(B)

=-2J50'(B) +20(B)
:_zﬁi(n—l— J)EB" +2§Fjﬁ”"]‘j (3.6)

elde edilir. (3.5) ve (3.6) denklemleri taraf tarafa ¢ikarilirsa,
n(n=1)(a" = ") =2J5(Q'(@) + 0'()) +2(Q(e) - ()

olur. Denklemi ~/5 ile carpip ve bolersek,

n—=2

sn(n=1)F,, =25 (n-1-j)F,(a">7 + B> )+ 221@ (a

n—1
=235 (n=1-j)FL,_, +2\5Y F/F__,
Jj=1

J

bulunur. Buradan,

- n—2 ~
M: (n_l_j)F}Ln_z_j+M
2 = .
olup
n—2 ~ )
("_1—‘/')171-@1_2 .zsn(" 1)F,, —2nL,  +4F,

- 10

_5n’F, ,—n(5F, ,+2L, ) +4F,
- 10

elde edilir. Buradan,

40

n-l-j _ﬁn—]—j)
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=

n+l

—'( VEL Sn(n+1)F,_ —2(n+1)L, +4F,
n—j ;i

J=1

i 10

_(n+1)(5nF, -2L,)+4F,,,
10

oldugu goriiliir. Dolayisiyla,

" ' (n+2)(5(n+1)F,-2L,,,)+4F,,
z<n+1_])F}L’l—J: 10 : :

I=

elde edilir. Burada, )_ jF,L, ; yalmz birakilirsa,

J=1

. n+2)(5(n+1)F, 2L )+4F.. .
S r, - CACODE ) s (S

J=1

:_(n+2)(5(n+l)i;—2Ln+])+4Fn+2 P ) E

bulunur.

Sonu¢ 3.1.8: F,L , Fibonacci ve Lucas sayilar1 olsun. Bu durumda,

< 2Ln+2F'n+] -
2 JFF, =

J=l

(n+2)(n+1)=10(n+1)"F,
10

dir.
Ispat: (3.5) ve (3.6) denklemleri taraf tarafa toplanip gerekli diizenlemeler yapilirsa,
n(n—1)(a"?+ ") =2[0(a)+ Q(B)]+ 235 (Q'(@) - 0'(B)),

n—1 n-2
n(n+1)L,, = 2(21@.@,_]_].] + 10( (n-1 —j)Fan_z_j],

j:] ]:]

n(n+1)L, ,—2nF,_ 3 ,
102 : ZZ(n_l_‘])F}F;l—Z—J"

(n+2)(n+1)L, -2(n+2)F,, :Zn:(n+1—j)F-Fn_-’
10 J=1 o
iJF'JF;_J _ 2(l’l+2)Fn+] 1—0(;1+2)(7l+1) —(l’l+1)

J=1

\(



L,,F,, ~(n+2)(n+1)=10(n+1)'F,

SFF 2
= Jon=Jj 10

elde edilir.

Lemma 3.1.1: L , Lucas sayilar1 olsun. Bu durumda,

2xn+] —x" = (X2 —-x _1)(nz_]ijn—l—j]+ LnX+ Ln_]

Jj=0

dir.

Ispat: Once x =0 i¢in esitligin dogru oldugunu gosterelim,
2x" —x" = (x2 -x- 1)(L0x"_] + Lx" o+ Ln_]xo) +Lx+L,,
oldugu kolaylikla goriilmektedir. Simdi x = 0 yazilirsa,
0=-L ,+L,,

olur. Dolayistyla x =0 i¢in ifade dogrudur.

Simdi de x =« i¢in dogruluguna bakalim. Yani,

(o —a - 1)(§Lja”‘]‘j] +La+L,,

Jj=0

2an+] _an

n+l

oldugunu gésterelim. o’ —a —1=0oldugundan 2a"" —a" = L a+L,_, oldugu
gosterilmelidir. Burada o’ =a+1, af=—1, a+f=1ve a— B = J5 oldugu
kullanilirsa,

LnOC+Ln_] :(a” +ﬁn)06+06n_] +ﬂn_]

:an+] _ﬁn—] +an—] +ﬁn—]

42



1
=2a"" +a" (—a + —j
a

n

=2a"" ~a
elde edilir. Dolayisiyla x = « i¢in de dogru olur.
Benzer sekilde x = S i¢in de dogru oldugu gosterilebilir.
Simdi x #a, x # B ve x # 0 durumuna bakalim.

(x2 —x- 1)(§ij""]"j] +Lx+L,  =2x"—x"

J=0

= (x2 —x- 1)(§ajx"_]_j + nz_]:ﬂjx""]‘j] +Lx+L,

Jj=0 Jj=0

4 2]
a | Ux X
=(x" —x—1)x"" PR +Lx+1L,
|
X X
:(xz—x—l)x"_] a —nx 2 +ﬁ —X i }+Lnx+Ln_]
| x a-—x x" p—x

)_(a" —x")(ﬁ—x)+(oc—x)(ﬂ" —x")

:(x2 —-x-1

:(a" —x")(ﬁ—x)+(ﬁ" —x")(a—x)+Lnx+Ln_]
=a’B-a"x-x"B+x""+Ba-B'x—x"a+x""+ L x+L
=2x"" —(a+B)x" —(oc" +ﬁ”)x+a”ﬂ+ﬁ”a+Lﬂx+Ln_]
=2x"" X" —Lnx+aﬁ(oc”" +ﬁ"“)+Lnx+Ln_]

_ n+l n
=2x""-x"-L_,+L,,
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— 2xn+] _xn
elde edilir.

Benzer sekilde ayni islem Fibonacci ile de yapilabilir. Yani,

x" = (x2 —x- 1)(§FJx""]"jj +Fx+F,

J=1

dir.

Sonu¢ 3.1.9: F,L , Fibonacci ve Lucas sayilar1 olsun. Bu durumda,
(n+1)F, ZL F,_

dir.
n—l

Ispat: 2x""' —x" = (x2 -x- 1)(2ij”“‘j] + L x+ L, , oldugu biliniyor. Burada,

> Lx7 = 0()

oldugu kullanilip birinci mertebeden tiirev ile ifadenin dogrulugunu goésterelim.

Bu durumda,

1
2x" —x"

(¥ -x-1)0(x)+Lx+L,,

2(n+1)x" —mx"" = (2x=1)Q(x) + Q'(x) (¥* —x -1)+ L,
yani
2(n+1)x" —nx" = L, =(2x-1) 0(x) + Q'(x)(x* —x—1)
elde edilir. Boylece,

x=a igin 2(n+1)a" —na"" - L, =<50() (3.7)
Ve
x=f icin 2(n+1) " —np"" - L, =—/50(B) (3.8)

olup, (3.7) ve (3.8) denklemleri taraf tarafa toplanirsa,

n—1
5 LF,  =2(n+1)L,—nL, 2L,

ve boylece,



! 2(n+1)L,—nL, 2L,

-1 5

_2nL,—nL,_,
5

elde edilir. Buradan L, +L —L, ,=L +L,,=5F , oldugu kullanilirsa,

Ui n(2L —L
ZOLJEI—I—J' _ ( n5 n—]) _ I’an_]
=

bulunur. Burada n yerine n+1 yazilirsa,

ZLF =(n+1)F,

elde edilir.

Sonu¢ 3.1.10: <, L, , Fibonacci ve Lucas sayilar1 olsun. Buradan,

ZL =(n+1)L, +2F,
jn—j

n+l

dir.

Ispat: (3.7) ve (3.8) denklemleri taraf tarafa ¢ikarilirsa,
2(n+1)(a" =B )-n(a"" - p"") =5 (0(@)-0(B))

ve boylece,
\/gz j == _2\/_(n+1) n_n\/gF;t—]

olup,

Y LL, ;=2(n+1)F,—nF,,

n

=2nF, +2F, —nF, |
—n(2F,—F, )+2F,
—n(F,+F,~F,)+2F,
=n(F,+F,_,)+2F,
=nL,  +2F),

bulunur. Burada n yerine n+1 yazilirsa,

45
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LL,  =(n+l)L, +2F,

n+l

elde edilir.

Sonug 3.1.11: F,,L,, Fibonacci ve Lucas sayilar1 olsun. Buradan,

2a(n + 1) —n—-a""L 22

J5 =

dir.
Ispat: (3.7) denklemi B" ile garpilirsa,

2(n+1)a"B" —na"' B" —L,B" =58"0(a)

= 2(11 +1)(—1)n —n(_l)"_] ﬁ _Lnﬁn — \/gﬁ"nz_]:Lja”“‘j

= 2nt )1 —n(-) 7 oL =E () @S La

n—l

= 20(n+1)(=1) =n(=1) +L,8"" =V5(=1) 2 Lia”

J

bulunur. Burada g :(ﬂ'])]_n =(-a) " =(-1)"a"™" ==(-1)"a"™" oldugu

kullanilirsa,

elde edilir. Buradan,

bulunur.

Sonug 3.1.12: F,L , Fibonacci ve Lucas sayilar1 olsun.

n=2p(n+1)p""L, &
Eo &

dir.
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Ispat: (3.8) 6zdesligi (a”) ile garpilirsa,
n—l n—l
2(n+1)(=1)" =n(=1)""a-a"L,=—5> La" B ==5(-1)" B> LB~
Jj=0 j=0

olur. Burada, «"'= (a"])]_n =(-B) " =(=1)" " ==(=1)"B""  oldugu

kullanilirsa,
n—1
2B (n+1)(=1)" =n(=1)"+a"'L, =—5(-1)" Y. L,B~
Jj=0
n=2B(n+1)+p""L, SL 5
Vs =
elde edilir.

Sonuc 3.1.13: F,,L , Fibonacci ve Lucas sayilar1 olsun.

2(n+2)= (-1 L F, =Y (-1) 12
=0

dir.
Ispat: Sonug 3.1.11 ve Sonug 3.1.12 6zdeslikleri taraf tarafa toplanirsa,

n—

B 2a(n+1)—n—a]_"Ln N n—2ﬁ(”+1)+ﬁ]_nLn

e N—

-l 2(n+1)(a-B)-L,(a"" - B"")
JZ_(;L].L_]. = 7

olur. Buradan,

bulunur. Simdi 7 yerine n+1 yazilirsa,
S (1) £ =2(n+2)= (1) L F,

J=0

elde edilir.

Sonug 3.1.14: F,L , Fibonacci ve Lucas sayilar1 olsun.
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dir.
Ispat: Sonug 3.1.11 ve Sonug 3.1.12 6zdeslikleri taraf tarafa ¢ikartilirsa,

s oo 2a(n+l)-n-a""L —n+2B(n+1)- "L,
(0 p) -2 _ne2pl)fL
pl _2(n+1)(a+ﬁ)—Ln(oc""—ﬁ]"")—Zn
“ i J5 >

i~ ‘ ]+] 2(n+1)—LnL]_n —2n
:o 5

-

.

olur. Buradan,

elde edilir.

Teorem 3.1.4: F,L , Fibonacci ve Lucas sayilar1 olsun.

5n’F —nL —4F,

_ZJLJ n—j

dir.
n—l
Ispat: O(x) = ZL X" oldugundan Q'(x)=> (n—1-j)Lx"*" olur.

Jj=0

(3.2) 6zdesliginin ikinci mertebeden tiirevi alinirsa,

2n(n+1)x"" =n(n-1)x"" =20(x)+(2x-1) Q'(x) + (2x =1) Q'(x) +(x* = x -1) 0" (x)



bulunur. Bu ifade diizenlenirse,
2n(n+1)x"" =n(n-1)x"" =20(x)+2(2x-1)Q'(x) +(x* =x-1)Q"(x)
seklini alir. Daha sonra, x =« alinirsa,
2n(n+1)a"" —n(n-1)a"? =20(a)+2(2a-1)Q'(a) (3.9)
ve x = alinirsa,
2n(n+ l)ﬁ"“ —n(n —l)ﬂ”‘2 =20(p)+2(2p - l)Q’(ﬂ) (3.10)
elde edilir. (3.9) ve (3.10) 6zdeslikleri taraf tarafa toplanirsa,

2n(n+1) L, ~n(n-1)L, , =2(0(c)+0(B))+2v5 (0 («)-0'(B))

n—1
bulunur. Burada Q'(a) veQ'(B) i¢in Q'(x)=> (n—1-j)Lx"*" oldugu
Jj=0

kullanilirsa,
n—=2
2n(n+1)L,_,—n(n-1)L,_,=2(nL,_, + 2Fn)+102(;(n ~1-j)L,F,,_,
=
elde edilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,
2 — — — n—-2
n(n+1)L, , —n(n-1)L,,-2(nL,  +2F),) S 1= JLEL G
10 = J J
bulunur. (3. 1 1) denkleminin sag tarafi diizenlenirse,
2n°L  +2nl  —n’L  +nL ,—2nlL  —4F 3 &3
n-1 n-1 nl—(l) n—2 n-1 no_ (n _1) ZLJF;I—Z—]' _ szan—Z—j
j=0 j=0
elde edilir. Boylece,
(2L, —-L L ,—4F 22 2
" (2L "'123” 2 =(n-1)Y.L;F,, ;- jL,F, , ; (3.12)
Jj=0 Jj=0

olur. Burada, L, +L ,—-L ,=L ,+L ,=5F, , oldugu kullanilirsa,

5 2F +nlL —4F n=2 n—2
n'F,_, lno,,_z “=(n-1)Y L;F,, - jL;F,, (3.13)

j:() j:()

elde edilir. (3.13) denkleminde n yerine (n+2) almirsa,

5(n+2)’ F,—(n+2)L,—4F,,, g .
d "2 = (n+1)Y.L,F, - > jLF,
. (RDVESS WS
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bulunur. Burada z JL,F, ; ifadesi yalniz birakilirsa,

Zn:ijE,_jZ(n+1)(n+1)Fn—5(n+2) F +(1'(1)+2)L —4F,.,

10(n+1)"F,=5(n+2)" F, +(n+2)L, +4F,.,
10

(10n* +20n+10 51 =201 - 20+ 4) F, - nL, - 2(L, - 2F,

50

n+l

)

10

(5n —6) —nL +2F,
10

_5n’F,—4F,—nL,
10

5n* —4)F —nL
_(sn*-4)F, -nL,
10

bulunur.

n((n+1)L, +2F,,)

Teorem3152]]”— 5

Jj=1

dir.
Ispat: (3.9) ve(3.10) dzdeslikleri taraf tarafa ¢ikarilirsa,
2\5n(n+1)F,_ —5n(n-1)F,_, =2(P(a)-P(B))+2J5(P (o) +P

elde edilir.

j=0
ve
n— 2
P n 1- ] i L, _
Jj=0
ozdeslikleri yukaridaki denklemde kullanilirsa,
< 2 L F
n 1— ] ]nzl:n n—2+nn—2
j=0 2

n—l

bulunur. Burada, n yerine n+2 yazilir ve ) L.F,
Jj=0

v, =nF, , kullamlirsa,



n n o ("+2)2Ln+(”+2)Fn
(n+1) JZ(;LjLn_j —; JL,L, = >
0zdesligi elde edilir.
Sonug 3.1.15:
Zn:LjLn_j =(n+1)L,+2F,,
j=0
dir.

Ispat: Ozdeslik (3.2) de, birinci mertebeden tiirev almirsa,
2(n+1)x" — " =(2x-1)0(x)+ Q'(x) (x* —x—1)+L,
ve (3.14) de x yerine sirasiyla a ve f yazilirsa,
2(n +l)a" —na" = \/gQ(a) +L,
ve
2(n+1)B"—np" = 50(B) + L,
elde edilir. (3.15) ve (3.16) denklemleri taraf tarafa toplanirsa,
2(n+1)L, —nL, , —2L, =~/5(Q(a)- O(B))

bulunur. Boylece,

dir. Buradan,

oldugu goriiliir. Bu toplam da
halini alir. Bu ise

Zn(‘;LjLn_j =(n+1)L, +2F,,
e

seklindedir.

Sonug 3.1.16: n € N olsun. O zaman,

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)
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L o (1) (5nF,F,, +F,,)+n

Z(_l)] ] by = 5n+]

dir.
Ispat: (3.5) esitligi "' ile carpilirsa,

n(n—l)(—l)"_] a' =250 (a)+28"7'0(«)

:

2
olur. Burada, O (a (n—1-j)F,x"?7 oldugundan,
Jj=1

n=2 n—1
n(n-1)a™ :2x/§oc‘12(n—l—j)Fja'j +2) Fa’
Jj=1 Jj=1

elde edilir. Bu denklem Sonug 3.1.1 de kullanilirsa,

"2 1 no—a "F
(n-1-j)Fa’ =——| n(n-1)-2| E=%__%u
Jj=1 2\/§|: ( ) [ \/g ]:|

n-1

formiiliine ulasilir. Benzer sekilde (3.6) ifadesi a” ile ¢arpilirsa,

A

oldugu goriiliir. Son iki denklem birbirinden ¢ikarilirsa,

:

n— 2 -1\ —
(n=1=j)F :( 1)'FL,,—n
J=1 5
elde edilir. Bu durumda,
L,=(-1YL,F, FL,
oldugu kullanilirsa,
Sy, = B
J= S
ve buradan,
()3 By -3 (1) g, = ) e 2
Jj=1 Jj=1

oldugu goriiliir. Bulunan denklemde, Sonug 3.1.3 6zdesligi kullanilirsa,

$ oy s, <N R

Jj=1

elde edilir.
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BOLUM 4. SONUGLAR VE ONERILER

Bu ¢alismada Fibonacci ve Lucas sayilarini igeren seriler ile Fibonacci ve Lucas

sayilarini igeren z JEL, ;, z JF,F, ; tirinden toplamlar ele alinip incelendi.
Jj=1 Jj=1

Benzer calismalar & —Fibonacci ve k—Lucas sayilart i¢cin yapilabilir. Burada

k — Fibonacci sayilari, £ >1 ve k tamsay1 olmak tizere, U, =0,U, =1 ve n>2 i¢in
U,=kU,+U, , bagmtisiile tanimlanan sayilardir. Ayrica, benzer bicimde k& — Lucas

sayillar1 V,=2,V,=k ve n>2 i¢cin, V, =kV +V , ile tanimlanan sayilardir. Bu

sekilde tanimlanan U, ve V, sayilar igin z jUjVn_j,z JUU, , toplamlari ve
j=1

Jj=1
bunlara benzer toplamlarin degeri hesaplanabilir. Bu toplamlar literatiirde heniiz

yapilmamis goziikiiyor.
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