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TESEKKUR

Calismamin her safhasinda beni bilgi ve tecriibeleriyle yonlendiren, c¢aligmami
stirdiirmemde ve tamamlamamda en biiyiik destek¢im olan saygideger hocam Docg.
Dr. Mehmet Ali GUNGOR ’e sonsuz tesekkiir ve saygilarimi sunarim. Ayrica tezimin

hazirlanmasinda yardime1 olan Tiilay SOYFIDAN a i¢tenlikle tesekkiir ediyorum.

Calismalarim sirasinda beni her an destekleyen, bana karsi olan inanglarini higbir

zaman kaybetmeyen aileme tesekkiirii bir bor¢ bilirim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

t,n,n,

k,r

t,m ,m,
kl’k2
T,N,,N,,N,
K,k,(r—K)
T M M, M,

kl*’kz*,k3*

: n—Dboyutlu reel i¢ ¢carpim uzay1
: n—boyutlu Oklid uzay

: Norm

: I¢ ¢arpim

: Vektorel carpim
: R reel Oklid uzayinda bir agik aralik

: Kuaterniyonlar ciimlesi

: Herhangi bir kuaterniyon

: q kuaterniyonunun skalar kismi

. q kuaterniyonunun vektérel kismi

: Kuaterniyonik i¢ carpim

: Uzaysal kuaterniyonik egrinin Frenet ¢atist

: Uzaysal kuaterniyonik egrinin Frenet egrilikleri
: Uzaysal kuaterniyonik egrinin Bishop c¢atist

: Uzaysal kuaterniyonik egrinin dogal egrilikleri
: Kuaterniyonik egrinin Frenet ¢atist

: Kuaterniyonik egrinin Frenet egrilikleri

: Kuaterniyonik egrinin paralel transport ¢atist

: Kuaterniyonik egrinin paralel transport egrilikleri
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OZET

Anahtar kelimeler: Kuaterniyonlar, Uzaysal Kuaterniyonik Egri, Kuaterniyonik Egri,
Smarandache Egrileri, Bishop Catisi, Paralel Transport Catist

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmustir. ikinci
bolimde Oklid uzayinda ve kuaterniyonlar cltimlesinde temel kavramlar tanitilmistir.
Ayrica egriler teorisine yer verilmis, Frenet ve Bishop ¢atilar1 tanitilmistir.

Uciincii boliimde 3-boyutlu Oklid uzayinda Frenet ve Bishop catismma gore
Smarandache egrilerinin tanimlar1 verilmistir. Buna ek olarak uzaysal kuaterniyonik
egrilerin Smarandache egrileri Frenet catisina gore verilmistir.

Doérdiincti boliim bu ¢alismanin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu boliimde 3-
boyutlu Oklid uzayinda Bishop ¢atisina goére uzaysal kuaterniyonik egriler icin
Smarandache egrilerinin tanimi1 verilmis ve bu egrilerin Frenet ve Bishop elemanlar1
esas egrinin Bishop elemanlar1 cinsinden hesaplanmistir. Ayrica 4-boyutlu Oklid
uzaymda kuaterniyonik egriler icin paralel transport catisina gére Smarandache
egrileri tanimlanip yine bu egriler i¢in Frenet ve paralel transport elemanlar
hesaplanmistir. Son olarak bir 6rnekle kuaterniyonik ve uzaysal kuaterniyonik
egrilerin Smarandache egrileri hesaplanip, bunlar grafiklerle gorsellestirilmistir.

Besinci boliimde ¢alismanin sonuglarindan bahsedilmis ve bundan sonra yapilacak
arastirmalara yonelik oneride bulunulmustur.
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QUATERNIONIC SMARANDACHE CURVES

SUMMARY

Key Words: Quaternions, Spatial Quaternionic Curve, Quaternionic Curve,
Smarandache Curves, Bishop Frame, Parallel Transport Frame

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction.
In the second chapter, basic concepts in the Euclidean space and set of quaternions
are introduced. Also the curve theory is mentioned and Frenet, Bishop and parallel
transport frames are defined.

In the third chapter, Smarandache curves according to Frenet and Bishop frame are
defined in 3-dimensional Euclidean space. In addition Smarandache curves of spatial
quatenionic curves are given according to Frenet frame.

The fourth chapter is the original part of this study. In this chapter, the definitions of
spatial quaternionic Smarandache curves according to Bishop frame are given and
Frenet and Bishop elements of these curves are calculated. Moreover, in 4-
dimensional Euclidean space, quaternionic Smarandache curves according to parallel
transport frame are defined, Frenet and parallel transport apparatus are calculated.
Lastly, an example is given and in this example Smarandache curves of quaternionic
and spatial quaternionic curves are calculated. Also, their graphics are illustrated.

In the fifth chapter, the results of this study are mentioned and suggestions are made
for future works.
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BOLUM 1. GIRIS

Kuaterniyonlar, kompleks sayilarm genellestirilmis bir halidir. Ilk defa Irlandal
matematik¢i W. R. Hamilton tarafindan 1843 yilinda tanimlanmigtir. Hamilton
tarafindan kesfedilen kuaterniyonlar, baz elemanlar1 imajiner, bilesenleri ise reel
sayilar oldugu i¢in “reel kuaterniyonlar” seklinde adlandirilmistir. Son yillarda
kuaterniyonlarin uygulama alanlar1 neredeyse bilimin tiim dallarina dagilmaktadir.
Kimyada molekiil yapilarinin incelenmesinden tibbi bilimlerde DNA ve protein
yapilarina, g6z hareketinin tanimlanmasindan hidrodinamik, elastik, astronomi ve
optikteki uygulamalarina kadar genis bir spektrumda kuaterniyonlarin kullanildig:

goriilmektedir [1].

E®, 3—boyutlu Oklid uzayindaki bir egrinin Serret-Frenet formiilleri, uzaysal
kuaterniyonlar ve kuaterniyonlar yardimiyla K. Bharathi ve M. Nagaraj tarafindan
verilmistir [2]. Sonrasinda M. Karadag ve A.l. Sivridag tek degiskenli kuaterniyon

degerli fonksiyonlarin egilim ¢izgilerini ve harmonik egrilikleri tanimlamislardir [3].
Bir baska ¢aligma ise A. Tuna tarafindan yapilmistir. Bu ¢alismada %’ ve £.*, yari
Oklid uzaylarindaki kuaterniyonik egrilerin Serret-Frenet formiilleri, egilim ¢izgileri,

harmonik egrilikleri ve kuaterniyonik egrilerin bazi karakterizasyonlar1 elde

edilmistir [4].

Smarandache egrisi, regiiler bir egrinin Frenet vektorleri ile olusturulan yer
vektoriine sahip regiiler egri olarak tanimlanir ve birgok arastirmaci i¢in c¢aligma
konusu olmustur. A. T. Ali, £°, 3-boyutlu Oklid uzayinda baz1 6zel Smarandache
egrilerini tamtmis ve 6zel bir durumun Serret Frenet elemanlarim ¢aligmistir [5]. Z,*
, yar1 reel Oklid uzayinda TB, Smarandache egrileri ise M. Turgut ve S. Yilmaz

tarafindan tammlanmistir [6]. Daha sonra &’ de N. Bayrak, O. Bektas ve S. Yiice,

Smarandache egrileri i¢in bazi karakterizasyonlar elde etmislerdir [7]. Ayrica

Smarandache egrileri, Frenet ¢atis1 disindaki catilar i¢in de calisilmistir. Ornegin [8]



de K. Taskoprii Sabban catisina gore, [9] de O. Bektas ve S. Yiice Darboux ¢atisina
gore Smarandache egrilerini tanimlamiglardir. M. Cetin, Y. Tunger ve M. K. Karacan
ise Bishop catisina gére [£°, 3—boyutlu Oklid uzayinda Smarandache egrileri
tizerine calismis ve Smarandache egrilerinin oskiilatér kiirelerinin merkezleri ile
egrilik kiirelerini bulmuslardir [10]. &’ de kuaterniyonik egriler icin Smarandache
egrileri ise M. Cetin ve H. Kocayigit tarafindan tanimlanmis ve bu egrilerin bazi

diferansiyel geometrik 6zellikleri verilmistir [11].

Bu calismada ise £, 3 —boyutlu Oklid uzayinda Bishop (paralel transport) ¢atisina
gore uzaysal kuaterniyonik #m,, tm,, mm, ve tmm, Smarandache egrileri
tanimlanmis ve elde edilen uzaysal kuaterniyonik Smarandache egrilerinin Frenet ve
Bishop elemanlar1 arastirilmistir. Buna ek olarak 4—boyutlu Oklid uzayinda
kuaterniyonik T™,, T™™,, T™™M,, MM,, MM,, M.M,, TMM,, TMM,,
™M .M,, MM,M, ve TM M ,M, Smarandache egrileri tamtilmistir. Bu egrilerin

Frenet ve paralel transport elemanlar1 hesaplanip bunlara iliskin bir 6rnek

sunulmustur.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Bu bolimde #£", n—boyutlu reel Oklid uzaymdaki temel kavramlardan
bahsedilecektir.

Tamm 2.1.1. A bos olmayan bir ciimle ve bir K cismi iizerindeki vektér uzay1 V

olsun. Asagidaki 6nermeleri dogrulayan bir f: AxA4—V fonksiyonu varsa, 4 ya
V' ile birlestirilmis afin uzay denir [12].

i.VP, O, Re 4 i¢in f(P,Q)+ f(Q,R)= f(P,R)

ii. VPe A ve @€V icin f(P,Q)=a olacak sekilde bir tek O € A noktas1 vardir.

Tamm 2.1.2. Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzayr da ¥V olsun. V

vektor uzayinda

<,>:V><V—>R

(x,y)ﬁzxiyi’ {
i=1

X =(X,%,...X,)

Y=Y ,)
seklinde bir Oklid i¢ ¢arpimi tanimlanirsa, A afin uzayma »n—boyutlu Oklid uzay

denir ve £" ile gosterilir [12].

Tanm 2.1.3. n—boyutlu bir reel i¢ ¢arpim uzay1 V ile birlesen bir Oklid uzayr E”

olsun. V' vektor uzayi tizerindeki norm || || olmak iizere,

= X =(x,%,,...,X,)
d:E'"xE" >R, dX.,Y)=|XY|= —x), R ”
. N =Ix]= S0 {Y:(yl,yz’___’yn)



olarak tanimlanan fonksiyona £", n-—boyutlu Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu
ve her X, Y e E" i¢in d(X,Y) degerine de X ile Y noktalar1 arasindaki uzaklik adi
verilir [12].

Teorem 2.1.1. n— boyutlu Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu bir metriktir [12].

Tanim 2.1.4. X=(x1,...,xn) ve Y=(yl,...,yn)eE" olmak tizere

d:E"xE" — R
(X,Y) > d(X,Y)=||XY|

bi¢iminde tanimlanan d fonksiyonuna " de Oklid metrigi denir [12].

Tamm 2.1.5. E”, n—boyutlu Oklid uzayinda farkli {i¢ nokta X, Y, Z olsun. XY

ile XZ vektorleri arasindaki 8 € R acgis1t 0< @ <7 olmak lizere,

(XY,XZ)

cosf =
| x| xz|

dir [13].

Tanim 2.1.6. R", n—boyutlu reel i¢ carpim uzayi ile birlesen £” Oklid uzayinda
siral1 bir {PO,E,---,Pn} nokta (n+1)—lisi i¢in eger {POPI, PP, ..., R,Pn} vektor

sistemi, K" i¢ ¢arpim uzayinin bir ortonormal bazi ise bu nokta (7+1)—lisine bir

dik cat1 veya Oklid ¢atis1 denir [12].
2.2. Egriler Teorisi

Tamm 2.2.1. / < R bir agik aralik ve
a:l->E"

s = a(s)=(a/(s),....a,(s))

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu takdirde «(/) c £" kiimesine £", n—

boyutlu Oklid uzayinda (/,«) koordinat komsulugu ile verilen bir egri denir. / < R



araligma, o egrisinin parametre araligit ve se/ degiskenine de «(s) egrisinin

parametresi denir [12].

Tamim 2.2.2. E" de bir M egrisi (I,a) ve (J, ) gibi iki koordinat komsulugu ile
verilsin.

h=a"'of:J —>1

diferensiyellenebilir fonksiyonuna M nin bir parametre degisimi (M nin [ daki

parametresinin J deki parametre ile degisimi) denir [12].

Tanim 2.2.3. M egrisi £", n—boyutlu Oklid uzaymda (/,«) koordinat komsulugu

ile verilen bir egri

a(S) = (al (S), a2 (S), R an (S))
seklinde olsun. Bu takdirde

da

ds

=a'(s)

N

:(dal| da2| dan| ]

ds |’ ds| =~ ds |S

N s

tanjant vektoriine, M egrisinin a(s) noktasindaki hiz vektorii denir [12].

Tamm 2.2.4. M c E" egrisi, (/,«) koordinat komsulugu ile verilsin.

||a'|| I >R

() =|

o'(s)

al

s |

al

seklinde tanimli | fonksiyonuna, M egrisinin (/,) koordinat komsuluguna

gore skalar hiz fonksiyonu,

a'(s)” reel sayisina da M egrisinin a(s) noktasindaki

skalar hizi denir. Eger ||a'(s)||:l ise, M egrisine birim hizli egri ve sel

parametresine de egrinin yay-parametresi denir [12].

Tamm 2.2.5. Her noktasindaki hiz vektori sifirdan farkli olan egriye (V¢ el igin

a'(t) #0 ) regiiler egri denir [12].



Tamm 2.2.6. E" de bir M egrisi (/,) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu
durumda, 1//={a’, a”,...,a(")} sistemi lineer bagimsiz ve Va™, k>r igin;
a® eS, {w} olmak iizere, y den elde edilen {V,V,, ..., V,} ortonormal sistemine,
M egrisinin Serret-Frenet r-ayakli alani, te M igin {Vl(t), V,(@), ..., Vr(t)}
sistemine 7€ M noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklist ve her bir V,, 1<i<r,

vektoriine de Serret-Frenet vektorii denir [12].

Tamim 2.2.7. E" de bir M egrisi (/,«) koordinat komsulugu ile verilsin. s €/ ya
karsilik gelen a(s) noktasindaki Frenet r-ayaklisi  {V(s), V,(s),..., V. (s)} olsun.

Buna gore,

k:I—>R
s —>ki(s):<Vi'(s),VH1(s)> ,1<i<r

seklinde taniml1 %, fonksiyonuna M egrisinin i —yinci egrilik fonksiyonu ve s e/

icin k,(s) sayisina da a(s) noktasinda M nin i—yinci egriligi denir [12].

Teorem 2.2.1. E", n—boyutlu Oklid uzayinda bir M egrisi (/,a) koordinat
komsulugu ile verilsin. s € / yay parametresi olmak tizere, «(s) noktasindaki M
nin [ —yinci egriligi k,(s) ve Frenet r —ayaklis {Vl(s), V,(s),..., Vr(s)} ise

i. Vlr (s) =k (s)V,(s)

ii. I/i’ () ==k (V. () +k(s)V.,(s), 1<i<r

iii. I/r’ (s)=—k,_,(s)V._(5)

seklindedir. Bu esitliklere Frenet formiilleri denir [12].

Teorem 2.2.2. M c E’ eprisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. se/ yay

parametresi olmak tizere, M egrisinin {t(s), n(s), b(s)} Frenet vektorleri



t(s)= a'(s)

n(s) = a"(s) 2.2.1)

Je )] "( )
b(s)=t(s) An(s)

seklindedir [12].
Teorem 2.2.3. M c E’ egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. se/

herhangi bir parametre olmak {izere, M egrisinin  a(s) noktasindaki

{#(s), n(s), b(s)} Frenet vektorleri

a'(s)
t(s) ==
Jo'
n(s)=b(s)nt(s) 2.2.2)
b(s) = a'(s)yna’(s)

le'(s)na"(s)|

seklinde hesaplanir [12].

Teorem 2.2.4. M c E’ egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. se/

herhangi bir parametre ve M egrisinin a(s) noktasindaki egriligi ve burulmasi,

sirastyla, x(s), 7(s) olmak lizere,

le'(s) nea"(s))
o)

(a'(s)na'(s),a"(s))

14

K(s)=
(2.2.3)

7(s) =

bi¢imindedir [14].

Teorem 2.2.5. a:] — FE° egrisi sl yay-parametresi cinsinden verilsin. a(s)
egrisinin Frenet 3—ayaklisi {t(s), n(s), b(s)}; egrilik ve burulmasi, sirasiyla,

x(s), 7(s) olmak tizere, a(s) egrisinin Frenet formiilleri



t'(s)=x(s)n(s)
n'(s) =—x(s)t(s)+7(s)b(s) 2.2.4)

b'(s)=—1(s)n(s)

dir. Frenet formiillerinin matrisel ifadesi ise

seklindedir [14].

Tanm 2.2.8 A, B, CcR* ve R* uzaymin standart bazi {T, N, B, E} olmak

uzere,
T N B E
A=(a,a,,a;,a,)
AnBAC=[" B B B=(b.b,.b.b,)

C =(c,0,,¢,¢,)

seklinde tanimlanan ¢arpima R* uzaymda vektorel ¢arpim veya dis ¢arpim denir

[12].

Teorem 2.2.6. M c E* egrisi (I,) koordinat komsulugu ile verilsin. se/

herhangi bir parametre olmak {izere, M egrisinin f(s) noktasindaki
{T (), N(s), B(s), E (s)} Frenet vektorleri

L

T — !
©=Fa "
O 10 WA RVION (OO
i8I B6)-(86).5) B (2.2.5)

B(s)=nE(s)AT(s)AN(s)
E(s)=7 T(s)AN(s)A ﬂ:(s)
IT(s) A N(s)AB"(5)

, n==1

seklinde hesaplanir [15].



Teorem 2.2.7. B:1— E* egrisi s el yay-parametresi ile verilsin. S egrisinin
B(s) noktasindaki Frenet elemanlari {T(s), N(s), B(s), E(s), k(s), 7(s), o(s)}
olmak tizere S(s) egrisinin Frenet formiilleri

T'(s)=x(s)N(s)
N'(s)=—x(s)T(s)+7(s)B(s)
B'(s)=—1(s)N(s)+o(s)E(s)
E'(s)=-o(s)B(s)

(2.2.6)

seklindedir. Bu formiillerin matrisel ifadesi ise

Y (0 ¥ 0 0T
N’ - 0 7 O| N
B| |0 -z 0 olB
E)lo 0 - 0/lE

seklindedir [15].

Tanmm 2.2.9. Bir egri boyunca N, normal vektér alaninin tiirevi tegetsel ise NV, e

relatif paralel vektor alant denir [16].

Tamm 2.2.10. «, 3-boyutlu Oklid uzayr £’ de C* sinifindan regiiler bir egri
olsun. a egrisinin relatif paralel vektor alanlari, & cismi tizerinde yonlendirilmis iki
boyutlu normal bileseni ve bir boyutlu tanjant bileseni olan 3 —boyutlu bir vektor
uzay1r meydana getirir. Bu vektor uzaymin bir bazina relatif paralel adapte edilmis
cat1 ya da Bishop ¢atis1 denir.

N, =tAN, olmak {lizere {t, N, Nz} , C* siifindan regiiler bir egrinin Bishop

catist olsun. Buna gore

(t,t)=(N,,N,)=(N,,N,)=1
(t,N)=(t,N,)=(N,,N,)=0

~—
—

oldugundan ¢atinin s yay parametresine gore tiirev formiilleri
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2 0 k k)t
N/ |=|-k 0 0| N,
Nz’ —k2 0 0 N2

biciminde verilir. Boylece Vs €/ i¢in

== [N+ e N | = Vi + e (22.7)

dir. Burada x, a egrisinin egrilik fonksiyonudur. €, a egrisinin Bishop ¢atisinin

N, normal vektor alani ile Frenet ¢atisinin # asli normal vektor alani arasindaki ag1

olmak tizere Bishop catisinin dogal egrilikleri &, ve k,

k, =xcos@ ve k, =xsin@ (2.2.8)
biciminde yazilabilir. O halde

n=N,cos@+ N,sinf 2.2.9

seklindedir. Buna goére

tan @ = &
kl
olmak tizere
k2
@ = arctan| —= (2.2.10)
1

elde edilir. Diger taraftan

n'=-N, sin9§+ N, cos@+ N, cos 0ﬁ+N2' sin @
s s

=—kt+(—=N,sin@+ N, cos 9)?
s

ve son formiilde n' = —xt+ b Frenet formiilii kullanilirsa
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b=-N,sinf+N,cosf

r=ﬁ, ¢9=Irds
ds

(2.2.11)
elde edilir [16].

Teorem 2.2.8. Birim hizli o:/ c R —> E* egrisinin {T ,N,B, E } Frenet catisi,

{T, M,, M,, M,} ise paralel transport ¢atis1 olmak iizere bu iki ¢at1 arasindaki iligki

T=T(s)

N =cos6(s)cosy (s)M, +(—c:os¢5(s)sim//(s)+sin(é(s)sin6?(s)cos1,1/(s))M2
+(sin(15(s)sinl//(s)+(:osqﬁ(s)sin9(5)0031//(s))M3

B =cos6(s)siny (s) M, +(cos$(s)cosy (s)+sing(s)sin6(s)siny (s)) M,
+(—sin¢(s)(:osy/(s)+cos¢(s)sin9(s)sin¢(s))M3

E = —sin¢9(s)M1 +sin¢(s)cos ¢9(S)M2 +(:os¢(s)(:os9(s)M3

ile verilir. Burada y; N ile M| arasindaki, @; E ile M, arasindaki ag1, ¢ ise B

ile M, arasindaki Euler agilaridir.

Alternatif paralel ¢at1 denklemleri

Yoo kK kYT
M| |-k 0 0 oM
M| |-k 0 0o o |M,
m') k00 o lw

%

seklindedir. Burada k", k,” ve k, , a egrisinin paralel transport gatisina gore asli

egrilikleridir ve asagidaki gibi ifade edilir:

k' =xcos@cosy,
k) =K(—cos¢sinl//+sin¢sin0cosy/),
k, :K(

sin gsiny +cos gsin G cosy ).

Ayrica
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dir ve

(5) =)+ () (1)
7(s)=-y'+¢'sin0
9!
O-(S) - siny
@' cos@+ 0 coty =0

esitlikleri gecerlidir [17].

2.3. Kuaterniyonlar

Tanim 2.3.1. Bir reel kuaterniyon, sirali dort saymin +1,e,,e,,e;, gibi dort birime

eslik etmesiyle tanimlanir. Bu dort birim

1) e xe =—e, (e,=+1, 1<i<3)
i1) exe =e =—e;xe (1<i,j<3)
olmak tizere,
X +1 e e, e,
+1 1+l | e e, e,
e e, -1 | e, —e,
e, e, -e, | -1 | ¢
e, e, e, —e, | -1

seklindedir. Bu durumda bir reel kuaterniyon

q =d+ae, +be, +ce,
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bi¢ciminde ifade edilir. Burada d, a, b, ce R reel sayilarina ¢ kuaterniyonunun
bilesenleri denir. e,,e,,e, birimleri 3 —boyutlu reel vektor uzayinin bir dik koordinat
sisteminin baz vektorleri olarak alinabilirler ve dolayisiyla g kuaterniyonu, S, ile
gosterilen skalar kisim ve V, ile gosterilen vektorel kisim olmak tizere iki kisma

ayrilabilir:

S, =d, V,=ae +be,+ce; .

O halde
9=5,+V,
yazilabilir. Kisaca reel kuaterniyonlarin ctimlesi

@:{q‘q:d+ae1+bez+ce3, d,a,b,ceR, e,e,,e, GR3}

seklinde gosterilir [18].

Tamm 2.3.2. 0 reel kuaterniyonlar ciimlesi tizerinde toplama islemi,

S, +S,=S,., ve V @V, =V

a1+4; 7®9q,

olmak tizere,

@:Q0xQ->Q
(9,9,) > 096 =5,., +V,0,
seklinde tanimlanir. Burada S,» S, R dir ve + islemi R reel Oklid uzaymdaki
toplama islemidir. V, ve V, vektorleri de birer reel vektdr olup @ islemi reel

vektor uzayindaki Abel grubu (vektorlerde toplama) isleminin aynisidir. O halde

(@Q,®) ikilisi bir Abel grubudur. Buradaki etkisiz eleman sifir kuaterniyon adini alir

ve (0,0,0,0) seklindedir [18].

Tamim 2.3.3. (J reel kuaterniyonlar kiimesi tizerinde ¢arpma islemi,



14

O:RxQ—->Q
(A4,q) > 10q=4g=1S,+ AV,

seklinde tanimlanir. Bu islem asagidaki 6zellikleri saglar:

i) 20(q,9q9,)=(10¢q)®(10gq,), YAeR ve Vq,,q,€Q,
i)  (4+4H)0g¢=(L09)®(4L0Og), VA,LeR veVgel,
i) (44)0¢=40(4L09), VA,4LeR veVqgel,
iv) 10g=q .
O halde {Q,®, R, +,., O} sistemi bir reel vektor uzayidir. Kisaca bu uzay Q,

kuaterniyonlardaki toplama ve c¢arpma islemleri, sirasiyla, "+" ve "." ile

gosterilecektir [18].

Tamim 2.3.4. (J reel kuaterniyonlar ciimlesinde kuaterniyonik ¢arpma islemi,

q,=d,+ae +be,+ce,
q, =d, +a,e, +b,e, +c,e,

olmak tizere

x:QxQ—>Q
(4,-9,) > 4, %4q,

q,%q, =(d, +ae +be, +ce;)x(d,+a,e +be, +c,e,)
=dd,—(aya,+bb, +cc,)+(da, +ad,+bc,—cb,)e,
+(db,+bd, +ba, —ac,)e, +(dc,+d,c,+ab,—ba,)e,

q, %4, = SqISqZ _<Vq1’qu>+Sq1qu +quVq1 +Vql /\qu

seklinde tanimlanir. Boylece kuaterniyon ¢arpimi asagidaki 6zelliklere sahiptir:

1) Iki kuaterniyonun ¢arpimi bir kuaterniyondur.
i) Kuaterniyon ¢arpimi birlesimlidir.
1i1) Kuaterniyon ¢arpimi dagilimlidir.

Fakat kuaterniyonlar ciimlesi iizerindeki kuaterniyon ¢arpiminin degisme o6zelligi

yoktur. Bu ozellikleriyle {@, @, R, +,., O} sistemi bir asosyatif (birlesimli)
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cebirdir. Bu cebire kuaterniyon cebiri denir ve kisaca () ile gosterilir. Bu cebirin bir
bazi {+1, e,e,, e3} olmak tizere, (2 cebirinin boyutu 4 diir. Ozel olarak q, ve q,

birer skalar iseler veya vektor kisimlari orantilt (V, =4V, ) ise

9, %4, =4,%xq,

olur [18].

Tamm 2.3.5. g =S_+V, €@ reel kuaterniyonunun eslenigi

Q-Q
q—>q4=S,-V,

seklinde tanimlanir ve ¢ kuaterniyonuna ¢ kuaterniyonunun eslenigi denir.

V, ==V, oldugundan

q><&:(d+ae1 +be, +ce;) x(d —ae, —be, —ce,)

=d*+a*+b*+¢
dir. Bu durumda
q X(} = c}x q=0
dir ve
qx&:&xqu < q=0
dir. Ayrica eslenik iglemi:

) (ag +bq,)=aq, +bq,,

ii) (%X‘]z):;];XZI\U

i) g=¢
ozelliklerine sahiptir [18].

Tanim 2.3.6. ¢q,, g, € @ reel kuaterniyonlari i¢in
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h:0xQ > R
1 ~ ~ (2.3.1)
(‘]1,%)_)}1(‘]15%):5(% Xq,+4q,%q,)

seklinde tanimlanan % fonksiyonuna kuaterniyonik i¢ ¢arpim denir. Reel degerli,

simetrik, bilineer /# fonksiyonu i¢ ¢arpim aksiyomlarini saglar [19].

Tamim 2.3.7. Bir ¢ € (2 kuaterniyonunun normu

[N =h(g,q) =gxq=d* +a* + b+ 2.3.2)

esitligini saglayan N(gq) reel sayisina denir [18].

Tamm 2.3.8. Bir ¢ € (2 kuaterniyonunun tersi
()":Q-{0} > 0~{0]
9

-1
q—>q =
N(q)

seklinde tanimlanir. Béylece (' cebirinde bolme islemi tanimlanabilir [18].

Tanmm 2.3.9. g, #0 olmak lizere, g, kuaterniyonunu ¢, kuaterniyonu ile bélmek
igin, kuaterniyon ¢arpiminin degisme ozelligi olmadigindan, ¢,, ¢, ile sagdan ve
soldan ¢arpilirsa

n=q,%q,"

n=q, xq
elde edilir. Burada 7 kuaterniyonuna ¢, kuaterniyonunun g, kuaterniyonu ile
sagdan bolimii ve r», kuaterniyonuna da ¢, kuaterniyonunun ¢, kuaterniyonu ile

soldan boliimii denir. Genel olarak 7 ve r, farklidir [18].

Tanim 2.3.9. Normu birim olan kuaterniyona birim kuaterniyon denir ve ¢, ile

gosterilir. Buna gore vektorlerde oldugu gibi herhangi bir ¢, birim kuaterniyonu,

[N(q)]2 =h(q,q)=qxq=d*+a* +b*+c* olmak iizere,
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_q _ d+ae +be, +ce,
N@) Nd*+d*+b +¢

9

bi¢iminde ifade edilir. Bu ¢, birim kuaterniyonu
g, =cosw+S8,sinw

formunda da yazilabilir. Burada

d
COS =
Jd* + @ + b+
. Nat+b* +¢f
SInw =

J&+a+b +¢
bigimindedir. a* +b*> +c*> #0 oldugu zaman

_ae + be, +ce,

Na*+b* +3

SO
birim vektoriine g, birim kuaterniyonunun ekseni denir [18].

Tamim 2.3.10. Eger g € @2 kuaterniyonu igin

q+&:0

ise g kuaterniyonuna bir uzaysal kuaterniyon denir. Uzaysal kuaterniyonlarin

kiimesi 3 — boyutlu vektor uzayr R° uzayina izomorftur.

Ayrica, q,,q, gibi iki uzaysal kuaterniyonun kuaterniyonik ¢arpimi

4, %xq, =—(q,,9,) + 4, A4, (2:3.3)

seklindedir. Dolayisiyla, iki uzaysal kuaterniyon birbirine dikse kuaterniyon
carpimlar1 vektorel carpimlarina, paralel ise kuaterniyon ¢arpimlart bu iki vektoriin

skalar ¢arpiminin ters isaretlisine esit olur [18].

Tamm 2.3.11. @ reel kuaterniyonlar kiimesinde s € I =[0,1] olmak iizere,
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y:IcR—->Q

S rO=Yn0e,  (1<i<d)

olarak tanimlanan egriye uzaysal kuaterniyonik egri denir [2].

Teorem 2.3.1. y:1 — E°, uzaysal kuaterniyonik egrisi s €[0,1] yay-parametresi ile

verilsin. y(s), uzaysal kuaterniyonik egrisinin {¢(s), n,(s), n,(s)} Frenet vektorleri
1(s)=7'(s)

n(s)= 7"(s) (2.3.4)

]
N(7"(s))
n,(s)=1t(s)xn(s)

seklinde hesaplanir. Bu vektorler arasinda

t(s)xt(s)=n,(s)xn,(s)=n,(s)xn,(s)=-1
t(s)xn,(s)=mn,(s)=—n(s)xt(s)
n,(s)xn,(s)=t(s) =—n,(s)xn/(s)
m(5)x1(s) = 1,(s) = —£(s) x 1, (s)

2.3.5)

olacak sekilde bir bagint1 vardir [3].

Teorem 2.3.2. y:1 — E°, uzaysal kuaterniyonik egrisi verilsin. s €[0,1] herhangi
bir parametre olmak {izere, y(s), uzaysal kuaterniyonik egrisinin {t(s), n,(s), n, (s)}

Frenet vektorleri

1 4 4 —
t(S)—mﬂf(S) N(V (S))—V(S)
m,(s) = 1y () x1(s) (23.6)
n, (s) = y'($)xy"(s) +v(s)V(s)

N(7'()x7"(s)+v(s)V'(s))

seklindedir [15].
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Teorem 2.3.3. y:I — E’, uzaysal kuaterniyonik egrisinin s E[O,l] herhangi bir

parametresi ve y(s) noktasindaki egriligi ile burulmasi, sirasiyla, k(s), r(s) olmak

lizere

o) N(7(9) =)

_R$)x2"(5).7"(5)
[N(7()x7"(s) +v(s V' (s)) |

(2.3.7)

seklinde hesaplanir [15].

Teorem 2.3.4. y:1 — B’ uzaysal kuaterniyonik egrisi s €[0,1] yay-parametresi ile
verilsin. y egrisinin y(s) noktasindaki Frenet 3 — ayaklisi {t(s), n,(s), nz(s)} ve
egrilikleri de k(s), r(s) olmak tlizere y(s) egrisi boyunca {t(s), n,(s), nz(s)}

vektorlerinin tiirevleri ile egrilikler arasindaki iliski

1'(s)=k(s)n(s)
n{(s) =—k(s)t(s)+r(s)n,(s) (2.3.8)

n, (s) = —r(s)m,(s)

bi¢imindedir. Bu formiillere Frenet formiilleri denir. Frenet formiillerinin matrisel

ifadesi ise

t 0 k 0\t
n |=|-k 0 r| n
n,’ 0 —-r O)\n,

seklindedir [4].

Tamm 2.3.12. Q reel kuaterniyonlar kiimesinde s € [ = [0,1] olmak iizere,

O IcR->Q

s55(s)=Yo(s)ey  (1<i<4)., (e=1)

i
i=1

seklinde tanimlanan egriye kuaterniyonik egri denir [2].
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Tamim 2.3.13. 6:/ —> @ kuaterniyonik egrisi herhangi bir s €[0,1] parametresi ile
verilsin. 6 kuaterniyonik egrisinin J(s) noktasindaki {T (s), NV,(s), N,(s), N3(s)}

Frenet vektorleri

1

T(s) Zmé"(s)
LI CONRIORICOROR
N ([N (5')] 8"(s) —h(5’(s),5"(s))5'(s)) (2.3.9)

N,(5)= DN, () AT() A N, (s)
T(s)AN,(s)AS"(s)

Ny)= N(T(s) AN, ()~ 8"(5))” (7=+1)

seklindedir [15].

Teorem 2.3.5. 6 :1 — @, kuaterniyonik egrisi herhangi bir s €[0,1] parametresi ile
verilsin. 0 kuaterniyonik egrisinin 6(s) noktasindaki Frenet egrilikleri, sirasiyla,
x(s), k(s) ve (r(s)—x(s)) olmak tizere,
N((N(5'(s)))2 5"(s)— h(5'(s),5"(s))5'(s))
N(5'(s))’
N(T(s) AN, (s)AS"(s))N(5'(s))
N((N(5'(s)))2 5"(s)— h(5'(s),5"(s))5'(s))

h(5"(5), N, (s))
T(s)AN,(s)AS"(s))N(5'(s))

K(s)=

k(s) = (2.3.10)

r(s)—x(s) =
(s)—x(s) N
seklinde hesaplanir [15].

Teorem 2.3.6. 0 :1 — (@, kuaterniyonik egrisi herhangi bir s €[0,1] parametresi ile
verilsin. &(s) noktasindaki Frenet 4-—ayaklisi {T(s), N,(s), N,(s), N;(s)} ve
egrilikleri de «x(s), k(s) ve (r(s)—x(s)) olmak tizere, o(s) kuaterniyonik egrisi

boyunca Frenet vektorleri ile egrilikler arasindaki iliski asagidaki gibidir:
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T'(s) = x(s)N,(s) , k(s)=N(T'(s)),  N(s)=t(s)xT(s)
N{(s) ==K (s)T(s)+k(s)N, (s) , N,(s)=n,(s)xT(s) 2311)
N(s) = —k(s)N,(s) + (r(s) = () N, (5), N;(s)=n,(s)xT(s) o

Ni(s) = ~(r(s) = K()) N, (s).
Bu formiillere Frenet formiilleri denir ve matrisel ifadesi

T 0 « 0 0 T
N/ -k 0 k 0 N,

Nl o =k 0  (=x)| N,
NJ) Lo o —¢-x) 0 )N,

seklindedir [4]. Burada O(s) kuaterniyonik egrisi oyle secildi ki kuaterniyonik

egrinin birim teget vektorii olan T'(s) vektord, #(s)=N (s)x]A" (s) bagmtis1 ile
verildi. O halde 6(s) kuaterniyonik egrisinin burulmasi, y(s) uzaysal kuaterniyonik
egrisinin asli egriligidir. Ayrica, y(s) uzaysal kuaterniyonik egrisinin burulmasi
r(s) ve O(s) kuaterniyonik egrisinin asli egriligi x(s) olmak iizere, O(s)

kuaterniyonik egrisinin 3. egriligi (r(s)—x(s)) dir [4].

Teorem 2.3.7. y:I c R — E’ uzaysal kuaterniyonik egrisi s yay-parametresi ile
verilsin. Vsel igin {£(s), m,(s), m,(s)}, 7 egrisinin Bishop (paralel transport)
catisi ve {kl, kz} bu catiya gore egrilikler olsun. y egrisi boyunca Bishop formiilleri

£'(s) =k (s)m,(s) + k, (s)m, (s),
m, (s) =~k (s)t(s), 2.3.12)
m, (s) = —k,(s)t(s)

seklindedir. Bu formiillerin matrisel ifadesi

7(s) 0 k k)t
m'(s) |=| -k 0 0 | m,
mz'(s) —k2 0 0 m,

ile gosterilir. Burada
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k(s) =k’ +k),

w(s) = arctan {%j, (2.3.13)

1

r(s)= Cj{—l/;, v = jr(s)ds

bagintilar1 gegerlidir [19].

Teorem 2.3.8. 6:/ c R — @ kuaterniyonik egrisi s yay parametresi ile verilsin.
{T(s), N,(s), N,(s), N;(s)}, & kuaterniyonik egrisinin Frenet ¢atis1 ve
{T (s), M,(s), M,(s), M, (s)} kuaterniyonik egrinin paralel transport (Bishop) catisi

olsun. Bu iki ¢at1 arasinda

T 1 0 0 0 T
1| |0 cosycosg—sinysinfsing —sinycosd cosysing+sinysinfcosg | M,

N

N, 0 cosysin@sing+siny cosy cosycosd —cosysinfcosg+sinysing || M,
N, 0 —cos@sing sin@ cosdcos ¢ M,
iliskisi mevcuttur. Burada ¢, @ ve y Euler acilar1 olarak adlandirilir. ¢, N, ile M,
arasindaki a¢1, €, N, ile M, arasindaki ag1, ', N, ile M, arasindaki agidir. o
kuaterniyonik egrisinin paralel transport formiilleri, &, ,k, ,k,” bu ¢atiya gore dogal

egrilikler olmak tizere

S
*
*
*

0 kK k KT
M| |k 0 o0 oM
1’ =| ! (2.3.14)
M, k' 0 0 0 ||M,
am' ] k00 0 )M,

dir. Ayrica T, M|, M,, M, ile T, N,, N,, N, arasindaki iligki

T=1(s) ,

M, = (cosy cosgp—siny sin@sin@) N, +(cosy sin @sin g +siny cos g) N, —cos sin gV, ,
M, =—siny cosON, +cosy cosON, +sinON, ,

M, =(cosy sing+siny sin@cos @) N, +(—cosy sinfcos g +siny sin ) N, +cos @ cos gV,

(2.3.15)
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ile verilir. (2.3.11) ve (2.3.15) denklemlerinden

M, =—x{(cosy cos p—siny sin Osin §)T
+(—k(cos i sin Gsin ¢+ sin i sin ¢) + ' (—siny cos p—cos i sin Gsin )
+¢'(—cosy sing—siny sin&cos g) — &' siny cos Gsin g) N,
+ (k(cosy cos ¢g—sinysin @sin @) + (r — k') cos sin ¢+ /' (—sin ysin Gsin @+ cos i sin )
+¢'(cosysin@cos g+siny cos @) + & cosy cos IsinP) N,
+((r—x)(cosysinGsin g+siny sin ) + &' sin Gsin g— ¢ cos cos p) N,

M, = xsiny cos T
+ (—kcosy cos@ —y'cosy cos@ +6'siny sin )N,
+[—ksiny cos@—(r —k)sin @ —y'siny cos @ — 0’ cosy sin G]N,
+[(r—x)cosy cos@+0'cos0]N,

M, =—x(cosy sing+siny sinOcos §)T
+[~k(—cosy sin @cos ¢+ siny sin g) + ' (—sin iy sin g+ cos iy sin Gcos @) |
+¢/(cosy cos g—siny sin fsin g) + ' siny cos Gcos g N,
+[—(r — k) cos O cos @+ k(cos y sin @+ siny sin & cos g) + ¢ (cos i sin Gsin g+ siny cos @)
+/(siny sin @cos ¢+ cos i sin ) — & cosy cos Ocos | N,
+[(r—x)(—cosysin@cos p-+siny sin g) — @ cos gsin 0— ¢ cos Isin g N,

(2.3.16)

elde edilir. (2.3.15) denklemlerinin 7" = x NV, ile kuaterniyonik i¢ ¢carpimi alinirsa

k' =h(T',M,) = k(cosy cos ¢ —siny sin @sin §),
k, =h(T',M,)=—xsiny cos @, (2.3.17)
k= h(T',M,) = k(cosy sin ¢ +sin y sin & cos @)

sonucuna ulasilir. Buradan
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(k]*)2 + (kz* )2 + (k;)z = [K(cost//cos¢— siny sin Hsin¢)] = [KSinl//COS 0]2
+[K(cosy sing+siny sin & cos qﬁ)]2
,| cos® y cos® ¢ +sin® ysin” Osin’ g —2 cosy cos gsiny sin Osin g +sin’ y cos® &
- {+cos2 wsin® ¢ +sin’ wsin® @cos” ¢+ 2 cosy sin gsin i sin O cos ¢
=7

oldugundan

o= (k) (k) (k)
elde edilir.

M,, M, ve M, relatif paralel vektor alanlari oldugundan M., M, ve M,

ifadelerinin normal bilesenleri sifirdir. Dolayisiyla
WM, ,N))=h(M, ,N,)=h(M,,N,)=0
dir. Buradan

WM, ,N,) = h(xsiny cos T + (—k cosy cos @ —y' cos i cos @+ 8’ siny sin @) N,
+[-ksiny cos@ —(r —x)sin@ —y'siny cos @ — ' cosy sin O|N,
+[(r—x)cosy cos@+6'cosdIN,,N,)

=0

olur. {T (s), N,(s), N,(s), N, (s)} dik cat1 belirttiginden

—k cosy cos@—y'cosy cos@+6'siny sin@ =0
k=-y'+0 tany tan 0 (2.3.18)

elde edilir. Ayn1 sekilde

h(Mz',N3) = h(xsiny cos OT + (—k cosy cos @ —y'cosy cos @+ 6'siny sin @) N,
+[—ksiny cos @ —(r —k)sin@ —y'siny cos @ — 0’ cosy sin O]V,
+[(r—x)cosy cos@+6'cosIN,, N,)

=0

ve T(s), N,(s), N,(s)ve N,(s)ortonormal sistem olusturdugundan dolayi
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(r—x)cosycos@+6'cosd =0
o' (2.3.19)

cosy

r—K=-—

sonucuna  ulagihr.  Aym  islem M, ve N, i¢in uygulanirsa

h(Mz' ,IN,) = h(—x(cosy sin@+siny sin @ cos §)T
+[—k(—cosi sin @ cos ¢ +siny sin @) + ' (—sin i sin @+ cos y sin & cos ¢)]
+¢'(cosy cos g —siny sin@sin g) + @' siny cos @ cos PNV,
+[—(r—K)cos @ cos @+ k(cosy sin @+ siny sin € cos @)
+ ¢'(cos i sin @sin ¢+ sin iy cos @) + ' (sin i sin € cos ¢ + cos i sin @)
—0'cosy cos@cosg]N, +[(r — k)(—cosy sin @ cos @+ sin i sin @)
— &' cos¢gsin @ —¢' cos@sing]N,, N,)
=0

ifadesinden
(r—x)(—cosy sinf@cos @ +siny sing) — ' cos gsin @ — @' cos Gsing =0 (2.3.20)
elde edilir. (2.3.19) sonucu (2.3.20) denkleminde yerine yazilirsa;

(r—x)(—cosy sin@cos @ +siny sing) — ' cos gsin @ — ¢’ cos @sing =0

(—cosy sin@cos@+siny sing) — ' cos gsin @ — @' cosGsing =0
cosy

@'sinfcosp—O' tany sin p— ' cos gsin @ — @' cos sin p =0
ve buradan
O'tany + ¢’ cos0=0 (2.3.21)

elde edilir. 9'=—M secelim. (2.3.19) geregi cosy/=; bulunur.

NP+ k? K4k

Simdi ¢' ifadesini hesaplayalim. (2.3.19) dan

o'
(r—x)

cosy =— (2.3.22)

oldugu agiktir. cos” i +sin’ =1 bagintis1 geregi

, 2
0 +sin’y =1,
(r=x)




,(I"—K')z _0!2
(r—x)

elde edilir. (2.3.21), (2.3.22) ve (2.3.23) esitlikleri kullanilirsa
'(V _K_)2 _ 9!2
__(r=x) (r=x) +¢' cos@=0

\/1<2+k2 _ ¢
(r—x)

siny =

bulunur. Dolayisiyla

& Vr—x) =0

cosd

elde edilir. (2.3.18), (2.3.19) ve (2.3.23) ifadeleri g6z oniine alinirsa

w'=—k—tan O/ (r —x)’ —(6')

sonucuna ulagilir [19].
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(2.3.23)

(2.3.24)

(2.3.25)



BOLUM 3. E°, 3 BOYUTLU OKLID UZAYINDA
SMARANDACHE EGRILERI

Bu boliimde, Smarandache egrileri tanimlanmig, bu egrilerin Frenet ve Bishop

catilar1 i¢in yapilan tanimlar ve bu ¢atilarin elemanlar1 verilmistir.

3.1. £°, 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Frenet Catisina Gore Smarandache

Egrileri

Tanmm 3.1.1. o = a(s) , B’ de birim hizli regiiler bir egri ve {t, n, b} bu egrinin

Serret-Frenet catis1 olsun. #m—Smarandache egrisi

1

eg(Sé):_z(”'”)

ile tanimlanir. ¥ ve 7, «a egrisinin, sirasiyla, egriligi ve burulmasi olsun. fn—

Smarandache egrisinin Frenet elemanlari {té, n.,b., k., z'é} olmak tizere

_ —Kt+Kn+7h

: 2K+ 72

seklindedir. 4,, 4, ve 4,;

_[;cz (21(2 +rz)+r(rl<'—1<r')],

A4
A, |:K'2 (2/(2 +312)+r(r3 —7x’ + I(‘Z"):|,
A :K[r(2l<2 +T2)—2(TK'—KT')]

olmak tizere n . asli normal vektor alani

A+ An+ b

Re=—=—
1’124_/122_'_/132
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ile verilir. Binormal vektor alani ise

1
: _\/2K2+2'2\/ﬂ,|2+ﬂ.22+ﬂ,32

b [(~hy =22, )t + (KA, + 74 )n—x (4 + 4,) b

seklindedir. Ayrica fn—Smarandache egrisinin egrilik ve burulmasi

\/2(2,12+/122+ﬂ,f)

Ke= 2
(2/(2 +z'2)

¢

ﬁ[(lcz +7° —K')(Kp3 +1p, )+ (kT+7")(p, —p1)+(1<2 +&')(xp, — 1P, )]

T =
3 2 2 2
[r(2K2+12)+m"—TK'] +(x'T—K1'") +(2K‘3+K2'2)

seklindedir. 7, ifadesinde gegen py, p, ve p; icin,
p=K + K’(T2 —31(') -,
P, =—K —K‘(Z'2 +3K')—3TT'+K”,

Py =—KT-7 +2tk' + k7' +7"
bagintilar1 gegerlidir [5].

Tanmm 3.1.2. o = a(s) , B’ de birim hizli regiiler bir egri ve {t, n, b} bu egrinin

Serret-Frenet catis1 olsun. nb—Smarandache egrisi

f(seg):%(n+b)

ile tamimlanir. Ayrica mb—Smarandache egrisinin Frenet elemanlariari, « =a(s)

egrisinin Frenet elemanlari cinsinden hesaplanabilir [5].

Tanmm 3.1.3. o = a(s) , B’ de birim hizli regiiler bir egri ve {t, n, b} bu egrinin

Serret-Frenet catis1 olsun. #nb— Smarandache egrisi

f(seg):%(t+n+b)



29

ile tanimlanir. Ek olarak #nb— Smarandache egrisinin Frenet elemanlari, o = a(s)

egrisinin Frenet elemanlar cinsinden hesaplanabilir [5].

3.2. E°, 3—Boyutlu Oklid Uzayinda Bishop Catisna Gore Smarandache
Egrileri

Tamm 3.2.1. @ =a(s), £’ de birim hizli regiiler bir egri ve {#, N,, N,} bu egrinin

Bishop catis1 olsun. ¢V, — Smarandache egrisi

£(s)=g5 ()

ile tammlanir. k, ve k,, a=a(s) egrisinin Bishop ¢atisma gore egrilikleri ve
{t,n, b, k,t}, bu egrinin Frenet clemanlari olsun. Ayrica £V, —Smarandache
egrisinin Frenet ve Bishop elemanlari, sirasiyla, {té, n.,b., k., z'g} ve

{té, N, Ny, k;, sz} olsun. & = é’(s;) egrisinin tanjant vektorii

-1

NS (

seklindedir. £ =¢& (s) egrisinin N, ve N,, normal vektorlerini o =0:(s) egrisinin

t kt—kN,—k,N,)

Bishop elemanlari cinsinden yazabilmek i¢in 4,, A, ve 4, ;
A =—kk}? =2k =3k2k}? -k, + kkk,,
A =2k —k’k) + kk,’ —kkok,,
A, = =2k k, —kk, + 2k, — 2k ki k,

ve 0,, 0,Ve O; ;

O :ﬂ?kl —Lk,,
0, :23]{1 + A4k,
oy =~k (4 +4,)

seklinde verilsin. O halde NV,, ve N,,
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(«/2/{12 +k,* cos 0.4 —sin 6.0, )t

N, = — ! — +(w/2k12 +k,* cos 6.4, —sin¢9§o-2)N1
2k + k3 A2+ A7+ 4,

+(«/2k12 +k)? cos 0,4, —sin 6’50-3)N2

(\/2k12 +k,* sin@.4, +cos Ggal)t
N, = —— 12 — +(,/2k12+k22 sin 0,4, +cos¢950'2)N1
22+ kAR 4 A7 + A
+(\/2k12 +k,7 sin 0.4, +cos (95(73)]\[2

olarak bulunur. Burada 6., n. ile N vektorleri arasindaki agidir. #V, -

Smarandache egrisinin dogal egrilikleri ise

B \/2(212 +4,° +232)cos6?§
N
i J2(22 + 22+ 47)sin),

* (2k12 +k’ )2

seklindedir [10].

Tanim 3.2.2. o =« (s) , I° de birim hizl regiiler bir egri ve {t, N,, Nz} bu egrinin

Bishop ¢atis1 olsun. o (s) egrisinin #N, — Smarandache egrisi
1
s.)=—=(t+ N
) (ee )

ile tanimlanir. k, ve k,, o :a(s) egrisinin Bishop catisina gore egrilikleri ve
{t, n b, x, T} bu egrinin Frenet elemanlar1 olsun. #N, —Smarandache egrisinin
Frenet ve Bishop elemanlari, strastyla, {té, n.,b., k., z'g} ve

{té, Ny, Ny, ks k, 5} olmak tizere bu egrinin tanjant vektori

t —_—l(kzt—klNl ~k,N,)

ok ok
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seklindedir. £=¢& (s) egrisinin N, ve N,, normal vektorlerini o :a(s) egrisinin
Bishop elemanlari cinsinden yazabilmek i¢in 4,, 4, ve A, ;
A ==k, —k* =3kk}? =2k, + Kk k,,

A, =—k’k, = 2k k) + 2k k.2 =2k kK,
A, = —k2k,}? =2k + k 2k, — kkk,

ve 0, 0,Ve 0;;

O :ﬂ?kl _ﬂ‘zkzﬁ
0, :(ﬂ'} +ﬂ1)k2’
05 :_(ﬂzkz +ﬂlk1)

seklinde verilsin. O halde N, ve N,,
(«/kl2 +2k,” cos 0.4 —sin 6.0, )t

1
N, = +(1/k2+2k2c03¢922—sin¢90')N
NN AR TEN/ER YR L S
+(«/k12 +2k,” c0s 0,4 —sin 6’50-3)N2

(\/kl2 +2k,” sin 6.4, + cos Ggal)t
! +(1/k12 +2k,* sin @, 4, + cos <950'2)N1

N, =
RN/ EECTENFEF RN
+(\/k12 +2k,” sin 0.4, +cos 6.0, | N,

olarak bulunur. Burada 6., n, ile N,. vektorleri arasindaki agidir. #V,—

Smarandache egrisinin dogal egrilikleri ise

\/2(212 + 2,7+ A7) cos 6.
(k2 +2k2)
J2(22 + 22+ 47)sin),
(kl2 +2k,’ )2

g

9

2¢

seklindedir [10].
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Tanmm 3.2.3. a =« (s) , I° de birim hizl1 regiiler bir egri ve {t, N,, Nz} bu egrinin
Bishop catisi olsun. «(s) egrisinin NN, — Smarandache egrisi
g@gz—LQw+N»
2
ile tanimlanir. {t, n b, x, T} ve {t, N,, N,, k,, kz} , A= a(s) egrisinin, sirastyla,
Frenet ve Bishop elemanlar1 olsun. Ayrica N, V, — Smarandache egrisinin Frenet ve

k., k }dm%

Bishop elemanlari, sirasiyla, {tf, n.,b.,x., rf} ve {té, Ny, N 125 Ko

287

tizere bu egrinin tanjant vektori

=t

seklindedir. & =§(s) egrisinin V,, ve IV, normal vektorleri ise

N, :ﬁ{(@ sin 6. —k, cosé?é)N1 —(k2 cosb. +k, sinﬁf)Nz}
N ! {—(k1 siné?éntkzcose‘f)Nl+(k1 cos@i—kzsinﬁé)Nz}

SN

bicimindedir. Burada 6., n, ile N, vektorleri arasindaki agidir. NNV, —

Smarandache egrisinin dogal egrilikleri ise

i 2(k12 +k22)cos 0,

& k, +k, ’

. 2(k*+k,)sin®,

% k, +k,
seklindedir [10].

Tanmm 3.24. o =« (s) , I° de birim hizl1 regiiler bir egri ve {t, N,, Nz} bu egrinin

Bishop catis1 olsun. #N, N, —Smarandache egrisi

£(s)=75

(t+N,+N,)
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ile tanimlanir. o :a(s) egrisinin Bishop c¢atisina gore dogal egrilikleri &, ve k,
olsun. Bu egrinin Frenet ¢atisi {t, n, b}, bu ¢atiya gore egrilik ve burulma, sirasiyla,
x ve 7 ile gosterilsin. Ayrica {té, n,, bg} , tN,N, —Smarandache egrisinin Frenet
catisi, {té,N1 g,Nzé} bu egrinin Bishop ¢atisi ve k. ile k,. Bishop catisima gore

egrilikler olsun. #V,/V, —Smarandache egrisinin tanjant vektori

-1
t. = k+k))t—kN,—k N
¢ \/2(k12+k1k2+k22)((1 2) 14V 2 2)

seklindedir. £ =¢& (s) egrisinin N\, ve N,, normal vektorlerini o =0:(s) egrisinin
Bishop elemanlar: cinsinden yazabilmek i¢in A, A,, 4, 0,, 0, ve o, katsayilari

tanmimlayalim. O halde, 4,, 4, ve 4;;

A = =2k k,? =k, + kJo,k, — 2k =2k k, — 4k 2k,® =2k k) =2k, + kK ke, + K k)2,
A, =2k —4k’k, —4k’k,® = 2kk,* + kk k, + 2k k,* — kK, — 2k K.k,
A, = =2k k, — 4k 2k} — bk, =2k, + 2k 2k, + kK k, — 2k k k, — K.k,

ve o0, 0,Ve 0;;

o, = Ak — Ak,
o, =4 (k +k,)+Ak,,
oy =—(4, (k +k,)+ Ak

seklinde verilsin. Bunlardan yararlanilarak V,. ve N,. normal vektor alanlari ise

(\/2(k12 +kk, +k,7) cos 0.4 —sin B.0; )t

1

N =
NN TR Y N PR

+(\/2(k12 ik, +k,7) cos 0,2, —sin 95(;2)1\11

+(\/2(k12 ki, +k,7) cos 0,4, —sin 9503)1\[2
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(\/2(k12 +hk, +k,7)sin6.4 +cos 6.0, )t

I
N.. =
NI TR N/ A ERE

+(\/2(k12 +kk, +k22)sin 0.4, +cos Hgaz)Nl

+(\/2(k12 +kk, +k22)sin 0.2, + cos 0503)1\72

seklinde verilir. Burada 6., n. ile N,. vektorleri arasindaki agidir. & egrisinin

dogal egrilikleri

. _\/3(&2”2%1;)(;0595

S (R vk k)
J3(A7+ 4,7 + 4 sing,
T Ak kk k)
bigimindedir [10].

3.3. E°, 3-Boyutlu OKklid Uzayinda Frenet Catisina Gore Uzaysal

Kuaterniyonik Smarandache Egrileri

Tanim 3.3.1. E3, 3—boyutlu Oklid uzayinda birim hizli regiiler, uzaysal
kuaterniyonik egri y =y(s) ve {t, n, nz} bu egrinin Serret-Frenet c¢atis1 olsun.

Uzaysal kuaterniyonik #n, — Smarandache egrisi

1

§(s§)=—2(t+nl)

ile tanimlanir. £ ve r, y egrisinin Frenet egrilikleri ve {tg, n, n,, ke, ré} , &

uzaysal kuaterniyonik #m, — Smarandache egrisinin Frenet elemanlar1 olmak tizere &

egrisinin tanjant vektori

t =;(—kt+kn1 +rn2) 3.3.1)

: 2K 12

seklindedir. Ayrica,
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A = =2k —kr* =k + korr,
A, ==2k* =3k +kr* —r* — kot
A, = 2k3r + 2k%F + k> — 2kkr

olmak tizere

1

. = (}L11‘+/12n1 +23n2)

dir. Buna ek olarak n,. vektor alani

n

1

n, = \/2k2 . \/ﬂlz " /122 " 232 (0'4 t+ot+o,n + 0'3n2)

seklinde hesaplanir. Burada o,, o,, o, ve o, i¢in

o, =ki—rky,

o, =kA, +rA,

oy =—k(4+4,),
o, =k —kA, —ri,

bagintilar1 gecerlidir. Uzaysal kuaterniyonik #n, — Smarandache egrisinin egriligi ve

burulmasi ise, sirasiyla,

\/2(zf+,122+,132)
(2k2 +r? )2

k.=

9

V2 (k8 ) (kg =rps) + (K =k 7% ) (kpy 7)) + k(b ) (5 3) |
[(2kl€+rﬁ)2 +(2k2r+kf—lér+r3 )2 +(kf—l€r)2 +(2k3 +kr2)2}

V. =

seklinde bulunur. Burada p,, p, ve p;, sirastyla,

P, =—k —3kk + kr + 2k + I + kr?,
p, ==3kk—k> +k*r+k —F =3rF —kr* + 17,

Py = —k*r+ 2kr =31 = + ki + 7
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ile verilir [11].

Tanim 3.3.2. E° , 3—boyutlu Oklid uzaymnda birim hizli regiiler, uzaysal
kuaterniyonik egri y =y(s) ve {t, n, nz} bu egrinin Serret-Frenet ¢atis1 olsun. O

halde uzaysal kuaterniyonik #n, — Smarandache egrisi
é‘(seg) :L(t+n2)
V2

ile tanimlanir. £ ve r, y egrisinin Frenet egrilikleri, {tgy, n., n,., k., rf} , & uzaysal
kuaterniyonik #m, —Smarandache egrisinin Frenet elemanlar1 olmak {izere &
egrisinin tanjant vektori

[. =n

bi¢ciminde hesaplanir. & uzaysal kuaterniyonik #n, —Smarandache egrisinin asli

normal vektor alani

1

e

—kt +rn,)
dir. Buna ek olarak binormal vektor alan1 n,,

=;(rt+kn2)

n,;
K+

olarak bulunur. & nin egriligi ve burulmasi ise, sirasiyla,

2(k* +r?

9

\/E(V—k)[/% (—k2 +kr)_p1 (kr—rz):|
(k=r) (k7] +(Fr =20 +7°) +(<2 7+ +£)

l"eg:

seklindedir. Burada p,, p, ve p, ise
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2 = —3kk + kr + 2kr,
p, ==k + I+ k—F =kt + 7,
ps = 2kr = 3r7 + kr

olarak elde edilir [11].

Tanim 3.3.3. E3, 3-boyutlu Oklid uzaymda birim hizli regiiler, uzaysal
kuaterniyonik egri y =y(s) ve {t, n,, nz} bu egrinin Serret-Frenet catis1 olsun.

Uzaysal kuaterniyonik n,n, — Smarandache egrisi
1
£(s:) =5 (m+m)

ile tanimlanir. Ayrica {k, r} , y egrisinin Frenet egrilikleri, {tg, n, Ny, k., rg} , &
uzaysal kuaterniyonik n,n, — Smarandache egrisinin Frenet elemanlar1 olmak tizere

& egrisinin tanjant vektori

1
t =

——(—kt—rn +rn
Tl )

seklinde bulunur. n,, asli normal vektdr alani ise

1
n.=
1¢ \/&2_'_/122_'_}32

(At+A,n + An,)

seklindedir. Burada 4, 4, ve 4, i¢in

A =—kr = 2k? + 2k + 2krr,
Ay = —k* =k =3k =21 + ke,
Xy = —k*r* + ki = 21" — kkr

bagintilar1 gegerlidir. Binormal vektor alani ise

o =-r(L+4),
o, =k, +r4,

o, =—kA +rA,
o, =kA+rd, -1,
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olmak tizere

1
2 A A A

n (o, +ot+0,n +0o,n,)

28

seklindedir. £ nin egriligi ve burulmasi ise, sirasiyla,

P, =~k +kr+ 205 + k> + kr?,
p, = =3kk +k*r =¥ =3ri + 1,

Py =—k'r =3 -1’ +7¥

bi¢iminde olmak tizere

anﬂw;+@ﬂ
(kz + 272 )2

4

9

\/E[r(—lé+kr)(p2+p3)+(k2+f+r2)(kps+’”,01)+(_”2+’})(k:02_’”p1)]
[(klé+2rr‘)2 +(k2r+2r3)2 +(kr'—lér)2 + (I + ke + 2k —lér)z}

Ve

ile ifade edilir [11].

Tanim 3.3.4. E°, 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli regiiler, uzaysal

kuaterniyonik egri y =y(s) ve {t, n, nz} bu egrinin Serret-Frenet catis1 olsun.

Uzaysal kuaterniyonik #mn, — Smarandache egrisi

é‘(sg):%(t+nl+n2)

ile tanimlanir. {k, r} , y egrisinin Frenet egrilikleri ve {tg, n., n,, k., rg}, &
uzaysal kuaterniyonik #mn, —Smarandache egrisinin Frenet elemanlar1 olmak {izere

& egrisinin tanjant vektori

t. = 1 (—kt+(k—r)n1+rn2)

4#-@+ﬁ)
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seklindedir. Uzaysal kuaterniyonik #m n, — Smarandache egrisinin asli normal vektor

alanm1

A = =2k + 4P + kkr — 4130 =2k + 2ki — K27 + 2k,
A, ==2k* — k2 — 4k + 2% r + kor — ki + 20 + fr® =20,
A, =203 — K2 4 2K%F + 4kr — ki — 20 — ko + ko

olmak tizere

1
1 \/212_'_222_'_}32

(At+A,n + An,)

dir. Buna ek olarak binormal vektor alan n,, ise

o, :(k—r)/?3 -ri,
o, =kA +14,
o, =—kﬂz—(k—r)ﬂq,

o, =k —(k—r)A,—r
olmak tizere

1
n,. = (0'4 +o,t+0o,n, +O'3n2)

2(K —kr+ P WA + 2,7+ A4

ile ifade edilir. Son olarak & uzaysal kuaterniyonik Smarandache egrisinin egriligi

ve burulmasi, sirasiyla,

A+ +

[2(k*—kr+r)]

x/g[(—fc—kz +lcr)((r—k),o3 +r,02)+(k2 —Ié+;;+r2)(kp3 +r,q)+(lcr—r2 +r')(kp2 +(k—r)p1)J

= [(—2k]é+l€7ﬂ—2#+k7’)2 +(2k2r—2k72 + ki + 27 —Iér)z +(kr'—l€r)2 +(k3 + ki + 2k —k'r—2k2r+k3)2}

seklindedir. Burada p,, p, ve p, i¢in



p, =—k =3kk +kr + 2ki + & + kr?,
p, ==3kk — I + K*r +k —F =3rF —kr* +1°,
Py = —k*r + 2kr =37 = + ki + 7

bagintilar1 gegerlidir [11].
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BOLUM 4. BISHOP CATISINA GORE KUATERNIYONIK
SMARANDACHE EGRILERi

Bu bolim calismanin orijinal kismint olusturmaktadir. Bu boliimde 3 - boyutlu
Oklid uzaymdaki uzaysal kuaterniyonik ve 4—boyutlu Oklid uzaymndaki
kuaterniyonik egrilerin Bishop (paralel transport) catisina goére Smarandache egrileri
tanitilacaktir. Buna ek olarak Smarandache egrisinin Frenet ¢atisi, Frenet egrilikleri,
Bishop c¢atis1 ve dogal egrilikleri; iligkili oldugu esas egrinin Bishop elemanlari
cinsinden hesaplanacaktir. Son olarak bir ornekle kuaterniyonik ve uzaysal

kuaterniyonik Smarandache egrileri, grafikle gorsellestirilecektir.

4.1. Bishop Catisina Gore Uzaysal Kuaterniyonik Smarandache Egrileri

Bu boliimde £°, 3 — boyutlu Oklid uzayinda
vy IlcR—>Q

S—);/(s):iy,.(s)ei, (1<i<3)

olarak tanimlanan uzaysal kuaterniyonik egrilerin Bishop ¢atisina gére Smarandache
egrileri, birim hizli bir egri yardimiyla tanimlanip, Frenet ve Bishop elemanlari,

tiretildigi egrinin elemanlar1 cinsinden hesaplanacaktir.

Tanim 4.1.1. 7/=7/(S) bir birim hizli regiiler, uzaysal kuaterniyonik egri ve

{t, m, mz}, y egrisinin Bishop catis1 olsun. Bu durumda uzaysal kuaterniyonik

tm, — Smarandache egrisi

§(s§):%(t+ml) 4.1.1)



42

ile tanimlanir. Burada s, , & uzaysal kuaterniyonik #m, —Smarandache egrisinin yay

parametresidir.

Teorem 4.1.1. 7=7(S) bir birim hizli regiiler, uzaysal kuaterniyonik egri ve
&= f(sé), 7y uzaysal kuaterniyonik egrisinin uzaysal kuaterniyonik fm, —
Smarandache egrisi olsun. f(sé) uzaysal kuaterniyonik egrisinin Bishop catisi
{té, m, mzé} , bu catiya gore egrilikler k,.ve k., Frenet elemanlar
{té, n;,ny,, k., rf} ile gosterilsin. Bu durumda uzaysal kuaterniyonik #m, —
Smarandache egrisinin Frenet ve Bishop elemanlari, y (s) uzaysal kuaterniyonik
egrisinin Bishop elemanlari olan {t, m, m,, k, kz} cinsinden yazilabilir.

Ispat: Uzaysal kuaterniyonik #m, —Smarandache egrisinin 7=7(S) egrisine gore

Bishop elemanlarini aragtiralim. (4.1.1) denklemi s ye gore diferensiyellenirse

. dE&ds 1
5= f?s: - ﬁ(klml +kym, —kt) “.1.2)
£

elde edilir. s, yay parametresi oldugundan % =1, dir. Dolayisiyla
4

dsé
t —:—(—klt+k1m1 +k2m2) 4.1.3)

1
“ds 2
yazilir. {t, m, m2} , 4 egrisinin Bishop catist oldugundan
h(t,t)=h(m,m)=h(m,,m,)=1 ve h(t,m)=h(t,m,)=h(m,,m,)=0

bagintilar1 gegerlidir. Bu esitlikler goz oniine alinir ve kuaterniyonik i¢ c¢arpim

yapilirsa

ds. ds, 1 1
h tﬁg,t‘fg =h ﬁ(—klt—kklml+k2m2),—2(—k1t+klm1+k2m2)

ifadesinden
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ds p

2
ng = %(2]«3 +k,)’)

d 2 2
; _ |2k tky (4.1.4)
ds 2

elde edilir. (4.1.4) esitligi (4.1.3) denkleminde yerine yazilirsa 7, vektori

. —kit+km, +km, 4.1.5)

N

olarak elde edilir. (4.1.5) ifadesi s ye gore diferensiyellenirse

V2K + 7 (=Kt = kg + ey + K, + ey, + ki )

1
-i(zkf +ky?) 2 (4k11é1 +2k21€2)(—k1t +km, + kym, )

dtg dsg, B
ds, ds 2k> +k,?
(2K + .7 ) (=Kot =k, (km, + ey, ) + Kym, — ket + Ky, — k't
—(2kk, + koo, ) (it + e, + Ky, )
= 3
(2k7 +k,)?
(2k7 + 17 ) (ot = k't =kt = e, + e, — ke, m, + ey, )
—(2k K, + Kok, ) (<ot + Ky, + ey, )
= 3
(2k7 +k,7 )2
dt. d
DBV (atram +am,) 4.1.6)
ds; ds (2k12+k22)E

bulunur. Burada a,, g, ve a,

a, = -2k* =3k k) —kk,? —k,* +kkk,
a, =2k —k’k,? +kk,* —kkk,, (4.1.7)
a, = -2k’k, + 2kk, — k k,’ — 2k k.,



44

olarak alinmistir. Son olarak (4.1.4) ve (4.1.6) esitlikleri goz oniine alinirsa

dt, 1 ds
d_ = —ég(aot + alml + azmz)
% (2k12 +k22)2 ¢
t, :L(aot+alml +a,m,) (4.1.8)

(262 + k)

elde edilir. £ uzaysal kuaterniyonik #m, —Smarandache egrisinin Frenet catisina

gore egriligi k, = N (tf') dir. O halde (4.1.8) den N (t;) hesaplanirsa

2(a,’ +a’+a,
ksz(té')z\/ (a +a 22 ) 4.1.9)
(27 +k,7)
bulunur. & egrisinin asli normal vektor alani, (4.1.8) ve (4.1.9) dan
2
n,. = & 2 (ayt+am, +a,m (2k12+k22)
1 = "™ 5 232 \Fo 177 21ty > > >
N(f) (2k1 +k, ) \/2(510 +a,” +a, )
I (aot+ am, + azmz) (4.1.10)

E 2, 2 2
Ja, +a” +a,
seklindedir.

Simdi binormal vektor alanini hesaplayalim. & uzaysal kuaterniyonik egri

oldugundan (2.3.5) geregi,
n,. = té Xn,

bagmtis1 gegerlidir. iki uzaysal kuaterniyonun kuaterniyonik carpimi igin (2.3.3)

esitliginden
n,. = —<t§,nlf>+t§ ARy,

iliskisi mevcuttur. Burada {tg, n.,n, 5} ortonormal bir sistem olusturdugundan,
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n,. =t. AR, (4.1.11)
elde edilir. (4.1.5) ve (4.1.10) esitlikleri (4.1.11) ifadesinde kullanilirsa,
t m m,

_kl kl kz

a, a a

1 1

n =
28 2 2 2 2 2
2k +k," \Ja, +a +a,

yazilir. Boylece

1 1

e = 2 2 2 2 2
\/Zkl +k, \/ao +a” +a,

[(kla2 —-k,a, ) t+ (kla2 +k,a, ) m, + (—kla1 —-ka, ) m2]

4.1.12)
elde edilir. Kisalik icin 2y, b ve b,
by = k,a, —k,a,,
b =ka, +k,a,,
b, =—k (ao + al)
seklinde tanimlanirsa (4.1.12) ifadesi
1 1
(b0t+b1m1 +b2m2) (4.1.13)

n =
* \/21612 +k,’ \/ao2 +a’+a,’
seklinde bulunur. Simdi #m, — Smarandache egrisinin 7. burulmasini hesaplayalim.

Bunun i¢in & ifadesinde s parametresine gore tiirev alinirsa

gé = %(—klt +km, + kzmz)

(it = kg + o, + Kin, + ey, + ke, )

iy
I
Sl

kit =k, (b, + ey, )+ lmy = Kt + ey, — k)t |

N |
§=$[

bulunur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa
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(= k7 = e+ (= + e ) omy + (e, + e ), | 4.1.14)

|
TR
elde edilir. Ayni sekilde s ye gore (4.1.14) denkleminin tiirevi alinirsa

1 TR =2k 20 )14 (e — k=2 ) (m, + ey, )+ (<20 K + ),
T TR (k) ) (ks o, (ke 4, ) ()

(k= 2kk, = 2k, + k= ko, + ko, — ko )t
g =% (ke ke = ke, = 2kik + e ) m,

(e, — ke, k) — ki, =, + K, ) m,

bulunur. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa & ifadesinde ¢, m, ve m, nin

katsayilari, sirasiyla,
¢, =k, —3kk, =3k k, + k + k k.2,
¢, ==3kk —k’ —kk}? +k,
¢, =2k k, —k’k,—k,’ —kk, +k,
olmak iizere
4.1.15)

w1
&= ﬁ(cot +cm, + czmz)

seklinde bulunur. Boylece tiirev formiillerinden

fxf:%(—klﬁklml +k2m2)><%[(—lé1 I = e+ (ke )y + (Ko, +1€2)m2}

elde edilir. Burada kuaterniyonik ¢arpimin 6zellikleri kullanilirsa, & egrisi uzaysal

kuaterniyonik egri oldugundan;

IXt=mxm =m,xm,=—1,
txm, =m, =—m Xt,
m xm, =1t=—m,xm,

m,xt=m =—txm,
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bagmtilari gegerlidir. Bu bagintilar gz 6niine almarak &x¢& hesaplanirsa

(=t + km, + leym, )< (—k, = =k, )
ix-

+(—kt+km, +k,m,)x (—kl2 +k, )ml

N |~

)
+(—kt+km, +k,m,)x (—klk2 +k, )m2

ke, —he? = ke, + (KK, + K+ Rk, Yy + (K, — K, — &, ) m,

5&5:% (= ke )y + ke = hok, + (K, — Kok, )8

(e, + ek Yy + (K, + ey ) 2+l — ok

Exé :%{—2]{11&1 koo, + (Koo, — ek, ) £+ (ke 20k, — K, + ek, )y + 2k +k1k22)m2}

(4.1.16)

bulunur. (4.1.15) ve (4.1.16) denklemleri g6z oniine alinir ve kuaterniyonik i¢ ¢arpim

yapilirsa

T |l s cm s em
T2 ||k, -2k, Kk )m, (2K k) my [T

4.1.17)

. . 2
elde edilir. Simdi [N (95 x&+ vx'/)} degerini bulalim. Bunun i¢in ilk 6énce v, v ve vv

degerleri hesaplanirsa,

Pre

v=x (4

= N(—z(—klt +km, +k,m, )j

— ’ k’+k)’
2

dir. Buradan tiirev alinirsa
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1 2 4k ke, + 2k, k,
V=—
2\ 2k +k,? 2

o 2kk + ko,

ak® +2k,}

bulunur. Dolayisiyla

e 2k k, + ke k,

: (4.1.18)

elde edilir. (4.1.16) ve (4.1.18) den

ExE+vi= %[(klléz ey o+ (e, = 2k = e+ ey Y, + (207 + ek, |
yazilabilir. O halde [ N (&x &+ )| ifadesi
[N(&xEvw)] = %[(klkz ke )+ (ky — 2k, k) k) (26 + kA )2}

(4.1.19)

seklindedir. Son olarak (4.1.17) ve (4.1.19) esitlikleri (2.3.7) denkleminde yerine

yazilirsa r, burulmasi

V2 ¢ (i, = )+ ¢, (~Foky =2k, — k) + ke )+, (26 + ki) |

“ (ki ko )+ (o 207K, — " + ks )+ (26 + k)’

seklinde bulunur.
m,, ile n, arasindaki a1 6. olsun. Boylece

m,. =n,. cosf. —n,.sino, 4.120)
m,. =n,sind, +n,. coso.

esitlikleri gegerlidir. Burada 6, = [r.(s.)ds, dir. (4.1.10) ve (4.1.13) ifadeleri

(4.1.20) esitliklerinde yerine yazilirsa
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cos 6 ! ! (Byt+bm, +b2n12)sim95

1
= (af+ +
m,; /%2 +alz +az2 (ao am, 02”’2) 4 \/2k12+kz2 \/%2 +alz +azz

elde edilir. Buradan gerekli diizenleme yapilirsa m, .,

(V2K +k;” cos 0., —sin 0.0, )
m,, = — 1 — +(«/2k12+kz2 cosé?‘fal—siné?‘fbl)m1
\/(2/(1 +k, )(ao +a” +a, )
+(1/2k12 +k)” cosO.a, —sin asz)m2

seklinde bulunur. Ayn1 sekilde m, . hesaplanirsa

= (af +am +am,)sin€ +—— ——(+hm +ham,) s
Jai+ai+a V2 + o'+ +a

bulunur. Buradan gerekli diizenleme yapilirsa

(V2k +k;” sin.a, +cos 0.0, )
m,, = — 1 — +(«/2k12+k22 sin9§al+cos€§bl)m1
\/(Zkl +k, )(ao +a” +a, )
+(‘/2k12 +k,” sin0.a, +cos 6?‘5b2)m2

elde edilir.

nin dogal egriliklerini elde etmek igin (2.3.13) deki k. = ./k,.> +k,.” ifadesini goz
gal eg £ e TR g

oniine alalim. Ag¢ike¢a gorillmektedir ki &, ve k,, i¢in,

k. =k, cosd,, 121)
ky: =k, sin6, o

yazilabilir. (4.1.9) ifadesi bu esitliklerde yerine yazildiginda k. ve k,,

\/2(a02 +a’+ azz)
(2k7 k)

k.= cosd,,
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2 2 2
o \/Z(ao +a, +2a2 )sin6§
(247 +k,")

seklinde bulunur.

Tanim 4.1.2. 7/=7/(S) bir birim hizli regiiler, uzaysal kuaterniyonik egri ve
{t, m, mz}, y nin Bishop catis1 olsun. Uzaysal kuaterniyonik #m, —Smarandache
egrisi

g(sg)zﬁ(nmz) (4.1.22)

ile tanmimlanir. Burada s, , & uzaysal kuaterniyonik #m, — Smarandache egrisinin yay

parametresidir.

Teorem 4.1.2. 7/=7/(S) bir birim hizli regiiler, uzaysal kuaterniyonik egri ve
& =§(s§), y egrisinin uzaysal kuaterniyonik #m, —Smarandache egrisi olsun.
§(s§) uzaysal kuaterniyonik egrisinin Bishop ¢atist {tf, m, m, 5} , bu catiya gore

Frenet elemanlari {té, B, Ny, k r} ile gosterilsin. Bu

egrilikler k.ve k o Iz

28

durumda f(sé) uzaysal kuaterniyonik #m, —Smarandache egrisinin Frenet ve
Bishop elemanlari, y (s) uzaysal kuaterniyonik egrisinin Bishop elemanlar1 olan
{t, m, m,, k, kz} cinsinden yazilabilir.

Ispat: & uzaysal kuaterniyonik #m, —Smarandache egrisinin, y =y (S) egrisine

gore Frenet ve Bishop elemanlarini bulalim. (4.1.22) denkleminin s ye gore

diferensiyeli alinirsa

. d& ds 1
g:d_sijjzﬁ(klml+kzmz_kzt) (4.1.23)

elde edilir. Burada s,, & uzaysal kuaterniyonik Smarandache egrisinin yay

parametresi oldugundan
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d.
e L (<t + ke, + ) (41.24)

t_
“ds 2

yazilabilir. (4.1.24) denklemine kendisi ile kuaterniyonik i¢ ¢arpim uygulanirsa

dsi dsé 1 1
h tfg,tég =h ﬁ(—k2t+klm1+k2m2),—2(—k2t+k1ml+k2m2)

bulunur. Ayrlca{t, m, mz} ortonormal baz oldugundan

d 2
(%j h(tg,tf) :%[kzzh(t,t)"'klzh(mwml )+k,*h(m,y,m, )J

s
& ’ kP 42k}
ds 2

yazilir ve dolayisiyla

d 2 2
By _ |2k (4.1.25)
ds 2

elde edilir. Bu esitlik (4.1.24) denkleminde kullanilirsa #, teget vektor alan

. —k,t +km, +k,m, (4.1.26)

T k2

seklinde bulunur. (4.1.26) denkleminin s parametresine gore diferensiyeli alinirsa

Ak +20k,7 (<kyt = kot + o, + kit + ym, + Ky in

1 1 . .
dr, ds, —E(klz +2h,2) 2 (2ka1 +4k2k2)(—k2t+klml +kym,)

ds, ds k2 + 2k,

(kl2 +2k,’ ) (—lézt —khym, — k) my + km, —k’t+ kym, - kzzt)
—(kiky + 2k, Jey ) (et + b, + ey, )

3

(k*+2k,7 )2

4.1.27)
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elde edilir. Kisalik i¢in q,, a, ve a,,

a, = —k 2k, —k* =3k k,? —2k,* + kkk,,
a, =—k’k, =2k k,’ +2kk}? -2k k,k,,
a, = —k’k,} + k’k, - 2k,* —kkk,

olarak alinir ve (4.1.25) denklemi g6z oniine alinirsa (4.1.27) denklemi

dt, 1 ds
d_ = —E—(a0t+alm1 +a2m2)
(k22K
t. =L(aot+alml +a,m,) (4.1.28)

(k2 +2k2)

seklinde elde edilir. & uzaysal kuaterniyonik Smarandache egrisinin Frenet ¢atisina

gore egriligi k, = N (tf') oldugundan

\/2(6102 +a’ +a22)

4.1.29
(k2 +2k2) @129

ke=N(t)

olarak hesaplanir. & uzaysal kuaterniyonik #m, — Smarandache egrisinin asli normal

vektor alani ise, (4.1.28) ve (4.1.29) dan

" k2 + 2k )
n,. = o — = V2 =~ (ayt +am, +a,m,) ( ! 2 )
N(&") (k12 +2k22) \/2(5102 +a’+ azz)
seklindedir. Dolayisiyla n,, i¢cin
_ a,t+am, +a,m, (4.1.30)

bt [ 2 2
ao +al +a2

yazilir.
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Simdi binormal vektor alanini hesaplayalim. (4.1.11) esitliginden n,. =t, An,,
oldugu biliniyor. (4.1.26) ve (4.1.30) daki #, ve n,. ifadeleri (4.1.11) denkleminde
yerine yazilirsa

t m m,

_kz k1 kz

dy a G

1 1

P = 2 2 2 2 2
\/kl + 2k, \/ao +a,” +a,

bulunur ve gerekli islemler yapilirsa

1 1

e k2 +2k,? \/ao2 +a’+a,’ [ (ki ko )t +(kyay + kyay ) m, +(=kya, ~ ki ) m, |

elde edilir. Son esitlikte

b, = k,a, —k,a,,
b =k,(a, +a,),
bz = _k2al - klao
olarak alinirsa
1 1

(byt +bym, +b,m,) (4.1.31)

n =
26 2 2 2 2 2
k™ +2k,” Ja,” +a +a,

seklinde elde edilir. §imdi #m, —Smarandache egrisinin 7, burulmasini

hesaplayalim. Bunun i¢in (4.1.23) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinirsa

(—kyt + ki, + kym,),

Sl -

(st — kst Ky, + Kt + kym, + ki, )
ve

.1, . . .

=—(-k,t =k, (km, +k,m,)+km, —k’t+k,m, —k,’t

é: \/E( 2 2( 177%1 2 2) 177%1 1 275%2 2 )

bulunur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa
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(=7 =h? )+ (e, + ey ) omy + (ke Ky ), | 4.1.32)

|
T
denklemi elde edilir. Ayn1 sekilde & egrisinin ti¢iincii tiirevi

. (—lgz —2k1k1 —2k2k2)t+(—k2 _k12 —kzz)(klml +k2m2)+(—k1k2 _klkz +/€1)m1

G TR ATNIET) S W EIATY

(—k, —2kik, = 2kshe, + ke, — ki + K, — Kok, )
1

§=$+

+(—hk, — ke, — k,* =2k K, + ey ) m,

(ke — K = kik,? = Kk, — e, + ) m,

seklindedir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa, & ifadesinde t,m, ve m, nin

katsayilari, sirasiyla,

¢, = —k, =3k k, =3k ke, + kk, +k,°,
¢, =—2kk, —k* —kk,—kk, +k

ve
¢, ==3kk, —k’k, —k,’ +k,
olmak iizere
é‘ :%(Cot+clm1 +czm2) (4.1.33)
bulunur. Boylece tiirev formiillerinden

Exé :%(—kztﬂqml +k2m2)x%[(—l€2 I =7+ (ke + K)o+ (—h +/€2)m2}

(—hot + ey, + ey ) x| (~, k7 =2 )¢

ExE=—1+(~kt+km, +k2m2)><[(—k1k2 +l€1)m1J

+(—kyt + kym, + k,m, ) x [(—kf +k, )m2:|



55

elde edilir. Burada kuaterniyonik ¢arpimin 6zellikleri goz oniine alinirsa

ok, ke, =k (e, + e+ e, )y +(—hoky — ek =k ) m,

(k) ke, ), + ek — e + (k" =Kok, )¢

C a1
§X§=5

(= + ek, ), + (k) + ey )2+ " — Kok,

Exé :%{_klkl ~2k,k, +(klk2 _klkz)t+(_k12kz _2k23)’nl +(1‘31‘;2 +h+2kk, _klkz)mz}

(4.1.34)

elde edilir. (4.1.33) ve (4.1.34) denklemleri g6z oniine alinir ve kuaterniyonik i¢

carpim islemi yapilirsa

e L[| ek =2k, + (Koky — ke, e+ (ke 2, Y,

,Col +Ccmy +c,m,

- |
2| |+, K 2k ek, ) m,
1

= m[a) (e, =il )+, (k=2 )+ (i + ) + 2k ~ i, ) |
(4.135)

ifadesi bulunur. Ayrica vv degeri icin

= N(g

= LN(—kzt +hkm, +k,m,)

V2

yazilir ve dolayistyla

2 2
b /kl + 2k,
2

elde edilir. Buradan

s 2 2kk +4kk, | kK + Kk,
2\ Kk +2k,° 2 [2k? + 4k
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Lo Kk 2k,

S (4.1.36)

bulunur. (4.1.34) ve (4.1.36) esitliklerinden

ExEvv =%[(k1/é2 —leey )2+ (= ke, = 20, Yy + (e, + K + 2k k) —lélkz)sz
yazilabilir. Boylece N (é’ x &+ vfz) degeri

[N(&xEvw)] = %[(klkz ik, )+ (ki — 282+ (K 42k~ ok, )2}

4.1.37)

olarak bulunur. Son olarak (4.1.35) ve (4.1.37) esitlikleri (2.3.7) denkleminde yerine

yazilirsa r, burulmasi

V2 ¢ (ke — ek )+ €, (<, = 2K, )+ e, (k) + 2Kk, — ik, ) |

e = S\ 2 3)\2 : 3 2 7\
(e, =Kk )+ (ke =2k,° )+ (e, + 4 + 2k, — ek, )

seklinde elde edilir.

Ayrica m,, ile n,, arasindaki ag1 6, olmak tizere

m,. =n,. cost. —n,.sind,

) (4.1.38)
m,. =n,.sind, +n,. cos0.
esitlikleri mevcuttur. Burada 6,
0. = J-r; (s§ )dsf
ile verilir. (4.1.30) ve (4.1.31) esitlikleri (4.1.38) de yerine yazilirsa
m, =;(%t+alm1 +a2n12)0059§ ! ! (b0t+b1ml +b2m2)sin¢9§
Ny +a"+a VK +2k7 o +a +a)

seklindedir. Burada gerekli diizenleme yapilirsa m, . vektor alant
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(Vi + 24" cos 0,a, —sin 0.0, )
m, = —— - ! — +(«/k12+2kz2 cosﬁéal—sinﬁébl)m

\/(k1 + 2k, )(ao +a” +a, )
+(«/k12 +2k,” cos 0., —sin Gsz)m

olarak bulunur. Ayni sekilde m,. yi hesaplanirsa

O+

1
\/lq o \/ao o (bot+blml +b2mz)cosﬁé

1
m,, =—————(qyt+am +am,)sin
: x/ao2+af+az(

elde edilir. Burada gerekli islemler yapilirsa m,, vektor alani

(\/kl2 +2k,” sin 0.a, + cos ngo)t
1 (e <287 )

m,. = +| k= +2k,” sinB.a, +cos 6.b, |m
N \/(2k12 +k) )(a02 +a’ + a22) 1 ] o o

+(w/k12 +2k,” sin 6.a, +cos 0.b, )m

bulunur.

¢ nin dogal egriliklerini elde etmek i¢in ise (4.1.21) denklemlerinde (4.1.29)

esitligini kullanalim. Boylece

k. =k, cost,,
k. =k, sin6,

oldugundan
2(a’ +a’+a
1 2
2(a*+a’+a’
k%_J Ek02+2]1€2 2 )Sine‘f
1 2

elde edilir.
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Tanmm 4.1.3. y=y (S) bir birim hizli regiiler, uzaysal kuaterniyonik egri ve
{t, m,, mz} , y nin Bishop catis1 olsun. Uzaysal kuaterniyonik m,m, —Smarandache
egrisi

£(s:) =%(ml +m,) 4.1.39)

ile tanimlanir. Burada s,, & uzaysal kuaterniyonik m,m, —Smarandache egrisinin

yay parametresidir.

Teorem 4.1.3. 7/=7/(S) bir birim hizli regiiler, uzaysal kuaterniyonik egri ve
&= f(sg), y nin uzaysal kuaterniyonik m,m, —Smarandache egrisi olsun. f(sé)
uzaysal kuaterniyonik egrisinin Bishop catist {té, my, m, é} , bu catiya gore dogal

egrilikler k.ve k

2> Frenet elemanlar1 ise {tg, n, N,k r} ile gosterilsin. Bu

e 'e

durumda é’(sf) uzaysal kuaterniyonik m,m,—Smarandache egrisinin Frenet ve
Bishop elemanlari, y (S) uzaysal kuaterniyonik egrisinin Bishop elemanlar1 olan
{t, m, m,, k, kz} cinsinden yazilabilir.

Ispat: Uzaysal kuaterniyonik mi,m,— Smarandache egrisinin 7=7(S) ye gore

Frenet ve Bishop elemanlarini arastiralim. (4.1.39) esitligini s ye gore diferensiyeli

alinirsa

._déds. 1

= —kit—k,t
d dsé ds \/E( ! 2)

ky +k, ) t (4.1.40)

bulunur. s, , & egrisinin yay parametresi oldugundan 7, teget vektor alani igin

d
St ——L(kl vhy)1 (4.1.41)

L —= =
* ds \/5

ifadesi yazilir. (4.1.41) ifadesinde kuaterniyonik i¢ ¢arpim islemi yapilirsa
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ds ds 1 1
h(tfjj’%?;j:h[_ﬁ(kl +k2)t,—$(kl +k2)t]

esitliginden

ﬂg=h+@

ds \/5

(4.1.42)

bulunur. Dolayisiyla #, igin
t, =t (4.1.43)

yazilabilir. (4.1.43) esitliginde s ye gore diferensiyel alinirsa

dté dsé
——=—km, —k,m,
dsé ds

elde edilir. (4.1.42) denklemi son esitlikte yerine yazilirsa

, NG
t. =—k1 s (kym, +k,m,) (4.1.44)

elde edilir. & uzaysal kuaterniyonik m,m, —Smarandache egrisinin Frenet catisina
gore egriligi k, = N(tf') dir. Dolayisiyla k,,
2(k7+k))

K :N(, ')z 2/ 4.1.45
: ¢ k +k, ¢ )

bi¢cimindedir. (4.1.44) ve (4.1.45) denklemlerinden & egrisinin asli normal vektor

alani ise

(4.1.46)

seklinde bulunur.



60

Simdi binormal vektor alanini hesaplayalim. (4.1.43) ve (4.1.46) ifadelerindeki ¢, ve

n,. esitlikleri (4.1.11) denkleminde yerine yazilirsa n,. binormal vektor alan

{ t m m,
nyy=———-1 0 0
k™ +k" | kok,
-1
n,. =—(k,m, —km,) (4.1.47)

Jk*+k?

olarak bulunur. Simdi m,m, —Smarandache egrisinin 7. burulmasini hesaplayalim.

Bunun i¢in (4.1.40) esitliginde s ye gore tiirev alinirsa

.
5——$(k1+k2)t

1 1
(K + K, )t ——=(k, + k) (km, + k,m, )

R N

bulunur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

F_ _L[(;gl thy e+ (k7 + k) m, + (K, +k22)m2} (4.1.48)

R
elde edilir. Ayni sekilde (4.1.48) denkleminde tekrar diferensiyel alinirsa

1 (l'c'1 +l€2)t+(lé1 +l€2)(k1m1 +k2m2)+(2kllé1 +kk, +k1k2)m1

s = _ﬁ _(k12 +k1k2)k1t+(klk2 "'klkz +2k2k2 )m2 _(k1k2 +k22)k2t

bulunur. #,m, ve m, nin katsayilar, sirastyla,

a, =k +k, —k* —k’k, —kk, —k,’,
a, =3kk, +2kk, +kk,

Ve
a, =2k, +3kk, + kk,,

olmak tizere son denklem
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(aot +a,m, + azmz) (4.1.49)

ot

seklinde bulunur. (4.1.40) ve (4.1.48) denklemlerinden

. 1 1 c 2 2
e NS SN (VAN Y

o =] (-l i~ e+ 7+ o+~~~ )
esitligi gegerlidir. Son esitlikte gerekli diizenleme yapilirsa

ExE :%[(—kllél e, ~ ek~ )+ (e, = 20k =)+ (K + 2k + k) |

(4.1.50)

bulunur. (4.1.49) ve (4.1.50) denklemleri g6z oniine alinir ve kuaterniyonik i¢ ¢arpim

uygulanirsa
h(ExEE)=—=a(~kk ~2kk — )+ a, (k' + 27K, +kk?) | (@.15D)

dir. Burulmayr hesaplayabilmek icin simdi vw 1 bulmaliyiz. (4.1.40) esitligi

v:N(f):Jk‘%kz

elde edilir. Dolayistyla

s [ 2 2kk +2kk, kK +kk,
2 k12 "'kz2 2 A /2(1{12 +k22)

= kk, +k,k,
2
bulunur. (4.1.50) ve (4.1.52) denklemlerinden

kullanilirsa

(4.1.52)
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Exétvi= %[—klléz — ek + (2, = 2k, — ke (4 2Kk + )mz]
yazilir. Boylece
[N(éxE +w')]2 :H(klléz ok ) (2, + 2hk + k1) + (k2 26K, + ki, )2}

oldugundan (2.3.7) geregi

V2 a (ke =2k~ K, )+ a (K + 27, + ek, )
V. =
: [(klléz vl )+ (K + 2k k) + (k4 2k K, + ko )2}

bulunur.

m,, ile n,. arasindaki ag1 6. olsun. Dolayisiyla

m,. =n,.cosf. —n,.sind,

g

‘ (4.1.53)
m,. = n,sind, +n,, coso.

esitlikleri mevcuttur. Burada 6,

0; :Jré(sf)dsé
ile verilir. (4.1.46) ve (4.1.47) esitlikleri (4.1.53) denkleminde kullanilirsa

m. = ;[(_klml —kym,)cos 0, —(—k,m, +km, )sin 195]

RN PR

m = ﬁ[(—kl cosy/ . +k, siny, )m1 + (—k2 cosy . —k siny, )mz]

elde edilir. m,, vektorii ise

1 :
m,, = —[(—klm1 —kym,)siny . +(—k,m, +km,)cos 1/15}

s
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my, = ﬁ[(—kl siny, —k, cosy/, )m1 + (—k2 siny, +k cosy, )mz]

seklinde elde edilir. £ nin dogal egriliklerini elde etmek i¢in (4.1.21) denklemlerinde
(4.1.45) esitligi kullanilirsa

k. =k, cosd,

k. =k, sin6,

oldugundan
2(k”+ky)
k, f=—————Cos Hé
k +k,
J2(k7 +&,?)
k, f=—————— sin 195
k +k,
bulunur.

Tanmm 4.14. y=y (S) bir birim hizli regiiler, uzaysal kuaterniyonik egri ve
{t, m,, mz} , 7 nin Bishop catis1 olsun. Uzaysal kuaterniyonik #m, m, — Smarandache
egrisi

g(sé)zﬁ(”ml +m,) (4.1.54)

ile tanimlanir. Burada s,, & uzaysal kuaterniyonik #m,m, — Smarandache egrisinin

yay parametresidir.

Teorem 4.1.4. 7=7(S) bir birim hizli regiiler, uzaysal kuaterniyonik egri ve
& :é‘(sé), y egrisinin uzaysal kuaterniyonik #m,m, — Smarandache egrisi olsun.
& (sgy) uzaysal kuaterniyonik egrisinin Bishop catisi {té, mg, m, 5} , bu catiya gore
dogal egrilikler £, ;e k, ¢» Frenet elemanlar ise {té, n, n,, k., ré} ile gosterilsin.

Bu durumda & (s 5) uzaysal kuaterniyonik #m m, — Smarandache egrisinin Frenet ve
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Bishop elemanlar1, y (S) uzaysal kuaterniyonik egrisinin Bishop elemanlar1 olan
{t, m, m,, k, kz} cinsinden yazilabilir.
Ispat: Uzaysal kuaterniyonik #m,m, — Smarandache egrisinin }/Z}/(S) ye gore

Frenet ve Bishop elemanlarin1 hesaplayalim. (4.1.54) denkleminin s ye gore

diferensiyeli alinirsa

daé ds, 1

E= e —\/g(klm1+k2m2—klt—k2t)
¢
.1
é :E[(—kl —kz)t+klml +k2m2:| (4'1'55)

elde edilir. s. nin & uzaysal kuaterniyonik #m m, — Smarandache egrisinin yay

4

parametresi olmasindan dolay1
5— f[ (=K, —ky ) £+ kym, + kym, |

ds

ifadesi yazilir. Son esitlikte her iki tarafa kuaterniyonik i¢ ¢arpim uygulanirsa
A PRT ) B L VEPR PR B I PR —
Sds T ds f 3 1 ?

esitliginden, {t, m, mz} sistemi ortonormal baz oldugundan

d 2k +kk, +k}
i:\/ (k" + ks + k') (4.1.56)
ds 3

bulunur. Boylece ¢, vektorii

. (—k, =k, )t +km, +k,m, (4.1.57)

T 2Rk, )

olarak hesaplanir. £ egrisinin egriligini ve asli normal vektoér alanini bulmak igin

(4.1.57) denklemi s ye gore diferensiyellenirse
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2(I6> ek, | (T (ks I ) e, + e, )+ -+ e+ -+ i, |

[ 2(% +hk, +h7) | 2 2( 2k, + ik, + ek, + 2kl [ (I ~k, ) e+ -+, |
2k +hk, +hy)
2(07 b+ ) (e I )+~ ey )+ (e, ~Ie -+, — -+, 1t |
|2+ s+ 20k [ (i e -+ e,
2k 42

1
2

5| &

& |5

2(k? +hk, +k22)[(—/é, ey k7 =k (ke o (e, — +1&2)m2}

—(2ka1 +hk, +kk, +2k21é2)[(—k1 —ky)t+km, +kym, |

i [2(i” +hk, +k22)]Z

elde edilir. Son esitlik diizenlenirse, ¢, m, ve m, nin katsayilar, sirastyla,

a, = —k’k, = 2k* — 4k k) + k ok, + kk,k, -2k’ k, 2k k,’ —kk,* —2k,*,
a, =2k —4k’k, —4kk,? + k ki, — 2k k,} + 2k k)t —kk, — 2k k,k,

Ve
3 27 2 27 3 : 4 3 3 2
a, = =2k, — 4k ’k) + 2k K, — 4k k) + kk,k, -2k, — 2k ke k, — K k,

olmak tizere

at; ds; _ !

3 (aOtJralm1 +a2m2)
ds. ds

[2(k?+ ek + 1,7 P

elde edilir. (4.1.56) ifadesi son esitlikte g6z Oniine alinirsa

: V3

t. = (at+am +am) (4.1.58)
B R R ) |

bulunur. O halde & uzaysal kuaterniyonik ¢m,m,— Smarandache egrisinin Frenet

catisina gore egriligi (4.1.58) denkleminden
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\/3(6102 +a’ +a22)

[2(k? +kk, +12) |

k, = N(té') (4.1.59)

olarak elde edilir. & egrisinin asli normal vektor alani n,, ise, (4.1.58) ve (4.1.59)

denklemlerinin (2.3.4) formiillerinde yerlerine yazilmasiyla,

_apt+am +a,m,

n, = (4.1.60)
N \/a02 +a’+a,’

olarak hesaplanir.

Binormal vektor alanini hesaplamak ig¢in (4.1.11) denkleminde (4.1.57) ve (4.1.60)

esitlikleri kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

{ t m, m,
n,. = _kl _kz kl kz
J2(k ik, + %) (4, +a® +a)) o a a

1 (ka, —kya, )t +((k +ky ) a, + k,a, ) m,

nzé—

\/2(k12 +kk, +k,’ )(ao2 +a’+ a22) +((~k —k, ) @, — ayk ) m,
bulunur. Son esitlikte ¢, m, ve m, nin katsayilari, sirasiyla,

b, = ka, —k,a,,
b =(k +k,)a, +kya,

ve
b, =(~k —k,)a, —ka,
olmak iizere

n, = ! (byt + bm, +b,m, ) 4.1.61)

\/Z(kI2 +kk, +k22)(6102 +a’ +a22)

elde edilir.
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Simdi #m;m, — Smarandache egrisinin 7, burulmasini hesaplayalim. Bunun igin

(4.1.55) esitliginde s ye gore tiirev alinirsa

1

F

[(~k = k) £+ kym, + keym, |

dir. Ikinci tiirev ise

= %[(—1&1 )+ (k= ) (o, ey, )+ ey — " + ey, ket |

(= =k = e+ (ke =k, + e o, + (ke = 2+ K m, | (4.1.62)

|
N
olarak bulunur. (4.1.62) denkleminde tiirev alma islemine devam edilirse

(—k, — ke, = 2k, =2k, )t +(—ky =y —he” =k, ) (e, + Ky,
&= % +(—2kk, — ke, ke, + i Yy + (7 + ko, =K, ) et

_+(—lé1k2 —k ke, — 2k k, +l€2)m2 +(ka2 +k,’ _léz)kzt

(e~ = 2h ke = 2y 4+ K2y e+ k4 — ko )t

ég - +(_k1k1 _klkZ —k’ —kk’ —2k1k1 _klkZ _k1k2 +l€1 )m1

1
J3

(e, ~koky =k =) — Kk, — ke, =2k K, + ey ) m,

elde edilir. Son esitlikte #, m, ve m, nin katsayilari, sirastyla,

¢, =—k, —k, =3k, —3k,k, + k> +k’k, + ki +k°,
¢, = =3kk —2kk, k> —kk?—kk, +k,

Ve

¢, = =2k k, = 3k,k, —kk, -k, —kk, +k,

olmak iizere & i¢in

t+cm, +c,m, ) (4.1.63)

]
4 :E(Co
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bulunur. (4.1.55) ve (4.1.62) denklemleri geregi

(K~ = k7 =k e+ (k. ke, + e ) m,

(=, —k, )t +hm, +k,
e xf[ )k, + mZ]x@+( kk, —k,? +,)m,

dir. Burada kuaterniyonik ¢arpimin 6zellikleri kullanildiginda

[(~k k) e+ Fom, + ey, |~ — e, =k — K, )t

ExE =3+ [(~k —k, )t +km, +keym, [x(—k} —kk, +k ) m

1
3
+[ (k= ey ) 2+ T, + ey, [ (e, =k, + Ky ) m

_klkl _klkz _](13 _k1k22 _klkz _kzkz _k12k2 _k23 +(_kzk1 _kzkz _k12k2 _kzs)ml +klk22 +k23 _kzkz

ExG = ok ok 7 e+ Ty ik 4 " =k, kK, — Kk
e ek~ )+ (ke 2k k) ke, + Rk i + ke, — kike” + ek ) ¢

~2kik, — kK, — ke, = 2k, + (e, — Kk, )¢

ExE =—d(—hoh, = 2kk, = 2k," =2k k, + ek, ) m, (4.1.64)

W | —

+(Fekey + 27 + 20 e,” + 27k, — ek, ) m

c(kk, —kk, )+ec (—kk, —2k’k, —2k> =2k k> +kk
l 0 1"*2 1"*2 1 172 1 2 2 172 172

e F) | | (4.1.65)
( ) 3\/§ +C, (k1k2 + 2kl3 + 2k1k22 + 2k12k2 _klkz)

elde edilir. Simdi (2.3.7) formiillerindeki

r, = h(gx&,¢) . N(&)=v

[ (§x§+vv)]

burulmasinin payda kismi olan [N (§x§+vv')] yi hesaplayalim. Bunun i¢in

(4.1.55) denkleminden
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b} +kky + k)7 )

v=N(¢)= (I[ (~k —k,) t+km+km]j \/2(1 ;

1 3 2(2k1k1 + klkz + k1k2 + 2k2k2) 3 Zka1 + klkz + klkz + 2k2k2
2(k12 +kk, +k22) 3 \/6(/(12 +kk, +k22)

bulunur ve dolayisiyla vv,

2k, + ke, + ok, + 2Kk,
3

(4.1.66)

olarak hesaplanir. (4.1.64) ve (4.1.66) denklemleri geregi

e 1 (klkz _klkz)t+(_kzk1 _2k12k2 —2k23 —2k1k22 +k1k2)m
ExE+vw=— . . , L (4.1.67)
3 +(k1k2 + 2k + 2k k,? + 2k 2k, —klkz)m

bagintis1 gecerlidir. (4.1.67) ifadesinde kuaterniyonik norm alma islemi uygulanirsa

2

o (EnEr)] - (kdey iy )+ (e, — 2k 2k, — 26, 2k k* + ko)

1 (4.1.68)
9 ; 3 2 2 S\
+ (ke + 2k + 2k, + 2k k, ek, )

bulunur. (2.3.7) deki burulma formiiliinde (4.1.65) ve (4.1.68) denklemleri yerine

yazilirsa
5 co(kiky — Kk, )+ ¢, (—kik, — 27k, = 2k," = 2kik)” + ek, )
3 , .
e, (e, + 2k + 2kik)” + 20k, — Kk, )
ré = . . 2 . ) N ) . \2
(e, =Kk, | +(—koky — 207k, = 2k,° = 2k e,” + Kk, )
(kb + 2K + 2k, + 2Kk, ~ ok, )
elde edilir.

m,, ile n, arasindaki agi 6. olsun. Bdylece

£Sin6,
(4.1.69)
5 €08 0.

m,. =n, cost.—n,

g

m,.=n,sin6, +n
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bagntilart mevcuttur. Burada 6,

0. =J-’”§ (sé)dsg

ile hesaplanir. (4.1.60) ve (4.1.61) esitliklerini (4.1.69) denkleminde yerine yazalim.
Boylece

1
m, = (ayt +a,m, +a,m,)cos 0,

1
_ b.t+bm, +b,m,)sinO
\/2(k12+k1k2+k22)(a02+a12+a22)(0 1771 o) 2) -

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa m,, vektor alant

(\/2(k12 ik, + k) c0s 0., —sin Hgbo)t

1 .
e \/2(k12 + k1k2 + kzz)(aoz + a12 + (122) +(\/2(k12 " klkz " kzz) cos egal —e egbl)ml

+(\/2(k12 +hk, +K,7) cosO.a, —sin 6351;2):112

seklinde bulunur. Ayni sekilde m,, vektor alani

1

26 T
\/ a,’ +a’+a,

m (ayt +am, +a,m,)sin 0.

+ ! (bt +bym, + bm, ) cos 6,

\/2(k12 +hk, + k) (a,) +a’ +a,’)

seklinde elde edilir. Burada gerekli diizenleme yapilirsa m,, vektor alan

(\/2(k12 +kky + ;) sin 0,a, + cos ngo)t

1
\/2(k12 +kk, +k22)(ao2 +a’ +a22)

+(\/2(k12 ki, + k) sin 6., + cos eg,bl)m1

mzé =

+(\/2(k12 +kk, +k22)sin 6.a, +cos 6?5b2)m2

olarak bulunur.
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& nin dogal egriliklerini elde etmek igin ise (4.1.21) denklemlerinde (4.1.59) esitligi

kullanilirsa
2 2 2
- \/3(610 +a +a, )2 o5,
20 + ke, + k)
2 2 2
. \/3(610 +a,” +a, )2 sin,
[2(/(12 +hk, + k) )]
elde edilir.

4.2. Paralel Transport Catisina Gore Kuaterniyonik Smarandache Egrileri

Bu boliimde 4—boyutlu Oklid uzayinda
O IcR—->Q

4

s—)é'(s):Zé',(s)e,. (1<i<4), (e, =1)

i=1

olarak tanimlanan kuaterniyonik egriler iizerinde calisilacaktir. Birim hizli regiiler
kuaterniyonik egri yardimiyla paralel transport catisina gore Smarandache egrileri
tanimlanip bunlarin Frenet ve paralel transport elemanlar1 esas egrinin paralel

transport elemanlar1 cinsinden hesaplanacaktir.

Tanmm 4.2.1. 0 = 5(S) birim hizli regiiler kuaterniyonik egri ve {T, M, M,, M3} ,
o egrisinin paralel transport catis1 olsun. Kuaterniyonik 7M,— Smarandache

egrileri

§=f(s:)=%(T +M,) 4.2.1)

ile tanimlanir. Burada s, , & egrisinin yay parametresidir.

Teorem 4.2.1. 0=0 (S) birim hizli regiiler kuaterniyonik egri  ve

{T M, M,, M,, kl*, kz*, k;} , O egrisinin paralel transport elemanlar1 olsun.
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Ayrica ¢ kuaterniyonik egrisinin kuaterniyonik TM, — Smarandache egrisi & olmak

tizere, £ nin paralel transport ¢atisi {T M., M,., M, } bu catiya gore egrilikler

*

k kzg*,]%; ve Frenet elemanlar {T Ny Nyey Ny, K kf,(r—rc)g} ile

1& >
gosterilsin. Bu durumda & kuaterniyonik 7M, — Smarandache egrisinin Frenet ve

paralel transport elemanlari, & kuaterniyonik egrisinin paralel transport elemanlari

cinsinden yazilabilir.
Ispat: & kuaterniyonik TM, — Smarandache egrisinin 6 =0 (S) ye gore Frenet ve

paralel transport elemanlarini arastiralim. (4.2.1) denkleminde s ye gore tiirev alinir

ve paralel transport formiilleri kullanilirsa

dé ds,

E= & s T (—kl*T+kl*M1 +k, M, + kM) 4.2.2)

elde edilir. s, yay parametresi oldugundan

d:
dﬁ_Té T B

1
& e T g

~k'T +k' M, +k, M, + kM)

yazilir. Son esitlikte her iki tarafa kuaterniyonik i¢ carpim uygulanirsa

ds,  db, | VRN . .
h[T T j_ (—( T+ M+, M, +k M), —( le+k1Ml+k2M2+k3M3))

NG

[\

1fadesinden

ds _ \/2(/{)2 +(k;)2 + (k' )2 42.3)

bulunur. Boylece T teget vektor alani
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T, - —k'T+k M, +k,M, +k, M,
V() (k) (1)

olarak hesaplanir. (4.2.2) ifadesi tekrar s ye gore diferensiyellenirse

4.2.4)

é= ( ki Tk T+l M, + "M, + ey M, -+l M, + kM + ke, M,

s|~

=E(—/qT I (M, M+ M)+ M (k) T M=) T+ M, —(k;)ZT)
elde edilir. Burada gerekli diizenleme yapilirsa

= 1 Cx (a2 )2 *)2 S (62 . Sk
o [ = (oo~ (0 ot = ) e k)|

4.2.5)

sonucuna ulasilir. (4.2.5) ifadesi tekrar s ye gore diferensiyellenirse
_(_]-(;1* _2kl*kl* —2k2*k2* —2](:]%*)7"-}-(—]&'* _(kl*)2 _(kz*)Z _(]%*)2)(1(1*M +k;M +k;M )_
G L A LU O N U A A S A T
Ak k)M~ (1) |7

yazilir. Son esitlik diizenlenirse

( i 3k + (k) +kl*(k2*)2+kl*(k3*)2)T
. +(k1 kl*(kz*)z— 1*(k3*)2)M1 o
V2 +(k2 (k*)zk;—(k;f—k;(k;)z)Mz
-+l -2k k() = (k) (k)

elde edilir. Burada T, M,, M, ve M, iin katsayilari ise, sirasiyla,
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2

ay =" =3k =3k, K =3k () k() kT (k)
a =k 3Kk (k') k(&) kT (K7)
ay, =k 2k —kk (k) kS (k) k) (k)
ay =k =2k kS (k) R (k) k- (k)
olmak iizere (4.2.6) denklemi

&= Lz (a,T +aM, +a,M, +a,M.,) 4.2.7)

N

olarak bulunur. Bu son denklem s ye gore diferensiyellenirse

agT +a, (k"M 1 M, + k"M, )+ &M, —ad T+ a, M, - ak, T+aM, —akT)

w1
£l
seklinde bulunur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

g :%[(ao —ak’ —ak, _a3k3*)T+(a0kl* + c’zl)Ml +(a0k2* + c‘zz)M2 +(a0k3* +a3)M3]

elde edilir. Ayrica

*

. * *
b, =a,—-ak —ak, —ak,,
* .
b =ayk, +a,

* .
b, =a,k, +a,
ve
* .
b, = a,k, +a,

olarak alinirsa

b,T +bM, +b,M, +bM,) (4.2.8)

e 1
g =$(

seklinde yazilir. Simdi N, yi hesaplayalim. Oncelikle (4.2.2) nin normu alinirsa
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2 4.2.9)

elde edilir. Simdi ise h(é(s),éf(s)) ifadesini hesaplayalim. (4.2.2) ve (4.2.5)
esitlikleri h(f(s),f(s)) ifadesinde yerine yazilirsa, {T , M, M,, M3} ortonormal

bir sistem olusturdugundan

]’l(g(s) é(s)) _ l kl*kl* + (kl* )3 + kl* (kz* )2 + kl* (k; )2 —(kl* )3
| 2 +k1*lé1* - kl* (k2* )2 + kz*kz* _kl* (k; )2 + k3*k3*

h(&(s).€(s))= %(Zkl*l&f RAAINN (4.2.10)
bulunur.  Bdylece N, (S) normal  vektoriinin  pay  kismi  olan
N(E) &) =h(E),E) o) ifadesi
(=) () (k) )7+
20k () () ] (86 )t () o

+(k' k) M,

o L —(2kl*lél*+k2*l€2*+k;l€;)(——kl*T+kl*M1+k2*M2+k;M3)
[ N(éo) | E0)=h(&).é))é) = 5

seklinde yazilir. Burada

= 20k (k) (k) (R () = () () ) (2 )
V4 (k, )2}( (K )2) (206 kK + Rk
k

(% )2}(1( R ) (20K R R )k

9]
[\S]
I
1
\9)
—_
R
N
N
+
—_
Kan
SN—
S}
+
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¢ = [2(1«;‘ V() +(ky )1(1&; ) - (2K R R )k

olmak tizere

N(é(s)) Es)—-h(E(s).6(9))és) = ﬁ(coT+clM M, +e,M,) (4.2.11)

esitligi mevcuttur. (4.2.11) esitliginin normu alinirsa

N(N(éé(s))z g(s)_h(g(s),g(s))g(s)) \/_\/co +el 4o +c) (4.2.12)

elde edilir. (4.2.11) ve (4.2.12) denklemleri, (2.3.9) formiillerinde yerine yazilirsa
N, normal vektor alani

_cT+eM +ce,M, +c;M,

N, = (4.2.13)
16 \/002 +el+e’+e

olarak hesaplanir.

Simdi NV,, yi hesaplayalim. (2.3.9) formiillerinden

S(s)AN () s)

N u ( n=zl
N(T.(s) AN (s)7 & (5))

n

dir. (4.2.4), (4.2.7) ve (4.2.13) denklemlerinden

2 3
—kl* kl* kz* k3*

&) ¢ &) &

T.(s) AN, (s)AE(s)= G

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa
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T[kl* (cza3 —ca, ) —k,’ (cla3 —-cq ) +k; (cla2 —c,q, )]
+M, [kl* (c,a,—cya,)+ k)’ (coa; —cya,)— k; (coa, —cya, )]
+M, [—kl* (qa,—csa)) =k, (cya, —csay)+k; (coa,—ca, )]

T§ (S) A Nli (S) . f(s) _ +M3 |:k1* (Claz —Gaq ) +k1* (Coa2 —Czao)—kz* (coal —qa, ):I

\/2(2(](1* )2 +(k2* )2 +(k3* )2)(002 +el+e)} +C32)

bulunur. Kisalik i¢in

[k (eay—cya, )~k (ciay —cya) + &, (claz—czal)],
P () ) e e e v
. [k (e, —c 2)+k2*(coa3—c3a0)—k3*(coa2—czao)},
P () 0 e e e v
d2=:_k1 (aay—csa,) k" (coa; —ca,) + k" (cpa, —cia, ) |

PR 0 4 (6 e e v e )

g :kl (cla2 —czal)+k1 (coa2 —czao)—kz* (coa1 -qa, )]

\/2(2(k‘*)2 +(k2* )2 +(k3* )2)(002 +el+c) +c32)

b

olmak tizere

T.(s) AN, () AE (s)=d,T+d M, +d,M, +d,M, (4.2.14)

seklindedir. Burada kuaterniyonik norm alinirsa

N(T.(s) AN, (s)AE(s))=d,} +d +d,} +d;} (4.2.15)

elde edilir. Son olarak (4.2.14) ve (4.2.15) esitlikleri, (2.3.9) formiillerinde yerine
yazilirsa IV, igin

N _ dOT +d1M1 + d2M2 + d3M3 77 +1 (4 2 16)
: , + 2.
: Jd2+d? +d)} +d}

sonucuna ulagsilir.
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N,. yi hesaplamak igin ise (2.3.9) daki N, (s)=7N,(s)AT,(s)AN,(s)

formilini kullanalim. (4.2.4), (4.2.13) ve (4.2.16) denklemlerinden

N. =

T M, M, M,
dO dl d2 d3

Co G (&) Cs

28

e waieaz a2k ) + (6 + (k) (e e +el+e?)

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

bulunur. N

T[d1 k c,— ki 02 (k c— k3*c1)+d3(kl*cz—k2*cl)]

+M1[ (k'e,~ke,)+dy (~k'e, ~k'e, )y (~k'e, ~k,'¢, )|
o

(k'e,~k'e))~d, (K, c3—k3*c0)+d3(—kl*cl—kl*co)]

. M, —dy (K'e, =k, )+ d (~k'e, ~k,'e, )= (ki e, k¢, ) |

U e v ad) o6 () (6 e e e )

N,, ifadesinde T, M,, M, ve M, baz vektorlerinin katsayilari, sirasiyla,
. [dl (kz*c3 —k;cz)—d2 (kl*c3 —k;cl)+a’3 (kl*c2 -k, )J

° \/(d02+a’12+d22+d32)(2(k1*)2+(k2*)2+(k3*)2)(c02+c12+c22+c32)
. [—do (kz*c3—k3*cz)+d2( k'c,—k, co) d3(—k1*cz—k2*co)}

1 \/(doz +d’ +d)} +d32)(2 kl*)2 +(k2* )2 +(k3* )2)(002 +e’+e)} +c32)
L [ dy (e =k, )—d, (~ke, k) cy )+ dy (ke -k, |
a2 () () (e e )
L [—d, (K'e, k)¢, )+ dy (~k'e, ~ ke, )~y (ke ~ K e, )|

L=

2*0 -
\/(d02 +d’+d,’ +d, )(2(/{1* )2 +(k2* )2 +(k3* )2)(002 +c’+e,) +c32)

olmak tizere

N, = 77(e0T+elMl +e,M, +e3M3) 4.2.17)
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elde edilir. Simdi M., M,, ve M,, normal vektor alanlarini hesaplayalim. (2.3.15)

19

denklemlerinden

M, =(cosy cos . —sinyy sin€). sing. )V, . +(cosy/; sin . sing. +sinyy, cos . ) IV, —cos G, Sin .1V, .,
M, = &>
M, =(cosy, sing. +siny, s 6. c0s @)V, . +(—cosyy; sinf. cos g, +siny sing.) N, . +00s 6. cos .\,

—siny; 008 OV, . +00sy/; 008 O.N, . +sin G N,

yazilabilir. Burada (4.2.13), (4.2.16) ve (4.2.17) denklemleri gbz Oniine alinirsa M,

(COT-l-ClMl +c,M, +C3M3)

M, = (cosn//§ cos @, —siny, sin 0, sin ¢§)

\/coz +e’+e’ +e
+(cosy, sinb, sing, +siny, cosgéé)n(eoTJrelM1 +e,M, +e,M,)
(d,T+d M, +d,M,+d,M,)

Jd+d?+dy)} +d;

—cos 0, sing,n

seklinde bulunur. Gerekli diizenleme yapilirsa

(cos% cos @, —siny/, sin 0, sin ¢;)Co
2 2 2 2
\/c +¢ +c, +c
M1§ _ 0 1 2 3 . T
) ) ) cos 0, sing,nd,
+(cosy . sin 0. sin @, +siny, cos @ )ne, — — - -
Jd2+d} +d,? +d,
(cos Y. COS @, —siny . sin &, sin ¢, )c1
2 2 2 2
\/C +c¢ - +c,” +c¢
+ 0 1 2 3 ‘ M1
. . ) cos 0, sing,nd,
+(cosy . sin @, sin g, +siny, cos @, )ne, — — - -
Jd2+d} +d,? +d,
(cos% cos @, —siny/, sin 0, sin ¢5§)c2
2 2 2 2
\/C +c¢” +c, +c¢
+ 0 1 2 3 . M2
. . ) cos ), sing.nd,
+(cosy, sin 0. sin @, +siny, cos @, )ne, — — - -
Jd? +d? +d)}? +d,
(cos% cos @, —siny/, sin 0, sin ¢§)c3
2 2 2 2
\/C +c¢” +c,” +c¢
+ 0 1 2 3 . ]‘43
. . ) cos 0, sing.nd,
+(cosy, sin 0. sin @, +siny, cos @, )ne; —
Jd2+d} +d}?+d;}

olarak elde edilir.
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Ayni sekilde M. vektor alani

28

—siny, coséb.c sind.nd,
M, = © = +cosy, cosb.ne, + . T
\/coz +e’+e, +e) \/doz +d’+d,’ +d;
—siny,. cosb.c sin@.nd,
+ d a +cosy, cosb.ne + i M,
\/coz +e’+e’ +¢f \/doz +d’+d,;+d;
—siny,. cosb.c sin@.nd.
+ = j 25 < = +Cos Y/, cos 0.ne, + - 25 22 = | M,
\/Co +¢ +¢, +a \/do +d”+d,” +d,
—siny, cosb.c sind.nd
+ J 2 +cosy, cosb.ne; + A M,
\/coz +e’+e’ +¢f \/doz +d’+d,+d;
olarak elde edilir. Son olarak M. vektdr alani
(cos W sing, +siny, sin 6, cos ¢, )co
2 2 2 2
\/c +¢ +c, +c
M3§ — 0 1 2 3 T
] ] ) cos . cosg.nd,
3 ¢'l%
+(sm W sin g, —cosy, sin 6, cos ¢§)77€0 e ——— = =
Jd2+d?+d, +d,
(cos Y. sing, +siny, sin 6. cos ¢, )c1
2 2 2 2
\/c +¢ +c,” +c
+ 0 1 2 3 M1
] ] ) cos . cosg.nd,
£ £l
+(Sll’ll//§ sin g, —cosy/, sin 6, cos ¢, )77@1 +
Jd2+d?+d,)} +d;}
(cos Y. sing, +siny, sin 6. cos ¢, )02
2 2 2 2
\/c +¢ +c, +c
+ 0 1 2 3 M2
] ] ] cos 6. cosg.nd.
£ 'l
+(sm W sing, —cosy, sin 6, cos @, )77@2 +
Jd2+d?+d,)} +d}
L 0 1 2 3
(cos Y. sing, +siny, sin 6. cos ¢, )03
2 2 2 2
\/c +¢ +c, +c
+ 0 1 2 3 M3
] ] ] cos . cosg.nd
5 'l
+(sm W sing. —cosy, sin 6. cos ¢§)77€3 +
Jd2+d} +d,? +d;}?

seklindedir.



81

Simdi £, ;, k, ; ve k, 5* dogal egriliklerini hesaplamak igin Frenet g¢atisina gore

birinci egrilik olan &, yi hesaplayalim. (4.2.9) geregi

(N ()] %[2(1{1*)2 () +(ky )2} (4.2.18)

esitligi mevcuttur. (2.3.10) formiillerinde (4.2.12) ve (4.2.18) esitlikleri yerine

yazilirsa x, egriligi

\/2(c02 +C12 +022 +c32) :
20k (k) (k)|

seklinde bulunur. (4.2.19) esitligi (2.3.17) formiillerinde yerine yazildiginda dogal

K'éz

(4.2.19)

egrilikler, sirasiyla,

*

\/2(002 +012 +c*22 +c32)
£\2 #\2 a2 TP
26) +(67) + (&) ]
2 2 2 2
o \/2(602 +c +2c2 +e 2) siny, cos0.
2k () + () ]
- \/2(002+012+022+c32)

k,. = (cosy/é sing, +siny, sin 6. cos¢§)

2k (6 (k)|

olarak hesaplanir. Ayrica (2.3.10) formiilleri ile Frenet catisina gore 2. ve 3.

k. =

(cos W Ccosg, —siny, sin 6, sin g, ),

egrilikler de hesaplanabilir. Bunun i¢in

N(T§ (s) AN, (S) A &f(s))N(f(s))
N[V () E0)-h(£6.E0)) )

formiiliinde (4.2.9), (4.2.12) ve (4.2.15) esitlikleri yerine yazilirsa Frenet ¢atisina
gore 2. egrilik
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i d v v Jz<kr>2+<k;>2+<k:>2

£ : 2
—F14/C,
2\/5‘/0

. =2\/(a’02 +d,’ +d22+d32)(2(k1*)2 +(k2*)2 +(k3*)2)

s

2 2 2
+¢ +e, +a

(4.2.20)

2 2 2 2
¢ +Cl +C2 +C3

seklinde bulunur. Buna ek olarak Frenet ¢atisina gore 3. egrilik formiilii olan

h(&(s). Vs (5))
N(T§ (S)/\N1§ (s)/\f(s))N(f(s))

(r=x).(s)=

esitliginde (4.2.8), (4.2.9), (4.2.15) ve (4.2.16) denklemleri yerlerine yazilirsa

n h(b,T+bM, +b,M,+bM,,dT+dM, +d,M,+d,M,)

(r_K)g(S)z_ N2 2 )2
w2 (d02+d12+d22+d32)\/2(k‘ ) +(k) + (k)

2

elde edilir. {T , M, M,, M3} sisteminin ortonormal oldugu g6z oniine alinarak

gerekli diizenleme yapilirsa

b,d,+bd, +b,d, +bd,
(d +d?+d+d? ) 2(k ) +(k ) +(k )

4.2.21)

(r=x).(s)=n

sonucuna ulagilir. (2.3.18) ve (2.3.19) esitliklerinden

(d, +d +d’ +d32)(2(k1* J+ (k) +(k3*)2)

2 2 2 2
¢, te¢ +c¢,” +a

k.= _'//5, + Hg' tany, tan 6. = 2\/

(r-x),=- 9‘5' =7 byd, +bd, +b,d, +b,d,
4 cosy, (doz+d12+d22+d32)\/2(k1*)2+(k2*)2+(k3*)2

_ (F_K)g

2 2
JK‘SE +k§

bagintilar1 mevcuttur. (2.3.24) ve (2.3.25) denklemlerinden 95' =

secildiginde
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o=, =@,

cos 05

2
w. =k, —ta1110§\/(r—1c)§2 —((95')

Z

oldugu biliniyor. Dolayisiyla (4.2.19), (4.2.20) ve (4.2.21) denklemleri yerlerine

yazilirsa
3
' rbodo +bd +bd, +bd, |:2(k1 )2 +(k2 )2 +(k3 )ZJ (002 +6'+¢, +032)
e — 1

(d) +d +d,’ +d;) 2+t +et+e?) +4(d) v +d) +dzz)(2("1*)2 +k) +(k;)2)5

bulunur. (4.2.21) denklemi, (2.3.24) esitliginde yerine yazildiginda ise ¢§'

(bodo + b1d1 + b2d2 + b3d3 )2 _(9 , )2
(d02 +d12+d22 +d32)2 (z(kl*)z +(k2*)2 +(k3*)2) 5

cos 95

!

¢§:

olarak hesaplanir. Son olarak l//f', (2.3.25) esitliginde (4.2.20) ve (4.2.21)

bagintilarinin kullanilmasiyla

(d,? +d? +d22+d32)(2(k1*)2+(k2*)2+(k3*)2)

!

)
Ve ¢, +el e, +ef
2
g (byd, +b1d;+b2d2 +2b3d3) 2 2 _( " )2
(d) +d}+dy +d.”) (2(k1*) +(k ) + (k) )

seklinde bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Tanim 4.2.2. =0 (S) birim hizl regiiler, kuaterniyonik egri ve {T M, M,, MS} ,
o egrisinin paralel transport ¢atis1 olsun. Kuaterniyonik 7M, — Smarandache egrileri

£=&(s.) = 7(T+01,)
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seklinde tanimlanir. Burada s, , & egrisinin yay parametresidir.

Teorem 4.2.2. 0=0 (S) birim hizli regiiler, kuaterniyonik egri ve
{T M, M, M,, kl*, kz*, k;} , O egrisinin paralel transport elemanlar1 olsun.
Ayrica ¢ kuaterniyonik egrisinin kuaterniyonik 7M, — Smarandache egrisi & olmak

M,.,.M }, bu ¢atiya gore egrilikler

tizere, £ nin paralel transport ¢atisi {T M 2es M,

&2

klé*,kZ;,k}e;* ve Frenet elemanlar {Té,N Ny, Nygy Ky k (I’—K)g} ile

1&° 280 s Vg
gosterilsin. Bu durumda & kuaterniyonik 7M, —Smarandache egrisinin Frenet ve

paralel transport elemanlari, 6 kuaterniyonik egrisinin paralel transport elemanlari

cinsinden yazilabilir.
Ispat: & kuaterniyonik TM, —Smarandache egrisinin 6 =3 (S) ye gore Frenet ve

paralel transport elemanlarini arastiralim. Teorem 4.2.1. dekine benzer islemler

yapilirsa & kuaterniyonik TM, —Smarandache egrisinin birim teget vektor alani
. kT +k'M, +k, M, + kM,
.\2 \2 2
V() 20k + (&)

¢
seklindedir. q,,q,,a,,a,,b,,b,,b, ve b, i¢in

ay =k, =3 =3k 3k () ko (k) kS (k)
3 2 2

(k) -k (k)

a, =k =30k (kY (k) & (k)

a=k'-k'k - 2k’'k, ~ (k)

ay =k =20k kK (kY R (k) kR (kY

Ve

*

. * *
by =a,—ak, —ak, —ak;,
* .
b =ak +a,,
% .
b, =a,k, +a,,

b, =ak, +a,
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bagintilar1 gegerli olmak iizere E ve & ifadeleri

a,T +aM,+a,M, +a3M)

£l
&= \/_(bT+bM +b,M,+b,M,)

olarak bulunur. NV,, normal vektor alani ise

ceI +eM, +c,M, +c;M,

2 2 2 2
\/CO +¢ +¢, te

N, =

olarak hesaplanir. Burada katsayilar, sirasiyla,

R
~—
(S}
+
[\
—_
N»*
S~
[S)
+

(% )2)(—1é2* (k') (k) —(k3*)2) e (T + 2k + kR,

o =(() +20k ) () (ke )=k (2 ),

9]
8]
I
—_—
—
oy
S—
8]
+
[\
—_
Kan
S~—"
)
+

(k) )(—(k;‘)2 )k (KR + 208 R

ve

¢ = ((kl* V2 ) +(k) )(—k;k; )= (K 2k K kR
seklinde tanimlanmaktadir. Benzer gekilde NV, vektor alani

d,T+dM,+d,M,+d.M,
Jd2+d?+d,} +d}

N, =

olarak bulunur. Burada d, d,, d, ve d, katsayilar

[ ' (cza3 c3a2) k), (cla3 c3a1)+k (claz—czal)]
\/ (( ) +2(k2*)2 ( ))(Coz+clz+czz+c32)
[k (cya, —cia, )+ ky (coay —cyay ) —ky (coaz—czao)]

a,)
AR #2006 (6 (e 4 v e +e)

9
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[—kz* (cla3 —cyq, ) —k (coa3 —c,a, ) +k; (coa1 —-qa, )]
\/2((k1* J 2k ) +(k )2)(%2 relvel+e))
[kz* (cla2 —-c,q, ) +k (coa2 —-c,a, ) —k, (coa1 -qa, )}

\/2((k‘*)2 +2(k; )2 + (& )2)(002 tol et +e?)

d, =

d, =

seklindedir. N, normal vektor alani
N2§=77(eOT+elMl+e2M2+e3M3), n==I1

seklindedir. Burada katsayilar, sirasiyla,

[ (ke ke, )—dy (K'e,~ &, cl)+d3( e —k, cl)]
eoz\/(d v rd? 2 )((6) + 20k () (e + et e ved)
[—do(k2 ¢ —k'c,)+dy (~k,'c, ~ k, co) dy (~k,'e, ~k, co)]
elz\/(d02+d12+d22+d32)((k1 )2+2 (k) ) (6 et vt )
. dy (e =k, )=d <k, e,k e, )+ dy (K, e, =K e, ) | |
\/(doz +d’+d,’ +d32)((k1* )2 +2(k2* )2 +(k3* )2)(002 +c’+e,) +c32)
. [~y (K'e, ke, )+, (~ky'e, k"¢, ) ~d, (k' ke, )|
\/(doz Ldrd)? +d32)((k1*)2 2k Y +(ky

2 2 2 2 2
J (et +e et +el)

seklinde tamimlanir. (2.3.15) denklemlerinden M,., M,, ve M,. normal vektor

alanlari ise
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(cos W CoS @, —siny, sin g, sin g, )co

2 2 2 2
\/co +¢"+e,” +e

‘ . ‘ cos 0, sing.nd,
+(cosy, sin 0. sin ¢, +siny, cos @, )ne, — — > >
\/do +d”+d,” +d,
(cos W cOs ¢‘f —sin W, sin 05 sin ¢§)cl
2 2 2 2
\/co +¢ +e, +a
. . ‘ cos 6, sin ¢,nd,
+(cosy, sin 0, sin g, +siny, cos @, )ne, — — > >
\/do +d”+d,” +d,
(cosyfg cos ¢‘f —siny, sin 95 sin ¢5 )02
2 2 2 2
\/co +¢ +e, +a
‘ . ‘ cos 0, sing.nd,
+(cosy, sin 6. sin g, +siny, cos@.)ne, — — > >
\/do +d” +d,” +d,
(cosy/5 cos ¢‘f —siny, sin 95 sin ¢‘f )03
2 2 2 2
\/c0 +¢ +e, +a
. . . cos 0, sing,nd,
+(cosy, sin 6. sin g, +siny, cos g, )ne, — — > >
I \/a’o +d"+d," +d;" |
—siny, cos.c sin 6,n7d,
£ =% 1 cosy, cosB.ne, + =
\/ 2, 2 2 2 ¢ e \/dz d’+d*+d’
¢, +¢ +¢6, e o tdy +d, td;
—siny, cos ¢, sin 6,74,
+cosy . cosB.ne, +
\/ 2 2 5 0 I3 hs \/dz dz d2 d2
¢, +e’+e’ +a o td +ad, +d;
—siny . cosb.c siné@.nd
c =2 +cosy. cosB.ne, + i
\/ 2 2 2 2 d e \/dz d?+d?+d}?
¢, +¢ +e6, e o tay Td, ta;
—siny, cosO.c sin 6.nd
£ =2 4+ cosy,. cosO.ne, + =
> > 2 2 ¢ = 2 2 2 2
\/CO +eol+e, +e \/do +d +d," +d,

87
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(cos . sing, +siny, sin 6, cos ¢, )co
2 2 2 2
\/c +¢ +c¢, +c
M3§: 0 1 2 3 T
] ] ) cos . cosg.nd,
3 ¢'l%
+(sm W sin @, —cosy, sin 6, cos ¢, )77@0 t— ; =
Jd2+d?+d, +d,
(cos Y. sing, +siny, sin . cos ¢, )c1
2 2 2 2
\/c +c¢ +c, +c
+ 0 1 2 3 M1
] ] ) cos . cosg.nd,
£ £l
+(Sll’ll//§ sin g, —cosy/, sin 6, cos ¢, )77@l H— = ;
Jd2+d?+dy +d,
(cos Y. sing, +siny, sin 6, cos ¢, )02
2 2 2 2
\/c +¢ +c, +c
+ 0 1 2 3 M2
] ] ] cos . cosg.nd.
£ 'l
+(sm W sing, —cosy, sin 6, cos g, )77@2 ——— = =
Jd2+d?+d,} +d,
(cos W sing, +siny, sin 6. cos ¢, )c3
2 2 2 2
\/c +¢ +¢c, +c
+ 0 1 2 3 M3
. . . cos . cosg.nd
£ 'l
+(sm W sing. —cosy, sin 6. cos ¢§)ne3 +
Jdi+d} +d,? +d;}?

seklinde hesaplanir. Teorem 4.2.1. dekine benzer islemler yapilirsa Frenet ¢atisina

gore egrilikler ise

\/2(002 +e’+e)” +c32)

K. =

s =,
[(kf‘ V2(k) +(k )2}
k.=2 (d°2 +d +d)’ +d32)((k1* )2 +2(k2* )2 +(k3* )2)
o ¢+’ +e’ e
Ve
(r-x).=n byd, +bd, +b,d, + b,d,
¢

(dy2 +d? +dy? +a’32)\/(kl*)2+2(k2*)2 (kY

olarak bulunur. Paralel transport ¢atisina gore egrilikler
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\/2(002 +el+e’+e )
k. = ( ¢, —siny, sin 6, sing, )
£ 572 COSY/ . COS &, Ve 3 )’

(k) 20k ) + ()

\/2(002 +c’+e) +c32)

k, = siny . cos @
N [(kl*)2 +2(k,’ )2 +(ky )ZT S
ve
2 2 2 2 2
k' = \/ (CO a4 T TG 2) - (cosy/§ sin ¢, +siny, sin 6, cos¢§)

(k) 20k )+ (k)|

bi¢cimindedir. Ayrica

3
0 =—n byd, +bd, +bd, +bd, [(kl )2 +2(k2 )2 +(k3 )2} (C02 +e’ 4! +c32)

T (dRvd? vd, +d) \/ 2(coz+c12+c22+c32)2+4(d02+dlz+d22+d32)((kl*)2+2(k2*)2+(k3*)2)5

secildiginde asagidaki esitlikler gegerlidir:

(bydy +byd, +byd, +b,d,)’ '{ejz
(d,? +d?+d, +d,”) ((k:)z 2k ) +(k3*)2) :

cos 95

¢§’ =

- \/(d; vaedzed? (k) +2(k) +(6))
Ve =—

2 2 2 2
¢, to te, +e

—tan 495

(bydy + byd, +byd, +b3d3)2 _(9 ’)2
(d02+d12+d22+d32)2 (Q(kl*)2+(k2*)2+(k3*)2) Cf

Son olarak

(d02 +d?+d, +d; )((/’q*)2 +2(k2*)2 +(k3* )2)

k.= —l//§' + 96' tany, tan 6, = 2\/

2 2 2 2
¢, teote +e
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Ve

(r—x). = 0. _, byd, +b,d, +b,d, + b,d,
¢ Cosy, (d02+d12+d22+d32)\/(k1*)2+2(k2*)2+(k3*)2

bagintilar1 mevcuttur.

Tanim 4.2.3. =0 (S) birim hizl regiiler, kuaterniyonik egri ve {T M, M,, M3} ,
o egrisinin paralel transport ¢atis1 olsun. Kuaterniyonik 7M, — Smarandache egrileri
1
=&(s.)=—=(T+M
§=8(s:) =7 (T+M,)

ile tanimlanir. Burada s, , & egrisinin yay parametresidir.

Teorem 4.2.3. 6=0 (S) birim hizli regiiler, kuaterniyonik egri ve
{T, M, M, M, k', k,, k;} , O egrisinin paralel transport elemanlar1 olsun.
Ayrica o kuaterniyonik egrisinin kuaterniyonik 7M, — Smarandache egrisi & olmak

tizere, & egrisinin paralel transport catisi {T M

1£°

M,,, M3§}, bu catiya gore

egrilikler klg*, kzg*, k3; ve Frenet elemanlari {Té, Ny Nyoy N,y K5 ks (V—K)f}

ile gosterilsin. Bu durumda & kuaterniyonik TM, —Smarandache egrisinin Frenet ve

paralel transport elemanlari, & kuaterniyonik egrisinin paralel transport elemanlari

cinsinden yazilabilir.
Ispat: & kuaterniyonik TM, — Smarandache egrisinin 6 =3 (S) ye gore Frenet ve

paralel transport elemanlarini arastiralim. Teorem 4.2.1. dekine benzer islemler

yapilirsa & kuaterniyonik TM, — Smarandache egrisinin birim teget vektor alani
—kT+k M, +k, M, +k, M,

T e ) 2k

$

bulunur.
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a,, a,, a,, as, b, b, b, ve b, katsayilar

3

ay =~y =3k =30 3R (k) k() k()
a = =k 2k (k) =k () k()
ay =k, 2k, K~k (k) k() kT (k)
ay =k =30k (k) k- (k) k- (k)

ve

. * * *
by =a,—ak, —ak, —ak;,
* .
b =ak +a,,
% .
b, =a,k, +a,,

b, =ak, +a,

olmak iizere & ve & ifadeleri

T+aM,+a,M, +a3M3)

w1
4 :ﬁ(ao

£ :Lz(boﬁblM1 +b,M, +b,M,)

NG

seklinde bulunur. ,, normal vektor alan

¢ T+eM +ce,M, +c;M,

N, =

\/coz teol+e’+e)

olarak ifade edilir. Burada ¢, ¢, ¢, ve c; i¢in

(—/é; () (k) - (k) ) NI RIN SV NL
(k' + K )=k (KK +0K +2KK ),

(k" + ") =kl + R, + 2k K,

(—(k; ) 4k ) k(KK R 20K

bagntilart gegerlidir. Ayrica N,, normal vektor alani



dT+dM +d,M,+d,M,
Jd+d?+dy)} +d;

N, =7

bi¢imindedir. Burada T, M,, M, ve M, iin katsayilari, sirastyla,

_ [kl* (cza3 —c3a2)—k2* (cla3 —c3a1)+k3* (cla2 —-c,q, )]

\/2((k1* )2 +(k2* )2 +2(k3* )2)(002 +e’+e,) +c32) ,

[k; (cza3 —-ca, ) +k, (coa3 —-ca, ) —k; (coa2 —-c,a, )]

d =

| \/2((k1* Pl v2() (et v v ves)
g [—k; (cla3 —c3al)—k1* (coa3 —c3a0)+ k, (coa1 —-qa, )]

2 s

\/2((k1* )+ (k) +2(k )2)(%2 relvel+c])
B [k; (cla2 —-c,q, ) +k (coa2 —czao)—kz* (coa1 —-qa, )]

d

L=

\/2((kl*)2 (k) +2(k) )(002 vl +e)+e))
olarak tamimlanir. V,, normal vektor alani ise

N, = 77(e0T+elM1 +e,M, +e3M3)
seklindedir. Burada e, ¢, e, ve e, sirasiyla,

[d (k ¢, —k, cz) (k e, —k, ¢

2

: )
0 \/(d v d?)((6) (k) +2(k

c0 +¢’+¢,)’ +c3
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[~ (ky'e,~ke,) +d, ( ke =k, )~ dy (~ky e, k), )|
e =
| \/(d +d +d,’ +d, )((k ) +2(k) (e +e? +e +el)
o [d,(k'e,—kc,)—d, (~ky e k"¢, ) + d (ke — K 'c,) |
2 \/(d02+d12+d22+d32)((k1 )2+( ) ( )2)(00 ta +c22+c32)
L [—d, (k'e, =K', )+ d (e, =k, "¢, )~ dy (~ky '~ e, ) |
-

Jla+az ez ea)((k) +( ;) (k) (e e e+



bigimindedir.

(: =

(2.3.15) denklemlerinden M,,,

(cos W COS @, —siny . sin 0, sin @, )Co

2 2 2 2
\/CO +¢”+c, +a

26 T
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M,, ve M,, normal vektor alanlari ise

. ) ) cos 0, sing,nd,
+(cosy, sin 0. sin @, +siny, cos @, )ne, — — - -
Jdi+d?+d? +d;}? |
(cos W COs P, —siny . sin &, sin ¢, )c1
2 2 2 2
\/Co +¢ ¢+
. ) . cos 0, sing,nd,
+(cosy, sin @, sin g, +siny, cos g, )ne, — — - -
Jd2+d} +d,? +d,
(cosy/§ cos g, —siny/, sin 0, sin ¢5§)c2
2 2 2 2
\/Co +¢ +c, +a
. . . cos ;. sing.nd,
+(cosy, sin 0. sin @, +siny, cos g, )ne, — — - -
Jdi+d?+d?+d?
(cosy/§ cos @, —siny/, sin 0, sin ¢§)c3
2 2 2 2
\/Co +¢ +c, +a
) . ) cos 0, sing.nd,
+(cosy, sin 0. sin @, +siny, cos g, )ne; — — - -
Jdi +d} +d} +d?
—siny, coséb.c sind.nd,
3 =2 +cosy, cosb.ne, + Sl
\/ 2, 2 2 2 ¢ ¢l \/d2 d2+d2+d?
¢, +¢ e, o , +d +d,” +d,
—siny, cosb.c, sin 0.1nd,
+cosy/ . cosb.ne, +
\/ 2, 2 2 2 3 ¢ \/dz d2+d2+d?
¢, +¢ +¢, +g ) +d +d, +d,
—siny,. cosb.c sind.nd
S =2 +cosy, cosB.ne, + 2
\/ 2, 2 2 2 ¢ ¢l \/dz d2+d?+d?
¢, ¢ e, e , +d +d,” +d,
—siny . cosb.c sind.nd
= =2 tcosy, cosO.ne, + SR
2, 2 2 2 3 ¢i3 2 2 2 2
\/co +¢” +c, +c \/do +d”+d,” +d,




(cos W sing, +siny, sin 6, cos ¢, )co
2 2 2 2
\/c0 +¢ e+
M, =
] ] ) cos . cosg.nd,
3 c'l%
+(sm W sin g, —cosy, sin 6, cos ¢§)77€0 +
Jd2+d?+d)} +d.
(cos Y. sing, +siny, sin 6. cos ¢, )c1
. \/coz teol+ce’ +e
] ] ) cos (95 cosS ¢§77d1
+(Sll’ll//§ sin ¢, —cosy, sin 6, cos ¢§)7yel +
Jd2+d?+d,)} +d;}
(cos W sing, +siny, sin 6. cos ¢, )02
2 2 2 2
N \/c0 +¢ +c, +a
] ] ] cos (95 cos ¢§77d2
+(sm . sing, —cosy, sin 6, cos ¢§)77€2 +
Jd2+d?+d,)} +d}
(cos W sing, +siny, sin 6. cos ¢, )03
2 2 2 2
N \/c0 +¢ +c, +a
] ] ] cos Hé cos ¢§77d3
+(sm W sing. —cosy, sin 6. cos ¢§)77€3 +
Jdi+d} +d,? +d;}?

seklinde bulunur.

Teorem 4.2.1. dekine benzer islemler yapilirsa Frenet catisina gore egrilikler,

\/2(002 +e’+¢)} +c32)
K':: P

(k) () +2(k) |

(d,? +d +d’ +d32)((k1*)2 (Y +2(ky )2)

4 2 2 2 2
c, t¢ +e, +c

b

bd,+bd, +b,d, +bd,
(dy? +d2 +db? +d32)\/(k1* Vo (k) +2(k )

(F_K)g =17

olarak hesaplanir. Paralel transport ¢atisina gore egrilikler ise
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2 2 2 2

klg*: \/2(200 T 2+02 TG 2)2(COSl//§ cos @, —siny . sin 6. sin(,lﬁ:),
() (k) w2(k ) |
\/2 c0 +e’+e,’ +e )

[y e2(e]

\/2 c0 +e’+e,’ +¢ )
Y ) 2w ) ]

bi¢iminde ifade edilir. Ayrica

kzé siny/, cos d;,

g, (cosy/é sing, +siny, sin 6, cos¢§)

o b+ +hd, +hd, [(/ﬁ*)2+(/5*)2+2(1g*)2} (62 +et e +¢7)
__lich rhd b+l |
A et a1 o) 2(i )

secildiginde asagidaki esitlikler gegerlidir:

(bydy +byd, +byd, +bd,)’ 2
2 2 2 2)\2 x\2 *\2 *\2 _(0‘5)
(d?d}+d )} +d?) ((kl) () +2(k, ))

cos 95

5 2\/(5102 v d?+d? () + (k) +2(k) )

Ve = cl+c’l+e’ e
2
iy (b0d0+b1di+b2d22+b3d3)2 2 _( Hg,)z
(d, +d2+d}+d)) ((kl*) (k) +2(k) )
Son olarak

(d, +d +d’ +d32)((kl* V (k) +2(k )2)

k.=—w. +0. tany. tan@. =2
¢ =Y, TU, lany, ¢ \/ PPN
6. _, byd, +b,d. +b,d, +bd,
"vz * * *
cosy (d02+d12+d22+d32)\/(k1 Vo (k) +2(k )

bagintilart mevcuttur.
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Tanim 4.2.4. =0 (S) birim hizl regiiler, kuaterniyonik egri ve {T .M, M,, M3} ,
o egrisinin paralel transport catisi olsun. Kuaterniyonik M M, —Smarandache
egrisi

§=§(s§)=$(Ml +M,) (4.2.22)

ile tanimlanir. Burada s, , & egrisinin yay parametresidir.

Teorem 4.24. 0=0 (S) birim hizli regiler, kuaterniyonik egri ve
{T M, M, M,, kl*, kz*, k;} , O egrisinin paralel transport elemanlar1 olsun.
Ayrica ¢ kuaterniyonik egrisinin kuaterniyonik MM, —Smarandache egrisi &

olmak tizere, £ nin paralel transport catisi {T M., M, M, } bu catiya gore

egrilikler kl§ , k2§ , k§ ve Frenet elemanlari {T Ny Nyoy Ny, K5 kg (V—K)f}
ile gosterilsin. Bu durumda & kuaterniyonik M, M, — Smarandache egrisinin Frenet

ve paralel transport elemanlari, 6 egrisinin paralel transport elemanlar1 cinsinden

yazilabilir.
Ispat: & kuaterniyonik M, M, —Smarandache egrisinin 6 =38 (s) ye gore Frenet ve

paralel transport elemanlarini aragtiralim. (4.2.22) denkleminde s ye gore tiirev alinir

ve paralel transport formiilleri kullanilirsa

1

=——=—-kT-k,T)=—=\-k -k, )T 4.2.23
édsfdsﬁ(lz)z(lz) (4.2.23)
bulunur. s, yay parametresi oldugundan
d * *
1.2 (kKT (4.2.24)

“ds 2

yazilir. (4.2.24) esitliginde her iki tarafa kuaterniyonik i¢ carpim uygulanirsa

ds ds., 1 N .
h[Tg d: T, dsj h(ﬁ(—kl —k, )T,ﬁ(—kl —k, )Tj
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e _ ﬁ(kl* + kz*) 4.2.25)

T,=-T (4.2.26)

sonucuna ulasilir. (4.2.23) esitligi s ye gore diferensiyellenirse
P 1 A b *\2 P P )2 * o % o %
5:3[(—& i )T+(—(kl) k'K, )M1 +(—k1 K (k) )M2+(—k1 K -kk, )MJ

4.2.27)

bulunur. (4.2.27) esitligi tekrar s ye gore diferensiyellenirse

_(_i‘;* - ]gz* + (kl* )3 + (kl* )2 kz* + kl* (kz* )2 + (kz* )3 + kl* (k; )2 + kz* (k; )2 ) T_
&= % + (—3kl*lél* 2Kk, Kk, )Ml + (—2kl*k2* —3k,'k, — kK, ) M,

(2K kS =2k k) e — kR ) M

(4.2.28)
elde edilir. (4.2.28) esitligini kisaltmak adina
20k 20 % * 3 * 2 * * * 2 * 3 * * 2 * * 2
ay=—k' k" +(k') +(K) & kT (k) +(k) +k (k) +k (k)
a,=-3k'k" —2k'k, —k 'k,
a, =-2k'k," =3k, 'k, — kK",
a, =2k 'k, =2k, 'k, —k 'k — kK
olarak alinirsa
&= %(%T +aM, +a,M, +a,M,) (4.2.29)
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bulunur. Son olarak & ifadesini hesaplayalim. Bunun i¢in son denklemin s ye gore

diferensiyeli alinirsa

1 * * 5 . * . * . *
& E(aoT+ao(k1 M, +k M, + I ML)+ M, —ak T+ &M, —a,l, T+, M, - ae, T

& =%[(5,0 —ak —ak, —ak ) T+(ak’ +a )M, +(ak, +a,) M, +(ak; +éz3)M3]

dir. Burada

*

. * *
b, =a,—ak —ak, —ak,,
* .
b =ayk, +a,
* .
b, =ayk, +a,,

b, = a,k; +a,

olmak tizere

b,T +bM,+b,M, +bM,) (4.2.30)

e 1
<=7l
olarak yazilir. Simdi kuaterniyonik M, M, —Smarandache egrisinin Frenet

elemanlarini, esas egri olan ¢ mnin paralel transport elemanlar1 cinsinden

hesaplayalim. Bunun i¢in ilk dnce (4.2.23) iin normu hesaplanirsa

N(§)=%(kl*+k2*)
M =5k i)

elde edilir. (4.2.23) ve (4.2.27) goz oniine almarak &(s) ve &(s) vektorlerinin

4.2.31)

kuaterniyonik i¢ carpimi alinirsa

(~h =k )T+ (—(kl* VKK, )M1

%

WEDE®) =3 H| (k' -k,

+(—kl*k2* ~(k; )2)M2 (k' —k k) M,

bulunur. {T , M, M,, M3} ortonormal bir sistem olusturdugundan, bu i¢ ¢arpim
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h(&(9).4(s)) = (k +k,") (K +K,)
olarak elde edilir. Boylece V,. normal vektdr alaninin pay kismi
() (6 =48,

(k' k) ( K= (k) )M2

' TE z E > 1 2 ;k; M,
[N (E@) ] E)-n(£es).E()) ) = Ak )( )

dir. Son esitlikte katsayilar, sirastyla,

olmak tizere

[N (@) E)-h( 9. E65)) é5) = ﬁ(clMl ro,M,+eM,)

(4.2.32)
yazilir. Burada (4.2.32) denkleminin kuaterniyonik normu alindiginda
. 2 .. . . . cl2 +022 +C32
N{[¥ ()] f(s)—h(é(sxé(s))f(s))=—V2ﬁ (4.2.33)

elde edilir. Boylece (4.2.32) ve (4.2.33) denklemleri, (2.3.9) formiillerinde yerine
yazilirsa IV, vektor alan

N - oM, +ce,M, +c,M,

- (4.2.34)
N Jo'+e,t+¢)’

olarak bulunur.

Simdi NV, vektor alanini hesaplayalim. Bunun i¢in ilk dnce (2.3.9) formiillerinden

N, vektor alaninin
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N :77

.(s)AN <> £ (s)
N(T.(s)A N () A E (5)) =

oldugu biliniyor. ik 6nce (4.2.26), (4.2.29) ve (4.2.34) denklemleri, N, ¢ Nin pay

kisminda yerine yazildiginda

T M, M

[
w2

M
0

T.(s)AN,.(s)A § s)=
g( ) 15( ) ( ) \/2(clz+czz+c32) 0 ¢ ¢ g
elde edilir. Burada gerekli islemler yapilirsa

I:(cza3 —03612)M1 —(cla3 -caq )M2 +(cla2 —C,a, )MJ
\/2(012 +022 +c32)

T

H()AN ()7 & (s) =

bulunur. Kisalik i¢in

1

\/2(012 +ec,’ +c32)
1

\/2(012 +c,)’ +c32)

1
\/2 (012 +e,” + 032)

d, = (Czas _csaz)

b

d, = (0301 _cla3)

9

dy = (ClaZ _CZal)

olarak alinirsa
T.(s) AN, (s)AE(s)=d M, +d,M, +d,M, (4.2.35)
dir. Son esitligin kuaterniyonik normu alindiginda ise
N(T,(s)AN, (s)n & (s))=Jd? +d,? +d} (4.2.36)

olarak bulunur. Boylece (4.2.35) ve (4.2.36) esitlikleri (2.3.9) formiillerinde yerine

yazilirsa IV, vektor alan
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aM, +d,M,+d.M,

N;.=n
Jd2+d)}? +d;

4.2.37)

3¢

olarak elde edilir. Benzer sekilde N, vektor alani (2.3.9) denklemlerinden
Ny (s)=nNy () AT, (s) AN (s) =%l

olarak yazilir. Bu son denklemde (4.2.26), (4.2.34) ve (4.2.37) denklemleri g6z

Oniine alinirsa N, vektor alan

M

1 2 3

N. = n dl dz ds
* \/(d12 +d,’ +d32)(c12 +ec,’ +c32) -0 0 0

0 ¢ ¢ ¢

T M M
0

_n [(dzq —dyc, )M, —(dic; —dye, )M, +(dic, —dzcl)M3]

N
’ \/(dlz +d,’ +a’32)(c12 +ec,’ +c32)

$

olarak elde edilir. Son ifadede M,, M, ve M, iin katsayilari, sirasiyla, e, e, ve e,

_ dyc, —d,c,
\/(df +d, +d;} )(012 +e,” + 032) ,
_ dic; —dyc
’ \/(dlz +d,’ +d32)(c12 +c,’ +c32) ,
0. = dyc, —dc,
3 \/(d12 +d,’ + d32)(clz +e,’ + 032)
olmak tizere
N,. =n(eM, +e,M, +e,M,) (4.2.38)
dir.
Simdi M., M,, ve M,, normal vektdr alanlarini bulalim. (2.3.15) formiillerinden
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M, =(cosy; cosg. —siny sind. sing. )V, . +(cosy/, sin €. sing. +siny/; cos @.) N, . —cos 6. sing. V. ,
M, ==siny;, cosO.N,. +00sy; cos O, Ny +5in OV

M, =(cosy; sing. +siny, sin 6. cos )V, +(—cos /. sin g, cos . +siny, sing. )NV, . +c0s 6, cos gV,

bagintilar1 mevcuttur. (4.2.34), (4.2.37) ve (4.2.38) esitlikleri (2.3.15) formiillerinde

yerine yazildiginda M, vektor alant

(M, +c,M, + ;M)

2 2 2
Jee +e, +a

+(cosy, sin @, sin g, +siny, cos @, ) (e, M, +e,M, +e, M)
(dM,+d,M,+d,M,)

Jdi+d}? +d;

olarak elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa M,

M, = (cosy/(: cos @, —siny, sin &, sin ¢§)

—cos o, sing.n

(cos W COS@, —siny, sin 6, sin g, )cl

Jeo'+et+ef
M, = M,

& .
cos 6. sin g.nd,

Jd' +d,’ +d; |

(cos W cos @, —siny, sin 6, sin g, )02

2 2 2
\/C1 +c,” +e

+(cosy . sin, sing, +siny . cos g, )ne, —

+ M,
) ) ) cos 0, sing.nd,
+(cosy . sin g, sin g, +siny . cos g, )ne, —
i Jd +d,} +d; |
_(cosy/g cos ¢, —siny, sin 6, sin¢§)c3 ]
2 2 2
e e+

4 T TG M

cos 6. sin ¢.nd,

Jdl+d} +d;} |

+(cosy, sin g, sin g, +siny . cos @, )ne, —

seklinde bulunur.

Ayni gekilde M, vektor alani ise
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—siny, cosb.c sind.nd
M, = Ve =Lt cosy. cosO.ne + 7% M
2 \/ 2, 2 2 2 3 ¢ 2 2 2 !
¢, +e +e, +a d +d,” +d,
—siny, cos.c sinfd.nd
+ i £2_+cos . cosB.ne, + 1% M,
2 2 2 2 2 2 2
\/co +¢ +c, +a \/dl +d,” +d,
—siny, cosb.c sinfd.nd
+ s =2 +cos w . cosb.ne;, + 1% M,
\/coz +e’+e,’ +¢f \/dlz +d,’ +d;
olarak elde edilir. Son olarak M, vektdr alani
_(cosy/§ sing, +siny, sin g, cos¢‘f)c1 ]
2 + 2 + 2 + 2
M, = \/ Cp TG TE6 TG M,
. . , cos 6. cos §.nd,
+(sm W sing, —cosy, sinb. cos g, )7761 +
I Jd? +d} +d?
_(cosylg sing, +siny, sin 6. (:osqﬁg)c2 ]
.\ \/coz +e’+e’+¢ M,
cos 8. cos g.nd
+(Sil’ll//§ sin g, —cosy, sin 6, cosgb‘f)ﬂe2 + : cos dirrd,
i Jd’+d} +d;} |
_(cos% sing, +siny, sin 6, cos¢/§)c3 ]
.\ \/002 +e+e’ +¢ M,
. . : cos 0. cos g.nd,
+(siny, sin@. —cosy . sin b, cos . |ne, + : :
_ (siny, sing, +sin@, cos ¢, ) e, Jar+d:vd? _
dir.
Simdi Frenet egriliklerini hesaplayalim. Bunun i¢in (4.2.31) esitliginden
N YA
[N(g)] :Z(k1 +k') (4.2.39)

bagintist mevcuttur. (2.3.10) formiillerinde (4.2.33) ve (4.2.39) denklemleri g6z

Oniine alimirsa «, egriligi

\/2(012 +c,’ +c32)

4.2.40
(k™ +k) (@249

](5:
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bulunur. Buna ek olarak (4.2.31), (4.2.33) ve (4.2.36) bagmtilar1 (2.3.10)
formiillerinde yerine yazilirsa

d’+d,; +d;}

k,=2 (k" +k,) (4.2.41)

¢ 2 2
[ KN X

elde edilir. Son olarak (r—/c)é, 3. Frenet egriligini hesaplamak i¢in (2.3.10)

formiillerinde (4.2.30), (4.2.31), (4.2.36) ve (4.2.37) denklemleri gbz 6niine alinirsa

h[ 1 (boT+b1M1+sz2+b3M3),77d1Ml+dzM2+d3M3

V2 Jdivd+d}

(r-x).= —

bulunur. {T M, M,, M3} ortonormal bir sistem olusturdugundan

bd, +b,d, +bid,
d +dy, +d)(k'+k,")

(4.2.42)

@_KL=U(

elde edilir.

Simdi k. ,k,, ve k. dogal egriliklerini hesaplayalim. Bunun i¢in Frenet ¢atisina
1g > %28 3¢ play

gore birinci egrilik olan ., (2.3.17) esitliklerinde yerine yazilirsa

. \/2(012 +c,’ +c32)

k. = (k* k*)4 COSY/ . cos g, —siny, sin 6. sin¢§),
1 + 2
2 2+ 2+ 2
% _\/ ((C; :; *)403 ) siny/, cos 0.,
1 2
. \/2(012 +022 +c32)
k3§ = : (cosy/é sin ¢§ +sin . sin 676 cos¢§)

(k" +k,)

elde edilir. A¢ilarin tiirevleriyle Frenet egrilikleri arasindaki iliskiyi bulalim. (2.3.24)

(r—x).

2 2
ché +k§

ve (2.3.25) denklemlerinden 6, = — olarak se¢ildiginde
£
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- -@y

cos 06

2
v, =k, —tan@i\/(r—/(); -(¢/)

Z

b

dir. Burada (4.2.40), (4.2.41) ve (4.2.42) denklemleri yerlerine yazilirsa 95' ifadesi

n bd, +b,d, +byd, (kl* + k; )6 (012 * 022 * C32)
(d +dy +d?) \2(cp + et +¢2) +4(dl +d,> +d2) (k" +,)

0. =-

¢ 10

seklinde elde edilir. Ayrica (4.2.42) bagintisi (2.3.24) formiiliinde yerine yazilirsa

¢§' ifadesi ise

(bd, +b,d, +bd,) 2
y _(0‘5 )
. =

(d? +d? +d2) (k" +k,

cos 05

olarak bulunur. (2.3.25) esitliginde (4.2.41) ve (4.2.42) nin kullanilmasiyla l//§’

ifadesi de

, 24d2+d?, . . bd +bd, +bd.) 2
v, =2 a’12+d2 +d, (k1 k, )—taneg\/ ( 4, 0,4, T H 3) _(05)
¢ te, +ao

ey (d?+d? +d2) (k" +&)

seklinde bulunur. Son olarak (2.3.18), (2.3.19), (4.2.41) ve (4.2.42) esitlikleri geregi

P d*+d*+d?* , . .
k.=—y,. +0. tany.tan@. =2 |[—2 3 (k +k, |,
e =Y, U lany, £ clrete? (1 2)

6. bd, +b,d, + by,

(F_K)f B _cos1//§ =7 (dlz +d,’ +d32)(k1* +k2*)

bagintilar1 mevcuttur.
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Tanim 4.2.5. =0 (S) birim hizl regiiler, kuaterniyonik egri ve {T .M, M,, M3} ,
o egrisinin paralel transport catis1 olsun. Kuaterniyonik M M, — Smarandache
egrileri
1
=&(s.)=—4=(M,+M
§=8(s:)= (M, + M)

seklinde tanimlanir. Burada s, , & egrisinin yay parametresidir.

Teorem 4.2.5. 0=0 (S) birim hizli regiler, kuaterniyonik egri ve
{T M, M,, M,, kl*, kz*, k;} , O egrisinin paralel transport elemanlar1 olsun.
Ayrica ¢ kuaterniyonik egrisinin kuaterniyonik MM, — Smarandache egrisi &

olmak tizere, £ nin paralel transport catisi {T M, M., M, 5}, bu catiya gore

egrilikler klg*, kzg*, k3; ve Frenet elemanlari {Té, Ny Nyoy N,y K5 ks (V—K)f}
ile gosterilsin. Bu durumda & kuaterniyonik M| M, — Smarandache egrisinin Frenet

ve paralel transport elemanlari, 6 egrisinin paralel transport elemanlar1 cinsinden
yazilabilir.

Ispat: & kuaterniyonik M, M, — Smarandache egrisinin 6 =38 (s) ye gore Frenet ve
paralel transport elemanlarini arastiralim. Teorem 4.2.4. dekine benzer islemler

yapilirsa & kuaterniyonik M| M, — Smarandache egrisinin birim teget vektor alani

T.=-T

bulunur. aq,, a,, a,, a;, by, b, b, ve b, katsayilari, sirasiyla,

ay =k, =+ () +(6) R k() () T () ()
a, =-3k'k =26k — k'K,

a, = 2k'k, =2k, K — kK, 'k
ay=—2k'k =3k k, —k 'k

*

\%
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*

. * *
by =a,—ak, —ak, —ak;,
.
b =ak +a,,
% .
b, =a,k, +a,,

b, =ak, +a,

olmak iizere & ve &

a,T +aM,+a,M, +a3M3)

w1
g =$(

E=—(hT+HM,+b,M, +bM,)

-

olarak ifade edilir.

Ayrica N, normal vektor alani

_ oM, +e,M, +c, M,

N 2 2 2
\/Cl +c,” +c

$

bulunur. Burada ¢, ¢, ve c;

seklinde tanimlanmaktadir. V,. normal vektor alani ise

N - aM,+d,M,+d.M,
T A vdy v dy
1 2 3

bi¢imindedir. Burada d,,d, ve d, ise

1
\/2(012 +ec,’ +c32)
1

\/2(012 +022 +c32)

d, = (Czas _C3az)

b

d, = (C3a1 _Cla3)
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ve

1

)\/2(012 +c,’ +c32)

dy = (Claz —G,q

dir. Buna ek olarak NV,. binormal vektor alani

I
+
—

N2§:77(31M+62M2+63M3)> n=z=
bulunur. Burada e, e, ve e, katsayilar, sirastyla,

- dic, —dc,
\/(dl2 +d,’+d; )(012 +e,” + 032)
e, = dic; —dyc ,
\/(dlz +d,” + clf)(cl2 +e,” + 032)
dzcl _dlcz
\/(dlz +d,” + a’f)(cl2 +e,” + cf)

9

seklindedir. Teorem 4.2.4. dekine benzer islemler yapilirsa Frenet egrilikleri

\/2(012 +e,’ +c32)

: (k" +k7)

/dz+dz+d2 A
k.=2 |+—2—3 (k +k ),
: ¢’ +e’ +e) (1 3)

bd, +b,d, +bd,
d] +d, +d ) (k' +k;)

(F_K)g :77(

olarak bulunur. (2.3.15) formiillerinden M

1e» M, ve M, normal vektor alanlart

ise, sirastyla,



(cos W Cosg, —siny, sin 6, sin g, )c1
Jeo'l+et+e’
M, = ) M,
. . . cos 0, sin¢.nd,
+(cosy, sin 6, sing, +siny, cos g, )ne, —
Jd2+d,? +d;
(cos W Cos ¢, —siny, sin b, sing, )02
ol +e,’ +ef
+ . M2
] ] ] cos 6’5 sin ¢§77d2
+(cosy, sin b, sin g, +siny . cos g, )ne, —
Jdi+d,}’ +d;}
(cos W Cos g, —siny, sin 6, sin g, )03
2 2 2
\/c +c¢,”+c
+ 1 2 3 ' M3
. . ) cos 6. sin ¢,.1d,
+(cosy . sin 0, sin g, +siny . cos g, )ne, —
Jdl+d?+d;}
—siny,. cosb.c sin@.nd,
M, = 3 =L+ cosy, cosO,ne, + i M,
¢ \/ 2, 2 2 2 ¢ ¢ d2+d2+d?
¢, ¢ +c, +e Jd’+d,” +d,
—siny,. cosb.c sin.nd
+ 3 $2 +cosy . cosb.ne, + 2 M,
\/ 2 2 2 2 di+d?+d?
¢, +¢ +c, +e V4, ,C+d,
—siny,. cosb.c sinf.nd
+ : =2 +cosy. cosO.ne, + £ M,
\/ 2 2 2 2 3 3 d2+d2+d?
¢, ¢ +e, +e \Jd +d, +d,
(cos Y. sing, +siny, sin 6. cos ¢, )c1
2 2 2 2
\/c +¢ +c, +c
M3§ — 0 1 2 3 ]‘41
] ) ] cos 8. cos g.nd,
+(smly sing. —cosy . sin @, cos @ )ne + 5 =
£ 3 £ 3 ¢ ) > a2 12
Jd?2+dy} +d,
(cosy/‘f sin g, +siny, sin 6, cos ¢§)c2
2 2 2 2
\/c +¢ +c, +c
+ 0 1 2 3 M2
) ] ) cos . cosgp.nd
+(sin - 0 3 R
W.sing, —cosy, sin b, cos g, |ne, + = = ;
\d, +d,” +d,
(cos . sing, +siny, sin . cos ¢, )03
2 2 2 2
\/c +¢ +c, +c
+ 0 1 2 3 M3
. . : cos 6. cos ¢, 11d,
+(s1n W sing, —cosy, sin 6. cos g, )ne3 +
Jd +d,’ +d;}

109
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seklindedir. £, ;, k, ; ve k; ; dogal egrilikleri

. \/2(012 +c22 +c32)
“ T (k" +&)’
. \/2((:12 +022 +c32)
- (k" +47)

2 2+ 2+ 2
k3§* = \/ ((2 +Z *)463 ) (coswf sin ¢5§ +sin W, sin 95 cos¢§)

(coswi cos ¢, —siny, sin 6, sin ¢, ),

22 siny, cosd,,

biciminde bulunur. Acilarin tiirevleriyle Frenet egrilikleri arasindaki bagintilardan
dolay1

0! it bds b, (k" +&') (¢ +¢ 4,2 +e?)
: (d12 +d22 +d32) 2(012 +022 +C32 )2 +4(d12 +d22 +d32)(k1* +k3* )10
secildiginde
(bd, +b,d,+bd;) (9 ,)z
’ (dlz +d22 +d32 )2 (kl* +k3* )2 $
% = cos 0, ’
' d’+d>+d] ; « . (bd+bd+bd)2 2
:—2#1{ k' )=tan @ 1“1 pAad) U5 _(9)
. o’ +e,’ +e) ( [+ ) ~tan, ;

(oll2 +d,’ +d; )2 (kl* + k;)

esitlikleri mevcuttur. Ayrica

d’+d} +d;}

k.=—y. +6. tany, tan0. =2 k' +k),
e =Y TO lany, £ PENPEIpE ( 1 A )
(F_K)é _ 0. 3 bd, +b,d, +b,d,

- cosy, 7 (a’l2 +d, +d32)(k1* +k3*)

esitlikleri gecerlidir.
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Tanim 4.2.6. 6 =0 (S) birim hizl regiiler, kuaterniyonik egri ve {T .M, M,, M3} ,
o egrisinin paralel transport catis1 olsun. Kuaterniyonik M, M, —Smarandache

egrileri

§=§(S§)=%(M2+M3)

ile tanimlanir. Burada s, , & egrisinin yay parametresidir.

Teorem 4.2.6. 0=0 (S) birim hizli regiler, kuaterniyonik egri ve
{T M, M, M,, kl*, kz*, k;} , O egrisinin paralel transport elemanlar1 olsun.
Ayrica ¢ kuaterniyonik egrisinin kuaterniyonik M, M, — Smarandache egrisi &

olmak tizere, £ nin paralel transport catisi {T M, M., M }, bu catiya gore

1g» 2¢> 3¢

egrilikler klg*, kzg*, k3; ve Frenet elemanlari {Té, Ny Nyey N,y K5 kg (V—K)f}
ile gosterilsin. Bu durumda & kuaterniyonik M, M, — Smarandache egrisinin Frenet

ve paralel transport elemanlari, ¢ egrisinin paralel transport elemanlar1 cinsinden

yazilabilir.
Ispat: & kuaterniyonik M, M, — Smarandache egrisinin 6 =0 (S) ye gore Frenet ve
paralel transport elemanlarini arastiralim. Teorem 4.2.4. dekine benzer islemler

yapilirsa & kuaterniyonik M, M, — Smarandache egrisinin birim teget vektor alani

T.=-T

olur.
ay =k, () () k() (k) Rk () (k)
a,=—2k'k, —2k'kS k'K, — Kk,
a, =-3k,'k, =2,k — k'K,
a, = -2k, 'k, =3k 'k, kK,

\%
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. * * %
by =a,—ak, —ak, —ak, ,
* .
b =ayk, +a,
* .
b, =ayk, +a,,

b, =a,k; +a,

olmak iizere & ve &

T+aM +aM, +a3M3)

w1
¢ Zﬁ(%
E :%(boﬁblM1 +b,M, +b,M,)

bi¢imindedir. ,, normal vektor alan

_ cM, +ce,M, +c,M,

&
Jo'+e,t+¢)’

dir. Burada ¢, ¢, ve ¢,

N

¢ =k +k ) (k' kK,
6 (kz* + k3* )2 (_(kz* )2 _kz*k; )a

(k) +) (—k;k; (K )2)

G

bi¢iminde tanimlanir. Buna ek olarak NV, ise

daM, +d,M,+d.M,

N;.=n
Jd+d}?+d;

3¢

seklindedir. d|, d, ve d, igin, sirasiyla,

(Cza3 —C3a2) 1 )
\/2(c12 +ec,’ +c32)

1
d, = (C3a1 — 4

)\/2(c12 +022 +c32)

dl

Ve
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d,=

1
(Claz —G,q ) \/

2(012 +e,” + c32)

bagntilart meveuttur. V,. vektor alani ise

N,. =n(eM, +e,M, +e;M,) n==l1

bi¢imindedir. Burada M,, M, ve M, iin katsayilar ise, sirastyla,

dic, —d,c, ’
1 \/(al]2 +d,’ +d32)(6’12 +c,’ +c32)
_ dic, —dy¢

\/(d12 +d,’ +d32)(6'12 +c,’ +c32)

Ve

— dzcl _dlcz
\/(dlz +d,}+d} )(012 +c,’ +c32)

olarak tanimlanir. Teorem 4.2.4. dekine benzer islemler yapilirsa kuaterniyonik

M , M, — Smarandache egrisinin Frenet egrilikleri

. :\/2(clz+czz+c32)

(kK k)
d+d?+d?, . .

k=2 —clfic}ic} (k' +&),

B _ bd, +b,d, +b.d,
e PR D (A

seklinde hesaplanir. (2.3.15) denklemlerinden M,., M,, ve M,. normal vektor
alanlari ise



(cos W Cosg, —siny, sin 6, sin g, )c1
Jeo'+et+¢’
M, = ) M,
. . . cos 0. sin@.nd,
+(cosy, sin 6, sing, +siny . cos g, )ne, —
Jd2+d,> +d;
(cos W Cos @, —siny, sin b, sing, )02
ol +e,’ +ef
+ . M2
] ] ] cos 6’5 sin ¢§77d2
+(cosy, sin @, sing. +siny . cos g, )ne, —
Jd’+d,}’ +d;}
(cos W Cos @, —siny, sin b, sin g, )03
2 2 2
\/c +c¢,”+c
+ 1 2 3 ' M3
. . ) cos 6. sin ¢,.11d,
+(cosy . sin 0, sin g, +siny . cos g, )ne, —
Jdl+d?+d;}
—siny, cosb.c sin8.nd,
M,. = 3 =L+ cosy, cosO,ne, + £ M,
¢ \/ 2, 2 2 2 ¢ ¢ d2+d2+d?
¢, +¢ ¢, +e Jd’+d,’ +d,
—siny,. cosb.c sin@.nd
+ = f 25 22 +cosy, cosb.ne, + = 52 < = M,
\/Co +¢ +c,” +a \Jd +d, +d,
—siny,. cosb.c sinf.nd
+ : =2 +cosy. cosO.ne, + 2 M,
\/ 2 2 2 2 3 4 d2+d2+d?
¢, +¢ e, +e \Jd +d, +d,
(cos Y. sing, +siny, sin 6. cos ¢, )c1
2 2 2 2
\/c +¢ +c, +c
M3§ — 0 1 2 3 ]‘41
] ) ] cos 8. cos g.nd,
+(smly sing. —cosy . sinf. cos @ )ne + 5 =
£ 3 £ 3 ¢ ) > > 12
Jd2+dy} +d,
(cos Y. sing, +siny, sin . cos ¢, )02
2 2 2 2
\/c +¢ +c, +c
+ 0 1 2 3 M2
) ] ) cos . cosgp.nd
+(sin - 0 3 R
W.sing, —cosy, sin b, cos g, |ne, + = = ;
\d, +d,” +d,
(cos . sing, +siny, sin 6. cos ¢, )03
2 2 2 2
\/c +¢ +c, +c
+ 0 1 2 3 M3
. . : cos 6. cos ¢, 1d,
+(s1n W sing, —cosy, sin . cos ¢, )ne3 +
Jd’ +d,’ +d;}

114
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bigimindedir. k. £k § ve k. ¢ dogal egrilikleri ise

\/ (c1 +c, +c3)

= (coswi cos ¢, —siny, sin 6. sin¢§),

e (k' +)
_ \/ (e +er' +e )sinw{;cosﬁé,

k2 ¢
(k' +k)

- \/2(c12 +c,’ +c32)
¢ (kz* +k3* )4

(cos . sing, +siny, sin 6. cos ¢§)

olarak hesaplanir. Acilarin tiirevleriyle Frenet egrilikleri arasindaki iligkiden dolay1

kSt 60 o 2 2 2
0 - bd +b,d, +bd, (k" +k) (¢ +¢ +¢,' +¢))
F T ) 2(e2 e tel) +4(d? v d) +dl) (kS k)
secildiginde
(bd, +b,d, +bd,)’ N2
2 2 2\2 * #\2 _(95)
n (a7 +d,? +d;') (k' +k;)
: cos 6, ’

v =2 /d +d,? +d2(k k)= tan (bd, +b,d, +bd,)’ _(9,)2
: o’ e’ +e N(dp+d +d?) (b +kT) L

esitlikleri gecerlidir. Ayrica

b d*+d?+d}> . .
k.=-y. +6. tany, tan @, =2 W(@ +ky'),
6. bd, +b,d, +b.d,

(F—K)§=

cosy. (d +d,’ +d, )(kz +k;)

bagintilar1 mevcuttur.
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Tanim 4.2.7. 6 =0 (S) birim hizl regiiler, kuaterniyonik egri ve {T .M, M,, M3} ,
o egrisinin paralel transport ¢atist olsun. Kuaterniyonik 7M M, —Smarandache

egrileri

§=§(S§)=%(T+Ml +M,) (4.2.43)

ile tanimlanir. Burada s, , & egrisinin yay parametresidir.

Teorem 4.2.7. 0=0 (S) birim hizli regiler, kuaterniyonik egri ve
{T M, M, M,, kl*, kz*, k;} , O egrisinin paralel transport elemanlar1 olsun.
Ayrica 6 kuaterniyonik egrisinin kuaterniyonik 7TM M, —Smarandache egrisi &

olmak tizere, £ nin paralel transport catisi {T M, M., M }, bu catiya gore

1g» 2¢> 3¢

egrilikler klg*, kzg*, k3; ve Frenet elemanlari {Té, Ny Nyey N,y K5 kg (V—K)f}
ile gosterilsin. Bu durumda & kuaterniyonik 7M | M, — Smarandache egrisinin Frenet

ve paralel transport elemanlari, 6 egrisinin paralel transport elemanlar1 cinsinden

yazilabilir.
Ispat: & kuaterniyonik TM, M, — Smarandache egrisinin & =0 (S) ye gore Frenet ve

paralel transport elemanlarini aragtiralim. (4.2.43) denkleminde s ye gore tiirev alinir

ve paralel transport formiilleri kullanilirsa

: d dS 1 * * * * *
i =f7; =$(kl M+ kM, + kM~ (K +1,7)T)
¢ 4.2.44)
_ %[_ (k' + k)T + kM, 1M, + M
elde edilir. s, , & egrisinin yay parametresi oldugundan
Té—:ﬁ[—(kl I ) T4k M+, M+ M | (4.2.45)
s

dir. (4.2.45) esitliginde her iki tarafa kuaterniyonik i¢ ¢arpim uygulanirsa
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h[T Zer —-j %h(—(kl* ") T+ kM, + k) My + kM~ (k' + k) )T+ kM, +k," M, +k3*M3)

— 4.2.46
ds 3 ( )
bulunur. Boylece (4.2.46) denklemi, (4.2.45) esitliginde yerine yazilirsa
—(k + k)T +k M, + kM, +k, M
Tg _ ( 1 2 ) | Ay TRy IH T Ay L (4.2.47)

* 2 * 2 * * * 2
\/2((k1 Jor (k) e hh ) (k)
elde edilir. (4.2.44) ifadesi s ye gore diferensiyellenirse
= (lél* +k) ) T—(k'+k," )T+ M+ k' M, + k' M, + kM, + & M, + k3*M3]

{ —(1&1* )T =k + k") (kM + k"M + kM)

c=—7=| . . .
3 My —(k) Tk M, (k) Tk M, (k) T
dir. Gerekli diizenleme yapildiginda

(& (k) )2 (k) (k) oo =() -k )

(k A 2)M2+ KK kKM,

1

E_ 4.2.48
. | o

elde edilir. (4.2.48) ifadesi tekrar s ye gore diferensiyellenir ve diizenlenirse

B vl - . w .o £\3 \2 .

ke =k, =3k =3k, k" 3Kk + (k) +(k) &, .

ok (k) (k) kT (k) k) (k)

+(—3k1*k ) A R A [ A (k3*)2+l€1*—1é1*k2*)M
2

( kK () k(8 K (k3*)3+1€3*—k1*1é3*—k2*1é3*)M3

)
+(—2l€1*k 3, —( Yk (k) <k (k3*)2+/€2*—kl*k;)M
)
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4.2.49)
olarak bulunur. (4.2.49) da katsayilar q,, a,, a, ve a, olmak iizere
ay =~k =k, =3k =3k, =3k (kY (k) R k() (k) kT (k) k(R
a, =3k 'k 2k, (K )3 K (k) k) (kS )2+/€;‘ kK

a, =20k =3k (k) & (k) k2(3) kkz,
~(k

a, =-2k"k" 2k, 'k (K ) k"~ (k, ) \ ) kS

seklinde tanimlandiginda & tiirevi

£= \/_(a0T+alM ta,M, +a3M) (4.2.50)

olarak yazilir. (4.2.50) esitligi son kez s ye gore diferensiyellenirse & ifadesi

(T +a, (M, + ke, M, + K M)+ a M, — ak T+ a,M, - ak, T+ My — e T )

Lﬁ‘:
-

seklinde bulunur. Buradan gerekli diizenlemeler yapildiginda

E=—(a-ak’ -ak —ak )T+ (ak +a )M, +(ak, +a,) M, +(afk +a) M, |

& -

elde edilir. Burada katsayilar

. * * %
by =a,—ak, —ak, —ak; ,
* .
b =ayk, +a,
* .
b, =ayk, +a,,

b, =a,k; +a,

olarak alindiginda

——(bT+bM +b,M, +b;M,) (4.2.51)

NG

esitligine ulagilir.
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Simdi N, yi hesaplayalim. Once (4.2.44) denkleminin kuaterniyonik normu alinirsa

(4.2.52)

bulunur. (4.2.44) ve (4.2.48) esitlikleri h(f,f ) de yerine yazildiginda
{T , M, M,, M3} in ortonormal bir sistem olmasi1 nedeniyle

THE %(Zkl*lél* N AN NSNS N (4.2.53)

olarak hesaplanir. Boylece N, nin pay kismi1 olan

[N(£)] E6)~h(E().E()) &(s) ifadesi

(e (k) (o (k|
L(lq*+k2*)2+(lq*)2J (k) -k | o
) +6) ) ok -(k) )
kT k) M,

~(k +k)T
(2K kT R 2T kK| Mk M
[N(&9)] &)-h(&9).é0)) &)= .
(4.2.54)

dir. (4.2.54) esitliginde T, M, M, ve M, iin katsayilar1 sirasiyla ¢, ¢, ¢, ve c,

olmak tizere
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¢, =[2((k1*)2 +(k2*)2+k1*k2*)+(k3*)2}(—1€1*—kz*—(kl*)z—(kz*)z —(k;)z)

+ (ZkI*kl* kKRR 2k K kR (K,
k

a :[z((k:)2+(k;)2+k;k;)+(k;)2}(/e:_( Y -k, )

— 2k K+ IR+ 2k, + R K

¢, = [2((1«;‘ V() + kl*kz*)+ (&, )2}(@* ~kky (k) )2)

— (20K R KR 2k + kR k'
A\

¢, = [2((1«;‘)2 (k) +k1*k2*)+(k3* )1(1&; k=K

(20K IR KK 20k k)
seklinde tanimlanirsa

[N(f(s))] E(s)—h(&(5).E(5))é(s) = ﬁ(conc]M oM, +e,M,)  (4.2.55)

olur. (4.2.55) esitliginin kuaterniyonik normu alinirsa

N[V () Es)-h(é6).60) ) - %ch vl el ve) (4.2.56)

elde edilir. Son olarak (4.2.55) ve (4.2.56) denklemleri, (2.3.9) formiillerinde yerine

yazilirsa IV, vektor alan

¢ +eM, +c,M, +c,M,

N, =
2 2 2 2
\/co +¢ +e, +a

&

(4.2.57)

olarak bulunur. Benzer sekilde (2.3.9) formiillerinden N, vektor alani ise

N =77

T.(s) AN <> £ (s) .
N(;(S 95(5))
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esitligi ile hesaplanir. (4.2.47), (4.2.50) ve (4.2.57) denklemleri g6z Oniine

alindiginda N, vektor alaninin pay kismi

T M M, M,
_kl* _ kz* kl* kz* k3*
Co G & G

T, (S)ANlcf (S)’\§ (S): \/3[2((](1*)2 +(k2*)2+k1*k2*)+(k3*)2:|(002+clz+czz+C}2)

olarak bulunur. Son esitlikte gerekli diizenlemeler yapildiginda ise

T[kl* ((:2613 —c3a2) —k, (cla3 —c3a1)+k3* (cla2 —,a, )]

M, [(k* +k *)(c2a3 —aa,)+k, (ca—ca,)—k, (ca, —czao)}

[( Kk —k, ) aa,—ca) -k (coa3—c3a0)+k3*(coal—clao)]
(k1 +k, ) a, — cza1)+k (coaz—czao)—k;(coal—clao)
T (s)A N (s)Ac (s)= il )

\/ [2 (k1 2* +kfk;)+(k;)2}(%2 +¢’+e) +c32)

elde edilir. Burada d,, d,, d, ve d, katsayilari, sirastyla,

* % *
k, (cza3 —03612)—k2 (cla3 —c3a1)+k3 (cla2 —czal)

\/3[2((k1*)2+(k2*)2+k1*k2*)+(k3*)2}(c02 retrelte)

X
Il
—
Rean
+
band
N
—_
[
[\S]
L
)
w
Q
[ 38}
~
+
bl
—~
H
Q
W
)
w2
Q
f=]
~
Kan
—~~
(@
f=]
Q
[\S]

Q_
o8}
1
)
—_—
—
Ry
[\
+
—
| ST
N—
(3]
+
b
b
N —
—
Kan
N—
1
—
9)
o
+
o
+
o
~o
+
Ky)
(3]

(
P () b o () (e e e e

seklinde tanimlanirsa

T.(s) AN, () A (s)=d,T+d M, +d,M, +d,M, (4.2.58)
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yazilir. (4.2.58) denkleminde kuaterniyonik norm alinirsa

N(T,(s) AN, (s)AE(s)=d,’ +d} +d,? +d (4.2.59)

bulunur. Son olarak (4.2.58) ve (4.2.59) esitlikleri, (2.3.9) formiillerinde yerine

yazilirsa IV;, vektor alani

dT+dM +d,M,+dM,

N
\/doz +d?+d,? +d}

3 = (4.2.60)

olarak elde edilir. §Simdi N,, vektdr alanini hesaplayalim. Bunun igin (4.2.47),

(4.2.57) ve (4.2.60) denklemleri (2.3.9) denkleminde yerine yazilirsa

T M, M, M,
dO dl d2 d3

S ¢ ¢ Cs

\/(d02 +dﬁ+d;+d;)[z((k;)2 +(k;)2+k:k;)+(k;)2}(c; retroted)

N

26T

bulunur. Son ifadede gerekli diizenlemeler yapilirsa

T[d (k'e,~k'c,)~d, (K'e,~ke, )+ dy (k'e, -k, 'c,) |
+Ml[ (k'e,~ky'c, )+, (- (kl*+k;)c3—k3*c0)—d3(—(kl*+k;)c2—k;co)}
§ +Mz[d0 (ke —k'e)=d, (~(k"+k )y k3*c0)+d3(—(kl*+k2*)cl—kl*coﬂ
i +M3[ dy(k'e, k') +d, (- (kl*+k2*)cz—kz*co)—dz(—(kl*+k2*)cl—kl*co)}

N, =

\/(doz v +d? +d32)[2((kl*)2 () R () (e e et v
elde edilir. NV, ifadesinde T, M,, M, ve M, baz vektorlerinin katsayilari, sirasiyla,

) [dl (k'ey—k'c,)—dy (k'ey— k', )+ dy (k'e, =k, e, )]
0 s

J(doudlud;+d32)[z((k;)2+(k;)2+k:k;)+(k;)2}(c; retvelrey)
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[—do(kz*c3—k3*c2)+d( (k" +k ) ey —ky'e, ) —dy (~ (K +K,)e —k*co)}
+(k

€ = B
| \/(d02+d12+d22+d32)[2((k1*)2+(k2*) +k 'k, ) 3*)2} e +e e, e )
[do(kl*c3—k3*cl) d(-(k +k")e,—k, c0)+d3( (k" +k, kco)}
2 \/(doz+d12+d22+d32)[2((k1*)2+(k2) N k;y](coucl bt ver)
[—do(kl*cz—kz*c1)+d1(—(kl*+k2*) —ky'ey)—dy (~(k"+ K, )e —kl*co)}
e, =
3 k } ¢+’ +e,’ +e, )

\/(d02 rdPrd} d? )[2((/«1" )+ (k) + kl*k
olmak tizere

N.

2 = (e T +e M, +e,M, +e,M,), n=xl 4.2.61)

seklinde elde edilir. Simdi M., M,, ve M,, normal vektdr alanlarini bulabiliriz.

(2.3.15) denkleminden

M =(cosy; cosgh—siny s sing IV +(cosy indsing +siny;cos )V ~eas L singi e
M, =—siny, cosO.N, . + 008y c0s OV, +sin gV, ,

M, =(cosy, sing. +siny sin €. cos . )N, . +(—cos /. sin . cos g +siny/, sing. ) V, . +cos 6. cos §.IV; .

formiilleri mevcuttur. (4.2.57), (4.2.60) ve (4.2.61) esitlikleri (2.3.15) formiillerinde

yerine yazilirsa M, vektor alant

) . . (COT+c1M1+czM2+c3M3)
M, :(coswgw cos @, —siny, sin 0, s1n¢§) —

\/co +¢ +c, +a
+(cosy, sin @, sin g, +siny, cos g, )n (e, T +eM, +e,M, +e,M,)
(d,T+d, M, +d,M,+d.M,)

Jd2+d?+dy)} +d.

—cos b, sing.n

seklindedir. Burada gerekli diizenleme yapilirsa



(cos W CosP. —siny, sin 0, sin @, )co

&

2 2 2 2
\/CO +¢ +e, ta

+(cosy, sin g, sin @, +siny, cos @, )ne, —

(cos W Cos @, —siny . sin g, sin @, )cl

2 2 2 2
\/co +¢” +c,” +a

cos 0. sing.nd,

Jdit +d} +d +d?

cos 6. sin ¢,nd,
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+(cosy, sin 0, sin g, +siny, cos @, e, —

(cos W CosP, —siny, sin 0, sin @, )02

2 2 2 2
\/CO +¢” +c, +e

+(cosy, sin 0, sin @, +siny, cos @, )ne, —

(cos W CosP, —siny, sin 0, sin @, )03

2 2 2 2
\/co +¢” +c, +e

+(cosy, sin 0, sin g, +siny, cos @, )ne; —

olarak elde edilir. Ayni sekilde M, vektor alani

M, =

—siny,. cosé.c
s =0 +cosy . cosb.ne, +

Jd2+d?+dy)} +d) |

cos 0. sing,nd,

Jdj2+d?+d,} +d]} |

cos 0, sing,nd,

Jd2+d} +d,? +d; |

sin6.nd,,

2 2 2 2
\/co +¢” +c, +e

—siny, cosb.c,

Jd2+d} +d}?+d}

sin 6,77d,

+cos
—— W cosO.ne +
¢, +¢ +c¢, +a

—siny, cosb.c,

+cos +
—— . cosb.ne,
¢, +e¢ +e +e

—siny, cosb.c,

+cosy, cosO.ne; +

2 2 2 2
\/CO +Cl +02 +C3

olarak elde edilir. Son olarak M, vektor alani

Jdj}+d?+d}?+d;}

sin6.nd,

Jd? +d?+d} +d;}

sin 0.nd,

Jd2+d?+d)} +d}

T

Ml
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(cosy/g, sin g, +siny, sin 6, cos ¢§)CO
2 2 2 2
\/c +¢ +c, +c
M3§ — 0 1 2 3 T
) ) ] cos 495 cos ¢§77d0
+(sm W sing, —cosy, sin b, cos g, )7]60 +
Jd2+d?+d)} +d}
(cos W sing, +siny, sin 6, cos ¢, )cl
2 2 2 2
\/c +¢ +c, +c
+ 0 1 2 3 M1
) ) ] cos 8. cosg.nd,
5 ¢
+(sm . sing, —cosy, sind, cos g, )7]61 +
Jd2+d?+d)} +d.
(cos W sing, +siny, sin 6. cos ¢§)c2
2 2 2 2
\/c +c¢ +c, +c
+ 0 1 2 3 M2
) ) ) cosé. cosg.nd.
¢ g2
+(Sll’ll//§ sin ¢, —cosy, sin 6, cos ¢§)77€2 +
Jd2+d?+d)} +d)
(cos Y. sing, +siny, sin 6. cos ¢§)c3
2 2 2 2
\/c +c¢ +c, +c
+ 0 1 2 3 M3
) ) ) cos 6. cosg.nd
< g3
+(Sll’ll//§ sin ¢, —cosy, sin &, cos ¢§)7ye3 +
Jdj}+d?+d}?+d}

dir.
Simdi Frenet egriliklerini hesaplayalim. Bunun i¢in (4.2.52) esitliklerinden
\2 2w w2
4 [2((k1) # () kK (K )}

[N(g’)] - 5 (4.2.62)

yazilir. (4.2.56) ve (4.2.62) esitlikleri (2.3.10) formiillerinde yerine yazilirsa

o \/3 (002 +e’+e’ +¢’ ) 4.2.63)

[2((1«;‘)2 # () k) (k) T

olarak bulunur. Ayrica 2. egrilik olan k,, (4.2.52), (4.2.56) ve (4.2.59) esitliklerinin

(2.3.10) formiillerinde yerine yazilmasiyla
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(d,? +d2+d,’ +d32)[2((k1* )+ (k) +k1*k2*)+(k3

* )2:|
k. =3 (4.2.64)

2 2 2 2
¢y +¢ +¢, o

olarak bulunur. Son olarak (2.3.10) formiillerinde (4.2.51), (4.2.52), (4.2.59) ve

(4.2.60) esitliklerinin yerine yazilmasiyla 3. Frenet egriligi (r - K‘) .

n h(b,T+bM, +b,M,+bM, dT+dM, +d,M,+ d3M3)

(F_K)éz_ 2 D2 a s )2
B e earva) T

3

(r ~ K) _ n (bocl0 +bd, +b,d, + b3d3) (4.2.65)

(d, +d? +d,” +d,) \/2((k1* )+ (k) +k1*k2*)+(k3* y

seklinde elde edilir.

Dogal egrilikleri hesaplamak i¢in ise (2.3.17) formiillerinde (4.2.63) esitligi

kullanilirsa

\/3(002 +e’+¢)’ +c32)

2((k) + () kR (k)|

ke =

> (cos W cos g, —siny, sin b, sing, ),

2 2 2 2
= \/j(co +c21 +e, +¢ ) _siny cosdl,
[2((1{) (k) +k1*k2*)+(k3*) }
2 2 2 2
k. = \/3(C° T4 Te TG ) (cosl//é sin g, +siny, sin 6, cos¢§)

2 S T 2 P
[2((1(1 V() k) (k) }
olarak bulunur.

ey .. . (V—K)f
Ayrica Frenet egrilikleri ile agilar arasindaki iliski 0 = ————===sexildiginde
K.+ kS
4 4

(2.3.24) ve (2.3.25) deki gibidir. Boylece (4.2.63), (4.2.64) ve (4.2.65) denklemleri
yukaridaki secimde yerine yazildiginda
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3
byd, +bd, +b,d, +b.d, : ((kl* )2 * (k; )2 'k ) " (kz* )2 ] (Co2 +ol+e’ +¢) )

0. =-n =

(dy* +d? +d)’ +d.’) 9(d,” +d)+dy’ +a’32)[2((k1*)2 (k) +kl*k§)+(k3* )ZJ

2
2 2 2 2
+3(c0 +c” +c, +c3)

bulunur. Bu secim yapildiginda, (2.3.24) esitliginde (4.2.65) denklemi yerine

yazilirsa

(bodo +b1d1 +b2d2 +b3d3 )2 —(9 ’)2
(df+w%2+df44%ZY(2«k;y*«k;)2+kfk;)+(&*y) 5

!

¢§ =

cos 95

bulunur. (2.3.25) esitliginde (4.2.64) ve (4.2.65) esitlikleri yerine yazildiginda ise

(dy +d +d, +d’ )[2((1{1")2 (k) +k1*k2*)+(k3* )2}

2 2 2 2
C, t¢ +¢, ¢

Ve =-3

2
~tan6, (bodo +bd, +b,d, +b3d3) _((95' )2

(d, +d+dy+d) (2((1{)2 (k) +k1*k2*)+(k3* )2)
dir. Son olarak (2.3.18), (2.3.19), (4.2.64) ve (4.2.65) geregi

ke = —l//é' + 0{5' tany, tan 6.

(d,? +d+d;’ +d32)[2((k1* )+ (k) +k1*k2*)+(k3*)2}

=3
2 2 2 2
¢, te¢ +e¢, +a

Ve

O

cosy/,

(F_K)g ==
11(byd, +bd, +b,d, + byd, )

(dy +d +d,’ +d) \/2((1{1*)2 (kY +k1*k2*)+(k3* y

5
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bagintilar1 mevcuttur.

Tamim 4.2.8. 6=5(s) birim hizli regiiler kuaterniyonik egri ve {T ,M,Mz,M3} ,
o egrisinin paralel transport catis1 olsun. Kuaterniyonik 7M M, — Smarandache

egrileri

é’:gg(sg):%(T+Ml+M3)

ile tanimlanir. Burada s, , & egrisinin yay parametresidir.

Teorem 4.2.8. 6=0 (S) birim hizli regiiler, kuaterniyonik egri ve
{T M, M, M, k", k), k;} , O eprisinin paralel transport elemanlari olsun.
Ayrica ¢ kuaterniyonik egrisinin kuaterniyonik 7TM M, — Smarandache egrisi &

M,., M }, bu catiya gore

olmak tizere, £ nin paralel transport gatisi {T M 2er M,

1£2

289

N.., k., k., (r_K)é}

egrilikler k ;, k, ;, k, ; ve Frenet elemanlari {T 5 Ny N

ile gosterilsin. Bu durumda & kuaterniyonik TM, M, — Smarandache egrisinin Frenet
ve paralel transport elemanlari, ¢ egrisinin paralel transport elemanlari cinsinden
yazilabilir.

Ispat: & kuaterniyonik TM, M, — Smarandache egrisinin & =6 (S) ye gore Frenet ve
paralel transport elemanlarini arastiralim. Teorem 4.2.7. dekine benzer islemler

yapilirsa & kuaterniyonik TM, M, — Smarandache egrisinin birim teget vektor alani

—(k'+ k") T+ k"M, + kM, + kM,

\/2((k1* Ve k) k) ()

T. =

bulunur. a,, a,, a,, a;, by, b, b, ve b; katsayilari, sirastyla,
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ay =k~ =3k =30k =3k () (k) kS k() () kS k(R (kY

a =3k 2k T (k) k) (k) (k) kR

3

ay =2k, 2k, (kY k= (k) k) (kY kR Rk

S ok * * 0 % * 2 * * 2 * * 3 AT * 5k
a, ==2k'k =3k k" = (k') k= (k) k(K'Y +k -k
ve
by =a,— alkl* - azkz* —a3k3*,
b, =a0k1*+c'zl,
b, =a0k2* +a,,

b, =a,k;, +a,,

olmak iizere & ve & vektorleri

é’ =%(GOT+CIIM1 +a,M, +a3M3)
E :i(bonblM1 +b,M, +b,M,)

NE

olarak hesaplanir. Ayrica IV,

_cT+eM +ce,M, +c;M,
;=

N 2 2 2 2
\/CO +¢ +c, +a

seklindedir. Burada ¢, ¢,, ¢, ve ¢, katsayilar, sirasiyla,

a0 g i~ 0 )

(20K R R 2R R ) (R k),
2

¢ = [2((1{)2 (k) +k1*k3*)+(k2* )1(1&;‘ (k) —kl*k;)

—(2k K+ IR kR 20k R, )k

¢, = [2 ((kl* V() + kS ) (k') } (ASVASNS

— (20K R R 2R R )k

¢ = [2((1{ V() +k1*k3*)+(k2* )2}(153* k', = (k) )2)

—(2k K+ IR R 20k R, Yk
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seklindedir. Benzer sekilde NV, vektor alani

dT+dM,+d,M,+dM,

N.
\/doz +d’+d, +d;}

3¢ =17

seklindedir ve d,, d,, d, ve d, ise asagidaki gibi tanimlanir:

kl* (cza3 —c3a2)—k2* (cla3 —c3a1)+k " (c a, —czal)

d b
° \/3[2((k1*)2+(k3*)2+k1*k3*)+(k2*)2}(c0 ret e +e?)
& R Gay—Ga, )T K, (Gdy —Ga, 3 (G — G4,
(e )+ (o) K (o )
1 )

\/3[2((1{)2+(k3*)2+k1*k3*)+(k2*)2}(c0 vt rettey)
TR TR Gay = Gay )= K (Gody = Gag )+ 15 (Ga — G4,
K ea) K (e ) ()
27 - = )
\/3 2(k° (b ko (k) (6 v e, +c;)
g (k1 +k3*)(cla2—czal)+k1*(coa2 czao)—k2 (coa, cao)
3 = =
P o) ok ) (e v v +es)

N, normal vektor alan,

Il
+
p—

N, =1n(e,T +eM, +e,M, +e,M,) n=1

olarak hesaplanir. Burada ¢, ¢, e, ve e, sirasiyla,

[dl (k e, ~k'c,)~dy (k'e,~k'c,)+dy (k'e, ~k, e, )]

° \/(d02+d12+d22+d32)[2((k1*)2+(k3*)2+k1*k3*)+(k2*)2}(c02+c12+c22+c32),
[—do (ks = ke, )+ dy () + K ) e =k ey ) —dy (= (K + K ) e, kg, )}

\/(d02+d12+d22+d32)[2((k1*)2+(k3*)2+k1*k3*) o) (et e e ey
[dy (ke —he)=d, (<(k +h ) ey = ke )+ (~(k + 5 )6 =K', )|

\/(doz+d12+d22+d32)[2((k1*)2+(k3*)2+k1*k3*) (k2 )2}(00 +¢’+e,’ +a, )

S

2

ve



131

[—do (b'e, ke )y (— (k4 k) e, ke )= dy (= (k4K ) e, ke, )}

€

seklindedir. (2.3.15) denkleminden M

£ =

£ =

e» M, ve My, no

(cos W cos g, —siny, sin b, sin ¢, )co

2 2 2 2
\/c0 +¢+c, +e

+(cosy . sin 0, sin g, +siny . cos g, )ne, —

(cos W Cos @, —siny, sin b, sin g, )c1

2 2 2 2
\/co +¢” +c," +e

+(cosy . sin 0, sin g, +siny . cos g, )ne, —

(cos W COs §, —siny, sin &, sin ¢, )02

2 2 2 2
\/co +¢ et

+(cosy . sin @, sin @, +siny . cos @, )ne, —

(cos W cos g, —siny, sin 6, sin ¢, )03

2 2 2 2
\/CO +Cl +6‘2 +C3

+(cosy, sin 0, sin g, +siny, cos @, )ne; —

—siny, cosb.c,

\/(d02 et a4 ) o () (k) k) () (e v v )

rmal vektor alanlari ise

T
cos 6. sin g.nd,
Jd?+d} +d}?+d}
Ml
cos 6. sin ¢.nd,
Jd?+d?+d}?+d)}
M2
cos 0. sin ¢.nd,
Jd+d} +d,? +d;?
M, ,
cos 0, sin g.nd,
Jdi +d}+d?+d?

+ COS COS
2 2 2 2 Ve 057760 +
¢y ¢ te, o

—siny, cosb.c,

sin6.nd,, T
Jd2+d} +d}?+d}

+cosy, cosb.ne +

2 2 2 2
\/C0 +Cl +02 +C3

—siny, cosb.c,

+cos +
—— . cosb.ne,
¢, +¢ +e, +e

—siny, cosb.c,

sin 6,77d, M
\/d2 2 P P 1
, +d +d, +d,

sin 6.nd,
Jd? +d?+d} +d;}

sin 0.nd,

+cosy, cosO.ne; +

2 2 2 2
\/CO +Cl +02 +C3

Jd2+d?+d)} +d)}
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(cosy/g, sin g, +siny, sin 6, cos g, )co

3¢ T

2 2 2 2
\/co +¢ +e, +o

+(sin W, sing, —cosy, sin b, cos g, )7]60 +

(cos Y. sing, +siny, sin 6. cos ¢, )cl

2 2 2 2
\/co +¢” +c, +e

+(sin W sing, —cosy, sin 6, cos g, )7]61 +

(cos Y. sing, +siny, sin . cos ¢, )02

2 2 2 2
\/co +¢” +c, +a

+ (sin W sing, —cosy, sin &, cos @, )7]62 +

(cos Y. sing, +siny, sin . cos ¢, )03

2 2 2 2
\/co +¢” +c, +a

+ (sin Y. sing, —cosy, sin 0, cos g, )7]63 +

bicimindedir. Frenet egrilikleri ise, sirasiyla,

K. =

$

(r=x)

2 2 2 2
\/3(00 +c¢ +c, +o )

cos 6. cos §,nd,

Jd2+d?+d)} +d)}

cos 0, cos g.nd,

Jd2+d?+d)} +d.

cos 6. cos ¢,nd,

Jd2+d?+d)} +d)

cos 6. cos ¢, nd,

[2((1{1*)2 (kY +kl*k3*)+(k2* ) T

Jdj?+d?+d}?+d;}

(a0 i va+d?) 2((k7) +(67) +k% )+ (k) |

2 2 2 2
¢, e+ +a

3

n(byd, +bd, +b,d, +b,d;)

olarak bulunur. Ayn1 zamanda dogal egrilikler ise

(d, +d+d}+d) \/2((1«1*)2 (k) + kl*k3*)+(k2*)

2

132
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. \/3(c02+012+022+c32)
k. = (coswf cos @, —siny, sin 0, s1n¢§),

: [2((1«1*)2 (k) +k1*k3*)+ (k) )ZT

. \/3 (002 +e’+e)’ +c32) '
kye =- >siny, cosd,,

(k) +(6) ) (k)|

. \/3(002 +e+c,) +c32)
ky: = (cosy/g, sin g, +siny, sin 6, cos¢§)

[2((1{ )+ (k) +k1*k3*)+(k2* )2}2

seklinde hesaplanir. Ac¢ilarin tiirevleriyle Frenet egrilikleri arasindaki iliskiden dolay1

3
b0d0+b1dl+b2d2+b3d3 |:2((k1*)2+(k3*)2+k1*k3*)+(k2*)2j| (002+012+022+C32)

0. =-n

(doz +d’+d,’ +d32) 9(d02+d12+d22+d32)[2((k1*)2+(k3*)2+k1*k3*)+(k2*)2}5

2
+3 (002 +e’+e, +e) )

secimi yapildiginda

(bydy +b,d, +b,d, + by, )2 —(9 ')2
(dy? +d?+d>+d?) (2((1{1* ) (k) +k1*k3*)+(k2* )2) 6

cos 95

¢§’ =

, 3\/(d02 +d’+d, + df)[Z((kl*)z +(k3* )2 +k1*k3*)+ (kz* )2}
Ve ==

2 2 2 2
¢, teote, +e

g (bydy +byd, +b,d, +bd,)’ ) (9 ,)2
(drdedva?) (2(6) + (67 +8% Je(k))

bagintilar1 mevcuttur. Son olarak

ke = —l//é' + 0{5' tany, tan 6.

. \/(d(f rd?+d)? +d32)[2((k1* )+ (k) +kl*k3*)+(k2* )ZJ

2 2 2 2
¢+t +e, +a
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\%

cosy,
1(byd, + bd, +b,d, + b,d, )

(dy +d +d,’ +d) \/2((1{1*)2 (i) + kl*k3*)+ (k)

esitlikleri gecerlidir.

Tanim 4.2.9. 6 =0 (s) birim hizl regiiler, kuaterniyonik egri ve {T , M, M,, M3} ,
o egrisinin paralel transport catis1 olsun. Kuaterniyonik 7M,M, — Smarandache

egrileri

é‘:é’(sg):%(T+M2+M3)

ile tanimlanir. Burada s, , & egrisinin yay parametresidir.

Teorem 4.2.9. 6=0 (S) birim hizli regiiler, kuaterniyonik egri ve
{T, M, M, M, k', k, k;} , O eprisinin paralel transport elemanlari olsun.
Ayrica 6 kuaterniyonik egrisinin kuaterniyonik 7M, M, —Smarandache egrisi &

olmak tizere, & nin paralel transport catisi {T M, My, M }, bu catiya gore

15> Mgy M3e
egrilikler { kli*, kzg, k3;} ve Frenet elemanlari
{Tg, Ny, Ny, Ny, K., ke, (r—/c)i} ile gosterilsin. Bu durumda & kuaterniyonik

TM,M, — Smarandache egrisinin Frenet ve paralel transport elemanlari, 6 egrisinin
paralel transport elemanlar1 cinsinden yazilabilir.

Ispat: & kuaterniyonik TM,M, —Smarandache egrisinin 0 =0 (S) ye gore Frenet
ve paralel transport elemanlarini aragtiralim. Teorem 4.2.7. dekine benzer islemler

yapilirsa & kuaterniyonik TM, M, — Smarandache egrisinin birim teget vektor alani
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—(k) + k" )T+ k"M, + k) M, + kM,

\/2((k2*)2 (k) +k2*k3*)+(kl*)2

T.=

seklindedir. a,, a,, a,, a;, b,, b,, b, ve b, katsayilari, sirastyla,

ay =y~ =3k =3k, R =3k (k) (k) R (k) (k) R (k) (k)
a =2k 2k (k) k() k() kR kR
a,==3k"k," -2,k - (K ) ~(k, ) —k, (K )

a, =2k, 'k, =3k,k, — (kl*) ~(k, ) (& )

veE

*

. * %
b, =a,—ak, —ak, —ak,,
* .
b =ayk, +a,
* .
b, =a,k, +a,,

b, =ayk, +a,

olmak iizere & ve &

a, T +aM,+a,M, +a3M3)

|
g :T(

E= (bT+bM +b,M, +bM,)

&I

bigimindedir.

N,. normal vektor alani

1g

¢ +e M, +c,M, +c,M,

N =

2 2 2 2
\/co +¢+e, +a
ile verilir. Burada ¢, ¢, ¢, ve c, katsayilari, sirasiyla,

= 2(( ) (k) ok () (o =k (0 () ()

+ (2k2*1é2* kK kT 2k K+ kK ) (k" +&"),
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¢ = [2((1{; Ve (k) + k;k3*)+ (kl*)z}(lél* kK kK
—(2k, k" I Ry e 20K )

¢, = _2((1«2*)2 () + k;k3*)+ (5) ] (1&2* (k'Y —k;k;)

—_(21«2*/&2* kR R+ 2k R . Kk k'

¢ = _2((1(2* V() + k2*k3*)+ (5 | (1&; 'k (ke )2)

— (2K, kR R 2k R kR Yk

seklindedir. Benzer sekilde /V;. vektor alani

d,T+dM +d,M,+d.M,
Jd+d?+dy)} +d;}

N, =

olarak yazilir. Burada d,, d,, d, ve d, katsayilari, sirasiyla,

k, (Cza3 C3a2) kz (cla3—c3al)+k3* (C1a2_c2al)

\/3 2 (k2 3* +/’c;k;)+(kl*)2}(co2 +e’+e)’ +c32)
k

3

g (k2 + 3*)(6203 c3a2)+k (coa3—c3a0)—k3* (coaz—czao)
1 s
\/3[2 (k' )2+ k') Lk, ) (&) }(c02+c12+022+c32)
d, - ( ) — k3*)(cla3 C3a1) k' (Coa3_c3ao)+k3*(coa1_Clao)
P20 (0 ko (0 (e e )
d - (k1*+k3* (cla2 czal)+k (coaz—czao)—kz*(coal—clao)
\/3 (k) + (Y + k) () (e +2 res? e

seklindedir. N, vektor alani ise
N2§=77(eOT+elM1+ezM2+e3M3), n=x=1

olarak bulunur. Burada ¢, ¢, e, ve e, katsayilari, sirasiyla,
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[dl (kyey ke, ) —dy (K'e, ke, )+ ds (ke — ke, )]

\/(doz +d’+d,’ +d32)[2((k2* )2 +(k3* )2 +k2*k3*)+(k1* )2}(%2 +c’+e,) +c32)
[~y (ke =k e,)+dy (b + 5 e =k e, )= (~ (K + k) e~k ey )|
\/(doz+d12+d22+d32)[2((k2*)2+(k3*) +k, k, ) ( )2}(00 +e’+e, +c3)
[do(kl*c3—k3*c1)—d1(—(k2*+k3) ke )+ dy(~ (k" + ) l—kl*coﬂ
© e a2k (0 o) o(8)
[—do(kl*cz—kz*cl)+d( (k' + K )&, —ky'e, )=y (~ (" +4 e kl*coﬂ

k

\/(doz+d12+d22+d32)[2((k2*)2 (k3) k() (e v e ver)

€0:

€ =

2
2 2 2
}(CO +¢” +c, +c3)

€3=

seklindedir. (2.3.15) denklemlerinden M., M,., ve M,. normal vektdr alanlari,

sirastyla,
(cos Y. cos g, —siny, sin b, sin ¢, )co
2 2 2 2
M \/c0 +¢ +c, +a T
1 .
) ) ) cos 95 sin ¢§77d0
+(cosy . sind, sin g, +siny . cos @, )ne, —
Jd+d?+dy)} +d.
(cos W Ccosg, —siny, sin b, sin g, )c1
2 2 2 2
\/ ¢, +¢ +c, +c
+ 0 1 2 3 ' M1
) ) ) cos 9{5 sin ¢577d1
+(cosy, sin b, sin g, +siny . cos g, )ne, — = = = =
Jd} +d? +d)}?+d,
(cos W COS¢. —siny, sin 0, sin g, )02
2 2 2 2
\/ ¢, +¢ +c, +c
+ 0 1 2 3 ‘ M2
) ) ) cos 95 sin ¢577d2
+(cosy, sind, sin ¢, +siny . cos @, )ne, — = = = =
Jd +d? +d)}?+d,
(cos Y. CoS@. —siny, sin 0, sin g, )03
2 2 2 2
\/ ¢, +¢ +c, +c
+ 0 1 2 3 ‘ M3 ,
) ) ) cos 95 sin ¢§77d3
+(cosy, sind, sin g, +siny, cos @, )ne; — — - -
Jd2+d?+dy)} +d,
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—siny, cosb.c sin0.nd,
M, = : j 25 02+cosw§cost9§ne0+ - 2‘“'8 02 =T
\/Co +¢ +c, +a \/do +d +d,” +d,
—siny, cosb.c sin@.nd
+ = j 25 1 =+Cosy, cos.ne, + — s 12 = |M,
\/co +¢ +c, +a \/a’o +d +d,” +d,
—siny,. cosb.c sin@.nd
+ = j 25 2 =+Cos Y, cosb.ne, + - 25 22 = |M,
\/co +¢ +c, +a \/do +d”+d,” +d,
—siny, cosb.c sin@.nd
+ - j 25 32+cosy/§cost9§f7e3+ - 25 32 = | M,
\/Co +¢ +c, +a \/do +d +d,” +d,
ve
(cosy/g sin g, +siny, sin 6, cos ¢§)c0
2 2 2 2
\/c +¢ +c, +c
M3§ — 0 1 2 3 T
. . , cos 0. cos §.nd,
+(sm1//§ sin ¢, —cosy, sin 6, cos¢§)77e0 +
Jd2 +d?+dy} +d.
(cos W sing, +siny, sin 6, cos ¢, )c1
2 2 2 2
\/c +¢ +c, +c
+ 0 1 2 3 ]‘l1
] ] ] cos 6. cosg.nd
£ £l
+(smt//§ sin ¢, —cosy, sin g, cos ¢§)ryel + — = =
Jd2+d? +d, +d,
(cosy/(: sin g, +siny, sin 6, cos ¢, )02
2 2 2 2
\/c +¢ +c, +c
+ 0 1 2 3 M2
. . , cos 0. cos §.nd,
+(sm W sing, —cosy . sin 6. cos ¢, )7762 +
Jd2+d?+d,} +d}
(cosy/§ sin g, +siny, sin 6, cos ¢, )03
2 2 2 2
\/c +c¢ +c, +c
+ 0 1 2 3 ]‘43
) ) ) cos . cosg.nd
£ Gl
+(s1n1//§ sin g, —cosy . sin 0, cos¢§)77e3 +
Jdi+d} +d?+d;}?

olarak hesaplanir. Teorem 4.2.7. dekine benzer islemler yapilirsa Frenet egrilikleri

K. =

2 2 2 2
\/3(00 +¢ +c, +a )

= >

[z((k;)z +(k;)2+k;k;)+(k;)2}

4
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) \/(doz +d?+d) +d32)[2((k2* Jor (k) ) (6 )2}

2 2 2 2
Cy t¢ +¢, +e

n (bod0 +bd, +b,d, +bd, )

(d,? +d?+d,? +d) \/2((/(2* )+ (k) +k2*k3*)+(kl* y

(F_K)g =

bi¢cimindedir. Dogal egrilikler ise

\/3(002 +012 +022 +c32) . . .
= (cos W COS ¢, —siny, sin b, sin ¢§),

(k) # (k) k() ]

\/3(6’02 +¢’+¢)} +c32) '
ky =— > siny . cos o,

[2((1{2*)2 (k) +k2*k3*)+ (kl*)z}

\/3 (002 +e’+¢)’ +c32) ] ] ]
ks = (COSl//Cf sin g, +siny, sin 6, cos ¢§)

(k) + (6 k) () ]

k.

seklinde hesaplanir. A¢ilarin tiirevleriyle Frenet egrilikleri arasindaki iliskiden dolay1

”- bd, +bd, +b,d, +bd, [2((](2*)2 +(k3*)2 +k2*k3*)+(kl*)z:|3(col +c12 +c22 +c3z)
7 (d‘)2+d'2+d22+d32) 9(d2+d2+d2+d2)[2((k*)2+(k;)2+k*k;)+(k*)2T+3(c2+c2+c2+c2)2
secimi yapildiginda
(bydy +byd, +byd, +b,d,)’ ) (9 ,)2

(a2 vl v d) y (2((/{ V() +k2*k3*)+(kl* )2) :
9 = cos 0,

, (d02 +d’+d,’ +d32)[2((k2* )2 +(k3* )2 +k2*k3*)+(k1*)2}
Ve =" e+l +e,’ +e)

Cand (bydy +byd, +byd, +b,d,)’ ) (9 ,)2
(e arrdiea?) (2(e) +(6) sk )k )
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esitlikleri gecerlidir. Ayrica

k.= —l//; + 495' tany, tan 6.

(d, +d+d, +d32)[2((k2*)2 (k) +k2*k3*)+(k1*)2}

2 2 2 2
< -I-Cl +02 +C3

Ve

&

cosy/,

(V_K)g ==
1(byd, +bd, +b,d, + b,d;)

(a7 +ai+d+a ) 2((6) (k) +hk )+ (6)

bagintilar1 mevcuttur.

Tanim 4.2.10. 6 =5(s) birim hizli regiiler kuaterniyonik egri ve {T, M, M,, M3} ,
o egrisinin paralel transport ¢atis1 olsun. Kuaterniyonik M, M, M, — Smarandache
egrileri
1
E=t(s:) =5 (M4 M+ (4.2.66)

ile tanimlanir. Burada s, , & egrisinin yay parametresidir.

Teorem 4.2.10. 0=0 (S) birim hizli regiiler, kuaterniyonik egri ve
{T .M, M,, M,, kl*, kz*, k;} , O egrisinin paralel transport elemanlar1 olsun.
Ayrica 6 kuaterniyonik egrisinin kuaterniyonik M M ,M, — Smarandache egrisi &

olmak tizere, & nin paralel transport catisi {T M

s My, M3&} , bu catiya gore

egrilikler kli*, k2;, k3; ve Frenet elemanlari {7;, Ny Ny, Ny, K.,k (I’—K‘)&}

ile gosterilsin. Bu durumda & kuaterniyonik M M, M, — Smarandache egrisinin

Frenet ve paralel transport elemanlari, & egrisinin paralel transport elemanlar

cinsinden yazilabilir.
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Ispat: & kuaterniyonik M, M, M, — Smarandache egrisinin & =38 (S) ye gore Frenet

ve paralel transport elemanlarini arastiralim. (4.2.66) bagintisinda s ye gore tlirev

aliir ve paralel transport formiilleri kullanilirsa

. d £ * * *
g=4e B (T T-kT)
ds. ds \/§
(4.2.67)
1 * * *
=$(—kl —k, —k)T
esitliginin gegerli oldugu goriiliir. s, yay parametresi oldugundan
ds 1
5 _ * * *

o= ﬁ(—kl —k,'—k")T (4.2.68)

yazilir. (4.2.68) esitliginde her iki tarafa kuaterniyonik i¢ ¢carpim uygulanirsa

ds ds 1 1
: : _ * * * * * *
i Gen G ok k)

ds,’t ? 1 * * * 2
— :§(kl +h, +ky)
ds. 1

Al

* *

+k, + k) (4.2.69)

sonucuna ulagilir. (4.2.69) esitliginin (4.2.68) denkleminde yerine yazilmasiyla 7

teget vektor alam

T.=-T (4.2.70)

bulunur. (4.2.67) ifadesi tekrar s ye gore diferensiyellenirse

|
é::ﬁ (_kl

ek ) (KM kM M) (- Ry —/é;)T]

. (k) k)T (—(kl* ) —kk, k;‘k;‘)M1 -
V3 +(—kl*k2* (k") - k;k3*)M2 + (—kl*k; —k, 'k —(k3*)2)M3 -
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bulunur. (4.2.71) esitligi tekrar s ye gore diferensiyellenip gerekli diizenleme

yapildiginda
[/ h e e +\3 £\2 2 ]
k" =k, ="+ (k) + (K, ) +(k') & +k (k) .
+(k) +(k2*)2k3*+k1*( 3") ( k) (k)
e":% +(-2kK KR -k k)M,
(k' =k =2k, k" — Ky kk)M2
+( A N A N N VI NS |
sonucuna ulasilir. Son esitligi kisaltmak adina
= (kY () R (R Rk (k)
(k) (k) Rk (k) k(R + (k)
a,=-2k'k" —k'k, —k'k, k'K k'K,
a,=—k'k," —k'k, —2k,'k, —k, 'k, —k, 'k,
a,=—k'k, —k'k) — k) k — K,k -2k K
olarak alinirsa
3 :%(aOT+a1M1 +a,M,+a,M,) 4.2.72)

yazilir. s ye gore son kez tiirev alinirsa

k' —ak, —a3k3*)T+(a0kl* +c'zl)M1 +(a0k2* +c'12)M2 +(a0k3* +c’z3)M3]

1 )
= ﬁ |:( ao — Cll
bulunur. Burada

*

. * %
b, =a,—ak, —ak, —ak,,
* .
b =ayk, +a,
* .
b, =ayk, +a,,

by =a,k; +a,

olarak tanimlanirsa & ifadesi
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b,T +b,M, +b,M, +bM,) 4.2.73)

<= [(
bi¢iminde hesaplanir. S$imdi kuaterniyonik M, M, M, — Smarandache egrisinin

Frenet elemanlarini 6 nin paralel transport elemanlari cinsinden hesaplayalim.

Bunun i¢in ilk 6nce (4.2.67) denkleminin kuaterniyonik normu hesaplanirsa

N(é ):T(k +hy, + k)
[N(cf)] :;(k vk k)

elde edilir. (4.2.67) ve (4.2.71) esitlikleri goz Oniine alinarak &(s) ile f(s)

(4.2.74)

vektorlerinin kuaterniyonik i¢ ¢arpimi alinirsa

. =k =) T+~ =K% kK|
h(g’(s),-f:(s))%h (k' k&), ( ) ( )

*

I #\2 * _ ok *\2
+(_k1 kz _(kz ) _kz k3 )M2+(_kl k3 _kz k3 _(k3 ) )M3

bulunur. {T , M, M,, M3} , ortonormal bir sistem olusturdugundan bu i¢ ¢arpim
. 2 1 * * * ;K ok ok
h(E(9),4(s)) =§(k1 k" k) (k)
= %(kl*lél* AR A AR N A A A N AN YN YN
4.2.75)

olarak elde edilir. Boylece NV, vektdr alaninin pay kismu, (4.2.67), (4.2.71), (4.2.74)

ve (4.2.75) denklemlerinin kullanilmasiyla

[N ()] E6)-n().E69)) &) = f(k ok k) ( k' ~k,'k, )Mz

seklinde bulunur. Son esitligi diizenlemek adina
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o=k +k +k) (—(kl* V -k Kk )

e, =(k +k +k) (—kl*kz* (k) - k;k;‘)
ve

e, = (k' +h +k) (—kl*k; (k) )
olarak tanimlanirsa

[N (&) ] €0)-h(E6E0) 0 = leM, +eM, +e) @276

yazilir. Burada (4.2.76) denkleminin kuaterniyonik normu alindiginda

N{[N ()] é0)-n(ée.E0)é0)| RS (4.2.77)

elde edilir. Boylece (4.2.76) ve (4.2.77) denklemleri (2.3.9) formiillerinde yerine

yazilirsa V,, vektor alan

_ oM, +c,M, +c,M,

e =
Jo'+e,t+¢)’

olarak bulunur. Simdi N, vektdr alanini hesaplayalim. (2.3.9) formiillerinden

N

(4.2.78)

T.(s)AN(s)A (S) i
N Tf(s)/\Nlé (s)/\é’(s))’

Ny (s)=n

oldugu biliniyor. (4.2.70), (4.2.72) ve (4.2.78) esitlikleri, N,. nin pay kisminda

yerine yazildiginda

T M, M

[
o8}

M
0

T:(S)Ang(S)Aéé'(S)=\/

3(012 +e,” + c32) 0 a ¢ ¢

olarak bulunur. Burada gerekli islemler yapilirsa
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[(cza3 —C3a2)M1 —(cla3 —c3a1)M2 +(cla2 —czal)M3]

T.(s)AN,, (s)ng (s)=
\/3 (clz +c,’ +c32)
bulunur. Kisalik i¢in
d = 643 —G4dy ,
\/3 (cl2 +e,” + 032)
d, - ca, —qa, ’
\/3 (012 + 022 + 032 )
d3 — a4, — 64
\/3(012 +e,’ +e) )
olarak alinirsa
T.(s) AN, () AE (s)=d. M, +d,M, +d,M, (4.2.79)

dir. (4.2.79) esitliginin kuaterniyonik normu alinirsa

N(T,(s)AN, (s)nE(5))=\d> +d,> +d (4.2.80)

bulunur. (4.2.79) ve (4.2.80) sonuglari, (2.3.9) formiillerinde yerine yazildiginda V,,

vektor alani

N, =n aM,+d,M,+dM, 4.2.81)

* Jd +d?+d?

olarak elde edilir.

Benzer gekilde N, vektor alammni bulmak igin (2.3.9) formiillerinde (4.2.70),

(4.2.78) ve (4.2.81) yerine yazilirsa

T M, M, M,
N n 0 d d, d

N :\/(d12+d22+d32)(cl2+022+c32) -0 0 0
0 ¢ ¢ ¢

—_

elde edilir. Burada gerekli diizenleme yapilirsa
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_ - [(dzc3 _d3cz)M1 _(dlc3 _d3cl)M2 +(dlcz _dzcl)MJ
\/(dlz +d,’ +d32)(012 +ec,’ +c32)

N,,

bulunur. Son esitlikte M,, M, ve M, un katsayilari sirasiyla ¢,e, ve e, olmak

lizere
N, =n(eM, +e,M, +e,M,) (4.2.82)
dir. Burada
_ dsc, —d,c;
el - 2 2 2 2 2 2 >
\/(dl +d,” +d, )(c1 +c,” +c )
_ dic; —dyc,
\/(d12 +d}+ df)(cf +e,” + cf) ,
e, = dy¢, —dc,

\/(cll2 +d,’ +d;} )(012 +e, +ey )
olarak tanimlanir.

Artik M., M,. ve M,, normal vektdr alanlarimi bulabiliriz. (2.3.15) formiillerinde

(4.2.78), (4.2.81) ve (4.2.82) esitlikleri yerine yazildiginda M,

(M, +c,M, + ;M)

Jee +e,’ +¢
+(cosy, sin @, sin g, +siny, cos g, )i (e M, +e,M, +e;M, )
(dM,+d,M,+d.M,)

Jdi+d}?+d;}

elde edilir. Gerekli diizenleme yapilirsa M, vektor alani

M, = (cosy/é cos ¢, —siny, sin &, sin¢§)

—cos b, sing.n



(cos W cos g, —siny, sin 6, sin g, )c1

[ 2 2 2

¢, +c,” +c¢

M - 1 2 3
1

c=

cos 6. sin ¢.nd,

+(cosy . sind, sing, +siny . cos g, )ne, —

(cos W Ccos g, —siny, sin 6, sin g, )02
2 2 2
\,Cl +(72 +C3

+(cosy, sin g, sin g, +siny . cos g, )ne, —

(cos W Ccosg. —siny, sin 6, sin g, )03
2 2 2
N e

+(cosy . sin 0, sin g, +siny . cos g, )ne, —

olarak ifade edilir.

Benzer sekilde M,. vektor alani

V' +d)’ +dy |

cos 6. sin ¢.nd,

Jdi+d}?+d;} |

cos 6. sin ¢,11d,

Nd' +d) +d |

—siny,. cosb.c siné.nd

M, = 3 =L +cosy, cosO.ne, + A
¢ \/ 2, 2 2 2 ¢ ¢ d2+d?+d>
¢, +¢ +¢, +a \d+d,” +d,

—siny . cosb.c sin@.nd
+ = j 2‘5 2 = +cosy, cosb.ne, + = 52 2 =
\/Co +¢ +c, +a Jd’+d,” +d,

—siny, cosb.c sinf.nd

+ = hE +cosy, cosO.ne; + S
\/coz tel+e’+¢ Jd’+d,} +d;}

olarak hesaplanir. Son olarak M, vektor alani ise

M,

147
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(cos Y. sing, +siny, sin 6. cos g, )c1

2 2 2 2
\/co +¢” +c,” +e

M, = M,
. . : cos 0. cos ¢,nd,
+(s1n W sing. —cosy, sin 0. cos ¢, )77e1 +
Jd’+d,}+d;}
(cos W sing, +siny, sin 6. cos ¢, )02
2 2 2 2
\/c +c¢ +¢, +c
+ 0 1 2 3 M2
] ) ) cos t9§ cos ¢§77d2
+(sm . sing, —cosy, sin 6, cos g, )77@2 +
Jdi+d}?+d;}
(cos W sing, +siny, sin 6, cos g, )03
2 2 2 2
\/c +¢ +c¢, +c
+ 0 1 2 3 M3
. . . cos 6. cosg.nd
5 '3
+(s1n W sing, —cosy, sin 6, cos ¢§)77e3 +
Jdi+d}?+d;}

bicimindedir. Simdi Frenet egriliklerini hesaplayalim. Bunun i¢in (4.2.74)

esitliklerinden
= 4 1 * * * 4
(N(¢)] = (k7 4k k) (4.2.83)

bagintis1 mevcuttur. (4.2.77) ve (4.2.83) denklemleri (2.3.10) formiillerinde yerine

yazilirsa x, egriligi

\/3(012+022+c32) 4.2.84)
(k) -

K

seklinde bulunur. Ayrica (4.2.74), (4.2.77) ve (4.2.80) bagmtilarn (2.3.10)

formiillerinde yerine yazilirsa

d’+d,;’ +d;

2

k.=3

: (k" +k +k) (4.2.85)

2 2
C T, t+e

olarak hesaplanir. Son olarak 3. Frenet egriligi (r—x). yi hesaplamak igin (2.3.10)

formiillerinde (4.2.73), (4.2.74), (4.2.80) ve (4.2.81) yerlerine yazilirsa
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aM,+d,M,+d,M,
7
Jdi+d}?+d;}

k' +k +k
«/d12+d22+d32(1 jg 3)

1
h ﬁ(boT +bM,+b,M,+bM,),

(F_K)g -

elde edilir {T , M, M,, M3} ortonormal bir sistem olusturdugundan

bd, +b,d, + b,
d’+d} +d; )(kl* +k,+ k3*)

(4.2.86)

(’”_K)g :77(

sonucuna ulagilir. $imdi k&, ,kzg* ve k, ; dogal egriliklerini hesaplayalim. Bunun

icin Frenet ¢atisina gore birinci egrilik olan (4.2.84) bagintis1 (2.3.17) esitliklerinde

yerine yazilirsa

. \/3(012 +c,’ +c32)

(cos W COS@, —siny, sin 6, sin ¢, ) ,

S (K kR
. \/3(012 +022 +c32)
e =—————————siny, cosdb.,
(k" +k, +k,)
3¢+, +¢;’
35* = \/(kf 1+k2*2+k3* ;4) (cos . sing, +siny, sin g, cos¢§)
(r—K)§

elde edilir. &, =— secildiginde (4.2.84), (4.2.85) ve (4.2.86) geregi

2 2
,/K§ +k§

o — _p b+ buds b (k' +h k) (2 47 +¢)?)
T AT T 3t o) (e d (K k)

esitligi mevcuttur. Ayrica (4.2.86) bagintisi (2.3.24) formiilinde yerine yazilirsa

(bd, +b,d, +b,d,) 2
2 2 0\, * R R 2_(95)

5 (ol1 +d,” +d, ) (kl +k, +k3)

f:

cos 195
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olarak hesaplanir. (2.3.25) esitliginde (4.2.85) ve (4.2.86) nin kullanilmasiyla 1//6'

ifadesi

2 2 2
v, =-3 —d +d, +d (k" +h" + )~ tan 6, (Bich +b,d; +b,d;) —(95’)
¢’ +e,’ +a ( )

’ dird?vd?) (K +k vk

bigiminde bulunur. Son olarak (2.3.18), (2.3.19), (4.2.85) ve (4.2.86) esitlikleri

geregi
S d’+d} +d;
kgz—y/§+t9§tanl//§tan¢9§=3 m(k k +k )
6. bd, +byd, + by,

(l”—’f)g: Cosyleg (d +d,’ +d, )(kl +k,’ +k3*)

bagintilar1 gegerlidir.

Tanim 4.2.11. 6 =5(s) birim hizli regiiler kuaterniyonik egri ve {T, M, M,, M3} ,
o egrisinin paralel transport ¢atist olsun. Kuaterniyonik 7M M, M, — Smarandache
egrileri

§=§(s§):%(T+M1+M2+M3) (4.2.87)

ile tanimlanir. Burada s, ile & egrisinin yay parametresi gdsterilmektedir.

Teorem 4.2.11. 6=0 (S) birim hizli regiiler kuaterniyonik egri ve
{T M, M, M,, kl*, kz*, k;} , O egrisinin paralel transport elemanlar1 olsun.
Ayrica 6 kuaterniyonik egrisinin kuaterniyonik TM, M, M, — Smarandache egrisi &

olmak tizere, & nin paralel transport catisi {T M., M,, M, } bu catiya gore

egrilikler k k2§ , k3; ve Frenet elemanlari {T Ny Ny, Ny, K.,k (I’—K‘)&}

ile gosterilsin. Bu durumda & kuaterniyonik 7M M ,M, — Smarandache egrisinin
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Frenet ve paralel transport elemanlari, o egrisinin paralel transport elemanlari

cinsinden yazilabilir.

Ispat: & kuaterniyonik TM,M,M, —Smarandache egrisinin & =0 (s) ye gore

Frenet ve paralel transport elemanlarini aragtiralim. (4.2.87) denkleminde s ye gore

tiirev alinir ve paralel transport formiilleri kullanilirsa

g:ﬁﬂ :1(kl*M1 kM, kM (K + k) +k3*)T)
ds. ds 2

; (4.2.88)

:%[—(kl* +k, +k3*)T+k1*M1 +k, ' M, +k3*M3]

yazilir. s, yay parametresi oldugundan

T. d—f = %[—(kl* ol k) T+ M+ kM + kM |

elde edilir. Son esitlikte her iki tarafa kuaterniyonik i¢ ¢arpim uygulanirsa

h[T & T ﬁj_h 1 —(k1*+k2*+k3*)]‘ 1 _(kl*+k2*+k3*)T
s ds 2|tk M+ ke, M+ kM | 2| kM kM + M

- \/(kl* )2 + (k; )2 + (k; )2 +Hhk kR kR
ds 2

bulunur. Boylece 7, teget vektor alan

—(kl* +k, +k3*)T +k'M, +k, M, +k M,

\/2((1(1* V() + () +h ke +k kS +k2*k;)

T. =

. (4.2.89)

olarak hesaplanir. (4.2.88) esitligi tekrar s ye gore diferensiyellenirse

& =%[—(k1 k) T+ kIO +k M+l M+ M, 4+ M, -+ M, +k3*M3]
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bulunur. Son esitlik, paralel transport formiilleri kullanilip diizenlenirse

(= () () = () e (= () =k k)

gz P £\ 2 P ok - P £\2 o
+(—kl k() —kk ks )M2+(—k1 K=k (k) + )M3

N | =

(4.2.90)

olarak elde edilir. (4.2.90) esitligi tekrar s ye gore diferensiyellenirse
R Y Y AV V2 AV S (A N (A IV A (A
vk (k) (k; )3 +k1* (k') +h (k) +(k)
T . A S U I U R VN Y A 0 N
ay =20k, =30,k 2k Tk (kY kT (k) k() —k kR
Sk ok Sk ok * ok $\2 , x *\2 , x x«\3 : :
a, =-2k'k; =2k, k) =30k () k= (k) k= () k- -

olmak {izere

E= %(aOT +aM, +a,M, +a,M,) (4.2.91)
seklindedir. (4.2.91) denklemini s ye gore son kez diferensiyellersek
g =%(dOT+aO (k' M, +k, M, +k M)+ aM, —a kT +a,M, —a,k, T+, M, —a3k3*T)

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapildiginda

1

*

3 _5[(5,0 —alk —ak, —ak )T +(ak’ +a ) M, +(ak, +a,) M, +(ak, +a,) M, |

bulunur. Ayrica

. * * *
by =a,—ak, —ak, —ak;,
* .
b =ak +a,,
* .
b, =a,k, +a,,

b, =ak, +a,
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olarak tanimlanirsa

g = %(bOTerlMl +b,M, +b;M,) (4.2.92)

sonucuna ulagilir. Simdi N, vektdr alanii hesaplayalim. Oncelikle (4.2.88)

denkleminin kuaterniyonik normu alinirsa

Mé)- \/ (k) +(k ) + (k) + k) kT +hk)
B 2

s (K (kY + (k) +kk +k kS + k) k

: _(k1)+(2) (3) 1 %2 173 2 A3
[N(é)] N 2

(4.2.93)

bulunur. (4.2.88) ve (4.2.90) denklemleri h(f,f) ifadesinde yerine yazilirsa,

{T , M, M,, M3} vektorlerinin ortonormal bir sistem olmas1 nedeniyle

h(&(s).&(s)) = %(Zkl*lél* R ke KR 2k el R R 2K K,
4.2.94)
olarak hesaplanir. N, vektor alaninin pay kismi olan

[N(é(s))]z g(s)—h(é(s),é(s))é(s), (4.2.88), (4.2.90), (4.2.93) ve (4.2.94) iin

kullanilmastyla
[N(&®)] &s)-h(£6).E))éGs) =é(c0T+c1M1 +e,M, +¢,M,) (4.2.95)
seklinde elde edilir. Burada ¢, ¢, ¢, ve c, katsayilar, sirastyla,
%\ 2 %\ 2 %\ 2 M *o ok o ok Cx o C ok ok %\ 2 %\ 2 %\ 2
c0=2((k1) ) K ) kS +kE K, )(—k1 =k () =(k) (k) )
(2 R+ b R+ 20 kT K e R 20 ) (KR k),
¢ = 2((/«1")2 () + (k) Rk R )(—(kl* V -k kK + lél*)

- (2k1*1é1* kR RS kR 2k e R K 2R )k
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c2=2((k1 V() + (k) KK+ + kK, )(—kl k(b ) —k'k, +k2)
(20K R R R 2k, R K 2k k'

) (( V() + ke +k kS kR ) (—kl*k; k- (k) + 1&;)

(2kk +kk +kk +kk +2kk +kk +kk +kk +2kk)k

bi¢imindedir. (4.2.95) in kuaterniyonik normu alinirsa

N(N(E0)) &)= h(E61.E0))é0) = o +eTveivel @296

bulunur. (4.2.95) ve (4.2.96) denklemleri (2.3.9) formiillerinde yerine yazildiginda

¢ +eM, +c,M, +c,M,

N

e = 4.2.97)

2 2 2 2
\/co +¢ +c, +a
elde edilir.

Simdi N,, yi hesaplayalim. (2.3.9) formiillerinden N,

T,(s)AN ( ) £ (s)
N( «;(S 5(5))

N =77

esitligi ile hesaplanir. (4.2.89), (4.2.91) ve (4.2.97) denklemlerinden

T M, M, M,
R A AN A A A

Co q G G

T.(s) AN, (s) A (s5)= & G4 % &

2\/2((1{)2 (k) (R ) T kS +k;k;)(c02 teirelvel)

elde edilir. Son esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa
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T[kl* (a,—ca)—k, (qa,—cia) +k (¢a,— e, )]

+M, [(kl* +hk,+ k;)(cz% —c3a2) +k)' (coa3 —c3a0) s (coa2 6,a, )]

+M, [(—kl* —k, —k;)(cla3 —c3a1) k' (coa3 c3a0)+k (coa1 qa 0)]
+M, [(kl* +k +k;)(cla2 —c,a)+k (ca, —c,a,)—k, (ca — i )]

T.(s) AN (s)7¢ (5)=

2 2((k1*)2+(k2*)2+(k3*)2+k1*k2*+k1*k3*+k2*k3*)(c0 vl re+)
bulunur. Kisalik i¢in

k1 (cza3 c3a2) kz*(cla3—c3al)+k3*(cla2—cza1)

2\/2((k1 V() + bk kR )(002 rel o’ +el)

J - (k +k, +k, ) 00, —ya, )+ k, (cpay —cya,) —ky (coa, —c,a,)
2\/2(( (k) Rk R )(002 vl et +e)

J. = ( —k" — k, ) aa,—cya)) =k (coay —cya,) + ks (cya, —ciay)
2\/2((k1 (k) kR +k2*k3*)(002 vl ol +el)

(k1*+k +k, ) cla2 czal)+k1*(coa2—czao)—kz*(coal—clao)
2\/2((k1 () k) + kS +k2*k3*)(c02 vl rel+e))

olmak iizere
T.(s) AN, (s)AE (s)=d,T+d M, +d,M, +d,M, (4.2.98)

seklindedir. (4.2.98) ifadesinin kuaterniyonik normu alindiginda

N(T.(s) AN, (s)AE(s))=d,} +d? +d,} +d;} (4.2.99)

bulunur. Son olarak (4.2.98) ve (4.2.99) esitlikleri (2.3.9) formiillerinde yerine
yazildiginda

dT+dM +d,M,+d,M,

N —
’ Jd) +d +d) +d;

:=

(4.2.100)
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sonucuna  ulasilir. N, yi  hesaplamak  i¢in (2.3.9) daki
Ny (5)=11N5 () AT (s) AN (5)

(4.2.100) denklemlerinden

formiiliinti kullanalim. (4.2.89), (4.2.97) ve

T M M, M,
dO d] dZ d3

Tk k' -k & Kk

Nzg _ &) q G G

\/(doz +d? +d)}? +ar;)2((k;‘)2 () (k) kK h kS +k;k;)(c02 reitelve?)

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

1] d,(k'e;~k'e,)~d, (k'e,~k;'c)+d, (k'e,~k,q) |
M, [~y (ke e )+ (k4 e~k )~ (4 k), kG ) |
§ M, dy (I'e,~ k) - (k ke ) (< )6 K e |
. +M3[—d0(kl ¢, —k, cl)—i-dl(—(kl &+, )c2—kz*co)—dz(—(kl*+k2*+k3*)cl—kl*co)}

; \/(doz +d? +d) +d32)2((kl*)2 (k) + () +h kR +k;k;)(c02 vl +e v

bulunur. N,, ifadesinde T, M,, M, ve M, baz vektorlerinin katsayilari, sirasiyla,

. [d,(k'e,~k'e,)=d ke, ~h ') +dy (K'e,~k,'c)) | |
\/(d2+d2+d2+d2) (6 +( +(k) b8 4k kK (6 40 e )
[ (ke =k e, ey (~( k' + )&=k )~y (—(K + K +K, e, kcﬂ

\@ e v+ 2K + ) () R Rk (o e )

) [ ke, —ka)—d,(~(k"+k +k ) e, ~kyc, ) vdy (- (k1*+k2*+k3*)c,—k,*c0)}

2:\/(7+d2+d +d)2 ((kl) (kY (k) +k1*k2*+kl*k3*+k2*k3*)(c02+c12+czz+c32)’

[ (ke —kq ) +d (~(k+k +h ), - kz*co)—dz(—(k,*+k2*+k3*)c,—kl*co)]

)

e =
3 \/(; +d’+d, +d, ) ((1 ( ) (3) +kl*k;+k1*k3*+k2*k3*)(c02+c12+022+c32)

e =

olmak tizere
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N,. =1n(e,T +eM, +e,M, +e,M,), n=4l1 (4.2.101)
seklinde elde edilir.

Simdi M., M,, ve M,, normal vektdr alanlarini hesaplayalim. Bunun i¢in (2.3.15)

denkleminden

M, =(cosy, cos g. —siny, sin6, sing. )N, . +(cosy, sin @, sing, +siny, cosg. )N, —cos 6. sing. v, ,

M, =—siny, cosO.N,, +cosy, cosO. N, +sinO.N,,,

M, =(cosy, sing, +siny, sin . cosg.) N, +(—cosy, sin 6, cosg. +siny, sing.) N, . +cos 6, cos g. N, .

yazilabilir. Burada (4.2.97), (4.2.100) ve (4.2.101) denklemleri g6z oniine alinirsa

M, vektor alani

ceI +eM,+c,M, +c,M
M];=(COSl//§COS¢§—Sinl/lgsinﬁfsjn(ég)(0 (M T CM, TG 3)

\/002 +ol+e’ +e
+(cosy, sin 6, sing, +siny, cos g, ) (e,T +eM, +e,M, +e,M,)
(d,T+d M, +d,M,+d,M,)

—cos 8. sing.n
T Jdirdrvd v d)]

seklinde bulunur. Burada gerekli diizenlemeler yapildiginda M,



(cos W Cos@, —siny, sin g, sin @, )co

2 2 2 2
\/c0 +¢+¢, +a

+(cosy/, sin 0, sin g, +siny, cos @, )ne, —

(cos W COS @, —siny, sin g, sin g, )c1

2 2 2 2
\/co +¢” +c,” +e

+(cosy/ . sin g, sin g, +siny, cos @, )ne, —

(cos Y. Cos@P, —siny, sin 0, sin g, )02

2 2 2 2
\/co +¢” +c, +e

+(cosy, sind; sin g, +siny, cos @, )ne, —

(cos W COSP, —siny, sin g, sin g, )03

2 2 2 2
\/co +¢” +c, +e

+(cosy, sin 0, sin g, +siny, cos g, )ne, —

olarak elde edilir.

Ayni sekilde M, vektor alani

M2

£ =

—siny, cosb.c,

cos 0. sing.nd,

Jdit +d} +d,} +d?

cos 6. sin ¢.nd,
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Jd2+d?+dy)} +d) |

cos 0. sing,nd,

Jdj2+d?+d,} +d)} |

cos 0, sing,nd,

Jd2+d} +d,?+d; |

sin6.nd,,

+cosy . cosb.ne, +

2 2 2 2
\/co +¢” +c," +e

—siny, cosb.c,

Jd2+d} +d}?+d}

sin 6,7d,

+cos
— W cosO.ne +
¢, +¢ +c, +a

—siny, cosb.c,

+cos
— w.cosb.ne, +
¢, +e¢ e +e

—siny, cosb.c,

+cosy, cosO.ne; +

2 2 2 2
\/CO +Ct+C TG

olarak elde edilir. Son olarak M, vektor alani ise

Jdji+d?+d}?+d/}

sin6.nd,

Jd? +d?+d} +d;}

sin 0.nd,

Jd2+d?+d)} +d]}

T

Ml
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(cosy/§ sin g, +siny, sin 6, cos ¢, )co
2 2 2 2
\/c +¢ +c, +c
M3§ — 0 1 2 3 T
. . , cos 6. cos g.nd,
+(sm W sing, —cosy, sind, cos g, )7760 +
Jd+d?+d)} +d]}
(cos Y. sing, +siny, sin . cos ¢, )c1
2 2 2 2
\/c +¢ +c, +c
+ 0 1 2 3 M1
) ) ] coS 495 cos (é,:na’1
+(sm W sing, —cosy, sin ), cos g, )7761 +
Jd2+d?+d)} +d)
(cos Y. sing, +siny, sin . cos ¢, )02
2 2 2 2
\/c +c¢ +c, +c
+ 0 1 2 3 M2
) ) ) cos 6. cosg.nd.
0 5 'l
+(siny, sing, —cosy, sin 6, cos @, |ne, + — = =
Jd2+d? +dy) +d,
(cos Y. sing, +siny, sin . cos g, )c3
2 2 2 2
\/c +c¢ +c¢, +c
+ 0 1 2 3 M3
) ) ) cosé. cosg.nd
0 5 £l
+(siny, sing, —cosy, sin 6. cos @, |ne; + — = =
Jd} +d} +d)}? +d,

dir. Simdi Frenet egriliklerini hesaplayalim. (4.2.93) esitliginden

e LT ek ]

bagintis1 mevcuttur. (4.2.96) ve (4.2.102) denklemleri, (2.3.10) formiillerinde yerine

yazilirsa

o \/(c02+c12+022+032) : (4.2.103)

5 2[(/(1*)2 (Y + () 0k +kk +k2*k3*}

bulunur. (4.2.93), (4.2.96) ve (4.2.99) bagintilar1 (2.3.10) formiillerinde yerine
yazildiginda ikinci egrilik
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(d? +d? +d) +d})2 [(kl* V() + (k) +h k) kT + k;k;}

2 2 2 2
¢ +Cl +02 +C3

(4.2.104)

bigiminde bulunur. Ayrica 3. egrilik (r—x) . yi hesaplamak icin (4.2.92), (4.2.93),

(4.2.99) ve (4.2.100) esitlikleri (2.3.10) formiillerinde yerine yazilirsa
h(b,T +bM,+b,M, +b;M,,d,T +d M, +d,M, +dM,)

(d) +d +d)? +d32)\/

(’”_K);:g R 2 2 e e e e e s
() +(k") + (k') +k'k + k& + k'K,
2

bulunur. {T , M, M,, M3} , ortonormal bir sistem belirttiginden

. 7 (bydy + b, + byd,y + bydl,)
(dy? +d? +d;? +d32)\/2[(k1*)2 () + () + k) + kK +k2*k3*}

(4.2.105)

elde edilir. Dogal egrilikler, (4.2.103) bagmtisinin (2.3.17) formiillerinde

kullanilmastyla
2 2 2 2
kg* = \/(CO TaTe e ) > (cos:,//g cos @, —siny, sin 6, sin¢§),
2 [(kl* V() + (k) kR + k;k;]
2 2 2 2
kzé*z— \/(CO Th e e ) > siny, cosd,,
2[(/{1" V() (k) + Tk + k) + kz*k;}
2 2 2 2
k3; = \/(CO ThTe T4 ) > (COSl//g sing, +siny, sin 6, cos¢§)

2[(/{ V() (k) + e+ K+ kz*k;}

olarak hesaplanir. Ayrica Frenet egrilikleri ile agilar arasindaki iligki

(V_K)Sg g g g e g
0. = ———==secildiginde (2.3.24) ve (2.3.25) deki gibidir. Boylece (4.2.103),
L [ +k.?

(4.2.104) ve (4.2.105) denklemleri yukaridaki se¢cimde yerine yazildiginda
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3
__hﬂﬁh¢+@%+@él2«HY+@ﬁ3qgf+Hg+H@4@kj(g+4+gﬁqﬂ

s = (d02 +d}+d,} +d;}

) u@#+W+#+@[%f+@ﬁ+@f+ﬁg+ﬁg+ggf

2
2 2 2 2
+(c0 +ol+¢,’ +e )

bulunur. (4.2.105) denklemi (2.3.24) deki esitlikte kullanilirsa

(bydy +bd, +b,d, +bd,)’ ~ ( ) ,)2
(dy +d?+d +d?) 2[(1«;‘ V() (k) +kk +h ke + kz*k;}

¢§ =

cos 6?5

yazilir. Buna ek olarak (2.3.25) iliskisinde (4.2.104) ve (4.2.105) kullanildiginda

Ve =4

, \/(doz +d +d) +d32)2[(k;‘)2 (k) (k) Rk +kz*k5*}

2 2 2 2
¢ ¢ +¢ +g

(hydy +bd; +bd, +hd,)’
\/(0102 vd? vdl v d?) 2[(1{)2 () (k) ke +kz*k;}

—tan 495

_ 95)2

elde edilir. Son olarak (2.3.18), (2.3.19), (4.2.104) ve (4.2.105) geregi

ke = —l//é’ + 495' tany, tan 6,

\/(doz rd?d) +d32)2[(k1*)2 () () +hk + +k2*k3*}
_4

2 2 2 2
¢, te¢ +e, +g

Ve

cosy/,
7(byd, +byd, +b,d, + byd,)

(dy +d? +d, +d.?) \/2[(kl* V() () ke ko +k2*k3*}

esitlikleri mevcuttur.
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Ornek 4.2.1. Birim hizh  &(s)=2cos a

S
—e +——e
\/gl \/E 2

alalim. (2.3.9) formiilleri geregince Frenet vektorleri

+2sin—

e e, egrisini
NI

T(s):—isini L +icosie3— 1

NN N TN RN TR T

N, (s) = —cos——

\/gel—sin%Q

N ( ) sin—= e1+ie2—Lcosie3—ie4
f VAT RN CRVE RN

N3(s)=$e2+$e4

seklindedir. Ayrica (2.3.10) formiillerinden Frenet egrilikleri

(r—x)
K+

(2.3.25) deki bagintilar s6z konusudur. Boylece € =c, secildiginde ¢=c, ve

bulunur. ¢, 6, v Euler agilar1 olmak iizere ' =— secildiginde (2.3.24) ve

s .
W =——+c, bagmtilart mevcuttur. Burada c¢,c,,c;eR dir. Ozel olarak
5

RY/4

¢ = BE C,=c :% olarak alindiginda, (2.3.15) formiillerinden paralel transport

catisina gore normal vektor alanlari

s .S
M, = ( cos COS—= sin—e,

1
NG

s
sin—sin—
5

+( COS sin— Sll’l COS

5 ! SjeJrisinﬁe
NN J5)7 o s
M2:—1 1

—=e,——=e
V27 2

s s
M, = ( sin—cos—=
5

NN

N
+ Sll’l sin—

NN

s s
cos—sin
5

ﬁ%f%

s
cos—e,
5

s
cos oS cos—e,
5

ﬁ%i%
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seklindedir.

Boylece kuaterniyonik T7M | — Smarandache egrisi, (4.2.1) esitliginden

O rsm o Je o pong oo

(f““ s+ rs“‘ cos r""sfj (} Eﬁj

ile verilir. (4.2.22) bagintisindan kuaterniyonik M, M, — Smarandache egrisi ise
& (s)—( ! cosscos sism > ]e +£—Lsin£—l]e
A R R - r ) TS )

1 S 1 . s 1
+ cos sin— sm COS— |e, +| ——=sin——— |e
E T ] (ﬁ 5 2]“

seklindedir. Kuaterniyonik TM, M, — Smarandache egrisi (4.2.43) formiiliinden

i
2

NG fsm I] [f N ﬁj

5”(( ff

COS sin—

bi¢imindedir. (4.2.66) esitliginden kuaterniyonik M, M, M, — Smarandache egrisi

S 1 s .
sin—sin— +——cos—sin

NERNE

O i e o )

2

e SIJ_COS]

1 S
+ cos sin—

NG

+ sin

S
s1n sin—

1 s
NN TR RN T

s s
COS—COS—=
5

NG I ﬁje3

2 .
+TSISIJ_ j

olarak hesaplanir. Son olarak kuaterniyonik (4.2.87) denkleminden TM M, M, —

Smarandache egrisi ise



S

&(s)= L inS L oosS cosS -
5 V55 25 s

—sin—

s LS
55 25 5

S

sfe
5 2

S
sm sin—

\fzf

1 I . s 1 1
+ 710 \/Esmg 5 \/§+ \/F)CO
+ icosi— 52 si
GO 2s
+ ! + ! sinE
210 V1005
bulunur.

(
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f 2( s Smxsfje‘

f 2(008 COS}]3

Bu egrilerin bazi izdiistimlerinin grafikleri asagidaki gibidir:

0.5

Sekil 4.2.2. £ ( S) kuaterniyonik ™, - Smarandache
egrisi

Sekil 4.2.3. &, (is) Kuaterniyonik M, M, —

Smarandache egrisi

Sekil 4.2.4. & (is) Kuaterniyonik 7M,M, —

Smarandache egrisi
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Sekil 4.2.5. &, (is) Kuaterniyonik M, M, M, — Sekil 4.2.6. £ (s) Kuaterniyonik 7M,M,M, -

Smarandache egrisi Smarandache egrisi

Ornek 4.2.2. Omek 4.2.1. de verilen 5=6 (s) egrisi ile birlesen uzaysal
kuaterniyonik egri ( ¢ (s) =N, (s) xT (s) bagintisi yardimiyla)

7(s):(icosi+isinije —ﬁe +(—Lcosi+isinije
V25 N2 s s U s s

dir. ¥ birim hizli egrisinin Frenet vektorleri, (2.3.4) denklemlerinden,

COS

()= (r“} ffj }(r ] ¢
1

2
seklindedir. (2.3.7) formiillerinden y egrisinin burulmasi » = 3 bulunur.

Teorem 2.3.7 geregince m, ile n, arasindaki ag1 ¥ olmak lizere W:jr(s)ds

bagintis1 mevcuttur. Boylece

l//(S)I%-FC, ceR



elde edilir. ¢ =0 alinirsa

formiillerinden

ml(s)z(—%coszsscos - \/%cos sin— f Jein e [ 2 o8 jel

+——-sin

—8e

505
+ LCOSECOSL— 1 \/78111—COS—+\/§SIHZ—SIH e
N R RN R f N

corl oo ot fong i
_%m§%

+uw%wmm[(cw( m}

bulunur. Bunlardan yararlanarak kuaterniyonik #m, —Smarandache egrisi, (4.1.1)
esitligi geregi

gﬁ(s)z[_LsmiJeri_l oS 1 B S
25 5 25 U5 2 5% 20

.2s. s 1 . 2 N
5 \6 Ssmﬁ+ﬁsm?cosﬁje,
+(—\P+Lsin§J
V10
+[Lsini+icosi+1 2S s | 2Ssini+isinﬁcosi+isin§sinije3
P R N e e R e N N N RS

olarak hesaplanir. Kuaterniyonik #m, —Smarandache egrisi ise (4.1.22) esitliginden

&(s)= ( — Loin —cosi—lsinésini+icos§sini—icos§cosi]e]
2([2[[2 Vs 205 55 s s s s s
5 Ji0 5)°

2s s 1 2

s 1 2s K 1 25 . S8
sin— + sm CcoS— sm CcoS— cos cos— sm e
[Ifzf A 525 5 fj3

166
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bi¢iminde bulunur. (4.1.39) esitliginden kuaterniyonik m,m, — Smarandache egrisi

——COS é COS i 1 2 Sll’l Sll’l sm Sll’l COS i
_ 55 2 f f f f N
&(s)= 2 2s 2 é
——Sll’l—s COSi s1n—s1n sin— ——COS COS——=
SN BT 5
+ Lsiné—Lcosﬁje
Jo 5 Jio 5)°
—COS é COS—— a 1 2 sm Sll’l COS Sll’l sm a
) 5 2 f f f f 5|
—f—l Sil’l£ COS i — 1 2 sm COS— 2 COS—— COS— 2S Sll’l il ’
25 FE FE N5

bi¢iminde bulunur. Son olarak kuaterniyonik #m m, — Smarandache egrisi, (4.1.54)

formiiliinden

Les 15 12 i—izgs\/:séi
é(s):fﬁ@ 5 V6 5 N5 Y65 ERN
+\F2SLL§ s 1~Qsini+\/: _~1\F§i
N N RN N NG 5 N1 5 %
2 1.2 1 2
BB s B j
Les Loos 1 2 s 1 Sms+\F L2 s
V305 430 B R N N Nl TR R - .
+, —sinésini+—sin£cosi— ! smzs 2 coszscos 2 cos
15 5 J5 46 5 5 J6 5 5155 NS N

olarak hesaplanir.

Bu egrilerin grafikleri asagidaki gibidir:



168

~08-06 -04

Sekil 4.2.7. Birim hizl1 uzaysal kuaterniyonik ) Sckil 42.8. &£ ( s) uzaysal kuaterniyonik gy, —
egrisi

Smarandache egrisi

-08
09 _ig

-05

Sekil 4.2.9 §7 (s) uzaysal kuaterniyonik g, — Sekil 4.2.10. ‘fs (s) uzaysal kuaterniyonik s m, —
Smarandache egrisi Smarandache egrisi

-02 ~04 -06 ~08

Sekil 4.2.11. & (is) uzaysal kuaterniyonik sm,m, —

Smarandache egrisi



BOLUM 5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, 3-boyutlu Oklid uzayinda uzaysal kuaterniyonik egrilerin Smarandache egrileri
Bishop catisina gore tanimlanip, bu egrilerin Bishop ve Frenet elemanlar1 esas egrinin Bishop
elemanlari cinsinden hesaplanmustir. Ayrica 4-boyutlu Oklid uzayinda kuaterniyonik egrilerin
Smarandache egrisi paralel transport ¢atisina gore tanitilmis ve yine bu egrilerin paralel
transport ve Frenet elemanlar1 esas egrinin paralel transport elemanlar1 cinsinden
hesaplanmistir. Ayrica bir Ornek yardimiyla kuaterniyonik ve wuzaysal kuaterniyonik

Smarandache egrileri gorsellestirilmistir.

Bu ¢alismada yapilan ve yukarida bahsedilen hesaplamalar, yine Bishop (paralel transport)
catisina gore Lorentz uzaymmda Smarandache egrileri tanimlanip bu uzayda karsiliklart

hesaplanabilir.
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