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SİMGELER VE KISALTMALAR LİSTESİ 

                                                    

F  : Genel bir cisim 

33
 : 3 boyutlu reel vektör uzayı 

3E  : 3 boyutlu Öklid uzayı 

V  : Vektör uzayı 

S  : Yüzey 

I : Aralık 

 : Diffeomorfizm   

,,  : Spinorlar 

 
:  spinorunun eşleniği 

tt  :  spinorunun transpozu   

 :  spinorunun eşi 

,  : İç çarpım 

.  
: Norm 

 : Vektörel çarpım 

 : Eğri 

, ,t n bt n b  
: Frenet çatısı 

, ,t B Nt B N  : Darboux çatısı 

 : Eğrilik 

 : Torsiyon 

gg  : Jeodezik eğrilik 

nn  
: Normal eğrilik 

gg  : Jeodezik burulma 

3O  : Ortogonal grup 

3SO  
: Pozitif ortogonal grup 
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: Özel üniter grup 
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ÖZET 

Anahtar Kelimeler: Öklid uzayı, eğri, Frenet çatısı, yüzey, Darboux çatısı, spinor. 

Bu tez 5 bölümden oluşmaktadır. 

 

İlk bölümde spinorlar ve uygulama alanları ile ilgili kısa bir literatür bilgisi 
verilmektedir. İkinci bölümde bazı temel kavram ve özellikler verilmektedir. Üçüncü 
bölümde spinorlar ortonormal taban yardımıyla tanıtılmıştır. 4. bölümde ise 3E  

Öklid uzayında eğriler hakkında bilgi verilmiş ve Frenet türev denklemlerinin 
spinorlar cinsinden ifadesi verilmiştir. 
 

Son bölümde ise yüzey üzerindeki eğrilerin spinor gösterimi Darboux türev 
denklemleri cinsinden verilmekte ve Frenet çatısının spinor gösterimi ile Darboux 
çatısının spinor gösterimi karşılaştırılmaktadır. 
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SPİNOR REPRESENTATİON OF CURVES ON SURFACE 

SUMMARY 

Key Words: Euclid space, curve, Frenet frame, surface, Darboux frame, spinor. 

This thesis consists of five chapters. 

In the first chapter, a short literature information about spinors and their areas of 

application have been given. In the second chapter some fundamental concepts and 

properties have been given. In the third chapter spinors have been introduced with 

the help of the orthonormal basis. In the fourth chapter an information about curve 

theory and spinor represetation of Frenet frame in three dimensional Euclidean space 

have been given. 

In the last chapter spinor represetation of curves on surface has been given with the 

help of the Darboux equations and spinor representations of Frenet frame and 

Darboux Frame have been compared. 



 

 

BÖLÜM 1. GİRİŞ 

 

Spinorlar, matematik ve fizikte, özellikle dönme veya Lorentz grupları gibi ortogonal 

grup teorisinde uzay vektörü kavramını genişletmek için kullanılan kompleks vektör 

uzayı elemanlarıdır.  

 

Spinorlar Elie Cartan tarafından 1913 yılında keşfedilmiştir [4]. Daha sonra quantum 

mekaniğinde elektronun açısal hızının çalışılmasında kullanılmıştır. Spinor teorisi en 

çok 1929 da B.L. Van der Waerden tarafından geliştirilen izafiyet quantum mekaniği 

ve onun elektron spinine uygulanması olarak bilinir [15]. Spinor teorisinin temel 

prensipleri uzun yıllardır bilinse de, gerçekte bazı formülleri (Euler’in rotasyonel 

parametreleri [18]) 1776 yılına dayanır. Spinor teorisinin günümüzdeki hali 

Hamilton’ un kuaterniyon teorisidir. 

 

Spinorların bahsedilenlerin haricinde başka uygulamaları da vardır. Birim spinorun 

bileşenleri katı cisimlerin mekaniğinde “ Cayley-Klein parametreleri” adı altında 50 

yılı aşkın süredir kullanılmaktadır. Spinorlar sadece spinor esaslarına dayanan 

eksiksiz bir elektromanyetik alandaki teori ile yakından ilişkili olarak görülür [6]. 

Ayrıca spinor teorisi elektrik iletim hattı ile de ilişkilidir [3]. 

 

Özel üniter grup olan 2SU  nin bir parçasını teşkil eden Pauli matrisleri ve iki 

bileşenli spinorlar cebiri 3 boyutlu reel uzayda dönme hareketlerinin klasik 

tanımından ziyade daha derli toplu ve hoş bir tanımının verilmesini sağlar. Her ne 

kadar spinorlar ilk bakışta soyut kavramlar gibi görünse de, onlar elektrik 

mühendisliğinde kullanılan kompleks sayılardan fazlası değillerdir. Bunun ötesinde 

spinor dönüşümleri, kuantum mekaniği operatörlerinin klasik mekaniğin dinamik 

değişkenleri ile benzer olduğu aynı yolla, fiziksel görüntüyü muhafaza ederler [13].  
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Malesef, spinorla ilgili mevcut literatürün anlaşılması bir hayli güçtür. Çoğu, modern 

cebir bilgisi olarak varsayılır. Özellikle gruplar teorisi ve tümü de konuyu okuyucuya 

soyut ve dolaylı bir yolla sunduğundan; okuyucu akıl yürütmeyi başarsa da olan 

biteni net olarak anlamakta zorlanır. 3 boyutlu Öklid uzayında spinorlar teorisini 

açıklayabilmenin dört farklı yolu vardır. Bunlar Cartan’ın izotropik vektörleri, 

Clifford cebiri, spinorlar halkası cebiri, stereografik izdüşümdür [16].  

 

Bu tez çalışmasında Cartan’ın izotropik vektörleri yardımıyla, ikişer ikişer ortogonal 

olan birim vektör sıralı üçlüsü verildiğinde bu üçlünün iki kompleks bileşenden 

ibaret olan ve spinor olarak adlandırılan tek bir vektör tarafından ifade edilebileceği 

ve Darboux türev denklemlerinin tek bir spinor denklemine denk olduğu 

gösterilmiştir [14]. 

 

 



 

 

 

 

BÖLÜM 2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

 

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan kavramlar verilmiştir. 

 

Tanım 2.1. G  boş olmayan bir cümle olmak üzere  

 

:

     ,

G G G

a b a b

: G G G

a b
 

 

dönüşümü, 

 

i)  işlemi kapalıdır. Yani ,a b G,a b G,  için a b Gb G   

ii)  işlemi iyi tanımlıdır. Yani ,a b G G,a b G G,  için a b Gb G  bir tektir.  

 

şartlarını sağlıyorsa G  de bir ikili işlem adını alır. Üzerinde ikili işlem tanımlanan bu 

G  cümlesine ise cebirsel yapı adı verilir ve genellikle ,G  ile gösterilir [2]. 

 

Tanım 2.2. G  boş olmayan bir cümle ve , G  de bir ikili işlem olsun. ,G  

cebirsel yapısı aşağıdaki aksiyomları sağlıyorsa ,G  sistemine bir grup denir. 

 

i)  işleminin G  de birleşme özelliği vardır. Yani , ,a b c G, ,a b c G, ,, ,  için 

a b c a b cb c a b c  dir.  

ii)  işleminin G  de etkisiz elemanı vardır. Yani a Ga G  için a e a e ae a e a  olacak 

şekilde e Ge G  vardır. 

iii)  işlemine göre G  deki her elemanın tersi vardır. Yani a Ga G  için 

1 1a a e a aa a e a a1 1a a e a a  olacak şekilde 1a Ga G1a G1  vardır. 

İlave olarak; 



4 

 

iv)  işleminin G  de değişme özelliği vardır. Yani ,a b G,a b G,  için a b b ab b a   

 

aksiyomu da sağlanıyorsa ,G  cebirsel yapısına değişmeli grup denir [5]. 

 

Tanım 2.3. ,G  ve ,H  iki grup olmak üzere :f G HH  fonksiyonu verilsin. 

Eğer f  işlem koruyorsa yani 
1 2,g g G1 2g g G1 21 21 21 2

 için 

 

1 2 1 2f g g f g f g2f g221 2 1g f g1 2 11 2 1 f
 

 

ise f  ye bir grup homomorfizmi denir [10]. 

 

Tanım 2.4. H  boş olmayan bir cümle olmak üzere ve  ve  H  üzerinde ikili 

işlemler olsunlar. Aşağıdaki aksiyomları sağlayan , ,H ,  cebirsel yapısına bir 

halka denir. 

 

i) ,H  bir değişmeli gruptur. 

ii)  işleminin H  de birleşme özelliği vardır. Yani   , ,a b c H , ,a b c H, ,  için 

a b c a b ca b c a ca b c  dir. 

iii)  işleminin  işlemi üzerine sağdan ve soldan dağılma özelliği vardır. Yani 

, ,a b c H, ,a b c H, ,, ,  için a b c a b a ca b c a b a c  ve a b c a c b cb c a c b c   

 

ilave olarak; 

 

iv)  işleminin H  de birim elemanı vardır. Yani   a Ha H  için a a aa aa a a  

olacak şekilde HH  vardır. 

 

v)  işleminin H  de değişme özelliği vardır. Yani ,a b H,a b H,  için a b b aa b b a  dır. 

 

aksiyomları da sağlanıyorsa , ,H , cebirsel yapısına birimli ve değişmeli bir halka 

denir [10]. 
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Tanım 2.5. F  boş olmayan bir cümle ve  ve  F  üzerinde ikili işlemler olsunlar. 

Aşağıdaki aksiyomları sağlayan , ,F ,  cebirsel yapısına bir cisim denir. 

 

i) , ,F ,  birimli ve değişmeli bir halkadır. 

ii) e ,  işleminin etkisiz elemanı olmak üzere ,F e ,e  değişmeli gruptur.[10]. 

 

Tanım 2.6. V  boş olmayan bir cümle ve , ,F ,  bir cisim olsun. V  üzerinde  ve 

 sembolleriyle gösterilen iç ve dış işlemler sırasıyla aşağıdaki gibi verilsin. 

 

:

     ,

V V V

u v u v

:V V V

u v
  , 

:

     ,

F V V

a u a u

V

a

: F V

u
 

 

Bu işlemlere göre aşağıdaki aksiyomlar sağlanıyorsa V  ye F  cismi üzerinde bir 

vektör uzayı denir. 

 

i)  , ,u v w V , ,u v w V , ,  için u v w u v wv w u v w  dir. 

ii)  u Vu V  için u e u e ue u e u  olacak şekilde e Ve V  vardır. 

iii)  u Vu V  için 1 1u u e u uu u e u u1 1e u u  olacak şekilde 1u Vu V1u V1  vardır. 

iv) ,u v V,u v V,  için u v v uv v u  dur. 

v) a Fa F  ve ,u v V,u v V,  için a u v a u a vu v a u a v  dir. 

vi)  ,a b F ,a b F ,  ve u Vu V  için a b u a u b ub u a u b u  dur. 

vii)  ,a b F ,a b F , ,  ve  u Vu V  için .a b u a b uu a b ua b  dur. 

viii)  1 FF  ve u Vu V  için 1 =u u=u u==  dir .  

 

V vektör uzayının elemanları ile F  cisminin elemanlarını birbirinden ayırt etmek 

için bundan sonra u Vu V  elemanını uu  ile göstereceğiz [1]. 

 

Tanım 2.7. V , F  cismi üzerinde bir vektör uzayı ve 1 2, ,..., nS v v v1 2 ,...1 21 2v v1 21 2 ,...1 21 21 2 vv v , V  nin sonlu 

bir alt cümlesi olsun. V  nin bir vv  vektörü için 1 2, ,..., n1 2 ,...,1 21 2 n  ler F  cisminden alınan 
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herhangi skalerler olmak üzere  
1 1 2 2 ... n nv v v v1 1 2 2 ... n nv v v1 1 2 21 1 2 2 ... n nn nv v v v  ise vv  ye S  deki 

vektörlerin bir lineer bileşimi ( kombinasyonu veya terkibi ) denir [10]. 

 

Tanım 2.8. 
1 2, ,..., nS v v v1 2 ,...1 21 2v v1 21 2 ,...1 21 21 2 vv v , bir V  vektör uzayının vektörlerinin kümesi olsun. 

Eğer V  nin her bir elemanı, S  nin elemanlarının bir lineer bileşimi olarak 

yazılabiliyorsa S  ye V  yi geriyor denir ve pV S SpS Sp  ile gösterilir [10]. 

 

Tanım 2.9. V , F  cismi üzerinde bir vektör uzayı ve 1 2, ,..., nS v v v1 2 ,...1 21 2v v1 21 2 ,...1 21 21 2 vv v , V  nin bir alt 

kümesi olsun. Eğer 

 

1 1 2 2 ... 0n nv v v1 1 2v1 1 21 1 21 1 2 2 ... 0n nv1 1 2 21 1 2 2 ...v 0v  

 

olacak şekilde hepsi birden sıfır olmayan 1 2, ,..., n1 2 ,...,1 21 2 n  skalerleri mevcut ise S  ye 

lineer bağımlıdır denir. Eğer 

 

1 1 2 2 ... 0n nv v v1 1 2v1 1 21 1 21 1 2 2 ... 0n nv1 1 2 21 1 2 2 ...v 0v  

 

olduğunda 0i 0i , 1 i ni n  oluyorsa S  ye lineer bağımsızdır denir [10]. 

 

Tanım 2.10. V  bir vektör uzayı ve sonlu bir alt kümesi de 1 2, ,..., nS v v v1 2 ,...1 21 2v v1 21 2 ,...1 21 21 2 vv v  olsun. 

Eğer  

  

i) S  lineer bağımsız 

ii) S , V  vektör uzayını geriyor  

 

ise S  ye V  nin bir tabanı (bazı) denir [10]. 

 

Tanım 2.11. V  bir reel vektör uzayı olsun. Eğer  
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, :V VV  

 

fonksiyonu aşağıdaki aksiyomları sağlıyorsa, ,  fonksiyonuna V  de bir iç çarpım, V 

vektör uzayına da ,  iç çarpımı ile birlikte bir reel iç çarpım uzayı denir. 

 

i) ,u v VVu v V  için , ,u v v u,v u,,u v v u  (Simetri) 

ii) , ,u v w VVu v w V  ve ,a b,a b,  için , , ,av bu w a v w b u w, , ,bu w a v w b u w, , ,, , ,v bu w a v w b u w   ve  

           , , ,u av bw a u v b u w, ,bw a u v b u w, ,,u av bw a u v b u w
 
(Bilineerlik)  

iii) u Vu Vu V  için , 0u u 0u 0  ve , 0 0u u u0 00u 0 000  (Pozitif tanımlılık) [10]. 

 

Tanım 2.12. V  bir kompleks vektör uzayı olsun. Eğer 

 

, V VV  

 

fonksiyonu aşağıdaki aksiyomları sağlıyorsa, ,  fonksiyonuna V  de bir iç çarpım 

denir. 

 

i) ,u v VVu v V  için , ,u v v u, ,, ,v u, ,, ,, ,u v v u  (Hermit) 

ii) , ,u v w V, ,u v w V, ,, ,u v w V  ve cc  için 
 

, ,cu v c u v,c u v,,u v c u v , , ,u cv c u v,c u v,u cv c u v , 

               , , ,u v w u w v w, , ,v w u w v w, , ,, ,u v w u w v w  ve , , ,u v w u v u w, ,w u v u w, ,, ,u v w u v u w  (Bilineerlik)  

iii) u Vu Vu V  için , 0u u 0u 0  ve reeldir. , 0 0u u u0 00u 0 000  dır. (Pozitif tanımlılık) 

 

Burada “ ” eşlenik anlamındadır [10]. 

 

Tanım 2.13. Bir : n nf n nn n  fonksiyonu , nx yx y,x y n  için 
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1

,
n

i i

i

f x y x y
1

i i

1

i ix yi ii ix y
n

x  

 

şeklinde tanımlanıyorsa f  fonksiyonu nn  de bir iç çarpımdır. Bu iç çarpıma Öklid 

anlamındaki iç çarpım veya nn  de ki standard iç çarpım adı verilir. Burada 

1,..., nx x x1,..., nx x1,...,x x , 1,..., ny y y1 ny y1,...,y y nn  dir [10]. 

 

Tanım 2.14. Bir : n ng n nn n  fonksiyonu , nx yx y,x y n  için  

 

1

,
n

i i

i

g x y x y
1

i i

1

i ix yi ii ix y
n

x

 

 

şeklinde tanımlanıyorsa g  fonksiyonu nn  de bir iç çarpımdır. Bu iç çarpıma Hermit 

anlamındaki iç çarpım veya nn  de ki standard iç çarpım denir. Burada “ ” eşlenik 

anlamındadır ve 1,..., nx x x1,..., nx x x1,...,x xx x x  , 1,..., ny y y1 ny y1,...,y y  , ,i ix y  dir [10]. 

 

Tanım 2.15. Bir V  iç çarpım uzayında bir uu  vektörünün normu veya uzunluğu diye

,u uu u  reel sayısına denir ve normu 1 olan vektör de birim vektör olarak    

adlandırılır [10]. 

 

Tanım 2.16. Bir V  iç çarpım uzayında , 0u v 0u 0  ise uu  vektörü vv  vektörüne diktir 

(ortogonaldir) denir [10]. 

 

Tanım 2.17. Her vektörü sıfırdan farklı olan bir S  kümesinin vektörleri ikişer ikişer 

birbirine dik ise bu S  kümesine ortogonal küme denir [10]. 

 

Tanım 2.18. V  bir iç çarpım uzayı ve S  kümesi V  nin bir bazı olsun. S  kümesi 

ortogonal bir küme ise S ye V nin bir ortogonal bazı, S nin her vektörü aynı zamanda 

birim vektör ise S ye V nin bir ortonormal bazı denir. [10]. 
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Tanım 2.19. ,m n  ve 1 ,1i m j n1 ,1i m j n1 ,11 ,1  olmak üzere bütün ,i j  çiftlerinin 

cümlesi A  olsun. Bir F  cisminde değerler alan A  da bir  

 

:f A FF  

                   , , iji j f i j aijf i j a, ij  

 

fonksiyonu tanımlayalım ve ija FF  değerlerini 

 

11 1

1

n

m mn

a a

A

a a

a11 111 1a11 1

m mn1a 1m mn1a

11 1a11 111 111 1n11 111 1

m mnam mnm mna

 veya 
ijA aijijija

 

 

biçiminde düzenleyelim. F  den seçilen bu cins mn  tane elemanın A  tablosuna, F  

üzerinde m nn  tipinde matris denir. 
ijA aaijijija , 1 ,1i m j n1 ,1i m j n1 ,11 ,1  matrisi kısaca 

ij m n
A aA aA aij m nm nijijA a  biçiminde gösterilir ve A  matrisine mertebesi m nn  olan bir matris 

denir. Mertebesi m nn  olan ve bileşenleri bir F  cisminden seçilen bütün matrislerin 

cümlesi m

nF  ile gösterilir [10]. 

 

Tanım 2.20. Bir m

nA F m

nF  matrisinin transpozu tA  ile gösterilir ve ,j i  bileşeni A  

nın ,i j  bileşeni olan bir n mm  matristir. Diğer bir ifadeyle tA  matrisi A  

matrisinden satır ve kolonlar kendi aralarında yer değiştirilerek elde edilen     

matristir [10]. 

 

Tanım 2.21. Bir 
ijA aaijijija  matrisinde tA AtA  ise, yani ij jia aij jia aij jij j  ise A  matrisine 

simetrik matris, tA AtA  ise yani ij jia aij jia aij jij j  ise A  matrisine ters simetrik matris    

denir [10]. 

 

Tanım 2.22. Bir A  matrisi için 1 tA A1A 1 tAA  ise A  matrisine ortogonal matris denir. 

Bütün ortogonal n

nA n

n

n  matrislerinin cümlesi O n  ile gösterilirse 
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: , ,det 1n t t

n nO n A A AA A A I A,det 1n t t

n n: ,det,detA :: n nn n,,n t t,,,,
 

 

dir [10]. 

 

Teorem 2.23. O n  ortogonal matrisler cümlesi matris çarpımı işlemine göre bir 

grup oluşturur. Bu gruba ortogonal matris grubu adı verilir [10]. 

 

Tanım 2.24. O n  grubunda determinantı 1 olan matrislerin kümesi bir alt gruptur. 

Bu alt grup SO n  ile gösterilir. Böylece, 

  

: , ,det 1n t t

n nSO n A A AA A A I A,det 1n t t

n n: ,detdetA :: n nn n,,n t t,,,,
 

 

dir. SO n  grubuna pozitif ortogonal grup veya dönme grubu denir. [10]. 

 

Tanım 2.25. Bir n

nA n

n

n  matrisi için 1 t

A A1A 1 t

AA  ise A  matrisine üniter matris denir. 

Bütün üniter n

nA n

n

n  matrislerinin cümlesi U n  ile gösterilir. O halde  

 

: ,
t tn

n nU n U U U U UU I
t tt t

n nUU In nn n:U U: n n

t tt tn

n n,U U,n

n nn n,  

 

dir. Burada “ ” eşlenik anlamındadır [10]. 

 

Teorem 2.26. U n  üniter matrisler cümlesi matris çarpımı işlemine göre bir grup 

oluşturur. Bu gruba üniter grup adı verilir [10]. 

 

Tanım 2.27. U n  grubunda determinantı 1 olan matrislerin kümesi bir alt gruptur. 

Bu alt grup SU n  ile gösterilir. Böylece, 

 

: , ,det 1
t tn

n nSU n U U U U UU I U,det 1
t tt t

n n ,det,det: ,n U : ,: ,n n

t t

: ,
t tn

n n: ,: ,: ,: ,: ,: ,: ,: ,: ,  
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dir. SU n  grubuna özel üniter grup adı verilir [10]. 

 

Tanım 2.28. Boş olmayan bir cümle A  ve V  de bir F  cismi üzerinde bir vektör 

uzayı olsun. Eğer 

 

f : A A VA V  

 

fonksiyonu,  

 

i) ,P Q AP Q A, için , , ,f P Q f Q R f P Rf Q R f P R, ,, ,   

ii) P AP A  ve VVV  için ,f P Q  olacak şekilde bir tek Q AA  noktası vardır. 

 

aksiyomlarını sağlıyorsa A  ya V  vektör uzayı ile birleştirilmiş bir afin uzay adı 

verilir [8]. 

 

Tanım 2.29. A , n -boyutlu V  vektör uzayı ile birleştirilmiş bir afin uzay olsun. A  

afin uzayında alınan 0 1, ,..., nP P P  nokta 1n 1 -lisi için  0 1 0 2 0, ,..., nP P P P P PP P P P P P  vektör 

n -lisi V  vektör uzayının bir bazı ise 0 1, ,..., nP P P  nokta 1n 1 -lisine bir afin çatı 

denir [8]. 

 

Tanım 2.30. Bir reel afin uzay A  ve A  ile birleşen vektör uzayı V  olsun. V  de bir 

iç çarpım işlemi olarak  

 

1 2 1 2

1

,

       , , ,  , ,..., ,  , ,...,
n

i i n n

i

V V

x y x y x y x x x x y y y y
1

V V

n1 2 1 21 2 1x y x x x x x y y y y1 2 1 21 2 1 2,, n1 2 1 21 2 11 2 1 ,...,1 2 1 21 2 11 2 11 2 1 2i i n1 2 1

1

i i n1 2 1x y x x1 2 1i i ni i n1 2 1,  ,  ,  1 2 1x y x y x y x x x x y y y
n

x y x x  

 

Öklid iç çarpımı tanımlanırsa bu işlem yardımıyla A  da uzaklık ve açı gibi metrik 

kavramlar tanımlanabilir. Böylece A  afin uzayı da Öklid uzayı adını alır. Eğer 

nA n  noktalar cümlesi ve nV n  n - boyutlu standart vektör uzayı olarak alınırsa 
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Öklid iç çarpımı ile birlikte A  , nn  vektör uzayı ile birleştirilmiş bir n -boyutlu 

standart Öklid uzayı adını alır ve nE  ile gösterilir [8]. 

 

Tanım 2.31. A , n -boyutlu V  iç çarpım uzayı ile birleştirilmiş bir afin uzay olsun. 

A  afin uzayında alınan 0 1, ,..., nP P P  nokta 1n 1 -lisi için 
0 1 0 2 0, ,..., nP P P P P PP P P P P P  

vektör n -lisi V  vektör uzayının bir ortonormal bazı ise 0 1, ,..., nP P P  nokta 1n 1 - 

lisi bir Öklid çatısı veya dik çatı adını alır [8]. 

 

Tanım 2.32. 

2

1

:

     ,   ,

n n

n

i i

i

d E E

x y d x y xy y x
1

n nEn nn n

d x y xy,
n

i i

1

2

i iy xi ii ixy
n  

 

şeklinde tanımlı d fonksiyonuna nE  Öklid uzayında uzaklık fonksiyonu ve ,d x y  

reel sayısına da ,x y  noktaları arasındaki uzaklık denir [8]. 

 

Tanım 2.33. , , nx y z Enx y z E, ,,   için xyz  açısının ölçüsü  

 

,
cos

xy yz

xy yz

xy yzxy yz,

xy yz

yzxy yz,

 

 

eşitliğiyle hesaplanan  reel sayısıdır [8]. 

 

Tanım 2.34. X  bir cümle olsun. X  in alt cümlelerinin bir koleksiyonu  olsun.  

koleksiyonu aşağıdaki önermeleri sağlıyorsa X  üzerinde bir topoloji ve ,X  

ikilisi de topolojik uzay olarak isimlendirilir. 

 

i) ,X  

ii) 1 2 1 2,A A A A1 2 1 21 2 11 2 1A A1 2 11 2 11 2 11 2 11 2 1 2A A1 2 1 21 2 1 2  
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iii) iA , i II , i

i I

Ai

i I

Aii

i I

 [8].

 

 

Tanım 2.35. X  ve Y  birer topolojik uzay olsunlar. Bir  

 

:f X YY  

 

fonksiyonu sürekli, 
1f 1
 tersi var ve 

1f 1
 de sürekli ise f  ye X  den Y  ye bir 

homeomorfizm (topolojik dönüşüm) denir. f  bir homeomorfizm olduğu zaman X  

ile Y  uzaylarına da topolojik olarak denktirler veya kısaca homeomorfiktirler     

denir [8]. 

 

Tanım 2.36. X  bir topolojik uzay olsun. X  in P  ve Q  gibi farklı noktaları için, X  

de sırasıyla P  ve Q  noktalarını içine alan PA  ve QA  açık alt cümleleri P QA AP QAP QP Q  

olacak biçimde bulunabilirse X  topolojik uzayına bir Hausdorff uzayı denir [8]. 

 

Tanım 2.37. M  bir topolojik uzay olsun. M  için aşağıdaki önermeler doğru ise M  

ye bir n -boyutlu topolojik manifold (veya kısaca topolojik n -manifold) denir: 

 

i) M  bir Hausdorff uzayıdır. 

ii) M  nin her bir açık alt cümlesi nE  e veya 
nE  in bir açık alt cümlesine 

homeomorftur. 

iii) M  sayılabilir çoklukta açık cümlelerle örtülebilir [8]. 

 

Tanım 2.38. U , nE  de bir açık alt cümle olmak üzere bir  

 

:f U  

 

fonksiyonunun k  yıncı mertebeden bütün kısmi türevleri var ve sürekli iseler f  

fonksiyonuna kk  sınıfından diferensiyellenebilirdir denir ve kk  sınıfından 

diferensiyellenebilir fonksiyonların cümlesi ,kC U  ile gösterilir. Böylece,  
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, :    :  ve  fonksiyonu  sınıfındank kU f f U f nu  sınıfındank knunuk kU ,k kk kksiyonuk kksiyonu fonkk k: : ve fonk:    :  ve :    :  ve : : ve: : ve  

, :    , ,  kU f f U k NU ,U kf f U k N:    , ,  :    ,k

 

 

dir [8]. 

 

Tanım 2.39. U  ve V , sırasıyla, nE  in birer açık alt cümlesi olsunlar. Bir  

 

1

:

      x ,..., n

U V

x f x f x

:U V

1x ,x f x f1x ,..x ,1

 

 

fonksiyonu için bütün 

 

: ,1if U i ni ni n,1  

 

koordinat fonksiyonları kC  sınıfından iseler ,kC U V,kC U ,k
 dir denir ve if  

fonksiyonları da  nin Öklid koordinat fonksiyonları olarak adlandırılır [8]. 

 

Tanım 2.40. nE  in iki açık alt cümlesi U  ve V  olsun. Bir  

 

:U V:U V  

 

fonksiyonu için aşağıdaki önermeler sağlanıyor ise  ye kC  sınıfından bir 

diffeomorfizm ve U  ile V  ye de .k  dereceden diffeomorfiktirler denir  

 

i) ,kC U V,kC U ,k
 

ii) 1 :V U:V U1 :V U  var ve 
1 ,kC V U,kC V U,k1 C .[8]. 

 

Tanım 2.41. M  bir n -boyutlu topolojik manifold ve U  da nE  in bir açık alt 

cümlesi olsun. Bu takdirde U  bir  homeomorfizmi ile M  nin bir W  açık alt 

cümlesine eşlenebilir. Böylece  
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: nU E W M: nU E W Mn

 

 

,W,W  ikilisine M  de bir koordinat komşuluğu veya harita denir [8]. 

 

Tanım 2.42. nn  iç çarpım uzayı ile birleştirilmiş afin uzay nE  olsun. nP EnE  ve 

nvv n  için ,P vP v  sıralı ikilisine nE  afin uzayının P  noktasındaki bir tanjant 

vektörü denir ve pvv  ile gösterilir. Böylece nE  nin bir P  noktasındaki tanjant 

vektörlerinin cümlesi nE
T P  ile gösterilir [8]. 

 

Tanım 2.43. nE  in nP EnE  noktasındaki tanjant uzayların birleşimi 

 

n

n
E

P E

T PnE
P E

T Pn

nP E

 

olsun. Buna göre, bir  

 

: n

n

n

E
P E

E T P: nE Tn

E
P E

P
nP E

nE
E T n

 

fonksiyonu için, 

 

özdeşlik: n nI E Eözdeşlikn nözdeşlikE Eşlikn nn nözdeşlik:I :  

 

olacak şekilde bir 

: n

n

n

E
P E

T P E: nE
E

P E

PnE
T n

nP E

E  

 

fonksiyonu mevcut ise X  e nE  üstünde bir vektör alanı denir [8]. 

 

Tanım 2.44. I  bir açık aralık olmak üzere, 

 

: nI E: I E nnI E  

     1 2 = , ,..., nt t t t t1 2 , ,...,1 21 2 nt t t= , ,...,1 21 21 2 n  t  = 
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şeklinde tanımlı diferensiyellenebilir fonksiyonuna nE  de eğri denir. Burada t II  ya 

 eğrisinin parametresi, ,I  ikilisine de  eğrisinin koordinat komşuluğu     

denir [8]. 

   

Tanım 2.45. S , 3E  uzayının bir alt kümesi olsun. Her p Sp S  için p  nin 3E  

üzerinde bir V  komşuluğu ve 2E  nin bir U  açık cümlesinden V SS  ye bir F  

diffeomorfizmi varsa, S cümlesi 3E  de bir yüzeydir, denir.(Şekil 2.1) 

 

         V  

  v          F             z                   V SS  

            

   U        S    

           

                          y  

           

           u        

                   x      

,F U  ikilisine S  yüzeyinin bir parametrizasyonu veya bir yerel koordinat 

sistemi ve 1,V S F,S F, 1  ikilisine de p  nin bir koordinat komşuluğu denir [11]. 

                       



 

 

 

 

BÖLÜM 3. ORTONORMAL TABAN ve SPİNORLAR 

 

 

Bu bölümde ortonormal taban yardımıyla spinorlar tanıtılmıştır. 

 

33  de orjin etrafındaki dönmelerin grubu olan 3SO , 2 22  tipinde üniter matrisler 

grubu olan 2SU  ye homomorfiktir. 3SO  ün elemanları 3  reel bileşenli 

vektörleri harekete geçirirken, 2SU  nin elemanları spinor adı verilen 2  kompleks 

bileşenli vektörleri harekete geçirirler. 

 

Bu homomorfizm spinorlar aracılığıyla aşağıdaki şekilde gösterilebilir. Her  

 

1

2

111

22                                                     

3.1  

 

spinoru  

 

,      
t

ta ib cib ,      c,      
t

a ib
t

t ct             3.2  

 

eşitlikleri yardımıyla 3, ,a b ca b c 3
 vektörlerini tanımlar. Burada 1 2 3, ,1 2 31 2 31 2 31 2 3 , 

bileşenleri, kompleks, simetrik, 2 22  tipinde matrisler olan bir vektördür. Öyle ki,  

 

1

0 1

1 0
e

0 10 10 1

1 01 01 0
  2

0

0

i
e

i

0 i0 i0 i

0i 0i 0i
  3

1 0

0 1
e

1 01 01 0

000 111
 

 

Pauli matrisleri 
0 1

1 0

0 10 1

1 01 0
 matrisiyle, sırasıyla, soldan çarpılırsa 1 2 3, ,1 2 31 2 31 2 31 2 3  

vektörünün ,1 3i i,1i 33  bileşenleri 
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1

1 0

0 1
1

1 01 01 01 01 0

0 10 10 10 10 10 10 1
  2

0

0

i

i
2

0i 0i 0i

0 i0 ii0
  3

0 1

1 0
3

0 10 110 1

1 01 01 01
                3.3

 

 

olduğu görülür [14]. Ayrıca, 

 

1 2

2 1

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 10 1 0 1 1 21 21 21 21 20 1 0 1 1 21 21 21 21 2

1 0 1 01 0 1 01 0 1 0
2 12 12 12 12 1

 

 

elde edilir. Burada ,  nin eşini (veya eşleniğini),  ,  nin kompleks eşleniğini 

ve t  de transpozu göstermektedir.  

 

Şimdi 3.2  denklemini göz önüne alalım. 1 2 3, ,a ib x x x1 2 31 2 31 2 3ib x x x1 2 31 2 31 2 31 2 31 2 3a ib x x  olmak üzere 

,1 3ix i 3  bileşenlerini araştıralım. 3.1 , 3.2  ve 3.3  denklemlerinden  

 

1

1 1 1 2

2

1 0

0 1

tx
1 01 1

1 1 1 21 1 1 2

t 101 11

000 11 222

1 2 2

1 2 1 2

2

2 2

21 2 1

2 21 2 22 2

1 2 1

1 2 21 2 2

1 2 11 2 1

2

1 2 11 2 1

2

1 2 11 2 11 2 11 2 1

 

1 1 2 2

2 2 1 2 1 2 1 2

2 2

0

0

t
ii

x i
ii

1 2

i0i
2 2

1 2

2 2

1 22 2 1 2 1 22 2 12 2 1 2 1 2

t

2 2 1 2 1 2

t 1 1 2 2
i1 11 10i 1 1 2 2i 1 2i2 1 2

2 2i
1 11 1 2 21 11 1

i
1 11 1

2 1 2

0i
2 1 22 1 2

1 11 11 1

0 i
2 1 2

0
2 1 22 1 2

i
2 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 2

2 22 2i2 22 2

2 1 2 1 2
i

2 1 2 1 22 1 2

2 22 2

2 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 2  

1 2

3 3 1 2 1 2 1 2

2 1

0 1
2

1 0

tx
0 1 1 21 2

3 3 1 2 1 23 3 1 2 1 2

t
0 1 1 21 2

22 1 2 1 22
1 2

22
1 21 2

2
1 21 2

2 1 2

0 1
2 1 2

1 21 21 21 2
22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 2

1 0
2 1 2

1 0
2 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 2

2 12 1

1 22 1 2 1 22 1 2

2 12 12 1

2 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 2

 

 

elde edilir. Benzer şekilde 1 2 3, ,c c c c1 2 31 2 31 2 3c c c c1 2 31 2 31 2 31 2 31 2 3c cc c c c  olmak üzere ,1 3ic i 3 bileşenleri 

 

1 1

1 1 2 1 2 1 1 2 1 2

2 2

1 0

0 1

t

c 1 2 1 2

1 0
21 2 1 21 1 2 1 2 11 1 2 1 2 1

t
1 11 0 1 1

1 2 1 1 2 1

1 11 11 1

1 2 1

1 0
1 2 1

1 11 1

1 2 11 2 11 2 11 2 1
0

1 2 1
0

1 2 11 2 11 2 11 2 11 2 11 2 1
1

1 2 1
1

1 2 11 2 11 2 11 2 11 2 11 2 11 2 1

2 22 2

1 2 11 2 1 1 2 11 2 1

2 2

1 2 11 2 1

2 22 2

1 2 11 2 1

2 22 2

1 2 11 2 11 2 11 2 1  

1 1

2 2 2 1 2 1 1 2 1 2

2 2

0

0

t ii
c i

ii
1 2 1

i0i
2 2 2 1 2 12 2 22 2 2 1 2 1 1 2 1 2

t

2 2 2 1 2 1 1 2 1

1 1i1 11 10i 1 1
i 1 2 1i1 2 1 i

1 11 11 11 1
i

1 11 1

1 2 1

0i
1 2 11 2 1

1 11 11 1

0 i
1 2 1

0
1 2 11 2 1

i
1 2 11 2 11 2 11 2 11 2 11 2 11 2 11 2 11 2 11 2 1

2 22 2i2 22 2

1 2 1 1 2 1
i

1 2 1 1 2 11 2 1

2 22 2

1 2 11 2 11 2 11 2 11 2 11 2 1  

2 21 2

3 3 2 1 2 1 1 2

2 1

0 1

1 0

t

c
0 1 2 22 22 22 21 21 2

3 3 2 1 2 13 3 2 1 2 1

t 0 1 1 21 2

1 2 1 1 21 21 2

1 2 2 22 21 21 21 21 2

1 2 1

0 1
1 2 1

1 21 21 21 2

1 21 2 11 2 11 2 11 2 11 2 11 2 1
1 0

1 2 1
1 0

1 2 11 2 11 2 11 2 11 2 11 2 11 2 1

2 12 1

1 21 21 21 2 1 1 21 21 21 2 1

2 1

1 21 2

2 12 1

1 2 11 2 11 2 11 2 11 2 11 2 1
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dir. Böylece,  

 

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2

2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

, , 2

        = , ,

a ib i

c i1 2 11 2 11 2 1

ib 2 2 2 2

1 2 1 2 1 222 2 2 2

1 2 1 2 1 21 2 1 2 1 2

2 2 2

1 2 1

2 2 22 2 2

1 2 11 2 11 2 1

2 22 22 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2 11 2 1 2 1 2 1 2 12 1 2 1 2 1i1 2 1 2 1 22 1 22 1 2

a ib 2 2 22 2 2

1 2 1

c==

1 2 1

                      3.4
 

 

olur. Şimdi 
3, ,a b ca b c 3
 vektörlerinin boylarını hesaplayalım. 

 

2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, ,c i c1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2 12 1 2 1 2 12 1 2 1 2 1i c1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 1 2 1 2 12 1 2 1 2 12 1 2 1 2 12 1 2c
2 22 22 2

i c
2 22 22 2

 

 

olduğundan 3cc 3  dür. O halde 

 

22 2 2 22

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 22 2 2 2 4 4 2 22 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

4 2 2 4

1 1 2 2

2
2 2

1 2

2 2

1 2

     = 2 2 2

     = 2

     =

     =

     =                                            
t

c i

2 2 2 2
2 2 2

2 2 2

1 2 1

2 2 2

1 2 1

4 2 2

1 1 21 1 2

4 2 2

1 1 21 1 2

2 2

1 21 2

2 2

1 21 2

 =             
t

c ic ic ic i
22 22 22 2 2 22 22 22

2 22 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2 1c i1 2 1 2 1 22 1 2

2 2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2 2 4 4 2 22 2 22 2 2 2 4 42 4 42 4 42 4 42 4 4 2 22 22 2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2
2 2 22 2 22 2 2

2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 1 22 1 22 1 2 2 1 22 1 22 1 2 1 2 11 2 11 2 11 2 12 2 22 22 22 22 2
2 2 2 2 4 42 2 2 2 4 42 2 22 2 2 2 4 42 4 42 4 42 4 42 4 42 2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 12 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 12 1 22 1 22 1 2 2 1 22 1 22 1 2 1 2 11 2 11 2 1

4 2 2 44 2 24 2 24 2 24 2 2

1 1 2 21 1 21 1 21 1 22
4 2 24 2 2

1 1 21 1 2

2
2 22 22 2

1 21 2

2 22 22 2

1 21 2

c ic ic ic ic ic ic i

                                                                                      3.5

 

 

dir. a ibiba ib  vektörü bir izotropik vektör olduğundan 

 

1 2 3 1 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 22 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2

4 4 2 2 4 4

1 2 1 2 1 2

, , , , , ,

                      = , , 2 , , , 2

                      = 2

                      = 2 2

a ib a ib x x x x x x

i i

i

2 2 2

1 2 1

2 2 2

1 2 1

2 2 2

1 2 1

2 2 2

1 2 1

1 2 1

4 4 2= 4 4 2

1 2 1

1 2 3, 1 2 31 2 3ib a ib x x x1 2 31 2 3,, 1 2 31 2 31 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 222 2 2 2 2 2 2 22 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2222 2 2 2 2 22 2 22 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 12 1 2 1 2 11 2 1 2 1 2 1 2 1

2 2 22 2 2 2 2
2 22 2

1 2 1 2 1 222 2 2 2 2

1 2 1 2 1 22 1 21 2 11 2 1

2 2 22 2 2

1 2 11 2 1

4 4 2 2 4 4

1 2 1 2 1 22 24 4 2 2 4 44 4 2

1 2 1 2 1 21 2 1

a ib a ib x

2 2 2 2

1 2 1 24

                      =0                                                                                                    

2 2 2

1 2 1

2 2 2 22 2 22 2 2

1 2 1 21 2 11 2 142 2 22 2 2

1 2 11 2 1

 

 

dır. Böylece  
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2 2
2

2 2

, , , , ,

                      = , ,

                      = 2 ,

                      =0+i0

a ib a ib a a ib a a ib ib ib

a i b a i a b i b

a i a b b

, , , , ,ib a ib a a ib a a ib ib ib, , , , ,, , , , ,

, ,b i b, ,,

2 ,b b2 ,2

a ib a ib a a ib a a ib ib ib

2 22 22 22 22 22 22 22 22 2

a
2 22 22 22 22 22 22 22 22 2

2
2 22 2

i b a i a b i b2

2 22 22 22 22 22 22 22 22 22 22 22 22 22 2

b b22

 

 

olacağından 

 

2 2

a bb
2 22 22 22 22 2

a
2 22 22 22 22 2

b                                                        3.6
 

 

ve 

 

, 0a b 0a b 0                                                        3.7  

 

dır. Şimdi a ibiba ib  vektörünün boyunu hesaplayalım. 

 

2 2 2 2 2

, , , ,a ib a ib a ib a ib a ib a b i b a i a b a b, , , ,ib a ib a ib a ib a ib a b i b a i a b a b, , , ,, , , ,
2 2 2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2 2 22 22 22 2

a
2 2 2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2 2 22 22 22 2

ib a ib a ib a ib a ib a b i b a i a b a b  

 

dır. Son denklem ve 3.4  denklemi göz önüne alınırsa  

 

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

4 4 42 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

, , 2 , , , 2

                                 = 4

                                 =

a b a ib i i

ii2 2 2

1 2 1

2 2 2

1 2 1

4 4 4

1 2 11 2 1

a b a ib ia ba b b ib ib ib i2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , 22 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2b i2 2 2 2 2 2

1 2 1, , 2 , , ,, , 2 , , ,2 2 2 2 2 22 2 22 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 11 2 1 2 1 2 1 2 11 2 1 1 2 1

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 242 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 11 2 12 1 22 1 2

2 2 22 2 2

2 1 22 1 2

4 4 44 4 44 4 44 4 44 4 42 2 2 24 4 44 4 4

1 2 1 2 1 2 1 21 2 11 2 1 1 21 2

2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2

a ba ba b
2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2

a b a ib ia ba b b ib ib i2 2 2b i2 2 2

1 2 11 2 11 2 11 2 1 2 1 2 1 21 2

4 2 22 2 2 2

1 2 1 2 1 2

4 4 2 2

1 2 1 2

2
2 2

1 2

4

                                 =2 2

                                 =2                                                                                   3.

24 4 2

1 2 11 2 12 22 22 2
4 4 2

1 2 11 2 1

2 2

1 21 2   
2 2

1 21 2   

4 2 24 2 24 2 24 2 24 2 24 2 24 2 24 2 22 2 2 22 2 22 2 24 2 24 2 24 2 24 2 24 2 2

1 2 1 2 1 21 2 11 2 1 2 1 22 1 22 1 24
4 2 24 2 2

2 1 22 1 2

4 4 24 4 24 4 24 4 24 4 24 4 2

1 2 1 21 2 11 2 11 2 11 2 12 22 22 22 2
4 4 24 4 24 4 24 4 24 4 2

1 2 11 2 11 2 11 2 11 2 1

1 21 21 2

2
2 22 22 22 2

  
2 22 22 22 2

1 21 21 2  3.8

 

 

bulunur. O halde 3.8  denklemi ve 3.5  denklemlerinden 
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t

a b ccb
t

a cb
t

                                                          

dir. Yani 3, ,a b ca b c 3  vektörlerinin boyları eşittir. 3.2  denklemini göz önünde 

bulundurarak ,a ib c,ib c,a ib c  iç çarpımını hesaplayalım. 

 

2 22 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 22 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

3 2 2 3 3 2 2 3

1 2 1 1 2 2 2 1 2 1 1 2 1 1 2 2 2 1 2 1

, , , 2 , , ,

               + 2

               2

a ib c i i

i

, ,, ,, ,a ib c, ,, ,, ,, ,
2 22 22 22 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2 1 21 2 1 21 2 1 2, , , 2 , , ,1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2i i2 2 2 2, , , 22 2 2 22 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2 1 2 1 2 1 2

2 22 22 22 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2 1 21 2 1 21 2 1 2 + 22 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2 1 21 2 1 2

2 2 2 22 2 2 2

1 2 1 21 2 1 2

3 2 2 3 3 2 2 3

1 2 1 1 2 2 2 1 2 1 1 2 1 1 2 2 2 1 2 1 23 2 2 3 3 2 2 3

1 2 1 1 2 2 2 1 2 1 1 2 1 1 2 2 2 1 2 1

a ia ib c 2 2 2 22 2 2 22 2 2 2

2 2

1 2 1 1 2 2

2 22 2

1 1 2 2 2 1 1 2 1 1 2 2

2 2

1 1 2 2 2 1 1 2 1 1 1 2 2 2

2

               2 2 2 2

               2 2 2 2

               0

 2
2 22 22 2

2 21 2 1 11 2 1 11 2 1 11 2 1 1

2 22 22 2

1 2 1 1 2 21 2 1 1 2 22
2 22 2

1 2 1 11 2 1 1

 2
2 22 22 22 2

1 1 2 2 2 1 1 2 1 1 2 21 1 2 21 1 2 2 2 2 2 2
2 22 22 22 2

1 1 2 2 2 1 1 2 1 1 2 21 1 2 2 2 1 1 2 1 1 2 21 1 2 2

 2 2 2

1 1 2 2 2 1 1 2 1 1 1 2 2 2 2 2 2 22 22 2

1 1 2 2 2 1 1 2 1 1 1 21 1 2 2 2 1 1 2 1 1 1 2

 0

 

dır. Bu son denklem ve 3.7  denkleminden  

 

, , , 0a b a c b c, , 0, ,a b 0b
                                                  

 

dır. Bu ifade eder ki 
3, ,a b ca b c 3
 vektörleri karşılıklı olarak ortogonaldir. İlave olarak

, det , , 0a b c a b c, det , , 0a b, det , ,deta det 0a b detdet  dır. O halde , ,a b ca b c  sıralı üçlüsü bir sağ sistemdir.  

 

Tersine; aynı büyüklükte verilen karşılıklı olarak ortogonal ve , 0a b c, 0, 0, 0a b, 0, 0a b, 0, 0a b c, 0, 0  olan 

3, ,a b ca b c 3
 vektörlerine ,ta ibib ,a ib t

 

t

c
t

c
t

 denklemleriyle verilen bir  

spinoru karşılık gelir. 

 

Ayrıca  spinoru da aynı  spinorunda olduğu gibi 2SU  dönüşümü altında yeni 

bir spinora dönüşür. Yani herhangi bir 2U SU 2SU için U UU U  dır.  

 

Herhangi bir 2U SU 2SU  matrisi için ' U' U  spinoru için  

 

' '
tt t t t

U U U U' '
t t tt t t tt t tt t tt t tt

U U U U  
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dir. Böylece, ''  spinorunu tanımlamada kullanılan ', ', 'a b c 'a b' '' '  vektörlerinin 

büyüklüğü,  spinorunu tanımlamada kullanılan , ,a b ca b c  vektörlerinin büyüklüğüne 

eşittir. Bu yüzden 2SU  nin her bir elemanı, , ,a b ca b c  ortogonal tabanını ', ', 'a b c 'a b c', ',', ',  

ortogonal tabanına dönüştüren bir dönüşüm oluşturur ki bu dönüşüm ikiye-birdir. 

Yani 2SU  nin U  ve UU  şeklinde iki elemanı 33  ün aynı sıralı üçlüsünü 

oluşturur. 2SU  den aldığımız U  elemanı ''  spinorunu oluştururken UU  elemanı 

''  spinorunu oluşturur. 3.4  denkleminde  spinoru yerine  spinorunu 

aldığımız takdirde sonuç değişmemektedir. Gerçekten de, 

 

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2

2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

, , 2 ,

        = , ,

a ib i

c i

ib
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2, 2 ,
2 2 2 2

1 2 1 2 1 21 2 1 2 1 2

2 2 2

1 2 1

2 2 22 2 2

1 2 11 2 11 2 1

2 22 22 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2 1, ,1 2 1 2 1 2 1 2 12 1 2 1 2 1i,1 2 1 2 1 22 1 22 1 2

a ib

c==

 

 

şeklinde olup 3.4  denklemiyle aynı sonucu vermektedir. Bu ifade eder ki; 

homomorfizm ikiye-bir tipindedir [14]. 

 

Önerme 3.1.  ve  herhangi iki spinor ve ,,  de herhangi iki karmaşık sayı 

olmak üzere aşağıdaki eşitlikler geçerlidir [14]. 

 

1) 
t

tt
t

 

2)  

3)  

 

İspat. 

 

1) Bileşenleri kompleks, simetrik, 2 22  tipinde matrisler olan 1 2 3, ,1 2 31 2 31 2 31 2 3  

vektörünü göz önüne alalım.
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1

1 0

0 1
1

1 01 01 01 01 0

0 10 10 10 10 10 10 1
 için, 

 

1 1

1 1 2 1 2 1 1 2 2

2 2

1 0

0 1

t

1 1 2

t
1 0 1 1

1 1 2 1 2 1 1 2 2

1 11 11 0 1 11 11 11 1

1 2 11 2 1

1 11 11 11 0
1 2 1

1 11 1

1 2 1 1 2 21 2 11 2 11 2 11 2 1
00

1 2 1
11

1 2 11 2 11 2 11 2 1

2

1 2 11 2 1

22 2

1 2 21 2 21 2 11 2 1

2

1 2 11 2 11 2 11 2 1
                       3.9.a  

2 2

1 2 1 2 1 2 2 1 1

1 1

1 0

0 1

t

2 1 1

1 0
1 2 1 2 1 2 2 1 1

t

2 1 1

1 0 2 22 22 22 21 0 2 22 22 2

2 1 2 2 1 12 1 2 2 1 12 1 22 1 2
00 11

1 11 1

2 1 2 2 1 12 1 2 2 1 12 1 22 1 2

1 1

2 1 22 1 2

1 11 11 1

       3.9.b
 

 

dir.
 

 

2

0

0

i

i
2

0i 0i 0i

0 i0 ii0
 için, 

 

1 1

2 1 2 1 2 1 1 2 2

2 2

0

0

t
ii

i
i i

2 1 2

t
i0i

1 2 2

1 1

1 2 1

1 1

2 1 2

i1 10i 1 11 1
i

1 1
ii

1 11 1
i

1 1i1 11 1
i1 2 11 2 1

1 11 11 10i 1 11 1

1 2 1 1 2 2i1 2 11 2 11 2 11 2 11 2 11 2 11 2 11 2 1
0 i0 i

1 2 11 2 11 2 11 2 1

22 2

1 2 1 1 2 21 2 11 2 1 1 2 21 2 11 2 11 2 1

i 2iii
1 2 11 2 11 2 11 2 1

            3.10.a

2 2

2 2 1 2 1 2 2 1 1

1 1

0

0

t ii
i

i i
2 1 1

i0i
2 1 12 2 1

t

2 1 1

i0i 2 2
i

2 2
i

2 2i2 22 2
i

2 20i 2 22 22 2

2 1 2 2 1 12 1 2i2 1 22 1 22 1 2 2 1 12 1 22 1 22 1 2
0 i0 i

1 11 1i1 11 1i
2 1 2 2 1 12 1 2 2 1 1

1 11 1

3.10.b  

 

dir.  

 

Son olarak, 3

0 1

1 0
3

0 10 110 1

1 01 01 01
 için, 

 

1 2

3 1 2 1 2 1 2 2 1

2 1

0 1

1 0

t

3 1 2

t
0 1 1 2

1 2 1 2 2 1

1 2

3 1 2

1 20 1 1 21 21 21 21 21 21 2

1 2 11 2 1

1 21 21 21 20 1
1 2 1

1 21 21 21 2

1 2 1 2 2 11 2 11 2 11 2 11 2 11 2 1
1 01 0

1 2 11 2 11 2 11 2 1

22

1 2 11 2 1

1

1 2 1 2 2 11 2 11 2 11 2 1 2 2 11 2 1

1

1 2 11 2 11 2 11 2 1
             3.11.a  

2 1

3 2 1 2 1 2 1 1 2

1 2

0 1
3.11.

1 0

t

b1.b1 1 2

0 1
1 1 2 3.111 1 23 2 1

t 0 1 2 12 12 12 12 10 1 2 12 12 12 12 12 1

2 1 2 1 1 22 1 2 1 1 22 1 2
1 01 0

1 21 2

2 1 2 1 1 22 1 2 1 1 2

1 21 2

 

 

3.9. 3.11.a b3.11.b3.11.
 
denklemlerinden istenen görülür.                                                       
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2)
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1

        

 

3) 2 1

1 2

2 12 12 12 12 12 12 12 12 12 1

11 22

                                                                                

 

Önerme 3.2. Herhangi  ve  spinor çiftleri için t tt tt t
 dir [14]. 

 

İspat. 1 2 3, ,1 2 31 2 31 2 31 2 3  vektörünün bileşenleri olan 1 2 3, ,1 2 31 2 31 2 3  matrisleri simetriktir. 

O  

halde, 1

1 0

0 1
1

1 01 01 01 01 0

0 10 10 10 10 10 10 1
 için, 

 

1 1

1 1 2 1 2 1 1 2 2

2 2
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t
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t
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dir. 
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 için, 
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0

0
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t
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dir.
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3

0 1

1 0
3

0 10 110 1

1 01 01 01
 için, 

1 2

3 1 2 1 2 1 2 2 1

2 1

0 1

1 0

t

3 1 2

t

2 2 1

0 1
3 1 2 1 2 1 2 2 12 2 1

1 21 20 1 1 21 2
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1 21 21 21 21 20 1
1 2 1

1 21 21 21 2

1 2 11 2 1
1 01 0 2 12 1

1 2 1 2 2 11 2 11 2 1 2 2 11 2 1

2 1

1 2 11 2 1

2 12 1

1 2 11 2 1               3.14.a  

1 2

3 1 2 1 2 1 2 2 1

2 1

0 1

1 0

t

3 1 2

t

2 2 1

0 1
3 1 2 1 2 1 2 2 12 2 1

1 21 20 1 1 21 2
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1 2 11 2 1
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2 1

1 2 11 2 1

2 12 1

1 2 11 2 1              3.14.b
 

 

dir. Böylece son olarak da 3.12. 3.14.a b3. .b3.14.  denklemlerinden ispat tamamlanır.     .  

 

Örnek 3.3. Özel olarak 1 0
tt

1 0  olarak seçilirse 1 11 1 ve 2 02 0  olur. 

Dolayısıyla 2 1 0 1
t

12 1 0
t

 olur. Bu seçim 3.4  denkleminde yerine 

yazılırsa 

 

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

, , 2 1 0 , 1 0 , 2.1.0 1, ,0 1,0,0 0,1,0 ,

        = , , 1.0 0.1, 1.0 0.1 , 1 0 0,0,1

a ib i i i i

c i i1 2 1= ,1 2 1= ,1 2 1

2 2 2 2 20 , 1 0 , 2.1.0 1, ,0 1,0,0 0,1,0 ,2 2 2 2 20 , 1 0 , 2.1.0 1, ,0 1,0,0 00 , 1 0 , 2.1.0 1, ,0 1,0,0 02 2 2 2 22 2 2 2 22 2 2a ib i2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 22 11 2 1 2 1 21 2 1 2 1 2b i2 2 2 2 2 2

1 2 1, , 2 1, ,2 2 2 2 2 22 2 22 2 2

1 2 1 2 1 21 2 1 2 1 21 2 1

2 2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 2
, 1.0 0.1, 1.0 0.1 , 1 0 0,0,1, 1 0 0

2 2 2 22 2 2 22 2 22 2 2
, 1.0 0.1,0.1,

2 2 22 2 22 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2 1, 1, 11 2 1 2 1 2 1 2 1 22 1 2 1 2 11 2 1

2 2 22 2 22 2 2
, 1, 1, 1

2 2 22 2 22 2 22 2 2
= , , 1= , , 1, 1, 1, 1

2 2 22 2 22 2 22 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 1 2 1 2 12 1 2 1 2 1

a ia ib i2 2 2b i2 2 2

1 2 1

= ,= ,

1 2 1

= ,

 

elde edilir. Bu ifade eder ki , ,a b c  üçlüsü 33  ün bir kanonik bazıdır. 

 

Önerme 3.4. Eğer  sıfırdan farklı bir spinorsa ,,  ikilisi lineer        

bağımsızdır [14]. 

 

İspat: Gerçekten de  

 

2 21 2

1 1 2 2 1 2

2 1

1 2

1 1 2

2 1

1 2 2 22 22 2

1 1 2 2 1 22 1 22 1 22 1 21 1 2
 

 

dir. Bu ifade eder ki  sıfırdan farklı olmak üzere ,,  ikilisi lineer bağımsızdır. 

 



 

 

 

 

BÖLÜM 4. E
3
 ÖKLİD UZAYINDA EĞRİLER ve SPİNOR 

FRENET DENKLEMLERİ 

Bu bölümde 3E  uzayında eğriler, Frenet türev denklemleri ve Frenet türev 

denklemlerinin spinorlar cinsinden ifadesi verilmiştir. 

 

4.1. Eğriler ve Frenet Türev Denklemleri 

 

Tanım 4.1.1. I  bir açık aralık olmak üzere, 

 

3: I E: I 33E  

     1 2 3 = , ,t t t t t1 2 3 1 2 31 2 3t t t1 2 3= , ,, ,1 2 31 2 31 2 3  t  = 
 

 

şeklinde tanımlı diferensiyellenebilir fonksiyonuna 3E  de eğri denir Burada t II  ya 

 eğrisinin parametresi, ,I  ikilisine de  eğrisinin koordinat komşuluğu     

denir [8]. 

 

Tanım 4.1.2. 3E  de M  eğrisi ,I  koordinat komşuluğu ile verilsin. 3: I E: I 33E

fonksiyonunun Öklid koordinat fonksiyonları 
1 2 3, ,1 2 31 2 31 2 3  

olmak üzere 

1 2 3, , ,1 2 3 ,1 2 31 2 31 2 31 2 3  t Mt M  ve 

 

31 2, ,
t t t

dd d
t

dt dt dt

d dd d d
t

dd dddd 31 2 , 31 2 31 2
dd1 21 2 3d

1 21 2,1 21 21 21 2d1 21 21 2ddd

t tt t tdt dt dtt tt tt t

,
dt dt dt

,,
dt

,
d

 

 

dır. 3,
E

t t T t,t , t
E

t
E3E3E

T  tanjant vektörüne, M  eğrisinin t II  parametre değerine 

karşılık gelen tt  noktasında, ,I
 

koordinat komşuluğuna göre hız vektörü 

denir [8]. 
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Tanım 4.1.3. 3M E3E  eğrisi ,I  koordinat komşuluğu ile verilsin. 
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1

:

         t i

i

I

d
t t t

dt

2

1

: I

d
2

d
t t

dtdt

3 d
2

d3 d id
tttt

d
tiid
ti

dtdt
t

dtdt
t

dt

 

 

şeklinde tanımlı  fonksiyonuna, M  eğrisinin ,I  koordinat komşuluğuna 

göre skaler hız fonksiyonu ve tt  reel sayısına da M  nin ,I  koordinat 

komşuluğuna göre tt  noktasındaki skaler hızı denir [8]. 

 

Tanım 4.1.4. M  eğrisi ,I  koordinat komşuluğu ile verilmiş olsun. s Is I  için  

 

1ss 1 

 

ise M  eğrisi ,I
 

koordinat komşuluğuna göre birim hızlı eğridir denir. Bu 

durumda s II  parametresine, eğrinin yay parametresi adı verilir [8]. 

 

Tanım 4.1.5. Her noktasındaki hız vektörü sıfırdan farklı olan eğriye regüler eğri 

denir [8]. 

 

Teorem 4.1.6. 3E  de regüler her eğrinin, birim hızlı olacak şekilde bir koordinat 

komşuluğu vardır [8]. 

 

Tanım 4.1.7. 3E  uzayında bir 3: I E: I 33E  eğrisi için 

 

t
t t

t

tt

t
t t  

 

eşitliği ile belirli t tt t  vektörüne, eğrisinin tt  noktasındaki birim teğet vektörü 

denir [8]. 
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 Tanım 4.1.8. 3E  uzayında bir 3: I E: I 33E  eğrisi için 

 

n t b t t tb t t tn t b t t t
 

 

eşitliği ile belirli n tn t  vektörüne,  eğrisinin tt  noktasındaki birinci dik vektörü 

(asli normali) denir [8]. 

 

Tanım 4.1.9. 3E  uzayında bir 3: I E: I 33E  eğrisi için 

 

t t
b t

t t

t tt

t t
b t  

 

eşitliği ile tanımlı b tb t  vektörüne,  eğrisinin tt  noktasındaki ikinci dik vektörü 

(binormali) denir [8]. 

 

Tanım 4.1.10. , ,t t n t b tt t n t b t  vektörlerine, 3: I E: I 33E  eğrisinin tt  noktasındaki 

Frenet vektörleri denir ve  

 

, ,t t n t b tt t n t b t  

 

kümesine  eğrisinin tt  noktasındaki Frenet çatısı denir [8]. 

 

Eğer M  eğrisi, ,I  koordinat komşuluğu ile verilmiş ise s II  yay-parametresi 

olmak üzere, 

 

t

n

b t nb t n

t

n

b tb t n  

dir [8]. 
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Tanım 4.1.11. 3M E3E  eğrisi ,I  koordinat komşuluğu ile verilsin. t II  ya 

karşılık gelen tt  noktasındaki Frenet 3-ayaklısı, , ,t t n t b tt t n t b t  olsun. Buna 

göre  

 

1

1

: ,      

      t k ,

k I

t t t n tt1k ,1 , n t, tn t

,      

      ve       

2

2

: ,      

      t k ,

k I

t n t b tt2k ,2 b t,b ttb t

,      

 

 

şeklinde tanımlı ,   1 2ik i 2i   fonksiyonuna M  eğrisinin i -yinci eğrilik fonksiyonu 

ve t II  için ki t  reel sayısına da tt  noktasında M nin i -yinci eğriliği denir. 

Bundan sonra özel olarak 
1k  ve 

2k  eğriliklerini sırası ile  ve  ile göstereceğiz ve 

bunları, eğrinin eğrilik ve burulma fonksiyonları olarak adlandıracağız [8]. 

 

Teorem 4.1.12. 3M E3E  eğrisi ,I  koordinat komşuluğu ile verilsin. s II  yay-

parametresi olmak üzere, ss  noktasında birinci ve ikinci eğrilik fonksiyonları, 

sırasıyla, ss , ss  ve Frenet 3-ayaklısı , ,t s n s b st s n s b s  ise 

 

1) t s s n sst s s n sst st s s n ss  

2) n s s t s s b sn s s t s s b snn s s t s s b s
                                                                       

4.1.1  

3) b s s n ssb s s nb sb s s n  

 

dir [8]. 

 

4.2. Spinorlar-Frenet Türev Denklemleri İlişkisi 

 

 3: I E: I 33E , birim hızlı regüler bir eğri ve bu eğrinin Frenet çatısı , ,t s n s b s

olmak üzere Frenet türev denklemlerinin  
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t s s n sst s s n sst st s s n ss
 

n s s t s s b sn s s t s s b snn s s t s s b s
 

b s s n ssb s s nb sb s s n
 

 

olduğunu biliyoruz. Spinorlarla ilgili verilen bölüm 3 de ki sonuçlara göre  

 

tn ibibn ib t , 
t

t
t

t
t

,                                4.2.1  

 

ve 1
tt

1  olacak şekilde bir   spinoru vardır. Böylece  spinoru , ,n b tn b t  

üçlüsünü temsil eder ve 
d

ds

d
, Frenet denklemleriyle verilen  eğrisi boyunca 

, ,n b tn b t  üçlüsünün değişimine karşılık gelir. 

 

Önerme 3.4. e göre ,, , iki bileşenli spinorlar için bir taban olduğundan dolayı 

öyle f  ve g  fonksiyonları (muhtemelen kompleks değişkenli) vardır ki   

 

d
f g

ds

d
fff gf                                                       4.2.2

 

 

yazılışı tek türlüdür. 4.2.1  denklemindeki tn ibibn ib t  nin s  ye göre türevini 

alırsak 

 

t
tdn db d d

i
ds ds ds ds

td dtdb d d
i

ds ds ds

d d

ds

td dt
                                           4.2.3  

 

bulunur. Eğer 4.1.1  ve 4.2.2  denklemleri 4.2.3  denkleminde yerine yazılırsa  
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                                 =

                                 =2 2

                                 =2 2

t
t

t
t t t

t
t

t i n ib f g f g

f g

f g

f n ib g t

t t tt t t

tt

t
tt i n ib f g f gt

t
t t tgt t tt t t

t

g2

ib g t2

t i n ib f

ib g t2

 

 

bulunur.  matrisleri simetrik olduğundan dolayı   =
t

t =
t

t  dır. Böylece  

 

2 2t i n ib f n ib g tf n ib g t2 22t i n ib f n ib g t2 2t i n ib  

 

elde edilir. Burada son denklemden 

 

                
2

i
f

ii

2

ii
, 

2
g

2
                                       4.2.4  

 

olduğu görülür. O halde 4.2.2  denklemi ve 4.2.4  denklemleri dikkate alınırsa  

 

2 2

1
      

2

d
i

ds

i

d

2 2
ii

2

1

2
ii

 

 

elde edilir. Böylece aşağıdaki teorem verilebilir. 

 

Teorem 4.2.1. Kabul edelim ki iki bileşenli  spinoru, birim hızlı bir eğrinin 

, ,n b tn b t  üçlüsünü temsil etsin. Bu takdirde, Frenet türev formülleri  

 

1

2

d
i

ds

1d

2
i

1
iii  
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ile verilen bir tek spinor denklemine denktir. Burada  ve , sırasıyla, birim hızlı 

eğrinin eğriliği ve burulmasıdır [14]. 

 



 

  

 

 

BÖLÜM 5. E
3
 ÖKLİD UZAYINDA YÜZEYLER ve SPİNOR-

DARBOUX DENKLEMLERİ 

 

Bu bölümde 3E  Öklid uzayında yüzeyler kısaca tanıtılmış ve Darboux türev 

denklemlerinin spinorlar cinsinden ifadesi verilmiştir. 

 

5.1. E
3 Öklid Uzayında Yüzeyler ve Darboux Türev Denklemleri 

  

Tanım 5.1.1. S , 3E  uzayının bir alt kümesi olsun. Her p Sp S  için p  nin 3E  

üzerinde bir komşuluğu V  ve U 2E  bir açık alt cümle olmak üzere 

:F U V SV S  fonksiyonu bir diffeomorfizm ise S ye 3E  de bir yüzey denir.   

(Şekil 5.1.1.) 

 

         V  

  v          F             z                   V SS  

            

   U        S    

           

                          y  

           

           u        

                   x      

 

Ayrıca ,F U  ikilisine S  yüzeyinin bir parametrizasyonu veya bir yerel koordinat 

sistemi ve 1,V S F,S F, 1  ikilisine de p  nin bir koordinat komşuluğu denir 

 

Teorem 5.1.2. U , 2E  nin açık bir alt cümlesi ve :f U  diferensiyellenebilir bir 

fonksiyon olsun. Bu durumda  
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1 2 1 2 1 2, , , : ,M p p f p p p p U1 2 1 2 1 2p p f p p p p U1 2 1 2 1 21 2 1 2 1 2::1 2 1 2 1 21 2 1 2 1 21 2 1 2 1 2  

 

eşitliği ile verilen M  cümlesi bir yüzeydir [11]. 

 

Tanım 5.1.3. 3: I E: I E33I E  eğrisi ve bir S  yüzeyi verilsin.  

 

t It I  için t St S  

 

ise  eğrisi S  yüzeyi üstünde (veya içinde) bir eğridir denir. [11]. 

 

Tanım 5.1.4. p , S  yüzeyinin bir noktası ve 3

p pv T E3

p pT Ep pp pv T E  olsun. pvv  tanjant vektörü 

S  içinde p  den geçen en az bir eğrinin hız vektörü ise pvv vektörü p  noktasında S  

ye teğettir denir. p  noktasında S  ye teğet olan bütün vektörlerin cümlesi pT S  ile 

gösterilir [11]. 

 

Tanım 5.1.5. S , 3E  de bir yüzey olmak üzere, 

 

3: p

p S

Z S T E
p S

3

p

p S

E
p S

pT Ep
, 3

pZ p T E3

pT Ep
 

 

biçiminde bir Z  fonksiyonuna S  üstünde bir (Öklidyen) vektör alanı denir. Her 

p Sp S  için, p pZ T Sp pZ T Sp pZ TZ T S  ise Z  ye S  üstünde teğet vektör alanı denir. Her p Sp S  için, 

pZZ  vektörü pT S  uzayına dik ise Z  ye S  üstünde dik ( normal ) vektör alanı  

denir [11]. 

 

Tanım 5.1.6. 3E , 3-boyutlu Öklid uzayında bir S  yüzeyi üzerinde 

diferensiyellenebilir bir birim normal vektör alanına S  üzerinde bir yönlendirme 

denir. Üzerinde bir yönlendirme seçilmiş olan bir yüzeye yönlendirilmiş yüzey   

denir [9]. 
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Tanım 5.1.7. 3E  Öklid uzayında bir S  yönlendirilmiş yüzeyi üzerinde bir  eğrisi 

verilsin. Bu  eğrisinin her noktasına Frenet üç ayaklısı dediğimiz bir üç ayaklı 

karşılık getirilebilir olduğunu biliyoruz. Şimdi de eğrinin üzerinde bulunduğu 

yüzeyle ilgili formülleri kapsayacak olan diğer bir üç ayaklı tanımlayalım. Öyle ki, 

eğrinin bir ss  noktasındaki teğet birim vektörü tt  olsun. Yüzeyin bu noktada teğet 

düzlemine çizilen dikme ise bu yüzeyin söz konusu noktadaki normalini belirtsin. Bu 

dikme üzerinde yönü yüzeyin belirlenmiş bir tarafına doğru seçilen NN  birim 

vektörüne yüzeyin ss  noktasındaki normal birim vektörü denir. tt  ve NN  verilince 

t Nt Ntt N  ile tanımlanan BB  vektörü alınırsa tt , NN , BB  gibi yeni bir üç ayaklı elde edilir ve 

Darboux üç ayaklısı adını alır. Bu ifade eder ki yüzey üzerinde bir  eğrisi 

verildiğinde , ,t n bt n b  den ibaret olan Frenet ve tt , NN , BB  den ibaret olan Darboux üç 

ayaklısı vardır. tt  ayrıtları aynı olan bu iki üç ayaklı birbirine sıkı sıkıya       

bağlıdır.( Şekil 5.1.2) 

 

           bb         

         NN  

           

                   BB  

                          

                 nn      

           

    

     tt     

 

 

İki durumda da teğet vektörleri aynı olduğu için nn  ve bb  düzlemindeki dönmeyle BB  

ve NN çiftini oluşturan  açısı vardır. Bu dönüşüme karşılık gelen matris aşağıdaki 

şekilde gösterilebilir. 

 

     

N
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1 0 0

0 cos sin

0 sin cos

t t

B n

N b

BB

N bbos0 sin co

t t1 0 0t t1 0 0t 1 0 01 0 0 t1 0 0

BB s sinii0 cos00 s nsin0 cos

t t1 0 0

B sss sin ns sins ns sin0 cos0 cos0 cos

os0 sin coN os bos00 sinsin cocoNN bos0 bos0 sin cosin co

B s ns sin0 cos                                        5.1.1
 

 

Son denklemden
 

 

cos sin

sin cos

t t

B n b

N n bnsin cosbn

t tt

B

t

ncos sin

t t

B

N

cosncos sin

nsin cosn

B ncos sin

                                                      

5.1.2  

 

dir. 5.1.2  denkleminde BB  eşitliği cos  ve NN  eşitliği sinsin  ile çarpılıp taraf 

tarafa toplanırsa  

 

2 2cos sin cos sinB N n nB N n nsin cos sinsin c 2 2i 2 22 2 n2 2sin cos sinin c 2 22 2  

 

elde edilir.  

 

Teorem 5.1.8. 3E  Öklid uzayında bir S  yönlendirilmiş yüzeyi üzerinde bir  eğrisi 

verilsin.  eğrisinin ss  noktasındaki Darboux çatısı , ,t s B s N st s B s N s  olmak 

üzere Darboux türev formülleri  

 

1) cos sint B Nt B Ncos sincostt i Nsincos  

2) cos
d

B t N
ds

B t Ncost cos
dsdsd

B
dd

B Ns
dd

t cos
dd

 

3) = sin
d

N t B
ds

t= sin= sN == sin B
dsdsd

N
dd

N = i= sin= si B
dddd

 

dir [17]. 

 

İspat. 5.1.2  denklemini göz önüne alalım. Burada ,t Bt B  ve NN  nin s ye göre 

türevlerini alırsak, sırasıyla,
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cos sin cos sin
dt

n B N B N
ds

n B N B Ncos sin cos sins sin cos
dt

i in B N B Ncos sin cos sinsin cos                                  5.1.3
 

 

cos sin sin cos

       = cos sin sin cos

       = cos cos sin

       = cos cos sin

       = cos

d B dn d db d
n b

ds ds ds ds ds

d d
t b n n b

ds ds

d d
t b n

ds ds

d
t b n

ds

t

d

d d

cos
dn

d d d d
sin sin cos

d
iisin sinsin sinii

d d d
cos

d db d
isini

cos sin sin cos
d

cos sin sin
d d

cos
d d

isinsini

dd d
cos coscos coscos c

dd d
sinsin

d
sin

d d
i

ds dsds ds
sin

d d

dd
cos cos sincos cos

dddd

dsdsd

cos

B dn dd dbdn dd db

d

cos

cos c

coscoscos

cost
d

N
ds

dd
N

dddd

dsdsd

d
NN

dd

                    5.1.4  

 

ve 

 

sin cos cos sin

       = sin cos cos sin

       = sin sin cos

       = sin sin cos

       = sin

d N dn d db d
n b

ds ds ds ds ds

d d
t b n n b

ds ds

d d
t b n

ds ds

d
t b n

ds

t

b d

d d

 = sin ssin s

 = sin ssin ssi

 = sin

sin c
dn

si
ds ds ds ds

n cos cos sin
d d

n cos cos sn cos cos s
ds ds ds

s sin
d db d

incos ss s

sin cos cos sin
d d

sin cos cos ssin cos cos s
ds ds

s sin
d d

incos scos s

d dd d
n sinn sinn sin

d dd d
coscos

d d
cos

d d

ds dsds ds
cos

ds ds

dd
n sin cosn sinn sin

dddd

dsdsds

d N dn d dd db ddn d dd db d

ds

sisin csin c

sin ssin ssin sn s

sisin ssin sn s

sin
d

B
ds

BBB
dsdsds

dd
BB

dddd

                               5.1.5  

 

elde edilir. O halde Darboux türev formülleri matris formunda 

 

0 cos sin
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sin 0

t t
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B B
ds

NdN
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tttt
dddd

s 0
d
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B B
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B BB BB B

NNN

B B
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                5.1.6
 

 

ile verilebilir. Burada  
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  cos  jeodezik eğrilik

sin   normal eğrilik

  +   jeodezik burulma

g

n

g

d

ds

cos  jeodez

d
+   eodezik

d

d

d

 jeodeg

asin   norman

  jeodeg jeo

 

 

dır. Dolayısıyla 5.1.6  denklemi 
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g g
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t t

B B
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t

B B

NNNNNN

B B

NN

                                       5.1.7  

 

şeklini alır. 

 

5.2. Spinorlar-Darboux Türev Denklemleri İlişkisi 

 

Bu bölüm tezimizin orijinal kısmı olup, Darboux türev denklemleri bir tek spinor 

denklem ile ifade edilmiştir. Ayrıca Frenet spinor denklemi ve Darboux spinor 

denklemi arasındaki ilişki verilmiştir. 

 

S , 3E  Öklid uzayında yönlendirilmiş bir yüzey ve , S  yüzeyinde birim hızlı bir 

eğri olsun.  eğrisinin Darboux çatısı , ,t B Nt B N  olmak üzere Darboux türev 

formüllerinin 

 

g n

g g

n g

t B N

B t N

N t B

t g nB Ng ng nB

B g gt Ng gg gt

N n gt Bn gn gt

tt NBg n

BB Ntg g

NN Bt

                                              5.2.1  

 

olduğunu biliyoruz. 3. bölümde spinorlar ve ortonormal bazlar ile ilgili verilen 

bilgiler dikkate alınırsa 
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tB iNiNB tiN t , 
t

t
t

t
tt

,                                           5.2.2  

 

ve 1
t

1
t

 olacak şekilde bir  spinoru vardır. , ,B N tB N t üçlüsü  spinoru ile temsil 

edilir. Ayrıca 
d

ds
, Darboux denklemleriyle verilen  eğrisi boyunca , ,B N tB N t

üçlüsünün değişimine karşılık gelir. 

 

Önerme 3.4.göz önüne alınırsa ,, , iki bileşenli spinorlar için bir tabandır. 

Böylece öyle h ve k  fonksiyonları (muhtemelen kompleks değişkenli) vardır ki 

 

d
h k

ds
h kh k                                                       5.2.3

 

 

yazılışı tek türlüdür. 5.2.2  denklemindeki 
tB iNiNB tiN t

 nin s  ye göre türevi 

alınırsa 

 

t
td B d N d d

i
ds ds ds ds

dd N d
i

d d dd

d t dtd B d N d td td N dd
                                 5.2.4  

 

elde edilir. Böylece 5.2.1  ve 5.2.3  denklemleri 5.2.4  denkleminde yerine 

yazılırsa  

 

                                              =

                                              =2 2

                              

t
t

g n g

t t
t t

t
t

i B iN i t f g f g

f g

f g

i
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g n gi B iN i t f g f gt
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t tt t
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B iN i t f

                =2 2f B iN g tiN g t2B iN g t2

 

 

bulunur.  matrisleri simetrik olduğundan.   =
t

t
t

=
t

t  dır. O halde  
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2 2n g gi t i B iN h B iN k ti t i B iN h B iN k t2 22n g gi t i B iNn g gn g g h B iN k t2 22t i B iN  

 

elde edilir. Burada son denklemden 

 

 
2

gi
h

ii

2

gi gi
, 

2

n gi
k

i

2

n gi n gi n g
                                       5.2.5  

 

olduğu görülür. O halde 5.2.3  ve 5.2.5  denklemleri göz önüne alınırsa  

 

2 2

1
     

2

g n g

g n g

i id

ds

i i

iii iii g n gg n gg n gig n gg n gg n gg n gg n gi g n gi g n g

2 22 22 2

1

2
i g n gi ig n gg n g

 

 

elde edilir. Böylece aşağıdaki teorem verilebilir. 

 

Teorem 5.2.1. Kabul edelim ki 3E  de yönlendirilmiş bir S yüzeyi üzerinde birim 

hızlı bir eğrinin , ,B N tB N t  üçlüsü iki bileşenli  spinoru ile temsil edilsin. Bu 

takdirde, Darboux türev formülleri aşağıdaki şekilde verilen bir tek spinor 

denklemine sahiptir. 

 

2 2

 

g n gi id

ds

id ii iii g n gg n gg n gig n gg n gg n gg n gg n gi g n gi g n g

2 22 22 2  

 

Burada (5.2.6) denklemi Darboux spinor denklemi olarak adlandırılır ve gg , gg  ve 

nn
 sırasıyla birim hızlı eğrinin jeodezik burulma, jeodezik eğrilik ve normal 

eğriliğidir. 

 

Şimdi de , ,n b tn b t  üçlüsünü temsil eden  spinoru ile , ,B N tB N t  üçlüsünü temsil eden 

 spinoru arasındaki ilişkiyi araştıralım. Bunun için 5.1.1
 

5.2.2  ve 4.2.1
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denklemlerini göz önüne alalım. Eğer 5.1.1  denklemleri 5.2.2  denklemlerinde 

yerine yazılırsa  

 

cos sin sin cos

         = cos sin cos sin

         = cos sin

         = i

n ib B N i B i N

B i iN i

i B iN

e B iNi Bi

ib Nos

sini iN isin cos

sini B iNsinsi

iN

n ib cos Nsin sin cos

= cos

cos B N i B isin sin cosin sin c

isin cosi

cos sin sin co

iN cos

B iN

BB iN
 

 

elde edilir. Böylece aşağıdaki teorem verilebilir. 

 

Teorem 5.2.2. S , 3E  Öklid uzayında yönlendirilmiş bir yüzey olmak üzere, , S  

yüzeyinde birim hızlı bir eğri olsun. Böylece , ,n b tn b t  sıralı üçlüsünü temsil eden  

spinoru ile , ,B N tB N t  sıralı üçlüsünü temsil eden  spinoru arasındaki ilişki  

 

=

       .

t i te

t t

=t i tet i tt i t

 .t tt t

e

t t

 

 

ile verilir. 



 

 

 

 

BÖLÜM 6. TARTIŞMA VE ÖNERİLER 

Bölüm 1’ de, spinorların tarihsel gelişiminden ve uygulama alanlarından söz edildi. 

Ayrıca spinorları açıklayabilmenin dört farklı yolu olduğu vurgulanarak bu çalışma 

boyunca hangi yolu kullandığımız belirtildi. 

Bölüm 2’ de çalışma boyunca kullanılan bazı temel tanım ve teoremler ispatsız 

olarak verildi. 

Bölüm 3’ te, çalışmada ki esas sonuçların elde edilmesine yol gösteren, literatürdeki 

bir çalışma detaylı olarak incelendi [14]. O çalışmada 33  de orjin etrafındaki 

dönmelerin grubu olan 3SO  ile 2 22  tipinde üniter matrisler grubu olan 2SU  

arasındaki homomorfizm ayrıntılı olarak anlatılmış ve bunun bir sonucu olarak 

spinorlar ve ortonormal taban arasındaki ilişki incelenmişti. Bölüm 4’ te bir önceki 

bölümde verilen sonuçlara bağlı olarak Frenet vektörlerinin spinorlar cinsinden 

ifadesi verilmiş ve Frenet türev denklemlerinin tek bir spinor denklemine eşdeğer 

olduğu gösterilmiştir. 

5. bölüm tezimizin orijinal kısmı olup bu bölümde, 3E  Öklid uzayında yüzeyler 

kısaca tanıtılmış ve Darboux vektörlerinin spinorlar cinsinden ifadesi verilerek 

Darboux türev denklemlerinin tek bir spinor denklemine eşdeğer olduğu 

gösterilmiştir. Ayrıca bu bölümde Frenet türev denklemlerinin spinor gösterimi ile 

Darboux türev denklemlerinin spinor gösterimi arasındaki ilişki verilmiştir. 
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Diferensiyel geometride yüzey üzerindeki eğrilerin Darboux çatılarının birçok 

uygulaması vardır. Örneğin; D-helisler, Bertrand eğrileri, Smarandache eğrileri gibi 

eğriler ve Minkowski uzayında dual Darboux çatıları ile çalışmalar gibi pek çok 

çalışma literatürde mevcuttur. 

Yüzey üzerindeki eğrilerle ilgili bu tarz çalışmalara spinor Darboux denklemleri 

kullanılarak gelecekteki çalışmalarda yer verilebilir. Ayrıca yüzey üzerinde ki 

eğrilerin spinor gösterimleri sadece 3E  Öklid uzayında değil 3

1

3

1
 Minkowski uzayı 

veya 
3G  Galilean uzayı gibi diğer üç boyutlu uzaylarda da verilebilir. 
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