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TESEKKUR

Yuksek Lisans gitimime ilk basladigim andan itibarengtimim boyunca bilgisini,
sabrini ve her turli yardimini esirgemeyen tez stiaaanim dgerli hocam Yrd. Dog.
Dr. Yalgin Yilmaz'a dest& i¢in en igten tgekkur ve saygilarimi sunarim.

Egitimim suresince yardimlarini goérgiam, bilgi ve deneyimlerinden yararlagdn
deserli hocalarima tgekkirler. Tezin yazimisamasinda sabirla bana yardimci olan
sevgili arkadglarima ve her zaman maddi ve manevi olarak yanirotm

desteklerini esirgemeyen canim aileme sonsyekkgirler.
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OZET

Anahtar kelimeler: Hacinintegral Metodu, Phragmen-Lindel6f Prensibi

Verilen kismi tirevli denklemin ¢ozimindn uygun dicim fonksiyonu yardimiyla
birinci mertebeden diferansiyekitsizlik elde edilmekte ve busisizlik, baglangic¢
kosullarina bgh olup ¢ozimin bir 6lcim fonksiyonuna gore yaziktaalir. Ik
olarak Neumann problemi icin “Haciimtegral Metodu” diye adlandirilan yontem
gosterilmektedir.

Lineer olmayan sinir koilu altindaki dalga denkleminin ¢ézimlerinin davséari

incelenmektedir. Homojen klangi¢c ve sinir kgullari altinda p-Laplesyen terim
iceren dgrusal olmayan denklemin ¢6ziUmunun daweimcelenmektedir.

Vi



DIFFERENTIAL INEQUALITIES

SUMMARY

Key Words: Volume Integral Method, Phragmen-Lindé&dnciple

For the solution of a given partial differentiagjuation it is obtained a first order
differential inequality with the help of an apprte measure and this inequality,
depending on the initial conditions, is written, bse of the measure. First, for the
Neumann problem so-called “Volume Integral Methbd$ be introduced.

Behavior of solutions of nonlinear wave equatiodemsome boundary conditions is
examined. Spatial behaviour of the solution of alim@ar wave equation under
homogeneous initial and boundary conditions withLaplasyen term are
investigated.

Vil



BOLUM 1. GiRis

1.1. Temel Kavram ve Eitsizlikler

Hacim integral metodu diye adlandirilan metot kaynaKnowles [5] ve Toupin’in
[6] calismalarindan almgtir. Hacim integral metodunun ve elastisiteyle lilgi
anlatilanlarin bircok yeni referansiyla birlikte geamli argtirmasi, Horgan ve

Knowles [7] tarafindan yazilan makalede bulunabilir

R", n—boyutlu uzay ve kiimesi bu uzayda basitg@antili acik bir kime olsun ve
u: Q — R yeteri kadar diferansiyellenebilen bir fonksiydmaek tzere,

VU= (Uy,, U, Uy,)

veR""1 de Laplace operatori

By = V3= g, Uy, oo ¥ Uy

seklinde ifade edilir.CZ () ile Q' da 2. mertebeye kadar tirevi surekli ve sinirda 0

degerini alan fonksiyonlar gosterilir.

Divergence Teoremi), R*te duzgin veya parcali dizgun bir S ylzeyi ile
sinirlanmg olsun. FQ Gzerinde diizgun bir vektor alani, n ise S yluzeydga dgru

normal birim vektori olsun. Bu durumda

JI, F.nds = [ff  divFdV (1.1)
esitli gi sgglanir.

Cauchy Kitsizligi: V a, be R igin,

a.b < |a.b| < (a? +b?) (1.2)
dir.



¢ — Cauchy Esitsizligi: V a,b > 0 ve € > 0 icin,

ab<ea?+l (1.3)
4.€

esitsizligi saglanir.
Holder Kitsizligi: f ve g fonksiyonlart Q c R® (zerinde integralllenebilir

fonksiyonlar olmak tzere,

f, 1Eglda < (f, 1frae) " (1, lgle o) " (L.4)

esitsizligi gecerlidir. Burada;—) +$ =1 dir.

Young Bitsizligi: 1 <p, q < o ve %+% = 1 olsun,v a, be R igin

b4

ab
abs—+
P q

(1.5)

esitsizligi sgglanir. Baka bir ifadeyle gitsizlik, u pozitif sabit ve0 < r < 1 olmak
uzere,

cfd T < rep + (1 —r)dp™/1r (1.6)
seklinde yazilir.

Poincare Kitsizligi: Q, R? te diizgindQ sinirina sahip diizgtin bir bolge olsun. Bu
durumdaCZ(Q) da gagidaki ssitsizlik gecerlidir.

llull; < c()[|Vull, AL

Buradac(Q2), Q' nin buylkligli ve geometrisine Iga bir sabittir ve Kkaresi

integrallenebileru fonksiyonunun normijul|3 = fn u?dx ile tanimlanir.



BOLUM 2. BiRINCi DERECEDEN ESIiTSiZL iKLERLE iLGiLi
KESTIRIMLER

2.1. Hacimintegral Metodu

Bu bolimde, oncelikle metodun genel bir tanimi lagaktir. Sonra metodun
dikdortgensel bir bolgede Neumann problemine nagulandgl gosterilecektir.
Ayrica Phragmen-Lindelof tipi azalim kestirimlennyari sonsuz dikdortgensel bir
bdlgede nasil elde edilgi gosterilecektir. Yani, bir 6lcimin verilen bir téb
fonksiyondan daha hizli ve asimptotik olarak artrgadiliniyorsa, o ¢dézimin
OlcimiU sonsuza g@ou gidildikge Ustel olarak azaliyor anlamina gelteelk.
Kutupsal koordinatlar yardimiyla tanimlanan benzsilgeler icin de benzer
analizlere ayrica yer verilgtir. Son olarak bir dik silindir i¢in difiizyon prdédgmi

olan zamana t@h bir probleme uyarlanabilecek bir yontem godéeektir.
2.2. Metodun Tanimi

Sinirlanmg U¢ boyutlu bdlgeye dikkat edilmektedirs#@&idaki G¢ boyutlu V bolgesi
ele alinsin (bkz. 2.1). Bolge, ve I', ile birlikte C yanal sinir olmak Uzere ¢ ayrik

parcadan olgan sinira sahiptir.

C ////

I'o I § I'o

.

Sekil 2.1. Siniri C, yan yuzeYigveI'| den olgan bolge

C



X € [0, L] olmak Uzere, kendilerini kesmeyen yilzeylerin ailgsile gosterilsin ve
asagidaki kasullar! salasin.

a) I'o,I'L, x=0 ve x=L noktalarina kan gelen V' nin sinirini olgtursun.

b) I'Xin her ylzeyi yanal ylzey ile basit kapagreboyunca kessin.
u (skaler veya vektorel), V Gzerinde L&)0 kismi tlrevli denklem veya sisteminin
sartlarini sglayan bir fonksiyon olsun.glverilen bir fonksiyon olmak tizere u,
Bo(u) = by ([ Uzerinde) sinir kalunu sglar. Ayrica V' nin sinirinin kalan
kisminda(C vd' tzerinde) sifir sinir kwillarini sglasin. \% ; I'x , I'L ve C arasinda
kalan alani veya hacmi gostersin. P(u), u'nun rieglhayan bir fonksiyonu olmak

uzere
F(x) = fvx P(u)dV

ile Vyx de ¢6zumun "hacim integral 6élcimu” tanimlansiacish integral metodunun
amaci birinci dereceden diferansiyel bgitgzlik ve buradan da F(0) klangic

verilerine ve x’e gore bir Ust sinir elde etmekiu amacla

F'(x) + h(x)F(x)<0 (2.1)
tipinde bir aitsizlik elde edilir. Burada h(x)I'x kesitinin geometrisine gadir.

fé( h(x)dx

Esitsizlik e ile carpilip diizenlenginde

eJo hOOXE(y) 4 efo hOdXK()F(x) < O

L [F(x)elo "®d) <

F(x) < F(0)e™ Jo h®dx (2.2)

elde edilir. Bu ise F(x)'in Ustel hiz ile sifirgtggini gosterir.

Yukarida ifade edilen genel yakien uzay dgiskeniyle birlikte t zaman diskenine
bagli parabolik problemlere de uyarlanabilir. Kismrduli denklem veya sisteminin
zaman turev(ler)ini icerdi dusunularse, ilk kgul sifir ve sinir kegullari yukarida
bahsedildii gibi olsun.

P ve Q(u ve turevlerinin) negatif olmayan fonksilgnolmak utzere, Y Gizerinde

¢6zUmun bir 6lgctima

FO 0 = [, f, Pdvdr + [, Qwadv (2.3)



ile tanimlanirsa F(x, t) icin dncekine benzerdiferansiyel gitsizlik sgslanir.

2.3. Neumann Problemi

Bu kisimda dikdortgen igerisindeki basit Neumanmbfgmine metodun nasil

uygulanacgl gosterilecektir. L, h sabitler olmak Uzere bosgagidaki gibi verilmi

olsun:

R:0<x<L , O<y<h

u(x, y) aagidaki problemin klasik bir cdzumu olsun,

VZu =0, R Uzerinde (2.4)
u =0, y =0, h sinirinda (2.9
Ux=0, X = L sinirinda (2.4)
ux = f(y) x = 0 sinirinda. (2.9

(1.41) — (1.4) ve Divergence Teoremi kullanifginda,
_ du TR

Il Audxdy = [ —=ds esitli ginden
JI, (ugx + uyy)dxdy = [0 Vu.nds=0
J, Vu.nds =fsl uy ds + fsz uyds — fs3 uy ds — fs4 uds =0
—J,, weds ==, f(y)dy =0

h
J; f()dy =0 (28}
elde edilir. (2.4) ssitli gi f fonksiyonu icin kaul olsun, u’nun keyfi bir sabit farkiyla
belirlendisi bilinmektedir.

Teorem 2.1.

R,= RN x>z olmak uzere, R¢indeki ¢ozimun hacim olgimi

F(2) = [ (V1u)* dA (28
olarak tanimlansin. Burada u, (2.4) ile tanimlilgpeonin ¢6zUmu olmak tzere, F(z)
F(z) < F(0)expE 2nz/h) (2.5

esitsizligini sgglar.



Uk = f(y) 4 =0

R,

v

Sekil 2.2. (2.4)'te belirtilen problemin tim kollarini sg&layan sonlu bir dikdértgen

Ispat:

I'; , X = z noktasindaki dikdértgenin dik kesiti olsuR, boélgesinde Divergence

teoremi ve (2.4) uygulanginda

frx u,dy =0 (2.6)
elde edilir. Daha sonra

V,.(uV4u) =V,uV,U + W4 U = (V4u)? + W, u aitli ginden

(V,u’ = V,.(uv;u) — uvyu elde edilir. BuradaR, bélgesinde integral alinip

Divergence teoremi uygular@nda
fRZ(Vlu)ZdA IfRZ(Vl.(uvlu) — uV,u)dA = fRz V. (uV,u)dA
fRz V. (uV u)dA = faRZ uViu.nds = — fsl uuy, + fsz uuy + fs3 uuy, — fs4 uuy

=— fs4 uuy, cikar. Yani
fRZ(Vlu)ZdA =— fs4 uu, dy (2.7)
esitli gi elde edilir. F(z)' nin turevi,

L I

F(z) :fRZ(Vlu)ZdA =/, ﬂrg (Viuw)2dyds sesitli ginden,
F(2) =~ [, (Vudy

(2.8)
olarak bulunur. Herhangi bir k sabiti igin,

F(2) + 2kF(2) = ;. [(V;u)* + 2kuu,]dy



=— [ [uf + uj + Zkuu, + k?u? — k*u?]dy

=— frz[(uX + ku)2 + uj — k*u?]dy

< - frz (uj — k*u®)dy (2.9)
elde edilir. Problemin ¢6zimu olan u, keyfi sat@tbelirlenmektedir. Sabit
fro udy =0 (2.10)
ile cOzulebilecek bicimde tanimlansin. (2.6) vel(@'dan
frz udy =0 (2.11)
elde edilir.n?h~2 Poincare sabiti olmak lzere (2.11) ile birlikteii®are gitsizligi
kullanildiginda
frz usdy = n*h™? frz u® dy (2.12)

elde edilir. Bu ifade (2.9) ile birlikte kullaniliginda

F'(z) + 2kF(z2) + frz k?u?dy > n*h™? frz u? dy

F'(z) + 2kF(z)< —(n*h™% — k?) frz u® dy (2.13)
bulunur ve dolayisiyla

F'(z)+ (2n/h)F(z)< 0 (2.14)
elde edilir (k=nth™"). Esitsizlik e?**/1 ile carpilip [0, z] arafiinda integre edilginde
e?™/MF(z) + e2™/M(2n/h)F(z) < O

fozi [F(z)e*™/h] <0

F(z) < F(0)e~2/h

esitsizligine ulgilir ve boylece teorem kanitlanir.

Bu ifade ¢ozumin Ustel hiz ile sifira dittii gosterir. Datalara gore F(0) igin bir Ust

sinir belirlenebilir. Aagidaki problemde bu elde edilecektir.
Teorem 2.2.

v, R'nin kapangi Uzerinde tanimh keyfi, surekli, diferansiyelldéne bir vektor
fonksiyonu olsun ve
V,iv=0, R Gzerinde, )

v, =f, I, Uzerinde,



v; =0, [}, Uzerinde
v, =0, y =0, y = h noktalarinda

kosullarini sglasin. Bu durumda

Jg v2dA = [ (Viu)2dA = F(0);

esitsizligi saglanir. Eger v =Vu ise (2.16)'nin gtlik durumu gecerlidir.

Ispat:

Esitsizligi ispatlayabilmek icin

Jog v-ViudA = [ (Viu)2dA

oldugu gosterilmelidir. Divergence teoremi, (2.4), (2.1&ullanildginda

Jo v-ViudA = [ Vi (uv)dA = [ uvnds

== fsl u(vy, v2)(0,—1dy + sz u(vy, v2)(1,0)dy +
f53 u(verZ)(Oll)dy + fS4 u(Vll Vz)(_l,O)dy

=— fsl uv,dy + fsz uv,dy + fs3 uv, dy — fs4 uv,dy
=— fs4 ufdy

olur. Diger yandan,

Jo (V1WA = [ V. (uVyu)dA = [, (uV;u).nds
= f51 uuy + fsz uuy + fs3 uuy, — fs4 uuy dy
= fs4 ufdy

elde edilir. (1) ve (2)'den

Jog v-ViudA = [ (Viu)2dA

esitli gine ulailir. Holder aitsizligi kullanildiginda

Jg v-ViudA = [ (Viu)2dA

f v-Vsuda < ([ vz(m)l/2 (J (Vlu)ZdA)l/z

(fR VZdA)l/Z (fR (V1u)2dA)1/2 > [ (Viu)?dA

fo v?dA > [ (V;u)2dA = F(0)

18;)

(2.16)

(2.17)

(1)

)



esitsizligine ulgilir. Buda istenilen gtsizliktir.

Eger v=Vu ise
Jo VViudA = [ (Viu)2dA
Jo wdA = [ (Viu)XdA

Jo v¥dA = [ (Viu)2dA
esitli gi bulunur.
Iyi bir secimle v,

vi = f(){(X), v, = —{J7 f{dy}d' ) (2.18)
olarak belirlenebilir. Burad4,

¢o)y=1, 4ub=0
kosullarini sglayan, surekli, diferansiyellenebilir bir fonksiyduar.
Not: (2.4) — (2.4) ve 6zellikle (2.4) kosulu, normal ttrevi sinir tzerinde belirlenymi
bir harmonik fonksiyonu bulma gibi daha genel biolgemde sinir kaullarinda
yapilan bir dgisiklik olarak dikkate alinabilir. Teorem 2.1.den pian
desisikliklere gore F(0) icin bir Gst sinir bulmalemi, surekli bgmhlik kestirimi
olarak dikkate alinabilir. x = 0 noktasindaki kigiggisimler, verilen her x i¢in F(x)
deserinde de kiguk dgsimler olusturur.

2.4. Phragmen — Lindelof Kestirimleri

Phragmen-Lindelof kestirimleri ele alinirken onkeblarak (2.14)'Un cikargina
benzer bir yontem uygulanir. (2.13)teizligi asagidaki gibi dizenlenginde

n?h™2 frz u*dy < frz uzdy

(f, uzdy)l/z <mh(f, uidY)l/z (2.19)

ve (2.7) ifadesine Holdesksizligi uygulanip yerine yazil@inda
1/2
F(z) < ( sz uzdy) ( sz u)z(dy)
1/2

1/2
< n'h ( J. ugdy) ( J. ugdy) (2.20)
elde edilir. Cauchygsizligi ve (2.8) kullanildginda

F@ 1 <2() way)” (. uddy)

1/2

1/2
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< h (frz uzdy + Jr, ufrdy)

TC 2 2
<L [ (Z+ud)dy == [ (V,u)dy = (=F'(2))
= 2m Jry VX y y_21'r ry 1 y_ZTlC

21T

“F2)2 2 F@) |

ifadesine ulalir ve tekrar (2.14) gtsizligi elde edilir.

Simdi hacim integral metodunu yari sonsuz dikdorggrbdlge icinde KX x < oo,

0 <y < h,nasil kullanilacgn g0Osterilecektir. x> o degeri hari¢ tim keullar
gecerlidir. C6zUm x sonsuza giderken Ustel olai@hka hizli artmaz ise ¢6zim Ustel
hiz ile sifira gider. Bu sonuca Phragmen — Lindstiifucu denir.

Bu bolimde ¢ozimiin dlgimu

F(z) = — frz uu, dy (2.2
ile tanimlanmaktadir. Genel olarak
F(z) = fR (V,u)zdA (2.23

oldugu sdylenemez. Burada u'nun sonsuzdaki dayrdmlinmiyor, bundan dolayr u’
ya negatif dgildir denilemez. Ber z— « ikenu — 0 iseF(z) ve F(z) ayirtedilemez.

6 > 0icin,
F(z+8)-F(z)=— sz+s uu,dy + frz uu,dy

+8
=Jr Jo, (aw?dyds — ;77 [ (V1u)*dydg

zZ+8

==J, " Jr (Vaw)?dyds (2.22)

olarak bulunur. Bugtlik (1/68) ile carpilipd — 0 i¢in limit alindiginda

- — [ f (Vaw?dyd
lim5_,0 F(z+68)-F(2) - lim5_>0 I¢ 1u)“aydg

5 8
F'(2) = Jp, (Vaw)xdy (2.23)
elde edilir. (2.20) ifadesi gerekli ggikliklerin yapilmasi kguluyla
1/2 1/2

|F(z)] <m 'h (fl,z uf,dy) (fl,z u)z(dy) (2.24)

esitsizligini verir. (2.23) ile birlikte Aritmetik — geometiesitsizligi kullanildiginda
(2.14)’e benzesekilde

F@) <2 (/) ugdy)l/z (5. u,z(dy)l/z
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2 2

<h (frz uzdy + Jr, ufrdy)
T

<[, (Vau)xdy

—F'(z) = 2nh™YF(2) | (2.25)
ifadesi elde edilirF (z)’ nin pozitif yada negatif olmasi durumu ele algdda
F(z)> 0 ise,

—F'(z) = 2nh™1F(2)

F'(z) <-2nh™F(2) (2.29
F(z) < 0 ise,

—F'(z) = 2nh~}(—F(2)) (2.29
esitsizlikleri bulunur.
—F(z,) > 0 olacaksekildez;: 0 < z; < oo var olsun. Tim 2z z,’ ler igin (2.26)’
den—F'(z,) > 0 elde edilir. Bu durumda-F(z,) artan olur. O halde 2 z,’ ler igin
—F(z) >0 cikar. Yani (2.28 ssitsizligi gecerlidir. z> z, icin (2.26) ifadesi
e~2%/M jle carpilip 4, z] aralginda integral alinganda
—e~2mz/hFr(z) — e_ZT[Z/hZT[h_l(—T(Z)) >0

z d

Z1 dz

—F(z)e 2™/M 4 F(zy)e™2™/M >0
—F(z)el2m -2} > — F(zy) (2.27)

esitsizligine ulailir. Bu ifade F(z)'nin asimptotik olarak en az Ustel hizla it

[-F(z)e ?™*/"] >0

gOstermektedir.

lim,_,,, —F(z)e?%/h =0 (2.28)
kosulu gecerli olsun. Bu ifade-F(z)'nin en fazla Ustel hizla sifira gini
gOstermektedir. (2.28) vg: —F(z,) > 0 olmasindan dolayi bir ¢cgki elde edilir. O
haldeF(z) = 0’ dir. O zaman (2.28 gecerlidir. (2.2¢) ifadesie?™*/" ile carpilip [0,
z] aralginda integral alinganda,

e?m/h F '(z) 4+ e2%2/h 2mh~1F(2) < 0

LS F@e*™ M <0

F(z) < F(0) e~2m2/h (2.29)

sonucuna ukalir. z - « ikenF(z) en fazla Ustel hizla sifira gider. O halde
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frz uu,dy— 0

bulunur ve (2.23) bu kural sglar. (2.28) asimptotik kalu asagidaki gibi farkli bir
sekilde ifade edilebilir. L’'Hospital kural uygulaisa

lim,_,.,, —F'(z)e 2™ 'z = 0 (2.30)
yazilabilir. Burada (2.23) ifadesi kullanilirsa

lim, ., [, (V;w)2dy e~2mh™'z = g (2.31)

elde edilir. Eger bu asimptotik kgul gecerli ise (2.29) ifadesi ganir.
Teorem 2.3. (Phragmen — Lindelof)

u, (2.4) — (2.4), 2.4%) — (2.4)in 0 <x<ow, 0 <y <h yar sonsuz dikdortgen

icinde klasik ¢oztmi olsun, normafieme kasulu (2.10) ve

lim, .. ([, (V,u)2dy)e 2™z = 0 (2.32)
asimptotik kgulu gecerli olsun. (2.2) veya (2.23) ile belirlenenF(z)

F(z) < F(0)e 2™z (2.39
esitsizligini saglar.

2.5. Bgrisel Sinirli Bélgeler

Sonlu veya vyari sonsuz dikdortgensel boélgede eldiégere genel yaklgmin
sonuncusu farkli geometrilere de uygulanabilirbjrkutupsal koordinatlar ve, ry,
a pozitif sabitler olmak Gzere, bolge
ro<r<ry, O£ 08 <
olarak belirlensinI. r radyal koordinata sahip bolgenin kesitini gagtsin veRr
ile r den daha kic¢uk olmayan radyal koordinatligedin bir kismi olsun.
Uy + rlu +1r7%ug9 =0
u=0 r=r;,8=0 ,0=« (2.33)
u belirli r=ry

u(r, 8), (2.33)'un klasik bir ¢cozimu olsun ve
F() =~ [ uurdd (2.34)

olarak tanimlansin.
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-1

Uy + rlu, +r2uge =0

esitli gini elde etmek icin kutupsal koordinatlarda ki
X=rcos®,y=rsin0, r=,/x2 +y?, 0 = Arctan (%)
ifadeleri kullaniimaktadir.

Uy = UpIy + Uugby

X y
=-u.—5u
r r I‘Z 0

%2
r— 2
Uy = %(urrrx + ureex) (Uerl‘x + ueee ) + Uy ( > +u Ug —~ Xy

%2

r2—
_ Xy Xy y
r—zurr— ur9—3—u9r—3+ u99+ur

+ 2LI9

X

yy =z Up —— + (urrry + u.¢0 ) + (uerry + ueeey)

yz Xy Xy r?—y? Xy
=ZUrr + Urg 3+ Ugr + uee +u——— 2u9 = olarak bulunur. Buradan

-1

Ugy + Upy = Uy + 1700 + r‘zuee =0

(2.33) elde edilir. (2.33) ile birlikte Divergentsoremi kullanildginda,
F(z) = [(V1u)2dA = [(uZ + uZ)rdrd®
Uy = UpI'y +ugby = %ur —lue
Uy = U;ry + ugby = %ur — Ve
uz +uj =u? +r2uj (2.35)
olarak bulunur. Buradan
F= fer(u§ + r~2ug)rdrde (2.36)
cikar. Buradan tirev

F=[" Jp, E 4172 ug)rdrde

F'(r) = —frr (uZ +r2ud)rde (2.37)

olarak bulunur. (2.34) de, Schwargtsizligi ve Poincare @tsizligi kullanilip daha

sonra (2.37) ile birlikte aritmetik — geometrigtsizligi uygulandginda
1/2
|F ()] < (fr u?de) (f urrde)
1/2
<E)r(f, r Zuerde) (frr u?rde)

<- (%) rfrF (uZ +r2ud)rde
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i@
F'(r) + 2(n/)r HF@®)| <0 (2.38)
elde edilir.F(r) > 0 oldugundan gitsizlik r>™ < ile carpilip f,, r] aralginda integre

edilirse
2T
F'(Or2™e + F(ra %ﬁ <0
[ (F@IrE/e) = F@re™s — F o)™ < 0

F(O)r2™* < F(ry)re?™«

Fo) < P o) (2) (2.39)

elde edilir.Simdi (r; - o) olacaksekilde bdlgenin sonsuz oldu disunuldiginde,
ilk kosul gecerli olmasin fakat ger tum kgullar dnceki gibi olsunSimdi Phragmen
— Lindel6f tipinde sonu¢ kanitlanacaktf(r) (2.34)" de belirlendii gibi fakat (2.36)
onceki sonucglardan sdylenemez (bdlge sonsuzgaldein). (2.37) ve (2.38) yine
gecerlidir. F(r,) < 0 olacaksekilder, > 0:0 < r, < oo var olsun,r; <r, <r
olmak uzere,

F'(r) + 2(t/)r Y F()| <0

F'(ry) = 2(n/)r F(r,) <0=>F'(r,) <0

r, <ricin F'(r) < 0 = F(r) azalandir.

(=F (@) = 2(n/)r ' (=F(r)) (2.40)
ifadesine ulgilir. Her taraf r=2™* ile carpilip [, r] integre edilirse

(=F(r))'r 2™/« — (—T(r))r"zn/“i—: >0

frrz(—ﬂ-"(r)r_zn/“)’ >0

—F(r)r 2w > —F(r,)r, 2"/

_F(®) (i)_zm > — F(ry)

—-F(r)
(x/ 1‘2)2“/ «

> —F(ry) (2.41)

elde edilir. Bu gitsizlik —F(r)’'nin en az polinomik hizla sonsuza gitti ifade

eder.

F(r)
m = 0 (242)

limy_,q —
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esitligi gecerli olsun. Yani —F(r) polinamik hizla sifira gitmektedir. O
halde—F(r) > 0 olamaz, bu ise bir c¢ekidir, F(r) =0 olmalidir. (2.42)'ye
L- Hospital kurall uygulanganda

lim, .0 — > = 0 (2.43)
roa

elde edilir. (2.37) yerine yazilirsa
lim,_, o1~ 2(M/0+2 frr (U2 +r%u3)rde =0 (2.44)
elde edilir. EBer sonuncu asimptotik durum gecerli isé(r) = 0 olur. Bu durmda

(2.39) elde edilir. Bu durumda (2.36) durumu geacellir. Sonlu ve yari sonsuz

bdlgeler icin sonuclarsagidaki gibi 6zetlenmektedir.
Teorem 2.4.

r sonlu olmak tzere, ¢c6zUmunun pozitif lgcimu (2i86yerilen (2.33) problemi,

21/
F(r) < F(xo) (2) (2.45
azalim kuralini sgar. Ayni kural r; — oo oldugunda (r— oo ikenu - 0)
lim,_ oo r~2(M/0+2 frr (2 +r2ud)rde =0 (2.496

asimptotik kgulu gecerli oldgunda da s#anir.
2.6. Balangi¢c Sinir — Deger Problemi

Bu kesimde uzay ggskeniyle birlikte zaman dgskenini de iceren bir problem ele
alinacaktir. Ozellikle dik bir silindir icindeki nsakssi icin bir balangic sinir-dger
problemi dikkate alinmaktadir. R basit, parcalap&li &ri parcalari ile sinirli
kesitlere sahip bir silindirin ici olsurk,, x,, x; kartezyen koordinatlar ve R’nin
kesitlerinin balangi¢ ve bitimi x; = 0 ve x; = L diizlemlerinde olsun. 2 0 olmak
Uzererl, ile R’'nin x; = z duzlemindeki acik kesiti tanimlangnolsun.dr’, iseT;,’'nin
sinirt ve R’ nin yanal sinirL olsun.
u(x, t) = uk, , x, , X3, t), @agidaki problemin ¢ézumu olsun,

Viu—u, =0, Rx (0, o) (2.49
sinir kaullari,

u =1, I, Uzerinde,
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u =0,[}, Gzerinde (246

u=0, £ tzerinde (2.4p
ve balangi¢ kaulu,

ux,0)=0, ¥R (2.49

seklindedir.Simdi yuzey integral metodu bu problem icin uyguleaeir.

Teorem 2.5.

R, , X3 > z olmak Uzere R dik silindirinin bir boliumi olsurg.46) balangic sinir -

deger probleminin ¢ozimundn hacim integral dlgima

E(z, 1) =J, Jg, (Vw)2dvdr + - Jo w?dV, 220, t20 (2.47)
olarak verilsin. O halde
Ez )< E(0,1) e("2)2) (2.48)
esitsizligi saglanir. Burada,

Vig+Ap =0 I, Uzerinde,

=0 dr, tzerinde, (2.49)

0z deger probleminin en kicuk 6z geridir.
Ispat:

Kanit icin ilk olarak genel gitsizlik elde edilip, daha sonra flangi¢ kaulu
(2.46,)'Un var old@u kabul edilecektir.

Divergence teoremi, (2.46diferansiyel gtligi ve (2.46) — (2.46) sinir kaullari
kullanildiginda ve

Viu—u, =0, Vu? =V.Vu

(Vu)? = Vu.Vu

V.(uVu) = Vu.Vu + uAu = (Vu)?’+ uAu ssitli ginde integral alindinda

t t t
N fRZ(vu)z dvdl = [ fRz V. (uu)dvdT — [, fRz uVudv dT'
= [, [, V.(uVwdvdT — [} [ uudvdr

N fFZ(uVu).ndV] dr - [ f,, uudvdr
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fot fRZ(Vu)2 dvdT = fot [fsl(uVu). ndv + fsz(uVu).ndV + f53 (uVu). ndv ]dF -
fOtfR uudvd T
fot fRZ(Vu)2 dvdT = — fot frz uuy, dvdl' — %fRz(u2 15)dv = — fot fRz uuy, dvdl' —
2 u?dv+=[u?(x 0)dv esitli gi bulunur. Buradan
27R 2
t 1
E(z, t)= — [, dr fRz uuy, dA + EfRz u?(x,0)dv (2.50)
elde edilir. (2.47) ifadesinin z'ye gore tirevi
ot L 2 1 L
E(z, )= [, dT [, frs (Vu)?dsde + - J, frs dsde
t 1
Efz, )= — [, dl" [ (Vu)*dA—3 . u*dA (2.51)
olarak bulunur. Herhangi bir k sabiti icin (2.5@ (2.51)'den
E,+2kE= — [ dT Ji. (VW2 + 2k uuy, ) dA — % Jp, w?dA+k [ v? (x,0)dv (2.52)
frz((Vu)z + 2kuuy, ) dA = frz (uy, + ku)?dA + frz((vlu)2 —k?u?)dA (2.53)
elde edilir.
Jo. (Viw)?dA = A [ u?dA (2.54)

seklindeki Poincare sitsizligi k = VA, secilerek kullanildgiinda (2.53)'un sol tarafi
pozitif olur. (2.52)'den

E, +2kE < kfRZ u?(x,0)dv (2.55)
esitsizligi bulunur.

Esitsizlik e2%% ile carpilip [0, z] arafiinda integre edilirse

E,e?** + 2ke?k? E < eZkZ.kfR u?(x,0)dv
fOZ(E.eZkS)’ds < fOZ e?ks kds fRS u®(x,0)dv

E(z, t) < E(0,0).e72K + k [~ ds e2k(~2) Jp v (x,0)dv
(2.56)
ifadesine ulalir. Bulunan bu gtsizlikte s& taraftaki ikinci terime kismi integrasyon
uygulandginda

u = [ u’(x 0)dv , dv =e2k(-2)

eZk(s—z)

2k

du = [. u*(x,0)ds ,\E
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S—2Z)
Z
K lo

k z 2k(s—2) 2 _ 2 e?k(
J, dse fRS u?(x,0)dv = kfRS u?(x,0)dv.—
2k(s-z)

2k

e

+kf0Z fFS u?(x,0)ds. dv

4 2k(s-2) 2 _1 2 _ 1 2 -2k
k, dse?7 fRsu (x,0)dv = ZfRzu (x,0)dv — = [ u*(x0).e”2*.dv +
1 (% a2k(s- 2
S J, e2Ke™.ds Jp, v (x, 0)dv
_ 1 1
kfoz dse2k(s—2) fRS u?(x,0)dv < EfRZ u?(x,0)dv + Efoz ds frs u?(x,0)dA =

kaZ dseZk(s-2) fRS u?(x,0)dv = %fR u?(x,0)dv (2.57)
elde edilir. (2.57) ve (2.56) kullanilirsa

E(z, )< E(0,t)e 2K + %fR u?(x,0)dv

olur. k=VA; olarak alinip, (2.4 baslangi¢ kgulunda yerine yazilghnda

E(z, t)< E(0, t)e~2Vhz

olur ve bdylece (2.48) elde edilir.
2.7. Problemler

Problem 2.7.1. Basit kapali Gresi ile sinirh bir R bdlgesini ele alalim. C’nilir
kismi gagidaki verildigi gibi I, dogrusu ile olymus olsun. Ayrica u(x,y) fonksiyonu
asagidaki problemin klasik bir ¢c6zimu olsun.

Viu=0 R icerisinde

sinir kaullari,

du .. .
pl 0,Cl, Uzerinde
uy = f(y), I, Uzerinde

olmak uzere
J. f(y)dy = 0 kosulu gegerlidir.
R;=Rnx >z ve F(zF fR (Vu)2dA olarak tanimlansin.

F(2)< F(0). e 2™ ' ®dx
oldugunu kanitlayin.
h(x), x degsiskenine bgli (y yoninde) bolgenin gegligidir.



Cozum:

h(x)

v

N

ANy

Sekil 2.3. Kasullar Problem 2.7.1. de verilen bdlge

R; bolgesinde Divergence teoremi uygulandda

Alu == O
V%u = Vl.vlu
a 0
vi=Z2
=D

(Viu)? = Viu.Viu = V4. (uVqu) = V4. Viu + uAu = (Vu)? + udgu
fRZ(Vlu)sz = fRZ[Vl. (uV,u) — uA;u]dA = fRz V;. (uV;u)dA
= fRz V,.(uV,u)dA = faRZ(uvlu)n ds = fc/ro(uVu)z—E + frz —uuy dy
F(z2)= — frz uu, dy olur. Fnin tlrevi
F(2) = [ (Viu)’dA = I; Jy (Viw)?dsde
F(2)= - [, (Viu)*de
F(z)= _frz (V,u)?dy olarak bulunur. Herhangi bir k sabiti icin
F'(z) + 2kF(2)= — fI,Z[(Vlu)2 + 2kuu, |dy

= fl“z [uZ + uZ + 2kuuy + k?u? — k?u?|dy

=— frz (uy + ku)?dy — frz (uZ — k?u?)dy

< - frz (uZ — k?u?)dy

19
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—F'(z) — 2kF(z) + [ k*u?dy = [, ujdy
—F(2) — 2kF(2) + [ K*u?dy = m*h™?(z) [ u®dy

F'(z) + 2kF(z) < —(*h™2(z) — kz)frz u?dy , (k=m?h"2(z))
F'(z) + m*h™2(z) F(2)< 0

h~1(x)dx

esitsizligine ulallir. Esitsizlik 2™l ile carpihp [0, z] arafiinda integre

edilirse
eZ“foZ h_l(x)dx.F'(Z)+e21T o h™*Godx, 2nth™1(z)F(z) <0
J‘OZ(eZTrfOZ h_l(x)dxl F(Z))’ <0

F(2) < F(0).e~2™Jo '®d% ifadesi elde edilir ve kanit biter.

Problem 2.7.2Problem 2.7.1. de sinir kallar

u=0 C/Ty Uzerinde

u=f(y) I'o Uzerinde

olmak Uzere o problemdekine benzer bir sonu¢ ettieiz Burada f(y) Gzerinde

integral kisitlamasi yoktur.

Cozum:Problem 2.7.1.’e benzeekilde Divergence teoremi uygulagcda
F(z)= — frz uu, dy

olur. F’nin tlrevi

F(2)= - J;, (Viw)?dy

olur. Herhangi bir k sabiti icin benzetemler yapilarak

F'(z) + 2kF(2)< —(m*h™%(z) — k?) frz u? dy

elde edilrk = mh™1(z) alindginda
F(2) + 2th 1 (2)F(z) < 0

elde edilir. Bitsizlik e2™o '™ ®dx e carpilip [0, z] arafinda integre edilginde
Jy (ezﬂfozh_l(x)dx. F(z)), <0

F(2)< F(0).e 2™ h™*®dx  oyr. Buda problem 2.7.1.’e benzer hiitsizliktir yani

istenilen gitsizliktir.
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Problem 2.7.3. Problem 2.7.1. ve problem 2.7.2. deki siniglklarini ¢ boyutlu
bdlge(drngin dik silindir) icin disiininiz ve o problemlerdekine benzekilde
sonu¢ elde ediniz. (Bu problemlerde 2.7.1. icin(serbest 6zdgr), 2.7.2. iginA;

(sabit, belirli 6zdger) olarak alinmalidir.)

Co6zim:Problem 2.7.1. igin

Vi=0

ve sinir kgullari

uy, =f, I'p Uzerinde
uy, =0, I'L Uzerinde
uy, =, I'p Uzerinde
du .. .

— =0, L Uzerinde
on

olmak Uzere

fro fdA = 0 kosulu gecerli olan problem gunulsun.

Divergence teoremi kullanilarak problem 2.7.1. sekbenzersiemlerle
F(z)= — [ uu,,dA

olarak bulunur. F'nin tirevi

F(2)=~ [, (Vu)?dA

olur. Herhangi bir k sabiti igin

—F(@) - 2kF(2)+ [, k*u?dA > [ (V,u)’dA

ifadesi elde edilir. Poincare sabif, alinarak Poincares#sizligi kullanildiginda
F'(z) + 2kF(z)< —(V; — k?) frz u?dA

olur. Bu ifadede k= /V; segildginde

F(z) +2,/ViF(2) <0

esitsizligi elde edilir. Her tarafeVVi2 jle carpildginda

eVV12 F(z) + e2VV12, 2,/V;.F(2) < 0

F(z) < F(0)e %/V17

olarak bulunur.

Problem 2.7.2. icin
Viu=0
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ve sinir kgullari

u="f, I'o Uzerinde
u=0, 'L Uzerinde
u=0, L Uzerinde

seklinde olan problem diinulsin. Aynisekilde Divergence teoremi kullanilarak

F(z)= —fuux3dA esitsizligine ulgilir ve F'nin tlrevi

F(z)= - fr (Vu)2dA dir. Herhangi bir k sabiti icin

— F'(2) - 2kF(z)+ frz k?u?dA > frz (Viu)?dA

elde edilir. Bu ifadede Poincare salifialinarak Poincaresisizligi uygulandginda
F(z) + 2kF(z)< —(A —k?) [, u?dA  olur. Burada k= \/A; segilirse

F(z) +2/2F(2) < 0

esitsizligine ulgihr. Her tarafe2V*17 jle carpilip [0, z] arafiinda integre edilirse
e2Vhiz F(z) + e2Vhz 2 /X F(z) < 0

[ [F@e™e] < 0

F(z) < F(0)e~2 2 olarak bulunur.

Problem 2.7.4(2.33) ile tanimli problem,

0<r<ry,0<80 < a olmak tzere sinir kallari,

u=20, 0 =0, 6 =aigin,

u belirli, r=r Uzerinde

(r — 0 giderken bir keul yok)

seklinde dgunuldiginde r azalirken Teorem 2.3'Un 2. kismina begekitde bir

esitsizlik elde edilecektir.

Cozum:
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Sekil 2.4. Problem 2.7.4. icin verilen bélge

U + 7 1up + 17 %ugg = 0

olmak Uzere, u(B) klasik bir c6ziim olsun.

F(r) = —frr u.u,rde

F(z) = [(V,u)?dA

F= fer(uf + r~2u§)rdr.do

oldugu biliniyor. F'nin tirevi

F(r)=— frr (u? + r~2u3)rde

olarak bulunur. Daha sonra Poincare ve Causghgidikleri uygulandginda

F()=—J uurdd
|F(r)| < frr |u.u,| rde
1/2 1/2
< (J. u?de) .(J ufrde)

1/2 1/2
< (%)r.(f, r?uirde) .(J, u?rde)

< %(%) T. frr (u2 + r~2ug)rdd = —1(3) r. F1(r)

2 \T
F'(r) + Zr ()] < 0
esitsizligine ulailir. Burada F(r)> 0 olarak segilip bulunansgsizlikde her taraf
r?™* jle garpilip [r,r,] aralginda integre edilginde
F'(r)r?™/« + F(r)rZ“/“%n <0
frrl(F(r)rZ“/“)’ <0

F() > f(r)(@)20e = F() > [on

elde edilir. Bu ise c¢ejkidir. O halde F,) < 0 olacaksekilder, >0, 0<r, <1y
var olsunr < r, < r; olmak Uzere,

Ar, >0=>F(ry;) <0

F'(ry) — %ﬂr‘lF(rz) <0=>F'(r,) <0

0<r<r, icin  F'(r) < 0 = F azalan olur. Yani

—F'(r) > —%ﬂr‘lF(r) =(—F(r))’ —%“r‘l(—F(r)) > 0 yazilabilir
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Bulunan bu gitsizlik r=—2™< ile carpilip [r,r,] aralginda integre edilginde,

[P (—F@r-2v«y > 0
((_F(r))rz—ZT[/O() _ ((_F(r))r—ZTr/(X >0

)_Zm >0

(=F(1)) < (=F(ry). (2
—F(I‘) < _F(rz)rz—ZTIT/OLrZ‘IT/OL

esitsizligi elde edilir. Buradan F(r< 0 oldugu goralur.

Problem 2.7.5. (2.46) bangi¢c sinir-dger probleminin sinir kallar asagidaki
sekilde deistirilerek tekrar ele alinacaktir. Sinirgileri

du .. .
Pl s I, Uzerinde
du .. .

— =0, [ Uzerinde
6X3

ou .. .
fro @dA=0 ve —=0, Luzerinde

] . , e
olarak alinmaktadir. Buradaa—n normal turevlerdir. C6zim ic¢in u'nun ortalama

deseriq, t(xs,t) = %fr udA seklinde tanimlanmaktadir.

Uy —uzz3 =0 ()
ve
U(x3,0)=0 ©)

oldugu gosterilecektir(<) R,/de integre edilip

— J. uzdA = [ u.dv elde edilecek, buradan

U3(L.t) =0 (v)
ve
i;(0.t) = 0 (8)

sonugclari elde edilecektir.

(=), (B), (v), (8)'den tu(xs,t) = 0 oldugunu kanitla. (\ en kicglk 6zdger)

Isi denklemi icin maksimum prensibi;

T > 0 olsun u(x,t) fonksiyon

Q={(x1):0<x<L 0<t<T} kapal bdlgede sirekli olsun ve u fonksiyonu
0<x<L, 0<t<T iginisi denklemi sdansin.

Uy — Uygy = 0, x€(0,L), 0<t<T
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u(x,0) = 0(x), x € (0,L)
u(0,t) = f;(v), u(L,t)= f,(t)
Bu durumda u fonksiyonu maksimum(minumumgeigne t = 0 aninda vey&'nin

x =0, x = L dik kenarlarinda ua.

Cozum:
u; —Au =0, RX(0,00)
du du
9%s o = & 7% |1"L—0
21,=0, u(x0)=0,€R
fro gdA =0

X3

ﬂk FL

Xy

Sekil 2.5. Isi denklemi icin silindirik bélge

l_l(X3,t) = %fr udA = l-lt - 1-133 =0
u(x,t) = ukq X2, X3,t)

Ju 1 du 1
E(er,t) =2, EdA = Kfrz u.dA

o _ 1, @ 1
au(xg,,t) = Xfl“z au(x, t)dA = Zfrz us(x, t)dA
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92
o —u(xs3,t) = fr o u(x t)dA = frz uz3dA
2
a2 T %frz(ut ugz) dA = f (ut Uyp — Upz — Uzz)dA

%fr (u; — Au)dA. Buradan

U —uz3 =0 ()

elde edilir.

(xs,t) = %frz udA = %frz u(x, t)dA
(kg t) =5 i, u(x 0)da

(xs,t) = %frz u(x,0)dA = 0. Buradan
u(xs,t) =0 ®B)

bulunur. Daha sonraxj ve (8) kullanilarak

— — — L 0 _ — —
fRZ(ut —lz3)dv = fRz Uedv [ frg Eu3dx3d£ = fRz Ucdv + frz U;dA =0

Jo Uedv = — [ U3dA esitli gi elde edilir. Buradan

G3(L ) = 1, ug(xy %, L dA = 1 [ 2200 |

uz(LY =0 (y)
ifadesine ulglir. Daha sonra

X3=LdA = 0

_ 1
Uz(x3,t) = Kfl"z uz(Xq, X2, X3, )dA

fr0u3 |F0 :fFO (p(X1'X2)O)t):O
— 1
U3(O, t) = Xfr-o u3 (XerZr 0; t)dA

=~ gdA=0
uz(0,t) =0 (6)
esitli gi bulunur. Son olaraka)), (B), (y) ve (8) kullanilarak t5(x3,t) = 0 oldugu
gOsterilecek.
@ fonksiyonu dgunuldigtinde t = 0 aninda
U(x3,0) =0 ®
bulunur ve
X3 =0, X3 =L i¢in
uz(L,t) =0 )
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uz(0,t) =0 (8)
olur. O halde maksimum prensibinddonksiyonuV x5 icin 0'dir. Yanit;(0,t) =0

elde edilir. Teorem (2.5) bu problem icin uygulahdda
Ez1) = [, i (Vu)2dvdr + 2 [, u?dv,z > 0,t > 0 olmak lizere

E(z,t) < E(0,t)e(-20V1)2)  oldugu gdsterilmelidir. Divergence teoremi kullanilarak

V.(uVu) = Vu.Vu + uAu = (Vu)? + uAu ssitli ginde integral alinirsa

t t t
fo fRZ (Vw)?dvdr = fo fRz V(uVu)dvdr — fo fRz uAudvdr
= fOtfR V(uVu)dvdr—fOtfR u. udvdr

t t
=/, [frz F. ndv] dr — f; fRz u. ugdvdr

- fot [— sz uuy, dv + fFL uuy dv + [ u.z—sdv] dr — fotfRz w. u.dvdr
t
t 1 t 1 1
= J, fRz uuy, dvdl’ — EfRz u? | dv = [ fRz uuy, dvdl' — EfRz u?dv +5fRz u?(x,0)
0

E(z, t)= fot dr fRz uuy, dA +%fRZ u?(x,0) elde edilir. z'ye gore tirev
E(z, )= J,dr [, frs (Vu)?dsde + - [, frs u“dsde
E,(z,0) = — [{dT [ (Vu)2dA - [, u?dA
olarak bulunur. Herhangi bir k sabiti i¢in
t 1 t

E, + 2KE = — [ dT' [, (Vu)2dA -7 [, u?dA + 2k (— [;dr [ uu,,dA+
%fR u?(x, O)dv)

=— fot dr frz{(Vu)2 + 2kuuy, JdA — %frz u?dA + kfRZ u?(x,0)dv
ifadesi yazilir. Buradan gdaraftaki ilk terim ele alinggnda
frz{(Vu)2 + 2kuu,, JdA = frz (ug, + ku)ZdA + fRZ{(Vlu)2 —k?u?}dA
bulunur. Bu ifadede sol taraf negatifgildir. Poincare gtsizligi kullanildiginda
E, + 2kE < k [, u?(x,0)dv
elde edilir.ifadee?** ile carpilip [0, z] arafinda integre edilginde
S (E.e?%) ds < [7 e??kds [, u?(x,0)dv

E(z t) < E(0,t)e 2k + kaZ dse?k¢=2) [u2(x, 0)dv



esitsizligi bulunur. Burada kismi integrasyon uygulahdda

u= fRs u?(x,0)dv, dv = e2k(s-2)

Z
ezk(s—z) |

_ 2 _
du = fRS u?(x,0)dv, v=—01

0
kaZ dseZk(s-2) fRS u?(x,0)dv = %fR u?(x,0)dv —%fR u?(x, 0)dve 2Kz

12 ok(s— 2
+5f0 e2k(s-2)(gg frs u?(x,0)dv
= %fRS u?(x,0)dv + %foz ds frs u?(x,0)dA =§fR u?(x,0)dv

E(zt) < E(0,0e™ 2%+~ [ u?(x0)dv, (k=V;)

E(zt) < E(0,t)e~2/V12

esitsizligi bulunur ve kanit biter.

2.8. Basit Bir Lemma

v

Sekil 2.6. ty diuzleminde t=0 apsidlj dogru parcasiyla ve sirasiyha, (t), y_(t) ile tanmliC,,

egrileriyle sinirli bir bélge

Sinirli t-y uzayinda,

i.t=20 icin I, dogru parcasiyla ve

ii. C,,C_ egrileri ile taniml,

ve gagidaki 6zellikleri sglayany = y, (t),y = y_(t) egrileri ile sinirli,
a) tek degerli, surekli diferansiyallenebilir fonksiyonlar

B)  vey.(H) >y (v)dir.

28

C_

R bolgesi dgindlsin.I;, bdlge icerisinde t dgskenine bgli egriler arasinda kalan

dogru parcasini gostersil.(t,y), C,, C_ lizerinde f,(t), f_(t) degerlerini alan
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ikinci dereceden sirekli diferansiyellenebilir bifonksiyon olsun. @(u),u

argumentine gore ikinci dereceden surekli difengginebilir fonksiyon olsun.

Lemma 2.1.

Yukaridaki bilgilere gore

F(O) = [, 9(¥y)dy (2.58
fonksiyonu
F'(6) = — [, 8 Wyydy + {0F — (6%, — 0)y'}] (2.58

esitli gini sagglar. ] isareti ilgili ifadenin C,ve C_ egrilerinin sinirlari Gzerindeki ug

noktalardaki integrallerinin farkinin sembolik a&rgdsterilmesi anlamindadir.
Ispat:

Leibniz teoremi(t, y) fonksiyonu igin

d ’
wlr, fydy = [, fedy +fy']

seklindedir. Bu teorem uygulanginda

F'(0) = fj, 9%ydy + @(pr)y'] (2.59)
olarak bulunur. Kismi integrasyon uygulagitida

u=20 dv = l'pytdy

du = @Wyydy v=Y

F/(0)=— [, 8% Wyydy + (@Y’ + 0%, ] (2.60)

esitli gi bulunur. Sinir keulu

Y(ty, (1) =F®

Y+ Wy =F (2.61)
olmak Uzere busglik (2.60)'da yerine yazildinda

F'(0) = — fj, 0% Wyydy + (8 + B — ¥yy")|
= = [, B Wyydy + (0F - (0%, — B)y'}]

olur ve kanit biter.
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Eger ¢ akillica secilirse Lemma’dan ilging sonuclar odaykar. Orngin, @(u) > 0

ve §(0) = 0 ise® konveks oldgundan
o) + 2222 (x —2) 2 9(x) 2 0(a) + 0'(a) (x — @)

@'(a) < % cikar.

a-x,Xx—=b

o' (x) < 200 (Z)(b) (D(x)

b =0,
—x@'(x) < —0(x) = x0'(x) = @(x) olur yani
up— 9 =0

ifadesine ulalr.

= (b—x).0' < @(b) — 8(x)

(2.62)

Problem 2.8.1. Lemma 2.1.i kullanip, t yerine xndiginda gagidaki ifadeleri

ispatlayinizC, ve C_ lizerinde ¥ sabit olmak {izere,

i. F(x) = th Yrdy

ise

F'G) = frx (WyWxy — WPy )dy
dir.

i. Fq(X)= frx l{’;qdy (g pozitif tamsay!1)

ise

Fa() = (20— 1) [, W7 (W, Wy — Wiy )dy
dir.
Cozum:

H — 2
i. F(x) = frt Yidy
ifadesinde Leibniz Teoremi kullanilirsa

F'(x) = [, 2%y Wyxdy + ¥y

elde edilir. C, ve C_ lizerinde ¥ sabit oldgundan

integrasyon uygulanginda

u =", dv = lI’yxdy

Y2y’ = 0'dir. Kismi
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du =Y,

vy v =Y

F'(x) = frx W, W dy + frx W, Wy dy
=W — [ PyyPx+ f P

olur. Burada¥, W] = 0" dir.
F'() = [, (¥y¥yx — ¥x¥yy)dy olur.

i Fa()=/. w7 9dy
ifadesinde Leibniz Teoremi uygulagthda
Fo() =2q f, W97 Wy + vy
olur. C; ve C_ lizerinde ¥ sabit oldgundan l{’;q.y’] = 0’ dir. Kismi integrasyon

uygulandginda

u= ‘ij_l, dv = W, dy
du = (2q — 1)¥;9° ¥, dy, v=1,

Fa() = [ w7y dy + (29 - SN w7y dy
=iy —(29-1) I Y7y Wody + (2q - IS w7y dy
olarak bulunur. Burad‘&Izq Ly]=0dr

Fa() = (2a— 1) f Wy (W Wy — Wiy )dy

olur ve kanit biter.
Teorem 2.6.

®(0) = 0 olmak Uizere,®(0) negatif olmayan, kesin konvek® > 0) fonksiyon

olsun ve f(t,y) verilen bir fonksiyon olmak tzere

v, = (6(w,)} f(ty) (2.63
den olgan balangi¢c dger probleminin ikinci dereceden surekli diferandismebilir
¢6zUmu olsun. R bélgesindestangi¢ kaulu,

¥ (veyaWy) belirli T, Gzerinde (2.68
dir. Sinir kgullari

Y = sabit C, ve C_ Uzerinde 2493
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dir. Bu yanal sinirlar

yi(t) =0, y_. () <0

F(0) — [ Jp, f(ey)dedy < 0 (2.63
olmak Uzere, ¢cozimin bazi datalar ve t' nigedkeri icin varlgl séylenemez. Bu

sonu¢ yanal sinirlar tizerinde sabit olmayan sioyulkar! oldusu zamanda ganir.
2.9. Lineer Diflzyon Kitlikleri

Monotonluk (Maximum) Prensibi:

Wy = Wyy
bir boyutlu i1s1 denkleminden bazi 6zellikler tirekricin Lemma3.1. kullanilacaktir.
Uzaysal bir bolge de zamana gorgiden i1sinin gradientinin uzaysal normlarini elde
etmek i¢in bazi monotonluk prensipleri kullanilir.
Bozulmu Ortamda Diftizyon:
Sinirlar t= 0 igin y =y_(t), y = y,(t) olan bozulms bir boyutlu 1s1 denkleminin
davrangl disinulin ve bu fonksiyonlar Lemma’da belirlegidgibi olsun. v(y, t) hiz

alani oldgu varsayilsin(y, t)’nin is1 yayilimi,

Y + v, =¥, , y_ <y < y4 (2.64)
seklindedir. (2.64)’Un sinir kallari

¥ =0, y=y-(t) vey = y.(t) (2.69)
ve balangi¢ kaulu

¥ Dbelirli (2.65
seklindedir.Simdi ¥’nin integral kurulumlar elde edilecektir.

F(t) = ¥y dy (2.66)

icin bir Gst sinir bulunmaya caillacaktir.

@(u) = u? alalim, (2.64) ve Lemma kullanifgnda

F() = [ o(¥,)dy

F'(D) =~ [ 8 %W, dy + {0F — (0¥, — 0)y'}]

C, ve C_ lizerinde ¥ sabit oldgundan {@F' — (¥, — @)y'}|= 0 olur. Buradan
F'() = — [}, 2% Wy,dy

F(t) =— [[2%3 + vy ¥Z]dy (2.67)
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olur. [ Wydy = 0 kosulu vef; @'"?dx =172 f; @'?dx ssitsizligi kullanildiginda
J¥5dy = m?172(0) [ Wrdy

(2.68)

elde edilir. Buradan

=2 [Wi,dy < —2m?172(t) [ Widy

olur. I(t) = y, (t) —y_(t) tzamanina [ genklik olmak tzere

=2 [We,dy — [vyWrdy < —2m?172(t) [ Widy — [ vy Wrdy

F'(t) < —2n®172(t) [ Wrdy — [ vy %7 dy

F(t) < —(2n2172(0) + min, v,)F(t) (2.69)

sonucuna ukalr.
Teorem 2.7.

(2.64) —(2.65) ile tanimli bozulrgwrtamda bir boyutlu 1s1 denkleminin davrani
F(t) < F(0)exp [— [,(2717%(1) + miny v,) dy] (2.70)

esitsizligini saglar.
Ispat:

F'(t) < —(2m?172(t) + miny vy)F(t)

(2m2172(t)+miny vy)dt

esitsizliginde her tarafefot ile carpihp [0, t] arafiinda integre

edildiginde
efot(ZnZI—Z(t)+minyVy)th-(t)_l_efot(znzl—Z(t)+minyVy)dt(z,‘_[zl—z(t)_I_minyvy)F(t) <0
ft (F(t)efot(zn21—2(t)+minyvy)dt)- <0

0 —

F(t) < F(0) e~ f0t(21'tzl_2(t)+minyvy)dt

bulunur ve bdylece teorem kanitlanir.

2.10. Lineer Olmayan Diflizyon Eitlikleri: Nonexistence
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Birinci mertebeden diferansiyel sidikler iceren basit argimanlar ¢6zumlerin
yoklugunu(nonexistence) elde etmek igin yeterlidir.

u; + (u?™uy), =0, 0<x <1 (2.79)
m> 0 olmak Uzere zamana @#a esitli ginin negatif olmayan u(x, t) ¢cozumleri

distndlstn. Burada sinir kolu

u(o, t) = u(1,t) (2.71
ve balangi¢ kaulu
u(x, 0) belirli(negatif dgil) (2.73)

dir.
Uygun (kabul edilebilir) ¢oztimlerin karakterize kedesi:
Simdi ¢6zUmUn yoklgu problemini ele alalim. Busamada
F(O) =/, u?dx (2.72)
Olcimune dikkat edelim. Turev alinip (2:Y kullanildginda

F(t) = Zfol uu.dx

=—2 fol u (u?™Muy),dx (2.73)
olur. Kismi tirev alinip (2.%) kullanildginda
u=u, dv <(u?Mu,),dx
du =u,, v =u?My,

F(t) =—2uu?™u, + 2 fol uZu?mdx
0
2

F() =2 wu?mdx=— [ (d“m“) dx (2.74)

(m+1)2 dx

olur. Daha sonraf; @'?dx =272 f; @*dx ssitsizligi kullanilarak

2m?

(m+1)2

F(t) > J) uPm*2dx (2.75)

ifadesine ulalir. Burada Hdolder gtsizligi kullanildiginda

1 1 m+l m/m+1 1/m+1
fo 1.u?dx < (fo 1m dx) (fo (uz)m+1dx)
q=m+l, p =m7+1 olarak alinirsa

+1
(fl u? dx)m < fol u?M*2dx

0
2112 1)~2 1 24 m+l < 212 1)~2 1 2m+24y < F/
m?(m + 1) (fou X) <2m*(m+1) fou x < F'(t)

F(t) > 2n?(m + 1) 2Fm*! (2.76)
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elde edilir. Bu gitsizlik [0, t] aralginda integre edilginde

X © gt > fOthz(m +1)72

0 Fm+1

t1drm 2 -2
0_mdt(F )dt = 2m*(m + 1)7°t

—éF‘m(t) + iF‘m(O) > 2m2(m+ 1)72t
F™() + F™(0) > 2m?(m+ 1)"2t
F™(0) —2n’(m+ 1) 7%t > F™(t) (2.77)

elde edilir.
Teorem 2.8.

F(0), (2.7%) ve (2.72) ile belirli olmak tzere,

t> (2m®m)~! (m + 1)?F~™(0) (2.78)
esitsizligini sgslayan tler icin (2.71) bglangi¢c sinir-dger probleminin ¢6zimu
yoktur.

Ispat:

(2.77)den F™(0) — 2m?(m + 1)~%t > F™™(t) oldugu biliniyor. Bu ifade biraz

diizenlendiinde

1
Fm(0)

1
Fm(t)

—2m*(m+1)7%t >
1-2m2(m+1) " 2tF™(0) > 1
FM(0) — FM(t)

F™(0)
1-2m2(m+1)~2tFm(0)

olur. Burada

FM(t) >

2m?(m + 1)72tF™(0) > 1 olmalidir. O halde

t> (2r?m)~! (m + 1)2F~™(0) (2.79)
olarak bulunur. Bu da (2.79)'u gayan tler icin ¢dzimin patlagini gosterir.
(2.78)'den

F(0)

m
F (t) = 1-2m2(m+1)"2FM(0)t

(2.80)

yazabiliriz.
Tam sinir kgullar ayni olmak tzere,
ue— (W¥Muy)y, =0 (2.81)



esitli gi dustundlsin ve
— (1.2
F(t) = J, u?dx
olarak tanimli olsun. Burada turev alinirsa
’ _ 1
F'(t) = 2/, uu.dx
=2 fol u (u?™u,)dx
olur. Kismi integrayon uygulanginda
u=u, dv <(u?™uy)dx
du =uy, v =u?My,

F () = 2uu®™u, — 2 fol uZu?mdx
0
2

F(t) = —2 f udu?mdx = - —2— [ (20) dx

(m+1)2 dx

olarak bulunur. Buradr;f; @'?dx > m?]7? f; @*dx sitsizligi kullanilarak

2m?

(m+1)2

Ft)<-

fl u2m+2 gy

0

ifadesine ulalir. Holder sitsizligi kullanildiginda

F(t) < 2rn?(m + 1)72Fm*?

elde edilir. Bu gitsizlik [0, t] aralginda integre edilginde

ftF © 4t < —fOthz(m+ 1)~2

0 Fm+1

S (FT™dt < —2n?(m+ 172t

0 —m
_lg-m le-m ) 2
—F (t)+mF 0) < —2m*(m+ 1)~“t

—F™() + FF™(0) < —2n?(m+ 1)t
FT™(0) + 2m?(m + 1) 7%t < F™(t)

1 + 2m2(m+1)"2tF™(0) < 1
FM(0) — Fm(t)
F™(0)

14212 (m+1)~2tFm(0)

F™(t) <

F(t) <FO)1 + 2m*(m + 1)‘2tFm(O))_%
elde edilir. m— 0 igin,

F(t) < F(0)exp(—2m?t)

esitsizligine ulailr.

Up + Uy, = u?m*t 0<x <1

36

(2.82)

(2.83)

(2.84)
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(m pozitif tamsay1) sinir kuoilu,

u©O,t)=u(d, t)=0 (234
ve balangi¢ kaulu,
u(x, 0) belirli (2.8)

olmak Uzere zamana gadifiizyon denklemi dgiinlsin.

F(t) :fol u?dx olarak tanimlanmaktadir. Tlrev alipohda

F(t) = 2f01 uudx

= Joluuzm“dx -2 foluuxxdx olur. Kismi integrasyon uygularginda

u=u, dv =u,,dx
du =uy, V =uy

F(t) = 2f01 u?m+2 dx + 2 fol uzdx

F(t) = 2f01 u?™*2 dx + 2m? fol u?dx

F'(t) > 2m?F + 2Fm+?! (2.85)

bulunur. Bu gitsizlikte s& taraftaki ilk ifade ihmal edilip [0, t] aralinda integre

edildiginde

F'(t)
Fm+1 2 2

t F'(t) t
[ dt>2 [ dt

0 Fm+1

t1 dp-m
0_mdt(F )dt > 2t

F~™(0) — 2mt > F~™(t) (2.86)

elde edilir.

Teorem 2.9.

F(0), (2.72) ve (2.84 ile belirli olmak tzere,

t> (2m)~1 F~™(0) (2.87)

esitsizligini saglayan tler icin (2.84) ile verilen B&ngic sinir-dger probleminin

¢6zUmu yoktur.

Ispat:
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(2.86) aitsizliginde gerekli dizenlemeler yapiginda

1
ey 2mt > 0

F(0)
1-2mtF™(0)

Fm(t) >
2mtF™(0) > 1
t> (2m)~! F~™(0)

olarak bulunur. Bugtsizligi sgglayan t'ler icin (2.84) probleminin ¢6zimu yoktur.



BOLUM 3.PHRAGMEN-L INDELOF iLE iLGiLi PROBLEMLER

3.1. Sonumlu Dalga Problemi

Asagidaki baglangi¢ sinir dger problemi ele alinsin.

Uyt —Au+au, =0, x€Q, a€lR”

ulgg =0

u(x,0) =u(x,0) =0, xeQ

Q={x€ R:x, € R",x' = (x4,X3,...,Xp_1) €Dy © R"'},z>0, D, cR*!

. . N ]
olmak UzeredD, sinirlari yeterince duzgundur. Burac%aﬁ: = Z{’zlni% normal
i

tirevi gosterir. S, :={x€R",x" € 0Dy ,z < x, <} O, =AN{xER:0<

Xp <z}, R, =Qn{xeR"z<x, < o} olarak ifade edilir. Bu durumda Problemin

u(x,t) trivial olmayan ¢6zumu ustel hizla sifirale.
Cozum:

Denklemu, ile carpilipR, bolgesinde integre edilginde

ut. utt - utAu + autut = O

Jo e ugdv = [0 uAudv + [ aufdv =0

du

d lu%dv+fR VugAudv — [, Up o

dt R, 2

4 1,2 dr 1 2 2 _ du _
atdr, 3 WAV + g 3 (VW2 dv + fo aug = [op ueznds + [ upusdv =0

ds + [, aufdv=0

d 1 1

T [fRzgu%dV + fRZE (Vu)zdv] + fRz auZdv + sz Up. uzdv = 0
elde edilir.[0, t] aralginda integre edilginde

%fRZ(ug + |Vu|?)dv + afot fRz u?dvdr = — fot sz U uzdvdl

esitligine  ulgilhir.  Sol taraftaki ikinci terim biraz  dizenlerghde
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afot Jg, uidvdr < |sz U u3dv|

1/2

< F1(S,, @) " (J, ws)?)
< %fot fDZ(uE + u3)dvdl’
< %fot fDZ(u% + uZ + u? + u)dvdrl’

a fy fp vEdvdl <[ [ (u? + [Vu|?)dvdr *)

ifadesi bulunur.

E(2) = Jo, (W +1Vul)dvdl = (*)dan

afOtfRz uédvdr + afotfRZIVuIZdVdF S%fothz(u% + |Vu|?)dvdl

oldugu gorulir. [, f=[,” [, fdsd3 oldyzundan

2aE(z) + E'(z) < 0 ifadesi elde edilir. Her tarad??Z ile carpilip [0, z] arafiinda
integre edildginde

e??2,2aE(z) + e**2.E'(z) < 0

Jy (E(z).€**%) <0

E(z)e?* —E(0) <0

E(z) < E(0).e™%22

elde edilir. O halde u(x,t) tstel hizla sifira gide
3.2. Homojen Olmayan Sinir Kgullu Dalga Problemi

Baslangi¢ sinir dger probleminin gagidaki sekilde olsun.

Uy — Au+ aug =0, XE Q (3.1)
N pIHfu)=0, x€ 90, o, € R (3.2)
ulp, =0 (3.3)
F(u) =/, fQdg = couf(w), ¢ >0 (R)
uf(u) = y|u|?P, 2p>1, Yy >0 (R)

Q = {x€ Rmx, € R",x' = (X1,X,...,Xp_1) €Dy, € R*"*}, 2 >0, D, cR**
olmak UzeredD, sinirlari yeterince diizgin ve

0< mg < inf, D, < sup,|D,] < m; < o0, Vz € R*
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d a N
kosulunu sglar. Burada %:z i=1ni£ normal turevi gosterir.S, == {x €
i

R%,x"€ 0Dy ,z < x, <} Q,=0Nn{x€eR0<x, <z} R,=Qn{xe

R™:z < x,, < oo} olarak ifade edilir.
Lemma 3.1.

Y, fonksiyonu¥(0) = 0 ,limp_, W(I') = +oo kosullarini sglayan¥ monoton artan
bir fonksiyon olsun. () < ¥(z'(Il')), T >0 kosulunu sglayan z() >0
fonksiyonul'= oo oldugunda+oo’ a gider.

a) Belli bir ¢ ve m>1 gin eer YI)<cI™ ise

liminfp_,, [~™/M-D)z(1) > 0 esitsizligi gecerlidir.

b) Belli bir c vel' > T} igin eger¥(I') < cI" ise
liminfy_o, z(INe™T/¢ > 0 ssitsizligi gecerlidir.

Teorem 3.1.

g(x', )= 0, te [0,t] olmak Uzere, u, (B(3) probleminin trivial olmayan ¢ézumu

olsun. f(u), k ve K kosullarini s&lasin. Bu durumda sagidaki sitsizlikler

gecerlidir.
liminf,_,o, z~®*D/A-2PE(z) > 0, ~<p<lise
lim,_, . E(z)e ¢ > 0, 1<p ise
Buradac™?! :% + M,CN, (p)'dir.
Cozum:

Problemin trivial olmayan bir ¢ozimu u vexitt) = 0 olsun.
(3.1) ifadesiu; + €u ile carpilipQ, de integre edildginde
(ut + €u) uge — (ue + eu)Au + (ue + ew)ow, = 0

Uil + €Ul — U Au — eulAu + aueue +  eauuy = 0 (3.4)
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fnz U dV + € fﬂz uu dV — fnz uAudV — ¢ fnz uAudV
+ afﬂz uudV+ea fﬂz uudV =0 (3.5)
elde edilir. Buradaki terimler ele alinip dizenlginude
]
fnz uAudV = _fn VuVudV + fan uta—uds

= -4 (Vu)2 dv + f Jop ut(—But — f(u))dsdg + sz uuzdA

ou
fnz uAudV = s[— fﬂZVuVudV+ f(mzu%ds]

_ a[— [o, (VW dv + f; Jyp, ut(~Bug — f(w)dsds + f;, uu3dA]

uug = (uup) — u%

ifadeleri bulunur. Bu gtlikler (3.5)'de yerine yazildiinda

dtzf (W)2dV + e [, undV—ef, u VSIS (Vw)*dV +
Bfoz faDg ugucdsd + fOZ faDg ucf(u)dsdg — sz uusdA + SfQZ(Vu)ZdV n
ep foz faD uu.dsdg + stZ faDg uf(u)dsdg — € sz uuzdA + ocfnz ueudV +
2
dtZSO(f (w*dv=0

ifadesi elde edilir. Daha sonra

Jopucfwds = [, (i fou f(u)ds) = %foz faDg F(u)dsdg

esitli gi kullanilirsa

p [zf (up)?dV +

sf wuedV +3 [ (Vw)?dV + [ f,, F(wdsds +5ea [, (w?dV +
Q

Z

B3l fang(u)zdsdcl (e fo udV +ef, (VW2AV+ B[ [, (u)?dsds +

sfoz Jop. uf(w)dsds = [ uguzdA + € [ uuzdA
S Z z
elde edilir.[0, t] aralginda integre edilip ve ¢ kullanildginda

%fgz(ut)zdv + %fﬂz(Vu)ZdV + ¢ fOZ faDg uf(u)dsdg + ¢ fﬂz uudV +

1 1 T
S & fnz(u)de + SBEfOZ faDc(u)zdsdg +(a—¢) [, fnz ugdvdr +
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T T T
e fy [o,(VW?AVAr +e [ i [, uf(dsdsdl + B i [ [y, (u)?dsdgdr
T T
</, fDZ uguzdAdl + ¢ fDZ uuzdA dI'
ifadesine ulalir.
sfnz uu.dv > —%fnz(ut)zdv — g2 fnz(u)de
esitsizligi € = % olarak alinip kullanild@inda
1 2
%fﬂz uudv > —Zfﬂz(ut)zdv — o(:fﬂz(u)zdv

elde edilir. Bu eitsizligin sol tarafindaki bazi ifadeler ihmal edilip yuldaki
esitsizlik yerine yazildginda

0P, R0, P+,
B3 fy Jop, (W2dsds +5 [ [ udvdr+3 [ [, (Vu)*dvdr +

3 Iy Ji Jop, uf@dsdsdl + B [ [ [, (u)?dsdsdr < [ [, ucusdAdr +
%fOT sz uuzdA drI

bulunur. Bu eitsizligin sol tarafindaki bazi ifadeler ihmal edilirse

=N [f o, (W2AV += [ (VW)2AV + [ Jop, uf(u)dsdg] ar < [ J, ueusdAdr +

270
o T
Efo sz uuzdA drI
elde edilir. kitsizlik é ile carpildginda
T VA
Iy [, @o?dV +3 [, (VW)2dV + Jop. uf(u)dsdg| dT <

=N J,, uuzdA dr + I8 J,, uuzdA dI' (3.6)

elde edilir. (3.6)'in sp tarafindaki ilk ifade de Cauchy-Schwarz ve ariiket

geometrik gitsizligi kullanilirsa

fOT sz uusdAdr < fOT [(fDZ(ut)z)l/z (sz(u3)2)1/2]

1T 1 T T
< -/ fDZugdAdF+Ef0 fDZugdAdr+ Jy fDZ(ui + u3)dAdr
1T 1T
<5 Jp, uidAdr + [ [, (Vu)*dAdT (3.7)
elde edilir.ikinci ifade de Poincaresitsizligi kullanilirsa

T T
Jo 1Qwuz) p, |l < [ lull p, lluzll p,dT (3.8)
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”u”z])Z = Zf |V1u|2dA+m[f udA]
ifadesine ulalir. |D,|, D,’nin alani veA, Poincare sabitidir. gisizligin terim terim

karekoki alindiinda
1 1
o, udA <57 f, 1VauldA + s | uda |

elde edilir. Bu gitsizlik (3.8)'de kullanilirsa ven, < |D,| oldugundan|D,| yerine

m, yazildginda

fOTfDZuu3dAdFSf { 1/2f VludA +

J,, uda |} J,, usdAdr (3.9)

1/2

elde edilir. Horgan ve Payne[4] makalelerinden eddklen aagidaki sonuc¢ ve

Holder Bitsizligi kullanildiginda

[Jp, uda [ <[y 1;2/2 (Js, IVluIZdA)l/Z (3.10)

1/2p 2p—-1/2p
fop, lullds < [ [ lul?Pas| " [f,, 12p/2p~1ds]

faDZ lulds < [faDzluIZPds]l/Zp L2p=1/2p (3.11)
esitsizligine ulgihr. Buradal,, dD,’ nin ylzey alani ve

M2u(z) = maxp, X121, = [, [¥I2dA, I¥1? = |(x;, %)
olarak belirlidir.Simdi (3.10) ve (3.11), (3.9)’ de yerine yazgdcda

T
Jo sz uuzdAdlr <

T 1 1 I'n
Iy e 9o, + 257 (3 o,

< (s 2 ) 9l + =2 [ Jujds] llusll p, dr
— Jo ] }Lzl/Z 2|m0|1/2 1 Dz 2m01/2 aDZ 3 Dz

/2 1/2
<= (I, 17u?da) sl dr

T[( 1 1L/ T V2P on-1/2p]
<J, (W+—)nv1unnz a7z (Jop, Jul?Pds) L2712 lug|l p, dT

2|mg|1/2 2mg1/2

elde edilir. Sa taraftaki ikinci terimy/2Py~1/2p jle carpilip,

[ 1 1L/2 , 1/2p
<l (73755 ) Ivullo, + yoryee L L5 ([ Jufds) | llugllp,dr
L Z 0 .
'w = max, 'u(z), Ay =miny,A,
| =max, [,, L =max, L,
1 122 2p-1 1
M; = i + Amai7? M, = I'uL 2p (2|m0|1/2y1/2p)

olarak ifade edildiinde
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T T L 2p 1/2p
Iy f,, uuzdAdr < f7 M1||V1u||DZ+y2pM2(faDZ|u| ds) lusllp,dT'  (3.12)

ifadesine ulalir. (3.12)'ye problemde verilen {fesitsizligi uygulanip daha sonra
elde edilen gtsizligin sg taraftaki ilk terimine Cauchy-Schwarzsitsizligi
uygulandginda

T T T 1/2p
Jy Iy, wusdAdr < M, [ 1V,ullp, llusll p,dT + M, f; (f,;, ufu)ds)  llusllp,
M; T 2 2 T 1/2p
<=2 [ 1Iv3ull3, + llusli3,]dr + M, 7 (£, ufwds) * llusllp,

M; (T T 1/2p
< 22 [lIVull,dr + M, , (faDZ uf(wyds)  llusllp, (3.13)

elde edilir. (3.12)’nin satarafinin ikinci teriminin bir Gst siniri belirleiginde

[faDz uf(u)dS] v [sz u%dA] Y2 = {[fa])z Uf(u)ds] 1/p+1 [fDZ u%dA]p/p*-l}?.

elde edilir. Young gtsizligi kullanilirsa
cfd' T <Tep+ (1 —)dp /2T (3.14)
u pozitif sabit ve G I' <1 aralginda gecerli olmak tzere, (3.14) de= =

p+1

P
i = pr*t olsun

-1

1 b )
P Pl 1 2 -2 \p
[faDz uf(u)ds]erl [sz u3 dA]pJr1 Svvl S faDz uf(u)ds + ﬁ (pp“) fDZ udA

P -1
< (p+ 1) lpp+t faDZ uf(u)ds + ﬁp p+1 sz u3dA

b
elde edilir. N(p) =(p + 1) 'pr+t olarak belirlendiinde

1/2 p+1

[faDZuf(u)ds]l/Zp [fDZugdA] <{N@m) [faDZuf(u)ds+ fDZugdA]}EdF (3.15)

p+1

olur.N;(p) = (N(p)) #» olarak belirlensin ve (3.12)'ye (3.14) uygulagidda

T M; (T T
J, 1w uz) p,|dT STIIO IVull3,_dI’' + M,C N, (p) {fo faDZ uf(u)ds dr' +

p+1

T p+L
Jy i, dF} P (3.16)
olur. (3.7), (3.16) ve (6) birlikte kullaniiginda

T
Jo [INucll, + 1Vullf, + f3 f,p, uf(wdsdg|dT <

§f0T|(ut,u3)DZ|dF +f0T|(u, uz)p, |dl
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T 21 T

Jo [lhucll, + 1Vull%, + f3 fyp, ufwdsds|dT < 2 (3 [ ludlib, dr +

1T 2

= [y Ivul3,, dr ) +

M; (T 2 T T 2 pz_;l
=2y I, 17l dAdr +M,CN; (p) {, [y, uf(u)ds dr + f; sz|u3|DZdAdF}
elde edilir. kitsizliginin sg tarafina bazi terimler eklerginde

<a™t [}, dr+ (22 + 1) [TV}, dr + [ [, uf(udsdr] +

p+1
T T T 2p
M,CN; (p) { Iy Jop, uf(wyds dr + [111vull?, dr + [ llul, dr} 2p (3.18)
ifadesine ulalr.

T T T
E@) = [, llucll%,dr + [ IVull%,dr + /) [ faDguf(u)dsdg dr (3.19)

olsun. Bu ifade (3.17)sésizliginde kullanildginda

p+1

E(2) < (% M, + 1) E'(z) + M,CN, (p)[E'(z)] > (3.20)

p+1

elde edilir. (3.19)'in sa tarafindaW(TI') fonksiyonuW(T) = ¢;T" + c,I'2p olarak

tanimlansinilk olarak % < p < 1 olma durumu ele alinacaktir.

1<2p<2 = % < % <1 dir. Buradan & pz—“: < % olarak bulunur.
p_+1
LP(F) = C1F + CzF 2p
p_+1
Y(E(@) = c1(E'(2) + c2(E'(2)) 2°
Lemma 1 a)’dan

m = pz—J: = ﬁ = E olur. Belirlenen W(I') fonksiyonunda satarafta ikinci terim

daha buyik oldgundan ilk terim alinmayacaktir.

liminf,_,, ZmE/(% = liminf,_,., E(z)z~®*D/1-P) >
liminf,_,o, z~®+*V/0-PE(z) > 0, % <p<1
olur.

1 1 +1
1<p olma durumu ele alinirsgp > 2 = —- < - olur, buradan da pz—p <1 elde

edilir.
Lemma 1 b)'den
lim,_, E(z)e_% > 0, 1<p

olur.
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3.3. p-Laplasyen Terimiceren Bir Dalga Denklemi Problemi

— V(|Vu|P~2Vu) = Au; x € Q, t € [0,T] (3.21)
u(x,0) =u(x,0) =0, xe N (3.22)
ux,t) =0, x€dQ, te[0,T] (3.23)
u(x’,0,t) = f(xq,%,,t), t€[0,T] (3.24)

baslangic sinir dger probleminde Q € R® olmak Uzereu(x,t) ¢6zUmUunin p nin
farkli durumlarina gore ngekilde arttgl (— o) gosterilecektir. Daha sonra ¢6zimun
sifira gittigi de gosterilecektir.

= {x € R:x, € R, x' = (X4,Xp, ..., Xq—1) €Dy, € R"1}, z >0, D, cR*!
olmak UzeredD, sinirlari yeterince diizgin ve

0< my < 1nf|D|<supZ|D|< m; < o, Vz € R*

kosulunu salar. Burada — =)0 1n1: normal turevi gosterir.S, == {x €
R%,x" € 0Dy ,z < xp <} Q,=QN{x€R™0<x, <z} R,=QnNn{xe

R":z < x,, < oo} olarak ifade edilir.
Cozum:

Bu amacla denklemu, + €u ile ¢arpilip Q,’'de integre edildiinde

Jo uuedV + ¢ [ uugdV = [ uV([VulP72Vu)dV — & [, uV(|Vu|P7?Vu) dV -

Jo uhudV —¢ [, uAu.dv =0 (3.25)
olur. Buradaki terimler diizenleriginde
Jq uguedV =2 fﬂ u.2dv

Jo, uuee dV =E£fﬂz uuedV — e [, udv
- - Y
Jo, weV(IVUPT2VWAY = — [ [VulP72VudV + [y, u|VulP2 22 dv

_90u -1
= _EE |Vu|p av + [, utIVulp 2£d5+fDZutug ds

0

:——— b p-1
3o |Vu| dv + [, Ugly ds

. ~ _,0
e [, uv(|VulP~2vu) dv = {— Jo,|VulP7!VudV + [5 ulVul? zﬁdv}
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= — p p—za_u p—-1
= Efﬂzwul deaQZuIVul ands+£fDZuu3 ds

0

- -1
= fQZIVulpdV + efDZ uub ds

fﬂ utAuth =— fﬂ Vutvutdv + fa ut an = dS

= [, (Vup)?dv + fa Up - e s +J/; _Ugugds

0

—- fﬂ (Vut)de +fD utU3tdS
e/, uAuthI—fQ VuVu.dV + fan u%ds

f (Vu)ZdV + ef — —~ds+¢ sz uus.ds

0

Zdt

__EEI (Vw)?dV + ¢ [, _uugds
esitlikleri bulunur. Bulunan bu gtlikleri (3.25) denkleminde yerine yazifginda

% Efﬂz ul2dV +¢ fnz uu, dV + %fQZIVulp av + %fQZ(Vu)ZdV] —¢ fﬂz ul2dv +
sfﬂZWqu av + fﬂZ(Vut)de < |sz utug_lds| + |€sz uug_lds| +
|, veuseds| + e f;, uuseds| (3.26)
esitsizligi elde edilir. Bu gitsizlik t'ye gore [0,T] aralginda integre edilg@inde
3o, 0PV + e [y uudV S VP v+ [ (Vu)2dV —e [ [, udVdr
+e f| f, IVulPdvdr + [ [, (Vu)?dvdr <|f f, uub ™ dsdr|+

|f f uul dde| |f Iy utugtdde| + ¢ |f IS uu3tdde| (3.27)

ifadesine ulalir. Sol taraftaki efﬂ uu, dV terimi icin § > 0 olmak tzere, Cauchy
ve Poincare gtsizlikleri kullanildiginda

u? u?
sfﬂzuuthS anZ?dV+ afﬂ —+Ldv

€8 u? uf
S?Q—dv+28fﬂ dv

e6A Vu? ut
<Tﬂ_dv+28fn dv
__gbA VL _E ut
e/, unedV e —— [ —dV—-—f —-dV

olur. Bu sitsizlik (3.27) de yerine yazilginda ifadenin sol tarafi,



49

L _@ vo? & u 1 p € 290 —
2 f, utdv 0, AV = [ FAV [ [TulPav + [ (Vu)%AV =

(1——)f utzdv+(——@)f (Vu)2dV + = = [, IvulP av

2
olur. Burada% <l=d>eve FA6>0=6< I alinsin, yanie < § <%
olarak secilirse

1 € € €8

(-——)f utde+(E——)f (Vu)2dV + + = o, l7ulPdv =0 olur.

2 268

Iy |2 fy, vV +e [, [VulP dv + [, (Vup?dv]dr <|f [, uub*dsdr| +

|ff uul dde| |ff utugtdde|+e|ff uu3tdde| (3.28)
olur. Sol taraftaki ifadede Poincargtsizligi kullanildiginda

Iy e fo IVulP 4V + [ (Vu)?dV —e [, udv|dr
T
> [ [fo, 2 J,, IVUlP AV + (Vu)?dV — A f,, Vu,2dv|dr

= [s Jo,IVulP dv + (1 — &1 fQZ(Vut)de] dr

- 1 1 0.
elde edilir. Burada 1—e1>0=¢< 1 €=¢g =T olarak segilsin,
yl 1
1—m =13 olur.

T, |5 Jo,IVulP AV + = [, (Vu)Zdv]dr
Bu ifade (3.28)'de yerine yazilip (3.28)+ A ile carpildginda
Iy [Fo IvulP dv + [, (Vup2av|dr < (1 +2) [f7 f, ueud ™ dsdr| +
Iy , uf ldsdr|+(1+2) |f, f, utu3tdde|+|f I uugtdde| (3.29)

elde edilir. (3.29)’'un gatarafindaki integraller diizenlenirse gdaraftaki ilk ifadede

siralyla Holder, Young ve PoincareitSizlikleri uygulandginda
_ 1/p p/p-1
|sz ueub 1ds| < (szlut|pds) ((fDZ|u3|p—1ds) )

= (p,Juras) ™ (J, buaras)”™"

1 p—1
1 Pds + 22 p
SprzlutI ds + = Jp, lus[Pds

p—1/p

A 14 p/z p—l
< %(szwudpds) +22 [ IVulPds

olur. ikinci ifadede Holder ve Poincarsitsizlikleri uygulandginda
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2 0] (o)™ (5 i)
< (% szlulpds)l/p ( fDZ|Vu|pds)p_1/p
< 2,7 fDZIulpds

olarak bulunur. Benzegekilde Uclncl ifadede Cauchy ve Poincakgsilikleri

uygulandginda

1 ) 1 2
|sz utu3tds| <3 fDZ ugds + > sz ug;ds

2 1
< ffDZ(Vut)zds + EfDZ(VUt)ZdS

< It

fDZ(Vut)zds

elde edilir. Dordunci ifadede Cauchy, Poincare veélder aitsizlikleri

uygulandginda

1 1
< = 2 + - 2
sz UU3tdS =5 sz u“ds 2 sz Utz ds

A 1 2
<5 p, Vutds +3 [ Vuds

2 2/p B p-2/p 4
< f(fDZWquds) (sz 1P/P st) +;sz Vu ’ds

Ly

< Malz
Aalz (f IVulpdS) +i2fDZVut2ds

elde edilir. Buldlgumuz bu ifadeler (3.29)'da yerine yazgohda
p/2
o [fo I7ulP @V + f, (Fup2dv]dr < (1 + ;\)ﬁ(fOTfD VulPdsdr)” +

1+ ff |Vu|pdsdr+;\21/Pf Jp, IVulPds dr

2/p
+(1+2) 1*“] [, (Vu)dsdr + 22 (f1 [ [VulPdsdr) "+ [ f, Vu,ds

p p/2
<@ +20)2-([; [, Vudldsdr + [ [, [VulPdsdr) +

(a+0(E)+2,") 0 b, IVulpdde+((1+}\)(1+7‘3)+l>

2

R (Vup)?dsdr — ( N Iy, |VulPds dr + N fDZ(Vut)zds)Z/p (3.30)

ifadesine ulalr.

my = <(1 + ?\)pT_l , (1+2) (1”‘3) + %) olarak secilsin ve
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my = (1 +7\)A:Tp, m, = %olsun.
T T T p/2
Jy [fQZIVulp dV+fQZ(Vut)2dV] dl' < m, (fo fDZ|Vut|2dS dr+ J; fDZWu'pdS)
T 2 T b
+my (f() szlvutI dsdl’ + fO fDZ|VUI dS)
2/p
+m, (fOTfD VulPdsdr + [} [ (Vut)zds) (3.31)

E@)=J, J, IVuel2dsdr + [ [, |VulPdsdr oldugundan

E(z) < my(E'(2))P? + myE'(z) + m,(E'(2))?/P (3.32)
elde edilir. (3.32) icin®(I") fonksiyonu
Y(I) =mel + m;TP/2 + m,I'?/P

olarak tanimlansin.

p> 2 ise, Lemma3.1.’den m% ve = = -2 olur. O halde
2 m-1_ p-2

i, o0 s = iminf, o, 2 = liminf, g, E(z) 2~ ®/?72 2 0

liminf,_,o, E(z) z=®/P~2 > 0, p> 2
olarak bulunur. Eer p = 2 ise, Lemma 3.1.'den

liminf,_,, E(z)e ¢ > 0, p=2
elde edilir. p< 2 ise, Lemmadan , m%=  ve —— =-2 olur.

p m-1 2-p

= liminf,_, Zf/(zzip = liminf,_,,, E(z) z~#2P) > 0

liminf, E@)

200 Jm/m—1
liminf,_. E(z) z=?/27P) > 0 , p< 2

olarak bulunur.

Simdi problem R, bdlgesinde ele alinirsa, yani sonsuzdasekilde deistigi

gosterilecek. Bunun icin denklemu; + €u ile carpilip veR,’'de integre edilip,

yukaridakine benzeglemler yapilirsa sonug olarak,

E(z)< my(=E'(2))*? + mg(—E'(2)) + m,(—E'(2))*/?

ifadesi elde edilir. Bu gtsizlik benzer sekilde p’nin ¢ farklh durumu igin

gOsterilecektir.

p> 2igin,

E(z) < m,(—E'(2))¥P? sitsizligi gecerlidir. Bu sitsizlik integre edildginde

(E@)™* < (m)P/2(~E'(2))



2 (-E@)
Jg (E(Z))p/z

Z 2 d 2— —
~ = p/2) > p/2
0 p-zdt (E ) >m, y/

S E@) ™ = E0) T 2 my v

> [m, /2

(E@) ™ = (£0) ™ + Cyz

p-2/2 1

() (B)" P2 +Coz
1

((E(O))Z_p/2+Coz)

olarak blunur. Buradan E(z)'nin sifira gitigoralur.

E(z) <

2/p-2

p<2igin,
E(z) < m;(—E'(2))?/? sitsizligi gecerlidir.integre edildiinde
(B@)"" < (m)*/?(-E'®)

z (—E'(Z)) z
o = om ™

fo s (BP727) 2 my =2/

25 (@) = (B@) 7 2 my
(E@)" " = (E0)" P + 1z

2-p/p 1
E <———
( (Z)) (E(O))p_Z/p+C1Z

Z)1)/2—1)

ifadesi elde edilir. Buradan da E(z)'nin sifirdtiga goralur.
p=2igin,

E(z) < —-mE'(2) ssitsizligi gecerlidir. Kitsizlik e*™ ile carpildginda
e*/™E'(2) + e*™ m™1E(z) < 0

[ [E@e”™ <0

E(z)e”™ — E(0) <0

E(z) < E(0)e~%/m

olarak bulunur. Buradan da E(z)'nin sifira git@orultr.
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BOLUM 4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde Phragmen-Lindelof tipi azalim kestirinmer yari sonsuz dikdortgensel
bir alanda nasil elde edifig0osterilmektedir. Yani, bir dlgimin verilen bistél
fonksiyondan daha hizli ve asimptotik olarak artrgadiliniyorsa, o ¢dézimin

OlcimU sonsuza gou gidildikge Ustel olarak azaliyor anlamina gelieelir.

Homojen balangi¢c ve sinir kaullari altinda p-Laplasyen terim iceren denklemin
¢6zUmUnun uzaysal davraniincelenmg ve p’nin durumlarina gére ¢ozumlerin
asimptotik davraglari gosterilmektedir. Homojen olmayan sinirsldbari altinda
dalga denklemiyle verilen bir Bangic sinir-dger problemi incelenmgi ve f
fonksiyonunun sgladigl kosula goére c¢6zimu iceren E(z)'nin polinomik hizla

sonsuza veya Ustel hizla sifirggdogittigi gortlmektedir.
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