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ÖZET 

 

 

Anahtar kelimeler: Hacim İntegral Metodu, Phragmen-Lindelöf Prensibi 
 
Verilen kısmi türevli denklemin çözümünün uygun bir ölçüm fonksiyonu yardımıyla 
birinci mertebeden diferansiyel eşitsizlik elde edilmekte ve bu eşitsizlik, başlangıç 
koşullarına bağlı olup çözümün bir ölçüm fonksiyonuna göre yazılmaktadır. İlk 
olarak Neumann  problemi için “Hacim İntegral Metodu” diye adlandırılan  yöntem 
gösterilmektedir. 
 
Lineer olmayan sınır koşulu altındaki dalga denkleminin çözümlerinin davranışları 
incelenmektedir. Homojen başlangıç ve sınır koşulları altında p-Laplesyen terim 
içeren doğrusal olmayan denklemin çözümünün davranışı incelenmektedir.   
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DIFFERENTIAL INEQUALITIES 

 

SUMMARY 

 

Key Words: Volume Integral Method, Phragmen-Lindelöf Principle 
 
For  the solution of a given partial differential equation it is obtained a first order 
differential inequality with the help of an appropriate measure and this inequality, 
depending on the initial conditions, is written, by use of the measure. First, for the 
Neumann problem so-called “Volume Integral Method” has be introduced.  
 
Behavior of solutions of nonlinear wave equation under some boundary conditions is 
examined. Spatial behaviour of the solution of a nonlinear wave equation under  
homogeneous initial and boundary conditions with p-Laplasyen term are 
investigated. 



 

 

BÖLÜM 1. GİRİŞ 

 

 

1.1. Temel Kavram ve Eşitsizlikler 

 

Hacim integral metodu diye adlandırılan metot kaynağını Knowles [5] ve Toupin’in 

[6] çalışmalarından almıştır. Hacim integral metodunun ve elastisiteyle ilgili 

anlatılanların birçok yeni referansıyla birlikte kapsamlı araştırması, Horgan ve 

Knowles [7] tarafından yazılan makalede bulunabilir. 

R�, n−boyutlu uzay ve Ω kümesi bu uzayda basit bağlantılı açık bir küme olsun ve  

u: Ω	→ R yeteri kadar diferansiyellenebilen bir fonksiyon olmak üzere, 

∇u= (�	
, �	�,… �	�)  

ve R�
� de Laplace operatörü 

∆�	= ∇��= �	
	
+ �	�	�+…+ �	��
	��
 

şeklinde ifade edilir. ���(�) ile Ω’ da 2. mertebeye kadar türevi sürekli ve sınırda 0 

değerini alan fonksiyonlar gösterilir. 

Divergence Teoremi: Ω, ��’te düzgün veya parçalı düzgün bir S yüzeyi ile 

sınırlanmış olsun. F, Ω üzerinde düzgün bir vektör alanı, n ise S yüzeyinin dışa doğru 

normal birim vektörü olsun. Bu durumda  

∬ F. nds =∭ divFdV$%                    (1.1) 

eşitli ği sağlanır. 

Cauchy Eşitsizliği: ∀ a, b ∈ R için, 

a. b ≤ 	 |a. b| ≤ �� (a
� + b�)																																			                (1.2) 

dir. 
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- − Cauchy		Eşitsizliği: ∀	a, b > 0	;<	- > 0	için,    

a. b ≤ ε. a� + ?
�

@.A																						                   (1.3) 

eşitsizliği sağlanır. 

Hölder Eşitsizliği: f ve g fonksiyonları Ω	⊂ �� üzerinde integralllenebilir 

fonksiyonlar olmak üzere, 

C |f. g|dΩ ≤ GC |f|HdΩ$ I
� H⁄
GC |g|K$ dΩI

� K⁄
$                 (1.4) 

eşitsizliği geçerlidir.  Burada, 
�
H +
�
K = 1  dir. 

Young Eşitsizliği: 1 < N, O < ∞ ve  
�
H +
�
K = 1 olsun, ∀ a, b ∈ ℝ için 

a. b ≤ R
S

H +
?T
K                      (1.5) 

eşitsizliği sağlanır. Başka bir ifadeyle eşitsizlik,		μ pozitif sabit ve 	0 < V < 1 olmak 

üzere, 

cWd�
W ≤ rcμ + (1 − r)dμ
W �
W⁄                   (1.6) 

şeklinde  yazılır. 

Poincare Eşitsizliği: Ω, �� te düzgün ∂Ω sınırına sahip düzgün bir bölge olsun. Bu 

durumda C��(Ω) da aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir. 

‖u‖� ≤ c(Ω)‖∇u‖�                                                 (1.7) 

Burada	c(Ω), Ω’ nın büyüklüğü ve geometrisine bağlı bir sabittir ve karesi 

integrallenebilen � fonksiyonunun normu ‖u‖�� = C u�dx$  ile tanımlanır. 

 

 



 

 

 

 

BÖLÜM 2. BİRİNCİ  DERECEDEN  EŞİTSİZL İKLERLE  İLGİLİ                                

          KESTİRİMLER 

2.1. Hacim İntegral Metodu 
 

Bu bölümde, öncelikle metodun genel bir tanımı yapılacaktır. Sonra metodun 

dikdörtgensel bir bölgede Neumann problemine nasıl uygulandığı gösterilecektir.  

Ayrıca Phragmen-Lindelöf tipi azalım kestirimlerinin yarı sonsuz dikdörtgensel bir 

bölgede nasıl elde edildiği gösterilecektir. Yani, bir ölçümün verilen bir üstel 

fonksiyondan daha hızlı ve asimptotik olarak artmadığı biliniyorsa, o çözümün 

ölçümü sonsuza doğru gidildikçe üstel olarak azalıyor anlamına gelmektedir. 

Kutupsal koordinatlar yardımıyla tanımlanan benzer bölgeler için de benzer 

analizlere ayrıca yer verilmiştir. Son olarak bir dik silindir için difüzyon problemi 

olan zamana bağlı bir probleme  uyarlanabilecek bir yöntem gösterilecektir.  

 

2.2. Metodun Tanımı 

 

Sınırlanmış üç boyutlu bölgeye dikkat edilmektedir. Aşağıdaki üç boyutlu V bölgesi 

ele alınsın (bkz. 2.1). Bölge Γ0 ve ΓL ile birlikte C yanal sınır olmak üzere üç ayrık 

parçadan oluşan sınıra sahiptir. 

 

  

Γ0          Γx                        ΓL 

  

   

Şekil 2.1. Sınırı C, yan yüzeyi Γ0 ve ΓL den oluşan bölge  

 Γx vx 

C 

C 
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x ∈ �0, ��	olmak üzere, kendilerini kesmeyen yüzeylerin ailesi Γx ile gösterilsin ve 

aşağıdaki koşulları sağlasın. 

a) Γ0 , ΓL , x=0 ve x=L noktalarına karşı gelen V’ nin sınırını oluştursun. 

b) Γx’in her yüzeyi yanal yüzey ile basit kapalı eğri boyunca kesişsin. 

u (skaler  veya vektörel), V üzerinde L(u)	=	0 kısmi türevli denklem veya sisteminin 

şartlarını sağlayan bir fonksiyon  olsun. b0 verilen bir fonksiyon olmak üzere u, 

B0(u) = b0, (Γ0 üzerinde) sınır koşulunu sağlar. Ayrıca V’ nin sınırının kalan 

kısmında(C ve ΓL üzerinde) sıfır sınır koşullarını sağlasın. Vx ; Γx , ΓL ve C arasında 

kalan alanı veya hacmi göstersin. P(u), u’nun negatif olmayan bir fonksiyonu olmak 

üzere 

F(x) = 	 P�u
dV��  

ile Vx de çözümün "hacim integral ölçümü"  tanımlansın. Hacim integral metodunun 

amacı birinci dereceden diferansiyel bir eşitsizlik ve buradan da F(0) başlangıç 

verilerine ve x’e göre bir üst sınır elde etmektir. Bu amaçla 

F'(x)  + h(x)F(x) ≤ 0                                                   (2.1) 

tipinde bir eşitsizlik elde edilir. Burada h(x), Γx kesitinin geometrisine bağlıdır.   

Eşitsizlik  e	 ���
����   ile çarpılıp düzenlendiğinde 

e	 ���
���� F'(x)  + e	 ���
���� h(x)F(x) ≤ 0 

��� [ F(x)	e	 ���
���� ] ≤ 0      

F(x) ≤ F(0)	e�	 ���
����                             (2.2) 

 

elde edilir. Bu ise  F(x)’in üstel hız ile sıfıra gittiğini gösterir. 

Yukarıda ifade edilen genel yaklaşım uzay değişkeniyle birlikte t zaman değişkenine 

bağlı parabolik problemlere de uyarlanabilir. Kısmi türevli denklem veya sisteminin 

zaman türev(ler)ini içerdiği düşünülürse, ilk koşul sıfır ve sınır koşulları yukarıda 

bahsedildiği gibi olsun. 

P ve Q(u ve türevlerinin) negatif olmayan fonksiyonlar olmak üzere, Vx üzerinde 

çözümün bir ölçümü  

F(x, t) = 	 	 P�u
dVdΓ����   +	 Q�u
dV�                      (2.3) 
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ile tanımlanırsa  F(x, t) için öncekine benzer bir diferansiyel eşitsizlik sağlanır.  

 

2.3. Neumann  Problemi  

 

Bu kısımda dikdörtgen içerisindeki basit Neumann problemine metodun nasıl 

uygulanacağı gösterilecektir. L, h sabitler olmak üzere bölge aşağıdaki gibi verilmiş 

olsun: 

R : 0 < x < L , 0 < y < h 

u(x, y) aşağıdaki problemin klasik bir çözümü olsun,  ∇��u = 0,  R üzerinde                                     (2.41) 

uy = 0,   y = 0, h sınırında                                    (2.42) 

ux = 0,   x = L sınırında                                    (2.43) 

ux = f(y)  x = 0 sınırında .                                    (2.44) 

 

(1.41) – (1.44) ve Divergence Teoremi kullanıldığında,  

∬ ∆udxdy
Ω

 = 	 #$#%& ds   eşitli ğinden 

∬ �u�� +	u((Ω

dxdy	= 	 ∇u. nds& 	= 0 

	 ∇u. nds&  =	 u(&+ ds +		 u�ds −	&- 	 u(&. ds −		 u�ds&/  = 0 

−	 u�&/ ds = −	 f�y
dy&/  = 0 

	 f�y
dy��  = 0                   (2.45) 

elde edilir. (2.45) eşitli ği f	fonksiyonu için koşul olsun, u’nun keyfi bir sabit farkıyla 

belirlendiği bilinmektedir.  

 

Teorem 2.1.   

 

Rz = R	∩	x	>	z olmak üzere, Rz içindeki çözümün hacim ölçümü  

F(z) = 	 �∇�u
�34 dA                  (2.51) 

olarak tanımlansın. Burada u, (2.4) ile tanımlı problemin çözümü olmak üzere, F(z)  

F(z) ≤ F(0)exp(−2πz h⁄ )                 (2.52) 

eşitsizliğini sağlar. 
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 y  uy = 0 

     h      

ux = f(y)                             Rz                     ux = 0 

      

   uy = 0     z    

             

 

      

Şekil 2.2. (2.4)’te belirtilen problemin tüm koşullarını sağlayan sonlu bir dikdörtgen 

                  

İspat: 

 

Γz , x = z noktasındaki dikdörtgenin dik kesiti olsun. Rz  bölgesinde Divergence 

teoremi ve  (2.4)  uygulandığında 

	 u�Γ� dy = 0                               (2.6) 

elde edilir. Daha sonra ∇�.(u∇�u) = ∇�u∇�u + u∇�u = (∇�u)2 + u∇�u  eşitli ğinden 

(∇�u)2 = ∇�.(u∇�u) − u∇�u elde edilir. Burada R; bölgesinde integral alınıp 

Divergence teoremi uygulandığında 

	 �∇�u
²dA34  = 	 �∇�. �u∇�u
	− 	u∇�u34 
dA = 	 ∇�. �u∇�u
dA34    

	 ∇�. �u∇�u
dA34  = 	 u∇�u. nds#34  = −	 uu(&+   +	 uu�&-  +	 uu(&.  −	 uu�&/   

       = −	 uu�&/   çıkar. Yani  

	 �∇�u
²dA34         = −	 uu�&/ dy                 (2.7) 

eşitli ği elde edilir. F(z)’ nin türevi, 

F(z) = 	 �∇�u
²dA34  = 	 ∬ �∇�u
²dydςΓ=
>;   eşitli ğinden, 

F'(z) =  −	 �∇�u
²dyΓ4                    

(2.8) 

olarak bulunur. Herhangi bir k sabiti için,  

F'(z) + 2kF(z) = −	 ��∇�u
� + 	2kuu��dyΓ4   

L uy = 0       z 

Rz 
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=	− 	 �u��Γ4 +	u(� + 	2kuu� +	k�u� − k�u��dy 

= −	 ��u�Γ4 + 	ku
²+ u(� − k�u��dy  

≤ −	 �u(� − k�u�
Γ4 
dy                          (2.9) 

elde edilir. Problemin çözümü olan u, keyfi sabit ile belirlenmektedir. Sabit 

	 udy
Γ�  = 0                  (2.10) 

ile çözülebilecek biçimde tanımlansın. (2.6) ve (2.10)’dan 

	 udy
Γ4  = 0                  (2.11) 

elde edilir. π�h�� Poincare sabiti olmak üzere (2.11) ile birlikte Poincare eşitsizliği 

kullanıldığında  

	 u(�dy	 ≥	Γ4 π�h�� 	 u� dy		
Γ4                (2.12) 

elde edilir. Bu ifade (2.9) ile birlikte kullanıldığında 

F'(z) + 2kF(z) + 	 k�u�
Γ4 dy ≥	π�h�� 	 u� dy		

Γ4  

F'(z) + 2kF(z) ≤	−(π�h�� − k�
		 u� dy		
Γ4              (2.13) 

bulunur ve dolayısıyla 

F'(z) +	(2π h
⁄ F(z)	≤ 0                                     (2.14) 

elde edilir (k= πh��). Eşitsizlik e�π; �⁄  ile çarpılıp [0, z] aralığında integre edildiğinde 

e�π; �⁄ F'(z) +	e�π; �⁄ (2π h
⁄ F(z)	≤ 0 

	 ��; �F�z
e�π; �⁄ �;�  ≤ 0 

F(z) ≤ F(0)	e��π; �⁄      

eşitsizliğine ulaşılır ve böylece teorem kanıtlanır. 

Bu ifade çözümün üstel hız ile sıfıra gittiğini gösterir. Datalara göre F(0) için bir üst 

sınır belirlenebilir. Aşağıdaki problemde bu elde edilecektir.      

 

Teorem 2.2.  

 

v, R’nin kapanışı üzerinde tanımlı keyfi, sürekli, diferansiyellenebilir bir vektör 

fonksiyonu olsun ve 

  ∇�v = 0 , R üzerinde,           (2.15�
 
  			v� = f , Γ� üzerinde,  
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  			v� = 0 , Γ> üzerinde  

  				v� = 0, y = 0, y = h noktalarında         (2.15�
 
koşullarını sağlasın. Bu durumda 

	 v�dA	 ≥ 	 �∇�u
²dA3 		≡ F�0
;		3                (2.16) 

eşitsizliği sağlanır. Eğer  v = ∇u  ise (2.16)’nın eşitlik durumu geçerlidir. 

 

İspat: 

 

 Eşitsizliği ispatlayabilmek için  

	 v. ∇�udA3 =		 �∇�u
²dA3 		               (2.17) 

olduğu gösterilmelidir. Divergence teoremi, (2.4), (2.15)  kullanıldığında 

	 v. ∇�udA3  =   	 ∇�. �uv
dI A = 	 uvnds#3   

           = 	− 	 u�v�, v�
�0,−1
dy&+   + 	 u�v�, v�
�1,0
dy&-  +  

       	 u�v�, v�
�0,1
dy&.  +	 u�v�, v�
�−1,0
dy&/   

           =  −	 uv�dy&+   + 	 uv�dy&-  + 	 uv�&. dy −	 uv�dy&/  

           =  −	 ufdy&/                                                                            (1) 

olur. Diğer yandan, 

	 �∇�u
²dA3  = 	 ∇�. �u∇�u
dI A = 	 �u∇�u
. nds#3   

           = −	 uu(&+   +		 uu�&-  + 	 uu(&.  −	 uu�&/ dy 

           = −	 ufdy&/           (2) 

elde edilir. (1) ve (2)’den 

	 v. ∇�udA3 =		 �∇�u
²dA3 		  
eşitli ğine ulaşılır. Hölder eşitsizliği kullanıldığında 

	 v. ∇�udA3 ≥		 �∇�u
²dA3 		  

	 v. ∇�udA3 	≤ 	 J	 v²dA3 K� �⁄ J	 �∇�u
²dA3 K� �⁄
   

J	 v�dA3 K� �⁄ J	 �∇�u
²dA3 K� �⁄
 ≥		 �∇�u
�dA3  

	 v�dA3 	≥ 		 �∇�u
²dA3  ≡ L�0
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eşitsizliğine ulaşılır. Buda istenilen eşitsizliktir. 

Eğer  v = ∇u ise 

	 v∇�udA3 ≥		 �∇�u
²dA3   

	 vvdA3 				≥ 	 	 �∇�u
²dA3   

	 v�dA3 					= 	 	 �∇�u
²dA3   

eşitli ği bulunur. 

İyi bir seçimle v, 

  v� = f�y
ζ�x
,  v� =	−M	 f�y
dy(� Nζ′�x
           (2.18) 

olarak belirlenebilir. Burada ζ , 

  ζ(0) = 1 , ζ(L) = 0 

koşullarını sağlayan, sürekli, diferansiyellenebilir bir fonksiyondur. 

Not: (2.42) – (2.44) ve özellikle (2.44) koşulu, normal türevi sınır üzerinde belirlenmiş 

bir harmonik fonksiyonu bulma gibi daha genel bir problemde sınır koşullarında 

yapılan bir değişiklik olarak dikkate alınabilir. Teorem 2.1.’den yapılan 

değişikliklere göre F(0) için bir üst sınır bulma işlemi, sürekli bağımlılık kestirimi 

olarak dikkate alınabilir. x = 0 noktasındaki küçük değişimler, verilen her x için F(x) 

değerinde de küçük değişimler oluşturur. 

       

2.4. Phragmen – Lindelöf  Kestirimleri 

 

Phragmen-Lindelöf kestirimleri ele alınırken öncelik olarak (2.14)’ün çıkarılışına 

benzer bir yöntem uygulanır. (2.12) eşitsizliği aşağıdaki gibi düzenlendiğinde  

π�h�� 	 u� dy	
Γ4 ≤ 	 u(�dy		Γ4   

J	 u²dyO4 K� �⁄ ≤ π��h J	 u(�dyO4 K� �⁄
               (2.19) 

ve (2.7) ifadesine Hölder eşitsizliği uygulanıp yerine yazıldığında 

F(z) ≤	J	 u²dyO4 K� �⁄ J	 u��dyO4 K� �⁄
 

        ≤  π��h J	 u(�dyO4 K� �⁄ 	J	 u��dyO4 K� �⁄
              (2.20) 

elde edilir. Cauchy eşitsizliği ve (2.8) kullanıldığında 

|F�z
	| ≤ 
�R J	 u(�dyO4 K� �⁄ 	J	 u��dyO4 K� �⁄
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  ≤ �R S	 $�-�(T4 � +		 $U-�(T4 � V 

  ≤ ��R 		 �u�� + u(�
dyO4  = 
��R	 �∇�u
²dyO4  = 

��R �−F′�z

 
−F′�z
 ≥ 	 �R�   |F�z
	| 
ifadesine ulaşılır ve tekrar (2.14) eşitsizliği elde edilir.  

Şimdi hacim integral metodunu yarı sonsuz dikdörtgensel bölge içinde 0 < x	 < ∞,0 < y	 < h	,	nasıl kullanılacağı gösterilecektir. x	→ ∞ değeri hariç tüm koşullar 

geçerlidir. Çözüm  x sonsuza giderken üstel olarak daha hızlı artmaz ise çözüm üstel 

hız ile sıfıra gider. Bu sonuca Phragmen – Lindelöf sonucu denir. 

Bu bölümde çözümün ölçümü 

ℱ(z) =  −	 uu�Γ4 dy                 (2.211) 

ile tanımlanmaktadır. Genel olarak 

ℱ(z) =  	 �∇�u
²dA34                 (2.212) 

olduğu söylenemez. Burada u’nun sonsuzdaki davranışı bilinmiyor, bundan dolayı u’ 

ya negatif değildir denilemez. Eğer z → ∞	iken	u → 0 ise ℱ(z) ve F(z) ayırtedilemez. δ > 0 için, 

ℱ(z + δ) – ℱ(z) = −	 uu�Γ4\δ dy  + 	 uu�Γ4 dy  

    =		 	 �∇�u
�dydς −	O=;;]^ 	 	 �∇�u
�dydς	O=;]^;   

    = −	 	 �∇�u
�dydς	O=;]^;                  (2.22) 

olarak bulunur. Bu eşitlik �1 δ⁄ 
 ile çarpılıp δ → 0	için limit alındığında 

lim^→� ℱ�;	]	^
	–	ℱ�;
	^  = lim^→� 	�	 	 �∇+$
-�(�ς	T=4\=4 ^     

ℱ′(z) = −	 �∇�u
²dyO4                          (2.23) 

elde edilir. (2.20) ifadesi gerekli değişikliklerin yapılması koşuluyla 

|ℱ�z
| ≤ π��h J	 u(�dyO4 K� �⁄ 	J	 u��dyO4 K� �⁄
                      (2.24) 

eşitsizliğini verir. (2.23) ile birlikte Aritmetik – geometrik eşitsizliği kullanıldığında 

(2.14)’e benzer şekilde 

|ℱ�z
| ≤ 
�R J	 u(�dyO4 K� �⁄ 	J	 u��dyO4 K� �⁄
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  ≤ �R S	 $�-�(T4 � +		 $U-�(T4 � V 

             ≤ 
��R	 �∇�u
²dyO4   

−ℱ ′�z
 ≥ 2πh��|ℱ�z
	|                (2.25) 

ifadesi elde edilir. ℱ�z
’ nin pozitif yada negatif olması durumu ele alındığında ℱ(z) > 0 ise, 

  −ℱ ′�z
 ≥ 2πh��ℱ(z)  

  		ℱ ′�z
 	≤ −2πh��ℱ(z)             (2.261) ℱ(z)	< 0 ise, 

  −ℱ ′�z
 ≥ 2πh���−ℱ(z))             (2.262) 

eşitsizlikleri bulunur. −ℱ(z�) > 0 olacak şekilde z�: 0 ≤ 	 z� < ∞ var olsun. Tüm z	> z�’ ler için (2.262)’ 

den	−ℱ ′�z�
 > 0 elde edilir. Bu durumda −ℱ(z�) artan olur. O halde z	> z�’ ler için −ℱ(z) > 0 çıkar. Yani (2.262) eşitsizliği geçerlidir. z > z� için (2.262) ifadesi 

e��π; �⁄  ile çarpılıp [z�, z� aralığında integral alındığında 

−e��R; �⁄ ℱc(z) −	e��R; �⁄ 2πh��d−ℱ�z
e ≥ 0 

	 ��; �−ℱ�z
e��R; �⁄ �;;+  ≥	0 

−ℱ�z
e��R; �⁄ + 	ℱ�z�
e��R; �⁄ ≥ 0 

−ℱ�z
e{��R�g+�;�;+
}  ≥	− ℱ�z�
               (2.27) 

eşitsizliğine ulaşılır. Bu ifade ℱ(z)’nin asimptotik olarak en az üstel hızla arttığını 

göstermektedir. lim;→∞−ℱ�z
e��π; �⁄  = 0                (2.28) 

koşulu geçerli olsun. Bu ifade −ℱ(z)’nin en fazla üstel hızla sıfıra gittiğini 

göstermektedir. (2.28) ve z�: −ℱ(z�) > 0 olmasından dolayı bir çelişki elde edilir. O 

halde ℱ(z) ≥ 0’ dır. O zaman (2.261) geçerlidir. (2.261) ifadesi e�π; �⁄  ile çarpılıp [0, 

z] aralığında integral alındığında, e�π; �⁄ 	ℱ '(z) +	e�π; �⁄ 	2πh��ℱ(z)	≤ 0 

	 ��; �ℱ�z
e�π; �⁄ �;�  ≤ 0 

ℱ(z) ≤ ℱ(0)	e��π; �⁄                  (2.29) 

sonucuna ulaşılır. z	→ ∞ iken ℱ(z) en fazla üstel hızla sıfıra gider. O halde 
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	 uu�Γ4 dy	→ 0 

bulunur ve (2.212) bu kuralı sağlar. (2.28) asimptotik koşulu aşağıdaki gibi farklı bir 

şekilde ifade edilebilir. L’Hospital kuralı uygulanırsa 

lim;→∞−ℱ′�z
e��R�g+; = 0                (2.30) 

yazılabilir. Burada (2.23) ifadesi kullanılırsa  

lim;→∞ 	 �∇�u
²dyO4 e��R�g+; = 0                (2.31) 

elde edilir. Eğer bu asimptotik koşul geçerli ise (2.29) ifadesi sağlanır. 

 

Teorem 2.3. (Phragmen – Lindelöf) 

 

u, (2.41) – (2.42), (2.42) – (2.45)’in 0 < x < ∞, 0 < y < h  yarı sonsuz dikdörtgen 

içinde klasik çözümü olsun, normalleştirme koşulu (2.10) ve 

lim;→∞�	 �∇�u
²dyO4 
e��R�g+; = 0              (2.321) 

asimptotik koşulu geçerli olsun. (2.211) veya (2.212) ile belirlenen 	ℱ(z) 

ℱ(z) ≤ ℱ(0)	e��R�g+;                (2.322) 

eşitsizliğini sağlar. 

 

2.5. Eğrisel Sınırlı Bölgeler 

 

Sonlu veya yarı sonsuz dikdörtgensel bölgede elde edilen genel yaklaşımın 

sonuncusu farklı geometrilere de uygulanabilir. (r, θ
 kutupsal koordinatlar ve r�, r�,  α pozitif sabitler olmak üzere, bölge r� ≤ r ≤ r� ,  0	≤ 	θ	 ≤ 	α 

olarak belirlensin. Γm  r  radyal koordinata sahip bölgenin kesitini ifade etsin ve RO  

ile r’ den daha küçük olmayan radyal koordinatlı bölgenin bir kısmı olsun. 

                       umm + 	r��um + r��unn = 0 

  u = 0  r = r� ,  θ = 0  ,  θ = α            (2.33) 

  u   belirli r	= r�  

u(r, θ),  (2.33)’ün klasik bir çözümü olsun ve 

ℱ(r)  = −	 uumrdθOo                           (2.34) 

olarak tanımlansın. 
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umm + 	r��um + r��unn = 0 

eşitli ğini elde etmek için kutupsal koordinatlarda ki 

x = r	cos θ, y = r sin θ, r = rx� + y�, θ = Arctan J(�K 
ifadeleri kullanılmaktadır. u� =	umr� + unθ�  
       =  

�m um − (m- un 

u�� =	 �m �ummr� + umnθ�
 −	 (m- �unmr� + unnθ�
 +	um Sm��-om- V + un ��(m/   

        =	�-m- umm −	umn �(m. − unm �(m. + (-m/ unn + um m-��-m. + 2un �(m/ u(( = 
�m- un − $om + (m dummr( + umnθ(e + �m- dunmr( + unnθ(e 

        =	(-m- umm +	umn �(m. + unm �(m. + �-m/ unn + um m-�(-m. − 2un �(m/  olarak bulunur. Buradan 

u�� +	u(( = umm +		r��um + r��unn = 0 

(2.33) elde edilir. (2.33) ile birlikte Divergence teoremi kullanıldığında, 

ℱ(z) = 	�∇�u
²dA =		du�� + u(�erdrdθ  

  u� =	umr� + unθ� =  
�m um − (m- un 

  u( =	umr( + unθ( =  
(m um − �m- un 

  u�� + u(� = um� + r��un�              (2.35) 

olarak bulunur. Buradan 

ℱ =	∬ �3o um� + r��un�
rdrdθ                       (2.36) 

çıkar. Buradan türev 

ℱ = 	 	 �um� + r��un�
rdrdεOvm+m   

ℱc�r
 = −	 �um� + r��un�
rmT dθ               (2.37) 

olarak bulunur. (2.34) de, Schwarz eşitsizliği ve Poincare eşitsizliği kullanılıp daha 

sonra (2.37) ile birlikte aritmetik – geometrik eşitsizliği uygulandığında 

|ℱ�r
| ≤ J	 um�dθmT K� �⁄ 	J	 um�rdθmT K� �⁄
 

 ≤ JwRK r J	 r��un�rdθmT K� �⁄ 	J	 um�rdθmT K� �⁄
 

 ≤ �� JwRK r 	 �um� + r��un�
rmT dθ 
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 = − �� JwRK rℱc�r
 
ℱc�r
 + 2�π α⁄ 
r��|ℱ�r
| ≤ 0                        (2.38) 

elde edilir. ℱ�r
 ≥ 0 olduğundan eşitsizlik r�R w⁄  ile çarpılıp [r�, r� aralığında integre 

edilirse 

ℱc�r
r�R w⁄ +ℱ�r
r-xy �� �Rw ≤ 0  

	 dℱ�r
r�R w⁄ ec =mm� 	ℱ�r
r�R w⁄ − ℱ�r�
r��R w⁄ ≤ 0  

ℱ�r
r�R w⁄ ≤ ℱ�r�
r��R w⁄   

ℱ�r
 ≤ ℱ�r�
 Jm�m K�R w⁄
                         (2.39) 

elde edilir. Şimdi (r� → ∞
	olacak şekilde bölgenin sonsuz olduğu düşünüldüğünde, 

ilk koşul geçerli olmasın fakat diğer tüm koşullar önceki gibi olsun. Şimdi Phragmen 

– Lindelöf tipinde sonuç kanıtlanacaktır. ℱ�r
 (2.34)’ de belirlendiği gibi fakat (2.36) 

önceki sonuçlardan söylenemez (bölge sonsuz olduğu için). (2.37) ve (2.38) yine 

geçerlidir. ℱ�r�
 < 0 olacak şekilde r�	 > 0:	0 < 	 r�	 < ∞ var olsun, r� < r�	 < { 

olmak üzere, ℱc�r
 + 2�π α⁄ 
r��|ℱ�r
| ≤ 0  ℱc�r�	
 − 2�π α⁄ 
r��ℱ�r�	
 ≤ 0 ⟹ ℱc�r�	
 < 0 r�	 < { için  ℱc�r
 < 0 ⟹ ℱ�r
 azalandır. �−ℱ�r

c ≥ 2�π α⁄ 
r���−ℱ�r	

                       (2.40) 

ifadesine ulaşılır. Her taraf  r��R w⁄  ile çarpılıp [r�, r� integre edilirse 

�−ℱ�r

cr��R w⁄ − �−ℱ�r

r��R w⁄ �Rwm ≥ 0  

	 d−ℱ�r
r��R w⁄ ecmm- ≥ 0  

−ℱ�r
r��R w⁄ ≥ −ℱ�r�
r���R w⁄   

−ℱ�r
 J mm-K��R w⁄ ≥ −	ℱ�r�
  
�ℱ�m
�m m-⁄ 
-x y⁄ ≥ −ℱ�r�
                          (2.41) 

elde edilir. Bu eşitsizlik −ℱ�r
’nin en az polinomik hızla sonsuza gittiğini ifade 

eder.  

limm→}− ℱ�m
m-x y⁄ = 0                           (2.42) 
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eşitli ği geçerli olsun. Yani −ℱ�r
 polinamik hızla sıfıra gitmektedir. O 

halde	−ℱ�r
 > 0 olamaz, bu ise bir çelişkidir, ℱ�r
 ≥ 0 olmalıdır. (2.42)’ye                    

L- Hospital kuralı uygulandığında 

limm→}− ℱ~�m

m-xy g+ = 0                 (2.43) 

elde edilir. (2.37) yerine yazılırsa 

limm→}r���R w
]�⁄ 	 �um� + r��un�
rmT dθ = 0              (2.44) 

elde edilir. Eğer sonuncu asimptotik durum geçerli ise  ℱ�r
 ≥ 0 olur. Bu durmda 

(2.39) elde edilir. Bu durumda (2.36) durumu geçerli olur. Sonlu ve yarı sonsuz 

bölgeler için sonuçlar aşağıdaki gibi özetlenmektedir. 

 

Teorem 2.4.  

 r sonlu olmak üzere, çözümünün pozitif ölçümü (2.36) ile verilen (2.33) problemi, 

ℱ�r
 ≤ ℱ�r�
 Jm�m K�R w⁄
                       (2.451) 

azalım kuralını sağlar. Aynı kural  r� → ∞ olduğunda (r	→ 	∞	iken	u → 0
 
limm→}r���R w
]�⁄ 	 �um� + r��un�
rmT dθ = 0                               (2.452) 

asimptotik koşulu geçerli olduğunda da sağlanır. 

 

2.6. Başlangıç  Sınır – Değer Problemi 

 

Bu kesimde uzay değişkeniyle birlikte zaman değişkenini de içeren bir problem ele 

alınacaktır. Özellikle dik bir silindir içindeki ısı akışı için bir başlangıç sınır-değer 

problemi dikkate alınmaktadır.  R basit, parçalı, kapalı eğri parçaları ile sınırlı 

kesitlere sahip bir silindirin içi olsun. x�, x�, x� kartezyen koordinatlar ve R’nin 

kesitlerinin başlangıç ve bitimi  x� = 0 ve x� = L	düzlemlerinde olsun. z	≥ 0 olmak 

üzere Γ; ile R’nin x� = z düzlemindeki açık kesiti tanımlanmış olsun. ∂Γ; ise Γ;’nin 

sınırı ve R’ nin yanal sınırı  ℒ olsun. 

u(x, t) = u(x� , x� , x�, t), aşağıdaki problemin çözümü olsun, 

  ∇�u − u� = 0 ,  R× �0,∞
            (2.461) 

sınır koşulları, 

  u = f,  Γ� üzerinde,    
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            u = 0,  Γ> üzerinde                        (2.462) 

  u = 0,  ℒ üzerinde              (2.463) 

ve başlangıç koşulu, 

  u(x, 0) = 0,  x	∈ R              (2.464) 

şeklindedir. Şimdi yüzey integral metodu bu problem için uygulanacaktır. 

 

Teorem 2.5.  

 R; , x� > � olmak üzere R dik silindirinin bir bölümü olsun, (2.46) başlangıç sınır -

değer probleminin çözümünün hacim integral ölçümü 

E(z, t) = 	 	 �∇u
�dVdΓ + ��	 u�dV,3434��  z	≥ 0, t ≥ 0            (2.47) 

olarak verilsin. O halde 

E(z, t) ≤ 	E�0, t
	eJ��J�++ -⁄ K;K                (2.48) 

eşitsizliği sağlanır. Burada λ� 
  ∇��φ+ λφ = 0   Γ; üzerinde, 

  φ = 0   ∂Γ; üzerinde,             (2.49) 

öz değer probleminin en küçük öz değeridir.  

 

İspat:  

 

Kanıt için ilk olarak genel eşitsizlik elde edilip, daha sonra başlangıç koşulu 

(2.464)’ün var olduğu kabul edilecektir. 

Divergence teoremi, (2.461) diferansiyel eşitli ği ve (2.462) – (2.463) sınır koşulları 

kullanıldığında ve ∇�u − u� = 0,  ∇u� = ∇. ∇u  

(∇u
2  = ∇u. ∇u ∇. �u∇u)	= 	∇u. ∇u + 	u∆u	 = �∇u
2 +	u∆u  eşitli ğinde integral alındığında 

	 	 �∇u
�3��� dvd	Γ = 		 	 ∇. �uu
dvd34�� Γ −		 	 u∇udv34�� dΓ  

         =		 	 ∇. �u∇u
dvd34�� Γ −		 	 uu�dv34�� dΓ  

       = 	 �	 �u∇u
. ndvO4 ��� dΓ −		 	 uu�dv34�� dΓ  

 
 

 

 

 
 

  

Γ�	



17 

 

 

 

	 	 �∇u
�3��� dvd	Γ = 	 �	 �u∇u
. ndv + 	 �u∇u
. ndv +		 �u∇u
. ndv�. 		�-�+ ��� dΓ −
	 	 uu�dvd34�� Γ  

	 	 �∇u
�3��� dvd	Γ = −	 	 uu�.O4�� dvdΓ − ��	 �u�34 l�� 
dv = −	 	 uu�.34�� dvdΓ −
��	 u�34 dv + ��	u��x, 0
dv  eşitli ği bulunur. Buradan  

E(z, t)= −	 dΓ	 uu�.34�� dA + ��	 u��x, 0
dv34                                                    (2.50) 

elde  edilir. (2.47) ifadesinin z’ye göre türevi 

E(z, t) = 	 dΓ 	 	 �∇u
�Ov>;�� dsdε + ��	 	 dsdεOv>;  

Ez(z, t) = −	 dΓ	 	 �∇u
�dA − ��O4�� 	 u�O� dA                                                       (2.51) 

olarak bulunur. Herhangi bir k sabiti için (2.50) ve (2.51)’den  

Ez+2kE	= −	 d�� Γ 	 d�∇u
� + 2k	uu�.eO� dA − ��	 u�O4 dA+k	 	 u�34 �x, 0
dv  (2.52)   

	 d�∇u
� + 2kuu�.eO� dA = 	 �u�. + ku
�dA + 	 ��∇�u
� − k�u�
O�O� dA         (2.53) 

elde edilir.  

	 �∇�u
�O4 dA ≥ 	λ� 	 u�O4 dA                (2.54) 

şeklindeki Poincare eşitsizliği k	= √λ� seçilerek kullanıldığında (2.53)’ün sol tarafı 

pozitif  olur. (2.52)’den 

Ez +2kE ≤ k	 u��x, 0
dv34                                                                                   (2.55) 

eşitsizliği bulunur. 

Eşitsizlik e��; ile çarpılıp [0, z] aralığında integre edilirse 

E;e��; + 2ke��;. E ≤ e��;. k 	 u��x, 0
dv34   

	 dE. e��&ecds ≤ 	 e��&. kds 	 u��x, 0
dv3�;�;�   

E(z, t) ≤ E�0, f
.e���; + k	 ds;� e���&�;
 	 u��x, 0
dv3�                                        

(2.56) 

ifadesine ulaşılır. Bulunan bu eşitsizlikte sağ taraftaki ikinci terime kısmi integrasyon 

uygulandığında 

                                            u = 	 u��x, 0
dv3�   , dv = e���&�;
 
           du = −	 u�O� (x,0)ds  , v= �-���g4
��   
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k	 dse���&�;
;� 	 u��x, 0
dv3� = k	 u��x, 0
dv. �-���g4
��3� l�;  

                                                   +k	 	 u��x, 0
ds. �-���g4
��O�;� dv  

k	 dse���&�;
;� 	 u��x, 0
dv3� = ��	 u�34 �x, 0
dv − ��	 u��x, 0
. e���;. dv +3
																																																											��	 e���&�;
. ds 	 u��x, 0
dv3�;�   

k	 dse���&�;
;� 	 u��x, 0
dv3� ≤ ��	 u��x, 0
dv + ��34 	 ds 	 u��x, 0
dA =O�;�
k	 dse���&�;
;� 	 u��x, 0
dv3� = ��	 u��x, 0
dv3                                    (2.57) 

elde edilir.  (2.57) ve (2.56) kullanılırsa 

E(z, t)	≤ E�0, t
e���; + ��	 u��x, 0
dv3  

olur. k=√λ� olarak alınıp, (2.464) başlangıç koşulunda yerine yazıldığında 

E(z, t)	≤ E�0, t
e��r�+.;         

olur ve böylece (2.48) elde edilir. 

 

2.7. Problemler      

 

Problem 2.7.1. Basit kapalı C eğrisi ile sınırlı bir R bölgesini ele alalım. C’nin bir 

kısmı aşağıdaki verildiği gibi Γ� doğrusu ile oluşmuş olsun. Ayrıca u(x,y) fonksiyonu 

aşağıdaki problemin klasik bir çözümü olsun. ∇��u = 0         R içerisinde 

sınır koşulları, 

#$#% = 0, C/Γ�  üzerinde 

ux = f(y),          Γ�  üzerinde  

olmak üzere 

	 f�y
dy = 0O�   koşulu geçerlidir. 

Rz = R∩ x > �  ve   F(z)= 	 �∇u
�dA34     olarak tanımlansın. 

F(z)	≤ F�0
. e��R	 �g+��
����   

olduğunu kanıtlayın. 

h(x), x değişkenine bağlı (y yönünde) bölgenin genişliğidir. 
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Çözüm:  

 

 

  

  

   

   

 

 

Şekil 2.3. Koşulları Problem 2.7.1. de verilen bölge 

 

Rz bölgesinde Divergence teoremi uygulandığında  ∆�u = 0       ∇��u = ∇�. ∇�u 

∇�= � ##� , ##U
  �∇�u
� = ∇�u	. ∇�u ⇒ ∇�. �u∇�u
 = ∇�u. ∇�u + u∆�u = �∇�u
� + u∆�u 

	 �∇�u
�dA =34 	 �∇�. �u∇�u
 − u∆�u�dA = 	 ∇�. �u∇�u
dA3434   

= 	 ∇�. �u∇�u
dA = 	 �u∇�u
n	ds = 	 �u∇u
 #$#% + 	 −uu�	dyO4�/O�#3434   

F(z)	= −	 uu�	dyO4  olur. F’nin türevi 

F(z) 	= 	 �∇�u
�dA34 = 	 	 �∇�u
�dsdεOv��  

F′(z)= −	 �∇�u
�dεO4  

F′(z)= −	 �∇�u
�dyO4    olarak bulunur. Herhangi bir k sabiti için 

F′(z) + 2kF(z) = −	 ��∇�u
� + 2kuu��dyO4  

  = 	 �u�� + u(� + 2kuu� + k�u� − k�u��dyO4   

  = −	 �u� + ku
�dy − 	 du(� − k�u�edyO4O4    

  ≤ −	 du(� − k�u�edyO4   

y 

Rz Γ� 
x 

C/Γ� 

z 

h(x) 
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−F′(z)	−	2kF�z) +	 k�u�dy ≥ 	 u(�dyO4O4  

−F′(z)	−	2kF�z) +	 k�u�dy ≥ π�h���z
 	 u�dyO4O4  

F′(z)	+	2kF�z)	≤ −�π�h���z
 − k�)	 u�dyO4   , (k = π�h���z
 ) 
F′(z) +	π�h���z
  F(z)	≤ 0 

eşitsizliğine ulaşılır. Eşitsizlik e�R	 �g+��
��4�  ile çarpılıp [0, z] aralığında integre 

edilirse 

e�R	 �g+4� ��
��.F'(z)+e�R	 �g+��
��4� . 2πh���z
F�z
 ≤ 0 

	 �e�R	 �g+��
��4� . F�z

c ≤ 0��   

F(z)	≤ F�0
. e��R	 �g+��
��4�    ifadesi elde edilir ve kanıt biter. 

 

Problem 2.7.2. Problem 2.7.1. de sınır koşulları 

u=0  C/ Γ0   üzerinde  

u=f(y) Γ0   üzerinde 

olmak üzere o problemdekine benzer bir sonuç elde ediniz. Burada f(y) üzerinde 

integral kısıtlaması yoktur. 

 

Çözüm: Problem 2.7.1.’e benzer şekilde Divergence teoremi uygulandığında 

F(z)= −	 uu�dyO4    

olur. F’nin türevi  

F′(z)= −	 �∇�u
�dyO4  

olur. Herhangi bir k sabiti için benzer işlemler yapılarak 

F′(z) + 2kF(z) ≤ −�π�h���z
 − k�
 	 u�O4 dy        

elde edilr.	k = πh���z
  alındığında 

F′(z) + 2πh���z
F�z
 ≤ 0 

elde edilir. Eşitsizlik e�R	 �g+��
��4�   ile çarpılıp [0, z] aralığında integre edildiğinde 

	 Je�R	 �g+��
��4� . F�z
Kc ≤ 0��   

F(z)	≤ F(0).	e��R	 �g+��
��4�    olur. Buda problem 2.7.1.’e benzer bir eşitsizliktir yani 

istenilen eşitsizliktir. 
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Problem 2.7.3.  Problem 2.7.1. ve problem 2.7.2. deki sınır koşullarını üç boyutlu 

bölge(örneğin dik silindir) için düşününüz ve o problemlerdekine benzer şekilde 

sonuç elde ediniz. (Bu problemlerde 2.7.1. için v1 (serbest özdeğer), 2.7.2. için λ� 
(sabit, belirli özdeğer) olarak alınmalıdır.) 

 

Çözüm: Problem 2.7.1. için    ∇$�= 0  

ve sınır koşulları u�. = f, Γ0  üzerinde    

u�. = 0, ΓL  üzerinde 

u�. = f, Γ0   üzerinde 

#$#% 	= 0,             ℒ				üzerinde 

olmak üzere 

	 fO� �� = 0  koşulu geçerli olan problem düşünülsün. 

Divergence teoremi kullanılarak problem 2.7.1.’dekine benzer işlemlerle 

F(z)= −	uu�.dA  

olarak bulunur. F’nin türevi  

F′(z)	= −	 �∇u
�dAO4  

olur. Herhangi bir k sabiti için  

−	F′(z) –	2kF(z) +	 k�u�dA ≥ 	 �∇�u
�dAO4O4  

ifadesi elde edilir. Poincare sabiti  V� alınarak Poincare eşitsizliği kullanıldığında 

F′(z) +	2kF(z) ≤ −�V� − k�
 	 u�dAO4             

olur. Bu ifadede  k = rV�  seçildiğinde 

F′(z) +2rV�L��
 ≤ 0        

eşitsizliği elde edilir. Her taraf   e�r�+.;  ile çarpıldığında 

e�r�+.;. F′(z) + e�r�+.;. 2rV�. F�z
 ≤ 0  

F(z) ≤ L�0
e��r�+.;  

olarak bulunur.  

Problem 2.7.2. için  ∇�u = 0  
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ve sınır koşulları   

u = f, Γ0   üzerinde 

u = 0, ΓL   üzerinde 

u = 0, ℒ     üzerinde  

şeklinde olan problem düşünülsün. Aynı şekilde Divergence teoremi kullanılarak  

F(z)	= −	 uu�.dA  eşitsizliğine ulaşılır ve F’nin türevi 

F′(z) = −	 �∇u
�dAO4  dir. Herhangi bir k sabiti için 

−	F′(z) –	2kF(z) +	 k�u�dA ≥ 	 �∇�u
�dAO4O4  

elde edilir. Bu ifadede Poincare sabiti λ� alınarak Poincare eşitsizliği uygulandığında 

F′(z) +	2kF(z) ≤ −�λ� − k�
 	 u�dAO4     olur. Burada  k = rλ�   seçilirse 

F'(z) +2rλ�F�z
 ≤ 0        

eşitsizliğine ulaşılır. Her taraf e�r�+.;  ile çarpılıp [0, z] aralığında integre edilirse 

e�r�+.;. F′(z) + e�r�+.;. 2rλ�. F�z
 ≤ 0  

	 ��; �F�z
e�r�+.;�;� ≤ 0  

F(z) ≤ L�0
e��r�+.; olarak bulunur. 

 

Problem 2.7.4. (2.33) ile tanımlı problem, 0 < { < r�, 0 < � < �  olmak üzere sınır koşulları, u = 0,            		� = 0, � = � için, 

u belirli, r = r1      üzerinde 

(r	→ 0 giderken bir koşul yok) 

şeklinde düşünüldüğünde  r  azalırken Teorem 2.3’ün 2. kısmına benzer şekilde bir 

eşitsizlik elde edilecektir. 

 

Çözüm: 

 

 

   

 

 

 

0 

Rm 

r1 

u = f 

u =0 

u =0 
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Şekil 2.4. Problem 2.7.4. için verilen bölge umm + r��um + r��unn = 0  

olmak üzere, u(r,�) klasik bir çözüm olsun. 

F(r)	= −	 u. umrdθmo  

F(z) = 	�∇�u
�dA 

F = ∬ dum� + r��un�erdr. dθ3o  

olduğu biliniyor. F’nin türevi 

F′(r) = −	 �mo um� + r��un�
rdθ 

olarak bulunur. Daha sonra Poincare ve Cauchy eşitsizlikleri uygulandığında 

F(r) = −	 u. umrdθmo  

|F�r
| ≤ 	 |u. um|mo rdθ  

           ≤ �	 u�dθ
mo
�/� . �	 um�rdθ
mo

�/�
  

 ≤ J��K {. �	 r��um�rdθ
mo
�/� . �	 um�rdθ
mo

�/�
 

 ≤ �� J��K {. 	 �um� + r��un�
rdθmo = − �� JwRK r. F��r
 F′�r
 + �Rw r��|F�r
| ≤ 0  

eşitsizliğine ulaşılır. Burada F(r) ≥ 0 olarak seçilip bulunan eşitsizlikde her taraf r�R/w ile çarpılıp [r, r�� aralığında integre edildiğinde 

F′�r
r�R/w + F�r
r�R/w �Rw ≤ 0   

	 �F�r
r�R/w
c ≤ 0m+m   

F�r
 >  �r�
�m+m 
�R/w ⟹ F(r) ≥ ¡�m+
m+-x/y¢-x/y  

elde edilir. Bu ise çelişkidir. O halde F(r�
 < 0  olacak şekilde r� > 0, 0	< r� < r�  

var olsun r < r� < r� olmak üzere, ∃	r� > 0 ⇒ L�r�
 < 0  

Fc�	r�
 − �Rw r��F�r�
 ≤ 0 ⇒ Fc�	r�
 ≤ 0  

0	< r < r� için  Fc�r
 < 0 ⇒ L azalan olur. Yani  

−Fc�r
 ≥ − �Rw r��F�r
 ⟹�−F�r

c − �Rw r���−F�r

 ≥ 0  yazılabilir 
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Bulunan bu eşitsizlik r��R/w  ile çarpılıp [r, r�� aralığında integre edildiğinde, 

	 �−F�r
r��R/w
cm-m ≥ 0  

Jd−F�r
er���R/wK − d�−F�r
er��R/w ≥ 0 

�−F�r

 ≤ d−F�r�
e. Jm-m K��R/w ≥ 0 

−F�r
 ≤ −F�r�
r���R/wr�R/w 

eşitsizliği elde edilir. Buradan F(r) ≤ 0 olduğu görülür. 

 

Problem 2.7.5. (2.46) başlangıç sınır-değer probleminin sınır koşulları aşağıdaki 

şekilde değiştirilerek tekrar ele alınacaktır. Sınır değerleri 

#$#�. = φ,    Γ� üzerinde  

#$#�. = 0,    Γ> üzerinde 

	 φdA = 0O�   ve 
#$#% = 0,    ℒ üzerinde 

olarak alınmaktadır. Burada  
¤¤¥  normal türevlerdir. Çözüm için u’nun ortalama 

değeri ū,  ū(x�,t) = �§	 udAO4   şeklinde tanımlanmaktadır. 

ū� − ū�� = 0   �∝
  

ve 

ū(x�,0) = 0  �β
  

olduğu gösterilecektir. �∝
 Rz’de integre edilip 

−	 u�dA = 	 u�dvO4O4   elde edilecek, buradan 

ū��L. t
 = 0  �γ
  

ve ū��0. t
 = 0  �δ
  

sonuçları elde edilecektir. �∝
, �β
, �γ
, �δ
cden  ū(x3,t) = 0 olduğunu kanıtla. (V1 en küçük özdeğer) 

Isı denklemi için maksimum prensibi; T > 0 olsun u(x,t) fonksiyon Ω = {�x, t
: 0 ≤ x ≤ L, 0 ≤ t ≤ T}  kapalı bölgede sürekli olsun ve u fonksiyonu 0 < ­ < �, 0 < ® ≤ T  için ısı denklemi sağlansın. u� − u�� = 0,  x ∈ �0, L
,   0 < ® < ¯ 
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u�x, 0
 = ∅�x
,        x ∈ �0, L
  u�0, t
 = f��t
,         u(L,t) = f��t
 
Bu durumda u fonksiyonu maksimum(minumum) değerine t = 0 anında veya 	Ω± ’nın 

x = 0, x = L dik kenarlarında ulaşır. 

 

Çözüm: u� − ∆u = 0, R × �0,∞
  

#$#�. ⃒O� = g, #$#�. ⃒O´ = 0  

#$#%⃒ℒ = 0, u(x,0) = 0, x∈R  

	 gdA = 0O�   

 

 

 

 

 

    

  

 

 

  

 

                

 

 

Şekil 2.5. Isı denklemi için silindirik bölge 

 

uµ�x�, t
 = �§	 udA ⇒ ū� − ū�� = 0O4   

u(x,t) = u(x�,x�, x�,t) 
#$±#� �x�, t
 = �§	 #$#� dA = �§O4 	 u�dAO4   

##�. uµ�x�, t
 = �§	 ##�. u�x, t
dA = �§O4 	 u��x, t
dAO4   

X1 

X2 

X3 

ℒ 

Γ� 

	Γ> 

Γ; 

L 

z 

X1 
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#-#�.- uµ�x�, t
 = �§	 #-#�.- u�x, t
dAO4 = �§	 u��dAO4   

##� uµ − #-#�.- uµ = �§	 �u� − u��
O4 dA = �§	 �u� − u�� − u�� − u��
dAO4   

= �§	 �u� − ∆u
dAO4 . Buradan   

uµ� − uµ�� = 0  (α
  

elde edilir. 

uµ�x�, t
 = �§	 udAO4 = �§	 u�x, t
dAO4   

uµ�x�, t
 = �§	 u�x, 0
dAO4   

uµ�x�, t
 = �§	 u�x, 0
dAO4 = 0. Buradan 

uµ�x�, t
 = 0  (¶
 
bulunur. Daha sonra (α
 ve (¶
 kullanılarak 

	 �uµ� − uµ��
dv = 	 uµ�dv	 	 ##�. uµ�dx�dε = 	 uµ�dv + 	 uµ�dA = 0O434Ov>;3434   

	 uµ�dv = −	 uµ�dAO434   eşitli ği elde edilir. Buradan  

uµ��L, t
 = �§	 u��x�, x�, L, t
dA = �§	 #$��,�
#�. ⃒�.·>dA = 0O4O4   

uµ��L, t
 = 0  (γ
   
ifadesine ulaşılır. Daha sonra 

uµ��x�, t
 = �§	 u��x�, x�, x�, t
dAO4   

	 u�⃒O� = 	 φ�O�O� x�, x�, 0, t
 = 0  

uµ��0, t
 = �§	 u��x�, x�, 0, t
dAO�   

  = �§	 gdA = 0O�  

uµ��0, t
 = 0  (¸
  
eşitli ği bulunur. Son olarak (α
, �β
, �γ
	ve	�δ
  kullanılarak  uµ��x�, t
 = 0 olduğu 

gösterilecek. 

ū fonksiyonu düşünüldüğünde t = 0 anında  

ū�x�, 0
 = 0  �β
  
bulunur ve  x� = 0,  x� = L  için uµ��L, t
 = 0  �γ
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uµ��0, t
 = 0   �δ
 
olur. O halde maksimum prensibinde ū fonksiyonu ∀	x� için 0’dır. Yani uµ��0, t
 = 0 

elde edilir. Teorem (2.5) bu problem için uygulandığında  

E(z,t) 	= 	 	 �∇u
�dvdr + ��	 u�dv, z ≥ 0, t ≥ 03434��   olmak üzere 

E(z,t) ≤ E�0, t
e����√º+
;
 olduğu gösterilmelidir. Divergence teoremi kullanılarak ∇. �u∇u
 = ∇u. ∇u + u∆u = �∇u
� + u∆u eşitli ğinde integral alınırsa 

	 	 �∇u
�dvdr =34�� 	 	 ∇�u∇u
dvdr −34�� 	 	 u∆udvdr34��  

		= 	 	 ∇�u∇u
dvdr −34�� 	 	 u. u�dvdr34��  

 	= 	 �	 F. ndvO4 � dΓ − 	 	 u. u�dvdr34����   

  = 	 �−	 uu�.dv + 	 uu�.dvO´O4 + 	 u. #$#%∝ dv� dΓ − 	 	 u. u�dvdr34����   

		= 	 	 uu�.dvdΓ − ��	 »u� t⃒0¼ dv = 	 	 uu�.dvdΓ − ��	 u�dv +3434��3434�� ��	 u��x, 0
34   

E(z, t) = 	 dΓ 	 uu�.dA +34�� ��	 u��x, 0
34  elde edilir. z’ye göre türev 

E(z, t) = 	 dΓ 	 	 �∇u
�dsdε + ��Ov>;�� 	 	 u�dsdεOv>;  

E;�z, t
 = −	 dΓ 	 �∇u
�dA − ��	 u�dA34O4��   

olarak bulunur. Herhangi bir k sabiti için  

E; + 2kE = −	 dΓ 	 �∇u
�dA − ��	 u�dA34O4�� + 2k J−	 dΓ 	 uu�.dA +34��
��	 u��x, 0
dv34 K  
                 = −	 dΓ 	 M�∇u
� + 2kuu�.NdA − ��	 u�dA + kO4O4�� 	 u��x, 0
dv34   

ifadesi yazılır. Buradan sağ taraftaki ilk terim ele alındığında 

	 M�∇u
� + 2kuu�.NdA = 	 du�. + kue�dA +O4O4 	 {�∇�u
� − k�u�}34 dA  

bulunur. Bu ifadede sol taraf negatif değildir. Poincare eşitsizliği kullanıldığında 

E; + 2kE ≤ k	 u��x, 0
dv34   

elde edilir. İfade e��;  ile çarpılıp [0, z] aralığında integre edildiğinde 

	 dE. e��;ecds ≤ 	 e��;kds 	 u��x, 0
dv3�;�;�   

E�z, t
 ≤ E�0, t
e���; + k	 dse���&�;
 	 u��x, 0
dv;�   
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eşitsizliği bulunur. Burada  kısmi integrasyon uygulandığında 

u = 	 u��x, 0
dv3� , dv = e���&�;
 
du = −	 u��x, 0
dv3� ,    v = �-���g4
��

z⃒
0 

k	 dse���&�;
 	 u��x, 0
dv3�;�  = ��	 u��x, 0
dv −3 ��	 u��x, 0
dve���;3  

+ ��	 e���&�;
ds 	 u��x, 0
dvO�;�   

≤ ��	 u��x, 0
dv + ��	 ds 	 u��x, 0
dA =O�;�3� ��	 u��x, 0
dv3   

E�z, t
 ≤ E�0, t
e���; + ��	 u��x, 0
dv3  ,  dk = rV�e   

E�z, t
 ≤ E�0, t
e��r�+.; 

eşitsizliği bulunur ve kanıt biter. 

 

2.8. Basit Bir Lemma 

  

  

  

 

 

     

 

Şekil 2.6. ty düzleminde t=0 apsisli Γ� doğru parçasıyla ve sırasıyla ½]�t
, y��t
 ile tanmlı C], C� 
eğrileriyle sınırlı bir bölge 

 

Sınırlı t-y uzayında,  

i. t = 0 için Γ� doğru parçasıyla ve  

ii. C], C� eğrileri ile tanımlı,  

ve aşağıdaki özellikleri sağlayan		y = ½]�t
, y = y��t
 eğrileri ile sınırlı, �
 tek değerli, sürekli diferansiyallenebilir fonksiyonlar β
 ve 	½]�t
 > ½��t
 dir. 

R bölgesi düşünülsün. Γ�, bölge içerisinde t değişkenine bağlı eğriler arasında kalan 

doğru parçasını göstersin. Ψ�t, y
, 	C], C�	üzerinde	f]�t
, f��t
 değerlerini alan  

Γ� 
y 

Γ� 

t 

c� 

c] 
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ikinci dereceden sürekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. ∅�u
, u 

argumentine göre ikinci dereceden sürekli diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. 

 

Lemma 2.1.   

 

Yukarıdaki bilgilere göre 

F�t
 = 	 ∅dΨ(edyOÁ                  (2.581) 

fonksiyonu 

Fc�t
 = −	 ∅ÂOÁ Ψ�Ψ((dy + M∅Ã Fc − d∅Ã Ψ( − ∅eycN�            (2.582) 

eşitli ğini sağlar. ] işareti ilgili ifadenin C]ve C� eğrilerinin sınırları üzerindeki uç 

noktalardaki integrallerinin farkının sembolik olarak gösterilmesi anlamındadır. 

 

İspat: 

 

Leibniz teoremi f�t, y
 fonksiyonu için 

���	 f�t, y
dy = 	 f�dy + fyc�OÁOÁ   

şeklindedir. Bu teorem uygulandığında 

Fc�t
 = 	 ∅Ã Ψ(�dy + ∅dΨ(eycOÁ �                (2.59) 

olarak bulunur. Kısmi integrasyon uygulandığında u = ∅    dv = Ψ(�dy 

du = ∅Â Ψ((dy   	v = Ψ� 
Fc�t
= −	 ∅Â Ψ�OÁ Ψ((dy + d∅yc + ∅Ã Ψ�e	�              (2.60) 

eşitli ği bulunur. Sınır koşulu Ψ�t, y, �t

 = F�t
  Ψ� +Ψ(yc = Fc                  (2.61) 

olmak üzere bu eşitlik (2.60)’da yerine yazıldığında 

Fc�t
 = −	 ∅Â Ψ�OÁ Ψ((dy + d∅yc + ∅Ã �Fc −Ψ(yc
e� 
         = −	 ∅Â Ψ�OÁ Ψ((dy + M∅Ã Fc − �∅Ψ( − ∅Ã 
ycN� 
olur ve kanıt biter. 
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Eğer ∅ akıllıca seçilirse Lemma’dan ilginç sonuçlar ortaya çıkar. Örneğin, ∅Â �u
 ≥ 0 

ve ∅�0
 = 0 ise ∅ konveks olduğundan 

∅�a
 + ∅�Ä
�∅�Å
Ä�Å �x − a
 ≥ ∅�x
 ≥ ∅�a
 + ∅c�a
�x − a
  
∅c�a
 ≤ ∅��
�∅�Å
��Å   çıkar. 

a → x, x → b 

∅c�x
 ≤ ∅�Ä
�∅��
Ä��  ⟹ �b − x
. ∅c ≤ ∅�b
 − ∅�x
  
b = 0,  −x∅c�x
 ≤ −∅�x
 ⟹ x∅c�x
 ≥ ∅�x
  olur yani 

u∅Ã − ∅ ≥ 0                  (2.62) 

ifadesine ulaşılır. 

 

Problem 2.8.1. Lemma 2.1.’i kullanıp, t yerine x alındığında aşağıdaki ifadeleri 

ispatlayınız. C]	ve	C�		üzerinde Ψ	sabit	olmak	üzere, 
i. F�x
 = 	 Ψ(�dyOÁ   

ise 

   Fc�x
 = 	 dΨ(Ψ�( −Ψ�Ψ((edyO�  

dir. 

ii.  	FÇ(x)=	 Ψ(�ÇdyO�   (È pozitif tamsayı) 

ise 

  FÇc �x
 = �2q − 1
 	 Ψ(�Ç��dΨ(Ψ�( −Ψ�Ψ((edyO4   

dir. 

 

Çözüm: 

i. F�x
 = 	 Ψ(�dyOÁ   

ifadesinde Leibniz Teoremi kullanılırsa 

Fc�x
 = 	 2Ψ(O� Ψ(�dy + Ψ(�yc�  
elde edilir. C]	ve	C�		üzerinde  Ψ  sabit olduğundan 	Ψ(�yc� = 0cdır. Kısmi 

integrasyon uygulandığında  

 u = Ψ(,  dv = Ψ(�dy 
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du = Ψ((,    v = Ψ� 
Fc�x
 = 	 Ψ(O� Ψ(�dy + 	 Ψ(Ψ(�dyO�   

          = Ψ(Ψ�� − 	 Ψ((Ψ� + 	 Ψ(Ψ(�O�O�  

olur. Burada  Ψ(Ψ�� = 0’ dır. 

Fc�x
 = 	 dΨ(Ψ(� −Ψ�Ψ((edyO�   olur. 

ii.  FÇ(x)=	 Ψ(�ÇdyO�  

ifadesinde Leibniz Teoremi uygulandığında 

FÇc �x
 = 2q 	 Ψ(�Ç��. Ψ(� +Ψ(�Ç. ycO� �  
olur. C]	ve	C�		üzerinde  Ψ  sabit olduğundan  Ψ(�Ç. yc	� = 0’ dır. Kısmi integrasyon 

uygulandığında 

u = Ψ(�Ç��,                                      dv = Ψ(�dy 

du = �2q − 1
Ψ(�Ç��Ψ((dy,  v = Ψ� 

FÇc �x
 = 	 Ψ(�Ç��. Ψ(�dy + �2q − 1
 	 Ψ(�Ç��. Ψ(�dyO�O�   

           = Ψ(�Ç��. Ψ�� 	− �2q − 1
 	 Ψ(�Ç��.O� Ψ((. Ψ�dy + �2q − 1
 	 Ψ(�Ç��. Ψ(�dyO�   

olarak bulunur. Burada Ψ(�Ç��. Ψ�� = 0 dır. 

FÇc �x
 = �2q − 1
 	 Ψ(�Ç��dΨ(Ψ�( −Ψ�Ψ((edyO�   

olur ve kanıt biter. 

 

Teorem 2.6. 

 ∅�0
 = 0	olmak üzere, ∅�0
 negatif olmayan, kesin konveks �∅Â > 0
 fonksiyon 

olsun ve f(t,y) verilen bir fonksiyon olmak üzere 

Ψ�Ψ(( = M∅Â dΨ(eN��f�t, y
                (2.631)  

den oluşan başlangıç değer probleminin ikinci dereceden sürekli diferansiyellenebilir 

çözümü olsun. R bölgesinde başlangıç koşulu, Ψ (veya Ψ() belirli   Γ�  üzerinde              (2.632) 

dir. Sınır koşulları Ψ = sabit    C]	ve	C� üzerinde                       (2.633) 
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dir. Bu yanal sınırlar y]c �t
 ≥ 0,  y�c �t
 ≤ 0 

F�0
 − 	 	 f�t, y
dtdy < 0OÁ��                (2.634) 

olmak üzere, çözümün bazı datalar ve t’ nin değerleri için varlığı söylenemez. Bu 

sonuç yanal sınırlar üzerinde sabit olmayan sınır koşulları olduğu zamanda sağlanır.     

 

2.9. Lineer Difüzyon Eşitlikleri 

 

Monotonluk (Maximum) Prensibi: 

  Ψ� = Ψ(( 
bir boyutlu ısı denkleminden bazı özellikler türetmek için Lemma3.1. kullanılacaktır. 

Uzaysal bir bölge de zamana göre değişen ısının gradientinin uzaysal normlarını elde 

etmek için bazı monotonluk prensipleri kullanılır. 

Bozulmuş Ortamda Difüzyon: 

Sınırlar t	≥ 0 için y = y��t
, y = 	 y]�t
 olan bozulmuş bir boyutlu ısı denkleminin 

davranışı düşünülün ve bu fonksiyonlar Lemma’da belirlendiği gibi olsun. v(y, t) hız 

alanı olduğu varsayılsın, Ψ(y, t)’nin ısı yayılımı, 

  Ψ� + vΨ( = Ψ(( ,  y� < y	 < 	y]            (2.64) 

şeklindedir. (2.64)’ün sınır koşulları 

  Ψ = 0,  y = y��t
		ve	y = 	 y]�t
           (2.651) 

ve başlangıç koşulu 

  Ψ   belirli               (2.652) 

şeklindedir. Şimdi Ψ’nin integral kurulumları elde edilecektir. 

  F(t) = 	Ψ(�dy                (2.66) 

için bir üst sınır bulunmaya çalışılacaktır. ∅�u
 = 	u� alalım, (2.64)  ve  Lemma kullanıldığında 

F�t
 = 	 ∅dΨ(edyOÁ          

Fc�t
 = −	 ∅ÂOÁ Ψ�Ψ((dy + M∅Ã Fc − d∅Ã Ψ( − ∅eycN�  
C]	ve	C�		üzerinde  Ψ  sabit olduğundan   M∅Ã Fc − d∅Ã Ψ( − ∅eycN�= 0 olur. Buradan  

Fc�t
 = −	 2OÁ Ψ�Ψ((dy  

F'(t) = −	�2Ψ((� + v(Ψ(��dy                  (2.67) 
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olur. 	Ψ(dy = 0  koşulu ve 	 φcc²dx ≥Ì� π�l�� 	 φc²dxÌ�    eşitsizliği kullanıldığında 

	Ψ((� dy	 ≥ 	π�l���t
 	Ψ(�dy                

(2.68) 

elde edilir. Buradan −2	Ψ((� dy	 ≤	−2π�l���t
 	Ψ(�dy  

olur. l(t) = 	y]�t
 – y��t
  t zamanına bağlı genişlik olmak üzere −2	Ψ((� dy − 	v(Ψ(�dy	 ≤		 −2π�l���t
 	Ψ(�dy − 	v(Ψ(�dy		  
F'(t) ≤	−2π�l���t
 	Ψ(�dy − 	 v(Ψ(�dy		 
F'(t) ≤	−�2π�l���t
 + min( v(
F�t
              (2.69) 

sonucuna ulaşılır. 

 

Teorem 2.7. 

 

(2.64) –(2.65) ile tanımlı bozulmuş ortamda bir boyutlu ısı denkleminin davranışı   

F(t) ≤ F�0
exp �−	 �2π�l���t
 + min( v(
�� dy�             (2.70) 

eşitsizliğini sağlar. 

 

İspat: 

 

F'(t) ≤	−�2π�l���t
 + min( v(
F�t
 
eşitsizliğinde her taraf e	 ��R-Ìg-��
]ÎÏ%U ºU
Á� �� ile çarpılıp [0, t] aralığında integre 

edildiğinde 

 e	 ��R-Ìg-��
]ÎÏ%U ºU
Á� ��F'(t)+e	 d�R-Ìg-��
]ÎÏ%U ºUeÁ� ���2π�l���t
 + min( v(
F�t
 	≤ 	0 

	 JF�t
e	 ��R-Ìg-��
]ÎÏ%U ºU
Á� ��K�� ' ≤ 0 

F(t) ≤ F�0
	e�	 ��R-Ìg-��
]ÎÏ%U ºU
Á� �� 
bulunur ve böylece teorem kanıtlanır. 

 

2.10. Lineer Olmayan Difüzyon Eşitlikleri: Nonexistence 
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Birinci mertebeden diferansiyel eşitlikler içeren basit argümanlar çözümlerin 

yokluğunu(nonexistence) elde etmek için yeterlidir. 

  u� + �u�Îu�
� = 0,    0	< x	 < 1           (2.711) 

m	> 0 olmak üzere zamana bağlı eşitli ğinin negatif olmayan u(x, t) çözümleri 

düşünülsün. Burada sınır koşulu 

  u(0, t) = u(1,t)               (2.712) 

ve başlangıç koşulu 

  u(x, 0)   belirli(negatif değil)             (2.713) 

dir.  

Uygun (kabul edilebilir) çözümlerin karakterize edilmesi: 

Şimdi çözümün yokluğu problemini ele alalım. Bu aşamada 

  F(t) = 	 u�dx��                 (2.72) 

ölçümüne dikkat edelim. Türev alınıp (2.711)  kullanıldığında 

F′(t) = 2	 uu�dx��  

         =	−2 	 u�� �u�Îu�
�dx                 (2.73) 

olur. Kısmi türev alınıp  (2.712)  kullanıldığında 

   u = u,  dv = �u�Îu�
�dx   
   du = u�,    v = u�Îu� 
F′(t)  = −2uu�Îu�ÐÑÑÒÑÑÓ� + 	2 	 u��u�Îdx��  

F′(t) = 2	 u��u�Îdx��  = 
��Î]�
- 	 J�$Ô\+

�� K� dx��              (2.74) 

olur. Daha sonra  	 φc²dx ≥Ì� π�l�� 	 φ²	dxÌ�    eşitsizliği kullanılarak 

F′(t) ≥	 �R-�Î]�
- 	 u�Î]�dx��                 (2.75) 

ifadesine ulaşılır. Burada Hölder eşitsizliği kullanıldığında 

	 1. u�dx ≤�� J	 1Õ\+Õ �­�� KÖ Ö]�⁄ J	 �u�
Ö]��­�� K� Ö]�⁄
  

    q = m+1, p = 
Ö]�Ö   olarak alınırsa 

J	 u�dx�� KÖ]� ≤ 	 u�Î]�dx��   

2π��m + 1
�� J	 u�dx�� KÖ]� ≤ 2π��m + 1
�� 	 u�Î]�dx�� ≤ F′�t
	   

F′(t) ≥	2π��m + 1
��FÎ]�                (2.76) 
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elde edilir. Bu eşitsizlik [0, t] aralığında integre edildiğinde 

	 ×~��
×Ô\+ dt	 ≥ 		 2π��m + 1
������   

	 ��Î ��� �F�Î
dt	 ≥	�� 2π��m + 1
��t  
− �Î F�Î�t
 + �Î F�Î�0
 ≥ 	2π��m + 1
��t  
F�Î�t
 	+ 	F�Î�0
 	≥ 	2π��m + 1
��t  F�Î�0
 − 2π��m + 1
��t ≥	F�Î�t
              (2.77) 

elde edilir. 

 

Teorem 2.8. 

 

F(0), (2.713) ve (2.72) ile belirli olmak üzere, 

t ≥	�2π�m
�� �m + 1
�F�Î�0
               (2.78) 

eşitsizliğini sağlayan t’ler için (2.71) başlangıç sınır-değer probleminin çözümü 

yoktur.   

 

İspat:  

 

(2.77)’den F�Î�0
 − 2π��m + 1
��t ≥	F�Î�t
 olduğu biliniyor. Bu ifade biraz 

düzenlendiğinde 
�×Ô��
 − 2π��m + 1
��t	 ≥ 	 �×Ô��
  

���R-�Î]�
g-�×Ô��
		×Ô��
 	≥ 	 �×Ô��
  
FÎ�t
 	≥ 	 ×Ô��
		���R-�Î]�
g-�×Ô��
  olur. Burada  

2π��m + 1
��tFÎ�0
 	≥ 1  olmalıdır. O halde  

t ≥	�2π�m
�� �m + 1
�F�Î�0
               (2.79) 

olarak bulunur. Bu da (2.79)’u sağlayan t’ler için çözümün patladığını gösterir. 

(2.78)’den 

FÎ�t
 	≥ 	 ×Ô��
		���R-�Î]�
g-×Ô��
�                (2.80) 

yazabiliriz. 

Tüm sınır koşullar aynı olmak üzere, u� −	�u�Îu�
� = 0                 (2.81) 
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eşitli ği düşünülsün ve 

F(t) = 	 u�dx��  

olarak tanımlı olsun. Burada  türev alınırsa    

F′(t) = 2	 uu�dx��  

        =	−2 	 u�� �u�Îu�
�dx    
olur. Kısmi integrayon uygulandığında     

   u = u,  dv = �u�Îu�
�dx   
   du = u�,   v = u�Îu� 
F′(t) = 	2uu�Îu�ÐÑÑÒÑÑÓ� − 	2 	 u��u�Îdx��  

F′(t) = −2	 u��u�Îdx��  = − ��Î]�
- 	 J�$Ô\+
�� K��� dx    

olarak bulunur. Burada 		 φc²dx ≥Ì� π�l�� 	 φ²	dxÌ�    eşitsizliği kullanılarak 

F′(t) ≤ −	 �R-�Î]�
- 	 u�Î]�dx��       

ifadesine ulaşılır. Hölder eşitsizliği kullanıldığında 

F′(t) ≤	2π��m + 1
��FÎ]�      

elde edilir. Bu eşitsizlik [0, t] aralığında integre edildiğinde 

	 ×~��
×Ô\+ dt	 ≤ 	−	 2π��m + 1
������   

	 ��Î ��� �F�Î
dt	 ≤	�� −2π��m + 1
��t  
− �Î F�Î�t
 + �Î F�Î�0
 ≤ 	−2π��m + 1
��t  
−F�Î�t
 	+	F�Î�0
 	≤ 	−2π��m + 1
��t  F�Î�0
 + 2π��m + 1
��t ≤	F�Î�t
 
�	]	�R-�Î]�
g-�×Ô��
		×Ô��
 ≤	 �×Ô��
  
FÎ�t
 	≤ 	 ×Ô��
		�]�R-�Î]�
g-�×Ô��
  
F(t) 	≤ F(0)d1	 +	2π��m + 1
��tFÎ�0
e� +Ô                          (2.82) 

elde edilir. m → 0 için, 

F(t) ≤ F�0
exp	�−2π�t
                        (2.83) 

eşitsizliğine ulaşılır. u� + u�� = u�Î]�	,  0 < x	 < 1             (2.841) 
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(m pozitif tamsayı) sınır koşulu, 

u(0, t) = u(1, t) = 0                        (2.842) 

ve başlangıç koşulu, 

u(x, 0)   belirli                 (2.843) 

olmak üzere zamana bağlı difüzyon denklemi düşünülsün. 

F(t) = 	 u�dx��   olarak  tanımlanmaktadır. Türev alındığında  

F′(t) = 2	 uu�dx��  

         = 2	 u�� u�Î]�dx − 	2 	 u�� u��dx  olur. Kısmi integrasyon uygulandığında 

  u = u,  dv = u��dx 
  du = u�,   v = u� 
F′(t)  = 2	 u�Î]��� dx + 2	 u��dx��  

F′(t) ≥	2	 u�Î]��� dx +	2π� 	 u�dx��  

F′(t) ≥	2π�F + 2FÎ]�                (2.85) 

bulunur. Bu eşitsizlikte sağ taraftaki ilk ifade ihmal edilip [0, t] aralığında integre 

edildiğinde 

×~��
×Ô\+ ≥ 2 

	 ×′��
×Ô\+ dt ≥ 2	 dt����   

	 ��Î ��� �F�Î
dt	 ≥ 2t	��   

F�Î�0
 − 2mt	 ≥ 	 F�Î�t
                (2.86) 

elde edilir. 

 

Teorem 2.9. 

 

F(0), (2.72) ve (2.843) ile belirli olmak üzere, 

t ≥	�2m
�� F�Î�0
                 (2.87) 

eşitsizliğini sağlayan t’ler için (2.84) ile verilen başlangıç sınır-değer probleminin 

çözümü yoktur. 

 

İspat: 
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 (2.86) eşitsizliğinde gerekli düzenlemeler yapıldığında 
�×Ô��
 − 2mt	 ≥ 	 �×Ô��
  

FÎ�t
 	≥ 	 ×Ô��
		���Î�×Ô��
  
2mtFÎ�0
 ≥ 1 

t ≥	�2m
�� F�Î�0
 
olarak bulunur. Bu eşitsizliği sağlayan t’ler için (2.84) probleminin çözümü yoktur. 



 

 

BÖLÜM 3.PHRAGMEN-L İNDELÖF İLE İLGİLİ PROBLEMLER 

 

 

3.1. Sönümlü Dalga Problemi 

  

Aşağıdaki başlangıç sınır değer problemi ele alınsın. 

u�� − ∆u + au� = 0 ,    x ∈ Ω ,  a ∈ lR� 

u|�Ω 	= 0  

u�x, 0� = u��x, 0� = 0 ,   x ∈ Ω  

Ω = {x 	∈ 	R�: x� 	 ∈ 	R�, x′ = �x�, x�, … , x���� ∈ D�� ⊂	R���}	, z > 0	, 	D" ⊂ R���   

olmak üzere		∂D" sınırları yeterince düzgündür. Burada 	�$
�� ≔ ∑ n( �$

��)
�(*�   normal 

türevi gösterir. S" ≔ {x ∈ R�, x′ ∈ 	 ∂D�� , z	 ≤ 	 x� < ∞}. 	Ω" = Ω ∩ {x ∈ R�: 0 <
x� < 4}, R" = Ω ∩ {x ∈ R�: z < x� < ∞} olarak ifade edilir. Bu durumda Problemin 

u(x,t) trivial olmayan çözümü üstel hızla sıfıra gider. 

 

Çözüm: 

 

Denklem u� ile çarpılıp R" bölgesinde integre edildiğinde 

u�. u�� − u�∆u + au�u� = 0 

5 u�. u��dv − 5 u�∆udv + 5 au��dv = 0898989   

:
:� 5 �

�89 u��dv + 5 ∇89 u�∆udv − 5 u� �$
��ds + 5 au��dv = 089�89   

:
:� 5 �

�89 u��dv + :
:� 5 �

�89 �∇u��dv + 5 au�� − 5 u� �$
��ds + 5 u�. u=dv = 0>9�8989   

:
:� ?5 �

�89 u��dv + 5 �
�89 �∇u��dv@ + 5 au��dv + 5 u�. u=dv = 0>989   

elde edilir. [0, t] aralığında integre edildiğinde 

�
� 5 �u�� + |∇u|��dv + a 5 5 u��dvdr = −5 5 u�. u=dvdΓ>9

�
F89

�
F89   

eşitli ğine ulaşılır. Sol taraftaki ikinci terim biraz düzenlendiğinde
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a 5 5 u��dvdr ≤ G5 u�. u=dv>9 G89
�
F   

    ≤ 5 [H5 �u���>9 I�/� . H5 �u=��>9 I�/��
F    

    ≤ �
�5 5 �u�� + u=��dvdΓ>9

�
F  

  ≤ �
� 5 5 �u�� + u=� + u�� + u���dvdΓ>9

�
F  

a 5 5 u��dvdΓ ≤89
�
F

�
�5 5 �u�� + |∇u|�)dvdΓ>9

�
F   (*) 

ifadesi bulunur. 

E�z� = 5 5 �u�� + |∇u|�)dvdΓ89
�
F   ⇒ (*)’dan  

a 5 5 u��dvdΓ + a5 5 |∇u|�dvdΓ ≤89
�
F89

�
F

�
� 5 5 �u�� + |∇u|�)dvdΓ>9

�
F   

olduğu görülür. 5 f = 5 5 fdsd℥>O
P
Q89    olduğundan 

2aE�z� + ES�z� ≤ 0 ifadesi elde edilir. Her taraf e�U" ile çarpılıp [0, z] aralığında 

integre edildiğinde 

e�U". 2aE�z� + e�U". ES�z� ≤ 0 

5 �E�z�. e�U"�S ≤ 0V
F   

E�z�e�U" − E�0� ≤ 0 

E�z� ≤ E�0�. e��U"       
elde edilir. O halde u(x,t) üstel hızla sıfıra gider. 

 

3.2. Homojen Olmayan Sınır Koşullu Dalga Problemi 

 

Başlangıç sınır değer probleminin aşağıdaki şekilde olsun. 

  u�� −	∆u +	αu� = 0	, x	∈ 	Ω               (3.1) 

  
�$
�� + 	β �$

�� + f(u) = 0 ,  x	∈ 	 ∂Ω, α, β	 ∈ 	R�             (3.2) 

  u|>Y 	= 0                             (3.3) 

  F(u) = 5 f�ζ�dζ	 ≥ 	 cFuf�u�$
F 	, cF > 0    (F1) 

  uf(u) ≥ 	γ|u|�^, 2p	> 1	, γ	 > 0    (F2) 

Ω = {x 	∈ 	R�: x� 	 ∈ 	R�, x′ = �x�, x�, … , x���� ∈ D�� ⊂	R���}, z > 0	, 	D" ⊂ R���  

olmak üzere		∂D" sınırları yeterince düzgün ve  

0	< 	mF ≤	 inf" |D"| ≤ 	 sup" |D"| ≤ 		m� < 	∞, ∀	z	 ∈ R� 
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koşulunu sağlar. Burada 	�$�� ≔ ∑ n( �$��)
�(*�   normal türevi gösterir. S" ≔ {x ∈ 

R�, xS ∈ 	∂D�� , z	 ≤ 	 x� < ∞}. 					Ω" = Ω ∩ {x ∈ R�: 0 < x� < 4}, R" = Ω ∩ {x ∈
R�: z < x� < ∞} olarak ifade edilir. 

 

Lemma 3.1. 

 

Ψ, fonksiyonu Ψ(0) = 0 , lime→P Ψ�Γ� = +∞ koşullarını sağlayan Ψ monoton artan 

bir fonksiyon olsun. z(Γ) ≤ 	Ψ�zS�Γ��,  Γ > 0 koşulunu sağlayan z(Γ) > 0 

fonksiyonu Γ→ ∞ olduğunda +∞’ a gider. 

a) Belli bir c ve m	> 1 için eğer Ψ(Γ)	≤ cΓg ise 

liminfe→P Γ��g �g���⁄ �z�Γ� > 0 eşitsizliği geçerlidir. 

 

b) Belli bir c ve Γ	≥ Γ� için eğer Ψ(Γ� < cΓ ise 

   liminfe→P z�Γ�e�e i⁄ > 0 eşitsizliği geçerlidir. 

 

Teorem 3.1. 

 

g(x', t)	≡ 0, t	∈ [0, t] olmak üzere, u, (1)−�3� probleminin trivial olmayan çözümü 

olsun. f(u), F1 ve F2 koşullarını sağlasın. Bu durumda aşağıdaki eşitsizlikler 

geçerlidir. 

 liminf"→P z��^��� ����^�⁄ E�z� > 0,   
�
� < l < 1 ise 

 lim"→P E�z�e�9
m > 0,    1	≤ p  ise 

Burada 		c�� = 
��noU

�U 	+ M�CN��p�’dir. 

 

Çözüm: 

 

Problemin trivial olmayan bir çözümü u ve g(xS, t� = 0 olsun. 

(3.1) ifadesi u� + εu ile çarpılıp Ω" 	de	integre edildiğinde  

�u� + εu�	u�� − �u� + εu�∆u + �u� + εu�αu� = 0  

u�u�� + 	εuu�� − u�∆u − 	εu∆u + αu�u� + εαuu� = 0              (3.4) 
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5 u�u��dV +	u9 ε 5 uu��dV −	u9 5 u�∆udV − ε	u9 5 u∆udV	u9  

+	α5 u�u�	u9 dV+εα 5 uu�dV = 0	u9                  (3.5) 

elde edilir. Buradaki terimler ele alınıp düzenlendiğinde 

5 u�∆udV = −5 ∇	u9 u�∇udV + 5 u� �$
�� ds�u9	u9   

        =	− :
:� 5 �

� �∇u��	u9 dv + 5 5 u��−βu� − f�u��dsdς + 5 u�u=dA>9�>x
"
F  

5 u∆udV = ε ?−5 ∇	u9 u∇udV + 5 u �$
�� ds�u9 @	u9   

        	= 	ε ?−5 �∇u��	u9 dv + 5 5 u��−βu� − f�u��dsdς + 5 uu=dA>9�>x
"
F @ 

 uu�� =	 �uu��� − u�� 

ifadeleri bulunur. Bu eşitlikler (3.5)’de yerine yazıldığında 

:
:�

�
�5 �u���dV	u9 + :

:� ε 5 uu�dV −	u9 ε 5 u��dV	u9 + :
:�

�
� 5 �∇u��dV	u9 +  

β5 5 u�u�dsd + 5 5 u�f�u�dsdς −�>x
"
F 5 u�u=dA +	>9�>x

"
F ε 5 �∇u��dV	u9 +  

εβ 5 5 uu�dsdς + ε5 5 uf�u�dsdς −�>x ε"
F 5 uu=dA + α5 u�u�dV	u9 	>9�>x

"
F  +  

:
:�

�
� εα 5 �u��dV	u9  = 0 

ifadesi elde edilir. Daha sonra  

 5 u�f�u�ds�>  = 5 H :
:� 5 f�u�ds$

F I�>  = 	 :	:� 5 5 F�u�dsdς�>x
"
F  

eşitli ği kullanılırsa 

:
	:� z��5 �u���dV	u9 +

ε{ uu�dV + �
� 5 �∇u��dV + 5 5 F�u�dsdς�>x

"
F +	u9	u9

�
� εα 5 �u��dV +	u9

εβ �
�5 5 �u��dsdς�>x

"
F | 	+ (α − ε� 5 u��dV	u9  + ε 5 �∇u��dV	u9  + β5 5 �u���dsdς�>x

"
F  +	 

ε 5 5 uf�u�dsdς =�>x
"
F 5 u�u=dA +	>9 ε 5 uu=dA	>9   

elde edilir. [0, t] aralığında integre edilip ve (F1) kullanıldığında 

�
� 5 �u���dV	u9  + 

�
� 5 �∇u��dV + cF 5 5 uf�u�dsdς�>x

"
F +	u9 ε 5 uu�dV	u9 + 

�
� εα 5 �u��dV +	u9 εβ �

� 5 5 �u��dsdς�>x
"
F  + (α − ε� 5 5 u��dV	u9

}
F dΓ +  



43 

 

 

 

ε5 5 �∇u��dVdΓ	u9
}
F + ε5 5 5 uf�u�dsdς�>x

"
F dΓ}

F + β5 5 5 �u���dsdς�>x
"
F dΓ}

F   

≤ 5 5 u�u=dA>9 dΓ + ε}
F 5 5 uu=dA	>9 dΓ}

F   

ifadesine ulaşılır. 

ε 5 uu�dV	u9 ≥ − �
~ 5 �u���dV	u9 − ε� 5 �u��dV	u9   

eşitsizliği ε = �
� olarak alınıp kullanıldığında 

�
� 5 uu�dV	u9 ≥ − �

~ 5 �u���dV	u9 − ��
~ 5 �u��dV	u9   

elde edilir. Bu eşitsizliğin sol tarafındaki bazı ifadeler ihmal edilip yukarıdaki 

eşitsizlik yerine yazıldığında 

�
� 5 �u���dV	u9 − �

~ 5 �u���dV	u9  − ��
~ 5 �u��dV	u9  + ��

~ 5 �u��dV +	u9   

εβ �
�5 5 �u��dsdς�>x

"
F  +

�
� 5 5 u��dV	u9

}
F dΓ+	�� 5 5 �∇u��dVdΓ	u9

}
F +  

�
� 5 5 5 uf�u�dsdς�>x

"
F dΓ}

F + β5 5 5 �u���dsdς�>x
"
F dΓ}

F ≤ 5 5 u�u=dA>9 dΓ +}
F

�
� 5 5 uu=dA	>9 dΓ}

F   

bulunur. Bu eşitsizliğin sol tarafındaki bazı ifadeler ihmal edilirse  

�
� 5 ?5 �u���dV	u9 + �

�5 �∇u��dV	u9 + 5 5 uf�u�dsdς�>x
"
F @ d}

F Γ ≤ 5 5 u�u=dA>9 dΓ +}
F

�
� 5 5 uu=dA	>9 dΓ}

F  

elde edilir. Eşitsizlik  
�
� ile çarpıldığında 

5 ?5 �u���dV	u9 + �
�5 �∇u��dV	u9 + 5 5 uf�u�dsdς�>x

"
F @ d}

F Γ ≤    

     
�
�5 5 u�u=dA>9 dΓ +}

F 5 5 uu=dA	>9 dΓ}
F         (3.6) 

elde edilir. (3.6)’in sağ tarafındaki ilk ifade de Cauchy-Schwarz ve aritmetik-

geometrik eşitsizliği kullanılırsa 

5 5 u�u=dA>9 dΓ}
F  ≤ 5 �H5 �u���	>9 I� �⁄ H5 �u=��	>9 I� �⁄ �}

F   

        ≤ 
�
� 5 5 u��dA	>9

}
F dΓ + 

�
� 5 5 u=�dA	>9

}
F dΓ + 5 5 �u�� + u���dA	>9

}
F dΓ  

        ≤ 
�
� 5 5 u��dA	>9

}
F dΓ + 

�
� 5 5 �∇u��dAdΓ	>9

}
F              (3.7) 

elde edilir. İkinci ifade de Poincare eşitsizliği kullanılırsa 

5 |�u, u=�	>9|dΓ ≤ 5 ‖u‖	>9‖u=‖	>9dΓ}
F

}
F                 (3.8) 



44 

 

 

 

‖u‖	>9
�  ≤ 

�
�9 5 |∇�u|�dA	>9  + 

�
|>9| ?5 udA	>9 @� 

ifadesine ulaşılır. |D"|, D"’nin alanı ve λ" Poincare sabitidir. Eşitsizliğin terim terim 

karekökü alındığında 

5 udA	>9 ≤ 
�

�9o �⁄ 5 |∇�u|dA>9  +	 �
|>9|o �⁄ ?5 udA	>9 @ 

elde edilir. Bu eşitsizlik (3.8)’de kullanılırsa ve mF ≤ |D"| olduğundan |D"| yerine 

mF yazıldığında 

5 5 uu=dA>9 dΓ}
F  ≤ 5 � �

�9o �⁄ 5 ∇�udA>9 	+	 �
gYo �⁄ G5 udA	>9 G�}

F 5 u=dAdΓ>9             (3.9) 

elde edilir. Horgan ve Payne[4] makalelerinden elde edilen aşağıdaki sonuç ve 

Hölder Eşitsizliği kullanıldığında 

G5 udA	>9 G ≤ 
e�
� 5 |u|ds�>9 	+ 

�9o �⁄
� H5 |∇�u|�dA	>9 I� �⁄

            (3.10) 

5 |u1|ds�>9  ≤ ?5 |u|�^ds�>9 @� �^⁄ ?5 1�^ �^��⁄ ds�>9 @�^�� �^⁄
 

5 |u|ds�>9  ≤  ?5 |u|�^ds�>9 @� �^⁄ L�^�� �^⁄               (3.11) 

eşitsizliğine ulaşılır. Burada L", ∂D"’ nin yüzey alanı ve 

 Γ�μ�z� = max>9|x′|� , I" = 5 |x′|�dA>9  , |x′|� = ��x�,	x����  

olarak belirlidir. Şimdi (3.10) ve (3.11), (3.9)’ de yerine yazıldığında 

5 5 uu=dA>9 dΓ}
F ≤ 

5 � �
�9o �⁄ ‖∇�u‖>9 + �

gYo �⁄ �e�
� 5 |u|ds�>9 	+ 	 �9o �⁄

� H5 |∇�u|�dA	>9 I� �⁄ �� ‖u=‖	>9
}
F 	dΓ 

≤ 5 �� �
�9o �⁄ + �9o �⁄

�|gY|o �⁄ � ‖∇�u‖>9 + e�
�gYo �⁄ 5 |u|ds�>9 �}

F ‖u=‖	>9 	dΓ 

≤ 5 �� �
�9o �⁄ + �9o �⁄

�|gY|o �⁄ � ‖∇�u‖>9 + e�
�gYo �⁄ H5 |u|�^ds�>9 I� �^⁄ L�^�� �^⁄ �}

F ‖u=‖	>9 	dΓ  

elde edilir. Sağ taraftaki ikinci terim 	γ� �^⁄ γ�� �^⁄  ile çarpılıp, 

≤ 5 z� �
�9

o�
+ �9o �⁄

�|gY|o�
� ‖∇�u‖>9 + γ o

��γ�o
�� e�

�gYo �⁄ L���o
�� H5 |u|�^ds�>9 I� �^⁄ |}

F ‖u=‖	>9dΓ  

 Γμ = max" Γμ�z�, λF = min" λ" 
     I = max" I",    L = max" L" 

 M� = �
�9o �⁄ + �9o �⁄

�|gY|o �⁄  , M� = ΓμL���o
�� �2|mF|� �⁄ γ� �^⁄ ���

 

olarak ifade edildiğinde 
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5 5 uu=dA>9 dΓ}
F ≤ 5 �M�‖∇�u‖>9 + γ o

��M� H5 |u|�^ds�>9 I� �^⁄ �}
F ‖u=‖	>9dΓ     (3.12) 

ifadesine ulaşılır. (3.12)’ye  problemde verilen (F2) eşitsizliği uygulanıp daha sonra 

elde edilen eşitsizliğin sağ taraftaki ilk terimine Cauchy-Schwarz eşitsizliği 

uygulandığında 

5 5 uu=dA>9 dΓ}
F ≤ M� 5 ‖∇�u‖>9}

F ‖u=‖	>9dΓ + M� 5 H5 uf�u�ds�>9 I� �^⁄ ‖u=‖	>9}
F  

 ≤ no
� 5 �‖∇�u‖>9� + ‖u=‖>9� �dΓ+}

F M� 5 H5 uf�u�ds�>9 I� �^⁄ ‖u=‖	>9}
F  

 ≤ no
� 5 ‖∇u‖>9� dΓ +}

F M� 5 H5 uf�u�ds�>9 I� �^⁄ ‖u=‖	>9}
F            (3.13) 

elde edilir. (3.12)’nin sağ tarafının ikinci teriminin bir üst sınırı belirlendiğinde 

?5 uf�u�ds�>9 @� �^⁄ ?5 u=�dA>9 @� �⁄ = �?5 uf�u�ds�>9 @� ^��⁄ ?5 u=�dA>9 @^ ^��⁄ �
��o
��

. 

elde edilir. Young eşitsizliği kullanılırsa 

ced��e ≤ Γcμ + �1 − Γ�dμ�e ��e⁄                (3.14) 

μ pozitif sabit ve  0	< � <	1 aralığında geçerli olmak üzere, (3.14)’ de Γ = 
�

^�� , 

μ = p �
��o  olsun 

?5 uf�u�ds�>9 @
o

��o ?5 u=�dA>9 @
�

��o ≤ �
^��p �

��o 5 uf�u�ds�>9 + 
^

^�� �p �
��o�

�o
�

 5 u=�dA>9   

             

 ≤ �p + 1���p �
��o 5 uf�u�ds�>9 + ^

^��p� o
��o 5 u=�dA>9   

elde edilir. N(p) = �p + 1���p �
��o  olarak belirlendiğinde 

?5 uf�u�ds�>9 @� �^⁄ ?5 u=�dA>9 @� �⁄ ≤ �N�p� ?5 uf�u�ds�>9 + 5 u=�dA>9 @�
��o
�� dΓ   (3.15) 

olur. N��p� = �N�p����o
��  olarak belirlensin ve (3.12)’ye (3.14) uygulandığında 

5 |�u, u=�	>9|dΓ ≤}
F

no
� 5 ‖∇u‖>9� dΓ +}

F M�C N��p� �5 5 uf�u�ds�>9
}
F dΓ +

5 ‖u=‖>9�}
F dΓ�

��o
��                  (3.16) 

olur. (3.7), (3.16) ve (6) birlikte kullanıldığında 

5 ?‖u�‖	u9� + ‖∇u‖	u9� + 5 5 uf�u�dsdς�>x
"
F @ d}

F Γ ≤      

                                    
�
�5 ��u�, u=�>9�dΓ +}

F 5 ��u, u=�>9�dΓ}
F   
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5 ?‖u�‖	u9� + ‖∇u‖	u9� + 5 5 uf�u�dsdς�>x
"
F @ d}

F Γ ≤ 		 �U H�
� 5 ‖u�‖	>9�}

F dΓ +
�
� 5 ‖∇u‖	>9�}

F dΓ	I +  

no
� 5 5 |∇u|�dA	>9 dΓ +}

F M�CN��p� �5 5 uf�u�ds�>9
}
F dΓ + 5 5 |u=|>9

� dA	>9
}
F dΓ�

��o
��

  

elde edilir. Eşitsizliğinin sağ tarafına bazı terimler eklendiğinde 

≤ a�� ?5 ‖u�‖	>9�}
F dΓ + HnoU

� + 1I5 ‖∇u‖	>9�}
F dΓ + 5 5 uf�u�ds�>9

}
F dΓ@ + 

M�CN��p� �5 5 uf�u�ds�>9
}
F dΓ + 5 ‖∇u‖	>9�}

F dΓ + 5 ‖u�‖	>9�}
F dΓ�

��o
��

          (3.18) 

ifadesine ulaşılır. 

E(z) =  5 ‖u�‖	u9� dΓ+}
F 5 ‖∇u‖	u9� dΓ+}

F 5 5 5 uf�u�dsdς�>x
"
F dΓ}

F            (3.19) 

olsun. Bu ifade (3.17) eşitsizliğinde kullanıldığında 

E(z) ≤ H�
�M� + �

UI E′�z� + M�CN��p�[E′�z�]��o
��              (3.20) 

elde edilir. (3.19)’in sağ tarafında Ψ�Γ� fonksiyonu Ψ�Γ� = c�Γ + c�Γ��o
��  olarak 

tanımlansın. İlk olarak  
�
� < l < 1 olma durumu ele alınacaktır. 

1< 2l < 2	 ⟹ �
� < �

�^ < 1  dir. Buradan 1< ^��
�^ < =

�  olarak bulunur.  

Ψ�Γ� = c�Γ + c�Γ��o
��   

Ψ�E�z�� = c��ES�z�� + c��ES�z����o
��   

Lemma 1 a)’dan 

m = ̂
��
�^  ⟹	 g

g�� = ^��
��^	olur.	Belirlenen  Ψ�Γ� fonksiyonunda sağ tarafta ikinci terim 

daha büyük olduğundan ilk terim alınmayacaktır.	
liminf"→P ��"�

"   �o⁄ = liminf"→P E�z�z��^��� ���^�⁄ > 0 

liminf"→P z��^��� ���^�⁄ E�z� > 0,   
�
� < l < 1 

olur. 

1	≤ p  olma durumu ele alınırsa 2p ≥ 2	⟹	 �
�^ ≤ �

�		olur,	buradan	da	  ^��
�^  ≤ 1 elde 

edilir. 

Lemma 1 b)’den 

lim"→P E�z�e�9
m > 0,   1	≤ p   

olur. 
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3.3. p-Laplasyen Terim İçeren Bir Dalga Denklemi Problemi 

 

u�� − ∇�|∇u|^��∇u� = ∆u�		x ∈ Ω, t ∈ [0, T]                  (3.21) 

u�x, 0� = u��x, 0� = 0,			x ∈ Ω                                             (3.22) 

u�x, t� = 0,			x ∈ ∂Ω,			t ∈ [0, T]                                            (3.23) 

u�x′, 0, t� = f�x�, x�, t�,			t ∈ [0, T]                                       (3.24) 

başlangıç sınır değer probleminde  Ω	∈ £= olmak üzere u�x, t� çözümünün p nin 

farklı durumlarına göre ne şekilde arttığı (→ ∞) gösterilecektir. Daha sonra çözümün 

sıfıra gittiği de gösterilecektir. 

Ω = {x 	∈ 	R�: x� 	 ∈ 	R�, x′ = �x�, x�, … , x���� ∈ D�� ⊂	R���}, z > 0, 	D" ⊂ R���  

olmak üzere		∂D" sınırları yeterince düzgün ve  

  0	< 	mF ≤	 inf" |D"| ≤ 	 sup" |D"| ≤ 		m� < 	∞, ∀	z	 ∈ R� 

koşulunu sağlar. Burada 	�$
�� ≔ ∑ n( �$

��)
�(*�   normal türevi gösterir. S" ≔ {x ∈ 

R�, x′ ∈ 	 ∂D�� , z	 ≤ 	 x� < ∞}. 					Ω" = Ω ∩ {x ∈ R�: 0 < x� < 4},    R" = Ω ∩ {x ∈
R�: z < x� < ∞} olarak ifade edilir. 

 

Çözüm: 

 

Bu amaçla denklem  u� + εu		ile çarpılıp		Ω"’de integre edildiğinde 

5 u�u��dV + ε5 uu��dV − 5 u�∇�|∇u|^��∇u�dV − εu9u9u9 5 u∇�|∇u|^��∇u�u9 dV −  

5 u�∆u�dVu9 − ε5 u∆u�u9 dV = 0                (3.25) 

olur. Buradaki terimler düzenlendiğinde 

5 u�u��u9 ¤¥ =	�� ¦
¦§ 5 u��¤¥u9   

5 uu��u9 ¤¥ = 
¦
¦§ ¨ 5 uu�u9 ¤¥ − ¨ 5 u��¤¥u9  

5 u�∇�|∇u|^��∇u�dV = −5 |∇u|^��∇u�dV +u9u9 5 u�|∇u|^�� �$���u9 ¤¥  

=		− �
^

:
:� 5 |∇u|^u9 ¤¥ + 5 u�|∇u|^�� �$��ds�u9©ªªªªª«ªªªªª¬

F
+ 5 u�u=̂��ds>9  

= − �
^

:
:� 5 |∇u|^u9 ¤¥ + 5 u�u=̂��ds>9  

ε 5 u∇�|∇u|^��∇u�u9 dV =¨ �−5 |∇u|^��∇udV + 5 u|∇u|^�� �$���u9 ¤¥u9 � 
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																	= −¨ 5 |∇u|^u9 ¤¥ 5 u|∇u|^�� �$�� ds�u9©ªªªªª«ªªªªª¬ +
F

¨ 5 uu=̂��ds>9   

                =	−¨ 5 |∇u|^u9 ¤¥ + ¨ 5 uu=̂��ds>9  

5 u�∆u�dVu9  = −5 ∇u�∇u�dVu9 + 5 u� �$­
�� ds®u9  

           =	− 5 �∇u���¤¥ + 5 u� �$­
�� ds®u9©ªªª«ªªª¬

F
u9 + 5 u�u=�ds>9   

            =	− 5 �∇u���¤¥ +u9 5 u�u=�ds>9  

ε 5 u∆u�u9 dV = −5 ∇u∇u�dVu9 + 5 u �$­
�� ds®u9  

             =	− ¯
�

¦
¦§ 5 �∇u��¤¥ + ¨ 5 u �$­

�� ds®u9©ªªª«ªªª¬
F

u9 + ¨ 5 uu=�ds>9   

  =	− ¯
�

¦
¦§ 5 �∇u��¤¥ + ¨u9 5 uu=�ds>9  

eşitlikleri bulunur. Bulunan bu eşitlikleri  (3.25)  denkleminde yerine yazıldığında 

¦
¦§ ?��5 u��¤¥ + ¨ 5 uu�u9 ¤¥ + �

^ 5 |∇u|^u9 ¤¥ + ¯
�5 �∇u��¤¥u9u9 @ − ¨ 5 u��¤¥u9 +  

¨ 5 |∇u|^u9 ¤¥ + 5 �∇u���¤¥	 ≤u9 	G5 u�u=̂��ds>9 G + 	 G¨ 5 uu=̂��ds>9 G +  

G5 u�u=�ds>9 G + G¨ 5 uu=�ds>9 G               (3.26) 

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlik t’ye göre [0,T] aralığında integre edildiğinde 

�
� 5 u��dV + ε5 uu�u9 dV + �

^ 5 |∇u|^u9 dV + °
� 5 �∇u��dVu9u9  −ε5 5 u��dVu9 dΓ}

F  

+ε 5 5 |∇u|^u9 dVdΓ +}
F 5 5 �∇u���dVdΓ ≤u9

}
F G5 5 u�u=̂��dsdΓ>9

}
F G + 

ε G5 5 uu=̂��dsdΓ>9
}
F G + G5 5 u�u=�dsdΓ>9

}
F G + ε G5 5 uu=�dsdΓ>9

}
F G            (3.27) 

ifadesine ulaşılır. Sol taraftaki  ̈ 5 uu�u9 ¤¥	 terimi için ± > 0 olmak üzere, Cauchy 

ve Poincare eşitsizlikleri kullanıldığında 

¨ 5 uu�u9 dV	≤ ε 5 $�
�u9 dV	+	ε 5 $­�

�u9 dV	
	 									≤ °²

� 5 $�
�u9 dV + °

�² 5 $­�
�u9 dV	

	 										≤ °²�
� 5 ∇$�

�u9 dV + °
�²5 $­�

�u9 dV	
ε 5 uu�u9 dV ≥ −	°²�

� 5 ∇$�
�u9 dV − °

�²5 $­�
�u9 dV	

olur. Bu eşitsizlik  (3.27) de yerine yazıldığında ifadenin sol tarafı, 
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�
�5 u��dVu9 − °²�

� 5 ∇$�
�u9 dV − °

�² 5 $­�
�u9 dV + �

^ 5 |∇u|^u9 dV + °
� 5 �∇u��dVu9 =  

H�
� − °

�²I 5 u��dVu9 + H°
� − °²�

� I5 �∇u��dVu9 + �
^ 5 |∇u|^u9 dV  

olur. Burada  ̄³ < 1 ⟹ ± > ¨  ve  1−´± > 0 ⟹ ± < �
µ   alınsın, yani 		¨ < ± < �

µ  

olarak seçilirse 

H�
� − °

�²I 5 u��dVu9 + H°
� − °²�

� I5 �∇u��dVu9 + �
^ 5 |∇u|^u9 dV ≥ 0   olur. 

5 ?−ε5 u��dVu9 + ε5 |∇u|^u9 dV + 5 �∇u���dVu9 @ dΓ ≤}
F  G5 5 u�u=̂��dsdΓ>9

}
F G +  

¨ G5 5 uu=̂��dsdΓ>9
¶
F G + G5 5 u�u=�dsdΓ>9

¶
F G + ¨ G5 5 uu=�dsdΓ>9

¶
F G            (3.28) 

olur. Sol taraftaki ifadede Poincare eşitsizliği kullanıldığında 

5 ?ε 5 |∇u|^u9 dV + 5 �∇u���dV − ε5 u��dVu9u9 @ dΓ}
F   

																		≥ 5 ?5 ε 5 |∇u|^u9 dV + �∇u���dV − ελ5 ∇u��dVu9u9 @ dΓ}
F   

																																																					= 5 ?ε 5 |∇u|^u9 dV + �1 − ελ� 5 �∇u���dVu9 @ dΓ}
F   

elde edilir. Burada  1 − ¨´ > 0 ⟹ ¨ < �
µ ,   ¨ = ¨F = �

��µ  olarak seçilsin,     

1− µ
��µ = �

��µ  olur. 

           =5 ? �
��� 	5 |∇u|^u9 dV + �

��� 	5 �∇u���dVu9 @ dΓ}
F  

Bu ifade  (3.28)’de yerine yazılıp (3.28) 	1 + ´ ile çarpıldığında 

5 ?5 |∇u|^u9 dV + 5 �∇u���dVu9 @ dΓ}
F ≤ �1 + λ )	G5 5 u�u=̂��dsdΓ>9

}
F G + 

G5 5 uu=̂��dsdΓ>9
}
F G+�1 + λ )	G5 5 u�u=�dsdΓ>9

}
F G + G5 5 uu=�dsdΓ>9

}
F G           (3.29) 

elde edilir. (3.29)’un sağ tarafındaki integraller düzenlenirse  sağ taraftaki ilk ifadede 

sıraıyla Hölder, Young ve Poincare Eşitsizlikleri uygulandığında 

G5 u�u=̂��ds>9 G ≤ H5 |u�|^ds>9 I� ·⁄ �H5 |u=|^��ds>9 I· ·��⁄ �
·�� ·⁄

  

  = H5 |u�|^ds>9 I� ·⁄ H5 |u=|^ds>9 I·�� ·⁄
  

  ≤ �
·5 |u�|^ds>9 + ·��

· 5 |u=|^ds>9  

  ≤ µo¸
· H5 |∇u�|^ds>9 I· �⁄ + ·��

· 5 |∇u|^ds>9  

olur. İkinci ifadede Hölder ve Poincare eşitsizlikleri uygulandığında 



50 

 

 

 

G5 uu=̂��ds>9 G ≤ H5 |u|^ds>9 I� ·⁄ �H5 |∇u|^��ds>9 I· ·��⁄ �
·�� ·⁄

 

       ≤ H´� 5 |u|^ds>9 I� ·⁄ H5 |∇u|^ds>9 I·�� ·⁄
 

       ≤ ´�� ·⁄ 5 |u|^ds>9  

olarak bulunur. Benzer şekilde üçüncü ifadede Cauchy ve Poincare Eşitsizlikleri 

uygulandığında 

G5 u�u=�ds>9 G ≤ �
� 5 u��ds>9 + �

� 5 u�=� ds>9  

           ≤ µ¹
� 5 �∇u���ds + �

�5 �∇u���ds>9>9  

    								≤ ��µ¹
� 5 �∇u���ds>9  

elde edilir. Dördüncü ifadede Cauchy, Poincare ve Hölder eşitsizlikleri 

uygulandığında 

5 uu=�ds ≤>9  
�
� 5 u�ds>9 + �

� 5 u�=� ds>9  

      														≤ µº
�  5 ∇u�ds>9 + �

� 5 ∇u��ds>9  

        ≤ µº
� H5 |∇u|^ds>9 I� ·⁄ H5 1^ ^��⁄ ds>9 I·�� ·⁄

©ªªªªª«ªªªªª¬
»¼

+ �
	� 5 ∇u��ds>9  

               						≤ µº»¼
� H5 |∇u|^ds>9 I� ·⁄ + 

�
	� 5 ∇u��ds>9  

elde edilir. Bulduğumuz bu ifadeler  (3.29)’da yerine yazıldığında 

5 ?5 |∇u|^u9 dV + 5 �∇u���dVu9 @ dΓ}
F ≤ �1 + λ )	�o�

^ H5 5 |∇u�|^ds>9
}
F dΓI^ �⁄ +               

�1 + λ	� ^��
^ 5 5 |∇u|^ds>9 dΓ}

F  +	λ�� ^⁄ 5 5 |∇u|^ds>9 dΓ}
F   

+	�1 + λ	� ���¹
� 5 5 �∇u���ds>9 dΓ}

F + 
�º½9

� H5 5 |∇u|^ds>9 dΓ}
F I� ^⁄ + �

	� 5 5 ∇u��ds>9
}
F  

≤ �1 + λ )	�o�
^ H5 5 |∇u�|�ds>9

}
F dΓ + 5 5 |∇u|^ds>9

}
F dΓI^ �⁄ +	 

H	�1 + λ	� H^��
^ I + 	λ�

� ^⁄ I5 5 |∇u|^ds>9 dΓ}
F + ��1 + λ	� H���¹

� I + �
�� 

5 5 �∇u���ds>9 dΓ +}
F

�º½9
�  H5 5 |∇u|^ds>9 dΓ + 5 5 �∇u���ds>9

}
F

}
F I� ^⁄

          (3.30) 

ifadesine ulaşılır.  

mF = ��1 + λ	� ^��
^ + 	λ�

� ^⁄ ,			�1 + λ	� H���¹
� I + �

��   olarak seçilsin ve 
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m� = �1 + λ )	�o�
^ , m� = �º½9

�  olsun. 

5 ?5 |∇u|^u9 dV + 5 �∇u���dVu9 @ dΓ}
F ≤ m� H5 5 |∇u�|�ds>9

}
F dΓ + 5 5 |∇u|^ds>9

}
F I^ �⁄

  

     + mF H5 5 |∇u�|�ds>9
}
F dΓ + 5 5 |∇u|^ds>9

}
F I 

    +	m� H5 5 |∇u|^ds>9 dΓ + 5 5 �∇u���ds>9
}
F

}
F I� ^⁄

   (3.31) 

E(z)	= 5 5 |∇u�|�dsu9
}
F dΓ + 5 5 |∇u|^dsu9

}
F dΓ  olduğundan 

E(z) ≤	m��ES�z))^ �⁄ + mFES�z� + m��ES�z��� ^⁄              (3.32) 

elde edilir. (3.32) için  Ψ(Γ)  fonksiyonu 

 Ψ(Γ)  = mFΓ + m�Γ^ �⁄ + m�Γ� ^⁄  

olarak tanımlansın. 

p	> 2  ise, Lemma 3.1.’den  m = 
^
�   ve   

g
g�� = ^

^��  olur. O halde  

liminf"→P ��"�
"   �o⁄ = liminf"→P ��"�

"� ���⁄ = liminf"→P E�z� z��^ ^���⁄ ≥ 0 

 						 	liminf"→P E�z� z��^ ^���⁄ ≥ 0 ,  p	> 2   

olarak bulunur. Eğer  p = 2 ise, Lemma 3.1.’den 

																				 liminf"→P E�z�e�9
m > 0 ,   p = 2  

elde edilir. p	< 2 ise, Lemmadan , m = 
�
^     ve    

g
g�� = �

��^  olur. 

liminf"→P ��"�
"   �o⁄ = liminf"→P ��"�

"� ���⁄ = liminf"→P E�z� z��� ��^�⁄ ≥ 0 

																	 liminf"→P E�z� z��� ��^�⁄ ≥ 0 ,  p	< 2   

olarak bulunur. 

Şimdi problem £V  bölgesinde ele alınırsa, yani sonsuzda ne şekilde değiştiği 

gösterilecek. Bunun için denklem  u� + εu		ile çarpılıp ve		R"’de integre edilip, 

yukarıdakine benzer işlemler yapılırsa sonuç olarak, 

E(z) ≤	m��−ES�z��^ �⁄ + mF�−ES�z�� + m��−ES�z��� ^⁄  

ifadesi elde edilir. Bu eşitsizlik benzer şekilde p’nin üç farklı durumu için 

gösterilecektir. 

p > 2 için, 

E(z) ≤ m��−ES�z��� ^⁄   eşitsizliği geçerlidir. Bu eşitsizlik integre edildiğinde 

�E�z��^ �⁄
 ≤ �m��^ �⁄ �−ES�z�� 
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5 H��¾�")I
���")�� �⁄

"
F  	≥ 5 m��^ �⁄"

F  

5 �
^��

:
:� �E��^ �⁄ � ≥"

F m��^ �⁄ z  

�
^�� �E�z����^ �⁄ − �

^�� �E�0����^ �⁄
 ≥ m��^ �⁄ z 

�E�z����^ �⁄
 ≥ �E�0����^ �⁄ + CFz 

�E�z��^�� �⁄
 ≤ �

���F����� �⁄ �¿Y" 

E�z� 	≤ �
H���F����� �⁄ �¿Y"I� ���⁄  

olarak blunur. Buradan E(z)’nin sıfıra gittiği görülür. 

p < 2 için, 

E(z) ≤ m��−ES�z��^ �⁄    eşitsizliği geçerlidir. İntegre edildiğinde 

�E�z��� ^⁄
 ≤ �m��� ^⁄ �−ES�z�� 

5 H��¾�"�I
���"��� �⁄

"
F  	≥ 5 m��^ �⁄"

F  

5 ^
^��

:
:� �E^�� ^⁄ � ≥"

F m��� ^⁄ z  

^
��^ �E�z��^�� ^⁄ − ^

��^ �E�0��^�� ^⁄
 ≥ m��� ^⁄ z 

�E�z��^�� ^⁄
 ≥ �E�0��^�� ^⁄ + C�z 

�E�z����^ ^⁄
 ≤ �

���F����� �⁄ �¿o" 

E�z� 	≤ �
H���F����� �⁄ �¿Y"I� ���⁄  

ifadesi elde edilir. Buradan da  E(z)’nin sıfıra gittiği görülür. 

p = 2 için, 

E�z� 	≤ −mE′(z) eşitsizliği geçerlidir. Eşitsizlik e" g⁄  ile çarpıldığında 

e" g⁄ 	E′(z) +	e" g⁄ 	m��E(z)	≤ 0 

5 :
:" [E�z�e" g⁄ ]"

F  ≤ 0 

E�z�e" g⁄ − 	E�0� ≤ 0  

À(z) ≤ À(0)	e�" g⁄   

olarak bulunur. Buradan da E(z)’nin sıfıra gittiği görülür.   
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BÖLÜM 4. SONUÇLAR VE ÖNER İLER  

 

Bu tezde Phragmen-Lindelöf  tipi azalım kestirimlerinin yarı sonsuz dikdörtgensel 

bir alanda nasıl elde edildiği gösterilmektedir. Yani, bir ölçümün verilen bir üstel 

fonksiyondan daha hızlı ve asimptotik olarak artmadığı biliniyorsa, o çözümün 

ölçümü sonsuza doğru gidildikçe üstel olarak azalıyor anlamına gelmektedir. 

Homojen başlangıç ve sınır koşulları altında p-Laplasyen terim içeren denklemin 

çözümünün uzaysal davranışı incelenmiş ve p’nin durumlarına göre çözümlerin 

asimptotik davranışları gösterilmektedir. Homojen olmayan sınır koşulları altında 

dalga denklemiyle verilen bir başlangıç sınır-değer problemi incelenmiş ve f 

fonksiyonunun sağladığı koşula göre çözümü içeren E(z)’nin polinomik hızla 

sonsuza veya üstel hızla sıfıra doğru gittiği görülmektedir. 
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