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S�MGELER VE KISALTMALAR L�STES�

p

q

� �
� �
� �

: Legendre sembolü 

≡ : Denktir 

|a b : a, b yi böler 

( , )ebob x y : x ile y nin en büyük ortak böleni 

� � : Tam De�er  

( )nk : n   nin k ’ lı kombinasyonu 

∃    : En az bir 

~ : Denklik ba�ıntısı 

� : Toplam sembolü 

( )Aut
+ : Otomorf grubu 

TA   : A  matrisinin transpozu 

1A−   : A  matrisinin tersi 

[ ]0 1 2, , , ...a a a : Sürekli kesir 
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ÖZET 

Anahtar kelimeler: Kuadratik Form, Diophantine Denklemleri, Pell Denklemleri  

Bu tez dört bölümden olu�mu�tur. Birinci bölümde sayılar teorisinde kullanılan temel 
tanım ve teoremler verilmi�tir. Ayrıca kuadratik formların tanımı yapılarak kuadratik 
formların çe�itleri verilmi�tir. Bunlara ek olarak ikili kuadratik formların denklik 
�artlarından bahsedilmi�tir. Ayrıca otomorfizm ve Pell denklemi hakkında bilgi 
verilmi�tir 

�kinci bölümde kuadratik formların indirgenmesi ele alınmı�tır. Burada indirgenme 
çe�itleri; Langrange indirgemesi, Zagier indirgemesi ve Gauss indirgemesi ba�lıkları 
altında incelenmi�tir. 

Üçüncü bölümde bazı tamsayıların ikili kuadratik formlarla temsili ele alınmı�tır. 
( , , )Q A B C=  belirsiz kuadratik formu tarafından temsil edilen bir m  tamsayısı için 

2 2Au Buv Cv m+ + = �artını sa�layan tüm ( , )u v  tamsayı ikililerini veren formül 

elde edilmi�tir. 
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BINARY QUADRATIC FORMS AND TYPES OF REDUCTION 
OF BINARY QUADRATIC FORMS 

SUMMARY 

Keywords: Quadratic Form, Diophantine Equations, Pell Equations 

This thesis consists of four chapters. The first one which presents fundamental 
definitions and theorems concerning number theory also deals with the definition of 
quadratic form and its varitions. In addition to these, automorphizm of quadratic 
forms and Pell equations take place in this chapter. 

The second chapter aims to describe the reduction of quadratic forms; which are 
Langrange Reduction, Zagier reduction and Gauss Reduction.  

Chapter third deals with the representation of integers via binary quadratic forms. For  
the integer m  represented by the indefinite quadratic form ( , , )Q A B C= , the 

formula which gives with all pairs of ( , )u v  integers such that 2 2Au Buv Cv m+ + =

condition is obtained.  



BÖLÜM 1. G�R��

1.1. Temel Tanım ve Teoremler 

Tanım 1.1.1. 1k ≥  için 0ka >  olmak üzere 0 1 2, , ,...a a a  tamsayı dizisi verilsin. 

[ ]0 1 2 0

1

2

3

1
, , ,...

1
1

1

.

 .

  .

a a a a

a

a

a

= +
+

+
+

�eklindeki bir ifadeye basit sonsuz sürekli kesir denir [4, 11]. 

1 2,  ,...a a  pozitif tamsayılar, 0a ∈�  ve n∈�  olmak üzere [ ]0 1 2, , ,..., na a a a  sürekli 

kesrine [ ]0 1 2, , ,...a a a  sonsuz sürekli kesrinin .n  yakla�ımı denir ve bu de�er n

n

p

q
 ile 

gösterilir. Burada,  

2 1 2 10,  1,  1,  0p p q q− − − −= = = =

olmak üzere,  

1 2

1 2

n n n n

n n n n

p a p p

q a q q

− −

− −

= +

= +
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olarak tanımlanır [21]. 

Teorem 1.1.2. d  tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olmak üzere d  kuadratik 

irrasyonel sayısının sürekli kesre açılımı, 0a d= � �
� �� 	  olmak üzere, 

0 1 2 1 0, , ,..., ,2nd a a a a a−
� 	= 
 �  formundadır ve d ’ nin periyodu n dir.  

Tanım 1.1.3. d  do�al sayı olmak üzere, 

2 2 1x dy− = ±

Diophantine denklemlerine Pell denklemleri denir [1,4]. 

Tanım 1.1.4. d  do�al sayı ve N  tamsayı olmak üzere, 

2 2
x dy N− =

Diophantine denklemine genel Pell denklemi denir [1,4]. 

Teorem 1.1.5. d  tamkare olmayan pozitif bir tamsayı ve d ’ nin sürekli kesir 

açılımının periyodu n olmak üzere 

2 2 1x dy− =

Pell denkleminin temel çözümü 

  

a) n çift ise 1 1( , ) ( , )n nx y p q− −=  dir. 

b) n tek ise 2 1 2 1( , ) ( , )n nx y p q− −=  dir. 

Teorem 1.1.6 (Çin Kalan Teoremi). 1 2, ,..., rm m m  iki�er iki�er aralarında asal olacak 

�ekilde r  tane pozitif tamsayı ve 1 2, ,...,  herhangira a a  tamsayılar olmak üzere 
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1 1

2 2

(mod )

(mod )

   .

   .

   .

(mod )r r

x a m

x a m

x a m

≡

≡

≡

                                                                                                     (1.1) 

kongrüanslarının ortak çözümü vardır. (1.1)’ in herhangi bir çözümü 0x  ise herhangi 

bir x tamsayısının (1.1) kongrüans sistemini sa�laması için gerekli ve yeterli ko�ul x

’ in herhangi bir k ∈�  ve 1 2... rm m m m=  için 0x x km= +  formunda olmasıdır 

[2,3,10]. 

Tanım 1.1.7. ,  ve ( , ) 1a m ebob a m∈ =�  olmak üzere, 2 (mod )x a m≡  kongrüansının 

çözümü varsa a tamsayısına m  modülüne göre bir kuadratik rezidü denir. E�er 

çözüm yoksa, a tamsayısına m  modülüne göre bir kuadratik nonrezidü denir [7]. 

Tanım 1.1.8 (Legendre Sembolü). p  tek asal sayı olsun. a bir kuadratik rezidü ise 

1
a

p

� �
=� �

� �
, e�er a bir kuadratik nonrezidü ise 1

a

p

� �
= −� �

� �
, e�er |p a  ise 0

a

p

� �
=� �

� �

�eklinde tanımlanır [3].  

Teorem 1.1.9. p  tek asal sayı olsun. Bu durumda  
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( 1) 2

2 2

( 1)
2

(1) (mod ),

(2) ,

(3) (mod ) ise ,

(4) ( , ) 1 ise 1,  ,

1 1
(5) 1,  ( 1)

p

p

a
a p

p

a b ab

p p p

a b
a b p

p p

a a b b
ab p

p p p

p p

−

−

� �
≡� �

� �

� � � � � �
=� � � � � �

� � � � � �

� � � �
≡ =� � � �

� � � �

� � � � � �
= = =� � � � � �

� �� � � �

� � � �−
= = −� � � �

� � � �

dir [7]. 

Teorem 1.1.10 (Kuadratik Resiprosite).  ve p q  farklı tek asal sayılar ise,  

( 1) ( 1)
2 2( 1)
p q

p q

q p

− −� �� �
= −� �� �

� �� �

dir [7,10]. 

Tanım 1.1.11 (Jakobi Sembolü). Q  bir pozitif tek tamsayı olsun. 
iq  ler farklı 

olmak zorunda olmayan tek asal sayılar olmak üzere, 1 2... sQ q q q=  olsun. ( )
P

Q
 Jakobi 

sembolü  

1

s

j j

P P

Q q=

� �� �
= � �� � � �� � � �

∏

�eklinde tanımlanır. Burada ( )
j

P

q
 Legendre sembolüdür [7].  

  

1.2. Kuadratik Form 
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Bir P  halkası üzerinde r de�i�kenli n. dereceden bir form [ ]1,..., rP x x ile gösterilen 

homojen bir polinomdur ve bu form sabit dereceli n= 1a + ... +
ra  ile 1

1 ... ra a

rx x tek 

terimlilerin P − lineer kombinasyonudur. Böylece ija ( )1 ,i j r≤ ≤  katsayıları P

tanım kümesinden olmak üzere, bir 1,..., rx x r  de�i�kenli q kuadratik formu 

, ij i ji j
q a x x=�  formunun ifadesidir.  

Bir ikili kuadratik form genellikle 

( ) 2 2,Q x y Ax Bxy Cy= + +

�eklinde yazılabilen iki de�i�kenli bir kuadratik formdur. Bu form ( ), ,Q A B C=

�eklinde gösterilir. 

Tanım 1.2.1. Bir ( ) 2 2,Q x y Ax Bxy Cy= + +  formunda , ,A B C∈�  ise bu kuadratik 

forma tam form denir. 

Tezin bu kısmından sonra tam formlarla ilgilenilecektir. 

Tanım 1.2.2. 2 4d B AC= −  tamsayısına Q  formunun diskriminantı denir. d

diskriminantı yerine bazen ( )d Q  kullanılabilir. Örne�in ( )1,0,1 , 4d = −

diskriminantlı 2 2
x y+  formunu belirtir [5]. 

Tanım 1.2.3. ( ),Q x y n=  olacak �ekilde ,x y  tamsayıları varsa n tamsayısı Q

tarafından temsil edilebilirdir denir ve buradaki ,  x y  tamsayıları aralarında asalsa n

tamsayısının Q  tarafından temsiline öz temsil denir [5]. 

Örnek olarak 4 sayısı ( )1,0,3Q =  tarafından öz temsil edilebilirdir çünkü 

( )1,1 4Q =  tür. Ancak ( )2,0 4Q =  temsili öz temsil de�ildir.  
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Tanım 1.2.4. Bir  ( ) 2 2,Q x y Ax Bxy Cy= + +  kuadratik formunda ( ), , 1ebob A B C =

ise ( ), ,A B C  formuna primitif form denir [5].  

1.3. Kuadratik Formların Çe�itleri 

Tanım 1.3.1. ,x y∈�  olmak üzere, ( ),Q x y  formu hem pozitif hem de negatif 

de�erler alıyorsa Q  formuna belirsiz form denir. ( ) ( )( ), 0 , 0Q x y Q x y≥ ≤  ise Q

formuna pozitif yarı belirli (negatif yarı belirli) form denir. ( ), 0Q x y =  iken 

0x y= =  oluyorsa Q  formuna belirli form denir [5]. 

Örnek 1.3.2. ( ) 2 2, 2Q x y x y= −  formu belirsizdir. Çünkü ( )1,0 1Q =   ve 

( )0,1 2Q = −   dir. 

( ) ( )
22 2, 2Q x y x xy y x y= − + = −  formu ( )1,1 0Q =  oldu�undan pozitif yarı 

belirlidir ancak belirli form de�ildir. 

( ) 2 2,Q x y x y= +  formu pozitif belirli formdur. Çünkü ( ), 0Q x y =  için tek çözüm 

0x y= =  dır. 

Teorem 1.3.3. ( ) 2 2,Q x y Ax Bxy Cy= + +  tamsayı katsayılı ve d diskriminantlı bir 

ikili kuadratik form olsun. 0d ≠  ve d  bir tamkare de�ilse 0,  C 0A ≠ ≠  dır.  

( ), 0Q x y =  için tek çözüm 0x y= =  dır [7].  

�spat: d  tamkare olmayan sıfırdan faklı bir tamsayı olmak üzere  

( ) 2 2,Q x y Ax Bxy Cy= + +  tamsayı katsayılı ve d  diskriminantlı bir form olsun. O 

zaman 0 ve C 0A ≠ ≠  dır. Çünkü 0A C= =  alınırsa . 0AC =  ve 

2 24d B AC B= − =  olur bu da d ’ nin tamkare olmaması ile çeli�ir. 0 0x = , 0 0y =

için ( )0 0, 0Q x y =  dır. 0 0y =  olursa 0A ≠  oldu�undan 2
0 0Ax =  dan 0 0x =  olur. 
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Benzer �ekilde 0 0x =  olursa 0 0y =  olur. Sonuç olarak 0 0x ≠  ve 0 0y ≠  alalım. 

2 2
Ax Bxy Cy+ +  formunun her iki tarafını 4A  ile çarpalım. 

                             ( ) ( )
2 24 , 2AQ x y Ax By dy= + −                                                 (1.2)                                                   

olup ( )0 0, 0Q x y =  oldu�undan ( )
2 2

0 0 02Ax By dy+ =  olur. Ancak 2
0 0dy ≠  dır ve 

tek türlü çarpanlara ayrılmadan d  tamkare olur bu da d ’ nin tamkare olmaması ile 

çeli�ir. 

Teorem 1.3.4. ( ) 2 2,Q x y Ax Bxy Cy= + + , d diskriminantlı ve tamsayı katsayılı bir 

ikili kuadratik form olsun. Bu durumda  

 1. 0d >  ise Q  belirsiz formdur. 

 2. 0d =  ise Q  yarı belirli formdur. 

 3. 0d <  ve ,A C  aynı i�aretli ise Q  belirli formdur. ( , 0A C >  ise pozitif belirli 

, 0A C <  ise negatif belirlidir). 

            

�spat: 1. 0d >  olsun. Q  formunun hem pozitif hem negatif de�er aldı�ı 

gösterilmelidir. ( )1,0Q A=  ve ( ), 2Q B A Ad− = −  olur. 0A ≠  için Q  formu her iki 

i�areti de alır. Benzer �ekilde ( )0,1Q C=  ve ( )2 ,Q C B Cd− = −  dir. 0C =

olmadıkça Q  formu her iki i�areti de alır. 0A C= =  olma durumu ele alınsın. 

Buradan 20 d B< =  oldu�undan 0B ≠  dır. Bu durumda ( )1,1Q B=  ve 

( )1, 1Q B− = −  olur. Böylece Q  her iki i�areti alır. 

2. 0d =  ve 0A ≠  olsun. 2 2
Ax Bxy Cy+ +  formunun her iki tarafını 4A  ile 

çarpalım. ( ) ( )
2 24 , 2AQ x y Ax By dy= + −  olup ( )4 , 0AQ x y ≥  bulunur. Böylece 

0A ≥  ise ( ), 0Q x y ≥  ya da 0A ≤  ise ( ), 0Q x y ≤  olup Q  yarı belirlidir. 

( ), 2 0Q B A Ad− = − =  olup ( ), 0Q x y =  iken 0x y= =  olmadı�ından Q belirli 

de�ildir. 
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�imdi de 0d =   ve 0A =   olsun. 2d B=  olur ancak 0d =  oldu�undan 0B =  olur. 

Bu durumda ( ) 2,Q x y Cy=  olur. Burada sıfırdan farklı C  ile aynı i�aretli de�erler 

vardır ancak ( )1,0 0Q =  olup Q   formu belirli de�ildir. 

3. 0d <  olsun. ( ) 2 2,Q x y Ax Bxy Cy= + +  formunun her  iki tarafını 4A  ile 

çarpalım. Buradan ( ) ( )
2 24 , 2AQ x y Ax By dy= + −  elde ederiz. 

( )
2 22 0Ax By dy+ − >  olur çünkü 0d <  dır. ( )4 ,AQ x y  bütün ( ), (0,0)x y ≠

çiftleri için pozitif olur. Böylece Q  belirlidir. ( )1,0Q A=  ve ( )0,1Q C=

oldu�undan A  ve C  aynı i�aretli olup pozitifse Q  pozitif belirli form, negatifse 

negatif belirli form olur. 

Örnek 1.3.5. 2 2( , ) 2 3 2Q x y x xy y= − + − ikili kuadratik formu 

2( ) 4 7d Q B AC= − = − , 2 0A= − <  ve 2 0C = − <  oldu�undan negatif belirli form 

olur.      

2 2( , ) 2 3 2Q x y x xy y= − +  kuadratik formu da pozitif belirli olur çünkü 

( ) 7,  A 2 0 ve C 2 0d Q = − = > = >  dır. 

2 2( , ) 3Q x y x xy y= + +  kuadratik formunda ( ) 5 0d Q = >  oldu�undan belirsiz 

formdur. 

    

Teorem 1.3.6. d ∈�  olsun. ( )0 mod 4d ≡  veya 1(mod 4)d ≡  olması için gerekli ve 

yeterli ko�ul en az bir tane d  diskriminantlı bir ikili tam kuadratik formun olmasıdır 

[7]. 

�spat: ( )2 0,1 mod 4B ≡  oldu�undan ( )2 4 0,1 mod 4d B AC= − ≡   olur. 
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Tersi için ilk olarak ( )0 mod 4d ≡  alalım. 2 2

4

d
x y

� �
− � �
� �

 formunun diskriminantı d

dir. Benzer �ekilde, ( )1 mod 4d ≡  alalım. 2 21

4

d
x xy y

−� �
+ − � �

� �
 formunun 

diskriminantı d  dir.    

Teorem 1.3.7. 0n ≠  ve ,  n d ∈
  olsun. n tamsayısını öztemsil eden d

diskriminantlı bir ikili kuadratik formun olması için gerekli ve yeterli �art 

2 (mod 4 )x d n≡  kongrüansının bir çözümünün olmasıdır.  

�spat: 2 (mod 4 )x d n≡  kongrüansının bir çözümü 2 4B d nC− =  e�itli�ini 

sa�layacak �ekilde B  olsun. Bu durumda 2 2( , )Q x y nx Bxy Cy= + +  ikili kuadratik 

formu d  diskriminantına sahip bir tam form olur. Ayrıca (1, 0)Q n= , n

tamsayısının bir öztemsilidir. 

Tersine, n  tamsayısının 0 0( , )Q x y  biçiminde bir öztemsili, 2 4B AC d− =

diskriminantlı 2 2( , )Q x y Ax Bxy Cy n= + + =  formu olsun. 0 0( , ) 1ebob x y =

oldu�undan 1 2. 4m m n= ,  1 0( , ) 1ebob m y =  ve 2 0( , ) 1ebob m x =  olacak biçimde 

1 2,  m m  tamsayıları vardır. 1 0( , ) 1ebob m y =  oldu�undan 0 0 11(mod )y y m≡  olacak 

biçimde 0y ∈
  vardır. (1.2)’ ye göre 2 2
0 0 04 (2 )An Ax By dy= + −  olup 14m n

oldu�undan 2 2
0 0 0 1(2 ) (mod )Ax By dy m+ ≡  yazılabilir. Buradan  

2 2 2 2
0 0 0 0 0 1(2 ) ( ) ( ) (mod )Ax By y dy y m+ ≡

yani  

2 2
0 0 0 0 0 1((2 )( )) ( ) (mod )Ax By y d y y m+ ≡

olur. 0 0 11(mod )y y m≡  oldu�u kullanılırsa  
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2
0 0 0 1((2 )( )) (mod )Ax By y d m+ ≡

bulunur. O halde 2
1(mod )u d m≡  kongrüansının bir çözümü 1 0 0 0(2 )u u Ax By y= = +

olur. A  ile C  nin ve x  ile y  nin rolleri de�i�tirilirse, 2
2(mod )u d m≡  nin de bir 

çözümünün oldu�u görülür. Yani 2u u=  bulunur. Bu durumda Çin Kalan 

Teoreminden 1 1(mod )w u m≡  ve 2 2(mod )w u m≡  olacak biçiminde bir w

tamsayının oldu�u söylenebilir. Böylece 2 2
1 1(mod )w u d m≡ ≡  ve benzer �ekilde 

2 2
2 2(mod )w u d m≡ ≡  olup buradan 2

1 2(mod )w d m m≡  elde edilir. 1 2 4m m n=

oldu�undan 2 (mod 4 )w d n≡  elde edilir ki bu da istenendir. 

Sonuç 1.3.8. 0(mod 4)d ≡  veya 1(mod 4)d ≡  olsun. p  tek asal sayı ise p ’ yi 

temsil eden d  diskriminantlı bir ikili kuadratik formun olması için gerekli ve yeterli 

ko�ul 1
d

p

� �
=� �

� �
 olmasıdır. 

�spat: ) p� ’ yi temsil eden d  diskriminantlı ikili kuadratik form varsa Teorem 

1.3.7’ e göre 2 (mod 4 )x d p≡  olan bir x  tamsayısı vardır. Buradan 1
4

d

p

� �
=� �

� �

bulunur. Tanım 1.1.11’ den  

2

. 1 olup 1
4 2

d d d d

p p p

� � � � � �� �
= = =� �� � � � � �
� �� � � � � �

elde edilir. 

) 1 ise ,  
d

d p
p

� �
⇐ =� �

� �
 modülüne göre karedir. 

2

1
4 2

d d� � � �
= =� � � �

� � � �
 oldu�undan 

2 (mod 4)x d≡  olan bir x  tamsayısı vardır. Yani d , mod4’e göre karedir. p  tek 
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oldu�undan Çin kalan teoreminden d , mod 4 p ’ ye göre karedir. Teorem 1.3.7’ den 

p , diskriminantı d  olan bir form ile temsil edilir. 

1.4. �kili Kuadratik Formların Denkli�i 

4d = −  diskriminantlı ( )2, 2,1Q =  formunu ele alalım. 

( ) ( )
22 2 2, 2 2Q x y x xy y x y x= + + = + +  olur. ( )2, 2,1Q =  ve ( )1,0,1Q =   aynı sayıyı 

temsil ederler. Buradan ( ) ( ), ,Q x y Q x y y= +   ve ( ) ( ), ,Q x y Q x y x= −   elde 

edilir. Bu gibi birbirine dönü�en formlara denk formlar denir. Denk formları 

tanımlamak için modüler gruplar kullanılır. 

1rs tu− = ±  olacak �ekilde , , ,r s t u∈�  tamsayılarının olu�turdu�u 2 2×  lik matrisler 

kümesi çarpma i�lemine göre bir gruptur. Bu grup  

( )2 :  , , , ,  1
r s

GL r s t u ru st
t u

 �� �
= ∈ − = ±� �� �

� �� �
� �

ile gösterilir. Bu matrislerin determinantının sadece 1 olanlarının kümesi de çarpma 

i�lemine göre bir grup olu�turur aynı zamanda bu grup 2 ( )GL �  grubunun alt 

grubudur ve bu grup 

( )2 :  , , , ,  1
r s

SL r s t u ru st
t u

 �� �
= ∈ − =� �� �

� �� �
� �

ile gösterilir. 

Tanım 1.4.1. 2 ( )GL �  grubunun alt grubu olan 2 ( )SL �  grubuna modüler grup denir 

[6].  
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1

0 1

n
S

� �
= � �
� �

 ve 
0 1

1 1
T

� �
= � �

−� �
  matrisleri 2 ( )SL �  grubunun üreteçleridir. 

Herhangi bir ( )2

r s
S SL

t u

� �
= ∈� �
� �

�  matrisi ve bir ( ), ,Q A B C=  kuadratik formu ile 

yeni bir ( )' ', ', 'Q A B C=  kuadratik formu a�a�ıdaki �ekilde elde edebilir. TS , S

matrisinin transpozu olmak üzere, 

( ) ( )( ) ( )' , , ( , ) ,T
r t

Q x y Q x y S Q x y Q rx sy tx uy
s u

� �� �
= = = + +� �� �

� �� �

 olup 

'( , )Q x y =
r s

Q
t u

x
y

� �� � � �
� �� � � �

� �� �� �
( ),Q rx sy tx uy= + +

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2

A rx sy B rx sy tx uy C tx uy

Ar x Arsxy As y Brtx Bruxy Bstxy Bsuy Ct x ctuxy Cu y

A Brt Ct x Ars Ctu B ru st xy As Bsu Cu y

= + + + + + +

= + + + + + + + + +

= + + + + + + + + +

                                              

bulunur. Burada ', ', 'A B C   

( ) ( )

2 2

2 2

' ,

' 2 ,

'

A Ar Brt Ct

B Ars Ctu B ru st

C As Bsu Cu

= + +

= + + +

= + +

                                                                             (1.3)

�eklinde tanımlanan tamsayılardır. Bulunan bu yeni 'Q  ikili kuadratik formu

' |SQ Q=  ile gösterilebilir. Benzer �ekilde 1' |
S

Q Q −=  oldu�unu gösterebiliriz. 

�
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1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

' | ' '( , )

        '( 2 ) '( ) '( 2 )

S

u s x
Q Q Q ux sy tx ry

t r y

A u x usxy s y B tux ruxy tsxy rsy C t x trxy r y

−

−� �� � � �
= = − − +� �� � � �−� � � �� �

= − + + − + + − + − +

  

olup buradan  

1

2 2 2 2 2' | ( ) ( ) ( )
S

Q Ax ru st Bxy ru st Cy ru st− = − + − + −

elde edilir. det 1S =  oldu�undan  

1

2 2' | ( , )
S

Q Ax Bxy Cy Q x y− = + + =

bulunur. 

Tanım 1.4.2. ' |SQ Q=  olacak �ekilde bir ( )2S SL∈ �  matrisi varsa Q  ve 'Q

formlarına denk formlar denir ve ' ~Q Q  ile gösterilir. Q  formuna denk olan 

formların kümesine de Q  formunun denklik sınıfı denir. 

Tanım 1.4.3. Bir ( , , )Q A B C=  kuadratik formunun matrisi  

2
( )

2

A B
M Q

B C

� �
= � �
� �

 veya 
1 2( ) ( )
2

2

B
A

m Q M Q
B

C

� �
� �

= = � �
� �� �
� �

�

�eklinde tanımlanır. Q  formunun matrisi kullanılarak  

( )4 ( , ) ( , ) ( ) x
yQ x y x y M Q=  veya ( )( , ) ( , ) ( ) x

yQ x y x y m Q=                                (1.4)

�

�eklinde yazılabilir. Bu durumda ( ) det ( ) 4 ( ( ))d Q M Q d m Q= − = −  e�itli�i elde 

edilir. 
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Önerme 1.4.4. ( , , )Q A B C=  bir kuadratik form olsun. 
r s

S
t u

� �
= � �
� �

 matrisi 2 ( )SL �

modüler grubunun bir elemanı ve ' ( ', ', ') |SQ A B C Q= =  olsun. Bu takdirde; 

�

1. ( ) ( ')d Q d Q=  dır, 

2. ( , , ) ( ', ', ')ebob A B C ebob A B C=  dır,  

3. 0 ise  ve 'd A A<  aynı i�arete sahiptir, 

4. ( ) ( )1

1

1=S x
y

u
v

−  olmak üzere 1 1( , ) '( , )Q x y Q u v=  dir,  

5.  ve 'Q Q  aynı tamsayıyı temsil ederler, 

6. Q  ve 'Q  formları tarafından öz temsil edilen tamsayılar aynıdır. 

�spat: 1. ' |SQ Q=  kuadratik formunun matrisi ( | )SM Q , TS  matrisi S  matrisinin 

transpozu olmak üzere, ( | ) ( )T

SM Q S M Q S=  a�a�ıdaki formülden elde edilir. 

2 2

2 2

2 2 2
( )

2 2 2

2 2 2 2 2 ( )
                  =

2 2 ( ) 2 2 2

                 ( ')

       

T
r t A B r s r t Ar Bt As Bu

S M Q S
s u B C t u s u Br Ct Bs Cu

Ar Brt Ct Ars Ctu B ru st

Ars Ctu B ru st As Bsu Cu

M Q

+ +� � � �� � � �� �
= =� � � �� � � �� �+ +� � � �� � � �� �

� �+ + + + +
� �

+ + + + +� �

=

          ( | )SM Q=

   

olur. Bu durumda  

2 2( ') det ( | ) (det ) det ( ) (det ) ( )Sd Q M Q S M Q S d Q= − = − =

e�itli�i elde edilir. 2 ( )S SL∈ �  matrisinin determinantı 1  oldu�undan ( ') ( )d Q d Q=

olur. 
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2. ( , , ) | ( ', ', ')ebob A B C ebob A B C  oldu�u kolayca görülür. 1' |
S

Q Q −=  oldu�undan 

benzer �ekilde ( ', ', ') | ( , , )ebob A B C ebob A B C  olur. Buradan 

( , , ) ( ', ', ')ebob A B C ebob A B C=  elde edilir. 

3. 2 4 0d B AC= − <  alınsın. 2 2 2 2 24 ' 4 4 4 (2 ) 0AA A r ABrt ACt Ar Bt dt= + + = + − ≥   

e�itli�inde 2 2(2 ) 0Ar Bt dt+ − =  alındı�ında e�itli�i sa�layan tek durum 0r t= =

olur, buradan det 0S =  elde edilir. Bu da det 1S =  olmasıyla çeli�ir. Buradan 

2 24 ' (2 ) 0AA Ar Bt dt= + − >  olur. Yani 4 ' 0AA >  olup ' 0AA >  elde edilir. Bu da A

ile 'A  nün aynı i�arete sahip olması demektir. 

4. Genelli�i bozmaksızın ( )M M Q=  yazılsın. n  tamsayısı Q  kuadratik formu 

tarafından temsil edilsin. (1.4)’ e göre ( )4 ( , ) ( , ) x
yQ x y x y M=  dir. Buradan 

( )4 ( , ) x
yn x y M=  olur. ( | ) T

SM Q S MS=  ve ( ) ( )1

1

1=Su x
v y

−  oldu�undan 

( )1

11 1 1 14 4 | ( , ) ( , ) uT
vSn Q u v u v S MS= =  bulunur. 

5. ( , ) tamsayıları için ( , )x y n Q x y=  olsun. 2 ( )S SL∈ �  oldu�undan 1
2( )S SL− ∈ �

olur. Bu da  ve u v ’ nin tamsayı oldu�unu gösterir. 4’ e göre 1 1( , ) '( , )Q x y Q u v=

oldu�undan aynı sayıyı temsil ederler. 

6. ( , )Q x y  formu n’ nin bir öz temsili olsun. Bu durumda ( , ) 1ebob x y =  dir. Ayrıca 

( ) ( )1

1

1=S  u x
v y

− den 1 1( , ) | ( , )ebob x y ebob u v  dir. Benzer �ekilde 

1 1( , ) | ( , )ebob u v ebob x y  dir. 1 11 | ( , )ebob u v  ve 1 1( , ) |1ebob u v  oldu�undan 

1 1( , ) 1ebob u v =  elde edilir. Bu da istenendir. 
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Örnek 1.4.5. 2 2( , )Q x y x y= +  kuadratik formu 5 tamsayısını 2 25 2 1= +  olacak 

�ekilde temsil eder. 2

2 1
( )

1 1
S SL

� �
= ∈� �
� �

�  matrisi alındı�ında ' |SQ Q=  olacak 

�ekilde bir 2 ( )S SL∈ �  matrisi bulundu�u için Q  ve 'Q  formları denktir. 

( )
2 2

2 2

2 1
| ( , ) (2 , )

1 1

                 =(2x+y) 0(2x+y)( ) ( )

                5 6 2

S

x
yQ x y x y x y

x y x y

x xy y

� �
= = + +� �
� �

+ + + +

= + +

bulunur. �imdi 1 1 1

1 2
S − −� �

= � �−� �
 oldu�undan 1 2 2 1

1 1 0
1 1

1 2
S − −� �� � � � � �= =� � � � � �� �−� � � � � �� �

bulunur. Gerçekten de | (1,0) 5SQ =  tir. 

Örnek 1.4.6. (1,0,5) ve '(2, 2, 3)Q Q=  kuadratik formlarının ikisinin de 

diskriminantı 20d = −  olmasına ra�men bu iki form denk de�ildir. Birinci form 1

sayısını temsil etsin. Bu formlar denk olmadı�ından ikinci kuadratik formun 1 

sayısını temsil edemeyece�ini gösterelim. 2 21 2 2 3x xy y= + +  den 

2 22 (2 ) 5x y y= + +  olur. Bu da ikinci formun 1  sayısını temsil edemeyece�ini 

gösterir.  

1.5. Otomorfizm ve Pell Denklemleri 

Bir Q  kuadratik formu verilsin. Q  formunu kendine dönü�türen bütün 2 ( )S SL∈ �

matrislerinin kümesi dönü�ümlerin bile�ke i�lemine göre bir grup olu�turur. Bu 

gruba, Q  formunun otomorfları grubu denir. Bu 

   

{ }2( ) ( ) : |SAut Q S SL Q Q+ = ∈ =�
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�eklinde gösterilir [6]. 

( , , )Q A B C= , d  diskriminantlı bir primitif kuadratik form olsun. 

2 ( )
r s

S SL
t u

� �
= ∈� �
� �

�  bu formun bir otomorfu olsun. 
2

( )
2

A B
M Q

B C

� �
= � �
� �

 matrisini 

kullanarak |SQ Q=  e�itli�ini ( ) ( | ) ( )T

SM Q M Q S M Q S= =  veya buna denk olacak 

�ekilde 

  

2 2

2 2

A B r s u t A B

B C t u s r B C

−� �� � � �� �
=� �� � � �� �−� �� � � �� �

biçiminde yazılabilir. Buradan 

2 2 2 2

2 2 2 2

Ar Bt As Bu Au Bt Bu Ct

Br Ct Bs Cu As Br Bs Cr

+ + − −� � � �
=� � � �+ + − + − +� � � �

elde edilir. Matrislerin e�itli�inden a�a�ıdaki e�itlikler 

( ),       ,         ( )Bt A u r As Ct Bs C r u= − = − = −

elde edilir.  

�lk iki denklemden |  ve |A Bt A Ct  oldu�u görülür. Q  primitif oldu�undan 

( , ( , )) 1ebob A ebob B C =  olur. Buradan |A t  elde edilir. O halde 
t

U
A

=  olacak 

biçimde bir U  tamsayısı vardır. As Ct= −  denkleminde 
t

A
 yerine U  yazıldı�ında 
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,s CU= − t AU=  ve  BU u r= −  elde edilir. Bundan sonrasını iki farklı durumda 

inceleyelim.  

4d m=  ise (mod 2)B d≡   oldu�undan B  çifttir. ( ) ( ) 0(mod 2)A r u C r u− ≡ − ≡  ve 

( ), ,A B C  primitif oldu�undan  ya da  den en az biri tektirA C . O halde (mod 2)r u≡

yazılabilir.  T ∈�  için 2u r T+ =  alınırsa Q  formunun , ,A B C  katsayılarını ve 

, , ,r s t u  yu ,T U  cinsinden ifade edebiliriz. Bu denklemler 

2

2

B
T CU

r s

t u B
AU T U

� �
− −� �� �

= � �� �
� � � �+� �

� �

matris formlarıyla gösterilebilir. 

Bu matris 2 ( )SL �  kümesinin elemanı oldu�undan 2 21 ru st T mU= − = −  bulunur.  

Bundan dolayı 

2 2 1T mU− =

bulunur. Böylece her otomorf Pell denkleminin bir tamsayı çözümünden geldi�i 

görülür.  Aksine Pell denklemlerinin her tamsayı çözümü Q  formunun bir 

otomorfunu verir. 

4 1d m= +  ise (mod 2)B d≡  oldu�undan B  tektir. Bu yüzden 

(mod 2)u r u r BU U+ ≡ − = ≡  olur. Böylelikle 2r u T U+ = +  olacak biçimde bir 

T  tamsayısı vardır. Bu durumda 
1 1

,  
2 2

B B
r T U u T U

− +
= + = +  olup 
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2
2 2 2 2 21

1
4

B
ru st T TU U ACU T TU mU

−
= − = + + + = + −

elde edilir. Buradan  

2 2 1T TU mU+ − =

olur. Dolayısıyla 

  

1

2
1

2

B
T U CU

r s

t u B
AU T U

−� �
+ −� �� �

= � �� � +� � � �+� �
� �

dir. 



  

BÖLÜM 2. KUADRAT�K FORMLARIN �ND�RGENMES�       

Hangi tamsayıların bir Q  kuadratik formu tarafından temsil edilebilece�i sorusu bir 

çok matematikçi tarafından ele alınmı�tır. Basit gibi görünen bu soru ile aslında 

cebirsel sayılar teorisinin resiprosite ve sınıf cisimleri alanında önemli geli�meler 

sa�lanmı�tır ve sa�lanmaya devam etmektedir. Literatürde bazı kaynaklarda, örne�in  

[14,16,17],  

1. 1(mod 4)p ≡   

2. 2 1(mod )x p≡ −  nin bir x tamsayı çözümü vardır. Yani 
1

1
p

� �−
=� �

� �
 dir. 

3. 2 2
p x y= + , ,x y∈�   

ifadelerinin birbirine denk oldu�u ispatlanmı�tır. Fermat ve Euler de sonsuz azalan 

yöntemini kullanarak buna benzer ifadeleri ispatlamı�lardır. Ayrıca Langrange, 

benzer sonuçları daha kolay elde edecek �ekilde kuadratik formların indirgeme 

teorisini geli�tirmi�tir. 2 2
x ay+  biçimindeki formların asal bölenlerini ele almak  

Euler, Langrange ve Legendre’ ın kuadratik resiprosite kurallarını bulmasını 

sa�lamı�tır. A�a�ıda Euler, Langrange ve Legendre’ nin elde etti�i temel sonuçlar 

bulunmaktadır. 

Kongrüans �art Form 

1(mod 4)p ≡   
2 1(mod )x p≡ −   

2 2
p x y= +   

1(mod 3)p ≡   
2 3(mod )x p≡ −   

2 23p x y= +   

1(mod 8)p ≡ ±   
2 2(mod )x p≡ +   

2 22p x y= −   

1, 3(mod 8)p ≡   
2 2(mod )x p≡ −   

2 22p x y= +   
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Euler yukarıdaki tabloda durumların birbirine denk oldu�unu bilmesine ra�men 

bunları tam olarak ispatlayamamı�tır. Langrange ise bazı formların birbirleri 

cinsinden yazılabilece�ini farkederek büyük katsayılı bir formu küçük katsayılı di�er 

formlara dönü�türerek Langrange indirgeme teorisinin temellerini atmı�tır. 

Langrange indirgemesi olarak adlandırılan bu indirgeme yöntemi Bölüm 2.1’ de 

verilecektir. 

2.1. Langrange �ndirgemesi 

Verilen bir Q  formunun katsayıları olabildi�ince küçük olan bir 'Q  formuna denk 

oldu�u gösterilmi�tir. Bu da verilen bir denklik sınıfındaki bütün ( ), ,A B C  formları 

için A  nın mümkün olan en küçük de�eri, bu sınıftaki formlar tarafından temsil 

edilen en küçük katsayı ile ili�kili oldu�unu gösterir. 

Tanım 2.1.1. B A C≤ ≤ �artını sa�layan bir ( , , )Q A B C=  formuna Langrange 

indirgenmi� form denir [12]. 

Önerme 2.1.2. Bir n  tamsayısının öz temsili Q  formu ise 'A n=  olmak üzere 

~ ' ( ', ', ')Q Q A B C=  olan bir 'Q  formu vardır [12]. 

�spat: n  tamsayısının öz temsili Q  formu olsun. Yani 2 2
Ax Bxy Cy n+ + =  olsun. 

Q  formuna denk olan bir 'Q  formu oldu�unu göstermek için bir 2 ( )S SL∈ �  matrisi 

bulunmalıdır. Bir 
r s

S
t u

� �
= � �
� �

 matrisi alınsın.  

'( , )
r s

Q x y Q
t u

x

y

� �� �� �
� �= � �� �� �� �� �� �� �

( ),Q rx sy tx uy= + +
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den 2 2' ( , )A Q r t Ar Brt Ct= = + +  oldu�u görülür. ( , , )Q A B C n= =  oldu�undan 

'A n=  elde edilir. Ayrıca Q  formu n ’ nin bir öz temsili oldu�undan ( , ) 1ebob r t =

olur. Buradan 1ru st− =  olacak �ekilde ,u s∈�  vardır. Bu da istenen 2 ( )S SL∈ �

matrisini verir. 

  �

Önerme 2.1.3. �kili kuadratik formların her denklik sınıfı B A C≤ ≤  olacak 

biçimde bir ( ), ,A B C  formu içerir.  

�spat: 2 4d B AC= −  diskriminantlı bir Q  kuadratik formu verilsin. Bu form için 

uygun bir 
1

0 1

n
S

−� �
= � �
� �

 matrisi alınsın. Bu durumda  

( ) 2 2

2 2 2

1
( ) ( )

0 1

                                           ( 2 ) ( )

( , )x
y

n
A x ny B x ny y Cy

Ax B An xy An Bn C y

x ny y
−� �

− + − +� �
� �

= + − + − +

−= �

olup buradan yeni bir 

2( , 2 , )Q A B An An Bn C= − − +

formu elde edilir. Bu formun Langrange indirgenmi� olabilmesi için 2B An A− ≤

�artını sa�laması gerekir. Buradan bu �artı sa�layacak �ekilde uygun bir n  tamsayısı 

seçilir. Bulunan form Langrange indirgenmi� ise i�lem biter. E�er bulunan form 

Langrange indirgenmi� form de�ilse bu forma bir 
0 1

1 0
T

−� �
= � �
� �

 matrisi uygulanır. 

Böylece 

( ) 2 2 2 20 1
( , ) ( ) ( )

1 0
x
y y x A y Bx y Cx Ay Bxy Cy

−� �
= − � − + − + = − +� �

� �
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olup buradan da  

( , , )Q C B A= −

formu elde edilir. Bulunan form indirgenmi� ise i�lem sonlanır. Bulunan form 

indirgenmi� de�ilse yukarıda yapılan i�lemler indirgenmi� form bulana kadar tekrar 

edilir. 

Örnek 2.1.4. (2,5, 4)  formu Langrange indirgenmi� form de�ildir. A�a�ıdaki �ekilde 

indirgenir. 

(2,5, 4)  formuna 
1

0 1

n
S

−� �
= � �
� �

 matrisi uygulanırsa 2(2,5 4 ,2 5 4)Q n n n= − − +

formu elde edilir. Bu formun Langrange indirgenmi� olması için 5 4 2n− ≤

e�itsizli�ini sa�layacak �ekilde uygun bir n  seçilir. Burada 1n =  oldu�u görülür. 

Buradan (2,1,1)Q =  formu bulunur. Ancak bu form ingenmi� olmadı�ından 

buldu�umuz bu forma 
0 1

1 0
T

−� �
= � �
� �

 matrisi uygulanır. Böylece yeni Q  formu 

(1, 1, 2)Q = −  bulunur. Bu formda Langrange indirgenmi� formdur. 

Önerme 2.1.5. Bir ( ), ,Q A B C=  Langrange indirgenmi� formunun katsayıları 

a�a�ıdaki e�itsizlikleri sa�lar. 

1. 0d < ise  
3

d
B

−
≤ , 

3

d
A

−
≤  ve 

1

4

d
C

−
≤ , 

2. 0d > ise 
5

d
B ≤ , 

2

d
A ≤  ve 

4

d
C ≤   

dir. 
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�spat: 1. 0d <  ise 2 4 0B AC d− = <  olur, böylece 0AC >  elde edilir. ( ), ,A B C

formu Langrange indirgemesini sa�ladı�ından B A C≤ ≤  dir.  Buradan 

2 2 2 24 4 3d AC B A A A− = − ≥ − =

olup 
3

d
A

−
≤  elde edilir. Ayrıca B A≤  oldu�undan 

3

d
B

−
≤  bulunur. Bunlara 

ek olarak 

   

2 2

4 4 4 4 4 4

AB d A d d
C

A A A A A
= − ≤ − = −

elde edilir. A   bir fonksiyon ve d  bir sabit sayı gibi dü�ünülürse sa� taraftaki ifade 

1, d� 	−
 �  aralı�ında azalandır ve maksimum de�erine 1A =  sınırında ula�ılır. 

Böylece ispat tamamlanmı� olur. 

2. 0d >  durumunu ele alınsın. Bu durumda 2 4AC B AC≥ >  oldu�undan 0AC <

elde edilir. Böylece 2 2 24 4 5d B AC B AC B= − = + ≥  bulunur. Bu da 
5

d
B ≤

e�itsizli�ini verir. 2 0B ≥  ve C A≥  e�itsizliklerinden 2 24 4d B AC A= + ≥  oldu�u 

görülür. Böylece 
1

2
A d≤  olur. Dolayısıyla 24 4C AC d B d≤ = − ≤  olup 

4

d
C ≤  bulunur. Bu da bize son e�itsizli�i verir. 

Önerme 2.1.5’ ten a�a�ıdaki sonuç verilebilir. 

Sonuç 2.1.6. d  diskriminantlı indirgenmi� formların sayısı sonludur.  

   



25 

�

Örnek 2.1.7. 260d = −  diskriminantlı pozitif belirli Langrange indirgenmi� formları 

bulalım. Önerme 2.1.5’ ten 
260

10
3

B ≤ <  oldu�undan 8 8B− ≤ ≤  bulunur. Ayrıca 

Langrange indirgenmi� formları aradı�ımızdan bu formların B A C≤ ≤ �artını 

sa�laması gerekir. Buradan 0(mod 2)B ≡ oldu�undan B  de�erleri 

0,  2,  4,  6,  8B = ± ± ± ±  bulunur. 

0B =  de�eri için 2260 0 4 65AC AC− = − � =  elde edilir. Buradan 

(1,0, 65),  (65, 0,1),  (5,0,13) ve (13,0,5)  formları elde edilir. Ancak bu formlardan 

(1, 0, 65), (5, 0,13) formları Langrange indirgenmi�tir. 

2B = ±  de�eri için 66AC =  olup buradan (2, 2, 33),  (3, 2, 22) ve (6, 2,11)± ± ±

Langrange indirgenmi� formları elde edilir. 

4B = ±  de�eri için 69AC =  olup buradan (1, 4, 69),  (69, 4,1),  (3, 4, 23)± ± ±

ve (23, 4,3)±  formları bulunur. Ancak bu formların hiçbiri B A C≤ ≤ �artını 

sa�lamadı�ından Langrange indirgenmi� de�ildir. 

6B = ±  de�eri için 74AC =  olup hiçbir Langrange indirgenmi� form yoktur. 

Son olarak 8B = ±  de�eri için 81AC =  olup (9, 8, 9)±  Langrange indirgenmi�

formları elde edilir.     

Böylece 260d = −  diskriminantlı Langrange indirgenmi� formların sayısının 10 

oldu�u görülür. 
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Örnek 2.1.8. 13d =  diskriminantlı belirsiz Langrange indirgenmi� formları bulalım. 

Önerme 2.1.5’ ten 
13

5
B ≤  oldu�undan 2 2B− ≤ ≤  bulunur. Buradan 

13 1(mod 2)B = ≡  olup B  de�erleri 1±  olarak elde edilir.  

1B = ±  de�erleri için 13 1 4AC= −  olup 3AC =  bulunur. Buradan 

(1, 1, 3),  ( 1, 1, 3)± − − ± , (3, 1, 1) ve ( 3, 1,1)± − − ±  kuadratik formları elde edilir. Ancak 

bu formlardan (1, 1, 3)± −  ve ( 1, 1, 3)− ±  formları Langrange indirgenmi�tir. 

Tanım 2.1.9. 0

(1,0, ), 4  
1 4(1,1, ),Q

m d m
d mm

�
= �
��

=−
= −  olacak biçimde Langrange indirgemesine 

sahip, d  diskriminantlı kuadratik forma temel form denir.  

2.2. Pozitif Belirli Formların �ndirgenmesi     

  

Bu bölümde 0A > , 2 4 0d B AC= − <  ve ( , , ) 1ebob A B C =  olmak üzere 

( , , )Q A B C=  primitif formları ele alınacaktır. Primitif kuadratik formların her 

denklik ba�ıntısı bir ya da daha fazla Langrange indirgenmi� form içerir.  

Tanım 2.2.1. ( ), ,Q A B C=  pozitif belirli formu 

A B A C− < ≤ <

veya 

0 B A C≤ ≤ =

�artlarını sa�lıyorsa Q  formuna indirgenmi� form denir. 

  

Bundan sonra pozitif belirli formlarla çalı�ılaca�ı için 0A >  alınacaktır.  
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Önerme 2.2.2. 0B >  ve ( ), ,Q A B C= indirgenmi� ise, Q formunun en küçük 

tamsayı öz temsilleri ,  A C  ve A B C− +  dir. Daha açık �ekilde 

( ) ( ) ( )1,0 ,  0, 1 ,  1, 1A Q C Q A B C Q= ± = ± − + = ± �  formlarının yanı sıra  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, 0,0 ,  1,0 ,

, 0,0 ,  1,0 ,  0, 1 ,

, 0,0 ,  1,0 , 0, 1 ,  1, 1 ,

x y Q x y A

x y Q x y C

x y Q x y A B C

≠ ± � ≥

≠ ± ± � ≥

≠ ± ± ± � ≥ − +�

dir . 

�spat: Bu sayıların Q  tarafından öz temsil edilen en küçük sayılar oldu�unu 

göstermek için 1xy >  olan ,x y  tamsayıları için ( ),Q x y A B C≥ − +  oldu�u 

gösterilmelidir. Bunu üç durumda inceleyelim. 

1. x y=  ise ( ) ( )2 2 2,Q x y Ax B xx Cx x A B C A B C= − + = − + > − +  dir. 

2. x y>  ise ( ) ( )2 2 2,Q x y Ax B xy Cy A B xy Cy≥ − + > − +

                                    ( ) 2A B C y A B C≥ − + > − +

dir.  

3. x y<  ise ( ) ( ) 2,Q x y A B C x A B C≥ − + > − +  dir. 

Buradaki ,  A C  ve A B C− +  tamsayıları farklı olmak zorunda de�ildir. Yani e�er  

( )1,1,1Q =  ise 1A C A B C= = − + =  olur.  

Önerme 2.2.2 özellikle, denk olan pozitif belirli iki formun birbirine e�it oldu�unu 

ispatlamak için kullanılır. 

Sonuç 2.2.3. 1 ile temsil edilen bir pozitif belirli kuadratik form temel forma denktir.    



28 

�

�spat: Q , 1 ile temsil edilen bir kuadratik form olsun. Bu durumda Q  formu 1 

tarafından temsil edilen indirgenmi� bir 'Q  formuna denk olur. 'Q  tarafından temsil 

edilen en küçük do�al sayı 1 oldu�undan Önerme 2.2.2’ ye göre ( )' , ,Q A B C=

formunda 1A =  alabiliriz. 'Q  indirgenmi� oldu�undan 1B A≤ =  olur. Böylece 

( )' 1,0,Q C=  veya ( )' 1,1,Q C=  olur. Bu formlar da sırasıyla 4d C= − , 1 4d C= −

diskriminantlarına sahip temel formlardır. 

Teorem 2.2.4. Primitif pozitif belirli kuadratik formların her denklik sınıfı bir tek 

indirgenmi� form içerir. 

�spat: ( ), ,Q A B C=  ve ( )' ', ', 'Q A B C=  formları pozitif belirli ve indirgenmi� form 

olsun. Q  ve 'Q  denk formlarının birbirine e�it oldu�u gösterilmelidir. Q  ve 'Q

formlarının temsil etti�i en küçük tamsayılar sırasıyla A  ve 'A  olsun. ~ 'Q Q

oldu�undan aynı tamsayıları temsil ederler. Buradan 'A A=  olur. Q  indirgenmi�

oldu�undan C A≥  dır. Burada iki durumla kar�ıla�ılır:  

1. C A>  olsun. ( )1,0A Q= ±  oldu�undan A , Q  tarafından iki kez temsil edilir. 

Aynı �ekilde A , 'Q  tarafından da iki kez temsil edilir. Böylece  

( )' ' 0, 1 'C Q A A= ± > =  olur. C , Q  tarafından temsil edilen ikinci en küçük tamsayı 

oldu�undan 'Q  tarafından da temsil edilen ikinci küçük tamsayı olur. Q  ve 'Q

birbirine denk oldu�undan 'C C=  olur. Ayrıca ( ) ( )'d Q d Q=  oldu�undan 'B B=

olur. E�er 'B B= −  alırsak ( ) ( ), , ~ ' , ,A B C Q Q A B C= = −  olur. 

( )2

r s
S SL

t u

� �
= ∈� �
� �

�  için ' |SQ Q=  olsun. Buradan da 2 2'A A Ar Brt Ct= = + +

oldu�u görülür. C A>  oldu�undan bu denklemin tek çözümü 1,  0r t= ± =  dır. 

Böylece 
1

0 1

s
S

� �
= � �
� �

 veya 
1

0 1

s
S

−� �
= � �−� �

 olur.  ' 2B B As B− = = +  ise As B= − dir. 

B A≤  oldu�undan 0s =  alınabilir. Buradan da 0 'B B B= = − =  olur. Ya da 1s =
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alabiliriz. Ancak 1s =  alındı�ında da B A= −  olur. Bu da Q  formunun indirgenmi�

olmasıyla çeli�ir. Bütün bu durumlarda da 'Q Q=  olur.  

2. C A=  olsun. Bu durumda ( ) ( )1,0 0, 1A Q Q= ± = ±  olur. Bu da A  nın Q

tarafından en az dört kez temsil edildi�ini gösterir, aynı zamanda 'Q  tarafından da 

dört kez temsil edildi�ini gösterir. Bu durumda 'C A=  olur  ve böylece 'C C=

bulunur. Birinci durumda oldu�u gibi 'B B= ±  elde edilir. Ancak 

( ) ( ), , ~ , ',A B A A B A  ve indirgenmi� oldu�undan B  ve 'B  pozitif olmalıdır. 

Buradan da 'Q Q=  elde edilir.  

Tanım 2.2.5. 0d <  diskriminantlı primitif tam formların denklik sınıflarının 

sayısına d ’ nin sınıf sayısı denir ve ( )h d  ile gösterilir.  

Örnek 2.2.6. 20d = −  olmak üzere ( 20)h −  sınıf sayısını bulalım. 

0d <  oldu�undan Önerme 2.1.5’ ten 
20

3
B

−
≤  olur. Buradan 0,1,2B =  elde 

edilir. 

0B =  de�eri için 2 4 20B AC− = −  olup 5AC =  bulunur. Böylece (1, 0,5),  (5, 0,1)

formları elde edilir. Ancak sadece (1,0,5)  indirgenmi� formdur. 

1B =  de�eri için uygun  ve A C  tamsayı de�erleri yoktur. 

2B =  de�eri için 2 4 20 6B AC AC− = − � =  bulunur. Buradan 

(1, 2, 6),  (6, 2,1),  (2, 2, 3) ve (3, 2, 2)  formları elde edilir. Ancak (2, 2, 3)  formu 

indirgenmi�tir. 

Böylece 20d = −  diskriminantının sınıf sayısı ( 20) 2h − =  bulunur.   
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2.3. Zagier �ndirgemesi    

Tanım 2.3.1. Tamkare olmayan pozitif d  diskriminantına sahip  bir ( , , )Q A B C=

belirsiz formu 

  

2 ,

2

d B d A

d B d C

< < +

< < +
                                                                                                (2.1)     

�artlarını sa�lıyorsa bu forma Zagier indirgenmi� form veya kısaca Z-indirgenmi�tir 

denir [12]. Zagier indirgemesi belirsiz formlarda kullanılır.  

Tanım 2.3.1’ e gore ilk katsayısı en küçük olacak �ekilde 0A >  olan bir form 

seçilsin. B  modulo 2 A ’ ya göre seçilirse B , 2A  uzunlu�unda bir aralıkta de�er 

alabilir. Buradan , 2B d d A� 	∈ +
 �  olur. Bu seçimden 0AC >  elde edilir. Q

formu C ’ yi temsil etsin. A ’ nın en küçük olu�undan A C≤  bulunur. Böylece 

, 2B d d C� 	∈ +
 �  de yazılabilir. 

Teorem 2.3.2. ( , , ),   Q A B C d= diskriminantlı primitif  belirsiz form olsun. 

2( , 1)Q x Ax Bx C− = − +  kuadratik denkleminin iki kökü 

1 2 ve 
2 2

B d B d

A A
ξ ξ

+ −
= =  olsun. Bu durumda a�a�ıdaki ifadeler birbirine dektir. 

a) ( , , )A B C  Zagier indirgenmi�tir.                                                    

b) ( , , )C B A  Zagier indirgenmi�tir.                                                         

c) 0 2B d A B d< − < < +  dir.                                                                 
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d) 0 2B d C B d< − < < +  dir.                                                                 

e) 2 10 1ξ ξ< < <  dir.                                                                                 

f) 0,  0,  A C B A C> > > +  dir.                                                                       

�spat: a)�b): oldu�unu gösterelim. Zagier indirgemesi tanımına göre  ve A C

simetriktir. Böylece a) ve b) ifadeleri birbirine denk olur. 

a)�c): ( , , )A B C  formu Zagier indirgenmi� ise (2.1)’ e göre  

0 2B d A B d< − < < +  dir. Ayrıca Zagier indirgenme tanımından 

0 ve 0A C> >  dır. Bu da 2 4B AC d+ >  olmasını sa�lar. Böylece B d>  olur. 

Dolayısıyla 0 B d< −  yazılabilir. 2B d A< +  e�itsizli�inden 2B d A− <

bulunur. Zagier indergeme tanımına göre 2B d C< +  oldu�undan 

2 2

2
2

B d B d
A B d

C B d

− −
= < = +

−
 elde edilir.  

a)�d): ( , , )A B C  formu Zagier indirgenmi� ise 0 2B C B d< − ∆ < < +  dir. 

Yukarıdaki ispatta ( , , ) yerine ( , , )A B C C B A  yazıldı�ında ispat biter. 

c)�e): 0 2B d A B d< − < < +  e�itsizli�inde her taraf 2A  ile bölünürse  

0 2B d A B d< − < < +  ile 2 10 1ξ ξ< < <  ifadeleri birbirine denk olur.  

e)�f): 1 2 0ξ ξ− >  oldu�undan 0A >  bulunur. 1 21 ve 1
2 2

B d B d

A A
ξ ξ

+ −
= > = <

e�itsizli�inden 2B A d− <  olur. Böylece   
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2( 2 ) 4 ( )d B A A B A C− − = − −                                                                               (2.2)

özde�li�inden B A C> +  oldu�u görülür. Sonuç olarak 1 2 0C ξ ξ= >  elde edilir.  

�imdi d)�e) oldu�unu gösterelim. 2( 2 ) 4 ( )d B A A B A C− − = − −   e�itsizli�inden 

2B A d− <  sa�lanır, bu da 1 21 ve 1ξ ξ> <  e�itsizliklerini verir. 1 20 C ξ ξ< =

oldu�undan 2 0ξ >  olur bu da ispatı tamamlar. 

                                                   

Önerme 2.3.3. d  diskriminantlı Z − indirgenmi� formlar sonlu sayıdadır. Yani, 

( ), ,Q A B C= Z − indirgenmi� formların katsayıları 0 ,  
4

d
A C< ≤  ve 

1

2

d
d B

+
< ≤  e�itsizliklerini sa�lar.   

  

�spat: (2.2)’ den 
( )

( )

2
2

4 4

d B A d

B A C

− −
≤

− −
 e�itsizli�i yazılabilir. Simetriden dolayı C  için 

de aynı e�itsizlik geçerli olur. Sonuç olarak 

( ) ( )2 22 1 1
4 1 1

4 4
B d AC d d d= + ≤ + − = +  bulunur. Bu da istenendir. 

  

d  diskriminantlı primitif formların 
dF  kümesi üzerinde indirgenmi� formların bazı 

notasyonlarını verelim. 
dR , indirgenmi� formların alt kümesi olsun. Böyle bir 

durumda indirgeme özellikleri ta�ıyan bir  

     

: d dF Fρ →

indirgeme dönü�ümü tanımlanabilir. 

Herhangi bir 
dQ F∈  formu verilsin. Bir 0v ≥  tamsayısı vardır öyle ki  
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 kez

( ) ( ... )( )v

v

Q Qρ ρ ρ ρ= � � �
������

indirgenmi�tir. Yani ( )v

dQ Rρ ∈  olacak biçimde bir v  pozitif tamsayısı vardır. 

Q  indirgenmi� ise ( )Qρ  da indirgenmi�tir. Yani ,   yi d dR Rρ  ye dönü�türür. 

Böyle bir durumda ( )Qρ  formuna Q  formunun sa� kom�ulu�u denir ve ρ  nin 

görüntüsündeki formlara da yarı indirgenmi� formlar denir. 

E�er d zagR R= , d  diskriminantlı Zagier indirgenmi� formların kümesi ise a�a�ıdaki 

gibi bir indirgeme dönü�ümü mevcuttur. 

Bir ( , , )Q A B C=   formunun ( )Qρ   sa� kom�ulu�u, 1
2

B d
n n

A

+
> > −  olmak üzere 

2

1
( )

1 0n

n
S S SL

� �
= = ∈� �−� �

�  için ' |SQ Q=  olan bir ' ( ', ', ')Q A B C=  formudur. 

Burada 
1 0 1

0 1 1 0n

n
S

−� �� �
= � �� �−� �� �

 Tanım 1.4.1 de verilen S  ve T  matrislerinden elde  

edilmektedir. 

Lemma 2.3.4. ( ), ,Q A B C=  formunun sa� kom�ulu�u a�a�ıdaki �ekilde hesaplanır.  

'C A=

' 0(mod 2 )B B A+ ≡  ve 
' 2 , 0

02 ' ,

d B d A A

Ad A B d

< < + >

<+ < <

�
�
��

2( ') 4 ' 'B A C d− = . 

  

Bu durumlar sırasıyla ',  'C B  ve 'A  sayılarını belirler. 
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�spat: n bir tamsayı olmak üzere, ' 2B B An+ =  ve 
1

1 0

n
S

� �
= � �−� �

 olsun. Buradan  

( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

1
' ,

1 0

    

    2

    2

n
Q Q Q nx y x

A nx y B nx y x C x

An x Anxy Ay Bnx Bxy Cx

x An bn C xy An B Ay

x
y

� �� �� �= = + −� �� �� �− � �� �� �

= + + + − + −

= + + − − +

= − + + − +

olur. Böylece ' |SQ Q=  olan ' ( ', ', ')Q A B C=  formu 2'A An Bn C= − + , 

' 2B An B= −  ve 'C A=  olacak biçimde elde edilir. E�er 0A >  için 

( )2 2 1An B d A n> + > −  oldu�u ya da 0A <  için ( )2 2 1An B d A n< + < −

oldu�u gösterilebilirse ( ) ( )| ', ', 'SQ A B C Qρ= =  e�itli�i açıktır. 

�lk e�itsizlik 2An B d− >  olmasına denktir ve ' 2d B An B< = −  seçildi�inde 

sa�lanır. �kinci e�itsizlik de 2 2An B d A− < +  e�itsizli�ine denktir ve 

2 ' 2An B B d A− = < +  oldu�undan sa�lanır.  

Son olarak da 2( ') 4 ' 'B A C d− =  oldu�unu gösterelim. 

( ) ( )
( )

22 2

2 2 2 2

2

( ') 4 ' ' 2 4

                    4 4 4

                    4

                    

B A C An B An Bn C A

A n nAB B An Bn C A

B AC

d

− = − − − +

= − + − − +

= −

=

elde edilir.  

Örnek 2.3.5. ( )1,4,2Q =  için ( ) ( )' 2, 4,1Q Qρ = =  ve ( )'Q Qρ =  oldu�unu 

gösterelim. 
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( ) ( ), , 1,4,2Q A B C= =  olsun. Bu durumda ' 1C A= =  olup ' 0(mod 2 )B B A+ ≡

bulunur. Buradan 0A >  ve ' 2d B d A< < +  oldu�undan 

' 4 0(mod 2 )B B A≡ − ≡ − ≡  ve 8 ' 8 2B< < +  için ' 4B =  olur. Sonuç olarak 

2( ') 4 ' 'd B A C= −  olup
( )

2 2' 4 8
' 2

4 ' 4

B d
A

C

− −
= = =  bulunur. 

Önerme 2.3.6. ( ), ,Q A B C= , 0d >  diskriminantlı bir kuadratik form ve 

( ) ( )' ', ', 'Q A B C Qρ= =  da bu kuadratik formun sa� kom�ulu�u olsun. Bu durumda 

a�a�ıdaki özellikler sa�lanır. 

1. 0A <  ise 'A A>  dır. 

2. 0A >  ise ' 0A >  dır. 

3. ' 0A A≥ >  ise 'Q  formu Zagier indirgenmi�tir. 

4. Q  Zagier indirgenmi�se 2n ≥  olmak üzere, 
1

1 0n

n
S S

� �
= = � �−� �

 için 

( ) |SQ Qρ =  dir. 

�spat: 2. θ bir reel sayı ve 0 1θ< < olmak üzere 
2

B d
n

A
θ

+
= −  olsun. 

2'A An Bn C= − +  e�itli�inde n yerine 
2

B d

A
θ

+
+  yazılırsa  

2'A A dθ θ= +

elde edilir. Bu durumda hipotezin ikinci özelli�i sa�lanır. 

1. 0A <  ise A  ve 2 1θ −  negatif oldu�undan ( )2' 1 0A A A dθ θ− = − + >  elde 

edilir.  

3. ' 0A A≥ >  olsun. Bu durumda 

                                 ( )20 ' 1A A d Aθ θ≤ − = − −

                                   ( ) ( ) ( ) ( )( )21 1 1 1d A d Aθ θ θ θ< + − − = + − −
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                                   ( ) ( )( ) ( )21 1
1 1 ' ' '

1 1
d A B A C

θ θ
θ θ

θ θ

+ +
= − − − = − −

− −

olur. 

Ayrıca ' 0,A A≥ > ' 0C A= >  ve ' ' 'B A C> +  oldu�undan, 'Q  formunun Zagier 

indirgenmi� oldu�u görülür.  

4. Q  formu Zagier indirgenmi� olsun. Buradan 2 1
2

B d

A
ε

+
= >  olup bu da 2n ≥

olmasını sa�lar. 

Önerme 2.3.7. ρ  dönü�ümü bir indirgeme dönü�ümüdür. Yani, ( ), ,Q A B C=

pozitif d  diskriminantlı bir kuadratik form olmak üzere,  

1. ( )v Qρ  Zagier indirgenmi� olacak �ekilde bir 0v >  tamsayısı vardır. 

2. Q  Zagier indirgenmi�se ( )Qρ  da Zagier indirgenmi�tir. 

�spat: 1. A  negatif ise Önerme 2.3.6’ ya göre 'A A>  olur. ρ  yi tekrar tekrar 

uygulamak ilk katsayısı pozitif olan bir form verir. Önerme 2.3.6’ nın ikinci 

özelli�ine göre ilk katsayı pozitif ve 'C A=  oldu�undan ρ  nin bir defa daha 

uygulanmasıyla elde edilen formun ilk ve son katsayısı pozitif olur. �lk katsayı 

pozitif kaldı�ından 'A A≥  olmalıdır. Ancak Önerme 2.3.6’ nın ilk özelli�inden ρ

nin birden fazla uygulaması bir Zagier indirgenmi� form üretir.  

2. E�er Q  Zagier indirgenmi�se bu durumda 1
2

d B d
n

A A
θ θ

−
= − − > −

oldu�undan ', ' 0A C >  ve  

( ) ( )( )' ' ' 1 1 0B A C d Aθ θ− − = − − − >
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dir. Böylece ( ) 'Q Qρ =  Zagier indirgenmi�tir. 

Herhangi bir Q  formunun bir ( )Qρ  sa� kom�ulu�u vardır. Genel olarak farklı 

formlar aynı sa� kom�ulu�a sahip olabilir. Ancak bu durum 

�

' 2 , 0

02 ' ,

d B d A A

Ad A B d

 < < + >�
�

<+ < <��
������������������������������������������������������������������������������������(2.3)

�artlarını sa�layan ( , , )Q A B C=  formu için sa�lanmaz. 

Tanım 2.3.8. (2.3) ile verilen �artları sa�layan formlara yarı indirgenmi� form denir.  

Önerme 2.3.9. ρ  dönü�ümü yarı indirgenmi� formlar üzerinde birebirdir [12]. 

ρ  indirgeme dönü�ümünün tersinden ( )Qλ  sol kom�ulu�unu tanımlayalım. 

( ), ,Q A B C=  ve ( )' ', ', 'Q A B C=  için ( ) 'Q Qρ =  olsun. Buradan ( ')Q Qλ =

oldu�unu gösterelim. Bunun için  

1. 'A C=   

2.  ' 0(mod 2 ')B B C+ ≡   ve 
2 ', ' 0

' 02 ' ,

d B d C C

Cd C B d

 < < + >�
�

<+ < <��
                               (2.4)

3.   2 4B AC d− =

olsun. Bu durumda ', 'A B  ve 'C  den ,A B  ve C  hesaplanabilir. �imdi ( )Qλ ’ nun 

bulunması için bir ba�ka yöntemi Önerme 2.3.10 da verelim. 
  

Önerme 2.3.10. ( )' ', ', 'Q A B C=  bir primitif kuadratik form olsun. n,  

'

'
1

2

B d
n n

C

+
> > − �artını sa�layan bir tamsayı olmak üzere, 

0 1

1
S

n

−� �
= � �
� �

 için 

( )' ' |SQ Qλ =  dir. 
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�spat: ' 2B B An= − +  olacak biçimde bir n tamsayısı olsun. Buradan  

2
2' ' '

4

B d
C A B n C n

A

−
= = − +

olur. Bundan dolayı 
0 1

1
S

n

−� �
= � �
� �

 için ( )' ' |SQ Q Qλ= =  olur. Dolayısıyla  

' '

2 2 '

B B B B
n

A C

+ +
= =  dir. E�er ' 0C >  ise B d>  ve 

'
1

2 '

B d
n n

C

+
> > −  dir. E�er 

' 0C <  ise B d<  ve tekrar 
'

1
2 '

B d
n n

C

+
> > −  olur. 

Önerme 2.3.11. Q  yarı indirgenmi�se, ( )( ) Q Qλ ρ =�  ve ( )( ) Q Qρ λ =�  olur [12]. 

Önerme 2.3.11’ den a�a�ıdaki sonuç verilebilir. 

Sonuç 2.3.12. ρ  indirgeme dönü�ümü indirgenmi� formlar kümesinin 

permütasyonudur. Aynı sonuç λ  için de geçerlidir. 

�spat: ρ  dönü�ümü indirgenmi� formları indirgenmi� formlara dönü�türür. Q  ve 'Q

indirgenmi� formlar ve ( ) ( )'Q Qρ ρ=  oldu�unu kabul edelim. Her iki tarafa λ

uygulanırsa Önerme 2.3.11’ den 'Q Q=  elde edilir.   

Tanım 2.3.13. Bir Q  formunun kendisine denk olan 1 2, , ,..., nQ Q Q Q biçimindeki sa�

ya da sol kom�uluklarından biri tekrar Q  formuna denk oluyorsa Q  formunun sa�

kom�uluklarına Q  formunun bir devri denir. d  diskriminantlı bir Q  formunun sınıf 

sayısı ( )h d , Q  formunun devirlerinin sayısına e�ittir.     
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Örnek 2.3.14. 5d =  diskriminantlı kuadratik formun devirlerini bulalım. Önerme 

2.3.3 teki 0 ,  
4

d
A C< ≤  ve 

1

2

d
d B

+
< ≤ �artlarından ve 

5
0 ,  

4
A C< ≤

e�itsizli�inden 1A= , 1C =  ve 
5 1

5
2

B
+

< ≤  olur. Buradan da 3B =  bulunur. Bu 

�artlardan (1, 3,1)Q =  formunu buluruz. (2.4)’ e göre 'C A=  olup dolayısıyla ' 1C =

bulunur. 0A >  oldu�undan ' 2d B d A< < +  dir. Ayrıca ' 0(mod 2 )B B A+ ≡

oldu�undan 5 ' 5 2.1B< < +  ve 3 ' 0 mod(2.1)B+ ≡  ve böylece ' 3B =  buluruz. 

Diskriminanttan ' 1A =  bulunur. Yani Q  nun kom�ulu�u olan 'Q  kendisine e�it 

olur. Burdan da Q  nun devrinin bir oldu�u görülür. Bu durumda Q  formunun sınıf 

sayısı 1 olur. Yani (5) 1h =  dir.     

Örnek 2.3.15. 136d =  diskriminantlı kuadratik formun devirlerini ve sınıf sayısını 

bulalım. Önerme 2.3.3 ten 
136 136 1

0 ,   ve 136
4 2

A C B
+

< ≤ < ≤  yazılabilir. 

Diskriminant çift oldu�undan 12,14,16,...,64,66,68B =  de�erlerini alır.  

12B =  de�eri için 2 4 2d B AC AC= − � =  ve böylece (1,12, 2)Q = kuadratik 

formu elde edilir. Bulunan Q  formunun sa� kom�uluklarını bulmak için Önerme 

2.3.9’ a göre ' 1 ve 0C A= >  için 136 ' 136 2B< < +  olup 12 ' 0(mod 2)B+ ≡  den 

' 12B =  olur.  2( ') 4 ' 'd B A C= −  e�itli�inden ' 2A =  elde edilir. Q  formunun sa�

kom�ulu�u ' (2,12,1)Q =  bulunur. Aynı i�lemler tekrar edilerek 'Q  formunun sa�

kom�ulu�unun kendisine e�it oldu�u görülür. 

14B =  de�eri için 15AC =  olup (1,14,15), (15,14,1), (3,14,5), (5,14, 3)  kuadratik 

formları bulunur. Ancak bu formlardan (1,14,15) ve (15,14,1)  formları 

indirgenmemi�tir. �imdi (3,14,5) ve (5,14, 3)  formlarının devirlerini bulalım. 
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(3,14,5)  formunun sa� kom�ulukları Önerme 2.3.9’ a göre ' 3 ve 0C A= >  için 

136 ' 136 6B< < +  olup 14 ' 0(mod 6)B+ ≡  oldu�undan B' 16=  olur. 

Diskriminanttan ' 10A =  bulunur. Bu �ekilde devam edilirse (3,14,5)  formunun sa�

kom�ulukları (3,14,5),  (10,16,3),  (11, 24,10),  (6, 20,11),  (5,16, 6)  bulunur. En son 

bulunan (5,16, 6)  formunun sa� kom�ulu�u (3,14,5)  oldu�undan (3,14,5)  formunun 

(3,14,5),  (10,16, 3),  (11, 24,10),  (6, 20,11),  (5,16, 6)  devri elde edilir. 

(5,14, 3)  formunun sa� kom�ulukları yukarıdaki i�lemler tekrar edilerek bulunur. 

Buradan (5,14,3),  (6,16,5),  (11, 20,6),  (10, 24,11),  (3,16,10)  devri elde edilir. 

Son olarak 26B =  de�eri için 135AC =  olur ve 0 , 34A C< ≤ oldu�undan  

(3, 26, 45),  (45, 26, 3),  (9, 26,15),  (15, 26, 9),  (27, 26,5),  (5, 26, 27)  formları bulunur. 

Ancak bu formlardan sadece (9, 26,15)  ve (15, 26, 9)  formları indirgenmi�tir. �imdi 

(9, 26,15)  formunun sa� kom�uluklarını bulalım.  

Önerme 2.3.9’ dan ' 9 ve 0 C A= >  için 136 ' 136 18B< < +  olup 

26 ' 0(mod18)B+ ≡  oldu�undan B' 28=  olur. Diskriminanttan ' 18A =  bulunur. 

Benzer �ekilde devam edilirse (9, 26,15)  formunun sa� kom�ulukları 

(9,26,15),  (18,28,9),  (25,44,18),  (30,56,25),  (33,64,30),  (34,68,33), (33,68,34),

(30,64,33),  (25,56,30),  (18,44,25),  (9,28,18),  (15,26,9),  (17,34,15),  (15,34,17)

�eklinde bulunur. (15, 34,17)  formunun sa� kom�ulu�u (9, 26,15)  oldu�undan 

(9, 26,15)  formunun  

(9,26,15),  (18,28,9),  (25,44,18),  (30,56,25),  (33,64,30),  (34,68,33), (33,68,34),

(30,64,33),  (25,56,30),  (18,44,25),  (9,28,18),  (15,26,9),  (17,34,15),  (15,34,17)

devri elde edilir.  

Buradan 136d =  diskriminantının sınıf sayısı (136) 4h =  bulunur.  
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Önerme 2.3.16. ( )2

r s
S SL

t u

� �
= ∈� �
� �

�  matrisi için ' |SQ Q=  olacak �ekilde Q  ve 

'Q  formları Zagier indirgenmi� iki form olsun. Bu durumda ...a b hS S S S=

indirgenmi� matrislerin çarpımıdır ve 1 2 1| ,  | ,...
a bS SQ Q Q Q= =  formlarının tümü 

Zagier indirgenmi�tir [12]. 

Teorem 2.3.17. Q  ve 'Q , d  diskriminantlı iki primitif Z −  indirgenmi� formlar 

olsun. Q  ve 'Q  nün denk olması için gerekli ve yeterli ko�ul aynı devire ait 

olmalarıdır. 

�spat: ( )2

r s
S SL

t u

� �
= ∈� �
� �

�  matrisi için ( ) ( ), ', ' ,' , |SB C A B CA =  oldu�unu 

varsayalım. Önerme 2.3.16’ a göre Q  ve 'Q  Zagier indirgenmi� formlar ise S

matrisi ...a b hS S S S=  olacak biçimde indirgenmi� matrislerin çarpımı olarak 

yazılabilir. Fakat indirgenmi� formlara , ,...,a b hS S S  uygulanarak Q  formu 'Q

formuna dönü�tü�ünden 'Q  formu ile Q  formu aynı devirdedir.  

2.4. Gauss �ndirgemesi   

( , , )Q A B C= , 0d >  sıfır diskriminantlı belirsiz bir  kuadratik form olsun. Q

tarafından temsil edilen en küçük tamsayı A  olsun. B ’ yi (mod 2 )A  da de�i�tirerek 

B ’ nin 2A  uzunlu�unda sabit bir aralıkta oldu�unu söyleyebiliriz.

[ , ]B d A d A∈ − +  aralı�ı seçilebilir. Bu seçim 2B d−  de�erini daha küçük 

yapar. 2d A B d− < <  Gauss �artından özellikle B d<  e�itsizli�i tercih edilir. 

Bu e�itsizlikleri sa�layan formlara yarı indirgenmi� form denir. A  minimal 

alındı�ından A C≤  olur. Böylece Q  formu  
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2

2

d A B d

d C B d

− < <

− < <
                                                                                              (2.5) 

       

�artlarını sa�lar.  

Tanım 2.4.1. (2.5) ile verilen özellikleri sa�layan formlara Gauss indirgenmi� ya da 

kısaca indirgenmi� form denir [12].  

Her indirgenmi� form yarı indirgenmi�tir ve her ( , , )Q A B C=  belirsiz formu için bir 

tane ' ( , ', ')Q A B C=  yarı indirgenmi� form vardır. Bir formun indirgenme �artlarının 

simetrisinden ( , , )A B C  formunun indirgenmi� olması için gerekli ve yeterli ko�ul 

( , , )C B A  formunun da indirgenmi� olmasıdır.  

Teorem 2.4.2.  2( , , ),  4  Q A B C d B AC= = − diskriminantlı primitif  belirsiz bir 

form olsun. 2( ,1)Q x Ax Bx C= + +  kuadratik denkleminin iki kökü 1 2 1 ve 'ξ ξ ξ=   

olsun. Bu durumda  a�a�ıdaki ifadeler birbirine denktir [12]. 

a) ( , , )A B C  indirgenmi�tir.                                                                                  

b) ( , , )C B A  indirgenmi�tir.                                                                 

c) 0 2B d A B d< − < < +  dir.                                                              

d) 0 2B d C B d< − < < +  dir.                                                             

e) 1 2 1 20,  1ξ ξ ξ ξ< < <  dir.                                                                        

f) 0,  AC B A C< > +  dir.                                                                          

Önerme 2.4.3. ( , , )Q A B C=  belirsiz formu indirgenmi� ise  

0,  0 ve 0 ,  ,  B AC A B C d> < < <
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dir [12]. 

Önerme 2.4.4. Her pozitif d  diskriminantı için ,   ve (mod 2) B B d B d< ≡

�artlarını sa�layan en büyük tamsayı olmak üzere 0Q  temel formu bir tek (1, , )B C

indirgenmi� formuna denktir [12]. 

Tanım 2.4.5. Bir d  diskriminantlı ( , , )Q A B C=  formu verilsin.   

2

1. ' ,

2. ' 0(mod 2 ') ve 2 ' ' ,

3. ( ') 4 ' ' .

A C

B B A d A B d

B A C d

=

+ ≡ − < <

− =

   

�artlarını sa�layan bir ( ) ' ( ', ', ')Q Q A B Cρ = =  formuna Q �formunun sa� kom�ulu�u 

denir.    

Bu �artlar sırasıyla ', '  ve 'A B C  katsayılarını belirler. Burada ,  ' 2  t B B Ct+ = olarak 

belirlenmek üzere 
0 1 0 1 1

1 1 0 0 1

t
S

t

−� � � � � �
= =� � � � � �− −� � � � � �

 için ( ) |SQ Qρ =  dir. 

Önerme 2.4.6. 1. Q  bir primitif belirsiz form ise ( )Qρ  formu yarı indirgenmi�tir.    

                         2. Q  indirgenmi� ise ( )Qρ  formu da indirgenmi�tir [12]. 

Örnek 2.4.7. 21d =  diskriminantlı Gauss indirgenmi� formların devirlerini ve sınıf 

sayısını bulalım.  

Önerme 2.4.3’ e göre 0,  0 ve 0 , , 21B AC A B C> < < <  olup 21d =  tek 

oldu�undan 1,3B =  olur. 
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1B =  de�eri için 2 4d B AC= −  oldu�undan 5AC =  olur. 

0 ve 0 , 21AC A C< < <  oldu�undan ( 1,1,5),  (1,1, 5),  (5,1, 1) ve ( 5,1,1)− − − −

formları bulunur. Ancak bu formların hiçbiri Gauss indirgenmi� form de�ildir. 

3B =  de�eri için 2 4 3d B AC AC= − � =  olur. Buradan da (1, 3, 3), ( 1,3,3)− − ,

(3, 3, 1) ve ( 3, 3,1)− −  formlarını elde ederiz. Bu formlar Gauss indirgenmi�

formlardır. �imdi bu formların sa� kom�uluklarını bulalım. 

(1, 3, 3)−  formunun sa� kom�uluklarını bulalım. Önerme 2.4.4’ e göre ' 3A = −  olur. 

3 ' 0(mod 6) ve 21 6 ' 21B B+ ≡ − < <  oldu�undan ' 3B =  bulunur. Diskriminant 

tanımından ' 1C =  elde edilir. (1, 3, 3)−  formunun sa� kom�ulu�unun ( 3,3,1)−

oldu�u görülür. Benzer �ekilde devam edilirse ( 3,3,1)−  formunun sa� kom�ulu�unun  

(1, 3, 3)−  oldu�u bulunur. Buradan (1, 3, 3)− , ( 3,3,1)−  devri elde edilir. 

( 1,3,3)−  formunun sa� kom�uluklarını bulalım. ' 3A = , 3 ' 0(mod 6)B+ ≡  ve 

21 6 ' 21B− < <  oldu�undan ' 3B =  olur. Diskriminanttan ' 1C = −  oldu�u 

görülür. Bu durumda ( 1,3,3)−  formunun sa� kom�ulu�u (3,3, 1)−  olarak bulunur. 

Benzer �ekilde (3,3, 1)−  formunun sa� kom�ulu�u ( 1,3,3)−  formudur. Buradan 

( 1,3,3)− , (3,3, 1)−  devri elde edilir.  

Böylece 21d =  diskriminantlı kuadratik formunun sınıf sayısı (21) 2h =  olur.   



BÖLÜM 3. BEL�RS�Z KUADRAT�K FORMLARLA 
TAMSAYILARIN TEMS�L�  

�

Tanım 3.1. � tamkare olmayan pozitif bir tamsayı ve 0N ≠  tamsayı olmak üzere  

�

2 2
x dy N− =

  

Pell denklemi çözülebilir olsun. 2 2
x dy N− =  denkleminin herhangi iki çözümü 

u v d+  ve ' 'u v d+  olsun. E�er 2 2 1x dy− =  Pell denkleminin 

' ' ( )( )u v d u v d x y d+ = + +  e�itli�ini sa�layan bir x y d+ � çözümü varsa 

u v d+  ve ' 'u v d+  aynı sınıftadır denir. Aynı sınıftaki tüm çözümlerin 

olu�turdu�u kümeye ise çözüm sınıfı denir. 

  

Ayrıca ' ' ( )( )u v d u v d x y d+ = + +  e�itli�inden elde edilen ' 'u v d+  çözümü 

ile u v d+  çözümüne ilgilidir denir. 2 2
x dy N− =  denkleminin bir çözüm 

sınıfındaki çözümlerin hepsi birbiriyle ilgilidir [1,13]. 

Teorem 3.2. d tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun. E�er 

2 2
x dy N− =

Pell denkleminin bir K  sınıfının temel çözümü u v d+  ve  

2 2 1x dy− =

Pell denkleminin temel çözümü 1 1x y d+  ise 
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1

1

0
2( 1)

y
v N

x
≤ ≤

+
                                                                                           (3.1)

ve 

1

1
0 ( 1)

2
u x N< ≤ +                                                                                               (3.2)

e�itsizlikleri sa�lanır. 

Teorem 3.3. d tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun. E�er 

2 2
x dy N− = −

Pell denkleminin bir K  sınıfının temel çözümü u v d+  ve  

2 2 1x dy− =

Pell denkleminin temel çözümü 1 1x y d+  ise 

  

1

1

0
2( 1)

y
v N

x
< ≤

−
                                                                                            (3.3)

ve 

1

1
0 ( 1)

2
u x N≤ ≤ −                                                                                               (3.4)

e�itsizlikleri sa�lanır. 
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Önerme 3.4. 2 2 1x dy− =  denkleminin temel çözümü 1 1( , )x y  olsun. Her n∈�  için  

2
2 2

1 12
0

( )

n

n
k n k k

n
k

k

dA x y

� �
� �

 �

−

=

� �
� �
� �

=�                                                                                  (3.5)

ve 

1
2

1 2 2 1
1 12 1

0

( )

n

n
k n k k

n
k

k

dB x y

� �
� �

 �

−

− − +

+
=

� �
� �
� �

= �                                                                           (3.6)

olmak üzere, 1 1( )n n nx y d A B d+ = +  dir [8]. 

�spat: �spat tümevarım yoluyla rahatlıkla gösterilebilir. 

Teorem 3.5. d  tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olmak üzere, 2 2
x dy N− =

denkleminin bir K  sınıfının temel çözümü x y d+  olsun. 2 2 1x dy− =

denkleminin  temel çözümü de 1 1x y d+  olsun. Bu durumda 2 2
x dy N− =

denkleminin K  sınıfın bütün tamsayı çözümleri n∈�  olmak üzere 

1 1( )( )nx y d x y d+ +  biçimindedir [8].  

Teorem 3.6. ( , , )Q A B C=  belirsiz kuadratik formu tarafından temsil edilen m

tamsayısı için 2 2Au Buv Cv m+ + = �artını sa�layan ( , )u v  ikilileri 

( ) ( )
( , ) ( , )

2
n n

n n

x By A xB yd B
u v xB yA

A

− − −
= +

formülü ile verilir. 
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�spat: ( , )Q u v , m  tamsayısının 2 2Au Buv Cv m+ + =  olacak biçimde bir temsili 

olsun. 2 2Au Buv Cv m+ + =  formunun her iki tarafı 4A ile çarpılırsa  

2 24 (2 )Am Au Bv dv= + −

elde edilir. 2 ,   ve 4x Au Bv y v N Am= + = =  alınırsa 2 4 0d B AC= − >  oldu�undan 

2 2
x dy N− =  Pell denklemi elde edilir. Bu durumda d ’ nin sürekli kesir açılımı 

kullanılırsa 2 2 1x dy− =  denkleminin temel çözümü belirlenebilir. 2 2 1x dy− =   

denkleminin temel çözümü 1 1( , )x y  olsun. 2 2
x dy N− =  Pell denkleminin bir K

sınıfının temel çözümü de x y d+  olsun. Teorem 3.5’ ten 2 2
x dy N− =  Pell 

denkleminin genel çözümü 1 1( )( )nn nx y d x y d x y d+ = + +  olur. Önerme 3.4’ 

ten 
nA  ve 

nB  sırasıyla (3.5)  ve (3.6)  e�itliklerinde verildi�i gibi 

1 1( )n n nx y d A B d+ = +  bulunur. Buradan da  ve n n n n n nx xA ydB y xB yA= + = +

oldu�u görülür. Dolayısıyla  

  

( ) ( )
( , ) ( , )

2
n n

n n

x By A xB yd B
u v xB yA

A

− − −
= +

 elde edilir. 

Örnek 3.7. (1, 5,1)Q = −  belirsiz kuadratik formu 3−  tamsayısını temsil etsin. 

Buradan ( , )Q u v , 2 25 3u uv v− + = −  olacak biçimde 3−  tamsayısının bir temsili 

olsun. 2 25 3u uv v− + = −  kuadratik formunun her iki tarafı 4  ile çarpılırsa  

2 24 20 4 12u uv v− + = −  kuadratik formu elde edilir. Buradan da 

2 2(2 5 ) 21 12u v v− − = −  denklemi bulunur. 2 5  ve x u v y v= − =  alınırsa  

2 221 12u v− = −  Pell denklemi elde edilir. 2 221 12u v− = −  Pell denkleminin genel 

çözümlerini bulmak için öncelikle 2 221 1u v− =  denkleminin temel çözümü 

bulunmalıdır. 21  in sürekli kesir açılımı yapılırsa  



49 

�

� �

0

1

0 0

21,

1 1 21 4
,

521 4

a

a
a a

=

+
= = =

− −

� �

� �

2

1 1

3

2 2

1 1 5 21 1
,

421 4 21 1
1

5

1 1 4 21 3
,

421 1 21 3
1

4

a
a a

a
a a

+
= = = =

− + −
−

+
= = = =

− + −
−

� �
4

3 3

1 1 4 21 1
,

521 3 21 1
1

4

a
a a

+
= = = =

− + −
−

� �

� �

5

4 4

6 1

5 5

1 1 5
21 4,

21 1 21 4
1

5
1 1 1

21 4 8 21 4

a
a a

a a
a a

= = = = +
− + −

−

= = = =
− + − −

olup 21 4,1,1,2,1,1,8� 	= 
 �  bulunur. Buradan 2 2 1x dy− =  denkleminin temel 

çözümü Teorem 1.1.5’ ten 5 5( , )p q  olur. 

5

5

1 55
4

1 121
1

1
1

2
1

1
1

p

q
= + =

+
+

+
+

olup temel çözüm 55 12 21+  dir. Teorem 3.3’ den 
12

0 21
2(55 1)

v< ≤
−

, 

1
0 (55 1)21

2
u≤ ≤ −  dir. Böylece, 1,2,3,4 ve 0,1,...,17,18v u= =  elde ederiz. 

Buradan da 2 221 12x y− = −  Pell denkleminin dört çözüm sınıfı oldu�unu görürüz. 
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Bu sınıfların temel çözümleri 3 21,  3 21,  18 4 21+ − + +  ve 18 4 21− +  dir. 

Teorem 3.5’ ten denklemin dört sınıfının bütün çözümleri de 

(3 21)(55 12 21) ,  ( 3 21)(55 12 21) ,  (18 4 21)(55 12 21)  ve 

( 18 4 21)(55 12 21)   

n n n

n

+ + − + + + +

− + +

   

dir. Önerme 3.4’ ten 

2
2 2

2
0

55 1221( )

n

n
k n k k

n
k

k

A

� �
� �

 �

−

=

� �
� �
� �

=�

Ve 

  

1
2

1 2 2 1

2 1
0

55 1221( )

n

n
k n k k

n
k

k

B

� �
� �

 �

−

− − +

+
=

� �
� �
� �

= �

olmak üzere (55 12 21) 21n

n nA B+ = +  oldu�u kolayca görülür. Bu dört sınıfın 

bütün çözümleri de 

(3 21)( 21) (3 21 ) 21( 3 ),

( 3 21)( 21) ( 3 21 ) 21( 3 ),

(18 4 21)( 21) (18 84 ) 21(4 18 )

ve

( 18 4 21)( 21) ( 18 84 ) 21(4 3 )

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n

A B A B A B

A B A B A B

A B A B A B

A B A B A B

+ + = + + +

− + + = − + + −

+ + = + + +

− + + = − + + −

dir. Böylece 2 5  ve x u v y v= − =  aldı�ımızdan ( , )u v  tamsayı ikilileri de 
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(4 18 , 3 ),  ( 3 , 3 ),  (19 87 ,4 18 )n n n n n n n n n n n nA B A B A B A B A B A B+ + + − + +  ve

( 3 ,4 3 )n n n nA B A B− −

olur. 



BÖLÜM 4. SONUÇ VE ÖNER�LER 

  

Bu tezde ilk olarak kuadratik formlar ve Pell denklemleri hakkında temel tanım ve 

teoremler verildi. Daha sonra tezin 2. Bölümünde ikili kuadratik formların indirgeme 

çe�itlerinden bahsedildi. Ayrıca bu bölümde ( ) 2 2, 2 2Q x y x xy y= + + � formunun 

( ) ( )
2 2,Q x y x y x= + + � �eklinde yazılabilece�i de gösterilmi�tir. Langrange bu gibi 

formlardan yola çıkarak her formun ba�ka bir forma dönü�ebilece�ini ke�fetmi�tir. 

Biz de bu bölümde ilk olarak Langrange indirgemesinden, daha sonra Zagier ve 

Gauss indirgemelerinden bahsettik. Bu indirgemelerden yaralanarak bir kuadratik 

formun kom�uluklarını elde ettik.  

Bu tezde yapılan incelemeler sonucunda kuadratik formların kar�ılık geldi�i eliptik 

e�riler incelenebilir. Ayrıca kom�uluklarda elde edilen kuadratik formların kar�ılık 

geldi�i eliptik e�riler de ara�tırılabilir. Bu konuyla ilgili [18,19,20] numaralı 

kaynaklara bakılabilir.         

Ayrıca [8] de Andresscu, Andrica ve Cucurezonu 2 25 3u uv v− + = −  denkleminin tüm 

pozitif tamsayı çözümlerini Fermat’ ın sonsuz azalan yöntemini kullanarak 

bulmu�lardır. Tezin 3. Bölümünde 3−  tamsayısını temsil eden (1, 5,1)Q = −  belirsiz 

kuadratik formu ele alınarak ( , ) 3Q u v = − �artını sa�layan tüm ( , )u v  tamsayı çiftleri 

ara�tırıldı. Daha sonra m  tamsayısını temsil eden en genel ( , , )Q A B C=  belirsiz 

formunu sa�layan tüm ( , )u v  tamsayı çiftlerini belirleme problemi ele alınıp, Pell 

denklemleri ve çözüm sınıfları kullanılarak tüm çözümler elde edilmi�tir.  

Bu tezden hareketle m  tamsayısını temsil eden ve ,  ,  A B C  katsayıları 

genelle�tirilmi� Fibonacci ve Lucas sayıları olan ( , , )Q A B C=  belirsiz kuadratik 
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formu için ( , )Q x y m= �artını sa�layan tüm ( , )x y  tamsayı çiftlerinin belirlenmesi 

problemleri üzerinde durulabilir.    
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