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TESEKKUR

Yiiksek lisans egitimimden itibaren danigmanhigimi iistlenen, her zaman yakin ilgi ve
alaka gosteren, her tiirlii problemime fikirleriyle yardimci olan degerli hocam Sayin
Yrd. Dog. Dr. Selma ALTUNDAG a; tiim igtenligiyle hi¢ bir yardimi esirgemeyen
degerli hocamlarim Sayin Yrd. Dog. Dr. Hiiseyin ALTUNDAG’a ve Yrd. Dog. Dr.
Mahpeyker OZTURK e tesekkiir etmeyi bir borg bilirim. Ayrica hayatun boyunca
tarifi imkansiz yardimlari olan aileme ve her zaman yanimda olup desteklerini

esirgemeyen Hasan TOK ve Hiilya ERCAN’a tesekkiir ederim.
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OZET

Anahtar kelimeler: Spektrum, Bir Operatoriin Ince Spektrumu, Bir Operatériin Nokta
Spektrumu, Bir Operatoriin Stirekli Spektrumu, Bir Operatoriin Artik Spektrumu, /, ve /
Dizi Uzaylar1

Bu ¢alisma yedi bélimden olusmaktadir. Ilk dort boliim ve altinci bdlim literatiir
taramasidir. Besinci boliim ve yedinci bolim 6zglin kisimlardir.

Birinci  béliimde, spektrumun matematikteki 6neminden ve hangi operatorlerde
incelendiginden bahsedildi.

Ikinci bsliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler verildi.

Ugiincii boliimde, asli kosegeninde (uk) dizisinin ve ona paralel ikinci kdsegende (vk)
dizisinin terimlerini ihtiva eden A alt liggensel matrisinin /, uzayindaki spektrumu ve
ince spektrumu verildi.

2,

uvw

Dordiincti boliimde, ikinci mertebeden genellestirilmis ileri fark operatéri A nin /,

uzayindaki spektrumu, ince spektrumu, kendisinin ve adjoint operatdriiniin nokta spektrumu
hesaplandi.

2

uvw

Besinci boliimde, A = operatdriiniin transpozesi olan (AZ )’ genellestirilmis st ticgensel

uvw

ticlti bant matrisi tanimlanarak /; uzayindaki spektrumu ve ince spektrumu incelendi.

Altinci bolimde, », s kompleks parametre ve §# 0 olmak iizere genellestirilmis fark
operatori B(r,s) nin ¥ uzayindaki spektrumu verildi.

Son bolimde, alt tiggensel ikili bant matrisi B (r,s) nin daha genel hali olan B (r,s,t)

operatoriiniin yakinsak seri teskil eden y dizi uzay1 tizerindeki spektrumu incelendi.
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FINE SPECTRUM OF THE GENERALIZED DIFFERENCE
OPERATOR OVER THE SOME SEQUENCE SPACES

SUMMARY

Key Words: Spektrum, Fine Spectrum of an Operator, Point Spectrum of an Operator,
Continuous Spectrum of an Operator, Residual Spectrum of an Operator, /, and [

Sequence Space.

This study contains seven chapters. The first four chapter and sixth chapter are
literature review. Fifth chapter and seventh chapter are original parts.

In the first chapter, spectrum that studying on which operators was mentioned and it
was mentioned importance of spectrum in mathematics.

In the second chapter, some basic definitions and theorems which are used in the
following chapters were given.

which

contain term of (u,) and (v,) were given on the sequence space /; such that, ()

In the third chapter, fine spectrum and spectrum of triangular matrice A

uv

is in the principal diagonal and (vk) is in the second dioganal parallel to ( u k) .

In the fourth chapter, spectrum, fine spectrum of generalized second order forward
difference operator A’ , own point spectrum and point spectrum of it’s adjoint

operator on sequence space /, were given.

In the fifth chapter, generalized upper triangular triple-band matrices (A’ )’ which is

uvw

2
transpoze of A, S

was denoted. The spectrum and fine spectrum of (A2 )t over the

sequence space /, were given.

In the sixth chapter, fine spectrum of generalized difference operator B(r,s) where

r, s are complex parameters and s# 0 on the sequence space ¥ were given.

Last chapter, spectrum of operator B(r,s,t) which is more generalize than B(r,s)

that is triangular double-band matrix over the class of convergent series y were
given.
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BOLUM 1. GIRIS

Spektrum kavrami, Hilbert uzaymda siirekli lineer doniisiimiin spektrumu
kavraminin kompleks Banach cebirine genislemesidir. Spektrum kavrami
toplanabilme teorisinde Snemli bir yer tutar. Spektrum kavraminin toplanabilme
teorisindeki en 6nemli uygulamasi, tamamen analitik yontemlerle incelenmis olan
Mercerian Teoremlerinin analitik yontemlerle kisa ve anlagilir bigimde elde

edilmesine imkan saglamasidir.

Lineer operatorler i¢in spektral teori, fonksiyonel analizin ve operatdr teorisinin en
o6nemli konularindan biridir. Aslinda bir lineer operator ile ilgili pek ¢ok bilgi
spektrumda saklidir. Bu ylizden spektrumu bilmek operatorlerin 6zelliklerinin genis

bir boliimiinii bilmektir.

Fizigin, mekanigin ve matematiksel fizigin pek ¢ok problemi operatdrlerin spektral
teorisiyle yakindan ilgilidir. Uygulamalar agisindan fark operatorlerin spektral

teorisini incelemek 6nem tasimaktadir.

Normlu uzaylarda lineer operatorlerin spektral teorisi, modern fonksiyonel analizin
ana dallarindan birisi olup, ters operatorlerle bunlarin genel 6zelliklerine ve esas
operatdrlerle olan bagntilarina iligkindir. Bu ¢alismanin devaminda da gérecegimiz
tizere operatorlerin spektral teorisi operatorlerin  kendilerini anlayabilmemiz

acisindan 6nemlidir.

Bazi dizi uzaylarinda, iiggensel matris olarak tanimlanan bazi lineer operatdrlerin

spektrumu ve ince spektrumlari c¢alisildi. Bu c¢alismalardan biri, Gonzalez [1]

tarafindan ¢aligilan /, (1 <p <oo) uzayindaki Cesaro operatdriiniin spektrumudur.

Reade [2] ise Cesaro operatdriinii ¢, uzayinda incelemistir. A fark operatdriiniin



ince spektrumu Altay ve Basar [3] tarafindan ¢, ve ¢ uzaylarinda incelenmistir.
Ayni yazarlar [4] genellestirilmis fark operatrii B(r,s) yi ¢, ve ¢ uzaylarinda
incelemislerdir. A operatdriiniin /, ve bv iizerindeki ince spektrumu Kayaduman ve
Furkan [5] tarafindan incelendi. Daha sonra B (r, s) operatorii /, ve bv uzaymndaki
ince spektrumu Furkan ve ¢alisma grubu [6] tarafindan incelendi. Son zamanlarda
Furkan ve arkadaslari [7] B (r,s,t) operatdriiniin ¢, ve c¢ uzaylarindaki ince
spekturumunu ¢alismislardir. Daha sonra B(r,s) operatOriiniin transpozesi olan
U (r,s) operatdriiniin ¢, ve ¢ uzaylarinda ince spektrumu Karakaya ve Altun [8]
tarafindan incelendi.  Sirvastava ve Kumar [9] A, genellestirilmis fark
operatdriiniin ince spektrumunu /, uzayinda inceledi. Yine bu operatdriin transpozesi
olan A" operatoriiniin ince spektrumu J uzaymnda Fathi ve Lashkaripour [10]
tarafindan ¢aligildi Bu caligmalarin devaminda Panigrahi ve Srivastava [11] A2

genellestirilmis fark operatSriiniin ince spektrumu ve spektrumu /, uzayinda, Dutta

ve Tripathy [12] B(r,s) operatdriiniin spektrumunu ¥ uzayinda calisti.

Yukaridaki c¢aligmalart temel alarak bu ¢aligmada (Ai M)t operatoriiniin /|

uzaymdaki spektrumu ve B (r,s,t) operatdriiniin y uzaymdaki spektrumu {izerinde

calisildi.



BOLUM 2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bdliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1. (Lineer (Vektor) Uzay)

X bos olmayan bir kiime, K(R veya (C) bir cisim olsun.

+:XxX—>X KxX—>X
(x,y)—>x+y (l,x)—)lx

ikili islemleri VA, z e K ve Vx,y,ze X i¢in

l. x+y=y+x

2. x+(y+z)=(x+y)+z

3. x+0=60+x=x olacak sekilde 8 € X vardur.

4. x+(-x)=(-x)+x=0 olacak sekilde —x e X vardur.
5. l-x=x (&K birim eleman)

6. A(x+y)=Ax+Ay

7. (/1+,u)x:/1x+,ux

8. (Au)x=2(ux)

sartlarini sagliyorsa (X, +,-) tigliisiine , K tizerinde bir lineer uzay (vektor uzay1)

denir [19].




Tanim 2.2. (Metrik Uzay)
X # olsun. d: Xx X — R fonksiyonu, Vx,y,ze X igin

1. d(x,y)=0<:>x:y ve d(x,y)ZO,
2, a’(x,y)zd(y,x),

3. d(x,y)Sd(x,z)er(Z,y),

sartlarini sagliyorsa o ye X de metrik fonksiyonu ve (X ,d ) ye de metrik uzay denir

[13].

Tanim 2.3. (Normlu Uzay)

X, K cismi iizerinde tanimlanmis bir vektor uzay olsun.

I]:x—>R

x =]
doniisimii Vx,y € X ve Va € K i¢in

NL|x=0 < x=6
N2. x| =of |

N3 x4y <[ +]s]

artlarini sagliyorsa X iizerinde norm admu alir ve (X, ikilisine normlu vektdr
$ glry

uzay1 denir [20].

Tanim 2.4. (Cauchy Dizisi)

X= (X ,d ) bir metrik uzay ve (xn) , X uzayinda bir dizi olsun. Ve >0 igin m,n> n,

oldugunda d (xm,x,,)<5 olacak gekilde bir 7, =n, (8) sayisi varsa (x") dizisine

Cauchy dizisi denir [20].




Tanmm 2.5. (Tamlik)
(X ,d ) metrik uzayinda tanimli her Cauchy dizisi, uzayin bir noktasina yakinsak ise

bu uzaya bir tam uzay denir [19].

Tanim 2.6. (Banach Uzay)
Bir normlu lineer uzayda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya Banach uzay: denir

[19].

Tanim 2.7. (Lineer Operator)
X ve Y bir K cismi iizerinde tanimli normlu uzaylar olsun. 7: X —Y fonksiyonu,

Vx,,x, € X ve VA, e K igin
T(iler,uxz):/lT(xl)Jr,uT(,g)

sartlarin1 sagliyorsa lineer éperat('jr adint alir. X den Y ye biitiin lineer operatérlerin
kiimesi L(X "4 ) ile gosterilir. Deger kiimesi R reel sayilar veya C kompleks sayilar

olan operatorlere fonksiyonel denir.

Tanim 2.8.

T: X —Y lineer operatorii verilsin.
Cek(T):{xeD(T):szﬁ}

kiimesine 7" operatdriiniin ¢ekirdegi denir [21].

Tanim 2.9.
D(T) uzayindaki farkli elemanlari R(T ) uzaymndaki farkli elemanlara tagiyan 7

doniisiimiine birebir doniisiim denir.

Teorem 2.10. 7 lineer operatoriiniin birebir olmasi i¢in gerek ve yeter sart



CekT:{H} olmasidir.

Tanim 2.11. (Smirl Lineer Operator)

X ve Y ayni bir K cismi iizerinde normlu iki uzay ve 7': X —Y lineer doniisiim
olsun. Eger Vxe X i¢in HTx“SM”x” olacak sekilde bir M >0 sayisi varsa 7" ye X
den Y ye siurh lineer doniisiim denir. X den Y ye tanimli biitiin sinirli lineer
dontigtimlerin sinifi B(X,Y) ile gosterilir. Eger X =Y ise B(X) ile gosterilir.
Vxe X i¢in ”Tx“SM ”r“ esitsizligindeki M sayilarinin en biiyiik alt sinirna 7 nin

normu denir. Bu norm

ile tanimlanir [21].

Tanim 2.12. (Siirekli Dual)

X bir K cismi lizerinde taniml1 bir normlu uzay olsun. X {izerinde tanimli biitiin
sinirlt lineer fonksiyonellerden olusan B (X , K ) uzayima X uzayinin stirekli duali

denir ve X" ile gdsterilir [13].

Tamm 2.13. (Adjoint Operator)

X bir K cismi iizerinde normlu uzay ve X', X uzaymnmn siirekli dualini gstermek

lizere yani X = B(X, K) olmak iizere, her xe X veher fe X i¢in

X' X', (T'f)x=f(T(x))
bi¢iminde tanimlanan T operatdriine 7' operatdriiniin adjointi denir [21].

Teorem 2.14. T operatSriiniin yogun bir goriintiiye sahip olmasi i¢in gerek ve yeter

sart T" operatdriiniin birebir olmasidir [14].



Teorem 2.15. T operatdriiniin drten olmasi i¢in gerek ve yeter sart 7" operatdriiniin

sinirlt bir terse sahip olmasidir [14].

Tanim 2.16. (Dizi Uzay1)

w  biitin dizilerin kiimesi olsun. w  kiimesi, ((xk),(yk))%(xﬁryk) ve

(ﬂ,,(xk)) — Ax, ikili islemleri ile K {izerinde bir vektor uzayidir. w nin herhangi bir

alt vektor uzayina dizi uzayi denir.

gs {x =(x, ) € w:lim x, meveut }
k

@, :{x:(xk)ew:li/{nxk :0}

Il

l, {x:(xk)ew:sup|xk|<oo}
k

lp:{x:(xk)ew12|xk|p<oo,1$p<oo}
k

bvé, z{xz(xk)ew:zk]xk—xHV <oo,lSp<oo}

uzaylari birer dizi uzaylaridir.

Tanim 2.17. (Matris Doniisiimii)

A ve p iki dizi uzay1 ve A= (a,,k) reel veya kompleks terimli bir sonsuz matris

olsun. VneN ig¢in (Ax)n ZZankxk yakinsak ise Ax:((Ax)n) dizisine x dizisinin

k=0

A matrisi ile elde edilen doniisiim dizisi denir.

Eger Vxe A igin Ax doniisiim dizisi mevecut ve £ uzayma ait ise 4 matrisi A

uzayindan £ dizi uzayina bir matris doniigiimii tanimlar denir.

(ﬂ,,u) ile A:A— p olan biitiin A matrislerinin kiimesini, (/1, ,u;p) ile de limiti ya

da toplami koruyan A: 4 — u seklindeki biitiin 4 matrislerinin kiimesi gosterilir.



Ozel olarak Ae(c,c) ise A matrisine konservatif matris ve Ae(c,c;p) ise A

matrisine regiiler matris denir.

Teorem 2.18. A= (ank) matrisinin / uzaymndan yine bu uzaya tanimli sinirli lineer

bir 7'eB (ll) déntisiimiine kargilik gelmesi igin gerek ve yeter sart A4 matrisinin

biitiin slitunlarmnin /, uzayinda ve onlarmn /; normlarnin smurl olmasidir [15].

I’ doniisiimiiniin normu, siitunlarim /, normlarinin supremumudur.

Teorem 2.19. X normlu uzay ve TEB(X) olsun. Bu durumda 7° eB(X*) ve

I7)|= 7" dir [14].

Tanim 2.20. 7 : X — X bir lineer doniisiim olsun. Eger, 7x = azx olacak sekilde X

de bir x # 6 elemani varsa a kompleks sayisina 7" nin 6zdegeri ve x€ X elemanina

da bir 6zvektdr denir.

Tanim 2.21. X # 6 kompleks normlu uzay 7': D(T) - X (D(T) e X) lineer bir

operatér ve aeC olsun. T,=T—al seklinde tammlanr ve 7, =(T —al)—l

operatdriine 7" operatdriiniin resolvent (¢dziicii) operatdrii denir [3].

Tamim 2.22. X # @ kompleks normlu uzay ve 7': D(T ) — X bir lineer doniisiim ve

I da X iizerinde birim doniisiim olsun. Eger,

(R1) (T-al )_1 mevcut,
(R2) (T—oz])_1 sinurly,

(R3) (T-al )_1 X >de yogun bir kiimede tanimli



sartlar1 saglaniyorsa o kompleks sayisina 7" operatoriiniin regiiler degeri ve biitiin

bu regiiler degerlerin olusturdugu p(T ) kiimesine resolvent kiimesi denir [3].

Tanim 2.23. X = & kompleks normlu uzay 7': D(T) —>X (D(T) c X) lineer bir

operatdr olsun. O'(T ) =C\ p(T) kiimesine 7" operatdriiniin spektrumu denir [3].

Spektrum, nokta spektrum, artik spektrum ve siirekli spektrum olmak tizere ii¢ kiimeye

ayrilir.

Tanimm 2.24. X = 0 kompleks normlu uzay 7 : D(T) —->X (D(T) CX) lineer bir

operatdr olmak lizere;
o, = {a e C:T." mevcut degﬂ}

kiimesine nokta spektrumu denir ve bu kiimenin elemanlar1 6z degerlerden olusur[22].

Tanim 2.25. X # 6 kompleks normlu uzay T:D(T) - X (D(T) - X) lineer bir

operatdr olmak tizere;
o.(T)= {a e C:T;" meveut ve siireksiz, R(T—al) = X}
kiimesine stirekli spektrum denir[22].

Tanmim 2.26. X =6 kompleks normlu uzay 7': D(T) —>X (D(T) C X) lineer bir

operatdr olmak lizere;
o;(T):{ae(C:Ta‘1 mevcut, R(T—al)iX}

kiimesine artik (residual) spektrum denir [22].
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Tanmmlara gore ,O(T),O' (T),UC(T),O”,_(T) kiimeleri ayrik kimelerdir ve

p

birlesimleri tiim kompleks diizlemi olusturur. O halde,

C=p(T)uo,(T)vo, (T)uo,(T) 2.1)
dir. Diger bir sekilde ifade edilecek olursa,

o(T)=0,(T)uo,(T)uo,(T) 2.2)
dir.

Teorem 2.27. o, (T, X)c o, (T".X")c0,(T.X)Uo, (T, X) dir [14].

Simdi, Appell [16] da belirtilen approximate nokta spektrumu, defect spektrumu,

compression spektrumu ile ilgili bilgiler verilecektir.

X Banach uzayinda 7 sinirli lineer bir operatdr olsun. Eger, ||xk||:1 ve

“Txk” — 0, (k — 00) ise (xk) e X, T operatorii igin bir Wely dizisi olarak adlandirilir.
0, (T, X)={aeC:al-T igin bir Wely dizisi mevcut} (23)
kiimesi 7" operatdriiniin yaklagik (approximate) nokta spektrumudur.

05 (T, X)={ae C: I —T Grten degildir} (24)
kiimesi 7" operatdriiniin hatali (defect) spektrumu olarak adlandirilir.

UCO(T,X)::{ae(C:R(aI—T);tX}
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olarak tanimlanan kiime 7" operatdriniin sikistirma (compression) spektrumu olarak

adlandirilir.

(2.3) ve (2.4) den dolays,
o(1.X)=0,(T.X)vo,(T.X)

dir [16]. Stkistirma spektrumu,
o(T,X)=0,(T,.X)vo,(T,X)

verir [16].

Asagidaki kapsamalar

o,(T.X)c o, (T.X) ve o, (T, X)c 0, (T, X)
meveuttur [16]. Dahast, (2.2) deki ifadeyle kiyaslandiginda

o, (I,X)=0,(T,X)\c,(T,X)

o, (T.X)=c(T.X)\[0,(T.X)Uo,, (T, X)]
dir [16].

Onerme 2.28. T € B (X ) operatdriiniin spektrumu ve alt spektrumlari ve 7° € B (X *)

arasindaki iliski agsagidaki gibidir:

a) o(I",.X")=c(T.X)

b) o (r".X")co, (T.X)




9 o(l.X)=0,(T".X")uo, (I.X)=0,(T".X" )0, (T.X)

dir [16].

Tanim 2.29. (Ince Spektrum)
X bir Banach uzay1ve T € B(X) olsun. Bu takdirde R(T) ve 77" i¢in,

(A) R(T)= X,

(B) R(T)# X fakat R(T)=X,

(C) R(T)# X

ve

(1) 77" mevcut ve simnirli,

(2) T7' mevcut fakat sinirli degil,

(3) 77" mevcut degil,

durumlar1 vardir.

12

Yukaridaki bu olasiliklar birlestirilerek, 4, 4,,4,,B,, B,, B;,C,,C,,C; olmak iizere

dokuz farkli durum elde edilir. Ornegin; 7 e C, ise, R(T) # X ve T™' mevcut fakat

sinirlt degildir [14].

Ince spektrum igin asagidaki tablo verilebilir:



Tablo 2.1. Goldberg siniflandirmasi

(U
2
—~
)ﬂ
~
2

Lineer bir operatoriin spektrumunun alt boliimleri ile ilgili olan tablo asagidaki

gibidir [17].
Tablo 2.2 Spektrumun alt bolimleri
1 2 3
7;1 mevcut ve ]:;1 mevcut 7:;1 mevcut
smirh fakat sinirli degil
degil
A aep(T,X) aeo,(T,X)
R(T-al)=X aeco,, (T,X)
B aep(T,X) aeo;(T,X) aeaap(T,X)
m]-)':)( aEUC(T,X) aEGP(T,X)
aeaﬂp(T,X) aea(;(T,X)
c aeo,(T,X) aecoy(T,X) aco,(T.X)
- aco, (T,X aeo, (T,X aco (T,X
ey S X) (%) aeo, ()
aco,(I,X) aco,(T,X) aco;(l,X)
aeaw(T,X) aeam(T,X)

13



BOLUM 3. A,, GENELLESTIRILMIS FARK OPERATORUNUN
I, UZAYINDAKI INCE SPEKTRUMU

A,, genellestirilmis fark operatdriiniin I, uzayindaki ince spektrumu Srivastava ve

Kumar [9] tarafindan caligildi. Bu calismada A,, operatoriiniin [, uzayindaki

spektrumu, nokta spektrumu, artik spekturumu, siirekli spekturumu elde edildi. /,

uzayindaki A, operatorii, x= (x

n

Jel, ve x,=0 sartlan altinda

olarak tanimlanir.

©0
Auvx = (unxn + Vn—lxn—l )n:O

u:(uk) ve v:(vk)

i. u ya sabit dizi ya da terimleri farkli reel say1 dizisi, U = ]lcim By

—>0

ii. v terimleri sifir olmayan reel say1 dizisi, V' =limv, #0,

k—

iii. Vk e Ny igin |U -, | <[V

]

sartlarini saglayan iki dizi olsun.

A, operatdriiniin matris gosterimi,

u, 0 0

v ow 0

seklindedir.
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3.1. Auv Operatoriiniin /, Uzaymdaki Spektrumu ve Nokta Spektrumu

AI[V

Teorem 3.1.1. A, Ill == ll siirlt lineer operatdrdiir ve I o Sup(|ukl+|vk[) dir.
1> k

Ispat: Teorem 2.18 den ispat agik¢a goriiliir.

Teorem 3.1.2. o(A,,.1,) = {a eC:|U—-a|< |V|} dir.

Ispat: Ik 6nce, aeC igin |U—a’|>|V| iken o %U(Aw,ll) oldugu gosterilecektir.

Daha sonra, {a eC: |U — a| < |V‘} c O"(AW,II) oldugu gosterilecektir.

1.Kisim: aeC i¢in lU—a‘>|V| olsun. Buradan griiliir ki a=U ve VkeN; icin

-1

O # U, dir. Dolayisiyla (A, —a])_1 meveuttur. (A, —al) =(b,,) alnarak,

1

(uo —a) 0 0
—¥ 1 0
(b )= (uy —a)(u— ) (n-a)

VoV - 1

(uo—a)(ulfa)(ug—a) (ul—a).(luz—a) (uz‘—a)

bulunur.

Supz b,| < oldugunu gdstermek igin VkeN, icin Z
k

n=0 n=

bnk

serisinin yakinsak

oldugu gosterilmelidir. S, = Z

n=

bnk

olsun.
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= 1 | = VoV, ...V
S e b :l 071 n—1 C as wa
0 n§:0,| 110| iuo_a|+;:1 (uo—a)(ul—a)...(u”—a)| serisi yakinsaktir. Ciinkii,
.. - Buero| . B I_ . v ’ .
R P e = v R

bnk

Benzer sekilde her k=1,2,3,... igin S, = Z serisi yakinsaktir.

Simdi sup S, nin sonlu oldugu gosterilecektir.
k

v,
uk+1 -

£ =1lim

k—>o0

olsun. Dolayisiyla ,3—‘ d ‘ dir. 0<p<1 ve s ‘ L ‘
. o — . 0< B< e = e
¢ U-a v U=«

oldugunu gérmek kolaydir.

S, serisi agilirsa,

|+... (3.1)

elde edilir.

(3.1) in her iki tarafindan limit alinirsa,

bulunur.
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(Sk) pozitif terimli reel dizi ve lim S, <o oldugu i¢in sup S, <co dir. Bu yiizden

k—>o0 A
{a eC :|U—a| -y [V|} icin
(A, —ad) " eB(L) (.2)
dir.

Simdi, (Aw—al) operatdriiniin / uzaymda yogun bir goriintiiye sahip oldugu

gosterilecektir.
xel, olsun. (A, —od)* x =y esitliginden,

(uo —cx)xO +v,x,=0

2

(u, - a)x1 +vx, =0

denklem sistemi elde edilir. Buradan dax =6 bulunur. Dolayisiyla (Am,—a])*

birebirdir ve Teorem 2.14. den (Aw —af ) operatdrii yogun bir goriintiiye sahiptir.

Bu sartlar altinda

o(A,.L)c{aeC:|U-o <V} (3.3)
bulunur.

2. Kisim: Kabul edelim ki aeC igin |U—0£|S|Vl olsun. Dolayisiyla (Am,—od)_l

mevcuttur. Boylece (Rl) sart1 saglanmug olur.
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[Ik 6nce aeC igin IU—a| <IVI oldugu kabul edilerek (R2) sartinin saglanmadigi

gosterilir. Bu kabul altinda S, raksak olur. Bu yiizden supS, sl degildir.
k

Dolayisiyla {a eC:|U-al< [V|} igin (A, —0:1)~1 ¢ B(1,) dir.
aeC igin |U—a| = \Vl olsun.
(3.1) de esitligin her iki tarafindan limit alinirsa,

.

lim S, :I ; |+'(U—a)2|

k—oo |U__.a|

| ‘1
+ F...=

(U-a)|

olur. Bu da sup S, nin smirli olmadigini gdsterir. Bu yiizden {a eC :IU—a‘ = |V[} icin
k

(A, —al)" & B(l) dir.

uyv

Son olarak, a=U ve VkeN o i¢in & = U, sartlar1 incelenecektir.

Durum (i): (uk) sabit dizi olsun. Dolayisiyla Vke No icin U, = U dir. Buradan,

0

(A, —Ul)x=0 ise VoXo |_ g olup Vi€ Ny icin x, =0

VX

bulunur. Bu, (Am,—UI ) operatoriiniin birebir oldugunu gosterir. Fakat (A =UI )

uy

operatdrii J uzayinda yogun bir goriintilye sahip degildir. Yani (R3) sart1 saglanmaz.

Bu yiizden U € J(AWJI) dir.
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Durum (ii): Eger (uk) terimleri farklr reel sayr dizisi ise her & =1, icin S, serisi

iraksaktir ve bu yiizden supS, smirli degildir. Bu durumda & =1Uu; igin
k

(Am,—a[)_leB(ll) dir. Boylece (RZ) sarti saglanmaz. Yani VKkeN; icin

u, eo(A,,,l) dir.
(3.1) esitliginin her iki tarafindan tekrar limit alinirsa,
a=U ig¢in },Lnisk =60
elde edilir. Dolayisiyla ¢ =U igin (A,, —cz])_1 ¢ B(1,) dir. Yani U € O'(Aw,ll) dir.
O halde,
VkeN, icin u, €o(A,,,1) ve Uea(A,,,1)
dir. Bu yiizden,
{aeC:lU-o </} co(A,.L) (3.4)
elde edilir.
(3.3) ve (3.4) den
o(A,.h)= {a eC: |U—a| < |V|}
esitligi elde edilir. Ispat tamamlanr.

Teorem 3.1.3 0, (Aw=l1) = dir.

= S,
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Ispat: x:(xk)iﬁ ve x:(xk)el1 icin A, x=ax olsun. Bu esitlikten,

UyXy = X,

VoX, + X, = oxy

Vi Xpy HUpXy = OX,

denklem sistemi elde edilir. Bu teoremin ispati ikiye ayrilarak incelenecektir:

Durum 1: Kabul edelim ki (uk) sabit dizi olsun. VkENO icin 4, =U dir. x

x= (x,,,) dizisinin sifirdan farklr ilk terimi olsun.
v X, +Ux, =ax,

esitliginde «¢=U oldugu goriiliir ve bu yiizden, VX, + Ux,,, = ax,,, esitliginden x, =0

bulunur. Bu, x, # 0 olmasiyla ¢eligir. Dolayistyla

GP(AW,II):Q

dir.

Durum 2: (uk) terimleri farkli pozitif reel say1 dizisi olsun. V& >1 igin,
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V

Uy —

Xk

Eger & =1, ise lim >1 dir. Clinkii |U—u0|<|V| dir. Bu yiizden,

k—w

Xpo1

X, 20 icin x g7 dir.

Benzer sekilde, eger Vk>1 i¢in & =U, ise X, = 0,x,_,= 0,...% =0 ve Vux>k

icin

dir. Buradan,

V
u, —U

xn+1 > 1

lim =
k—o X

n

oldugu goriiliir. Dolayistyla x, # 0 i¢in x ¢/, dir.
Eger x, =0 ise Vk>1 igin x, =8 dir.

Bu yiizden,

o, (AW, 11) =

dir.

3.2. A,, Operatoriiniin 1, Uzaymndaki Artik Spektrumu ve Siirekli Spektrum

Bu boliimde A, operatriiniin /, uzayindaki artik spektrumu ve siirekli spektrumu
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hesaplamak igin ll* uzayindaki A,

uv

nin nokta spektrumunun sonuglarina ihtiyag

olacag i¢in ilk 6nce A;, operatdriiniin 11* uzayindaki nokta spektrumu incelenecektir.
Teorem 3.2.1. o, (A;,lf) = {a eC:[U-da|< |V|} dir.

Ispat: f=6 ve fel =1 igin A, f=af olsun. Burada,

u, v, 0 - Ts
o O Y
0 0 u ¥

dir. Buradan, Vk >1 i¢in

Vi1 Vi Vi2---Vo

1 :[%}f :[(a—um)(a—uk_z)~--(a—uo)}fo (3.5)

bulunur. Bu yiizden, Vk >1 i¢in

|fk|_|(a—uk1)(a—ukg2)...(a—u0)||f(,)|

- Ve1Ve—2 -~ Vg I
dir. Eger |U—a| < |V| , (a € (C) ise (3.5) esitliginden,

¥3

k-1

Iim

k—>o0

elde edilir. Bu yiizden f €/ ve sonug olarak f e/ dir.

Eger |U —al =|V| sart1 altindaki « € C igin,
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dir. Dolayisiyla oran testi basarisizdir. Bu durumda, f :( ﬂ) pozitif reel terimli

S

k-1

azalan bir dizi olarak aliriz ve lim

k—yon

=1 dir. Agik¢a f :(ﬂ) yakinsak bir dizidir

ve bu ylizden f el dir. Dolayisiyla,

U-a|<[V| = sup|f|<e (3.6)
k
dir.
Tersine, kabul edelim ki sup|f,| <o olsun.
k

14]= i(a —u (@ —u,). - (a—u, )I | /5| esitliginden, Vk>m igin

ViaViz -+ Vo

a—u,
v

dir ve burada m pozitif tam sayidir. Bu yiizden, lim <1 dir. Dolayisiyla,

k—o0

k-1

sup|fy| <0 = |[U—a|<|V] (3.7
k

dir. (3.6) ve (3.7) den f el olmastigin gerek ve yeter sart lim =1 ve ]U—a| < |V|
k—o0

S
i

kosullarini saglayan fo# 0 fF= ( fk) pozitif terimli azalan bir dizinin var olmasidir.

Bu ylizden

o, (A;,,Z:)z{aeC:|U—a| S|V|}
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dir.
Teorem 3.2.2. 0, (A,,.},) = {a eC:|U—-a|< |V|} dir.
Ispat: Bu teoremin ispat1 iki durumda incelenecektir.

Durum (i): Kabul edelim ki (uk) sabit dizi olsun. O halde, Vk € No icin 4, =U dur.
aeC icin [U-0|<|V| sarti altinda (A, —al )_1 mevcuttur. Fakat Teorem 3.2.1. den
dolayi !U~a| S|V| sartini saglayan aeC i¢in (A, —a'])* birebir degildir.

Dolayisiyla Teorem 2.14. den (A ~al ) operatdrii / uzayinda yogun bir goriintiiye

uv

7

sahip degildir. O halde, o, (A,,.],)={aeC:[U~-a|<[V]} dir.

Durum (ii): Kabul edelim ki (uk) terimleri farkli reel sayr dizisi olsun. a¢eC igin

|U —a| < |V| sart1 altinda (A, —al )_] mevcuttur.

Durum(i) deki gibi (Aw—(xl ) operatdrii ] uzaymda yogun bir gériintiiye sahip

olmadigint gormek kolaydir. Bu yiizden
0, (A,.0)={aeC:[U-al <[V}

dir.

Teorem 3.2.3. 0,(A,,,,) =9 dir.

Ispat: (2.2) deki esitlikten ispat agiktir.
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33. A, Operatoriiniin /, Uzaymndaki Ince Spektrumu

Teorem 2.3.1. Egercr , |U~05| > |V| sartini sagliyorsa (Aw ~0¢]) € 4 dir.

Ispat: a=U ve Vke No icin & # U, oldugundan (Aw~a]) tiggenseldir ve

dolayisiyla tersi mevcuttur.

Teorem 3.1.2 den dolay1 |U—a| >|V| sartini saglayan aeC igin (Am, —a])u1
operatdrii siirekli idi. Ayrica, (A, —al)x=y esiﬂigi‘ (A, —al)” y=x esitligini
verir. Bu yiizden, Vy €/, igin (Am, —a])x: ¥ olacak sekilde x e/, bulabiliriz. Ciinkii
(A, —aI) " eB(l) idi. O halde (A, —-al) operatorii rtendir ve bu yiizden
(A, —al)€ 4 dir.

uy

Teorem 3.3.2. (uk) sabit dizi olsun. O halde Vk e No icin U, = U dir. Bu durumda

UeCo(A,.1L) dir.

Ispat: o, (A,,.1)= {a eC:|U-d|< |V|} oldugu igin U €0, (Aw,ll) dir. Dolayisiyla

(Aw —-al ) operatdrii / de yogun bir goriintiiye sahiptir.

Verilen y € 11* icin (Aw -Ul )* x =y olacak sekilde X € ll* bulunmalidir.

(A, - U])* x =y esitliginden,

VoXi = Yo

VX, =W

ViaXi = Via
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bulunur. Dolayisiyla Vn>1 i¢in vV, X, =Y, oldugundan sup|xn|<oo dir. Ciinkii

yel, ve v=(v,) yakinsak bir dizidir. Bu da (Aw—a[)* operatdriiniin rten

oldugunu gdsterir ve bu yiizden U € CIO‘(AW,II) dir.

Teorem 3.3.3. (uk) sabit dizi, o halde Yk €N i¢in 4, =U oldugunu soyleyebiliriz

ve a=U, aeo,(A,,])olsun. Bu durumda a € C,o(A,,.1}) dir.

Ispat: a=U ve a€o,(A,,l) igin Teorem 3.1.2. den (A —a])_1 siirekli degildir.

uv

Teorem 3.3.4. (uk) terimleri farkli pozitif reel say1 dizi ve a €0, (A 11) olsun. O

uv?

halde @ € C,o'(A,,.1}) dir.

Ispat: €0, (A,,.1,) oldugu igin Teorem 3.1.2. den (A, —al )f1 siirekli degildir. Ispat

burada biter.



BOLUM 4. IKINCI MERTEBEDEN GENELLESTIRILMIS ILERI
FARK OPERATORU 4,, NIN /| UZAYI

UZERINDEKI SPEKTRUMU VE INCE SPEKTRUMU

Srivastava ve Panigrahi [11], Af,w, ikinci mertebeden genellestirilmis ileri fark
g g

operatdriiniin  spektrumunu / uzay: lizerinde calismistir. Bu ¢alismada, J uzayi

lizerinde A operatorii X_,%X,=0 ve x= (xn) el icin

5
Am,xz(u X, +V, X

n’n n—=1""n-1

*  olarak ]
+W,,X,,), _, olara tanimlanir.

U =limu, olacak sekilde u = (uk) ya sabit ya da monoton artan pozitif terimli reel
k—e0

dizi, Yk e N icin v, #0 ve ¥ = %imvk #0, W= Ilcim w, #0 olacak sekilde w= (wk)

artmayan pozitif terimli reel say1 dizisi ve VkeN, icin w, # 0 olsun.

2 b . . .
Am, operatoriiniin matris gosterimi

u, 0

Vo Y
A =lw, v u
uvw 0 1 2

seklindedir.

Bsliim 4 ve Boliim 5 boyunca, eger z karmasik sayi ise </z ile z nin reel kismi

negatif olmayan karekokii olarak alinacaktir. Eger Re(\/; ) =0 ise /=, Im(\/z ) >0

olacak sekilde ki z nin karekokiinii temsil eder.
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4.1. A,Z,w, Operatériiniin /, Uzayl Uzerindeki Spektrumu

Teorem 4.1.1. A, , [ dizi uzayr iizerinde sinirh lineer bir operatordiir ve

1. sl )

Ispat: Teorem 2.18. geregince ||T “ =sup Z|ank| esitliginden
k n

A _— Sl;p(luk\+|vk|+|wkl) elde edilir.

_ 2|U-¢f |
"—V+\/V2 —4W(U—a)‘ R

Teorem 4.12 S kiimesi, S=yaeC seklinde

f12 2 i a3 i .
tanimlansin ve \V° =-F olsun. A,,, operatdriiniin I, uzay: iizerindeki spektrumu

o(Al ,1)=1S dir.

ww

2

w2

Ispat: Bu ispat iki bolimde incelenecektir. Birinci kisimda o(A; ) S oldugu

gosterilecektir. Ikinci kisimda S € o(AL, ,1,) oldugu gosterilecektir.

1. Kisim: a ¢S olsun. Dolayisiyla e = U ve Vke No icin & # U, dir. Bu takdirde,

(A2 —al ) alt iggensel matristir ve bu yiizden terse sahiptir. (Afw —al )_1 =5

uvw nk

alinarak,
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! 0 0 0
Uy—
=y 1
0 0o -
(bu) = (u,~a) (1~ ) U~
VoV, 3 -W, -V, 1 0
(uy—a)(u,—a)(u,—) (uy—a)(u,—a) (y—a)(u,—a) u,-a

-V bn—l,k - wn—an—Z,k

(u, —)

n—1

dir.

elde edilir ve b, , =

Eger supz bnk| < jse Teorem 2.18 den dolay1 ( —oz[)_1 e B(l,,1,) dir.

ko p=0

nnnnn

L Z|bnk|<°0 oldugunu gostermek igin Z|b~k| serisinin Vk €N, icin yakinsak

ko p=0 n=0

oldugu ispatlanacaktir.

Bunun i¢in,

St = Dbl = s B B+ (1)
n=0
dir. Agik¢a her k icin seri
Sk: |+ ( l)vk _J (—1) vkv,Hl s (—l)wk ‘
‘ )t - ) ’ =) (U =)t~ ) (1~ ) (10 —a)‘
L (_1) ViVin Vi 5 (_1) WiWiia 4 (—1)2 Vil |
(“k_a)(“k+1_a)(”k+2_“)(HM_‘Z) (“k_a)(”k+z_0‘)(”k+3"a) (uk_a)(uk+2—a)(uk+3_a)|

dir.



—V + v —4w (U - V-V —aw(U-
Kabul edelim ki 1; = J Gl - J (U-a)
2(U-a) 2(U-a)
halde,
1 1 1

li]Tl = :al =
efy, ~) U-a VP -aw(U-a

)[(rl)_(’ﬁ)]

lim i — ~=gq, = !
]Hm(”k‘"a (”ku”‘a) (U—Ol) \/V2*4W(U—a)

(7)Y =(5)’]
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olsun. O

: YV w, & w
lim - - = 3T 2
o (=) (uyy — )y —@)  (u,— ) (u,, @) U-a) (U-a)
1
= a3 =
V-4 (U-a)
elde edebilebilir.

1

Agik¢a n=1,2,3,... igin g, =
JVP-aw (U-a)

[(rl )" - (rz )” J dir.

a ¢S oldugundan dolayt |r]’ <1 dir.

s 2 — —
|,,1| _ ks \/V 4W(U a) | <1 oldugundan
2(U -a) |

dir.

2_ o
le\/V W (U-a)|_

VZ

|2(U-«a

|

\/_V-2 =-FV oldugu kullanilarak

VzeC icin |1~\/;;s|1+\/2| oldugundan || <1 dir.

Ik dnce V> # 4W(U —a) durumunu ele alinsin. Bu durumda ‘1‘2| < ’rl| dir.

() -() |

-+ V=4 (U-a)| < (U-a)

)I elde edilir.
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oldugu i¢in S, serisi yakinsaktir. Dolayisiyla her kK € N icin S, serisi yakinsaktir.

Simdi sup S, < oldugu gosterilecektir.
k

(4.1) de S, nin her iki tarafindan limit alinir ve |r]| <1, ”zl <1 oldugu i¢in

= 1 = n = n
limsS, =Y |a,|< (Z|r1| +> || )<oo dir. (S;) pozitif terimli

ke =1 \/V2 4 (U ~ Cl) n=1 n=1

reel dizi ve lim S, <o oldugu i¢in sup S, <o dir.

k—>0 &
; ) 2n -V ' .
Kabul edelim ki V* =4W (U—cx) olsun. Bu durumda a, = 7 Z(U ) dir.
- —a
% b I+ . a 4
a¢S oldugu igin lim|—""%|=lim|+2|= <1 dir. Dolayisiyla S,
’f—>°°| oola | 2(U—a)‘

yakinsaktir. Bu yiizden her K € N i¢in ¢ yakinsaktir.
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n

2 2| 2n -V =
limS, = Y |a |<» |=—||———=| dir. Oran testi ve | = |<1 oldugu
ben Z' ! ,,Z;—V 2(U~a) [2(U~a)J .
2lonl| v | . .
kullanilarak Z —— ||z <% elde edilir. Dolayisiyla ¢S iken sup S, <o
S1-V12(U-a) 2

dir.

Bu sartlar altinda z¢ S iken (A7, —oc])_I e B(1,.1,) dir.

(A2 —al ) , I, de yogun bir goriintiiye sahiptir.

uvw

/

Bu durumda o ¢ U(A2 1) olup

uvw 2

o(Al 1) S S (4.2)

uw >

dir.

uvw?

2. Kisim: Burada S ¢ U(A2 11) oldugu gosterilecektir.

aeS olsun. a=U ve VkeNj icin @#u, olsun. Dolayisiyla (Aiw—al) alt

tiggensel matristir ve bu yiizden (A2, —al )_1 mevcuttur.

uvw

Ve 4W(U—a) alalim. Dolayisiyla |r2| <|r1| dir.

2|U -« _ <1 olsun. |I‘1| >1 oldugu i¢in,
|-V =4 U -a)|

Kabul edelim ki @ €C igin
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k+2 r2

k2 k+2 ( )’”2 n (,,7)’”2 ‘(’l) 1 |

by || (1) = () - il PN !

lim lim =lim - <lim 1= ]im

kx| b o kol | ke (’) +1 (r )HI ko ( )k+1 ( k1| k—oo et k+l

¢ 1 —\" ¥ == l‘) v V.

1 ’ ‘(” ) -1

"

dir. Bu, VkENO icin S, serisinin 1raksak oldugunu gdsterir. Bu yiizden

2|U -4 - <1 sart1 altinda e C igin (Aiw ~od)7l ¢ B(1,) dir.
‘—V+\/V2 —4W(U-a)|

Simdi 2V —a| -=1 durumu incelenecektir. |r1|:1 ve |r2‘<1 dir. Bu
—V+\/V2—4W(U—a)I
ylizden

‘( )k+2[1 r, k+2J

k42 2 o YRR L, Y I e

Jim bopers l1m‘ "+2l—hml(r1)k 1_ £ —{<lim (’1) +(]2) L= lim !
k> by | B ak+1| ko0 (1) + _(’”2) o0 (rl)m —(rz)kﬂ f—>o ’(r)k“(l_fz_m]

1 i

elde edilir. Raabe testinden dolay1 VA >1 igin

—l]:0<1

dir. Yani her kel icin S, serisi  1raksaktir.  Dolayisiyla

. b2k+l k
lim & [b—

2k

2|U-¢
[—V+\/V2 )

=1 sart1 altinda € C i¢in (Aivw —a[)'l ¢ B(1) dir.
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4W(U a’) lalim. Bu durumda q, —(EJ i dir.
V) 2(U-a)

iken,

hm|b27~+1k‘ lim k+2| ' l

k~yn| bZk " k—»uﬂ(qk+1| I

2(U-a)

oldugundan her ke No icin S, serisi raksaktir. Fakat =1 iken, Raabe

testinden Vk >1 i¢in

—1]—0<1

dir. Bu ytizden, her ke No icin S, serisi iraksaktir. Dolayisiyla (RZ) sarti saglanmaz.

2k+1,k

. {b
limk| |—=
k—o b

Dk k

2|U a|

Sonu¢  olarak,
|V+\[V2 (U - a)‘

<1 sarti altinda aeC igin

(42, ~al) eB(1) di.

uvw

Son olarak, o =U ve Vk € No icin & =Y, olsun.

(4, — ) x,
VX +(u —a) x,
(A2 —a[) WX, +vi%, + (1, — ) %,

WX, +v,%, +(uy — o) x;

dir.
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Durum 1: Eger (uk) sabit bir dizi ise Vk ENO icin 4, =U oldugu soylenebilir ve
(Az‘w —U])x =0=>x,=0,x=0,x,=0,... dir. Bu da (Ai‘w —UI) operatdriiniin

birebir oldugunu gosterir. Fakat (Afm, =/ ) , 1, de yogun bir goriintiiye sahip degildir.

Bu ylizden U € 0<A2

uvw 2

1,) dir.

Durum 2: Eger (”A) monoton artan pozitif reel terimli dizi ise k sabiti i¢in

(A2 —uk])X=0 olup x0:0,x1:0,x2:0,...,xkI:O,xmz( Y Jxk dir.

pZAutH
Uy — Uy

X, #0 alinirsa (Az —u,l ) nin sifirdan farkli koklerini elde ederiz. Bu, (Az =] )

birebir olmadigini gdsterir. Bu yiizden (R1) sarti saglanmaz. Dolayisiyla V& € N, i¢in

U, € O'(A2

uvw 2

;) dir. Yani

Sco(Al ,l) (4.3)

uww?
dir.

(4.2) ve (4.3) den

2|U-¢f o
‘—V VP —aw U - a)‘

2
o (Am'w 2

ll): aeC:

elde edilir. Ispat tamamlanur.

| 2|U -4 0
|—V 2T a)‘

Sonug 4.1.3. Eger \/?:V ise O-(Aivwﬁll) ={aeC

dir.
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J, u, sabit dizi ise
dir.

Teorem 4.1.4. O A?,W,l = ..
p< l) {uo,ul,...}, u, monoton artan dizi

Ispat: Bu teoremin ispat1 iki duruma ayrilir.

1. Durum: Kabul edelim ki %, sabit dizi ve VkENO icin %, =U olsun.

uvw

x#0= (0, 0,0,.. ) €l i¢in A x=ax denklemi coziilerek,

UgX, = OLX,
VoX, T U X, = ax,
WoXy +V,X, +U,X, = ax,

WX, +V,X, U X, = aX, . (4.4)

W, 2 X, VX, TU X, =OX,

elde edilir.

x= (xn) dizisinin  sifirdan  farkli ik terimi (x,) olsun.  Yani
W X, o TV X, Hux, =X, dir. Buradan ¢ = U elde edilir. Bir adim daha ilerlenince

WX, +vx, +Ux,, =ax,, den X, =0 olur. Buda X, #0 olmasiyla celigir. Bu yiizden

o, (Aiw L

)=2
dir.

2. Durum: (uk) monoton artan dizi olsun. xi@z(O, 0, O,...) €l, igin Afmvx: ax

denklemini alalim. Bu (4.4) denklem sistemini verir.
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uvw

Eger Vk >1 igin & = U, ise (A2 —uk])x =0 dir ve buradan

-V
_ _ _ _ _ k
X5 *Oa X “0: X, _0;"':xk,[ _0: Xy = — | %
k Uy

f+1

esitlikleri elde edilir.

Eger X, 70 ise x,,#0,x,,#0,... dir. Boylece (A2 *uk])x =0 denkleminin

uvw

sifirdan farkli ¢6ztimleri mevcuttur. Bu durumda (A2 —al ) birebir olmadigindan

uvw

2 J—
o, (Am,w,l1 ) = s Uity 5 }
dir.

Matris temsili 4 olan 7: X — X sinirli lineer operatoriiniin 77 : X~ — X~ adjoint

operatorii, A matrisinin transpozu ile tanimlt 4" matris temsiline sahiptir.

2*
Teorem 4.1.5. o, (A

w2

I)=S dir.

Ispat: Bu teoremde ilk énce O'(Aiw,ll) co, (Af:m,,l: ) oldugu gosterilecektir.

= 2 —q <1 dir.

‘—V+\/V2 —4W(U*a)‘

h

aeS:J(A2

uvw >

ll) olsun. Dolayisiyla

Kabul edelim ki 0% f €1, =1, icin
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oldugunu g6z 6niinde bulundurup Az;, f =af kullanilarak

ufo +vo it wofh =af,
uh+wh+wf=af,

X 4.5)
wfotvfitw fi=af,

denklem sistemi elde edillir. (4.5) denklem sistemi ¢oziilerek

Je= (bk—fl,of1 _bkﬁufo) (2 _a)(ul _a)"'(uk—l _a)

WoW, ... W,_,

elde edilir. bn,k Teorem 4.1.2. de tanimlandi.

a=o,+ic, eC ve u= (uk) monoton artan dizi ve W= (WI:) artmayan pozitif reel
terimli dizi oldugu i¢in

1

=L((un—al)2+(a2)2)5 gﬁﬂ((u_%)u(%y)i , (n=0,L....k-2)

b, |

alinabilir. O halde,

U k-1
FAE NI B S (“6)
dir. (4.6) min her iki tarafindan limit alinarak ve f, =1 ve f, =— secilerek,
h
. (rlk_’"zk)fl“(ﬁk_l fohU a|
tmlAl< i o -a ]G -alf=Jim o] |7 [
- -
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]r7|k7] ‘}‘] ——}"7| U _a|k—1
=lim = = . |U—a|
= \r]”\/lﬂ —4W(U—a)’ W
ks |r1| /4
oldugu goriliir.
U- 2(U - 2{U~-
== ( 0!) X ( 06) =—— oldugundan

Wy i —aw(U-a) V-4 (U-a) *n

o el |
lim|f,| <lim S —|——| =lim5 —=lim|—
k—o k= |r1| W k= |’3| |r1’,2; 5

k—o

dir. ¢ € § oldugu i¢in de
il <=
dir. Bu yiizden
a(Awa,l])cop(Ai:w,lf) @.7)

dir.

Simdi o, (Ai:w,l]*) c O'(Aivw,ll) oldugu gosterilecektir.

Agikea o, (Ai:w,lf) c O'(Ai:w,ll*) dir ve Onerme 2.28 den G(A,f:‘,,ll*) :o-(AZW,,Zl)

dir. Dolayisiyla
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o, (An.1)co(Al,.1) (4.8)
dir.

(4.7) ve (4.8) den

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.6. 0, (A]

w3

S, u, sabit dizi ise
L)=

S\{uy,u,,...}, u, monoton artan dizi ise
Ispat: Bu teoremin ispat1 iki durumda incelenecektir.

1. Durum: (uk) sabit bir dizi olsun. VkeN, icin u, =U oldugu soyleyenebilir.

Teorem 4.1.4. den dolay: (Az, —cx])_1 mevcuttur. Fakat Teorem 4.1.5. den dolay1

uvw

aeS ig¢in (Ai‘w—al ) birebir degildir. Bu yiizden Teorem 2.14. geregince

(A2 —al ) operatdrii / de yogun bir goriintiiye sahip degildir. Sonug olarak

uvw

2|U -«
(Ash)=1aeC: =
6,( ww 1) ae ’—V+\/V2_4W(U—a)’<

dir.
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2.Durum: (uk) monoton artan dizi olsun. ¢ €S i¢in (A2 —a])_] mevcuttur. & = U,

uvw

uvw

(VkeN,) igin Teorem 4.1.4. den (a2 -agl)f1 meveut degildir. 1.durumdaki gibi

uvw

(A2 —al )operatb'rii I, de yogun bir goriintiiye sahip degildir. Bu yiizden,

, 2|U-¢f
O',A(A - <
’—VJF\/V2 4 (U-a)

uvw 2

L)=qjaeC:

1 \{uo,ul,uz,...}

dir.

Teorem 4.1.7. o, (A2

uw 2

L)=2 dir.

Ispat: J(AZW,ZI) =0, (Aiw,,l] ) Uo, (AZZW, s

ll)uac (A2 ll) oldugu kullanilarak

o, (A2

uvw 3

I,)=2 elde edilir.

21U -
l a] - > 1 kosulunu saglayan o € C mevcut ise,

Teorem 4.1.8. Eger
V4V 4w (U-a)|

(A2 a[) € 4, dir.

W

2]U—a|
j—V+\/V2—4W(U—a)

>1 sarti

Ispat: (Aiw =] ) operatdriiniin birebir, drten ve

altindaki «eC  igin terse sahip oldugunu  gdstermek  gereklidir.

2|U‘0‘| ->1 oldugu i¢in a=U dir. Dolayisyla (Af,‘w—af)
’_V+\/V2—4W(U—a)‘

operatdrii alt tiggenseldir. Bu yiizden (Az —al )_1 mevcuttur.

uvw
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2[U—a|
‘~V+\/VT—4W(U—a)

(A «a])ﬂ operatdrii siireklidir. Ayrica (A2 —a])x =y den (A2 Hal)_l y=x

Teorem 4.1.2. den dolay1 >1 olacak sekildeki aeC igin

uw uvw uvw

elde edilir. Bu ylizden vy e, i¢in x e/ bulabiliriz. Ciinkii (AZ ~041)*1 e B(1,) dir.

uvw

O halde (A2 —ar] ) operatdrii rtendir ve bu yiizden (Az —al ) € A, dir.

4.2. Al Operatoriiniin /, Uzay1 Uzerindeki Ince Spektrumu
uvw p 1 y p

Teorem 4.2.1. (uk) sabit dizi ve #,=U ve a=U olsun. Bu takdirde

aeCo (A1) dir.

uw?

*

[spat: O, (Ai:w,ll ) ={aeC:

2 -
u-q <l idi. a=U igin
‘—V+\/V2 -4 (U-a)

(Afw—al)* birebir degildir. Teorem 2.14. geregince (Afw,~a[) operatdrii ]

uzayinda yogun bir goriintiiye sahip degildir. Teorem 4.1.4. den a=U igin

unw 2 W

aéo, (A2 11) dir. Bu ylizden (Az —al ) operatorii terse sahiptir.

Simdi (Al ——a])_l siirekli oldugunu gosterelim. Teorem 2.15. den dolay:

uvw

un

(A2 —al ) operatoriiniin Orten oldugunu gostermek yeterlidir. Yani verilen yel

i¢in (A2 —al ) x=y  esitiligini  saglayan  x= (X,,) g 11* bulunmalidir.

(Az - UI)* x =y olsun. Bu esitlikten

uvw

VoXy T WoX, = Yy

VX, T WiX; =

ViaX T WX = Via
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elde edilir. Vn>1 igin V, X, *W, X ., =Y, dir. Dolayisiyla ye oldugu i¢in

uw

sup|x,| <o saglanir. Bu (A2 —a’]) operatdriiniin 6rten oldugunu gdsterir ve bu

yizden o e CIO'(ALZW,II) dir.

uvw 2

Teorem 4.2.2. (uk) sabit dizi ve 4, =U ve a=U, aear(Az ll) olsun. Bu

w71

durumda « eC20<A2 / ) dir.

U

Ispat: a=U oldugu icin (A2 —cd) operatorii alt tiggenseldir. Dolayisiyla

(A2 - a[)—l mevcuttur. @ € § ve U # « oldugu kullanilarak Teorem 4.1.2. deki gibi

(A2, —al) sirekli degildir.

uvw

2|U-¢
I—V+\/V2~4W(U~—a)

Yine Teorem 4.1.5. den dolay: <1 olacak sekildeki aeC

icin (A] —a[)* birebir degildir. Teorem 2.14. geregi (Al —al ) operatorii J de

uvw uvnw

yogun bir goriintliye sahip degildir. Bu durumda o Cza(Aiw,;ll) dir.

Teorem 4.2.3. (u,) sabit dizi olsun. Eger Vk igin |w,|<|v,| ise U eCla(Ajw,,ll) dir.

Eger Vk i¢in lwk|2’vk| ise UECZU(AZ

uvw >

) dir.

Ispat: Eger o=U ise Teorem 4.1.6. dan (A2 —05]) operatdrii ya ¢, yada C,

uvw

2 .
durumuna aittir. A,,, nn sol tersi
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0 1 0 0
Vo
: Lo 2 Loy
B= (Al’m‘, - UI) = VoV, v,
o Mo W 1
VoV, Vv, v,

dir. B matrisi |Wk|<|Vk| i¢in BEB(I]) dir. Fakat |wklz]vk| i¢in B%B(ll) dir.
wil <[] (keNy) igin (a2, —ur)™ sireklidit, [w|>v| (keN,) igin siirekli
degildir. Dolayistyla

wuvw 2“1

keNy icin |w]<ly| ise Uego(al,.l). keN; igin |w|2ly| ise

UeC,o(Al,.]) dir.

/

Teorem 4.2.4. (uk) sabit dizi olmasmn ve aeo, (A2 |

uvw >

) olsun. O halde

ae CZU(A2

uvw >

) dir.

20U -
U-¢] <1\ fug, 1,0} idi.

. s oo (A2 1)= C:
ispat: o, (AL,.h)=1ae e U=a)

uww

icin & # U, oldugundan (A2 —al ) operatoril alt tiggenseldir ve dolayisiyla tersi

2|U-¢f _ g
mevceuttur. ; <1 sartizi saglayan Y, zaeC icin Teorem

‘—V+\/V2—4W(U—oz)

4.1.2. den dolayr (A2, —al) " siirekli degildir.

Teorem 4.2.3. den dolay: da (A2 —al ) operatdrii / uzaymnda yogun bir goriintiiye

uvw

sahip degildir.

O halde a € CZO'(AZ

uvw 2

) dir.




BOLUM 5. GENELLESTIRILMIS UST UCGENSEL UCLU BANT
MATRISI (Aivw)t NiN /, UZAYI UZERINDEKI
INCE SPEKTRUMU

uww

Bu biliimde, (A2 ) :1 —s1 operatdriiniin simirh lineer operatdr oldugu gosterildi ve
1 1 Op P gu g

(A2 )' operatdriiniin / uzayindaki spektrumu, nokta spektrumu, siirekli spektrumu,

uvw

artik spektrumu, yaklasik (approximate) nokta spektrumu, hatali (defect) spektrumu

ve sikigtirma (compression) spektrumu hesaplandi.

limu, =U olacak sekilde u = (uk) ya sabit dizi ya da terimleri farkli pozitif reel sayi

k—>0

dizisive VkeN i¢in u, 70, v= (vk) dizisi limv, =V, VkeNj i¢in v, #0 olacak

k—»

- sekilde pozitif reel terimli dizi ve w= (Wk) dizisi limw, =W, VkeN, igin w, 20

k—>o

2

olacak sekilde pozitif reel terimli dizi ve supu, <U + ¥ olsun. (A;Vw )’ operatdriintin
k

matris gosterimi,

dir.

Eger u= (r), p= (s), w= (t ) alinirsa, (Az )' operatorii A(r,s,t) operatdriine

uvw

indirgenir [18]. Dolayisiyla, bu konunun sonuglari birgok {iist tiggensel ii¢lii bant

matrislerinin sonuglarin1 geneller.
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P .. t
5.1. Genellestirilmis Ust Uc¢gensel Uclii Bant Matrisi (Aivw) nin /, Uzaymdaki

Spektrumu

Teorem 5.1.1. (Az )1 :1, — 1, operatdrii sinirl lineer operatordiir ve

uw
2 1
A uvw

(1.1) = Silp (|Wk|+|vk+1|+|uk+2]) i

ank

uw

Ispat: "T” = Supz e§itliginden”(Az )r
k h

| = sup (v o) el edilir
(Il,ll) k

uvw

Teorem 5.1.2. o, (((AZ )I) ,lfj:@ dir.

*

Ispat: f26ve fei_igin ((M )') f =af olsun. Buradan,

uyw

Uy fo =afy

whtef =af

wofo tvih+u fy=af,

whswh+alfi=ak (5.1)

WinJio tvinfiatu fi=af,

elde edilir.

Durum 1: Kabul edelim ki (uk) sabit dizi olsun. VkENoigin u,=U dur. (fn)

dizisinin sifirdan farkli ilk terimi fm olsun. (5.1) den fm =0 elde edilir. Buda f, .70

olmasiyla ¢elisir. Dolayisiyla

o, (((Ai) ) ,z;} -
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dir.

Durum 2: Kabul edelim ki (uk) terimleri farkli pozitif reel say1 dizisi olsun. (5.1) g6z

Oniine alinirsa, aé{uo,u],.--} icin VkENO icin f,L =0 d. Boyle bir durumda

celiskiye varilir.

Kabul edelim ki baz1 m i¢in ¢ =u,, olsun. O halde f,=f,=...=f , =0 dir.
Eger f, =0 ise ise Vke No icin f, =0 dir. Celiskiye varilir.

Eger [, #0 ise,

fk+1:——Vk——fk= (kZm)

uk+1 - um

elde edilir ve 4, <V +U oldugundan

J{k+1

Je

lim =

k—e

s (k2m)

olur. Bu yiizden f 6211* dir. Dolayisiyla

dir.

*

Teorem 5.1.3. O, (((A,Z,W)I) "

A P T N O
llj— aec']—V+\/V2—4W(U—a)\<l 4 i
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v

Ispat: ((Az )’) = A2 dir. Dolayisiyla bu teoremin ispatt igin AL, operatorii

kullanilabilir.
Teorem 5.1.2. den dolay1 Ve € C igin Aiw, —al birebirdir.
Kabul edelimki y =6 ve y ey, i¢in (A vw) y=ay olsun. Buradan,

Uy Yo T VoY T WY, =AY,
Uy, vy, +wy, =ay, (52)

elde edilir.

Eger ¥, =%, =0 ise VkeN, icin ¥, =0 duir. Bu yiizden ¥, #0, y, 0 olsun. (5.2)

deki denklem sistemi ¢oziilerek,

Vi = (bk—l,Oyl - bk*l,lyo

)(”0 ~a)(u—a) (. —a)

WoW, =W, _,

elde edilir. bk~l,0 ve bk_l)l Bolim 4 de tanimlandi.

1
Y =1 ve ¥, =— olsun. Bu kabuller altinda
h

—a|| by —bu |

yHl H
Wit ku oM = Do ,

Vi

= lim

k—o

lim
k—>0

dir.
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In|>1igin y=(»,)€l, dir. Bu da (a2 ) — o] operatdriiniin birebir olmadigini

uw

gosterir.

Teorem 2.14. den dolay1 (A’ )—al yogun bir goriintiiye sahip degildir.
p

uvw

O halde, o, (((Ai‘w)’ )* ,[1*) =igeC;: 2U-a) ‘ 215 die
v+ V4w (U-a)|
Teorem 5.1.4. o, ((Ai‘w )’ )[1 ): ae C:l 2(U-a) ’<1 = Sl dir.

v+ V24w (U-a)|
Ispat: Teorem 2.27 den yararlanilarak ispat tamamlanir.

2U -a) ‘
V- 4w (U-a)|

Sonuc 5.1.5. Up((Aiw)l,ll ): aeC: <ly=S5, dir.

Ispat: Teorem 5.1.4. gibi yapulir.

uvw

Teorem 5.1.6. o, ((Az )’ ,ll) = dir.

*

Ispat: Teorem 5.1.2. den dolay: biitiin & lar igin ((Afw)') —al operatdril birebir
degildir. Bu yiizden Teorem 2.14. den dolay1 (Aiw)—a’] yogun bir goriintiiye sahip

degildir. Sonug olarak o, ((Afww )t ,II) = dir.
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Teorem 5.1.7. Kabul edelim ki \/—V_2:—V ve

[ae(C:

Ispat: y= (yk) el ve a&S; olsun. [((Az )[) —al}x =y denklem sistemi

uv

—V+\/§§li4;)((]a)‘<l} S5 olsun. 0((Aiw, )[ ,ll) =S, dir.

¢oziilerek
(u0 —a) Xo =Y,
VX +(ul —cx)x1 =y

WeX, + VX, +(H2 —oc)x2 =y,

WX VX (uk+2 - a) X2 = Vi

bulunur ve buradan

elde edilir.

a ¢S, oldugundan VkeN| jcin @#u, ve a=U dr. Bu yizden

N —1
(((Aiﬂ )j ) —al ) = (b,, ) mevcuttur ve
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: 0 0
U —a
=35 1 0
bn/\ = (HO a)(ul _a) ”1 (04
VoY, B W, ~¥, 1
(uy—a)(u,—a)(u,—) (wy—a)(u,—a) (m-a)(u,-a) u,-a

dir.

1 =

VkeN; i¢in b, , =——, b

u—a’ T (u,—a)(uy, )

,... olsun. Buradan

xn = bn,OyO + bnvlyl +oeet bn,nyn = Z bn,kyk

k=0

oldugu goriiliir.

V4 V- 4W (U-a) V=4 (U~-a)
B = ve r = igin
2(U-a) 2(U-a)
a, = (”1) _(7’2) (n:1,2,3’.__) .
VP -aw(U-a)
fim—— =1~ -

Ay s -

e (uk "O‘)(uku —a) ) (U—a)2 )

elde edilebilir.
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Kabul edelim ki V' #4W(U-a) olsun. @S, oldugundan |5|<1 dir. |5|<I

1+\/1—4W(Ufa)
V.—

oldugundan

<|2(U;a)| dir. zeC igin (1—\/;|s’1+\/;’

oldugundan |rz\<l ve |r, <’r1| sartin1 saglayan

4w (U —a)

2

L= 1=
-V

<|2(U—a)|

esitsizligi elde edilir.

Her n€ Ny icin |xn| = Z b,,’,,,,(Hyk[ oldugunu gérmek kolaydir. Bu esitsizligin her iki
1=0

tarafindan limit alinarak,

[l <l 206
k=0

elde edilir.

b k+2
lim 2242 = lim o) =lim( )k+1 ( )k+1 |, oldugu i¢in ‘ |<1 sartiyla
o by |G (7)) ()

(((Aiw)[ )* —alj ortendir. Dolayisiyla Teorem 2.15. den |r1| <1 i¢in ((Aivw )r —a:])

sinirli terse sahiptir.

v
2(U-a)

Eger V2 :4W(U—L¥) ise a, :(%J(

] , (nZl) dir. Benzer sekilde

- ykl dir ve esitsizligin her iki tarafindan limit alinirsa,

VneN, icin |xn|§2n: b
k=0

<. <IvlL 2[b
k=0

n,n—k
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v |
-3

ak+2

b2k+1,k

=[im

X—®0

bulunur ve lim oldugu igin |l‘1‘<1 sartiyla

k—o

2k k in

uww wmw

(((Az )1 )* ~a1j ortendir. Dolayistyla Teorem 2.15. den II’,‘ <1 icin ((Az )/ ~a[)

uvw

sinirli terse sahiptir. Yani, bu durumda « ¢ o, ((A2 )[ >l1) dir. O halde

! 2(U—(Z) ‘

A ,z)_ C: %]t=38 )
0(< ) )< qa e —V+\/V2—4W(U—a)‘< ’ a3
dir.

Teorem 5.1.4. den,
Up((Aivw)l,ll): aeC: 2(U-a) [<1 gg((Aﬁw)',ll) (5.4)

o+ V4w (U-a)|

elde edilir.

Herhangi sinirli lineer operatdriin spektrumu kapali oldugundan dolayzi,

2(U-a)
V4 V-4 (U~a)

aeC:

<1lc a((AfW)’ ,ll) (5.5)

dir ve Teorem 5.1.4., 5.1.6. ve (5.3) den

2(U-a) ‘
—V+\/V2—4W(U—a)‘

0(<A2 )l,ll)g aeC: <1 (5.6)

bulunur. (5.5) ve (5.6) nin birlesiminden ispat tamamlanir.
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2{li—2) ‘:1 dir
V[V -4 (U-a)| '

Teorem 5.1.9. 0, ((A2 )',ll): aeC:

uww

Ispat: Bu teoremim ispati, Teorem 5.1.4., 5.1.6. ve 5.1.7. kullanilarak basit bir
sekilde goriiliir.

5 W 5 t
5.2. Genellestirilmis Ust Ucgensel Uclii Bant Matrisi (Afww) nin /, Uzay:

Uzerindeki Ince Spektrumu

Teorem 5.2.2. YV ==V olsun. Eger lZ(U—a)| <I—V—\/V2 —4W(U—a)i ise

ae A3O'((Az )’ ,ll) dir.

uvu!

uvw

Ispat: Sonug 5.1.5. den ((A2 )’—051>_1 meveut degildir. ¥=(Yy>Y}5--) €L olsun.

((Azw )l —(Zf)x =y esitligi agilarak,

(uo —Oc)xo +V.x + WX, = Y,
(”l _a)xl VX, T WX =,

(uz _a)xz VXWX, =,

(“k - 0!) Xp ¥ViXpy T WX =0

denklem sistemi elde edilir.

x, =0 ve x, =0 olsun. Bu yiizden
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1 -V, Vzvl (uz —a)
Xy=—)t =yt - Yo
WWW,  WyW,

elde edilir.
1 ~V Wy — 0
_ . _ Tk Vier2 Vit k+2
Cokr2 =5 Cops =7 "5 Cppug = = ,-.. olsun. Bu sartlar
Wi WieWpsi WiWeaWiea  WiWian
altinda

k=2

Xp =Cou VotV Tt C g Ven = Z CokVn
n=0

oldugu sdylenebilir.

Z]xk|§s%p(Rk)Z|yk| olup k€ Ny i¢in
k & k

Rk:L+

||

ﬁvk+1 I

V..,V U, ., —C -
k42 k+1 k42 fooas d]I'.
WiWeaWio Wi Wi

Wkwk+1|

. 2 2
_r+ WV —awU-a) S JV2 40 (U —a) oldugu kullanilarak,

£ 2U-a) ! 20U —a)
1

1imckk+2:L:llz _l)(l_l}
o W W eaWU-a) \% B
lime, ., ”“V; =y = 1 —1)2 [%_%J ;
k—o - - 2 =

N Ko
. : 1 1 1
1lmck,k+4 = Sy 5 -1y’ IEEENE
oo VP-4 (U-a) Ko
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-y’ 1 11
}lm C ks =y = "1)4 (T_Tj
N non ),
1 S 1 1
elde edilebilir. Burada 7, = ; (Y === p=177%.. di
=4 (U-a) "o
 |nl>1 dir.
Kabul edelim ki V?# 4W(U—L¥) olsun.
+ . L ;
Her keN icin R, yakinsaktir. Ciinkii hm s =lim Sl =<1 dir.
®1Ceaknt| | L )

_+z

h n=1

)

] <oodyr.

(Rk) dizisi yakinsak ve }im R, <oo oldugundan sup R, <co dir. Buda X= (x,) €l
¢ —>00 k

I
.\/VZ WU-a) (Z;

oldugunu gosterir.

n—1
1 2{U -«
Eger V2 =4WlU~-a) ise t, = V{ ( )j (=1)" dir. Dolayisiyla

/4 -V
2T —
%1_) C’; z’: ]{m t];_:l = —‘% <1 dir. Bu yiizden, her keN igin R, yakinsaktir ve
n-1
U
lim R, Z|t,,|—z (Ta) <o dr.
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(Rk) yakinsak bir dizi ve limR, <o dir. Dolayisiyla supR, <o dir. Yani
k

k—>»
x=(x,) €l dir. O halde ((A2 ) - a]) drtendir. Bundan dolayt a € A30((Aivw ) ,11)

uww

elde edilir.

5.3. (Afww )’ Operatoriiniin /, Uzayindaki Yaklasik (Approximate) Nokta

Spektrumu, Sikistirma (Compression) Spektrumu, Hatal (Defect)
Spektrumu

Teorem 5.3.1. \/ﬁ =-V olsun. Asagidakiler mevcuttur;

i o, ((Aiw ) ,11)

i. o, ((Aiw, ) ,11) =0,

S3

Ispat: i. Tablo 2.2. den dolay:

O ((Aiw,)’ ,ll) = 0‘((Aiw,)l >11) / CIO'((ALZW)I ,ll)

dir.

Teorem 5.1.6. dan dolayi

Col(an.) ) ~Co((a.) ,zl) -2

uvw

olur. O halde o, ((Az )’ ,l,): S, dir.
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ii. Tablo 2.2. den
o, ((Alzw)l 711) = CIU((AIZW)’ s ) U CZG((AIZHM)’ A ) ) C3O'(<Aiw,)l 711) dir. Teorem

5.1.2. geregince o, ((Az )l ,[l) = elde edilir.

uvw

A 2|U-¢f
Teorem 5.3.2. O-[; ((Aulnv) ) Dll =\ E (C . ] :1 dir.
1—V+\/V2 _aw U —a){

Ispat: Bu teoremin ispati Teorem 5.1.9. daki gibi yapilir.

Teorem 5.3.3. \/f;:—V olsun. Eger |2(U—a)|.< ‘—V+\[V2 —4W(U—a)‘ ise

aeCo (((Aiw)’ )* ,l;j dir.

& -1
Ispat: Teorem 5.1.2. den (((Ai‘w)t) ~a1J mevcuttur. Teorem 5.1.3. ve 4.3.2. den

ispat tamamlanir.

2(U-a) ‘
—V+\/V2—4W(U—a)‘

Teorem 5.3.4. 0; ((Aivw )l ,ll) =jaeC: =17 dur.

Ispat: Onerme 2.28.-(c) sikkindan sonug kolaylikla gériiliir.



BOLUM 6. GENELLESTIRILMIS FARK OPERATORU B(r,s)
NIN y UZAYI UZERINDEKI SPEKTRUMU

Genellestirilmis fark operatorii B(r,s) nin y dizi uzayindaki spektrumu Dutta ve

Tripathy [12] tarafindan ¢alisildi. Bu ¢alismada B(r,s) operatdriiniin 7 dizi uzay1

tizerindeki spektrumu, nokta spektrumu, siirekli spektrumu, artik spektrumu incelendi.

Y uzayrday = {(xk) ew: (Z ka € c} olarak tanimlanir.

k=0

Genellestirilmis fark operatorii B (r, s) ,

r 00 0
0
B(r,s):; Z D (s¢0)
seklindedir.

Eger T:y—y operatorii A matrisi ile smirli lineer ise T :y —y adjoint

el
IX” = Z‘xk| normu ile
k=0

operatdrii, A matrisinin transpozu tarafindan tanimlanir ve 7,

I, e izomorftur.

Simdi verilecek olan teorem, normu tanimlayamaya yardim eder ve B(r,s) eB (y)

oldugunu kanutlar.

Teorem 6.1. B(r,s):y—é}/ operatorii ||B(r,s)

s‘r|+[s] normu ile siurli ve
(».7)

lineerdir.
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Ispat: B(r,s) lineer oldugunu gostermek kolaydir.

n

Z X1

k=0

n

2%

n
ZSXH +rx, | < sup]s[
k=0 k=0

[(75)],,, =sur ,, a3 x| < (s,

dir. Dolayisiyla “B(r,s)”(y = |r|+]s]- Yani B(r,s):y =y smult ve lineerdir.

Simdi, B(r,s) operatdriiniin ¥ uzayindaki spektrumu, nokta spektrumu, siirekli

spektrumu, artik spektrumu incelenecektir.

Teorem 6.2. G(B(r,s),y) = {a € (C:(a—r’ < s} dir.

Ispat: |a—r|>|s| iken (B(r,s)—cxl)_1 € B(y) oldugu gosterilmelidir ve sonra

|a == r| < |s| i¢in (B (r, s) — ek ) operatoriiniin terslenebilir olmadigi gosterilmelidir.

-1

|0£ - r| > |S| olsun. (B (7, S) - a]) alt ticgensel matris oldugundan (B (r.s)- a[)

mevcuttur. (B (r, S) —al ) X =y denklemi ¢oziilerek,

X, = Yo
r—o
. 1 s
1 r_ayl (r_&)ZyO
X, = ! y - »nt s B
: r—«o 2 (r~a{)2 ! (r—a)3 0
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elde edilir. (B(r,s) —cx[)fl tarafindan tanimlanan (a,, ) matrisi,

()"

————— n<ki
&, ~ (r—a)"—kﬂ , N ise
0

n>kise

seklindedir.

n

n—k
B ()" | 1 & s 1o& s
B - 1 = = =
ot-an, Sl Eh -t SRl i
elde edilir. Bu yiizden (B(r, s)—051)4l e B(y) dur.
|a—r|$|s‘ ve a #r olsun. Dolayisiyla
n—k n—k n
] n (—S) | 1 n | 1 n s |
B(r,s)—al =su —1|= su = =00
“( ( ) ) (r.%) np;‘(r-—a)l - ,,p; r—a| r—a k:0|r—a|

dur. Bu yiizden (B(r,s) —051)71 ¢ B(y) dir.

Simdi |a —r| < |s| ve o =r olsun. Bu durumda (B (r,s) —aI) matrisi,

o S
L == o g )
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seklindedir. (B(r, s) —a]) x =0 oldugundan x=46 elde ederiz. Dolayisiyla B(S)

matrisi birebirdir.

B(s)* x =0 iken x # 6 oldugundan B (s) yogun bir goriintiiye sahip degildir. Ayrica

B(s) matrisi !a—rl < |s| icin terslenebilir degildir. Bu, ispati tamamlar.
Teorem 6.3. 0, (B(r, s),}/) =
Ispat: x#6 ve x€¥ igin B(r,s)x =ax olsun.

rX, = X,

85X+ rx; = ax

SXp +FXpy = OXyy

elde ederiz.

a #rise x, =0 dir. Dolayisiyla x =6 olur. Buda x # 8 olmasiyla ¢elisir. o =r dir.

Eger x,x= (xn) dizisinin sifirdan farkl ilk terimi ise sx; +rx,,; = ax,,,; esitlifinden

s # 0 oldugundan x =46 dir. Buda x = 8 olmasiyla gelisir.

Dolayisiyla o, (B(r, S),;/) = dir.
Teorem 6.4. 0, (B(F,S)* ,}/*) = {0! eC I|C¥—l’| < |S|} dir.

Ispat: Kabul edelimki x# 6, xe 7 = [, i¢in B(r,s)* x =ax olsun.
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<

r 0
« 0 r s
Brs) =g o

olup

rXx, +8x, = ax,

rXx, + $X, = O0X,;

X, +8X,,, = 00X,

denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemi ¢oziilerek x, :(a—rj X, ,(n eN )
s

bulunur. Dolayisiyla x:(x”) ey olmasi igin gerek ve yeter kosul |a—r| <|s‘ dir.

Ispat tamamlanur.

Teorem 6.5. o, (B(r, s),)/) = {a eC: |a—r| < |s|} dir.

Ispat: Teorem 6.4. den dolay: |a — rl < |s| i¢in (B(r,s)* = al) birebir degildir. Teorem
2.14. den dolay1 (B(r,s)—a] ) operatdrii ¥ uzayinda yogun bir goriintiiye sahip

degildir. a#r igin (B(r,s)—a]) alt tggensel matris oldugundan dolay1 terse

sahiptir. Dolayisiyla

o, (B(r,s),;/) ={a eC:Ia—r[ <|SI}

dir.
Teorem 6.6. o, (B(r,s), 7) = {a eC: |af—r| = |s|} dir.

Ispat: o(X,T) = o,(X,T)vo,(X, ) Vo (X,T) oldugundan dolay:



o, (B(r,s),}/) :{a e(Czla—r[ :|s|}

elde edilir.
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BOLUM 7. B(r,s,t) MATRISININ YAKINSAK SERI TESKIL
EDEN » DiZi UZAYI UZERINDEKI SPEKTRUMU

Bu béliimde B (r,s,t) operatSriiniin y uzayindaki spektrumu, ince spektrumu, nokta

spektrumu, siirekli spektrumu, artik spektrumu, yaklasik (approximate) nokta
spektrumu, hatali (defect) spektrumu, sikistirma (compression) spektrumu

incelenmektedir.

Y uzayl, y = { X, EW: (Z ka = c} seklinde tanimlanan yakinsak seri teskil eden dizi

k=0

uzayidir.

* * *
Eger T :y — » sinirli lineer operatdriiniin matris temsili A4 ise T :y =y adjoint

*
operatorii A matrisinin transpozu ile tanimlanir. Burada y nin dual uzayr /' 1 ] e

izomorfik olarak izomorf olduguna dikkat edilmelidir.

B(r,s,t) operatdriiniin matris gosterimi, 7,.s, ¢ kompleks parametre ve s=0, 1#0

olmak {iizere,

r 00 0O
s r 0 0
t s r 00
B(r.s.0)= 0 s r 0
0O 0 ¢t s r

dir.
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7.1. B(r,s,t) Matrsinin ) Dizi Uzay: Uzerindeki Spektrumu

Teorem 7.1.1. B(r,s,t) .y =y smurlt lineer operatordiir ve

1BGs.0)],, . <|r|+|s] +]] dir.

(7.7)

Ispat: Teorem 6.1. deki gibi yapilir.

2(r—o) |

—s+4[s” —4t(r—a)’

Teorem 7.1.2. \/S2 =—Ssve[L :{a eC:

< 1} sartlar1 altinda

o(B(r,s,t),y)=L, dir.

Ispat: Bu teoremin ispati i¢in ilk nce « ¢ L, i¢in (B(r,s,l) —oz])f1 mevcut oldugu
ve (B(r,s,t) —051)7I € B(y) oldugu gosterilecektir. Daha sonra « € L, igin

(B(r.s.1)- 051)‘l mevcut olmadig1 gosterilecektir.

Kabul edelim ki « & 7, olsun. Bu yiizden {a ceC:

2(1’ —CZ) { > 1} olup

—s+4[s* —4(r—)
a #r dir. & #r oldugu i¢in B(r, S,l‘) —al iiggenseldir ve dolayistyla

(B (r,8.0)—al )*1 mevcuttur.
[B (r, 8,5 t) —al ] x =y esitligini agildiginda,

(r—a)x, =y,
sx, +(r—a)x, =y,

x, +8x +(r—a)x, = y,
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elde edilir. Buradan da

xo _y—()’
r—a
. | —&
1 r__aJ’J - )7y07
v 1 —S s =(r—a)t
=l m T Geap | fr—mp ¢
esitlikleri elde edilir
1 — sa_,+la
@ = o = a = somrng ( i ”*2) , (m>3) olsun. Dolayisiyla,
r—-a -~ (r—a) r—ck
a 0 0
-1 aZ al 0
(B(r,s,0)—al)” =
a, a, q

olur.

—(sx"_l + an—z)

a,=x" diyelim. x"=———— olur. n=2 i¢in x° (r—a)+sx+t:0 dir. Bu
r—a

4B —s—A

denklem ¢oziiliirse, A= 5 _4t(r - ) Ve x, = m > X = m olmak iizere

genel terim a, = Ax" +A4x, olur. n=1 ve n=2 denklemde yerine koyularak

coziiliirse,

1 —s+«/s2—4t(r—05) ’ —5— s2—4t(r—a) '

' —4(r—a) 2(r-a) 2(r-a)
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/ 2 / 2 =
elde edilir. u = b —Ar—a) ve _ 57N 4ir—a) alinirsa

! 20r—a) “ 2r —a)

()" — (u,)"

a =—22 "/ olur.

8T —4t1(r—a) ;

Kabul edelim ki §° # 4t(r—a) olsun. ¢ £, oldugu igin |u1| <1 dir. Bu yiizden

|u2‘ <|u1| dir. Yani |u2| <1 bulunur.

|u1] <1 ve |u2| <1 oldugundan,

”(B(r, s,t) = a:l)_l H

n o0 ] » k k
=3 = ) < "
(%) S'l:g;'%' Z‘lak' ‘ s> —41(r—a) (AZ;(IL[I' P ))<OO

elde edilir. O halde o (B(r,s,1),y)c L, dir.

a € L, ve a =r olsun. Bu yiizden,

00 0O
s 000
(B(r,s,ty—al)=|t s 0 0
0 ¢r s O

dir. (B(r, s, t)—al ) yogun bir griintiiye sahip olmadigindan terslenebilir degildir.

>1

Eger 5’ =41(r —a) ise her n>1icin 4 :(2—’1) — dir. [——
"= ) 2(r—a) 2(r— )

oldugundan (B(r,s,7)~al)" ¢ B(y) dir.
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-1

Kabul edelim ki a# r ve s” #41(r—a) olsun. a # r oldugu igin (B(r,s,t)—a]) i
mevcut fakat s” #4¢(r—c) oldugu igin (B(r,s,t)—cxlyl ¢ B(y) dir. Dolayisiyla

S, € o(B(r,s,t),y) dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Teorem 7.1.3. 0,(B(r,5,1),y) =9 dir.
Ispat: x+#6 ve x€y igin B(r,s,7)x = cx olsun. Bu esitlik bize

rX, = 0X,
SXo +Fx; = ax,

Ix, +sx +rx, =ax,

Verir.

Eger Xx=(x,) dizisinin stfirdan farkli ilk terimi x  ise a=r dir ve

g

Ix, , +sx, +7x esitliginden X, = 0 sonucuna varilir ki bu X, * 0

ny+1 =ax

ny+1

olmasyla gelisir. O halde o,(B(r,s,1),7) =% dir.

2(r—a) |

—5+4/s° —4t(r—a)|

Teorem 7.1.4. £, = {a eC: < 1} olmak lzere

o, (B(.s.0).y") =S, dir.

Ispat: x#0 , x€ }’* = 11 icin B(r,s, t)*x =aX olsun. Buradan,

rx, +sx +Ix, = ax,
rx, +.8x, +x; = ax,

rx, +sx; +1x, = ax,
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denklem sistemine ulasilir.

Eger a=r ise x,#0 olmak lizere x=(x,,0,0,0,...), @ =r ye karsilik gelen &z

vektordiir.

Kabul edelim ki & # 7 olsun. P, =a,(r—a)" olmak iizere

P
x, =2 (g )y, + s (n22) (7.1)
A 4

dir.

2(r—a)
—s+4/s* =4 (r— )

segimle birlikte x, = (%), % =0¢),..x,=(x)",.. (n>2) dir. O halde,

a €L, olsun. Dolayisiylax, =1, x = olarak secebiliriz. Bu

2(r—a)

—s4+ls" —M(r—a)

{a eC :l 2 —w) I < 1} co, (B(r, S,t)*,y*) dir.

*

<1 oldugu i¢cin xey dir. Yani,

|—s+\/s2 —41(r— )

Simdi ag¢lL, olsun. |“1|§1 ve o#r oldugu gorilur. (7.1) den

a
—xo +— )Cl
xn+l = (r—aj( an j an dir
xn t an-—l a"

Durum 1. |u2| :|ul| <1 olsun.

Bu durumda §° =4(r—a) olur. Bu yiizden a, :(E) —s dir. Dolayisiyla
—s N\ 2(r—o)

xn+1

X

n

:L>1 dir.

(x”) ¢l dir. Ciinki lim 241 = Uy =u; ve lim ]
u2

n—o g n—so
n
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Durum 2. |u2|:|u]|=1 olsun.

Burada §” = 4t(r—a) dir. Kabul edelim ki x#6 ve X€ }’* icin a e O'p(B(I‘,S,I‘)*,}/*)

n-1
olsun. Yine (7.1) den x, :(;—S] ((1—;1)(;}(0 +x1] elde edilir. lim|x,|=0
{ A n—om

oldugu i¢in x=6 dwr. Fakat bu x#6 olmasiyla ¢elisir. Dolayisiyla
ag¢o, (B(r,s,1)",7") dur.

Durum 3. |u2| < |“1| <1 olsun.

Bu durumda S # 4(r—a) dir. x,=1, 3 = 2r—a) oldugu igin
—§++f§* —dt(r —ax)
—xy+24% =0 dir. Yani, x, =—%,. dir. lim|[~2| = LI oldugu igin (x”) ¢l dir.
ul e xn [uzl

O halde, durum 1, durum 2 ve durum 3 den

JP(B(r,s,t)*,y*) g{a eC:

Ar—a) | <1b elde edilix,
—s+ s — M (r—a)|

Teorem 7.1.5. o, (B(r,s,t),}/) =L, dir.

Ispat: Teorem 7.1.4. den dolayi e L, i¢in B(F,S,f)*—a[ birebir degildir. Bu
ylizden, Teorem 2.14. e gére a €L, igin B(r,s,t)—ol operatdrii y da yogun bir

goriintliye sahip degildir.

Ayrica (B(r,s,1)—al )_1 mevcuttur.

Teorem 7.1.6. o, (B(r,s,1),y) = {a eC:

2r—a) | = 1} dir.

—5+4/s’ —41(1’—0{)‘

Ispat: (2.2) den ispat agiktir.
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Teorem 7.1.7. ¢ =r ve |t| <|S| olsun. O halde aeCla(B(r,s,t),)/) dir.

ispat: Eger a =r ise @ €o,(B(r,s,t),7) olup B(r,s,/)—al ya C. yada C, aittir.
1Y g ) p B( ) 1 2

(B (r.s,t)—al )_1 nin matris gosterimi,

0 1 0 0
s
—t 1
0 — - 0
s s
(B(r,s,z‘)—a])_l: 0 (—1)2 — l
s s s
3 2
—t —1 -t
) 0 )

dir. Dolayisiyla |l‘|<|s| i¢in (B(r,s,t)—a])ﬁleB(y) dir. Yani, ll|<|s| igin

ae CIO'(B(F,S,I),}/) dir.
Teorem 7.1.8. Eger o =r ve |t‘ > lsl ise X € C2O'<B(7’,S,l‘),}/) dir.
Ispat: Bu teoremin ispat1 Teorem 7.1.7. deki gibidir.

72. B (r, S, t) Matrsinin » Dizi Uzay: Uzerindeki Yaklasik (Approximate)

Nokta Spektrumu, Sikistirma (Compression) Spektrumu, Hatali (Defect)
Spektrumu

Simdi verilecek olan teoremlerde, y uzaymndaki B(r,s,r) operatdriiniin yaklagik

(approximate) nokta spektrumunu, hatali (defect) spektrumunu, sikistirma

(compression) spektrumunu incelenmektedir.
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Sl/{r} , t|<|s|
Teorem 7.2.1. o, (B(r,s,1),y) = dir.
S ; t| > |5|

Ispat: Tablo 2.2. den o (B(r, s, t),}/) = U(B(rs, 1), 7/)/C10(B(r,s, t),y) dir.
Dolayisiyla

Si/{r}s I <ls
S =

O (B(r,5,1),7) :{

dir.

2(r—a)

lgl} dir.
—s4 s —41(r ~a)l

Teorem 7.2.2. o (B(r,s,1),7) = {a eC:

ispat: o (B(r,s,1),y) =0 (B(rs,t),y)! 4o (B(r,s,t),7) ve Teorem 7.1.2. ve 7.1.3.

den dolayr o, (B(r,s,t),y) = {a cC :| 2(r—o)

|
Y vy R

2(r_6¥) I<1} dlr

—s+4s’ —4t(r-a)

Teorem 7.2.3. &, (B(r,s,1),y) = {a eC:

Ispat: Teorem 7.1.4. ve Onerme 2.28.-(¢) den

Crco(B(rz SJ);}/) :{a (S (C:

2(r—o) Ll
—S+«/S2 —4t(r—a)|

dir.
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