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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

Rnxl
Rmxn

A,B,C,...

(A:B)
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X, Vs Z,...

r(4)
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boy (U )
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E()

: Reel sayilar kiimesi

: n boyutlu reel vektorler kiimesi

: mxn boyutlu reel matrisler kiimesi
: Matrisler

: Parcalanmis matris

: Elemanlari a; olan matris

: Vektorler; x = (xl.) eR™

: Birim matris

: A matrisinin transpozu

: A matrisinin tersi

: A matrisinin genellestirilmis tersi

: A matrisinin Moore-Penrose tersi

: A matrisinin ortogonal (dik) tiimleyeni
: A matrisinin ranki1

: A matrisinin siitun uzayi
: C(A) siitun uzayinin dik tiimleyeni
: A matrisinin sifir uzayi

: C (A) stitun uzayinin dik izdiislim matrisi

: U ve V vektor uzaylarmin direkt toplami

: U vektor uzayinin boyutu
: Maksimum
: Minimum

: Beklenen deger operatorii



OZET

Anahtar kelimeler: Lineer Model, Lineer Karma Model, BLUE , BLUP, Sabit Etki,
Rasgele Etki.

Calismada, sabit etkileri igeren lineer modeller altinda parametrelerin tahmini ve hem
sabit hem rasgele etkileri iceren lineer karma modeller altinda sabit ve rasgele
etkilerin tahminleri ele alinmistir. Ozellikle sabit etkili lineer modele bazi kisitlarin
eklenmesiyle elde edilen (artirilmis) model vasitasiyla En Iyi Lineer Yansiz Tahmin
Edici (Best Linear Unbiased Estimator- BLUE ) ve En lyi Lineer Yansiz On Tahmin
Edicinin (Best Linear Unbiased Predictor- BLUP ’in) tiim temsillerinin elde
edilebilecegi gosterilmistir. Ayrica bu yontem kullanilarak, farkli kovaryans
matrislerine sahip iki lineer karma model altinda BLUE ve BLUP ile ilgili bazi
sonuclar verilmistir.

[k boliimde, lineer modeller ve lineer karma modeller genel olarak tanitilmis ve bu
modellerle 1ilgili kisa bir literatiir bilgisi verilerek uygulama alanlarindan
bahsedilmistir. Ikinci boliimde, ¢alismanin biitiiniinde kullanilan bazi temel kavram
ve teoremler verilmistir. Ugiincii boliimde, lineer modeller altinda sabit etkilerin
tahmini ile ilgili baz1 sonuglar elde edilmistir. Benzer sekilde lineer karma modeller
altinda rasgele etkilerin tahmini ile ilgili baz1 sonuclar da dordiincii boliimde elde
edilmistir. Besinci boliimde ise, farkli kovaryans matrislerine sahip iki lineer karma
model ele alinarak, modellerin biri altinda sabit etkiler icin BLUE ve rasgele etkiler
icin BLUP’ 1n diger model altinda da BLUE ve BLUP kalmaya devam etmesi igin
gerekli ve yeterli kosullar elde edilmistir. Son bdliimde, sonug¢ ve Oneriler
sunulmustur.

Vi



BLUE AND BLUP UNDER LINEAR MIXED MODEL

SUMMARY

Key Words: Linear Model, Linear Mixed Model, BLUE , BLUP , Fixed Effect,
Random Effect.

The estimation of parameters under linear models including fixed effects and the
estimations of fixed and random effects under linear mixed models including both
fixed and random effects have been considered in the study. Particularly, it has been
shown all representations of the Best Linear Unbiased Estimator ( BLUE') and the
Best Linear Unbiased Predictor ( BLUP) can be obtained through the (augmented)
model which obtained by adding some restrictions to fixed effect linear model.
Furthermore, some results related to the BLUE and the BLUP have been given
under two linear mixed models having different covariance matrices by using this
method.

In the first chapter, linear models and linear mixed models have been introduced in
general and the fields of application have been mentioned by giving short literature
information related to these models. In the second chapter, some fundamental
concepts and theorems which will be used in the whole of the work have been given.
In chapter three, some results have been obtained related to the estimation of fixed
effects under linear models. Similarly, some results have been obtained related to the
estimation of random effects under linear mixed models in the fourth chapter. In
chapter five, it has been given necessary and sufficient conditions that the BLUE for
fixed effects and the BLUP for random effects under one of these models continue
to be the BLUE and the BLUP also under the other model by considering two linear
mixed models having different covariance matrices. In the last chapter, conclusion
and proposals have been presented.

Vii



BOLUM 1. GIRIS

Gergek hayatta karsilagilan problemlerin ilgili oldugu alanin kavram ve kanunlariyla
ifade edilmesine model denir. Bu problemlerin ¢oziimii i¢in en ¢ok kullanilan
modeller matematiksel ve istatistiksel modellerdir. Matematiksel model bir sistemin
matematik diliyle ifade edilmesidir. Istatistiksel model ise, gdzlemler veya deneylerle
elde edilen verilerin tanimlanmasi, veri yapisinin belirlenmesi ve bir veya birden
fazla degiskenin baska degiskenlerle iliskisini matematiksel denklemler vasitasiyla

belirleyen modeldir.
Genel olarak bir lineer model
yv=Xpf+¢ (1.1)

biciminde ifade edilir. Sabit etkileri iceren lineer modeller, degiskenler arasindaki
iligkileri ortaya ¢ikarma ve gelecege yonelik tahmin yapma agisindan 6nemli yere
sahiptir. Bu modeller ekonomi, sosyoloji ve saglik gibi birgok alanda

uygulanmaktadir. Olaylarin lineer model olarak modellenmesi sirasinda y, X ve
B degisik sekillerde anlamlandirilmaktadir. Ornegin, bazi modellerde y bir

ekonomi degiskeni, bazilarinda ise bir tarim {riiniin verimi ile ilgili gdzlem vektori

olabilir.
Lineer karma model ise genel olarak
yv=Xp+Zy+e¢ 1.2)

seklinde ifade edilir. Burada S parametre vektoriinlin bilesenleri sabit etkileri,

vektoriiniin bilesenleri ise rasgele etkileri ifade etmektedir. Hem sabit hem rasgele



etkileri igeren lineer karma modeller, modelleme agisindan kolaylik saglamasina
ragmen model {izerindeki varsayimlarin ¢ok oldugu durumlarda bazi dezavantajlara
sahiptir. Ancak, bu modeller 6zellikle genetik ile ilgili uygulamalarda ¢ok sik

kullanilmaktadir.

Karma model tanimi ilk olarak Eisenhart [1] tarafindan verilmistir. Eisenhart yapmis
oldugu calismada sabit ve rasgele etkili modelleri sirastyla Model I ve Model II
olarak siniflandirirken hem sabit hem de rasgele etkileri igeren karma modelleri
Model III olarak tanimlamistir. Lineer karma modellerle ilgili yapilan ilk caligmalar
20. yiizyilin ortalarinda hayvan islah1 ve genetik alanindadir. Bu g¢aligmalarin
baslicalar1 Henderson [2,3] tarafindan yapilmistir. Henderson tarafindan elde edilen
sonuclar farkli yaklasimlar kullanilarak Harville [4,5] tarafindan genellestirilmistir.
Lineer karma modellerde sabit etkilerin tahmini problemi ile ilgili literatlirde bir¢ok
calisma mevcuttur. Bunlardan baslicalari; Rao [6], Mitra ve Moore [7], Puntanen ve
Styan [8], Zyskind [9] ve Kala [10] tarafindan yapilan c¢alismalardir. Rasgele
etkilerin tahmini problemi ise literatiirde daha az yere sahiptir ve son yillarda
ozellikle Haslett ve Puntanen [11,12] ve Liu ile ¢aligma arkadaslar1 [13] tarafindan
ele alinmistir. Lineer karma modeller genetik alaninda 6rnegin, yetistirilecek bir
sonraki hayvan irkinin en verimli dolleri verecek sekilde iiretilebilmesi amaciyla,
genetik degerlerinin tahminleri en iyi olacak sekilde elde edilen ebeveynlerin se¢imi
icin kullanilmaktadir. Bir hayvanin et, siit ve yumurta verimi gibi performanslari hem
hayvanin genetik yapisi hem de cevre sartlarinin etkisiyle olusur. Rasgele etkilerin
tahmini ile farkli yil, slirli ve mevsim arasindaki sabit faktorlere ait etkiler es zamanl
degerlendirilip genetik iligski saglanarak genetik ve ¢evresel etki birbirinden ayrilir

[14,15].

Lineer model ve lineer karma modelleri birbirinden ayiran en onemli 6zellik ise

arastirmacinin model kurma amacinin farkliligidir. Genel lineer modelin amact; y
bagimli degisken vektoriiniin ortalama vektdr yapisini B parametre vektoriinii
kullanarak modellemek iken, lineer karma modelin amaci; y bagimli degisken
vektoriiniin varyans-kovaryans matris yapisint y rasgele etki terimleri vektoriine

bagl olarak modelleyebilmektir [14].



Bu ¢alismada, istatistiksel analizlerde en sik kullanilan sabit etkili lineer modeller ile
hem rasgele hem de sabit etkileri igeren lineer karma modeller ele alinarak sabit ve
rasgele etkilerin tahminleri ile ilgili baz1 sonuglar verilmektedir. Ozel olarak farkl
kovaryans matrislerine sahip iki lineer ve lineer karma model ele alinarak, oncelikle
iki lineer modelde, modellerin biri altinda sabit etkiler i¢in en iyi lineer yansiz
tahmin edici (BLUE ) ifadesinin diger model altinda da BLUE kalmaya devam

etmesi ve benzer bi¢cimde iki lineer karma modelde modellerin biri altinda rasgele

etkiler i¢in en iyi lineer yansiz 6n tahmin edici (BLUP) ifadesinin diger model

altinda da BLUP kalmaya devam etmesi ile ilgili gerek ve yeter sartlar elde
edilmektedir. Daha sonra iki lineer karma model altinda BLUE ve BLUP ifadeleri
beraber ele alinarak modellerin biri altinda sabit etkiler icin BLUE ve rasgele etkiler
icin BLUP 1n diger model altinda da sabit etkiler i¢in BLUE ve rasgele etkiler icin

BLUP kalmaya devam etmesi ile ilgili gerek ve yeter sartlar verilmektedir.



BOLUM 2. GENEL BILGILER

Bu boliimde, calismanin diger boliimlerinde kullanilacak bazi tanimlar ve ispatsiz

olarak bazi teoremler verilecektir.

2.1. Bir Matrisin Siitun Uzayi, Sifir Uzay1 ve Ranki

Tamm 2.1.1. x,x,,...,x, € R™ vektorleri igin ch.xl. =0 olacak sekilde hepsi

i=l1
birden sifir olmayan c,,c,,...,c, skalerleri bulunamiyorsa, x,,x,,...,x, vektorlerine

lineer bagimsiz, aksi takdirde lineer bagimlidir denir [16,17].

Tanmm 2.1.2. 4 matrisi mxn boyutlu ve a,a,,...,a, situnlarma sahip olan bir
matris olsun. x'=(x,,x,,...,x,) vektorii i¢in Ax =xq, +x,a, +...+x,a, ifadesi 4

matrisinin  slitunlarinin  bir lineer kombinasyonunu gosteririt. 4 matrisinin

stitunlarinin lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilen tiim vektorlerin kiimesine

A matrisinin siitun uzay1 denir ve C (A) ile gosterilir. C (A) , A matrisinin siitunlari

tarafindan Uretilir ve
C(A) = {y eR™ :y=Ax,xe R”Xl}

seklinde ifade edilir [17,18].

nxl

Tanim 2.1.3. 4 matrisinin a,,a,,...,a, satirlart tarafindan iretilen R™ in alt
uzayma A4 matrisinin satir uzaytr denir. 4 matrisinin satir uzayr C (A’) olarak

gosterilir [17,18].



Tamm 2.1.4. 4 matrisinin sifir uzayi,

N(A)z{xeR”X1 :Ax:O} cR™

seklinde tanimlanir [19].

Teorem 2.1.5. 4 matrisi mxnboyutlu bir matris ve C matrisi, 4 matrisinin satir
indirgenmis esolan bigimi olsun. 4 matrisinin satir uzay1 ile C matrisinin satir uzay1
aynidir [17,18].

Tamm 2.1.6. 4 matrisinin siitun uzaymin boyutuna A4 matrisinin siitun ranki, satir

uzaymin boyutuna ise 4 matrisinin satir ranki denir. Bir 4 matrisinin satir

indirgenmis esolan bicimindeki sifirdan farkli satirlarinin sayisina 4 matrisinin

rank1 denir ve r(4) ile gosterilir [17,18].

Teorem 2.1.7. A matrisi mxn boyutlu bir matris olsun. 4 matrisinin satir ranki,

siitun ranki ve ranki esittir [17].

Teorem 2.1.8. Uygun boyutlu 4,B,K ve M matrisleri i¢in asagidakiler dogrudur:

AN

a) C(4:B)=C(A4)+C(B),

(4),
(4),

d) C(K)c C(M )< Uygun boyutlu herhangi bir N matrisi i¢in K matrisi MN

(
b) C(4B)cC
¢) C(44')=C
bigimindedir,
e) boy(C(A4))=r(4),
f) Eger C(4)c C(B) ve r(4)=r(B) ise C(4)=C(B) dir. Ozellikle,
c(1,)=R™ dir,
g) AeR™ igin r(4)<min{mn},

h) r(A+B)S r(A)+r(B) ,



i) r(A) = r(A') = r(AA') = r(A'A) [16, 18, 20].
2.2. Tersler ve Genellestirilmis Tersler

Eger AB =1 ise, B matrisine 4 matrisinin sag tersi denir ve 4" ile gdsterilir. 4

matrisine ise, B matrisinin sol tersi denir ve B™" ile gosterilir. 4 matrisinin sag

tersi A tam satir rankli oldugunda, B matrisinin sol tersi ise B tam silitun rankli

oldugunda vardir. Sag ters veya sol ters tek olmayabilir. 4 € R™ iiggensel bir matris
olmak flizere, rank sartlar1 gosterir ki, m >n oldugunda sag ters ve m <n oldugunda

sol ters olmayabilir. Aslinda her iki tersin olmasi icin gerek ve yeter sart A
matrisinin kare matris ve tam rankli olmasidir. Bu durumda, 4~ ve 4 tersleri tek

R Lt . . . . e . . -1 -
ve birbirine esittir. Bu 6zel matrise, nonsingiiler 4 matrisinin tersi denir ve A" ile

gosterilir. O halde, bir 4 matrisinin tersinin olmasinin gerek ve yeter sartt A

matrisinin nonsingiiler olmasidir. 44" = A" A=1 dir. Eger A ve B matrislerinin

her ikisi de nonsingiiler ve ayn1 boyutlu ise, (AB)f1 =B7'A" dir.

Herhangi bir 4 matrisi i¢in ABA = A ise, B matrisine A matrisinin genellestirilmis
tersi denir ve A4 ile gosterilir. Eger 4 € R™" ise, 4 € R™ dir. Her matris en az bir

genellestirilmis terse sahiptir. Her simetrik matrisin ise en az bir simetrik
genellestirilmig tersi vardir. Genel olarak, A tek degildir. 4™ matrisinin tek olmasi

icin gerek ve yeter sart 4 matrisinin nonsingiiler olmasidir. Bu durumda 4~ = 4™

dir.

Herhangi bir 4 matrisi igin,

a) ABA=A
b) BAB=B
¢) AB=(4B)

d) BA=(BA)



kosullar1 saglayan B matrisine 4 matrisinin Moore-Penrose tersi denir ve A" ile

gosterilir. Bir matrisin Moore-Penrose tersi tektir ve A tersinirise 4" = 4™ dir [18].

Tammm 2.2.1. Eger P’ =P olacak sekilde bir P matrisi varsa, P matrisine

idempotent matris denir [18].

Teorem 2.2.2. A, B ve K uygun boyutlu matrisler olmak iizere asagidakiler

saglanir.

a) (A7) =Ave (4) =(4),

b) AA" ve A" A idempotenttir,

¢) r(A)=r(4")=r(4A4")=r(4"A)

d) AAA" = A=A AL ve A(4) A =4" =4 (4) 4,

e) A=04"=0,AB=0=B"4"=0ve A 'B=0< A'B=0,

f) r(A)=r(AA)=r(44)<r(4"),

g) BA K matrisinin, 4 matrisinin genellestirilmis tersinin se¢imine gore degismez
olmasinin gerek ve yeter sarti C(B') c C(A') ve C(K) c C(A) dir,

h) A4 A4 ve AA™ idempotenttir,
i) A4 matrisi simetrik ve idempotent ise / — 4 matrisi de simetrik ve idempotenttir

[16, 18, 19].
2.3. Vektor Uzaylan, izdiisiim Matrisi ve Ortogonal Izdiisiimler

S eR™ olsun. Her u,veS ve a,beR igin au+bveS oluyorsa, S kiimesi bir
vektor uzayidir. R™ vektor uzaymin her alt vektor uzayr 0 vektoriinii igerir. Eger
S,,S, e R™ vektor uzaylan igin, S;NS,={0} ise S, ve S, vektér uzaylarina
(hemen hemen) ayrik vektor uzaylari denir. S, (.S, bir vektor uzayidir, fakat S, U S,
bir vektor uzayr olmak zorunda degildir. S;U S, kiimesini igeren en kiigiikk vektor

uzayma iki uzaym toplami denir ve S, +S, ile gosterilir. S,+S,, ueS, ve ves,



olmak iizere, u+v bicimindeki tim vektorleri igerir. Aym1 boyuttan u ve v

vektorleri igin, eger u'v=0 ise, u vektorii, v vektoriine diktir denir. Eger S, ve S,
vektor uzaylart icin S, vektdr uzayindaki her vektor S, vektor uzayindaki tiim
vektorlere dik ise S, ve S, vektor uzaylar1 birbirine diktir denir ve S, LS, ile

gosterilir. Birbirine dik olan iki vektor uzaymin toplamina bu vektdr uzaylarinin

direkt toplami denir ve bu durumda S, + S, ile gosterilen toplam S, @S, seklinde
ifade edilir. Eger S, ®S,=R"™ ise S, ve S, alt uzaylarina birbirinin dik

timleyenleri denir ve S, =S," (veya S," =S, ) seklinde gosterilir. Agik¢a bir S
vektor uzay1 igin (S . )L =S olur. {u,,u,,...,u, } vektorlerinin kiimesi agagida verilen

kosullar1 sagliyorsa, S vektdr uzayi i¢in bir bazdir.

a) ueS,i=L2,.. k.
b) {u,,u,,...,u,} lineer bagimsizdir.
¢) S vektor uzaymin her elemani u,u,,...,u, vektérlerinin lineer kombinasyonu

olarak yazilir.

Her sifirdan farkli sonlu boyutlu vektér uzaymin bazi vardir, ancak bu baz tek
olmayabilir. Fakat verilen herhangi bir sonlu vektér uzaymin farkli bazlarindaki

vektor sayist aynidir. Bu sayiya vektor uzaymin boyutu denir ve S vektor uzay1 igin

boy(S ) ile gosterilir. nx1 boyutlu vektorleri i¢eren herhangi bir S vektor uzayi igin

S@®St=R™ olur. Boylece, yeR™ vektorii, ueS ve veS* olmak iizere,
y=u+v olarak tek tiirlii yazilabilir. Bu ifadeye, y vektoriiniin dik ayrisimi denir.

Burada u vektoriine, S vektor uzay iizerinde y vektoriinlin izdiisiimii denir ve tek

olarak belirlenir [18].

Tamm 2.3.1. § vektor uzayr olmak tizere her ve S i¢cin Pv=v ve PveS ise P
matrisine bir izdiisiim matrisi denir. Her izdiisim matrisi bir idempotent matristir

[18].



Tamm 2.3.2. P matrisi, S vektor uzayinin bir izdiisiim matrisi olmak tizere 7 — P
matrisi S* vektdr uzaymn bir izdiisiim matrisi ise, bu durumda P matrisine S

vektor uzaymin bir dik izdiistim matrisi denir [18].

Teorem 2.3.3. Herhangi bir 4 matrisi i¢gin 44~ matrisi C (A) icin bir izdlisiim

matrisidir. 4(A4'A) A" matrisi ise C(4) i¢in bir dik izdiisiim matrisidir [18].
Teorem 2.3.4. C(P,)=C(4) ve C(1-P,)=C(4) dir[18].

Teorem 2.3.5. 4 ve B uygun boyutlu matrisler olmak {izere,

a) C(4:B)cC(4)®C((1-P,)B),

dir [18].

Teorem 2.3.6. 4 ve B uygun boyutlu matrisler olmak iizere, C (A) cC (B) olsun.

Bu durumda

PP,=P,P, =P,

dir [19].

Teorem 2.3.7. Uygun boyutlu 4 ve B matrisleri i¢in

a) BA=0<= C(B)cC(A),

b) C(B)cC(4)= C(B) cC(4)

dir [18].
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2.4. Kuadratik Formlar ve Pozitif Tanimhh Matrisler

Tanim 2.4.1. y = (yi) e R™ vektorii ve simetrik bir 4 = (al.j ) e R™" matrisi igin,

O(y)=y'dy= iiyiyjag

i=l j=1

ifadesine, y, elemanlarmin bir kuadratik formu ve 4 matrisine de bu kuadratik

formun matrisi denir. ' 4y kuadratik formu, simetrik bir 4 matrisi tarafindan

karakterize edilir ve bu matrise kuadratik formun matrisi denir. Bdyle bir matris igin

asagidakiler sdylenebilir:

a) Eger Vy#0 icin y'4y >0 ise A pozitif tanimlidr,
b) Eger Vy #0 i¢in y'Ay <0 ise A negatif tanimhdir,
¢) Eger Vy icin y'Ay >0 ise 4 nonnegatif tanimlidir [18,20].

Teorem 2.4.2. A nonnegatif tanimli ve r rankli bir matristir ancak ve ancak

A=RR' olacak sekilde 7 rankli bir R matrisi vardir [19].
2.5. Lowner Siralamasi

Tammm 2.5.1. Eger 4 ve B nonnegatif tanimli matrisleri i¢in B — A4 nonnegatif

taniml1 ise Lowner siralamasina gore 4, B den daha kiiciiktiir denir. 4<, B veya
B>, 4 ile gosterilir. Eger B— A pozitif tanimh ise, bu durumda 4 matrisine

kesinlikle B matrisinden kiigiiktiir denir. 4<, B veya B>, A4 ile gosterilir [18].

2.6. Parcalanms Matrisler

Tanim 2.6.1. Bir kiimenin parcalanmasina benzer olarak bir matrisin pargalanmasi,

orijinal matrisin her bir elemaninin, pargalanisin yalniz ve yalniz bir alt matrisine
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diisecek sekilde karsilikli ayrik alt matrislere ayrismus halidir. Ornegin 4 € R™”

matrisi i¢in

A= (All Ale
A21 A22

ifadesi, A matrisinin bir parcalanisidir. Burada m, +m, =m ve n,+n, =n olmak

tizere 4, eR"™,4,eR™"™ 4, eR™™" ve A4,,eR"™" dir. Yukarida verilen

matrisin transpozesi

A! — (Al’l AZ'I j
A1’2 '2
seklindedir.

Teorem 2.6.2. 4, ve A,, matrisleri sifir matris, 4,, ve A,, matrisleri tersinir kare

matrisler ise, 4 matrisinin tersi

A—l :[Al_ll 0 j
0 4,

seklindedir. Benzer olarak, eger A4,, ve A4,, matrisleri sifir matris ise 4 pargalanmis

matrisinin genellestirilmis tersi ve Moore-Penrose tersi sirastyla

A":[Al_l 0 J ve A" :(Aﬂ 0 J
0 A2_2 0 A2+2

seklindedir. Burada A4, ve A4;, i=1,2, sirastyla 4, matrisinin genellestirilmis ve

Moore-Penrose tersleridir [16,20].
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Teorem 2.6.3. 4 =( ! 12] reel simetrik matrisinde, A4,, ve A4,, nonsingiiler ise
22

-1 _ _ _
A—IZ A11 A12 _ An1 _A111A12A221

0 4, 0 A,
dir [21].

All A12 . . e .
Teorem 2.6.4. A= reel simetrik matrisi i¢in

21 2

a) A matrisi pozitif tanimlidir ancak ve ancak 4,, ve 4,, — 4, 4, 4,, pozitif

tanumMidir,

b) A matrisi pozitif tanimlidir ancak ve ancak A4,, ve 4, — A,,4,, 4,, pozitif

tanimlidir [21].

2.7. Lineer Denklem Sistemleri

Tanim 2.7.1. 4eR™ , BeR* ve CeR™ bilinen matrisler olmak iizere,

AXB = C matris denklem sistemini saglayan en az bir X € R”* matrisi varsa, sistem

tutarlidir denir. Aksi takdirde sistem tutarsizdir [20].

Teorem 2.7.2. AcR™, BeR" ve CeR™ olsun. AXB=C matris denklem
sistemini saglayan bir X € R™* matrisinin mevcut, yani sistemin tutarli olmasmin
gerek ve yeter sartt A4”CB B = C olmasidir. Eger sistem tutarli ise herhangi bir Z

matrisi i¢in,
X=ACB +Z—-A4A AZBB~

ile verilen X matrisi AXB = C matris denkleminin genel ¢ozimidiir.
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AXB =C matris denkleminde X matrisi yerine xeR™ vektorii, B=1 ve C
matrisi yerine g € R vektorii aliirsa, 4x = g lineer denklem sistemi elde edilir.

Boylece Teorem 2.7.2° nin daha 6zel bir durumu olarak asagidaki teorem verilebilir

[20].

Teorem 2.7.3. Ax =g lineer denklem sisteminin tutarl1 olmasinin gerek ve yeter
sartt AA”g = g olmasidir. Eger sistem tutarli ise, bu durumda herhangi bir # € R™!
vektorll icin x=A4"g +(I —A‘A)h ile verilen x vektorii Ax=g lineer denklem

sisteminin genel ¢oziimiidiir [20].

Teorem 2.7.4. Uygun boyutlu 4 ve B matrisleri i¢in Y(A4: B) =(0: B) denkleminin
Y e R™ igin bir ¢dziime sahip olmasimun gerek ve yeter sarti C(A4)C(B)={0}

olmasidir ve eger C (A :B ) =R"™ ise ¢oziim tektir [22].

2.8. Karesel ve Lineer Formlarin Tiirevleri

Tanim 2.8.1. /', x vektoriiniin bir fonksiyonu olmak iizere, [gij kismi tlirevi, Zl
X, X

X X

1

siitun vektorli araciligiyla gosterilir, yani Zl:(sij seklindedir. Benzer sekilde

satir vektori i¢in kismi tiirev a—f’ = (%) seklindedir [21].
ox X

Teorem 2.8.2. x, a € R™ vektorleri ve 4 € R™" matrisi icin

ox'a Oa'x
a) ——— =———=4a,
ox ox
b) 8xan = ( A+ A )x dir. Eger 4 matrisi simetrik ise 8xan =2Ax dir [21].
" X
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2.9. Rasgele Vektorler ve Baz: Istatistiksel Kavramlar

Rasgele vektor, elemanlar1 rasgele degiskenler olan bir vektdr ve benzer sekilde
rasgele matris ise, elemanlar1 rasgele degiskenler olan matristir. Rasgele vektor ve
matrislerle ilgili baz1 temel kavram ve teoremler asagida verilmektedir. Bu tanim ve

teoremler ile ilgili detayl1 bilgi i¢in, 6rnegin, [19,23] kaynaklarina bakilabilir.

Tanim 2.9.1. Z :(z“

J

) mxn boyutlu rasgele bir matris olmak tizere, Z matrisinin

beklenen degeri, E(Z)= (E(zy )) dir.

Teorem 2.9.2. Z rasgele bir matris, 4, B ve C bilinen uygun boyutlu matrisler

olmak iizere, E(AZB+C)=AE(Z)B+C dir.

Sonu¢ 2.9.3. 4 ve B uygun boyutlu matrisler, x ve y ise uygun boyutlu rasgele

vektdrler olmak iizere E(Ax+ By)=AE(x)+BE(y) dir.

Tamm 2.9.4. X rasgele degiskeninin varyansi, var(X)=o0,’=E(X - y)z dir.

Burada, u=FE (X ) dir.

Tanim 2.95. X ve Y vrasgele degiskenleri arasindaki kovaryans,

cov(X,Y)=0,, =E(X —u)(Y—v) dir. Burada u=E(X), v=E(Y) dir.

!
x:(xl,xz,...,x p) px1 boyutlu rasgele vektoriiniin kovaryans matrisi ( varyans-

kovaryans matrisi veya dagilim matrisi)

!

cov(x,x)=var(x)= (%) = (cov(xi,xj)) :(E(xi —,ui)(xj —,uj)) =E(x—u)(x—u)

= E(xx')—,u,u'
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olarak tanimlanir. Burada u=F (x) px p boyutlu bir matris, y= ( VisVosenes yq)

g x1 boyutlu rasgele vektor olmak iizere x ve y vektorleri arasindaki kovaryans

matrisi,

!

cov(x,y) =cov(xl.,yj) =(E(xl. —,ui)(yj —Vj)) :E(X—,U)(y—v)' =E(xy')_,uV
dir. Burada = E(x) ve v=E(y) dir ve cov(x,y) pxg boyutlu bir matristir [22].

Teorem 2.9.6. 4cR"” ve BeR”" bilinen matrisler, x e R™' ve y e R"" rasgele

vektorler olsun. Bu durumda

a) cov(4x,By)=Acov(x,y)B,

b) cov(Ax, Ax) = Avar(x) A

dir [19,23].



BOLUM 3. LINEER MODEL

3.1. Giris
Genel olarak bir lineer model

y=XB+¢ G.1)

olarak ifade edilir. Burada y € R™' gozlenebilir rasgele vektorii, X € R™” model

matrisini, € R”" bilinmeyen parametre vektoriinii, £ € R™ rasgele hata vektoriinii

temsil etmektedir. Bu modelde

E(£)=0 ve cov(e)=Q,

kabul edilmektedir.

(3.1) modeli baz1 6zel durumlara sahiptir. Bu 6zel durumlar & hata vektoriiniin
dagilimia, Q kovaryans matrisine, X model matrisinin yapisina ve rankina

baglidir.

¢ hata vektoriiniin dagilim ile ilgili asagidaki {i¢ durum s6z konusudur:

1. Durum: ¢, E(&)=0 ve Q=1 olmak iizere cov(¢)=0"1, (02 > 0) olacak
sekilde normal dagilima sahiptir. & ~ N(0,05°1) ile gosterilir.

2. Durum: ¢, E(¢)=0 ve Q=1 olmak iizere cov(&)=0"1, (0'2 >O) olacak

sekilde bilinmeyen bir dagilima sahiptir. & ~ (0, o’l ) ile gosterilir.
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3. Durum: ¢, E(¢)=0 ve Q=V olmak iizere cov(e)=0V , (0'2 >O) olacak
sekilde bilinmeyen bir dagilima sahiptir. & ~ (0, O'ZV) ile gosterilir. Burada V' e R™

bilinen nonnegatif tanimli matristir.

Birinci ve ikinci durumdaki varsayimlar altindaki modellere Gauss-Markov

modelleri denir [24]. Bu ¢alismada {igiincli durumda ifade edilen ve sabit etkiler
modeli olarak bilinen genel lineer model ele alinacaktir. Bu modeldeki o sabiti ile

ilgili 6zellikler ve sonuglar ¢alismanin kapsami disindadir. Bu nedenle o =1 almak

genelligi bozmayacaktir. (3.1) de verilen lineer model kisaca

L={y, XV} 3.2)
olarak ifade edilebilir. Burada

E(y)=Xp ve cov(y)=cov(e)=V

dir. Ayrica L modelinde X model matrisi tam rankli olmak zorunda degildir.

X, eR", X,eR"” ve p=p, +p, olmak iizere, X =(X,:X,) ve bu matrise

karsilik gelecek sekilde S =(f/: 5, ), alindiginda XfB=X,5 +X,5, olarak

yazilabilir. Bu durumda L modeli bir pargalanmis lineer model olarak
L={y.X,B+X,5.V} (3.3)
bi¢iminde ifade edilir.

Bu ¢alismada L modelinin tutarli, yani

yeC(X:V)=C(X:VM)
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oldugu kabul edilecektir. Burada H = P, matrisi C(X) tizerine dik izdiisiim matrisi

olmak tizere M =1 —H matrisi C(X )l {izerine dik izdiisiim matrisidir.

3.2. Lineer Modellerde Tahmin

Bir tek parametreyi tahmin etmek igin tek bir istatistik kullaniliyorsa, bu durumda
parametrelerin nokta tahmin edicisi kullaniliyor denir. Yani nokta tahmin edicisi, bir
kitle parametresini tahmin etmek i¢in kullanilan tek bir istatistiktir. Genel olarak bir

istatistikten bahsediliyorsa, buna tahmin edici ve eger istatistik belirlenen bir degeri

almigsa buna tahmin denir. Q bir parametre olmak iizere £ (T ):Q ise, T
istatistifine Q parametresinin yansiz tahmin edicisi, £(7T)=Q+(bir terim) ise

buna yanlh tahmin edici denir. Yanli ve yansiz tahmin ediciler arasinda se¢im soz
konusu oldugunda yansiz tahmin edicinin se¢ilmesi dogaldir. Ancak iki yansiz
tahmin edici arasinda se¢im s6z konusu oldugunda yeni bir 6l¢ii kullanmak gerekir.
Bu durumda da parametreye yakin olma olasiligi yliksek olan tahmin edici tercih
edilir. Bir parametrenin herhangi bir yansiz tahmin edicisi, diger herhangi bir yansiz
tahmin edicisinden daha kiiclik varyansa sahip ise, bu istatistie parametrenin

minimum varyansli tahmin edicisi denir.

L modelinde S parametre vektoriinii tahmin etmenin degisik metotlar1 mevcuttur.

Bu metotlardan en ¢ok kullanilanlart en kii¢iik kareler tahmini (Least Squares

Estimation-LSE) ile maksimum olabilirlik tahmini (Maximum Likelihood

Estimation-MLE) dir. LSE metodu &=(¢,) olmak iizere, ng ifadesinin S

parametresine gore minimumlastirilmasi islemlerini igerir. MLE metodu ise, ¢ hata
vektorii normal dagilima sahip oldugunda gozlemlerin sabit bir kiimesi ig¢in

olabilirlik fonksiyonunun maksimumlastirilmasi islemlerini igerir.

Lineer modeller altinda parametrelerin ve bu parametrelerin lineer fonksiyonlarinin
tahmin edicilerinin agik ifadelerini bilmek yararlidir. Ancak ¢ogu zaman bu ifadeler

tek degildir. Bir tahmin edicinin ifadesinin tek olmasi1 parametrenin tahmin edilebilir
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olmasi ile miimkiindiir. Bir K parametrik fonksiyonunun L modeli altinda tahmin

edilebilir olmasi igin gerek ve yeter sart
C(K')cC(X') (3.4)

yani K = AX olacak sekilde en az bir 4 matrisinin mevcut olmasidir [22]. Buradan

acikca gorilmektedir ki X4 vektori L modeli altinda her zaman tahmin

edilebilirdir. B parametresinin L modeli altinda tahmin edilebilir olmasinin gerek
ve yeter kosulu ise her BeR” i¢in E(Ay)=AXB=p olacak sekilde bir A4
matrisinin mevcut olmasidir. Diger bir deyisle, f parametresinin L modeli altinda

tahmin edilebilir olmasinin gerek ve yeter kosulu

I,=A4X=X4 (3.5)

olacak sekilde en az bir 4 matrisi mevcut olmasidir. L modeli altinda K,f,

parametrik fonksiyonunun tahmin edilebilme kosulu ise
C(K;)c=C(X,M,) (3.6)

yani K, = FM X, olacak sekilde en az bir F matrisi mevcut olmasidir. X,/,

vektoriiniin L altinda tahmin edilebilir olmasinin gerek ve yeter kosulu

C(Xx,)NC(x,)={0} 3.7

olmasidir. Bu kosulun ayni zamanda X,f parametresinin de L modeli altinda

tahmin edilebilme kosulu oldugu agikca goriilmektedir.
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3.3. Alisilmis En Kiiciik Kareler Tahmin Edicisi (OLSE)

En kiigiik kareler tahmini yontemindeki diisiince, X/ vektorii i¢in gozlenmis y

degerlerine miimkiin oldugunca yakin olacak sekilde £ vektorii bulmaktir. Buna

gore S parametreler vektoriiniin L modeli altinda OLSE ’si, ( y-Xp ), ( y-Xp )

ifadesinin £ vektoriine gére minimumlastirilmasiyla elde edilen
XXp=XYy

ve normal denklemler olarak bilinen denklem sisteminin ¢Oziimii ile elde edilir ve
OLSE ( ﬁ|L): B ile gosterilir. XX 8= XY normal denklemi 8 ya gore ¢oziiliirse,
herhangi bir u vektdrii i¢in genel ¢oziim

B=(XX) X+ (1-(XX) (XX))u 3.8)
olarak yazilir.

(XX) X' =X (X') X' =X (Xx*) =x"Xx* = X"

oldugundan (3.8)’ deki genel ¢6ziim

A

B=X"y+(I-X"X)u=X"y+Ru (3.9

olarak ifade edilir. Burada R, , C(X ’)l lizerine dik izdiisiim matrisidir [25,26].
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3.4. En lyi Lineer Yansiz Tahmin Edici (BLUE)

Kisim 3.2°de belirtildigi gibi, eger her S eR"”" icin E (Gy) =X/ ise, Gy tahmin
edicisi X £ i¢in bir yansiz tahmin edicidir. Eger bu lineer yansiz tahmin edici diger

tiim yansiz tahmin ediciler arasinda Lowner siralamasina gore en kiiclik kovaryans

matrisine sahipse en iyi lineer yansiz tahmin edici (BLUE) olarak tanimlanir. Yani

E (By) = X [ olacak sekildeki her By vektori igin

cov(Gy) <, cov(By) (3.10)

dir. Asagidaki teoremde temel BLUE denklemi olarak bilinen denklem ifade
edilmigtir [22].

Teorem 3.4.1. L={y,X3,V} sabit etkili lineer modeli ele alinsin. Bu durumda

Gy = BLUE(X |L) & G(X :VX*)=(X :0). @3.11)

Ispat: VX =0 kosulunun herhangi bir X* matrisi i¢in saglanacagi agiktir.

Dolayistyla X matrisi i¢in bir se¢gim M = I — H matrisidir. Bu durumda (3.11)
Gy=BLUE(Xp)< G(X:VM)=(X:0) 3.12)
olarak ifade edilebilir.

Teorem 2.74’¢ gore (3.12) ifadesinde C(X)NC(VM)={0} oldugundan,
G(X :VM)=(X:0) denklemi G i¢in en az bir ¢dziime sahiptir. Bu denklemin G
i¢in tek bir ¢oziime sahip olmasinin gerek ve yeter sarti C(X : VM) =R"" olmasidir.
Eger G, ve G, , G(X:VX")=(X:0) icgin iki ¢dziim ise bu durumda

G,(X :VM)=G,(X : VM) oldugu agikca goriilmektedir.
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Ik olarak G(X :¥M)=(X :0) denkleminin G matrisi i¢in saglandig1 kabul edilsin
ve F matrisi, FX =X sartin1 saglayan keyfi bir matris olsun. Bdylece
(F—G)X =0 yani baska bir deyisle C(F'—G")c C(M) elde edilir. Bu durumda
F'—=G'=ML olacak sekilde bir L matrisi vardir. GVM =0 varsayimma gore,
GV(F'-G"Y=GVML=0 ve dolayisiyla cov[Gy,(F-G)y]=GV(F-G) =0

oldugu goriiliir. Gy ile (F —G)y arasindaki iligkisizlikten
cov(Fy)=cov[(F—G)y+Gy]=cov[(F -G)yl+cov(Gy)=, cov(Gy)

yazilabilir. Boylece Gy = BLUE(X ) elde edilir.

Diger yandan eger GX =X ve VF:FX =X i¢in

GVG' <, FVF' (3.13)
ise GVM =0 oldugu gosterilmelidir. Simdi (3.13)’deki F matrisi FX =X ve
FVM =0 olacak sekilde secilsin. Bu durumda (G — F)X =0 yani bir bagka deyisle
C(G'-F"Yc C(M) elde edilir. Bu durumda bazi1 K matrisleri i¢in G'—F'= MK

olarak  yazilabilir  ve dolayisiyla ~ FV(G'-F')=0  olur. Buradan
cov[Fy,(G — F)y]=0 oldugu goriiliir. Boylece

cov(Gy) = cov[(G —F)y+ Fy] = covl:(G —F)y] +cov(Fy)=, cov(Fy) (3.149)

elde edilir. (3.13) varsayimi gosterir ki (3.14) ifadesindeki esitlik saglanir ancak ve
ancak cov[(G—F)y] = (G—F)V(G—F)’ =0 yani (G—F)V =0 dir. Boylece

GV = FV yazlabilir. Burada her iki taraf sagdan M ile ¢arpilirsa

GVM =FVM =0 3.15)
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elde edilir. GX =X yansizlik kosulu (3.15) ile birlikte ele alinirsa ispat

tamamlanmis olur. o

Onerme 3.4.2. G(X:VM)=(X:0) denklemini saglayan G matrisi icin genel

coziimler:

a) G, =(X:0)(X:VM) +F[I,-(X:VM)X:VM) |,
b) G,=X(XW Xy XW +F,(I,-WW"),
Q) Gy=1,~VM(MVM) M+F|1,~MVM(MVM) |M,

d) G,=H—HVM (MVM) M +F,| 1, ~MVM (MVM) |M

seklinde ifade edilebilir. Burada F, F,, F, ve F, keyfi matrisler, W =V + XUX"' ve

U; C(W)=C(X:V) sartim saglayan keyfi matristir [22].
Ozel olarak X tam siitun rankli ve ¥ pozitif tanimli matris oldugunda
BLUE(B)=f=(XV"'x) XV (3.16)

olarak elde edilir.



BOLUM 4. LINEER KARMA MODEL

4.1. Giris

Genel olarak bir lineer karma model

yv=Xp+Zy+e¢ “4.1)

olarak ifade edilir. Burada yeR™ gozlenebilir rasgele vektorii, X e R™” sabit
etkilere iliskin model matrisini, e R” sabit etkilere iliskin parametre vektoriinii,
Z e R™ rasgele etkilere iliskin tasarim matrisini, y € R”' rasgele etkilere iliskin

gozlenemeyen vektorii, &£eR™ rasgele hata vektoriinii temsil etmektedir. Bu

modelde

E(y)=0 ve cov(y)=D,

E(g)=0 ve cov(e)=R

kabullerinin yani sira y ile ¢ vektorlerinin iligkisiz yani

cov(y,&)=0 4.2)

oldugu kabul edilmektedir. (4.1)’ de verilen lineer karma model kisaca

M ={y,Xp+Zy,D,R) 4.3)

biciminde gosterilebilir.
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(4.1) modelinde & = Zy + ¢ olarak gosterilirse, (4.1) lineer karma modeli
y=Xp+¢ (4.4)

sabit etkili lineer model olarak ele almnabilir. Bu modelde E(s)=0ve E(y)=0

oldugundan

E(S)=ZE(y)+E()=0

ve cov(y)=D, cov(&)=R oldugundan ve (4.2)’den
cov(&)=cov(Zy+e)=Zcov(y)Z' +cov(e)+2cov(y,e)=ZDZ'+R =%

dir. (4.4) modeli kisaca

My ={y,XB.ZD'Z+R) ={y, X 3,5} (4.5)

seklinde gosterilebilir. Bu durumda M sabit etkili lineer modeli altinda Teorem

3.4.1’¢ gore X [ igin temel BLUE denklemi
B(X :ZX)=(X:0) (4.6)

olarak yazilir. Yani M lineer karma modeli altinda sabit etkilerin tahmini i¢in M
sabit etkili lineer model ele alinabilir. M modelinde X tam siitun rankli ve

Y =Z7ZD'Z + R pozitif tamiml kabul edildiginde, (4.1) lineer karma modeli altinda
BLUE(B|M)=f=(XT"'X)" X'y

elde edilir.



26

4.2. Lineer Modelde Yeni Gozlemler

(3.2)’de verilen L = { v, X ,B,V} sabit etkili genel lineer modeli ele almsin. y, e R™!

yeni gézlemleri igeren gozlenemeyen rasgele vektor olmak tizere yeni gézlemler
yp=XBte, 4.7

modeli ile gosterilebilir. Burada X, e R™” yeni gozlemlere iliskin model matrisini,

L eR” genel lineer modelde oldugu gibi bilinmeyen parametre vektoriinii ve
£, € R™" yeni gdzlemlere iliskin rasgele hata vektoriinii temsil etmektedir. Rasgele
vektorler y ile y, arasindaki temel fark; y vektdriiniin gozlenebilir, fakat y,
vektoriiniin gozlenemez olmasidir. y, vektorii (4.7) modelinden ortaya ¢ikan bir
rasgele vektoriin bir gelecek degerini temsil eder. Buradaki amag y rasgele vektori

tzerinden y, vektoriiniin 6n tahmin edilmesidir.

L modeli ile (4.7) modelinin birlikte ele alinmasiyla elde edilen ve yeni gozlemleri

iceren lineer model

BIEATRCATR G
N_{yf]’[)@ﬁ]’(vm V]} (4.8)

olarak ifade edilebilir. Burada

) ()

ve y ile y, vektorlerinin ortak kovaryans matrisi
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seklindedir.
4.3. En lyi Lineer Yansiz On Tahmin Edici (BLUP)

Lineer karma modellerde sabit ve rasgele etkilerin bir arada bulunmasi, parametre
tahminlerinin daha karmasik olmasina neden olur. M lincer karma modeli altinda

sabit etkiler ile ilgili tahminler (4.5)’te verilen M modeli vasitasiyla hesaplanir.

Rasgele etkilere iliskin p vektorii ile ilgili tahminler ise, bu kisimda detayli olarak

ele alinacaktir.

En iyi lineer yansiz 6n tahmin edici (BLUP) , Kisim 3.4’te BLUE ile ilgili yapilan

tanimlara benzer olarak asagidaki gibi tanimlamir. Eger her 8 e R” igin
E()=E(y,)=X,p “9)

yani bir bagka deyisle E ( Vv, —Ay) =0 ise, Ay lineer 6n tahmin edicisi y, rasgele

vektorii i¢cin yansizdir denir. Bu lineer yansiz 6n tahmin edici diger tiim yansiz 6n

tahmin ediciler arasinda Lowner siralamasina gore en kiiciik kovaryans matrisine

sahipse BLUP olarak tanimlanir. Yani £ (By) =F ( yf) =X, olacak sekildeki her

By vektorti igin Ay, y, rasgele vektoriiniin yansiz lineer 6n tahmin edicisi olmak

uzere
cov(Ay—yf) <, cov(By—yf)

dir [22]. Asagidaki teoremde temel BLUP denklemi olarak bilinen denklem ifade
edilmistir [11,12].
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YV XBY(V W .
Teorem 4.3.1. N = s , modeli ele alinsin. Bu durumda
Y )\ X B) Vo Vi

Ay =BLUP(y,|N) < A(X VX" )=(X, 7, X"). (4.10)

Ispat: 4 matrisi, A(X VM ) = (X VM ) denklemini saglayan herhangi bir
matris ve By, y, i¢in bir baska bir yansiz 6n tahmin edici, yani BX =X, olsun.

Burada M =1—-H matrisinin X" i¢in bir se¢im olduguna dikkat edilmelidir. Bu
durumda (B—A)X =0 yani bir baska deyisle C(B'A")c C(M) olur. Dolayisiyla

herhangi bir L matrisi i¢in B'—A =ML scklindedir. Ayrica AVM =V, M

oldugundan

cov[dy =y, ,(B—-A)yl=AV(B—A4) -V, (B-A)

= (AV—Vzl)(B_A)'
= (AV =V, )ML
=0 4.11)

elde edilir ve dolayisiyla Lowner siralamasina gore

cov(By—yf) = COV[(B)’—A)’)‘F(A)’_yf)}
= cov(By - Ay)+cov(dy-y,)

>, cov(Ay —yf) 4.12)
bulunur. Yani 4y, y, i¢in BLUP’ tir.

Tersine Ay, y, i¢in BLUP olsun. Bu durumda 4X =X, ve AVM =V, M dir.

Kabul edelim ki bir B matrisi (X : VM) = (X VM ) denklemini saglasin. Buradan

A'—B'= MK yazlabilir. (4.11)’ de oldugu gibi
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cov[By—y,,(A—=B)yl=(BV =V, ) MK =0 (4.13)
elde edilir. Boylece

cov(Ay—y, ) =cov| (4v—By)+(By-y,)]
=cov(A4y—By)+cov(By-y,)

>, cov(By-y,) (4.14)
oldugu gorilir. Ancak Ay, y, i¢in BLUP oldugundan
cov(By—yf) = cov(Ay—yf)
olmak zorundadir. Bu durum ise
cov(A4y—By)=(4-B)V(4-B) =0 (4.15)

esitliginin saglanmasiyla mevcuttur. (4.15) esitliginin saglanmasinin gerek ve yeter

sarti ise (A-B)V' =0 olmasidir. Buradan AV =BV ve dolaysiyla

AVM = BVM =V, M oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir. m

y rasgele etki vektoriiniin BLUP’ i elde etmek i¢in (4.8)’de verilen N modeline

benzer olarak karma modelin yan1 sira rasgele gozlemleri de iceren model,

v=Xp+Zy+¢,

y=0-fte, (4.16)

modellerinin birlikte ele alinmasiyla elde edilir. Burada
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cov(gf) = cov(y) =D ve cov(y,g) = cov(gf,g) =0
seklindedir.

cov(y,7)=cov(XpB+Zy+¢,y)=ZD oldugundan

b% ZDZ'+R ZD X ZD
cov = =
¥ pz D) \pz D

olarak elde edilir. Buradan yeni gozlemler y olarak diisiiniildiiglinde, (4.8) yeni

gbzlemler modelinin bir versiyonu olarak

Y\ (X\  (ZDZ'+R ZD
=" B w

modeli elde edilir. Bu durumda Teorem 4.3.1°e gore M lineer karma modeli ele

alindiginda, Ay lineer 6n tahmin edicisinin y i¢in BLUP olmasinin gerek ve yeter

sarti

A(X:xx*)=(0:DZx") (4.18)
denkleminin saglanmasi olarak ifade edilir. Burada ¥ =ZDZ'+R seklindedir.
Boylece M lineer karma modeli altinda X/ sabit etkiler vektoriiniin BLUE ’su ve

y rasgele etkiler vektoriinlin BLUP 11 veren denklem (4.6) ve (4.18)’de verilen

denklemlerin birlestirilmesiyle

G j(X:ZM) :()O( DZO,MJ 4.19)

olarak elde edilir. Burada By=BLUE(XpS|M) ve Ay=BLUP(y|M) dir. M

matrisi de X" i¢in bir se¢imdir.
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4.4. Henderson Karma Modelleri

Henderson ve Searle [27] tarafindan belirtildigi gibi 2~ matrisinin biiylkligi ve

kosegen olmamasi gibi nedenlerden dolayir (4.19) yaklasimiyla sabit ve rasgele
etkilere iliskin ¢oziimlere ulasmak zordur. Sabit etkilere iliskin BLUE tahmini £ ve
rasgele etkilere iliskin BLUP tahmini 7 c¢oziimlerine ulagmada alternatif bir

yaklagim Henderson [2,3] tarafindan ortaya atilmistir [22]. Henderson [2,3]

4 0 D 4

R v s

=(y-Xp-Zy) R (y-XB-Zy)+y' D'y (4.20)

kuadratik formunu, y’y1 rasgele olmayan bir vektor alarak, £ ve y’ya bagh
minimumlastirmistir. Burada R ve D pozitif tanimli matrisler olmak lizere f ve

¥ ’ya gore kismi tiirevler alindiginda

of o

L = 2X'R'(y-Xp-Zy)=0

o (y=Xp-2y)
2—f=—ZZ'R‘1(y—X,B—Z;/)+2D“7/=O
4

olarak yazilir ve buradan

XR'XB+XR'Zy=XR"y

ZR'XB+ZR'Zy+D'y=ZR"y

elde edilir ve bu ifadeler matris formatinda
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XR'X XR'7 B [XR 21
ZR'X ZR'Z+D' )y 7R ) |

seklinde gosterilir. (4.21) ifadesi Henderson Karma Model Denklemleri olarak

adlandirilir [28,29]. Bu denklemlerin ¢6ziimii M lineer karma modeli altinda £ igin
BLUE ve y icin BLUP’tir. Boylece lineer karma modeller altinda sabit etkiler
kismini olusturan X g i¢in BLUE ve rasgele etki terimleri vektorii y i¢in BLUP

ifadelerini esanli olarak veren bir denklem sistemi gelistirilmistir.

olmak tlizere
fBy)=w-X7)V." (u—X.r) 4.22)

yazilabilir. f(f,7) minimumlastirilmasiyla elde edilen normal denklemlerde X

tam siitun rankli oldugunda £ ve y vektorlerinin minimumlastirilmis degerleri

|

(v x) XV =(

X o

seklindedir. Ayrica
Xp+277
X,ﬁ=( przy J
4

olduguna dikkat edilmelidir.
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4.5. Stokastik Kisitlar

Sabit etkili pargalanmis model olan
v=Xp+Zy+¢ (4.23)
ele alinsin. Bu modelde
cov(y)=cov(e)=R
ve f ile y sabit bilinmeyen katsayilardir. Bu model
F={y,XB+Zy,R} (4.24)

olarak gosterilebilir. (4.24)’te verilen sabit etkili par¢alanmis lineer modele, ¥ icin

stokastik kisitlar cov(g,)=D olmak iizere,

Y, =V té&,

eklenmesiyle

pem={()E 2126 2)

(alisilmis) sabit etkili model elde edilir. Burada

X zZ
X, = ve X., =
0 I,
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X Z
olmak {izere X*=( ]=(X*1:X*2) biciminde pargalanabilir. Yani (4.25)

0 I

modeli

e AN HI

kisit eklenmis parcalanmis sabit etkili lineer model olarak yazilabilir.

C(X.,)NC(X.,)={0} (4.26)

X
kabul edilecektir. Ciinkii (3.7)’ye gore (4.26) saglandiginda X*1ﬂ=( Oﬂ] ve
Zy s . T
Xy = vektorleri, F. modeli altinda tahmin edilebilirdir. Temel BLUE
4

I
denklemindeki X, matrsi yerine ( ;,JM matrisi segilebilir. Bu durumda

(o ol on)
VXS = M = 4.27)
0 D)\-z' ~-DZ'M

elde edilir.

Asagida F, modelindeki X,/ parametre vektoriiniin BLUE *su ve M modelindeki

y rasgele etki vektoriiniin BLUP 1 ile ilgili sonuglar1 iceren teorem verilmektedir.
Teorem 4.5.1. Lineer karma model M = { v Xp+Z y,D,R} ve ¥ i¢in stokastik kisit
. . N Bll B12

iceren sabit etkili model F, = { Vo XoT0, V*} ele alinsin. B = olsun. Bu

21 BZZ

durumda asagidakiler denktir:
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a) By, tahmin edicisi F, modeli altinda X,z i¢in BLUE ’ dur. Bu durum

B, B B B
By, =| 1 X IV L N _ BLUE(X.x
) (B s 1=l g P 5 % (

22

F)

biciminde gosterilir. Burada B, =Z—-B,Z ve B,, =1 - B, Z dir.

b) B,y 6n tahmin edicisi M lineer karma modeli altinda y i¢cin BLUP ve

1 —Z
(B,,—ZB,,)y, M lineer karma modeli altinda X j i¢in BLUE *dur. K = [(; / ]

q

olmak Uzere

KB(yJ _ (B” —Zlejy _ [BLUE(Xﬂ|M)}

0 B BLUP(y|M)

21

bigciminde gosterilebilir ya da bu ifadeye denk olarak

B(y] :(B“jy :LBLUE(Xﬂ|M)+BLUP(Z;/|M)}

B,, BLUP(y|M)

ifadesi yazilabilir.

Ispat: F, modeli altinda By, tahmin edicisinin X,z i¢in BLUE olmasinin gerek ve

yeter sarti  Teorem 3.4.1¢ gore B(X.:V.X.,")=(X.:0) denkleminin
B, B, . . o n .. .
=z & matrisi tarafindan saglanmasidir. Bu durumda V., X~ matrisi yerine
21 22

(4.27) de verilen matrisin se¢imiyle

B, B,\(X Z RM X z 0 428
B, B,)\0 I, -DZM ) (0 I, 0 (4.28)
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yazilir ve buradan

B,X B, Z+B,l, B,RM-B,DZ'M X Z 0 429
B, X B,Z+B,l, B,RM-B,DZ'M 1o I, 0 (4.29)
elde edilir.(4.29)’ daki esitliklerden
B,=Z-B,Z ve B,,=1 -B,Z (4.30)

oldugu goriiliir. Bunun anlami, B,, ve B, bloklarindan biri verildiginde B

matrisinin diger bloklarinin sabit hale gelmesidir. (4.30)’daki esitlikler, (4.28)

ifadesinde yerine yazilirsa

B, Z-BZ\(X Z RM X Z 0 a1
B, I,-B,Z)\0 I, -DZM) \0 I 0 “31)
ve buradan

B.X B,Z+Z-B,Z (Z-B,Z)RM X Z 0 432
B,X B,Z+I,-B,Z —-(I,-B,Z)DZzM | \0 I, 0 (4.32)

elde edilir. Burada B, Z+Z-B,Z=7Z ve B,Z+1-B,Z=1 oldugundan (4.32)

ifadesi
B, Z-BZ\(X RM X 0

s (4.33)
B, I,-B,Z)\0 -DZM) (0 0

1
olarak yazilir. (4.33) ifadesi K = ( (; ] nonsingiiler matrisi ile soldan carpilirsa

q
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I, -Z\(B, Z—B”ZJ(X RM] (In —Z](X oj
0 I, \B, I,-B,Z)\0 -DzM) (0 I, ){0 0

[B”—ZB21 Z—B”Z—Z+ZBZIZJ(X RM ] (X 0]
<:> —_—

B, 1,-B,Z 0 -DZM) (0 0

B,-ZB, —(B,-ZB,)Z\(X RM X 0
R =
B, I,-B,Z 0 -DZM) (0 0

B,X~ZB, X B,RM —ZB,RM +(B,~ZB,)ZDZM) (X 0
< =
B, X B,RM - DZ'M + B, ZDZ'M 0 0

B, X -ZB, X B,RM —ZB,RM + B, ZDZ'M —ZB,ZDZ'MY (X 0
B, X B, RM — DZ'M + B, ZDZ'M o o

(B,-ZB,)X (B,-ZB,)(R+ZDZ')M) (X 0
< B, X B, (R+2ZDZ'YM-DZM | {0 0

@[(B” ~7B,)X (B, —ZBZI)ZM]:(X Oj

B, X B,SM-DZM ) (0 0

(B,~ZB,)X (B,~ZB,)ZM) (0 0 | (X 0
o Fo om)5 o

B, X B, =M 0 DZM

@[(B”—ZBZI)X (B”—ZBZI)ZM]:(X 0 ]

B, X B,SM 0 DZM

B,—ZB,, X 0
= (X:ZM)= , (4.34)
B, 0 DZ'M
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Bll _Zle

21

elde edilir. (4.34) denklemine gore ( j matrisinin (4.19) denklemini

sagladig goriilmektedir. Boylece Teorem 3.4.1, Teorem 4.3.1 ve (4.19)’a gore (4.34)

ifadesinden
— BLUE (X p\M

[Bll ZBley: ( ﬂ| ) (4.35)
B,, BLUP(y|M)

~Z

n

0 I

q

oldugu goriiliir. K :( ] nonsingiiler matrisinin tersi Teorem 2.6.3’e gore

K™ [I" Zj ldugund
= oldugundan
0 I,

()1 2|t st e

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. O

Simdi lineer karma modelde BLUE ve BLUP’m tiim temsillerinin B matrisi

aracilifiyla ifade edilebilecegini gdsteren bir sonug verilecektir.

B, B
Sonu¢ 4.5.2. B:( ! 2

j matrisinin =~ B(X, :V.X.")=(X.:0) denklemini
B21 BZZ

sagladig1 kabul edilsin. Bu durumda M lineer karma modeli altinda X g i¢in tim

BLUE ve y i¢in tim BLUP temsilleri, B, ve B, matrisleri araciligiyla

(Bll _Zle

] y ifadesinden elde edilir.
BZI

Ispat: (4.35)’ te verilen esitlige gore {ist kissm BLUE (X ﬂ|M ) icin bir temsil ve alt

kisim BLUP(;/|M ) i¢cin bir temsildir. iddia, 4y ve Gy sirasiyla BLUP(;/|M ) ve
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BLUE (X ﬂ|M ) icin keyfi temsiller ve G matrisi; G = B, —ZA formunda gosterilen

bir matris olmak iizere, B(X.:V.X.")=(X.:0) denklemini saglayan B,, matrisinin

mevcut  oldugunun  gosterilmesiyle  dogrulanir.  Onerme 3.42°ye  gore

G(X :ZM)=(X:0) temel BLUE denkleminin G matrisine gore genel ¢oziimii

G=(X:0)(X M) +L(1-(X:ZM)(X :2M)')

=(X:0)(X:ZM) + L, (1, B | (4.36)

olarak elde edilir. Burada L, uygun boyutlu keyfi bir matristir. Benzer sekilde

A(X :ZM)=(0:DZ'M) temel BLUP denkleminin 4 matrisine gore genel ¢oziimii

A=(0: DZMYX :IM)" + L, (1-(X :2M)(X :ZM ')

=(0:2DZM)(X : M) +L, (1, - B, ) 4.37)

dir. Burada L, uygun boyutlu keyfi bir matristir. B, matrisi ise,

B, -ZB X
(“ ZIJ(X:ZM):( 0 J
B 0 DZM

21

denkleminin genel ¢coziimiinden elde edilir. Bu denklemde

B, (X :2M)=(0:DZ'M) oldugundan U, keyfi matris olmak iizere,

B, =(0:DZM)(X :2M) +U, (1-(X :2M)(X :zM)")

=(0:DZM)(X ;M) +U, (I =B ) (4.38)

elde edilir. (B,,—ZB,,)(X :ZM)=(X:0) oldugundan
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By~ 2By =(X :0)(X :ZM) +U, (1-(X :ZM)(X :ZM)')
:(Xzo)(X:zMy+U2(1—P(m)) (4.39)

bulunur. Burada U, uygun boyutlu keyfi bir matristir. (4.38) ifadesi (4.39)’da yerine

yazilirsa ve elde edilen ifade diizenlenirse, uygun boyutlu keyfi L, matrisi i¢in

By =(X:0)(X:IM) +U,(I-B,,

vx) )+ Z(0:DZM)(X :IM ) + ZU, (1B, )

=(X:ZDZ'M)(X :3M) + L, (1-B,,)) (4.40)
elde edilir. (4.36) ve (4.37) esitlikleri B,, = G+ ZA ifadesinde yerine yazilirsa
By =(X:0)(X:ZM) + L (1, = By ) +(0: ZDZM )(X :IM)" + ZLy (1, By )
=(X:ZDZM )(X :IM) +(L, + ZL,)(1, = By ) (4.41)

bulunur. Burada L, L, ve L, keyfidir. Ozellikle ele alman durumlarda L, ve L,
verilir. L, =L +ZL, se¢iminin G =B, —ZA4 ifadesini sagladig1 goriiliir. Boylece

ispat tamamlanur. O



BOLUM 5. iKi LINEER KARMA MODEL ALTINDA BLUE ve
BLUP

Bu béliimde farkli kovaryans matrislerine sahip iki lineer model ve iki lineer karma
model ele almacaktir. Oncelikle ele alian lineer modellerin biri altinda sabit etkiler
icin BLUE ifadesinin diger model altinda da BLUE kalmaya devam etmesi ve
benzer bi¢imde iki lineer karma model i¢in modellerin biri altinda rasgele etkiler i¢in
BLUP ifadesinin diger model altinda da BLUP kalmaya devam etmesi ile ilgili
gerek ve yeter sartlar elde edilecektir. Daha sonra iki lineer karma model altinda
BLUE ve BLUP ifadeleri beraber ele alinarak modellerin biri altinda sabit etkiler
icin BLUE ve rasgele etkiler icin BLUP 1 diger model altinda da sabit etkiler icin
BLUE ve rasgele etkiler icin BLUP kalmaya devam etmesi ile ilgili gerek ve yeter

sartlar verilecektir.
5.1. iki Lineer Model Altinda BLUE’larin Esitligi

Farkli kovaryans matrislerine sahip

L={y,XB.V}

Ve

L, ={»,XB.V,}

modelleri ele alinsin. L, modeli altinda X/ icin tim BLUE temsillerinin L,

modeli altinda da BLUE kalmaya devam etmesi i¢in gerek ve yeter sart asagidaki
teoremde verilmektedir. Sabit etkili modeller altinda BLUE ’ larin esitligi ile ilgili
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ayrica Rao [6], Mitra ve Moore [7], Puntanen ve Styan [8], Zyskind [9] ve Kala [10]
kaynaklarina bakilabilir.

Teorem 5.1.1. L = {y,Xﬂ,Vl} ve L, = {y, Xﬂ,Vz} modelleri ele alinsin. L, modeli

altinda XS icin tim BLUE temsillerinin L, modeli altinda da BLUE kalmaya

devam etmesi i¢in gerek ve yeter sart
c(rnxt)cc(rx)
olmasidir.

Ispat: Teorem 3.4.1°¢ gére Gy tahmin edicisinin L, modeli altinda X # i¢in BLUE

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
GX:VM)=(X:0) (5.1)

denkleminin saglanmasidir. Benzer sekilde Gy tahmin edicisinin L, modeli altinda

BLUE olmasi i¢gin G matrisi

G(X :V,M)=(X:0) (5.2)

denklemini saglamalidir. G(X : VM) =(X :0) denklemini saglayan G matrislerinin
kiimesi {PX‘VM} seklinde gosterilsin. [7]’ye gbre L, ve L, modelleri altinda X/

icin BLUE ’larin karsilagtirilmasi asagidaki ti¢ problem araciligiyla incelenebilir.

a) L, modeli altinda X/ icin belli bir BLUE temsili hangi kosullarda L, modeli
altinda da X g i¢in BLUE olur?
b) X hangi sartlar altinda L, ve L, modelleri altinda ortak BLUE gosterimine

sahiptir?
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¢) L, modeli altinda X/ icin BLUE , ifadesinde kullanilan lineer gosterime

bakilmaksizin hangi kosullarda L, model altinda da BLUE olur?

Mitra ve Moore [7]:

13

V, singiiler ise; bir p'f# tahmin edilebilir lineer fonksiyonunun BLUE ifadesi, L,

modeli altinda 1 olasilikla birbirine esit olan farkli lineer temsillere sahiptir. Fakat

L, modeli altinda esit olmalar1 gerekmez. Bu gosterir ki bazi1 durumlarda yukarida
belirtilen 3 problemin varligini tartismak énemlidir. #(V,X*)=n-r(X) oldugunda

p'p lineer fonksiyonunun BLUE ifadesi tek bir gosterime sahiptir. Dogal olarak bu

3 problem tek problemde birlestirilebilir”
oldugunu belirtmistir.

Gy tahmin edicisinin iki model altinda da X i¢cin BLUE olmasinin gerek ve yeter
sartt G(X :V\M :V,M)=(X:0:0) denkleminin saglanmasidir. Teorem 2.7.4’¢ gdre

yukaridaki ifadenin ¢éziime sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart
C(nM :V,M)NC(X)={0}

olmasidir. L, modeli altinda X g i¢in BLUE temsillerinin kiimesi
(BLUE(X B|L)} = {Gy: G(X :V,M) = (X :0)} = {Gy .Ge {PXW}}

seklinde gosterilsin. Onerme 3.4.2°e goére (5.1) denkleminin G ’ye gore genel

¢Ozumu

Gy = X (XWX) XW +F (I, =By
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olarak yazilabilir. Burada F keyfi ve W, =V, + XUX',C (Wl) =C (X : Vl) dir. Eger

G,y L, modeli altinda da BLUE olmaya devam ediyorsa, bu durumda G, matrisi

(5.2) denklemini de saglamak zorundadir. Yani
GO(X:VZM):(X:O) (5.3)
dir. Kolaylik saglamasi agisindan;

X(XW X) XW' =P,

.
RS

seklinde gosterilsin. Bu durumda P . e{P

Xnm

}olmak tizere (5.3) ifadesinin X

kismu;
P X+ F(In —P )X - X (5.4)
sekline doniisiir. (5.3) denkleminin V,M kismu ise;

Py VoM +F (In —P(X;VIM))VzM =0 (5.5)

bicimine doniisiir. (5.5) ifadesi F nin her se¢imi i¢in saglanmak zorunda

oldugundan

(1,-7

(xi0)

)M =0

yani C(V,M)c C(X :¥;M ) olmahdir. Bagka bir deyisle bazi N, ve N, matrisleri

igin

V,M = XN, +V.MN, (5.6)
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olarak yazilabilir. (5.6) ifadesi (5.5) de yerine koyulursa;

P, (XN, +V,MN,)+F(1,~ R

(x0)

)(XN, +V,MN, ) =0 (5.7)

elde edilir. Buradan

P (XN, +V,MN,)=0

Xm
yani

P, XN, +P, VMN, =0

X;wr

oldugu gorilir. P, . e {PX‘Vl M} yani G(X : VM) = (X :0) ifadesini saglayan matris

oldugundan;

P, XN,=XN, ve P, V.MN, =0

X X
elde edilir. Buradan XN, =0 oldugu aciktir. Bu ifadeler (5.6)’da yerine koyulursa;
V,M =0+V,MN,
yani V,M =V,MN, dolaysiyla C(V,M )< C(V;M) oldugu goriiliir.

Diger taraftan C(V,M )< C(V,M) olsun. Baz1 N, leri¢in V,M =V,MN, yazlabilir.

0

1
G(X:V.M)=(X:0) ifadesi %
0 N,

j matrisi ile sagdan  c¢arpilirsa;

G(X :V,M)=(X:0) elde edilir. Bdylece ispat tamamlanir. 0
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5.2. iki Lineer Karma Model Altinda BLUP’larin Esitligi

Farkli kovaryans matrislerine sahip

M,={y,XB+Zy,D,R}

veE

M2 :{anﬂ—'_Z}/JDZJRZ}

lineer karma modelleri ele alinsin. Iki farkli lineer karma model altinda BLUP’larin
esitligi oldukca hassas bir problemdir ve kovaryans matrisi pozitif taniml

olmadiginda bazi problemler ortaya gikabilir. Ornegin; M, modeli altinda 4,y ve
A,y, y icin farkli BLUP temsilleri olmak tlizere 4y, M, modeli altinda y i¢in
BLUP iken A,y olmayabilir. Mitra ve Moore [7], Haslett ve Puntanen [12] ve Kala

[10] nin ¢aligmalar1 g6z 6niine alinarak BLUP 1n degismezligi asagidaki 3 problemle

incelenebilir.

a) Ay Ontahmin edicisinin y i¢in M, ve M, modelleri altinda BLUP olmasin

saglayacak 4 matrisi hangi sartlarda mevcuttur?

b) M, modeli altinda y i¢in BLUP temsillerinin tiimii hangi kosullarda M, modeli

altinda da BLUP tir?
¢) M, modeli altinda y i¢cin BLUP temsillerinin tiimii hangi kosullarda M, modeli

altinda da BLUP tir?

Teorem 5.1.1°de benzer sekilde belirtildigi gibi [7]’ye gore bu 3 problem tek
problemde birlestirilebilir. [7] ve [10]’da BLUE temsillerinin sabit etkili model
altinda esitligi ele alinmistir. BLUP temsillerinin esitligi ile ilgili ¢calismalarin sayisi
azdir. Bu konuyla ilgili kapsamli incelemeler Haslett ve Puntanen [11,12,30]

tarafindan yapilmistir. Haslett ve Puntanen [30], M, lineer karma modeli altinda y
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icin tim BLUP temsillerinin ayn1 zamanda M, modeli altinda da BLUP olmasi i¢in

gerekli ve yeter sartlar1 vermislerdir.

Teorem 5.2.1. M, ={y,Xf+Zy,D,R} ve M,={y,XB+Zy,D,,R,} lineer
karma modeller ele alinsin. M, modeli altinda y i¢cin BLUP temsillerinin tiimiiniin

M, modeli altinda da BLUP olmasinin gerek ve yeter sarti

>,M X M
c| . |eC , (5.8)
D,Z'M 0 DZM

olmasidir.

Ispat: Kabul edilsin ki M, modeli altinda y igin keyfi bir BLUP olan 4,y, M,

modeli altinda da BLUP olsun. Teorem 2.7.4’e gore
A(X :Z,M)=(0:DZ'M) tek ¢dziime sahiptir ancak ve ancak C (X :Z,M)=R""

dir. [31] e gore bu ifadenin genel ¢oziimii ise
A=DZM(MIM) M+F\I,-P__,
noT (et

dir. Burada F keyfidir. 4,y ©On tahmin edicisinin M, modeli altinda BLUP olmasi

icin gerek ve yeter sart

A2,.M =D,Z'M

olmasidir. Yani bagka bir deyisle,
(x:3))

[DIZ'M (MEM) M+F(I-F )} S.M =D,Z'M (5.9)
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saglanmalidir. (5.9) gosterir ki tiim F ler igin

F(I—P

(X:z)

Jz,M =0

ve dolayisiyla

C(EZM)cC(X:2)=C(X:ZM)

seklindedir. Buradan baz1 K, ve K, matrisleri i¢in

XM =XK, +2X MK, (5.10)
elde edilir. (5.10) ifadesi (5.9)’da yerine yazilirsa

DZ'M (MZIM)_ M (XK, + ZIMKz) =D,Z'M

ve buradan

DlZ'M(MZlM)_ MXEMK, =D,Z'M (5.11)

elde edilir. C (MZD) cC (MZDZ 'M + MRM ) =C (M M ) oldugundan

C(MZD1 ) c C(MZIM) oldugu goriiliir ve buradan [31] e gore (5.11) ifadesi
D Z'MK, =D,Z'M (5.12)

seklinde yazilabilir. (5.10) ve (5.12) ifadeleri birlestirilirse

M) (X IM (K
DZM) |0 DZM)\K,
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oldugu goriiliir. Buradan (5.8) elde edilir.

Tersini ispatlamak i¢in (5.8) kabul edilsin. Buradan

M) (X IM (K
DZM) |0 DZM)\K,

yazilabilir. Dolayisiyla

>,M = XK, +3.MK, ve D,Z'M = D.Z'MK,

1
oldugu goriliir. A(X XM ):(O:DIZM) ifadesi ( v 1] matrisi ile sagdan

2

carpilirsa

A(X:ZIM)[I(; 1[? J =(0: DlZ'M)(I(;’ KIJ

2 Kz
= A(X : XK, +Z,MK,)=(0: D,Z'MK,)
= A(X:2,M)=(0:D,ZM)
elde edilir. Bdylece ispat tamamlanr. o

Teorem 5.2.2. Asagidaki ifadeler denktir.

M X IM
) ns|SC ,
D,Z'M 0 DZM
MZ,M MM
b) C } cC
D,Z'M DZ'M
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Ispat: Farkli kovaryans matrislerine sahip

F={y,XB+X,5.V}

ve

Fzz{y,Xlﬁl+X2ﬁ2,V2} (5.13)

sabit etkili parcalanmis lineer modelleri ele alinsin. Bu modellerin diizgiin

indirgenmis lineer modelleri

F,={My,MX,5,MVM,}

ve

F, = {Mly,Mleﬂz,MleMl} (5.14)

seklindedir. (5.14) modelleri (5.13) modellerinin soldan M, dik izdiisiim matrisiyle

carpilmastyla elde edilirr Bu durumda genellestirilmis Frisch-Waugh-Lovell

Teoremi’ne gore
{BLUE(M1X2ﬂ2|Fi,1 )} = {BLUE(M1X2ﬂ2|E. )}
ifadesi saglanir [18,32]. Bu durumda Teorem 5.1.1°e gore

{BLUE(M X,B,|F,)} < {BLUE(M X, B,| F, )} (5.15)
=

C[MleMl (M,X, )ﬂ c C[MIVIMI (MX, )1 (5.16)
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dir. F| ve F, modelleri altinda £, nin tiim tahmin edilebilir parametrik fonksiyonlar1
(3.6)’ya gore bazi C matrisleri i¢in CM X,f, formundadir. Hatta bu modeller

altinda B, tahmin edilebilir oldugunda (5.16) ifadesi

{BLUE(B,|F,)} < {BLUE(B,|F, )}

seklinde ifade edilebilir. Bir baska deyisle

{BLUP(y|M,)} < {BLUP(y|M,)| (5.17)
=
( .M J (X M J
c| 7 lcc , (5.18)
D,Z’M 0 DZIM

dir. Burada X, ifadeleri yerine R, kullanilabilecegine dikkat edilmelidir.

b (MO0Y (R0 Xz
““lo )" o b7 =l g [T K Xe)

i q

olmak tizere,

v (M O R 0\ M 0y (MRM 0
veelo oL lo p)jo o1,) o D)

q i
oy (M 0)(Z)_(Mz
S (N 5| A B O A

I
(M, X.,) = (_ Z’ZM] :



. ( MRM
MV Mo (Mo Xo) =\ o

elde edilir. Simdi (5.13) modellerine,
cov(g,)=D,, i=1,2

olmak iizere, y icin

Y, =V té&y

stokastik kisitlarinin eklenmesiyle elde edilen

X Z R,
El:{y*,X*ﬂ,V*l}:{(;;]’[O 1}[5]’(0 D,

Ve

F={yX”V}:{(;][)0( IZJ(Q(% D]}

modellerinin indirgenmesiyle elde edilen

2 W

veE

el 3)

0

0

)}
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(5.19)
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modelleri ele alinsin. (5.16) ifadesi (5.19) modeli i¢in yazilirsa

MR,M MRM
cl 2 lcel (5.20)
D,Z'M DZ'M

elde edilir. X, ve R, matrisleri yer degistirebildiginden

ME,M MEM
cl T el T (5.21)
D,Z'M DZ'M

olur. Bu durumda (5.18) ifadesinden (5.21) ifadesine gecis oldugu acikca

gorlilmektedir.

Tersini gérmek i¢in (5.20) gdz Oniine alinirsa herhangi bir F, matrisi i¢in

(MRzMj _ (MRIM]F

D,ZM ) \DZM ) *

yazilabilir. Buradan MR,M = MR MF, oldugu goriiliir. Dolay1siyla
M (R,M —RMF,)=0

yani bazi F| matrisleri i¢in

R,M — RMF, = XF,

dir. Buradan

R.M = RMF, + XF,

elde edilir. Her iki taraf M ile garpilirsa
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MR,M = MR MF, + MXF,

yani MR,M = MR MF, bulunur. Bu durumda

C(RM)c C(X:RM) (5.22)
oldugu goriiliir. Benzer bi¢imde D,Z'M = D,Z'MF, ifadesinden

C(D,ZM)c C(DZ'M) (5.23)

o , . M X M
elde edilir. (5.22) ve (5.23) ifadelerinden C cC

- , oldugu
D,Z'M 0 DZM

goriiliir. Boylece ispat tamamlanmais olur. m
5.3. Iki Lineer Karma Model Alinda BLUE ve BLUP

Farkli kovaryans matrislerine sahip

X z R 0
F;f:{y*’X*”’Kf}:{[yyO]’(o Il(fj(o D_J},i:l,z

sabit etkili lineer modelleri ve
M, ={y,Xp+Zy,D, R}, i=1,2

lineer karma modelleri ele alinsin. Asagidaki teoremde bu modeller altinda BLUE
ve BLUP ifadeleri beraber ele alinarak modellerin biri altinda sabit etkiler igin
BLUE ve rasgele etkiler icin BLUP’ i diger model altinda da sabit etkiler i¢in
BLUE ve rasgele etkiler icin BLUP kalmaya devam etmesi ile ilgili gerek ve yeter

sartlar verilmektedir.



Teorem 5.3.1. Farkli kovaryans matrislerine sahip

E,={y. XaV.}

Ve

Ekz = {y*aX*ﬂ-aV;z}

lineer modelleri ile

Ml :{y’Xﬂ—'_Z}/:Dl,Rl}

veE

M2 :{anﬂ—'_Z]/’DZ,RZ}

lineer karma modelleri ele alinsin. Asagidaki ifadeler denktir.

a) {BLUE(X*ﬁ

F.)| < {BLUE(X.x

F,)}
b) {BLUE(XB|M,)} < {BLUE(XB|M,)}

{BLUP(yM,)} < {BLUP(y|M,)}.

¥ [DZM] (DZMJ
0 <Loom )=o)
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Ispat: F,, model altinda X,z i¢in BLUE temsillerinin tiimiiniin £,, model altinda

da X.r icin BLUE kalmaya devam etmesi i¢in gerek ve yeter sart Teorem 3.4.1°¢

gdre By = BLUE(X.

) olmak lzere
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B(X.:V,X!)=(X.:0)= B(X.:V,,X.)=(X.:0) (5.24)

saglanmasidir. Bu iligki kisaca

)

{BLUE(X,.J[

F.)| < {BLUE(X.x

seklinde gosterilebilir. Burada {BLUE(X T F*,)} ifadesi F;, model altinda X.7 i¢in

tim BLUE temsillerini belirtmektedir. Teorem 4.5.1°¢ gore (5.24) ifadesi

. B, B, ..
B= olmak lizere
BZ] BZZ

B, —7B,, X 0
(X:T,M)= ,
B 0 DZM

21

ifadesine doniisiir. Sonug 4.5.2°den yukaridaki ifade
{BLUE(X B|M,)| < {BLUE(X B|M, )}

ve

{BLUP(yM,)} < {BLUP(y|M,)|

ifadelerine denktir. Boylece (a) ve (b) arasindaki denklik goriilmiis olur. Diger

yandan Teorem 5.1.1’¢ gore; F., modeli altinda X,z icin BLUE temsillerinin
timiiniin F,, modeli altinda da X,z icin BLUE kalmaya devam etmesi i¢in gerek

ve yeter sart
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() =clr )

yani

RM RM
C . |leC ,
D,Z'M DZ'M

olmasidir. Boylece (a) ve (d) arasindaki denklik goriilmiis olur. X, ifadeleri ile R,

ifadeleri yer degistirebileceginden

s,M =M
C . |eC ,
D,Z'M DZ'M

seklinde yazilabilir. Bdylece (c) ve (d) arasindaki denklik goriiliir. (b) ve (c)
arasindaki denkligi gormek i¢in (b) ifadesinin saglandig: kabul edilsin. M, ve M,

lineer karma modelleri ele alindiginda Teorem 5.1.1°e gore M, modeli altinda
BLUE(X ) temsillerinin tiimiiniin A, modeli altinda da BLUE kalmaya devam
etmesinin gerek ve yeter sarti C(Z,M )< C(3,M) saglanmasidir. Ayrica Teorem
5.2.1’e gore M, modeli altinda BLUP(y) temsillerinin tiimiiniin A, modeli altinda

da BLUP kalmaya devam etmesinin gerek ve yeter sarti

>,M X M
C . |eC ,
D,Z'M 0 DZM

olmasidir. Bu son ifadeden C (22M ) cC (X XM ) oldugu gorilir. C (X ) ve

C (ZIM ) ayrik oldugundan yani

c(x)NC(zm)={o)
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saglandigindan (c) ifadesi goriilmiis olur. Diger taraftan (c) ifadesinin saglandigi
kabul edilsin. Bu durumda C(ZzM) c C(ZlM) yazilabilir. C(X) N C(ZlM) = {0}

oldugundan

>,M X M
C . |eC ,
D,Z'M 0 DZM

elde edilir ve (b) ifadesi saglanmis olur. Bdylece ispat tamamlanir. i



BOLUM 6. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, sabit etkileri iceren L = { v, Xp, V} lineer modeli ile hem sabit hem

rasgele etkileri iceren M = { vwXp+Z7Z y,D,R} lineer karma modeli ele alinarak sabit

ve rasgele etkilerin tahminleri ile ilgili baz1 sonuglar elde edildi. Ozel olarak farkli
kovaryans matrislerine sahip iki lineer model ve iki lineer karma model altinda

BLUE ve BLURP ile ilgili karsilagtirmalar yapildi.

Bolim 3’te V' € R™ bilinen nonnegatif tanimli matris olmak iizere, E (8) =0 ve

cov(g) =V varsayimlart altinda L= { v, Xp, V} sabit etkileri iceren genel lineer

model i¢in £ parametre vektoriiniin tahmin edilebilir parametrik fonksiyonlarinin

tahmini ile ilgili baz1 sonuglar elde edildi. Ozellikle Temel BLUE Denklemi olarak

bilinen

Gy = BLUE(X |L) & G(X :VX*)=(X :0)

denkleminin ispat1 detayl1 olarak verildi.

Bolim 4’te E(y)=0, cov(y)=D, E(&)=0, cov(e)=R ve cov(y,&)=0
varsayimlar1 altinda M = { vwXp+Z y,D,R} lineer karma modelinde &=Zy+¢
olarak alindiginda, M modelinin M = { vwXpB,ZD'Z + R} = { v, X ,B,Z} sabit etkili

model seklinde gosterilebildigi yani, M lineer karma modeli altinda sabit etkilerin

tahmini igin M sabit etkili lineer modelin ele alinabilecegi ifade edildi ve bu model

vasitasiyla X S i¢in BLUE denklemi elde edildi.
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Ayrica L:{ v, Xp, V} sabit etkileri igeren lineer model ile y, eR™ yeni

gozlemleri igeren y, = X f+ &, modeli birlikte ele alinarak

{0 el )

Ve )\ X B )\ Vo Vi
modeli elde edildi ve bu model altinda Temel BLUP Denklemi olarak bilinen
Ay =BLUP(y,|N) < A(X VX ") =(X, :7,,X")

denkleminin ispat1 detayli olarak verildi. y rasgele etki vektoriiniin BLUP’ 11 elde

etmek icin M lineer karma modelinin yani sira rasgele gozlemleri de igeren

7 =0- B +¢&, modeli birlikte ele alinarak

e )

modeli ve bu model vasitastyla M lineer karma modeli altinda X S i¢in BLUE ve
y i¢cin BLUP denklemi elde edildi. Boylece M lineer karma modeli altinda X/
sabit etkiler vektorliinin BLUE ’su ve y rasgele etkiler vektoriinin BLUP 1

birlikte veren denklemin

(=03 oz

oldugu gosterildi.
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F= { »WwXp+7Z y,R} sabit etkili pargalanmis modeline, cov(go) = D olmak tlizere y

icin stokastik kisitlar y, =y +¢, eklenmesiyle

E={meﬂ”4}={(ny’(§ fl(f](’é ZJ}

sabit etkili modeli elde edildi. Teorem 4.5.1’de F. modelindeki X.7 parametre
vektorii i¢gin BLUE ile M karma modelindeki X/ i¢in BLUE ve y igin BLUP
arasindaki iligkiler ile ilgili baz1 sonuglar verildi. Sonu¢ 4.5.2’de ise F, modeli
altinda X,z vektoriiniin BLUE gosterimi olan bir B matrisi vasitastyla M lineer

karma modeli altinda X £ i¢in tim BLUE ve y igin tim BLUP temsillerinin elde

edilebilecegi gosterildi.

Boliim 5°te farkli kovaryans matrislerine sahip iki lineer model ve iki lineer karma

model ele alinarak bu modeller altinda bazi karsilastirmalar yapildi. Oncelikle

L={y,Xp,V,} ve L,={y,XB.,V,} lincer modelleri ele alinarak, Teorem 5.1.1’de

L, modeli altinda X f i¢in tim BLUE temsillerinin L, modeli altinda da BLUE

kalmaya devam etmesi i¢in gerek ve yeter sartin
c(nxt)cc(rxt)

oldugunun ispati detayli olarak verildi. Benzer sekilde farkli kovaryans matrislerine
sahip Ml={y,Xﬂ+Z}/,D1,Rl} ve M2={y,Xﬂ+Zy,D2,R2} lineer karma
modelleri ele alinarak, Teorem 5.2.1°de M, modeli altinda y i¢in BLUP

temsillerinin tiimiiniin M, modeli altinda da BLUP olmasmin gerek ve yeter

sartinin
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M X EIM
C cC
D,Z'M 0 DZM

oldugu gosterildi. Farkli kovaryans matrislerine sahip F; :{ v, X, +X2,82,V1} ve

F,={y,X,f+X,B,,V,} sabit etkili parcalanmis linecer modelleri ele alinarak

Teorem 5.2.2°de

z,M X M MZ,M MZEIM
C cC ve C cC
D,Z'M 0 DZM D,Z'M DZ'M

ifadelerinin denk oldugu gosterildi. Teorem 5.3.1°de ise, farkli kovaryans

matrislerine sahip

X Z R 0
S 6.0 5 R

sabit etkili lineer modelleri ve M, lineer karma modelleri ele alinarak F,, modelleri
altinda X.7 vektoriiniin BLUE ’lan1 ile M, modelleri altinda X/ vektoriiniin

BLUE ’lar1 ve y vektoriiniin BLUP ’lar icin bazi denk kosullar elde edildi.

Bu calismada ele alman konu & ve y vektorlerinin iligkili oldugu durumda

incelenebilecegi gibi ayni zamanda c¢ok degiskenli katli modeller igin

genellestirilebilir.  Ayrica M  lineer karma modelinin alt modelleri

M, ={y,X,,+Zy,D,R} ele alinarak, bu modeller altinda sabit ve rasgele

etkilerin BLUE ve BLUP tahminleri ile ilgili baz1 sonuglar elde edilebilir.
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