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OZET

Anahtar kelimeler: Co6ztiimiin patlamasi, asimptotik davranig, dalga denklemi,
pseudoparabolic denklem.

Bu tez 6 boliimden olugmaktadir.

Birinci bolimde kismi diferansiyel denklemlerin davranisindan bahsedilerek teze
girig yapilmistir.

Ikinci boliimde tezde kullanilan temel tanim ve kavramlar verilmistir.

Uctincii boliimde lineer olmayan bir dalga denkleminin uzun siireli davramisi
incelenmistir.

Dordiincti  bolimde pseudoparabolic  denklemlerin  ¢6zlimlerinin  patlamasi
incelenmistir.

Besinci boliimde ise lineer olmayan dalga denklemi i¢in ¢oziimlerin global davranisi
incelenmistir.

Altinci boliimde ise tez ¢alismasindan elde edilen sonuglar belirtilmistir.
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BEHAVIOR OF SOLUTIONS OF SOME TYPES OF PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS

SUMMARY

Key Words: Blow-up of Solution, Asymptotic Behavior, Wave Equation
This thesis is consists of six chapters.

In the first chapter, it is mentioned about behavior of solution for partial differential
equations and there is introduction to the thesis.

In the second chapter, main definitions and concepts used in the thesis are given.
In the third chapter, it is concerned nonlinear wave equation long-time behavior.

In the forth chapter, it is concerned with blow-up of solution to pseudobolic
equations.

In the fifth chapter, it is concerned stabilization of the energy and continuous
dependence of solution to nonlinear wave equation.

Finally in the sixth chapter, the results are stated gained through the study of thesis.
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BOLUM 1. GIRIS

Sayisal yontemlerin (ya da analizin) amaci, matematiksel problemlerin ¢6ziimii i¢in
uygun ve dogru sonu¢ veren teknikler gelistirmektir. Coziimii istenen problemi
tanimlamak, formiile etmek ve ¢oziim i¢in kullanilacak en uygun yontemi se¢mek
analizi yapan kisinin amacidir. Adi diferansiyel denklemler, kismi tiirevli diferansiyel
denklemler, sayisal integrasyon, seri hesaplamalar1 gibi bir¢cok problem tiirti vardir.
Biz bu problem tiirlerinden kismi tiirevli diferansiyel denklemleri ele alacagiz.
Bilindigi tizere problemlerin ¢6ziimii her zaman var olmayabilir. Bu durumda ¢6ziim

bulunmasa da problemin yaklasik ¢6ziimii elde edilebilir.

Bir otomobili calistirdiginizda veya ampulii actifinizda bir¢ok sey olur. Bunlarin
bazilar1 sistemin baslamasinin essiz pargasidir. Bu gegici seyler sadece baslama
sirasinda olur ve daha sonra sistem kararli duruma geger. Sistemlerin davranigini

baglatmak c¢ok Onemli olabilir ama bazen sistemin uzun siireli davranisini ya da
kararli halini arastirmak isteyebiliriz. Ornegin f (n) fonksiyonu g6z Oniine
alindiginda »n ¢ok biiylik oldugunda fonksiyonun 6zelliklerini agiklamak igin

davranisi incelenir. f (n)=n2+3n oldugunda n cok biiyiikse 3n terimi »* ile

kiyaslandiginda o6nemsiz hale gelir. f (n) fonksiyonunun n-—o igin n’’ye

asimptotik olarak esdeger oldugu soylenir.

Davranis incelemesi ayn1 zamanda bilgisayar bilimindeki algoritmalarin analizinde
veri kiimelerine ¢ok biiylik girisler uygulandiginda algoritmanin performansini ele
alirken, kaza analizinde belli zaman ve mekandaki ¢ok sayidaki kaza sayilarim

modelleyerek kazanin nedenini tespit ederken de kullanilir.

Ilk davranis incelemeleri 1928 yilinda Milne, W.E. tarafindan aralig1 sinirsiz olan

sonlu deger probleminin davranisini incelemesiyle baslamistir [30], yine 1928



yilinda Ford, W.B. ucagm uzak kisimlarindaki integral fonksiyonlarin davranisini

incelemistir [31].

Filtrasyon teorisi, termodinamikler ve hidrodinamiklerin ¢esitli problemlerindeki

caligsmalarda goriinen lineer olmayan pseudoparabolic denklemler ([9,11,21])

u, —Au, —vAu = f (x,u,Vu), v>0, 1.1

formundadir. (1.1)’in lineer hali 1954’te S.L.Sobolev [21] tarafindan ¢alisiimistir. Bu
ytizden (1.1) formundaki bu denklem Sobolev tipi denklem olarak adlandirilir. S.A.

Galpern [13], M M ve L lineer eliptik operatorler olmak iizere,

Mu +Lu=f 1.2)

formundaki denklem i¢in Cauchy problemi ¢alismistir. R.E. Showalter [18], M ve L
ikinci derece eliptik operatorler olmak tizere, (1.2) lineer pseudoparabolic denklemini
aragtirmistir.  Showalter ve Ting [20], 1970 yilindaki Pseudoparabolic partial
differential equations adli makalesinde (1.2) denklemi i¢in baslangi¢ sinir deger
probleminin zayif ¢oziimiinin varlik, teklik ve diizgiinligiinii arastirmislardir.

Gergekten [20], (1.2) pseudoparabolic denklemin ilk makalesi olarak adlandirilabilir.

Lineer olmayan pseudoparabolic denklemlerin ilk makalesi

M(t)ut+L(t)u=f(t,u) (1.3)

formundaki diferansiyel operatér denklemi icin baslangi¢c deger probleminin sifir
cozlimiiniin varlik ve tekliginin bilindigi durumda Showalter [19] tarafindan
yazilmistir. Lineer olmayan pseudoparabolic denklemlerin genis bir sinifin1 kapsayan
lineer olmayan diferansiyel operator denklemler i¢cin Cauchy probleminin tekligi ve
global varligin sistematik ¢alismasi Showalter ve Ting [20]’in makalesinde ve

Gajewski, Groger, Zacharias [12]’in kitabinda yazilmistir.



(1.1)’in 6nemli 6rneklerinden biri
u,—vu, —u,, —u +uu =0 (1.4)

Benjamin-Bona-Mahony-Biirgers (BBMB) denklemidir. (1.1) denkleminde /',
f= (5 ,Vu) +VF (u) formundadir. Wang ve Yang [23] tek boyutlu BBMB denklemi

icin periyodik baslangi¢ siir deger problemi ile iiretilen yar1 grubun sonlu boyutlu

global c¢ekicinin varligini ispatlamistir. Celebi, Kalantarov ve Polat [10], (1.1)
denkleminde f, f =(Z;,Vu)+Vﬁ’ (u)+h(x) oldugu durumda periyodik baslangi¢

sinir deger problemi ile {iretilen yar1 grubun iistel ¢ekicisi ve global ¢ekicisinin varlik

problemini ¢aligmistir.

Amick, Bona ve Schonbeck [8], bu denklem i¢in Cauchy probleminin L’ (R)

ve L” (R) ’de ¢Oziimlerinin asimptotik davranigimi arastirmistir. Elde edilen bu

sonuclar
u,—vu_—u_,—u +u"u =0, m=0
formundaki denklemler i¢in Zhang [24] tarafindan gelistirilmistir. Karch [15] ¢ok

boyutlu BBMB denklemi i¢in Cauchy probleminin ¢6ziimlerinin asimptotik

davranisini aragtirmistir.

Stanislavova, Stefanov ve Wang [22], H' (R3 ) ’te ¢ok boyutlu BBMB denklemi i¢in

global ¢ekicinin varlik problemini ¢aligmistir.
Korpusov ve Sveshnikov [16] asagidaki Benjamin-Bona-Mahony-Biirgers denklemi

icin baslangi¢ sinir deger probleminin ¢oziimiiniin global yoklugu icin gerekli

kosullart bulmustur.

u, —Au, —Au—uu, ~u’=0



Lineer olmayan pseudoparabolic denklemlerin ¢6ztimlerinin patlamasinda ilk sonug,

Levine [17] tarafindan elde edilmistir. Levine, P ve A4 lineer pozitif operatorler ve
F (u), H Hilbert uzayinda potansiyel operatér olmak iizere asagidaki lineer

olmayan diferansiyel operatdr denklem i¢in Cauchy problemini aragtirmistir.
Pu +Au=F (u)

Bu sonu¢ £,
f(S)S—kj;f(T)dTZO, k>2 (1.5)

oldugu durumda (1.5), u, —Au—Au, = f (u) formundaki denklemler i¢in baslangic

sinir deger problemleri ve Cauchy problemi icin ¢oziimlerin patlamasinin gerekli

kosullarini1 verir.

Haraux ve Zuazua [2] , Nakao [5] , 2. derece dalga denklemlerinin ¢oziimlerinin
zayiflama hizinin kestirimleri ve sifir ¢oziimiin asimptotik kararliligi teoremlerini
elde etmislerdir. Daha yiiksek dereceli lineer olmayan dalga denklemlerinin benzer

sonuclar1 da Marcati [4] tarafindan ele alinmstir.

utt—Au+ﬁ|u[|2ut =alu,, xe€Q,t>0, (1.6)

u(x,O):uO (x), u, (x,O):u1 (x), xeQ), 1.7

(1.6) denkleminin sol yanindaki son terim f (u) ile degistirilerek 1980°de Webb [25]
tarafindan c¢alisilmistir. Webb, (1.6) ve (1.7) i¢in global giiclii ¢oziimiin varligin
f(u) ya gore dort kosul altinda 7 =1,2,3 i¢in ispatlanustir. [27]’de n>4i¢in global
giclii ¢oziimiin varlig1r baz1 varsayimlar altinda elde edilmistir. Baz1 varsayimlar

altinda (1.6) ve (1.7) i¢in ¢oziimlerin asimptotik davranist Runzhang ve Yacheng [29]

tarafindan ¢aligilmistir.



3. boliimde, V. Kalantarov ve A. Kurt tarafindan 1997 yilinda yazilan 4. dereceden
lineer olmayan bir dalga denkleminin uzun zaman davranisi isimli ¢alisma [1], 4.
boliimde, M. Meyvaci tarafindan 2009 yilinda yazilan pseudoparabolic denklemlerin

coziimlerinin patlamasi isimli calisma [7] detayli bir sekilde incelenecektir.

Gorildiigi gibi 1928 yilindan bu yana denklemlerin davranisi {izerine birgok
arastirma yapilmistir. Genis bir alana sahip olan davranis incelemesinin giinden giine

arastirmalar1 artmakta, inceleme alani genislemektedir.



BOLUM 2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Tanim 2.1.

QQc R” bir bolge ve p pozitif bir reel say1 olsun. Q iizerinde tanimlanmis

I |u(x)|pdx <

Q
kogulunu saglayan, dl¢iilebilir u fonksiyonlari sinifina, L, (Q) uzay1 denir.

1 < p <o igin tizerindeki norm,

1

»
e I
Q Q
seklinde tamimlanir. p=2 i¢in L, (Q) Hilbert uzayidir ve tizerindeki i¢ ¢arpim,

(u.v) =

0 —
<
—_
~
~
<
—_
~
~
<
=
<
m
S~
—_
®)
~

bigiminde tanimlanir.

Esitsizlik 2.1. (Holder esitsizligi)

1 1
1< p,g<o ve —+—=1olsun.
P 9



Budurumda ue L, (U),veL, (U) igin

[y ()l ae <[], o, M, 0

U
esitsizligi saglanir.

Esitsizlik 2.2. (Young esitsizligi)

p,qg €R >0 pozitif reel say1 olsun. Oyle ki; L + 1 =1 olacak sekilde;
P 4

a,be R>0 igin

a’ b?
—+—=1
p 9

olmalidir.

Ya,b,e>0ve q= p/ ( p— l) ,1 < p <ooigin asagidaki esitsizlik gegerlidir.

Esitsizlik 2.3. (Cauchy-Schwarz esitsizligi)
x,yeR"

ey <A

Esitsizlik 2.4. (Poincare-Friedrichs esitsizligi)

Q  R" smurli bir bolge olsun. ¢ =c(Q) >0 olmak iizere



Yue W; (Q) i¢cin
||u||Lp*(Q) = C”“”W; (@)

np
n—p

olmalidir.

olacak sekilde ¢ = c(p,n) > 0sabiti vardir. Burada p" =

Esitsizlik 2.5. (Poincare’ esitsizligi)
VueH, (Q) ve C esitsizlikler ilgili sabit olmak iizere,
< €]V

olmalidir.

Esitsizlik 2.5. (Ladyzhenskaya esitsizligi)

Vu e Hy(Q) ve C esitsizlikler ilgili sabit olmak iizere,
o, <l 72

olmalidir.

Esitsizlik 2.6. (Sobolev esitsizligi)

VueHy(Q) ve g>2, C, esitsizlikle ilgili sabit olmak iizere

||u||q <C,|Vu| olmaldir.



Lemma 2.1. (Lagnese, Haraux) E:R" — R'artmayan fonksiyon olsun ve bir

T > 0 sabitinin oldugunu farz edelim. Oyle ki;

E(s)ds<TE(t),VteR"

~—3

Bu durumda

=L
E(t)<E(0)e T,Vi=T
olmaktadir.

Lyapunov Anlaminda Kararh Coziimler

Tanim 2.2.

d

==/ (%)

dt (*)
D g (x.y)

dt ’

sisteminin bir ¢6ztimii olsun. Eger istenildigi kadar kiigiik bir & > 0sayisina karsin,

dyle bir 6 =5(¢&) >0 bulunabiliyorsa ki;

Kosulunu saglayan keyfi (x(t), y(t)) ¢Oziimil igin,
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saglansin. Bu durumda ()_c(t),)_/(t)) ¢oziimii (*) sisteminin Lyapunov anlamimnda
kararli ¢oztimiidiir veya sadece kararli ¢oziimiidiir denir. Tanimdan anlasilacagi
lizere, bir ¢6ziimiin kararl1 olmasi i¢in, herhangi bir 7 =#, aninda bu ¢dziime yakin
olan biitlin ¢oziimlerin, #>¢, degerlerinde de bu ¢6ziime yakin kalmakta devam

etmelidir.

Tanim 2.3.

(x(t),)_/(t)), (*) sisteminin kararh ¢6ziimii olsun. Eger keyfi (x(t),y(t)) ¢oziimii
lim|x(¢) - x(1)| = 0

lim|y (1)~ y(£)| =0

1—00

kosulunu saglhiyorsa, bu halde ()_c(t),)_/(t)) asimptotik kararlidir denir. Bu

tanimlardaki ¢oziim sistemin denge noktasi (sifir ¢oziimil) ise denge noktasi
kararlidir veya asimptotik kararlidir denir. Ayrica verilen ¢oziimiin kararli olup

olmamasi ¢, sayisina baglh degildir ve 6zel olarak 7z, =0 alinabilir.



BOLUM 3. 4. DERECEDEN LINEER OLMAYAN BiR DALGA
DENKLEMININ (MARINE RISER EQUATION)

UZUN ZAMAN DAVRANISI

3.1. Giris ve Problemin ifadesi
u(0,¢)=u, (0,¢)=u(l,t)=u,(l,t)=0
sinir kosullart altinda

mu, +ku_ —[a(x)ux ]x +yu, +bu, |u,|p =0

problemi ele almmsin. Burada p,m,k b pozitif sayilar,

a(x)eC'[0,/] dir.
Sifir Coziimiin Asimptotik Kararhhg:

Teorem 3.1. Kabul edelim ki

i)  p,m,k b pozitif sayilar, y bir reel say1.

@3.1)

(3.2)

y reel sayr ve

i) a(-)eC'[0,/] ve Vxe[0,] i¢in ¢, 20 oldugu durumda a(x)>-c, ve

k—c,I’/n* =d,>0

sartlar1 saglansin.
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/ 1/2
Bu durumda (3.1)-(3.2) probleminin sifir ¢6zimii ||u||l (I u +ul, xj normuna

0
gore global asimptotik kararlidir ve (3.1) sinir kosullarini saglayan (3.2) denkleminin

her ¢6ziimii,

At*(p“)/(ﬁﬁ)’ pe (0’1)

33)
AR p>1rel,o)

I I
me , dy t -
E!ut (x,t)dx+7.(|;uxx(x,t)dx S{

esitsizligini saglar. Burada 4, u|,_,, wu,|_, baslangi¢c verilerine ve /,c,,b, p,m,y

sayilarina baghdir.

Ispat 3.1. u(x,¢), (3.1) - (3.2) probleminin bir ¢éziimii olsun.

(3.2) denklemi ile u, ¢arpilirsa,

mu,u, +ku__u, — [a(x)ux l u, +yu,u, +bu, |ut|p u,=0 3.4

elde edilir.

(3.4) denklemindeki veriler tek tek ele alindiginda,

10 ,
unut=——u
2 ot
utuxxaac ag(uxxxut) utx”xxx ai(uxxxut)_a (utxuxx)+urxxuxx
X
O T
ox s T oo ™
La(x)u, ] 4, =2 (a(x)uy,)-ua(x)u, == (a(x)uu)-~a(x) Lo
X 1y Ot ax xt 29 X ax Xt 61 X
0



u.u = liuz
xt 2 ax t
elde edilir.

Elde edilenler (3.4) denkleminde yerine yazildiginda,

olmaktadir.

(3.5) denklemi (O,l ) tizerinde integre edilirse,

;0 _k (utxuxx) ‘:j) +—

d
dt

gj. u’ dx

0

1d ¢ PR T
+E— a(x)uzdx+%(uf)|;c:f) +b.([|ut|p Pdx=0

olur.

(3.1)’deki smir kosullarina bagl olarak (3.5) denklemi,

dim, o k 2
4l e+

olmaktadir.

1
2

j a(x)uldx |+ b_[[ |”;
0 0

10 0
utxuxx)+k55ufx —&(a(x)urut)
(7 )+ Blu > =0

- (a (x)uxut ) [

72 i =0.

!
0

13

(3.5)

(3.6)



14

(3.2) denklemi u ile carpilirsa,

mu,u+ku_ u— [a(x)ux ]x u+yu,u+bu, |ul |p u=0 3.7

denklemi elde edilir.

(3.7) denklemindeki veriler tek tek ele alindiginda,

== () -
0 _9 (2 2 =% e
uxxxxu ax (uxxxu) u‘cum ax (uxxxu) (ax (uxxur) uxxj - ax (uxxxu uxxux ) +u
La(x)u, ] u=(a(x)uu)-ua(x)u, = (a(x)uu)-a(x)u
X x ax X X X ax X X
uu= % (wu)—uu,
ifadeleri meydana gelir.
Elde edilenler (3.7) denkleminde yerine yazildiginda,
m[%(utu) —uf} + k%(umu —uu,)+k - —%(a(x)uxu) 3.8)

+a(x)ui + ya—i(utu) —Yyuu_+buu, |ut|p =0

olmaktadir.
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(3.8) denklemi x ’e gore integre edilirse,

a
d

] !
m juu dx — mJ- 2dx+k(uum) = k(u u, Zg +k_[ uidx—(a(x)uux) =
0 0

+j‘ ( ) 2dx+y(uu —yjuudx+bjuu |u| dx=0

0
ifadesi elde edilir.

(3.1) smir kosullarina bagli olarak bu denklem,

] m||u || +k||u || +I 2dx 7/ +bJ.uu |u |pdx 0 3.9

x? t

olmaktadir.

(3.9) denklemi, 6, >0 ile ¢arpilip (3.6) denklemine eklenirse

/
%{?Mutnu% P+ 2 fao)uide s mGean) |-l + 5kl
0

1
+51J.a(x)u5dx—51y( u,,u, +b5qu lu,|” dx+bj|u p+2dx 0 (3.10)

0

denklemi elde edilir.
B (1) =22+ E 42 [ e+ Sm () @.11)
‘ o el

olsun.
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Bu durumda (3.10) denklemi

/
(1) =0l + 5k [+ 6] a(x)ide -y )
0 (3.12)

! I
_bé‘lj. |u| |ut |p+1 dx + bJ. |ut |p+2 dx<0
0 0
seklinde yazilabilir. Kolaylikla gosterilebilir ki,

S 2
v

? (3.13)

2
u

X

XX

dir. Burada (uu,) =u; +u u denklemi x’e gore integre edildikten sonra

elde edilir.

Cauchy esitsizligi ve Poincare-Friedrichs esitsizliginden ( [6], sayfa 192 )
2 )
I _2 J. 3.149)
0

yazilabilir.
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(*) esitsizligi yardimiyla

!

2 [ l 2 2 2 > I 2 j 2 2
.[)uxdxﬁ dx££|u||um|dxs[ju dx] (J-uxxdx] S;Uu de U uxxde

0

l
J- uu,
0

oldugu goriiliir. Son esitsizlikten

elde edilir.

(3.13) asagidaki esitsizlikte kullanilirsa,

5127/2 6‘127/212 )

1 1

‘é}}/(ux,u,) <9, |}/ u, u,” SE”u,”z + 5 u, ’ SE”u,”z + Py u_ 3.15)
ifadesi meydana gelir.
(3.15) esitsizligini kullanarak (3.12) denklemi
d Syl 1 ’
EEI (7) J{é‘lk - 77;2 j u_, ? +(—51m —5]”%”2 + 51'[) a(x)uldx

1 1 (3.16)

_bé‘lﬂuHut i a’x+1’)J.|ut|p+2 dx <0

0 0
seklinde yazilir.
0<9 < ﬂ 3.17)

1 7/212 °



olsun. Bu durumda,

5127212

L=ok- 27

>0

olur. Teorem 3.1” in (i1) kosulu yardimiyla

e l?
d():k—o—z
T
272
5,{/«—51272] J>o, 5 >0
b
272 272
k07 o, k270
27 27
2k’ kn? —c l? 272% (kn? —c 1
2
51<2ﬂ26210
vl
olmaktadir.

Bu durumda (3.16) esitsizliginden,

d 1 f
25,053 Jlul s Ll = [ (e
0

l l
+bé‘1j Ju[oa, |erl dx — bI lu, |erz dbx
0 0

ifadesi elde edilir.

a(x) > —c, oldugu i¢in (3.11) denkleminden

18

(3.18)



1 !

kI uixdx+_i-a(x)ufdx2kjuixdx—coj uzde(k—ﬁjj‘uzdx
0

xx

0 0 0 T )%
1
= doj u dx

0

olmaktadir.

k 1¢
E(t)= %”utnz +E U, 2 +EJ; a(x)uldx
olsun.

Boylece (3.19) yardimiyla,
m d, . |m d
B(0)2 2l + 2| 2 min{ 2. g

ve a(.)e C'[0,/]oldugundan (3.13)’den

m 2k 2 1[ 2
E(t)S—|u,| +=|u.| +=|a(x)u.dx
()= 2ol + &l 3 )

<K+ PO g
- 2 1 2 XX 2 X
0
2 !
< B P+ B
2 t 2 XX 272_2 0 XX

2
< max{ﬂ,’ 4 +5}||u||2
2 277 2 :

olmaktadir.

19

(3.19)

(3.20)
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Burada 4 = max‘a(x) dir.

xe[O,l]

(3.6) denkleminden

d 0 +2
EE(t)=—b£ ju, | dx <0 (3.21)

elde edilir. Boylece E (t) bir Lyapunov fonksiyondur ve (3.2) denkleminin sifir

¢Oziimu kararhdir.

(3.21) esitsizliginden

bulunur.

E(t)>0 oldugundan

tl
[[ | cbedis < £00) (322)
00 b

elde edilir.

D, =min{1,L/k,5,} olsun.

/
Eger I a(x)uldx negatif degilse
0



/
mlu |+ Ll | +6,[ a(x)uldx
0

!
>min{l,L/k,5,} {m”ul ||2 + k”uM”2 + I a(x)uidx}
0

>2D,E(1)

oldugu agiktr.

272
D, :min{l,%(do _512721 ]} olsun.
7

)
Eger Ja(x)ufdx negatifse
0

)
m||u, ||2 + L||um||2 + 51-[ a(x) uldx > m||ut||2 +L||um||2 - 5100-[ uldx
0

6*16012 ) 5
—— | u_ dx
n’ J "

0

> ml [+ L -

XX

2 272 2
=m||u,||2+(51k—517/l o ]|u

27 i’

XX

12 52 2[2
ol +| [ - |- 2

2

XX

2 272
<ol +| 3,22

27*

21

(3.23)



o
=mwf+a[%— 7 ]wur

27

. o, oy

> min {1,;1(610 - 127;2 j}(m||ut||2 +k||uxx||2)
/

> D, [m”u, ||2 + k||um||2 + J. a(x)uidx} =2D,E(1)
0

ifadesi elde edilir. Boylece

mlu |+ L]

/
u |+ 51_[ a(x)uldx>2D,E(t)
0

dir. Burada D, =min{D,, D, } *dir.
(3.24) esitsizligi yardimiyla (3.18)’den,

4,

1
& B (0) <[ el =~

/

/ /
-5,[ a(x)udx+bs, [l | cte—b o[ dix
0 0

0

olmaktadir. Buradan

1 /
%EI (1)< Blu —2D,E ()56, | fulfu | de—b] " e
0 0

esitsizligi elde edilir. Burada B =o,m+ % +m ’dir.

22

(3.24)

(3.25)
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(3.21) denkleminin tiirevi negatiftir. Bu, £()’nin artmayan oldugunu gosterir. Bu

yiizden (3.25) esitsizliginin ¢ ’ye gore integre edilmesiyle,

2DyE (1) < 2D3j- E(s)ds<[E (0)-E,(¢)]+ Bﬁ u,’dxds

0

(3.26)
"2 dds

00, ]l s B[l
00 00

olmaktadir.

(3.26)’daki esitsizlikten
tl t

2D4E (1) <[ E,(0)—E, (¢) ]+ B[ [ wddls + b3, [ [ ulu,| """ cxdis (3.27)
00 00

ifadesi elde edilir.

Poincare-Friedrichs esitsizligi ve (3.13)’teki esitsizlik yardimiyla,

MM< MMM (3.28)

2
2 o l_
(1<

elde edilir. Bu esitsizlik kullanilarak E, (¢) tahmin edilebilir.

)C

P’ 2
Ly R j

/

EI()——”u” +— xx2+%ja Yuidx+Sm(u,u,)
0

S R Y .y P R
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2 C

12
L =6 L o)

k
> 2+ 4]

u)oc

om om
oy p oy

m 1 el
2ol 3 1~ )

uXX

d 1) 0,
S R L L

1 sml’
Zg(l—d)llufllzg[do— o Jllumllz (3:29)

4
T

olmaktadir.

. |272%d, dxt| . .
Boylece 6, <m1n{%,l, n‘j; } icin

E, (1) d [ +]

2) (3.30)

uxx

4

4
saglanir. Burada d, = %min{m —om,d, - oml } »dir
7

Boylece

E (0)-E, (1)< E, (0) 3.31)
dir. u(0,7)=0 oldugundan u(x,7)= J u, (s,t)ds dir.
0

Vxe [O, l] icin
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1

ds < J. ‘ux (x,7)

0

Ju(x,7) ds <1 Uu (x,t)deé

0

< ;'? ‘ux (S,t)

1 1 1

] s d{fure]

/

j u, (x,t)dx=i1.|ux|dxs(j‘ lzdx]Z UI)‘

0 0

u

X

u

X

olur. Bu durumda

1

ul dsz (3.32)

X

X

{Iel[%)](]‘u (x,t)

elde edilir. Boylece (3.32)’den, g >1i¢in

(J‘[ ‘u(x,t) ! dx]q < lé max‘u (x,t) < 1[5}[5] U. ux2 (x,t)dxj2

xe(0,/
i (02

olmaktadir. Buradan

]

Hu(x,t)

0

! q/2
! < [ [ [ u?(x,1) dxj (3.33)
0

olur.

tl
Holder esitsizligi  ve (3.34) esitsizligi  kullanilarak, B j j uldxds  ve
00

t 1
b6, [ [ lullu|”" dixeis terimleri hesaplanabilir
00
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» 2
I = Bjj u dxds < B(jj ldxdsj%pu) [(jj |ut|p+2 dxdsj] -
00 00

(3.22)’deki esitsizlikten,

+2)
E(0))"""
1, <Ct”"?dir. Burada C, = BI"/"*) [%J “dir.

=bo,

]

0

‘1 . (p+)/(p+2) 7 4 . Y(p+2)
l(m ’ dxdsJ [m P dxdsj

00

00

|u||u | dxds

S e

(3.34)

olmaktadir. (3.34) ve (3.13)’deki esitsizlikler yardimiyla

/ ] (p+2)/2 ] p2 (1 (p+2)/2
[l e <72 [ | ufdxj <[ (—j L | ufxde

0 0 7 0
elde edilir.

1
Boylece (3.22)’deki esitsizlik ve (3.20)-(3.21)’de gosterilen j uixdxsdiE(O)
0

0

esitsizligi sayesinde

(p+1)/(p+2) P2
1,<bs, (—E 0)j {z@*‘*)/z (ij
b T

ifadesi elde edilir.

/ (22 \/P*D)
[J.uixdxj dsJ <7 (3.35)

0

i



(3p+8)/2(p+2) 2
Burada C, = é‘lbl/ (P2 g (O)(3p+4)/ ) L7 (dlj “dir.
4 0

(3.27)’deki esitsizlikte (3.31),(3.34) ve (3.35) esitsizlikleri kullanilirsa,
2DyE (1) < E, (0)+Cr? ") . ¢V

elde edilir. Buradan

E(1)<(2D,)" [El (0)e ' +Cr 7 oy (’“2)]

olmaktadir. Boylece 7 >1 degerleri i¢in,

E(r)< Ar"E?, pe(0.1),
b At,z/(p+2)’ p= 1,

saglanir. Burada
A=(2D,)'[E (0)+C +C, ] dum.
Bu durumda (3.20)’deki esitsizlikten

At_(p+1)/(’7+2), pe (0’ 1)’

At—Z/(p+2)

my o dyy e
SURETR S LA

olmaktadir.

Bu esitsizlikten (3.1) - (3.2)’ nin sifir ¢oziimiiniin global asimptotik kararli oldugu

goriliir.
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BOLUM 4. PSEUDOPARABOLIC DENKLEMLERIN
COZUMLERININ DAVRANISI

4.1. Giris

u, —Au, —Au—upux1 =ul” u,xeQ,t>0, 4.1)
u(x,0)=u0 (x), xeQ 4.2)
u(x,t)=0, xeoQ, t=20 4.3)

baslangi¢ deger problemi ele alinsin. Burada Qe R", 0Q yeterince diizgiin

sinirlanmastyla tanimi sinirlandirilmis, p >1 tamsayi ve m =1 sayisi verilmistir.

Lemma 4.2. Kabul edelim ki a pozitif olsun, ikinci dereceden tiireve sahip olan

w (¢) fonksiyonu

v () (O)-(1+a) [y ()] z-2My (1)y () - MLy ()] ve>0
w(0)>0, w'(0)>—y,a'w(0), M +M,>0

“.4)
esitsizligini saglar. Burada o >0, M,M, >0, M,+ M, >0 dr.

Bu durumda y(7)

t—>t <t = ! In iy (0)+ay'(0)

2 M +aM, 7.y (0)+ay’(0)

oldugunda sonsuza gider.
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Burada y, =—M, +\[M; +aM, ve y, =-M,—\|M} +aM, *dir.

4.3. Coziimlerin Patlamasi

Teorem 4.3.1. Kabul edelim ki 1< p <m ve u,,

) > o {nuonz [+

(D) [ 2(p 1)+ fm(m1)(6p+5)+2p+1-m |

m(6p+5)—

(m _ p) 2(’"“)/(’"—17) |Q,|
(p + 1)(2m + 1)

kosullarin1 saglayan bagslangic fonksiyonu olsun. Bu durumda (4.1) - (4.3)

probleminin ¢6ztimii sonlu zamanda patlar.

Ispat 4.3.1. (4.1) denklemi u ile garpilip Q iizerinde integre edilirse,
uu, —ulu, —ulu —uu’u, =u |u|2m u

2m

I uu, dx — I ulAu,dx —J- uAudx — J- uu'u, dx = I ulu|™" udx “4.5)

Q Q o Q Q
olmaktadir.
(4.5) denklemindeki veriler tek tek ele alindiginda,

_1d
2 dt

2
]

qu,dxzj——uzdx:——juzdx
Q Q

1d 1d 2
uludx =uVu, |, —| VuVudx = —| ——Vu'dx =——— | Vu'dx=—=—|Vu
£ “ i i 2dt 2 dt'[2 Ve
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2

I uAudx =uVu |, —I VuVudx = —I Vu'dx =—|Vu|
Q Q

Q

E[uupuxldx:!;up“ux]dx: pizéiu””dx:O

Julu" e = [ | e = [ e = )
) ) Q

ifadeleri elde edilir.

Elde edilenler (4.5) denkleminde yerine yazildiginda,

1d 1d m+
I e I ) R

1d .
S Wl e [ ==+l 4.6)

ifadesi olusur.

(4.1) denklemi u, ile ¢arpilip Q iizerinde integre edilirse,

" vidx .7

I u u,dx—J. u,Au, dx —I u,Audx —I uuu, dx = I u, |u
Q Q Q

t Q Q
elde edilir.

(4.7) ifadesindeki veriler tek tek ele alindiginda,

%t
Q Q

I uualx:jutzdx:”ut”2



I uAudc=uVu, |, —I VuVu,dx = —j Vu dx =—|Vu, ||2
Q Q

Q

1d 1d
E[u,Audxzu,Vu o —iVuVuldx:_z[_Ev 2dx:___tg[v 2
=L vl

2.dt
o " e = [ ™ e =~ [ e
o o 2(m+1)3 dr 2(m+1)di

_ b d e

- 2(m+1) dt ||u||2(m+l)
qu”u :L —uul’”u dx =— J.ulﬂlu d = — 1 ( p+l )
Q ' . p+19dx1 ! i p+ o ™ p+1 > %y
olmaktadir.

Elde edilenler (4.7) denkleminde yerine yazildiginda,

2 2 1d 2 1 "
bl = (-1l )~ (-3 el (= o) =5

2 2
e+ [Vou [ =

+1) +
2(m+])_55” || p+1( u” lgule)

L d
2 (m + 1) dt
elde edilir.

Kabul edelim ki p <m, C, negatif olmayan bir parametre oldugu durumda

w(t)=u(e)| +|Vu (o) +C, olsun.

31

(4.8)



Buradan ;

y'(1)= 2[(u,ut )+(Vu,Vu, )]
olmaktadir.

Cauchy — Schwarz esitsizligi kullanilarak,

[v'(0)] =4 () +(Vee, V0, ) T = 4] (w20, +2(ut,0,) (Vat, Vi, ) +(Var, Vit )’ |

2 2
= 4[(.[ uu,dx] +2J. uu,dx.[ VuVutdx+U VuVu,de }
Q Q Q Q

[
+2[£uzdxyuu,zdxmmxyuw,zdxy{@wzdxmwgdxy

<A\l e+ 20 s [V I, |+ Vel [

<A\l e+ 20 1V e VeVl [

2 2

2 2
\Y% \Y%
< 4[”14”2 ”“x ”2 +2{(””” ” u, ”) + (””t” ” ””) }FMVUHZ ||Vu, ”2]

<4 o o+ Ve o [+ Ve |

T

32




<a{ P (J? +ved )+ 52 (J + 9] |

<A(Jl” vl (el Vel

olur. Buradan,

[ ()] <4 () 72

ifadesi elde edilir.

Cauchy — Schwarz esitsizligi ve Young esitsizligi kullanilarak

1
2 2
<2 ||wt||dxsz(f [Vl dxj (f v dx}
Q Q Q

d
< ol

<2|[Vul| [V | <

EMWME [V,

2

1 1
<2 vl + v < Ll +a v

(<L vl + 2 |V
80

p+l

e g{peal il

1 2(p+) g 2
<— dx+—+ dx < —
2¢ s'[|u| " 2 J;z " 2¢ ”””

. 1 I 2
(N E 2o ey * 5 1V

33

(4.9)

(4.10)

)+ S

@.11)



esitsizlikleri meydana gelir.

Holder esitsizliginde 1 + 1 =1 oldugu i¢in,
P 9

m+1 1_1 p+tl m+l-p-1 m-p m+1

p= p+l q m+l  m+l  m+l 4= m—p

olmaktadir. Buna gore

p+l m—p
m+l N\ m+l

I =1l "“d<m e J Qldx),,ﬂ

m+ — m+1) \ m+1
<[ [ < ) of

Q

2(p+1)

mp (r+) 1122
<oy 19201 < 23l — 12
2

(m+1)

1 wy 11, =Y
<L el o2 Lol

q\ &

m+1

m+1

m-p
2 me| L

m+1 [WH—IJ
—[ e J "o
m+1 m+1

34
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p+1 mil (me) | m—p ‘:,H
i [2’71”” i(m+i)]+ mﬂ[sz( ”JIQIJ (4.12)
olmaktadir. Burada &, ,, &, pozitif degiskenlerdir.
(4.6) denklemi yardimiyla (4.8) denkleminden;
1d ,
e =——[||u|| Val” [Vl =2 v () =C T Vel = S () + vl )
(m+1) 1 " d
Dpufe) =2 ()4 Lo
2 v lF = 1 |:l i|___ il
ol #1708 =555 5O+ G190 |5 19 A )
- (1) —#ww )
4(m+1) 2(m+1) dr p+l "
elde edilir.
(4.10) ve (4.11) esitsizlikleri kullanilarak,
2 V 2: 1 " gO V 2
Il 19 = gy O ¥ =5 9]
T e v P le— () — v 4.1
e Bt LA P e O e 1
& vu P
2€l(p+1)” . { (m+1)+2(p+1)}” |

olmaktadir.
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1

(4.13)’de ||u||§g+1; icin (4.12) esitsizligi kullanilirsa,

(m+l)
p+l

1

4(m+1)

mgO 81 2 1 ”
+{2(m+1)+2(p+1)}||v%|| SrTEn L (z)+—280(m+1)||v ulf 4.14)

(m+1)

2+ (p+1)82
2¢, (p+1)(m+l)

+1)
Jllns

e v (1) +

p+1

+ }”Vu || +C,

(m+1)” ” |: (m+1) 2(p+1)

elde edilir. Burada C, = (m=p)ic ) "dir.

2¢,(p+1)(m+1)&," "

(4.6) denklemi ve (*)’ dan

& (p+1) 2(m+1) 52(p+l) 1 ) c (p+1) c (p+1)
- - | = ! V = 2— ! 2 V

olmaktadir. Bu denklem (4.14)’deki esitsizlikte yerine yazilirsa

m+l
1 y m
i) Y ey 2 (m+1) [Vl

o+ s <

ml
me, g’ ,
\Y% —_— C 4.1
{z(mu)*z(pﬂ)}” uf ey AU (@.15)

elde edilir.



4.9) ve |[Vu(1)[| <w (1)~ C, esitsizligi kullanilarak (4.15)’den
[ ()] <y ()l +Ivall ) 49)
o +{1ves |~ 49 <

(1= a)|vuf <5

P2
7
L P+ < ¢ v

(1-4) V() ¢, (1- A)|Vu | <B

4y (1)
(m+1)
1 2 me, £ 1 PG
4 1_ 0 1 < " '
R TPy aTprey ] ETpe A A 1)51‘/’()
Em-*—l))
m g\ m
C -C
" 280(m+1)+281(m+1) w1+ GG, 2g,(m+1) 251 (m+1)
olmaktadir.
(2m—p+l) Q Q
Burada C0=(m_p) e | |, C = (m=p)ie) () 2
(p+l)(4m+l) o p)
2<91(p+1)(m+1)<92
£ _L £ -1 g, =27 V) gecilir,
0 2’ 1 4’ 2
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Elde edilen esitsizligin her iki tarafi 4(m + l)l//(t) ile ¢arpilirsa,

4(m+1)y (1) (Bl e, & <4(m+1)w(t) o
v V0] {1 2(m+1) 2(p+1)}‘ T Ay
[2('”%"“)}(%%’ B

n ' ()4(m 1)y (1)

4(m+1)1

_ {2(p+%n+l) j(er%pH) -

+ 1’" + 1 w (1) 4(m+1)y (1)
25(m+1) 2Z(m+1)

Ez—@% ., J(M%M)

e L) 2k (4w

elde edilir. Buradan (4.4) esitsizligi

' () (1)~ (1+a)[w ()] 22My' () () -M,[w ()], 1>0 (44)

QZM, M, =1, M, :4(m+1) ile saglanir.
8(p+1)

Boylece Lemma 4.2. uygulanabilir ve istenilen sonug alinabilir.
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Teorem 4.3.2. Kabul edelim ki p=m, m>1 ve u, ,
[0 S L 7 L
0 2(m+1) m2 0 m2 0

kosullarin1 saglayan baslangi¢ fonksiyonu olsun. Boéylece (4.1)-(4.3) probleminin

¢Oziimii sonlu zamanda patlar.

Ispat 4.3.2. (4.1) denklemine u(7)=e™'v(¢) doniisiimii uygulandiginda,
u,—Au,—Au—u’u, =lul"u, (4.1)

u=(e"v) =—e"v+ve’

Au, =(Ae™v) =(e"Av) =—e"Av+Av e’

Au=Ae'v=e'Av

—pt

P o . NP - p o~ —mt_m _—t
uuxl—(e v)evxl—e vielv =e "y,

2 2m 4

-2
””|v e’y

m.o
e v=e

|u|2m U= ‘e”v
elde edilir.

Bu veriler denkleme yazildiginda,

e’ (—v+v,)—e’ (-Av+ Ay, )—e Av—e (e’"”v’”vx1 ) =e’ (e’z’"’ |v|2m v)

— 2 2m
—V+V, +AV—Ay, —Av—e "V =e Y Y
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Vv, —Av,—v—e V", =e¢ m |v|2mv (4.16)
seklini alir.

(4.16) denklemi v ile ¢arpilip, Q tizerinde integre edilirse

I w,dx — I VAv,dx — J- vAvdx — I e "W, dx = J. e‘""v|v|2m vdx 4.17)
Q Q Q Q Q
ifadesi elde edilir.

(4.17)’deki veriler tek tek ele alinirsa,

5 2 dt 2 dt
E[vAv,dxzvVvt oo —(J;Vvthdxz—E[ ;:;; ———IV de__EE”v ||2
[vete = v =y}
Q Q
_mt. mt 1 d .
g[ v Lax=e m+2i 2dx=0

2 2m 2 2m+2 2 2(m+1
Ie ”"|v| vvdxzje "y = e ’"’||v||( )
2(m+l)

Q Q

olmaktadir.

Elde edilenler (4.17) denkleminde yerine yazildiginda,



1d, p 1d 2 2 o R2m)
i e R

d —2m m+
S % LR A bl S 1Y il

olmaktadir.

(4.16) denklemi v, ile carpilip Q lizerinde integre edilsin.

J- v v,dx —'[ v,Av,dx —I v, Avdx _J' e, d = J‘ ey, |v|2m vl
Q Q Q Q

Q

(4.19) ifadesindeki veriler tek tek ele alindiginda,

I vv,dx = I v dx = ||v, ||2

Q Q

I VAVdx =v Vv, | —I Vv Vv,dx = —I Vv, dx = —||Vvt||2
Q o

Q

Pt [ 22 e L e L
) 02 df 2dr) 2 dr

J‘ e—mtvtvmvx dx — L ivtvmﬂe—mtdx = _Le—mt". vaertx dx = —
s 1 m+1 o dxl m+1 Q l

I ey, |v|2m vdx = e’z’"’J. v, |v|2m+1 dx =" ! I i|v|2m+2 dx

2(m+1) dt

Q Q Q

—2mt

2(m+1) t

2(m+1) dr

Q

denklemleri elde edilir.

S 1 L e L
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(4.18)

(4.19)

m+1
(V)
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Elde edilenler (4.19) denkleminde yerine yazildiginda,

—2mt

m+1 € d 2(m+1)
() |-y A

2 (v o\ ldyp [ ™
I = (Aol - L -2

2 2 ld e e dy pmy €
vl + v _EEHVH +2(m H)E”V”z(mﬂ)—ﬁ(v Vi) (4.20)

olmaktadr.

o(t)=|M +|vV| fonksiyonu kullanilarak teoremin patlamast ispatlanabilir.
(4.9)-(4.10)-(4.11)’e benzer olarak

o' (1)=2[(v.,v,)+(Vv.WV,)]

Cauchy — Schwarz esitsizligi kullanilarak,

[0/ ()] =4[ (50)+ (V9. 9%,)] =48] (m3,)" +2(v,9,) (V% 9%,) +(V,73,)' |

2 2
=4 [J. vv,de + ZI vvtdxj. VyVWv,dx + U VvVvtdx} ]
Q Q Q Q
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<4[ P Il 20l | VA 9+ A (o |

<4 I 2 I 19+ 1A [ |

2 2
V[ [V, v I[Vv
34[”‘}”2 ”thz +2£(” ” ” ”) +(” ” ” ”) JJFHVVHZ ”Vvt”2]

2 2
<4[ M Il + I 90+l 9+ 1 o |

< 4[||v,||2 (M 4197 )+ 1w (VP + v )} <4(MF -+ ) (I + 1907
Buradan

[o'()] <40(t)(In +Ivv) @.21)

1
2

1
d 2
@ o = [ 2l e <2 ||v||||v,||dxsz[f i dx] [I I dx]
Q Q

A 2
<2|v[v ) =2 B <M +[v.|

2ol <Ibf < @)

1 1

_ J‘ |v|m+1 vtxla’x < %(J‘ |V|2(m+1) dx]2 JZ[I vmlzdsz
&

Q Q Q

m+1
(V)
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2 m+l

1 (m+1)
< L[ denef v, 'des LD ol f
Q Q
t
(vm+1’ m)s 7o )” ” ( )||Vv,||2 4.23)

esitsizlikleri elde edilir. Burada & (t) , t > 0 pozitif siirekli fonksiyondur.

(4.18) ve (4.20) esitsizliklerini kullanarak
14 —2mt (m+1)
55(”"”2 + ||VV||2) - ||v||2 +e7 ”V”z(wi) , (4.18)

—mt

I+ 1w ———II [+

(v, ). (4.20)

m+1

( )dt

o) =M+

M =€ (5 9 00)- BT | = [ 30 (0)-IF |- -0/ (- b

2 2 d ezm[ ' 2mt m+1
I+ 9 =5 2 b + (m+0m[ 00 b |- ()

2mt 2mt

2 > _ldype e (2me , e " 2me™ | e Ay om
Il Pl =3 0 =5 2 g+ 0 (-2 b - e

e [ 1
)= 2dt” i ( AFTETS)

9"(1)

_ - _ m+1
m+l|| ! 2(m +1)dt” ! +1(V ’v”“)
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_ m ' 1 - _ —mt m+1
_2(m+1)¢(t)+4(m+1) ?'(1)- (m+ )” T+ 2(m +1)dt” g ()

2 vy |P m 1 n_ M 2
IoF 9 = S 0+ G O M

mt (4.24)

m - _ m+1
b )
elde edilir.
(4.22) ve (4.23) esitsizlikleri yardimiyla

2 vy P < m , 1

£
T I U e B MR Y
’ 1 " —mt —mt _— m+
R G AT AR R O Tl i O ek
/ 1 " 2 —mt 2
m'(t)+—=@ (t)+m|v,| +e(t)e ™ |Vy,| +

2 eme (i)

olmaktadir.

(4.25)°de &(t)=me™ almip, e ||v||zE::; < lgp'(t) esitsizligi kullanilirsa,
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! 1 4 m — M — M, - mi 1 ’
(mqo (t)+540 (t)+m||vt||2+me ‘e ’||Vvt||2+e ’%ez ’qu

[l +Iv ] <

2(

3

+

p—
N—"

e (e AR C R R )

) ’ m 2m* +1 1 "
(b #1950 152 < s 0+ 0

m+1) _4m(m+1

m+2 2 2 2m* +1 1
W) ———=¢ " 4.26
elde edilir.

(4.26)’da (4.21) ifadesi kullanilirsa,

m+2 1 AR 2m 1 ,
2(m+1) 4§0([)|:¢ (Z)] SW(” (t)+4(m+l)¢ (t)

olur.

Elde edilen esitsizligin her iki yam 4(m+1)¢(¢) ile carpilirsa,

(e ple) 37 T O <40m o) e Sse()

o,
a(m))? (1)

+4(m+1) (1)

"2 (0] <2 (elr) o (1)ol0)
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ifadesi elde edilir.

Boylece (4.4) esitsizligi a=m/2, M, :(2m2 +1) / (2m) igin saglamr ve bu sonug

Lemma 4.2.” den goriliir.



BOLUM 5. LINEER OLMAYAN DALGA DENKLEMI iCIN
COZUMLERIN GLOBAL DAVRANISI

5.1. Giris

ut,—Au+,B|u,|2 u,=olu,, xeQ,t>0, 5.1
u (x,O) =u, (x), u, (x,O) =u, (x), xeQ), 5.2)
u=0, xe€oQ, t>0. (5.3)

baslangi¢ deger problemi ele alinsin.

Burada Qc R", n<3 0Q diizgiin sinrrlanmasiyla tanimi siirlandinlmis, o ve j

pozitif sabitlerdir.

5.2. Coziimlerin Davranisi

Teorem 5.2.1. u, € H,(Q), u,€l’(Q) ve 4-d,Bcd,>0 olsun. Bu durumda
1, >0 oldugu i¢in

E(t)<E(0)e " 4
olmalidir.

Ispat 5.2.1. Kabul edelim ki u(x,7), (5.1) denkleminin (5.2) - (5.3) smnir kosullarin

saglayan bir ¢6ziimii olsun.

(5.1) denklemi u, ile ¢arpilip Q tizerinde integre edilsin.
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I uu,dx —I u,Audx +I ut,B|ut|2 u,dx = I ouAudx, xeQ, t>0 (5.5)
Q Q Q

Q
(5.5) denklemindeki integraller hesaplandiginda

wndee(Ld g 14
j u dx Ildudx d
Q

2dt "2 alt”u’”2

1d 1d
uAudx =uNVu|.,, —| VuVudx =—| =—Vu'dx=———| Vu'dx =—=—|Vu
I R L4 [vel

Q Q

J. ﬂ|uz|2 uzutdx = J. ﬂ|ut|4 dx

Q Q

I o, Au,dx = ouVu, |, —aJ. Vu Vu,dx = —aJ. Vudx =—a ||Vut ||2
Q Q Q

olarak elde edilir.

Bulunanlar (5.5) denkleminde yerine yazildiginda,

1d; p 1d 2 4 2
Sl (3G [+ [ ] ae—(-elvuf) =0

L O e R [ )

ifadesi elde edilir.

(5.1) denklemi u ile carpilip Q iizerinde integre edilsin.



I uu,tdx—j uAudx+I uﬂ|ut|2 utdx:J ouludx, xeQ, t>0

Q Q Q Q

(5.7) denklemindeki integraller tek tek ele alindiginda

qu dxz_[(—(u,u )—uz)dx:_“i(u,u )dx—Juzdx:i(u,u )—||u ||2
: n t ! dl ! t dt t t

I uAudx =uVu |, —I VuVudx = —J. Vu'dx = —||Vu||2
Q Q Q

1d a d
i auhudx = cuVu, |, —ai Vu Vudy = —a jﬂ S Vidds =22 i Vaudx
ad
= —EE”V””z

I ﬂ|ut|2 uudx = ﬁj |“;|3 udx
Q Q

elde edilir.

Bulunanlar (5.7) denkleminde yerine yazildiginda,

d 2 2 3 ad 2
G ~(=Ivad )+ﬁ£|“f| uddv=—=—[[Va|

d (94 d 2 2 2 3
— wu )+ == |Vl [+ Ve +ﬁ£ | e =0

olur.
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(5.7)

(5.8)



(5.8) denklemi (S,T)izerinde integre edildiginde,

T T T
(u, u,) s +%||Vu||2 B —I ||u, ||2 dt +I ||Vu||2 dt + ,B” |ut |3 udxdt =0
N N SQ

T T T
j||Vu||2 dt = —(u,ut ) I —g”Vu”2 B +I ||u, ||2 dt—ﬂ” |u, |3 udxdt
N 2 N 5Q

elde edilir.
(5.1)’denkleminin enerji denklemi
E() = + S vaf

oldugu takdirde, (5.6)’dan

d 2 4
@ ((0))=-alvuf - pflu[' &

olmaktadir. Boylece E (t) artmayandir.

E (t) = %”ut”2 + %”Vu”2 denklemi 2 ile ¢arpilip (S ,T ) tizerinde integre edilirse

2B (1) =l |+ Va

T T T
2f E(t)dt = JS‘ Joa,||” it +J; |Vul* dr

S

T T T
[IVul” dt =2f E(¢)de{ |, e
S S N
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(5.9)

(5.10)
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elde edilir.

Bulunanlar (5.9) denkleminde yerine yazildiginda,

T

T T T
o
2f E(t)dt—l”u,”z dt =—(u,u,) [} —5||vu||2 o+ ! o, ||” e — ,B!i Ju,|| uddt

N

T T T

2[ E(t)dr =2 |uf" dt—(u,u,) 5 —%”vu”2 s~ [ uetxar (5.11)
S N SQ

olmaktadir.

E(¢)’nin artmayan oldugu, Cauchy-Schwarz esitsizligi ve E(¢)’nin tanim

kullanilarak,

2
]

2 2

—_—
=
RS
e
IA
=
T o
+

1 1 1
< (I bl )< 2Vl + L

1 1
< max 1, do}[5||w||2 _ H

‘(u, u, )‘Smax{l,do}E(t)Smax{l,do}E(S) (5.12)

%”Vu”z=a(%||Vu||2jSa(%||ut||2+%||Vu||2jSaE(t)SaE(S) (S<1) (13)

T T
I o ||* < doj |Vu, | it
5 5
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d

)~ alvalf + ol

T

[0~ ][l aflaf

N

E—E(z)dt:jE(t)dtzE(S)—E(T)zl' [“”V%”z +,B£ |u,|4jdx

Q|

Tl e < [ [l + gl Jar < [ £ (5) - £(1)] (514
S S a

<d0
a

Q0 E(S)

esitsizlikleri elde edilir.

E(t) ‘nin artmayan oldugu ve Young, Poincare’, Sobolev, Ladyzhenskaya

esitsizlikleri kullanildiginda,

T T ’
B[ ks < [ [ |u,* ciece+ 2 [ [ ful* il
50 50 4 <3,

T T
B[ ol et < 2 [ [0 e
4 SQ S

4

<

d ﬁ T 2 2 5
3L I [l + Ve J

T T A
= BTl < L [ 5 < LB [ (5) (5.15)
4 5 4 5 2 s



elde edilmistir.
Burada ¢, = u, ||2 +||Vu0||2 olmalidir.

Boylece

ﬂfjw udxdt gﬂE(S)+@j E(s)ds

elde edilir.

Bu esitsizlikleri kullanarak (5.11)’den
d,fed
Q27170 E(t)dt
( ! JI ®)

2d,

<max{l,d,} E(S)+aE(S)+pLE(S)+ »

()

E(t)dt<T,E(S)

Uy Sy

olmaktadir.

Burada

2 2d
T =% | max{ld 0|,
. (4—d2ﬂcld0){max{ 0}+05+ﬁ’+ - } dir.

T — o oldugunda asagidaki esitsizlik saglanir,
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(5.16)

(5.17)

(5.18)
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E(t)dt <T,E(S) (5.19)

ne—3

ve Lemma 2.1(Lagnese, Haraux)’den

olmaktadir.



BOLUM 6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde bazi tipten kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin
davranislart ¢esitli makaleler ele alinarak incelenmistir. Her bir boliimde sirasiyla

¢oziimlerin uzun siireli davranisi, patlamasi ve global davranisi incelenmistir.

Ayni sekilde diger diferansiyel denklemler i¢in de benzer islemler yapilabilir.
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