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OZET

Anahtar kelimeler: Kongruent Sayilar, Eliptik Egriler, Genellestirilmis Fibonacci ve
Lucas Dizileri, Pell Denklemleri

Bu tez temel olarak iki boliimden ve bu boliimlerde kendi icerisinde alt boliimlerden
olugmugtur.

Birinci bolimde kongruent sayilar hakkinda temel bilgiler verildi. Daha sonra
Pisagor tgliileri yardimiyla bazi kongruent sayr aileleri olusturuldu. Bu béliimde son
olarak genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizilerinden elde edilen bazi kongruent

sayilar belirlendi. Ozellikle L, n. Lucas sayisi olmak iizere 5L, , ve 10L,
degerlerinin kongruent say: oldugu belirlendi. Ayrica Q,, n. Pell-Lucas sayisim

belirtmek iizere Q,, ,/2 sayismm kongruent say1 oldugu gosterildi.

Ikinci boliimde ise eliptik egriler teorisi hakkinda iyi bilinen temel kavramlar
verildikten sonra kongruent sayilarla eliptik egriler arasindaki iliski ifade edildi.
Ayrica Birch ve Swinnerton-Dyer konjektiirii verildi ve bu konjektiiriin

. saglayan karesiz pozitif tamsayilarin kongruent say: oldugu gosterildi.

viii




CONGRUENT NUMBERS AND ELLIPTIC CURVES

SUMMARY

Key Words: Congruent Numbers, Elliptic Curves, Generalized Fibonacci and Lucas
Sequences, Pell Equations

This thesis consists of fundamentally two chapters and these chapters consist of
subchapters in itself.

In the first chapter, the congruent numbers are discussed and explained. After that,
some families of congruent numbers are demonstrated by utilizing Pythagorean
triple. The last part of the chapter is terminated with determination of congruent
numbers that are derived from generalized Fibonacci and Lucas sequences. In

particular, 5L,, , and 10L,, are determined to be congruent number where L, is the
nth Lucas number. Moreover, it is shown that Q, /2 is congruent number where
Q, is the nth Pell-Lucas number.

In the second chapter, the addition of two points in an elliptic curve is given and the
relation between congruent numbers and elliptic curves is seeked. By explaining
Birch and Swinnerton-Dyer conjecture, it is demonstrated that if this conjecture is
true for the elliptic curve y*=x’—n’x then the squarefree positive integer n
congruent to 5,6 or 7 modulo 8 is a congruent number.




BOLUM 1. KONGRUENT SAYILAR

1.1. Giris

Bir dik tiggenin dik kenarlar1 ve hipoteniisii rasyonel say1 ise bu dik liggene rasyonel
dik tiggen denir. Bir rasyonel dik iiggenin alan1 da rasyoneldir. Fakat bitiin pozitif

rasyonel sayilar, bir dik tiggenin alani olarak karsimiza ¢ikmaz. Omegin, alam 1 olan

bir rasyonel dik liggen yoktur.‘ Eger r pozitif rasyonel sayi ise m L dogal sayi
s s

olacak bigimde m rasyonel sayisi vardir. O halde 7;, kenarlari x, y,z olan rasyonel
s

dik tiggenin alani ise m’ — kenarlart »x,my,mz olan rasyonel dik tiggenin alanidir.
s

Dolayisiyla hangi pozitif rasyonel 'sayllarm rasyonel dik iiggenin alan olacagint
arastirmak yerine hangi dogal sayinin rasyonel dik tiggenin alani olacagini arastirmak
yeterlidir. Eger pozitif n tamsayisi bir rasyonel dik iiggenin alani ise, bu n sayisina
kongruent sayi denir. Kongruent sayt problemi sayilar teorisinin en eski
problemlerinden biridir. Hangi sayilarin kongruent say1 oldugu problemi, ilk olarak
10. yiizyil Arap bilim adamlar: tarafindan tartisilmistir. 10. ylizyildan sonra birgok

bilinen matematik¢i kongruent say: problemi ile ilgilenmistir. Ornegin, Euler n=7
o o . L 24 35
nin bir kongruent say1 oldugunu géstermistir. Bu kongruent sayi, kenarlar1 —, ) ve

% olan dik t¢genin alanidir. Leonardo Pisano (Fibonacci) n=35 in bir kongruent

- 3 20 41
say1 oldugunu gostermistir. Bu kongruent sayt kenarlart —, — ve — olan rasyonel

dik tiggenin alanidir. Kongruent sayr tanimimnin dik tiggenin kenarlarinin tamsayi
olmasini gerektirmedigine dikkat edilmelidir. Gergekten » =6 kenarlari tamsayi olan
dik tggenin miimkiin olan en kii¢lik alanidir. Bu dik tiggen 3-4-35 dik {iggenidir.

Fakat n=35 en kiigik kongruent sayidir. Alant 5 olan rasyonel dik {iggenin kenarlar:




—2—,-259 ve % dir. Fibonacci, 1225 te kongruent say1 problemi ile ilgili genel bir

degerlendirme yapmustir. Fibonacci, eger n tam kare ise » nin kongruent sayt
olamayacagim ispatsiz olarak belirtmigstir. Bu iddia Pierre de Fermat tarafindan
ispatlanmistir. Fermat n=1 ve bdylece tim tam karelerin kongruent sayi

olamayacagini sonsuz azalan yontemiyle ispatlamigtir.

1.2.. Kongruent Sayilar

Tanum 1.2.1. Pozitif »n tamsayisi bir rasyonel dik ticgenin alani ise bu n sayisina

kongruent say1 denir.

Tanimdan da anlagilacagy gibi dik tiggenin alani tamsayi olsa bile, kenarlari rasyonel

say1 degilse kongruent sayi degildir. Ornegin, kenarlar1 1,2,4/5 olan dik ticgen ele
alindiginda alan1 1 dir. Fakat 1 kongruent say1 degildir.

Ek’ te 1000 den kiiglik kongruent sayilar verildi. Ayrica 3000 e kadar hangi sayilarin
kongruent say1 oldugu ile ilgili [1] ve [2] kaynaklarina bakilabilir.

Tamm 1.2.2. x, y, z pozitif tamsayilar olsun. Eger x*+3’=z" ise (x,y,z)
iigliistine Pisagor ti¢liisti denir. Ayrica (x,y,z)=1 ise (x,y,z) Ugliisiine bir primitif

Pisagor {igliisii denir.

Lemma 1.2.3.

i) (x,y,z) bir primitif Pisagor Ugliisii olsun. Bu takdirde, x=u’-v", y=2uv,
z=u"+v", (u,v)=1 ve U+ tek olacak bigimde u >v =1 tamsayilart mevcuttur.
i) (x,y,z) bir Pisagor tglisidir & x= k(u2 —vz), y=k(uw), z= k(u2 +v2) ,

u>vzl, (u,v) =1 ve u+v tek olacak bicimde u,v,k pozitif tamsayilar1 vardir,




Simdi n kongruent sayi ise »# nin tam kare olamayacagini gosterelim. Bunun i¢in

asagidaki lemmaya ihtiyag vardir.

2

Lemma 124. &°-b’=x" ve a’+b*=)" olacak bicimde a,b,x,y pozitif

tamsayilar: yoktur.

Ispat. &> —b*=x* ve a’+b* =3 denklemlerini saglayan b tamsayilarimn en
kiiligiinii ele alahm. O halde (a,b,x)=(a,b,y) =1 dir. &* —b* =x* ve * +b* =)*
ise a’=b>+x* ve a’+b*=3" olup (a,b,x) ve (a,b,y) birer primitif Pisagor
ticliistidtir. Dolayisiyla a tamsayisi tek ve bdylece b tamsayist ¢ift olur. Diger

yandan z=xy olmak iizere a'-b* :(az _bZ)(al +b2)=x2y2 =(xy)2 _ 2

yazilabilir. Yani (az )2 = z* +(b2 )2 dir. (z,6°,a*)=1 oldugu kolayca gosterilebilir.

Dolayisiyla 5* =2uv, z=u’>-v*, a* =1’ +v* olacak bigimde aralarmda asal olan
u ve v tamsayilar vardir. @’ =u°+v* ve u ve v tamsayilarimn rolleri simetrik
oldugundan v ¢ift kabul edilebilir. Dolayisiyla Lemma 1.2.3 e gbre u=r*—s>,

v=2rs, a=r"+s"olacak bigimde aralarinda asal olan » ve s tamsayilar v.archr.
b 2
Buradan b =2uv =2(r* — 57 )(2rs) = 4rs(¥* —s*) yani (—ij =rs(r’ —s*) yazilabilir.

(r,s)=1 oldugundan (rs,7”> —s*)=1 oldugunu gérmek kolaydir. Su halde rs ve

r* —s* birer tam karedir. Ayrica r ve s tamsayilarindan biri tek digeri cift ve iki

tamsayr aralarinda asal oldugundan (r—s,r+s)=1 dir.  Dolayisiyla
r? —s* =(r—s)(r+s) oldugu dikkate alirsa 7 —s ve r+s tamsayilari birer tam
karedir. Su halde r=¢*, s=k*, r—s=c* ve r+s=d* olacak bicimde ¢, k,c,d
tamsayilari vardir. Buradan #* —k* =¢* ve £ +k% =d” elde edilit. v=2rs, b* =2uv

ve s =k oldugu kullanilirsa b* = 4urk® elde edilir. Bu ise k <b olmasini gerektirir.

Bu durum 5 tamsayisinin tanimiyla celigir. Su halde kabul yanlistir.




Teorem 1.2.5. n kongruent sayi olsun. Bu takdirde » tam kare olamaz.

Ispat. n bir kongruent say1 ve keZ ig¢in m=k> olsun. n kongruent sayi

oldugundan » =262X olan ve kenarlar1 x,y,ze@Q olan bir dik iicgen vardir. Pozitif
.. a b c 2, 2 _ 2 -
a,b,c,m tamsayilart i¢in x=—, y=—, z=— olsun. x"+y =z oldugu
m m m

kullanilirsa, yukaridaki degerler yerine yazilarak,

oldugundan, ab=2m'k" = 2(mk)2 olur. a*+b*=c* ve ab= 2(mk)2 esitlikleri

kullanilarak,

(01+b)2 =a’+b* +2ab=c" +(2mk)2 s

(a!—b)2 =a’+b? —Qab =c? —(2mlc)2

elde edilir. Bu ise Lemma 1.2.4 geregi imkansizdir. Bdylece ispat tamamlanir.




Lemma 1.2.6. m karesiz pozitif bir tamsay1 olmak iizere n=s*m olsun. O zaman 7

kongruent sayidir < m kongruent sayidir.

ispat.
=): n kongruent say1 olsun. Bu takdirde kenarlan x,y,zeQ olan rasyonel dik

iggen vardir. Bu durumda n=% dir. n=s"m oldugundan m=—fl; ve boylece

s § S

m=-— =—~[—j(z) dir. Dolayisiyla m, kenarlari i,z,i € QQ olan rasyonel dik

liggenin alanmidir. O halde m kongruent sayidir.

<=):m kongruent say1 olsun. Bu takdirde kenarlar1 x,y,z €Q olan rasyonel dik

ticgen vardir ve m = % dir. n=s"m oldugundan n = il . (Sx) (sy) dir. Buise »

nin kenarlari sx,sy,sz €@Q olan rasyonel dik ficgenin alani oldugunu gosterir.

Boylece n kongruent sayidir.

n pozitif tamsayisi, m karesiz bir tamsayr olmak lizere n=s’m biciminde

yazilabilir. Dolayisiyla Lemma 1.2.6 ya gore hangi karesiz sayilarin kongruent sayi

oldugunu aragflrmak yeterlidir.

Teorem 1.2.7. n karesiz pozitif bir tamsay1 olsun. Asagidaki ifadeler birbirine
denktir [3].

i) x? +ny2 =7 ve x° —ny2 =1* olacak bi¢imde x,y,z,f€Z" vardur.
iiy x*—n’y* =w? olacak bicimde x,y,weZ" vardu.

i)y Y* =X’ -n"X denkleminin Q da asikar olmayan ¢dziimleri vardir.

iv) Alani n olan résyonel dik ticgen vardir.

v) mw® =uv(u’ —v*) olacak bigimde u,v,weZ" vardir.




ispat.
i=ii):
x* +ny2 =z (1.1

x*—-my =1 (1.2)

olacak bigimde x,y,z,t €Z" olsun. (1.1) ve (1.2) esitlikleri taraf tarafa ¢arpilirsa
(x2 + nyz)(x2 ~ny2) =71, yani x*—-n’y* = (zz‘)2 elde edilir. Dolayisiyla w =zt

4 2. .4 2 vre
_alinirsa, x" —n"y" =w" elde edilir.

s o 4 2.4 2
ii—= zzz): x,¥,z € Z" olmak lizere x* —n"y" =w" olsun. O zaman,

4 4 2

w
X -“l’lzy ==w2:>—4-—n22;=——?
Yy Yy

4 4 2

X w
37‘”2!‘1"—4

y y oy

dir.

[N

Simdi X :f—z—, Y =Kf- almirsa, Y? = X’ —»n*X elde edilir. Burada X ve Y sifirdan

Y Y

farklidir ve bunlar denklemin agikar olmayan ¢6ziimleridir.




iii =>iv): Y0 ve X,Y eQ olmak iizere Y* =X° -n’X oldugunu kabul edelim.

X 2nX X*+n?

Bu durumda X ##» dir. O halde a= 7 b= ve ¢c= alinirsa

a’ +b* =c* olur. Béylece kenarlar1 a,b,c olan rasyonel dik tiggen elde edilir. Bu dik

(X* —n*)(2nX)

27 =n dir.

N . ab
ticgenin alani 5 =

iv=>v): n pozitif bir tamsay1 o’ +b°>=c* ve n=%l1 olacak bigimde kenarlari

a,b,c € Q olan rasyonel dik iiggen oldugunu kabul edelim. f,g,h,meZ" olmak
/

tizere a=2,b=% c= k olarak  yazilabilir. & +b* =c¢
m m m

?  oldugundan

Zg:M:ngé:mzn dir.

fi+g*=h elde edilir. Bu dik tiggenin alani 5 5

Ayrica Lemma 1.2.3. e gore f:k(r2 ——Sz), g =k(2rs), h=k(r2+sz), (r,s)=1,

r >s ve r—s tek olacak bigimde k,r,s € Z* vardir. Dolayisiyla,

k(2rs)k(r? = s
nm2 = ( T’S) 7(’ i )=k27’S(7’2—S2)

r

dir.

Boylece, n(km)’ =(kr)(ks)((&)' ~(ks)') dit. O halde w=hm, u=kr, v=£s

2 “re . . .
alinirsa nw* = uv(u' —vz) elde edilir. Bu ise istenen sonugtur.

V= i): n pozitif karesiz tamsayr ve zw’ =uv(u’~v*) olacak bigimde u>v,

u,v,n,weZ* oldugunu kabul edelim. »=u’—-v*, s=2uv, h=u’>+v* olsun. Bu
2 2

durumda (r +S) =rl+5 +2rs =h* +4mw* ve (r —s) =7 +5° =2rs = h* —dnw?

dir. Dolayisiyla




: N r—s t r+s =z

dir. Ayrica x,z,t,meZ" olmak lizere — =— = -
A

2 m 2 m

s ﬁ olarak
2

*
m
yazilabilir. Bu durumda 2z :x2+n(wm)2 ve :xz—n(wm)2 olur. Dolayisiyla

y=wm alinrsa yeZ" dir ve buradan x* +m* =z*, x> —ny” =¢* bulunur. Bu ise

ispat1 tamamlar.

Onerme 1.2.8. n pozitif bir tamsayi olsun. n kongruent sayidir < x*+n ve x> —n

sayilarinin her biri bir rasyonel saymin karesi olacak bigimde x e @ vardir [4].

ispat.

=>): n bir kongruent say: olsun. O halde kenarlart a,b,c €@ olan bir dik {iggen

vardir ve bu dik tiggenin alani » dir. Dolayisiyla @* +b* =¢* ve n= b dir.

o2 _a+b> _ a’+2ab+b>  ab
4 4 4 2

1}
TN
2
N+
[wpl
~—
|
| &

(f 2_cz_a2+b2__a2—2ab+b2+ab a-b 2+ab
2) 4 4 4 2

c
olup x = > alinirsa

2
yani x2+n=(f—§—éj ve xz—nz(a—;bj olur. Su halde x*+n ve x*—n

saytlarinin her biri bir rasyonel sayinin karesidir.




<): x* +n ve x° —n sayilarinin her biri bir rasyonel saymin karesi olsun. O zaman

a=A +n-x*—n, b=x* +n+x>—n ve c=2x ahnusa a>+b’=c* ve

ab (\/x2+n—\/x2—n)(\/x2+n+\/x2—n) x2+n—-(x2—n)
2 2 B 2
O halde »n kongruent sayidir .

=n elde edilir.

Ornekler 1.2.9.

i) 5" +24=T7 ve 5°-24=1° oldugundan 24 bir kongruent sayidir.
i} 10> +96=14% ve 10* =96 =2 oldugundan 96 bir kongruent sayidir. 96=16-6

oldugundan 6 bir kongruent sayidir.

2 2 N 2 2
iif) (%) +5 =(i9_) ve [ﬂj -5 =(%—21—) oldugundan 5 bir kongruent sayidir.

12 12
2 2 FUN 2
iv) (_%_3_2) +7=(-Ai6—%) ve (337] —-7=(l£j oldugundan 7 bir kongruent
120 120 120 120
sayidir.

Ilerideki soru ¢éziimlerinde ve ispatlarda asagidaki iki teoreme ihtiyag vardir.

Teorem 12.10. x,y,zeZ' olmak iizere x*+ y*=2"  denkleminin

x>0, y>0, z>0 sartin1 saglayan tamsay1 ¢dziimleri yoktur.

ispat. Pozitif x,y,z tamsayilan x*+3* =2z* denkleminin ¢6ziimii olsun. Bu ¢coziim
z nin en kiigtik degerini aldig1 ¢6ztim olsun. Bu durumda (x, y) =1 kabul edilebilir.

O zaman (xz )2 + (yz)2 =z, (xz,yz) =1 yazilabilir. Dolayisiyla (xz,yz,z) bir
primitif ~ Pisagor  lglustidir. =~ O  halde  Lemma 123 e  gbre
x*=2rs,y"=r" =5, z=r’+5" olacak bigimde (r,s)=1 ve r+s tek olan

r.s€Z" vardir. O zaman y’ +s” =r” olup y tek ve (r,s)=1 oldugundan (»,5.7)
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bir primitif- Pisagor figlisiidir. O halde s=2ab, y=a’—b*, r=a’+b’ olacak
bicimde (a,b)=1 ve a+b tek olan a,b pozitif tamsayilari vardir. Boylece
xt=2rs= 2(a2 +b2)2ab =4ab(a2 +b2) dir. (a,b)=(a,a2 +b2) =(b,a2 +b2) =1
oldugundan a=u?, b=v*, &’ +b* =w* olacak bigimde u,v,w pozitif tamsayilari
vardir. Boylece u'+v'=a’+b*=w" elde edilir Yani (u,v,w), x*+ yt=2z?

denkleminin bagka bir ¢oziimiidiir. Burada w<w’ =a* +b*> =r <r* +s* =z dir. Bu

ise z nin en kiigiik olmasiyla celisir.

Teorem 1.2.11. x* —3* = z* denkleminin x>0, y>0, z >0 sartin: saglayan tamsay1

¢Ozlimleri yoktur.

Ispat. x* —y*=z* olan x>0, y>0, z>0 tamsayilarinin mevcut oldugunu kabul

edelim. d= (x, y) olsun. O zaman x=da, y=db, (a,b) =1 olacak bigimde

. a,beZ* vardr. Dolayisiyla d* (a4 —b") =z yani 44 -b* =(§]2 dir. Su halde
x*—yp*=2" denkleminde x>0, y>0,z>0 tamsayilart igin (x, y) =1 kabul
edilebilir. O zaman x* - y* = z* oldugundan (x2 — y2)(x2 + yz) =z* dir.

d= (x2 -5+ yz) olsun. d =1 veya d =2 oldugunu gérmek kolaydir.

(x2 —y%.x7 +y2) =1 ise x’ =y’ =a’ ve x>+ =b olacak bi¢imde (a,b)=1 olan
a,beZ" vardir. Fakat bu Lemma 1.2.4 geregi imkansizdir.

(x2 -y ¥ +y2) =2 ise x*—=y*=2u* ve x*+y*=2v" olacak bicimde u,veZ"

vardir. Buradan x* =v* +u* ve y* =v* —u” elde edilir. Bu ise Lemma 1.2.4. e gore

mimkiin degildir.

Sonug olarak x* —y* = 2> esitliginin x>0, y>0, z> 0 olan tamsay: ¢6ziimii yoktur.
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Ornek 1.2.12. n=2 bir kongruent say1 degildir [5].

Tersine olarak, 2 bir kongruent sayr olsun. O halde Teorem 1.2.7 ye gore
X +2y*=2" ve x* -2y =1 olacak sekilde x,y,z,reZ* vardr. Bu durumda
2x° =22 +17, 4y = 2% -1 dir. 2x” = 2" +1” oldupundan 4x* =(z +1)" +(z 1)’
olur. Dolayisiyla

[2x(z=0)] =4 (z=1) =(z=1)' | (z+1)" +(z=1)" | = (22 =) +(z 1)’

olur. (2y)' =z*~r* oldugundan [2x(z—1)] =(2y)' +(z~1)" elde edilir. y#0
oldugundan z—t#0 olur. Dolaymyla a=[2x(z—t)], b=2y ve c=z—t alnirsa

a#0, b#0, c#0 dir. Ayrica b* +c* =a* dir. Teorem 1.2.10 geregi bu denklemin

sifirdan farkli ¢6zUmii yoktur. O halde 2 bir kongruent say: degildir.

[6] da Genocchi p asal ve p=3 (mod8) ise p nin kongruent sayr olmadigini

gOstermigstir. [7] de bu lemmanin ispati mevcuttur. Fakat ispat uzundur. Burada daha

kisa bir ispat verilecektir.

Lemma 1.2.13. p asal ve p=3 (mod8) olsun. Bu takdirde p kongruent say
olamaz. :

Ispat. Aksini kabul edelim. p kongruent say: olsun. p kongruent sayi ise Teorem

1.2.7 ye gbre,

frrpg’=n,
fi-pg’ =k

olacak bigimde f,g,heZ" vardir. g bu sart1 saglayan en kiigiik tamsayi olsun. Bu

hk _h-k
2 77 2

durumda A’ —k* =2pg* ve boylece h=k (mod2) dir. O halde r=

birer tamsayidir. Buradan f”=r>+s" elde edilir. Dolayisiyla (r,s, f) bir Pisagor

tg¢lusudir.
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Su halde Lemma 123 e gbre f=k(u’+v*), r =k(u’ —v*), s=k(2w) veya
f=k(?+*), r =k(2w), s=k(«’=»*) (wv)=L u>v, u+v tek olacak
bigimde u,v e Z* vardur.

Genelligi bozmadan f =k(u*+v*),r =k(u*~V*),s =k(2uv) almabilir. Ayrica,

2pg’ =h*—k* =(h—k)(h+k)=2r-2s=4rs oldugundan pg®=2rs olur. rves

degerleri yerine yazilirsa,

g’ =2rs = 4w’ —v*) (1.3)

elde edilir.
(1.3) kullanilarak pw* =uv(u’ —v*) olacak bicimde weZ® oldugu kolaylikla

gosterilebilir. pw* =uv(u* —v*) olmast i¢in i¢in dort durum séz konusudur.

1. Durum: u= £, v=pg}, u+v="h, u—v==£ olabilir.
Bu durumda £’ +pgl =h ve £ —pgl =k elde edilir. u, v, u+v, u—v degerleri
(1.3) denkleminde yerine yazilirsa pg’ =4k*(f pgl )Wk’ ve boylece pg’ > g,

yani g > g, elde edilir. Buise g sayisimin'en kii¢iik olmasiyla ¢elisir.

2. Durum: u= £, v=g’, u+v=ph’, u—v=£k’ olabilir.

Bu durumda u+v+(u—v)=2u veburadanph +k’ =21 olur. plk ve plf

oldugu kolaylikla gosterilebilir. O zaman & =2/7(mod p) ve bdylece (-%le
P

elde edilir. Bu ise p =3(mod8) oldugundan miimkiin degildir.
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3.Durum: u=f2, v=g7, u+v="~r, u—v=pk’ olabilir.

Bu durumda u+v+(u—v)=2u=h + pkl =27 olur. Kolaylikla p |k ve p/ £
oldugu gosterilebilir. O zaman 7 =2 £ (mod p) ve bdylece (zj =1 elde edilir. Bu
p

ise p=3(mod8) oldugundan miimkiin degildir.

4. Durum: u=pf, v=g, u+v="nr, u-v=Fx olabilir.
O zaman u+v+(u—v)=2u= i +kl =2pf;’ yani prlzzh[2+kf olur. plk ve

pl f, oldugu kolaylikla gosterilebili. O zaman A4’ =-k’(modp) ve bdylece

-1
(——J =1 elde edilir. p=3(mod8) oldugundan bu miimkiin degildir.
p

Sonug olarak p = 3(mod8) ise p kongruent say: olamaz.
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Kongruent sayilarla ilgili baz1 sonuglar asagidaki tabloda verilmistir.

Di» q:s s S;, 8k+i, keZ biciminde tamimlanan farkli asal sayilar olsun. Yani
p, =i (modB), g, =i (mod8), r, =i (mod8), 5, =i (mod8) olsun. Bu takdirde

asagidaki sayilar kongruent sayidir [8].

Tablo 1.1. Baz: kongruent Sayilar

Heegner, 1952[9] —>2p, ve 2p,
Birch, 1968 [10]

Stephens, 1978 [11]  — ps ve p,

Monsky, 1990 [12] = p3p;, psqs, 2psgs ve 2psq,

N P = -1 olmak lzere p,g
ds
pl _ ve

—>| = |=~1 olmak lzere p,q,
9,
pl _ .

—| =+ |=—1 olmak tizere 2p,q,
9, .
pl _ .

—| =L |=~1 olmak iizere 2p,g,
4y

Serf, 1991 [1] = piqs7s, Psqstys 20595755 2P5qsrs Ve 2 psqsty

— ( P ) - (&) = —[&J olmak tizere p,q.r,
q7 I"7 Q7

N [&j = (qij = ——[Elj olmak tizere 2p,q.7,
q; ] 7

45 h 5s U

R olmak lizere pq,7s;
Ss 9 55 5 %

- ( olmak tizere 2 p,q,7;s;

!

I
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Kongruent sayilarla ilgili bilinen en iyi sonu¢ Tunnel’ e dayanir.

Teorem 1.2.14. (Tunnel) Kenarlar1 rasyonel say1 olan bir dik tiggenin alanit 7, yani

n kongruent say1 olsun. Bu takdirde agsagidakiler dogrudur [13] .

z’) n karesiz tek tamsay ise,

‘{(x,y,z)eZ3 n=2x"+)" +3222}l =%‘{(x,y,z)EZ3 n=2x"+y° +822}|

dir.

i) n karesiz ¢ift tamsayu ise,

{(x,y,z)e z :g =4x’ +y* +3222}

{(x,y,z) € Z3‘:g—= 4x* +y? +822}

N =

dir.

Omek 1.2.12 de #»=2 nin kongruent sayl olmadigi gosterildi. Burada Tunnel

teoreminden faydalanak daha basit bir sekilde »=2 nin kongruent sayr olmadigi

gosterilecektir.

Ornek 1.2.15. n=2 nin kongruent sayr olmadigimi Tunnel teoreminden

faydalanarak bulalim.

-g =1=4x*+)*+32z" oldugundan 1=4x+3)*+32z° denkleminin ¢oziimleri

x=z=0ve y=x1, yani (0,1,0), (0,-1,0) dir. g =1=4x"+y* +8z* oldugundan

1=4x"+y’+8z" denkleminin ¢éziimleri x=z=0 ve y=xl, yani (0,1,0),

(0,-1,0) dur.
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O halde,

n

{(x,y,z)e%:§=4x2+y2+3222} !

{(x,y,z)eZ3 :~2—=4x2 +3° +822}

=]

1
2

olup 2#1 oldugundan n =2 bir kongruent say1 degildir.

Ornek 1.2.16. n=1 in kongruent say1 olmadigin Tunnel teoreminden faydalanarak

bulalim.
n=1=2x>+3"+32z"> oldugundan 1=2x%+3"+322" denkleminin ¢dziimleri

x=z=0 ve y==1 yani (0,1,0), (0,-1,0)dur.

n=1=2x>+y*+8z> oldugundan 1=2x*+3)*+8z" denkleminin ¢dziimleri
x=z=0 ve y==1 yani (0,1,0), (0,-1,0) dir.
O halde,

‘{(x,y,z) eZ’ :n=2x"+3’ +3222}’ =2, —;-(H(x,y,z) eZ’:n =2vx2 +y° +822}|)=1

olup 2#1 oldugundan n=1 bir kongruent say1 degildir.

1.3. Kongruent Sayz Ailleleri

Lemma 1.3.1. (a,b,c¢) bir Pisagor icliisii ve & >a olsun. Bu takdirde, agagidakiler
de Pisagor ugliistidiir [14] :

z') (2ac,b2,az+c?‘),

l'i) (Zbc,az,b2+cz),

iii) (2ab,b* -a’.c*).
Ispat. (a,b,c) bir Pisagor tigliisii ise a” +5* =¢” dir.

i) (2ac)2 +(b2 )2 =4a’c? +(02 —a )2 =a' +2a’c? +c = <a2 +c’ )2 olur ve

(2ac,b2 Jat + cz) bir Pisagor iigliisiidiir.
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ii) (2bc)’ +(a2 )2 =4b’c’ +(c2 - )2 =b"+2b°c* +c* = (b2 +c’ )2 olup
(2bc,a2,b2 +c2) bir Pisagor ticliistidiir.
iii) (2ab)2 —}-(b2 —-a )2 =40’ +b* =240 +a' = (a2 +b° )2 = (02 >2 dir. Dolayisiyla

(.’Zab,b2 — az,cz) bir Pisagor ligliistidiir.

Sonug 1.3.2. (a,b,c) bir Pisagor iigliisii olsun. Bu durumda ac, be, b* +¢, a* +¢°

sayilarinin her biri bir kongruent sayidir. 5> a olmasi durumunda 5’ ~a’ kongruent

sayidir [14].

Ispat. (a,b,c) bir Pisagor igliisii ve 4 >a olsun

2ac)b?
i) (2ac,bz,a2 +cz) Pisagor iigliisii oldugundan Q—?——=(ac)b2 bir kongruent

sayidir. Lemma 1.2.6 geregi ac kongruent sayidir.

(Zbc) a*

i) (Zbc,az,b2 +c2) Pisagor Uigliisii oldugundan =(bc)a® bir kongruent

sayidir. Lemma 1.2.6 geregi bc kongruent sayidir.

iii) (2ab,b2~a2,cz) Pisagor tgliisiidiir. ii) geregi (bz —a2)62 kongruent sayidir.
Lemma 1.2.6 geregi b* ~a’ kongruent sayidir.

v) (2ac,bz,a2 +c2) Pisagor tgliisiidiir. i) geregi 5 (a2 +cz) kongruent sayidir.
Lemma 1.2.6 geregi a’ +c* kongruent sayidir.

v) (Zbc,az,bz—i—cz) Pisagor ugliistidiir. if) geregi o (b2+c2) kongruent sayidir.

Lemma 1.2.6 geregi b* +c* kongruent sayidir.

'''''

""""
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Sonug¢ 1.3.3. s>t ve s, t pozitif tamsayilar olsun. O zaman asagidaki sayilar

kongruent sayidir [14].

i) si(s’—1*),

2 2
ii) st(s” +17)
2

iii) s* -1,
iv) 2s*+21%,
v) s+t + 65717,

vi) 65%* — st —1*.

ispat. a=s"-¢*, b=2st,c=5"+1* ise a*+b*=c* oldugu ve Sonug 1.3.2

kullanilarak ispatlar yapilacaktir.

2 2
— 1 t
i) %— kongruent say1 oldugundan %b~ =—(§—% = st(s* —t*) kongruent sayidir

2 2 2 2
ii) be kongruent sayi oldugundan 2st(s* +1%) = 4[“(—5‘;—[—2} , yani fﬁ(.fgf_). bir

kongruent sayidir.
iii) ac kongruent say1 oldugundan (s2 —tz)(sz +r2) =s*—¢* bir kongruent sayidir.

iv) a*+c* kongruent sayr oldugundan (s2 S )2 ~|—(S2 + )2 =2s*+2t* bir

kongruent sayidir.
v) b*+c® kongruent sayr oldugundan 4s°r’ +<s2 +12 )2 =s*+1* + 65’ bir
kongruent sayidir.
vi) b*—a’ kongruent sayr oldugundan 45’ -(52 -1 )2 =65t —s* —t* bir

kongruent sayidir.
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Teorem 1.3.4. Herhangi pozitif k& tamsayisi-igin asagidaki sayilarin tiimii kongruent
sayidir [14]:

A i) k(> -1)
1) £>1 olmak tizere <ii) Zk(k2 +1) ,
iy k* =1

i) 2k (2k +1)(4k +1)
2) k=1 olmak iizere {ii) 2k (2k +1)(8k" +4k+1) ,
iif) (4k +1)(8k* + 4k +1)

1) 2(k+1)(4k+3)
3) k20 olmak iizere {i) (k+1)(2k+1)(8k* +12k+5) .
iif) (4k+3)(8k* +12k+5)

Ispat. Ispatlar Sonug 1.3.3 kullanilarak yapilacaktir.

1) k>1ve s=k+1, t=k-1 olsun.

i) st(s? =)= (k+)(k=1)((k+1) = (k=1)") = 4k(* =1)  yani k(¥ 1)

kongruent sayidur.

s oy (E+D)ED (k41 (k-1
2 2

i)
iif) s =1t = (52 =) (2422 ) = (k1) = (k=) )((k+1)"+ (k=1)") =8k (K +1)

yani Zk(k2 +1) kongruent sayidir.

= k* —1 kongruent say1dir.
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2) k=1 ve s=2k+1, t=2k olsun.
i) st(s? =)= (2k) (2Kk+1)((2k +1)° ~(2K)" | = 2k (2K +1) (4 +1) Kongruent
sayidir.

st 48 _ (2k+1)(2k)((2k+1)2 +(2k)')

ii
) 2 2
kongruent sayidir.

iif) 5* =t =((2k+1)" (26" )( (2 +1)" -+ (2Kk)" ) = (4k+1)(8k" + 4k +1) kongruent

= k(2k+1)(8K" +4k+1)

sayidir.

3) k20 ve s=2k+2 ve t =2k+1 olsun.
i) st(s? =)= (2 +2) (2 +1)((2Kk+2)" = (2k+1)" ) =2(k+1) (2k+1)(4k+3)
kongruent sayidir.

st vy (2k+2)(2k+1)((2k+2)" + (2% +1) |
=5 2
kongruent sayidir.

= (k+1)(2k+1)(8%> +12k +5)

i) st =t =((2k+2)" =(2k+1)")((2+2) + (2k+1)" ) = (48 +3) (8K + 12k +5)

kongruent sayidir.
1.4. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas Dizileri ve Kongruent Sayilar

Tamim 1.4.1. k£ ve s sifirdan farkli tamsayilar olmak tizere U, =0, U, =1, n>2
icin U, =kU,_ +sU,, ve V=2, V=k, n22 i¢in V, =kV_, +sV,_, big¢iminde
tanimlanan (Un) ve (Vn) dizilerine sirasiyla genellestirilmis Fibonacci ve Lucas
dizileri denir.

U, ve V_ degerlerine sirasiyla n. Fibonacci ve n. Lucas sayilari denir. Bazen U,

¥

yerine U, (k,s) ve V, yerine ¥, (k,s) yazilr.
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k=1,s=1ise U,=F, ve V,=L, olur. (F,), (L,) dizilerine sirastyla Fibonacci ve
Lucas dizileri denir.
k=2,s=1ise U,=P, ve ¥, =0, olur. (£,), (Q,) dizilerine sirasiyla Pell ve Pell-

Lucas dizileri denir.

[15] de asagidaki teoremlerin ispatlar1 mevcuttur. Burada teoremler ispatsiz

verilecektir.

Teorem 1.4.2. k tamsay1 ve k >1 olsun. x° —(kz +4> y* =1 denkleminin tiim pozitif

>

tamsay1 ¢oziimleri n>1 olmak tizere k ¢ift ise (x,y) :[ (2k 1) U, gk l)j

tek ise (x,y)= (V‘s" (zk’l) ; Yer gk’l)j bigimindedir [15].

Teorem 1.43. k tamsaytr ve k>1 tek tamsayt olsun. Bu takdirde

2 ~(k2 +4) y* =~1 denkleminin tiim pozitif tamséy1 ¢coziimleri n>1 olmak lizere

(x.y)= ( s 1) 6""32(]@1)} bigimindedir [15].

Teorem 1.4.4. k tamsayr ve k>3 olsun. Bu takdirde xzﬁ(k2~4)y2=1

denkleminin tiim pozitif tamsayr ¢ozimleri n>1 olmak lzere k ¢ift ise

(57) = ( (e-1) U (;c,—l)J e b e i (x’y):(r@,,(k,—l) U3n(k,—1)j

2 7 2
bigimindedir [15].

Teorem 1.4.5. k& tamsay1r ve k>1 olsun. Bu takdirde xz—(k2+4)y2=4

denkleminin  tim  pozitif tamsayr ¢Oziimleri n>1  olmak iizere

(x,3) =V, (k.1).U,, (k.1)) bigimindedir [15].
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Teorem 1.4.6. k tamsayr ve k>1 olsun. Bu takdirde x2~—(k2+4)y2=—4

denkleminin  tim  pozitif = tamsayr ¢Oziimleri ~n»>1  olmak lizere

(%.7) = (Vs (.1), U, (k,1)) bigimindedir [15].

Teorem 1.4.7. k tamsayi ve k>3 olsun. Bu takdirde xz—(k2—4) Y =4

denkleminin  tiim  pozitif  tamsayr c¢oziimleri n>1  olmak iizere

(x,y)=(¥, (k.~1),U, (k,~1)) bigimindedir [15].

Teorem 1.4.8. & tamsay1 ve k >1olsun. Bu takdirde x* —(k2 +1) y* =1 denkleminin

tiim pozitif tamsay1 ¢dziimleri n>1 olmak tizere (x,y) =(—I{3'-’—(—-§—k’—l),U2n (2k,1)J

bicimindedir [15].

Teorem 1.4.9. k tamsayi ve k=1 olsun. Bu takdirdex’ —(kz +l) ¥ =-1

denkleminin  tiim  pozitif  tamsayr ¢Oziimleri ~n>1  olmak  iizere -

2k
(xy)= (W,UZH‘I (2%, 1)] bigimindedir [15].

Teorem 1.4.10. k tamsay1 ve k>1 olsun. Bu takdirde x2~(k2~1)y2=1

denkleminin  tiim  pozitif tamsayr ¢Oziimleri n>1  olmak  lizere

(x,y)= (V;(sz’—l),Un (2k,—-1)] bicimindedir [15].

Teorem 1.4.11. k tamsayi ve k>1, k=2 olsun. Bu takdirde x° ~(k2 +1)y2 =4

denkleminin  tiim  pozitif  tamsayr  ¢Gziimleri nx1 olmak  lizere

(%,3) = (V3 (2K.1),2U,, , (2k,1)) bigimindedir [15].




23

Teorem 1.4.12. &k tamsayr ve k>1 olsun. Bu takdirde xz—(kz—l)y2=4

denkleminin  tim  pozitif tamsayr ¢Oziimleri ~n>1  olmak {izere
(x,y)=(V, (2k.—1),2U, (2k,~1)) bigimindedir [15].

Teorem 1.4.13. & tamsay1 ve k>1, k=2 olsun. Bu takdirde x* —-(k2 —l—l)y2 =4

denkleminin  tiim  pozitif = tamsayr ¢ozlimleri ~»>1  olmak lizere

(x,¥)=(Vs, (2k,1),2U,, (2k,1)) bigimindedir [15].

[14] te x* —dy* =1 ve x’—dy’ =—1 Pell denklemlerinin pozitif (x,y) ¢dziimleri
icin sirasiyla xd ve 2xd sayilarinm kongruent say1 oldugu gdsterilmistir. Burada,
ayrica x° —dy’ =4 ve x’—dy’ =—4 Pell denklemlerinin pozitif (x,y) ¢Sziimleri

almarak sirastyla 2xd ve xd sayilarinm kongruent say1 oldugu gosterilecektir.

Teorem 1.4.14. x* —dy” =—1 Pell denkleminin herhangi bir (x,y) pozitif ¢oziimii

verilsin. Bu takdirde 2xd bir kongruent sayidir. Eger x tam kare ise 2d bir

kongruent sayidir.

Ispat. Coziimdeki herhangi bir x degeri i¢in (x2 ~-1,2x,x° +1) ligliisii bir Pisagor
tigliisii oldugundan Sonu¢ 1.3.2 ye gbre 2x(x2 +1) sayisi kongruent sayidir. x* +1

yerine dy’ yazilirsa 2xdy’ elde edilir. O halde 2xdy® kongruent sayidir. Lemmal.2.6
geregi 2xd bir kongruent sayidir [14].
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Teorem 1.4.15. x*—dy* =1 Pell denkleminin herhangi bir (x, y) pozitif ¢oziimii

verilsin. Bu takdirde xd bir kongruent sayidir. Eger x tam kare ise d kongruent

sayidir.

Ispat. Coziimdeki herhangi bir pozitif x degeri igin (x2 ~1,2x, % +1) bir Pisagor
teliistidlir. Sonug 1.3.2 ye gore x(x2 —1) sayisi kongruent sayidir. x* —1 yerine dy*

yazilirsa xdy”® elde edilir. O halde xdy’ bir kongruent sayidir. Lemma 1.2.6 geregi
xd bir kongruent sayidir [14].

Teorem 1.4.16. x* —dy” =4 Pell denkleminin x > 2 olmak iizere bir pozitif tamsay
¢6ziimil (x,y) olsun. Bu takdirde 2xd bir kongruent sayidir. Eger x tam kare ise

2d kongruent sayidir.

Ispat. x>2 ve x*~dy’ =4 olsun. (x2 —4,4x,x° +4) ticliisti bir Pisagor ii¢liisii
oldugundan Sonug 1.3.2 ye gore 2x(x2 ~4) bir kongruent sayidir. x> —4 yerine dy’

yazilirsa 2xdy” elde edilir. O halde 2xdy* bir kongruent sayidir. Lemma 1.2.6 geregi

2xd kongruent sayidir.

Teorem 1.4.17. x* ~dy” =—4 Pell denkleminin pozitif tamsay1 ¢6ziimii (x, ») olsun.

Bu takdirde xd bir kongruent sayidir. Eger x tam kare ise d kongruent sayidir.

Ispat. x* ~dy* =4 olsun. (x2 —4, 4x,x° +4> ligliisii bir Pisagor iicliisii oldugundan
Sonug 1.3.2 ye gbre 4x(x2 +4) bir kongruent sayidir. x*+4 yerine dy’yazilirsa

4xdy’ elde edilir. O halde 4xdy’ bir kongruent sayidir. Lemma 1.2.4 geregi xd

kongruent sayidir.
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Yukarida verilen teoremlerden asagidaki sonuglar ¢gikarilabilir.

. . . <k2 +4) I/Zn (k’ ]‘)
Sonug 1.4.18. £>1 olsun. Her ne N i¢in & ¢ift ise

ve k tek ise

(& +4)7,, (k1)
2

kongruent sayidir.

Ispat. £>1 tamsay1 ve d =k*>+4 olsun. Teorem 1.4.2 geregi x’—dy’ =1 Pell

denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri »>1 olmak lizere;

k Gift ise (x,y)=(V2”(k’l) UZ"(k’I)) ve k tek ise (x,y)=(V""(k’l) Yer (k’l)j

> 3

2 2 2 2
o (Fran, (k)
bi¢gimindedir. O halde Teorem 1.4.15 geregi k ¢ift ise ve k tek ise
(&> +4)V, (k.1)
7 kongruent sayidir.

(K =4)7,, (k.-1)
Sonug¢ 1.4.19. k£ >3 tamsay1 olsun. Her ne N i¢in £k ¢ift ise 5 ve

(K -4)7,, (k.-1)
2

k tek ise

kongruent sayidir.

Ispat. k>3 tamsay1 ve d=4k*—-4 olsun. Teorem 1.4.4 geregi x°—dy* =1 Pell

denkleminin tim pozitif tamsayr ¢dziimleri n>1 olmak flizere, k ¢ift ise

(x’y):[Vzn(k,"‘l) Uz,,(k,—l)] e b ok ice (x,y):(VSn(k;I) U3”(k,—1)j

2

2 72 2 2
. (K =4)7,, (k.-1)
bi¢imindedir. O halde Teorem 1.4.15 geregi & ¢ift ise 5 ve k tek
(¥ —4)%, (k.-1)
ise - - kongruent sayidir.

2
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| ( +1)7,, (2k.1)
Sonug 1.4.20. k£ >1 tamsay: olsun. Bu takdirde, her ne N igin 5 bir

kongruent sayidir.

Ispat. k>1 tamsay1 ve d=k"+1 olsun. Teorem 1.4.8 geregi x*—dy* =1 Pell

denkleminin  tim  pozitif tamsayr ¢6zlimleri n>1 olmak iizere

(x,y)___(m(zk,w

(£ +1)7,, (2k,1)

U, (2k,1)] bicimindedir. O halde Teorem 1.4.15 geregi

bir kongruent sayidir.

Teorem 1.4.10 ve Teorem 1.4.15 yardimiyla asagidaki sonug elde edilir

Sonu¢ 1.421. k tamsayr ve k>1 olsun. Bu takdirde, her neN igin
(K -1)¥, (2k.-1)

bir kongruent sayidir.

Sonu¢ 1.4.22. k=1 tek tamsayr olsun. Bu takdirde, her neN igin
(kz + 4) Vy,-s (k1) bir kongruent sayidir.

Ispat. k>1 tek tamsay1 ve d = k” +4 olsun. Teorem 1.4.3 geregi x* —dy* =-1 Pell

denkleminin  tim  pozitif tamsaytr ¢Oziimleri m>1  olmak lizere

. 176/1—3 (k5 ]‘) UGn—3 (k’ 1)
(x, y) = ( B » )

] bicimindedir. Teorem 1.4.14 geregi

(k2 + 4) Veus (k1) bir kongruent sayidur.
Teorem 1.4.9 ve Teorem 1.4.14 kullanilarak agagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 1.4.23. £ >1 tamsay1 olsun. Bu takdirde, her ne N igin (k2 +1)V2n_I (2k,1)

bir kongruent sayidir.




27

Sonuc¢ 1.4.24. k>1 tamsay: olsun. Bu takdirde, her neN igin 2(k2 +4)VZH (k.1)

bir kongruent sayidir.

ispat. k=1 tamsay1 ve d=4k*+4 olsun. Teorem 1.4.5 geregi x—dy’ =4 Pell
denkleminin  tim  pozitif  tamsayr c¢Ozlmleri »>1  olmak {lizere

(x,y)=(V2,, (k,l),UZn(k,l)) bigimindedir. O halde Teorem 1.4.16 geregi

2(1\‘72 + 4) V,,(k,1) bir kongruent sayidur.

Yukaridaki sonugta k£ =1 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 1.4.25. Her neN igin 10L,, kongruent saydir.

Ornek 1.4.26. Sonug 1.4.25 te, n=1 igin 10L, =30, n=2 igin 10L, =70, n=3

igin 10L, =180 ve n=4 i¢in 10L, =470 olup, bu sayilarin kongruent say1 oldugu

Ek’ te verilen tablodan kontrol edilebilir.

Teorem 1.4.7 ve Teorem 1.4.16 kullanilarak agagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 1.4.27. k>3 tamsay: olsun. Bu takdirde her ne N ic¢in 2(k2 —4)1/;(k,~1)

bir kongruent sayidir.

Sonug 1.4.28. Her ne N igin V, (6,—1) bir kongruent sayidir.

Ispat. Sonug 1.4.27 de k=6 alinusa, 2-(327,(k,~1))=647,(6,~1) kongruent

sayidir. Lemma 1.2.6 geregi ¥, (6,~1) kongruent sayidur.
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Ornek 1.4.29. Sonug 1.4.28 de, n=1 i¢in ¥;(6,-1)=6, n=2 igin ¥,(6,—-1)=34,
n=3 i¢in V;(6,-1)=84, n=4 i¢in V,(6,—1)=470 ve n=5 icin V;(6,~1)=856

olur. Ek’ teki tablodan bakildiginda 6, 34, 84, 470 ve 856 sayilar1 birer kongruent

sayidir.
Teorem 1.4.8 ve Teorem 1.4.15 yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 1.4.30. &k, £>1ve k=2 olacak bicimde bir tamsay: olsun. Bu takdirde her
neN igin 2(k2 + l)Vz‘n (2%,1) kongruent sayidur.

Teorem 1.4.10-ve Teorem 1.4.15 kullanilarak agagidaki sonug elde edilir.
V (2k,—1
Sonug 1.4.31. k>1 tamsay1 olsun. Bu takdirde her neN i¢in (kz —l)ig——é———)

bir kongruent sayidir.

Sonuc 1.4.32. k>1 tamsayi olsun. Bu takdirde her neN icin (k2 +4)V2n_1 (k.1)

kongruent sayidir.

Ispat. k=1 tamsayl ve d =k>+4 olsun. Teorem 1.4.6 geregi x’~—dy* =—4 Pell
denkleminin tim pozitif tamsayt ¢ozimleri (x,y)=(7,,,(k.1),U,,, (k1))
bigimindedir. Teorem 1.4.17 geregi her n>1 igin (k2 +4)V2n_1 (k,1) bir kongruent

sayidir.

Sonug 1.4.33. Her n>1 i¢in 5L,, , bir kongruent sayidir.

n-1

Ispat. Sonug 1.4.32 de k=1 alinwrsa, 5V, (1,1) sayisinin kongruent sayt oldugu

goriiliir. 5,,_(1,1)=5L,,_, oldugundan 5L,, , kongruent sayidur.
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Ornek 1.4.34. Sonug 1.4.32 de, n=2 igin 5L, =20, n=3 igin 5L =55, n=4 igin
5L;=145, n=5 igin 5L,=380 ve n=6 i¢in 5L, =995 olup, bu sayilarin

kongruent say1 oldugu Ek’ te verilen tablodan kontrol edilebilir.

Sonug 1.4.35. ne N olmak tizere £ =1 ise n22 i¢in 27, (2,1) ve k>2 ise nx=1

i¢in (k2 + 1) V1 (2k,1) bir kongruent sayidir.

Ispat. k, k>1ve k=2 olacak bigimde bir tamsay1 ve d =k* +1 olsun. Bu takdirde

Teorem 1.4.11 geregi x* —dy® =—4 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri
nx1 olmak izere(x,y)=(7,,,(2k1),20,,,(2k,1)) bisimindedi. O halde
Teorem1.4.17 geregi k=1 ise n=2 i¢in 2V, (21) ve k>2 ise nx1 i¢in

(kz + 1)V2”_1 (2k,1) bir kongruent say1dir.

Sonu¢ 1.4.36. Her n>2 i¢in Q—zz”“—l bir kongruent sayidir.

Ispat. Sonug 1.4.35 te k=1 alinwsa 2V,,_(2,1)=20,,, in bir kongruent sayr

oldugu gortiliir. Q,, , =2¢, t € Z denirse ¢ kongruent sayidir. Yani Qo kongruent

sayidir.

Ornek 1.4.37. Yukaridaki sonugta, n=2 alinirsa %=E =7, n=3 alinirsa

%5— = %?‘— =41 ve n=4 alinirsa 2] = 4—;§ =239 elde edilir. Ek’ teki tablodan 7,41

ve 239 sayilarinin birer kongruent say1 oldugu goruliir




BOLUM 2. ELIPTIK EGRILER

2.1. Eliptik Egriler

Bu bélimde a,beZ ve x+ax+b=0 kiibik denkleminin kokleri farkli olmak

tizere, y*=x"+ax+b bicimindeki eliptik egriler ele alinacaktir. Eliptik egrilerle

ilgili detayli bilgi i¢in [16], [17], [18], [19], [20] kaynaklarina bakilabilir.

Tanmm 2.1.1. E:y’=x"+ax+b bir eliptik egri olsun. E iizerindeki rasyonel

noktalarm kiimesi E(Q) ile gosterilir ve
EQ)= {oo} u{(x,y) eQx Ql V' =x+ ax—kb}
olarak tanimlanir.

Tanmm 2.1.2. g,beZ olmak iizere Q@ da bir f(x)=x"+ax+b kiibik polinomu

olsun. x’+ax+b=0 kiibik denkleminin kokleri «,f,7 olmak iizere, bu kiibik

denklemin diskriminanti

A=(a-BY(@a-y)V(B-7) Q.1

olarak tanimlanir.
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A=—(4a’ +27b%) oldugu kolaylikla gosterilebilir. Gercekten,

X +ax+b=(x—a)x—p)(x~y)

oldugundan,

Ca+f+y=0 (2.2)
a-p-y==b (2.3)
a-p+p-y+ay=a (2.4)

yazilabilir. (2.2), (2.3) ve (2.4) esitlikleri (2.1) esitliginde yerlerine yazilirsa,

(=B (a~yY (B~y) =—(4a’ +27b%)

elde edilir.

A =0 ise kiibik polinofnun katli kokii vardir. Bu durumda E:3° =%’ +ax+5b egrisi

bir eliptik egri belirtmez.

A =0 ise kiibik polinomun katl kékii yoktur. Bu durumda E:3* =x’ +ax+b egrisi

bir eliptik egri belirtir.
Ornekler 2.1.3.

i) ¥* =x egrisi bir eliptik egri belirtmez. Ciinkii f(x)= x’ polinomunda A =0 olup
x =0 bir kath koktiir.

i) y* =% +x" egrisi bir eliptik egri degildir. Ciinkii f(x)=x"+x* polinomunda
A =0 olup x=0 kath koktlir.

iii) y* =x"—x egrisi bir eliptik egridir. Ciinkii, f(x)=x"~x polinomunda A=—4

tiir.
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vy y* =x"-3x+3 egrisi bir eliptik egridir. Clinkii f(x)=x"-3x+3 polinomunda
A=-135 tir.
v) ' =x"+x egrisi bir eliptik egridir. Ciinkii, f(x)=x’+x polinomunda A =—4

tiir.

2.2. Eliptik Egrilerde Toplama Islemi

E:y* =x"+ax+b bir eliptik egri olsun. Bu egri tizerinde B =(x,3,), B =(x,,¥,)

iki nokta olsun.

P3I /

SN

N

Sekil 2.1. Eliptik Egrilerde Toplama Islemi

P ve P, noktalarindan gegen ¢ dogrusu E eliptik egrisini iigiincii bir 7 noktasinda
keser. A+ P, =P, olarak tanimlanan P, noktasi, P noktasiuin x eksenine gore

simetriginin alinmasiyla bulunur.

{Ik olarak P, #P, ve P, P, # olsun. P, ve P, noktalarindan gecen dogru { olsun.

D -V .
Cmneglmlm:&——)—i dir.
X, = X,
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Eger x; #x, ise { dogrusunun denklemi y=m(x—-x)+y, dir. { dogrusunun E
eliptik egrisi ile kesisimini bulmak icin y=m(x—x)+y, ifadesi, y* =x’+ax+b
denkleminde yerine yazili. Buradan, (m(x—x)+y )2 =x"+ax+b oldugundan
Xt —m?x? +(=2mx, = 2my, + @)x+(—x'm’ + 2mx,y, —y> +b)=0 elde edilir Bu
kiibik polinomun kokleri, { ile £ nin kesisim noktalaridir. Bu koklerden ikisinin x,
ve x, oldugu biliniyor. O halde fi¢iincli dereceden denklemin kdokler toplamindan
X, +x,+x, =nm" bulunur. Su halde x=x,=m’—x —x, dir. Bu x degeri dogru
denkleminde yerine yazilarak y = m(x—x,)+ y, bulunur. Simdi (x, y) noktasinmn x
ekseninine gore simetrisi almp P, elde edili. Boylece x,=m’—x —x,,

vy, =m(x—x)—y, elde edilir. Dolayisiyla,

PI +})2 :P3 = (7712 —,‘X,’I —xz,m(x;-xl)—yl)

dir.
x, =x, ve ¥y, #, dorumu diistintildiigtinde £ ve P, noktalarindan gegen dogru x

eksenine dik dogrudur. Bu durumda
R+B =
olarak tanimlanir.

Simdi de A = P, durumunu ele alalim. £} ve P, den gecen dogru, egriye bu noktada

3x’+a

2y,

teget olan dogrudur. £ dogrusunun egimi 2 y% =3x*+a,yani m= dir.

Eger y, =0 ise, bu noktadan gegen dogru x eksenine diktir. Bu durumda,
R+P =

olarak tanimlanir.
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¥, #0 oldugunu kabul edelim. { dogrusunun denklemi y=m(x—x)+y, dir
Buradan L dogrusu ile E eliptik egrisinin kesisiminden
X =X+ (=2mx, = 2my, + @)x+ (—x.7m® + 2mx,y, — p 2 +b)=0 kiibik denklemi
elde edilir. Su halde sadece x; kokii biliniyor. Fakat £ dogrusu E eliptik egrisine A

noktasinda teget oldugundan x, cift kath koktir. Onceki islemler yapildiginda

x=m" —2x,vey=m(x—x)+y, bulunur. Bu (x,y) noktasmin x ecksenine gdre

simetrigi alinarak
B+P =(x,p,)= (m? = 2x,m(x, —%;) = 3)

olarak bulunur.

Eger P, = ise,
B+B,=R+=R

olarak tanimlanir.

Ayrica oo+ =0 olarak tanimlanir.

Yukaridaki bilgiler &zetlenirse asagidaki yazilabilir.

E:y*=x’+ax+b bigiminde bir eliptik egri olsun. B =(x.3), B =(x,,),)

noktalar1 £ de oo dan farkli noktalar olsun. A +P, = P, =(x,,y,) asagidaki gibidir.

i) x #x, ise x,=m’ —x,—x,, ¥, =m(x—x,)—y, dir. Burada m=22"21 gir,
Xy = X
2 1

i) X, =x,ve y,#, ise B+ P=c dur
i R=P ve y#0 ise x=m -2x, y,=m(x,—x)-y dir. Burada

_ 3x12 +a

2y,

m dir.

iv) B=PF ve y,=0ise K+ P, =0 dur
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Ayrica egri izerindeki her P noktasi i¢in P+oo=P dir.

Ornek 2.2.1. E:y*=x’+2 egrisi iizerinde P=(-1,1) noktasmin kendisi ile

toplamini bulalim.

23 =3 =>m=y, =§ ve boylece P=(-1,1) noktasindan gecen teget
¥ -1y =5

dogrunun denklemi (y—~1)= —g(x +D=>y= 3x+5 bicimindedir.
2
Dogru ile egrinin kesisiminden [%) =x"+2 ise x° A }-Zéx “B 0 elde

edilir. Bu esitligin iki kokii x; =x, =1 oldugundan (-D)+(-D+x= % =x= 177 ve

boylece y:zél— olarak bulunur. Sonug olarak P’ :(141’%} ve bu noktanin x

7
eksenine gére simetrigi alinarak P+P =2P = (%, —zgl) bulunur.

Ornek 22.2. E:y’=x’-2x egrisi lizerindeki P =(0,0) ve P, =(-11)
noktalariin toplamini bulalim.

P, ve P, noktalarindan ge¢en { dogrusunun denklemi y =-x dogrusudur. Bu dogru
ile egrinin kesisiminden x’—x*-2x=0 elde edilir. Bu esitligin iki koki x, =0,
x, =—1 dir. O hélde 0-1+x=1 esitliéinden iclincli kok x=2 ve boylece y=2
olarak bulunur. Sonug olarak P =(2,-2) ve bu noktanm x eksenine gore simetrigi

alinarak B, =F + P, =(2,2) noktasi bulunur.

Siegel 1929 da E eliptik egrisi lizerindeki tamsayi bilesenli noktalar i¢in asagidaki

teoremi ispatlamistir.

Teorem 2.2.3. a,b e Zolmak iizere Q iizerindeki E eliptik egrisi 1* =x" +ax+b

olsun. O zaman £ sonlu tane tamsay1 bilesenli noktaya sahiptir [20].
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Eliptik egriler teorisini bu kadar zengin yapan yonlerinden biri de E(Q) iizerinde bir
grup yapist kurulabilir olmasidir.
a,beQ olmak iizere F, ve P, nin bilesenleri Q cisminden alimirsa A + P, nin

bilesenleri de @ da olur. Béylece E(Q) yukaridaki toplama islemi altinda kapalidir.

Teorem 2.2.4. E, Q lizerinde tamiml bir eliptik egri olsun. Bu durumda E eliptik
egrisi tizerindeki toplama iglemi agagidaki 6zellikleri saglar [21]. |

i) Her P,P, € E(Q) i¢in B+P, =P, +Rdi.

i) Her P e E(Q) i¢in P+oo=Pdir.

iii) Pe E(Q)ise P+P' =0 olacak bicimde P’ e E(Q)vardir. Bu P'noktasi—P
olarak gosterilecektir ve —P = (x, —y) dir. |

iv) B,P,, P, € E(Q)olmak iizere (B +P,)+P, =B+ (P, +F) dir.

Diger bir deyisle E eliptik egrisi iizerindeki noktalar toplama islemine gére bir

degismeli grup olusturur. Burada oo grubun birim elemanidir. ‘
Ayrica { dogrusu E eliptik egrisini £, P, P, noktalarinda kessin. Bu durumda
(B +P)+PF =0 d.

E(Q) nun grup yapistyla ilgili daha sonra 1908 de Jules Poincare tarafindan tahmin

edilen ve 1922 de Luis Mordell tarafindan ispat edilen bir calisma yapilmistir. Ayrica
bu 1928 de André Weil tarafindan genellestirilmistir.

Teorem 2.2.5. (Mordell-Weil) E£(Q) sonlu tiretegli degismeli bir gruptur [20].

E deki sonlu mertebeli noktalarm, yani torsiyon noktalarinin olusturdugu grup

E(Q),, ={Pe E(Q):nP=cw, neN} ile gosterilir. Mordell-Weil teoremi ve sonlu

iiretecli degismeli gruplarm genel yapisindan E(Q)= E(Q), ®Z" yazilir. Yani

E(Q) iki degismeli grubun direkt toplamina izomorftur. Burada ikinci toplam,
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R, >0 i¢in R, tane Z den olusur. Bu ise E({QJ) nun sonsuz mertebeli R, tane

tireteci oldugunu belirtir. Bu R, sayisina E eliptik egrisinin rank: denir.

2.3. Torsiyon Alt Grubu

Bu béliimde bir eliptik egrinin torsiyon alt grubu
E(Q),, ={PeE(Q):nP=x, neN}

hakkinda, literatiirden iyi bilinen teoremler verilecektir.

Teorem 2.3.1. (Mazur) E:y>=x+ax+b bir eliptik egri olsun. Bu durumda

E(Q),, asagidakilerden birine izomorftur.

7./ nZ. ;1<n <10 veya n=12
227D 7/ 2m 1<m<4

[20].

Yukaridaki teoremden, E(Q) nun sonlu mertebeli noktalarnin mertebelerinin en

fazla 12 olacag sdylenebilir. Mazur teoremi, verilen bir eliptik egrinin torsiyon alt

grubunu hesaplarken c¢ok kullanish degildir. E. Lutz ve T. Nagell tarafindan

ispatlanan agagidaki teorem E(Q),, kiimesini belirlemek i¢in daha kullanighdir.
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Teorem 2.3.2. (Nagell-Lutz) a,b € Z olmak iizere E:y* =x’ +ax+b bigiminde bir
eliptik egri olsun. O zaman E(Q),, da alinan her P= (x(P), y(P)) #0 noktasi i¢in
asagidakiler dogrudur.

i) P nin bilesenleri tamsayidir, yani x(P), y(P)eZ,

ii) Eger P nin mertebesi n>3 ise y(PY* | 4a’ +27b* ,

7ii) Eger P nin mertebesi 2 ise y(P)=0 ve x(PY +ax(P)+b =0

dir [20].

Teorem 2.3.3. £ : y: =x" —n’x = x(x —n)(x+n) eliptik egrisi igin
E,(Q),, ={,(0,0),(1,0),(-n,0)} = Z/ 2Z® Z/ 2
dir ([4], [18]).

Ornek 2.3.4. E:y* =x’ —2 olsun. y=0 igin x* —=2=0 polinomunun rasyonel k&kii
yoktur. Bdylece ‘ E(Q) nun mertebesi 2 olan noktast yoktur. Ayrica
4a° +27b* =27 x4 olup (x(P),y(P)), E(Q) da torsiyon noktast ise p(P)
tamsayidir ve p(P)*|27x4 dif. Bu ise p(P)==xL+2,£3 veya 6 olmasimi
gerektirir. Buradan, sirasiyla x(PY =3,6,11 veya 38 bulunur. Fakat x(P)

tamsayidir ve 3,6,11 veya 38 sayilarindan hi¢ biri tam kiip degildir. B&ylece

E(Q),, ={} dur [20].

Ornek 2.3.5. p=2 asal say1 ve E,:y* =x"+p® bir eliptik egri olsun. y =0 igin
x’ 4+ p> =0 polinomunun rasyonel kokii yoktur. Boylece E (Q) nun, mertebesi 2
olan elemani yoktur. P, £ (Q) da bir torsiyon noktast olsun. P =(x(P),»(P)) ise
y(P)*127p* olup buradan miimkiin olan y degerleri y=1lL+p,+p*,£3p,#3p” ve
3 tir. (0,xp)e £,(Q) ve oo noktasinin torsiyon noktasi oldugu kolaylikla

gosterilebilir. Boylece p>2 asah i¢in £, (Q) nun torsiyon alt grubu Z/3Z ye

izomorftur [20].
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Ornek 2.3.6. E:y*=x"+1 eliptik egrisinin sonlu mertebeli 6 noktasi vardir.
A=-27 dir. P=(x,y) sonlu mertebeli olsun. Bu takdirde x ve y tamsayidir ve
y=0 veya y=#0 ise y*|A dir. Eger y=0 ise x’=—1 yani x=-1 dir (-1,0)
mertebesi 2 olan bir noktadir. Eger y #0 ise y” |-27 dir. Buradan y =+1,%3 olur.
y==1ise x’=0, yanix=0 olur. Buradan mertebesi sonlu olan (0,+1) noktast
elde edilir. Benzer bicimde y =23 iken sonlu mertebeli noktalarm (2,£3) oldugu
kolaylikla goriiliir. Diger yandan,

2(2.3)=(0.1),

3(2,3)=(0,1)+(2,3)=(-1,0),

4(2,3)=(-1,0)+(2.3)=(0,-1),

5(2.3)=(0,-1)+(2,3)=(2,-3),

6(2.3)=(2,-3)+(2.3)=

olur. Bdylece bu eliptik egrinin treteci P =(2,3) noktasidir ve bu noktanmn

mertebesi 6 dir. Dolayisiyla £(Q) = Z/6Z dir [22].
Ornek 2.3.8 ve Ornek 2.3.9 un ¢6ziimiinde asagidaki lemmaya ihtiyag vardir.

Lemma 2.3.7. E:y* =x’ +ax+b ve P= (x,y) bu egri lizerinde bir nokta olsun. Bu

takdirde x = ~n;,y = —123— ve (m,e)=(n,e)=1 olacak bigimde m,n e Z vardr [27].
? e

e

Ispat. mn,M,NeZ ve (M,m)=(N,n)=1 olmak iizere x=;\—Z—,y olsun.

=
N

2 3
2 3 . teue n i m .
=x" +ax+b esitliginde x = =— yazilirsa — =-—r+ag—+b, yani

Y SHIE 7 N Y N M M Y

n
M)

M’n? = N*m* +aN*M*m+bN*M® (2.5)
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elde edilir. M°n* =N (m’ +aM*m+bM°) oldugundan N*|M*n* dir. (N.n)=1
oldugundan

N | (2.6)
dir.
Diger yandan M |N’m’ ve (M,m)=1 oldugundan M ‘NZ elde edilir. O halde

N? = Mk olacak sekilde keZ vardir. N? =Mk degeri (2.5) te yerine yazilirsa
M?|N* m® oldugu kolaylikla elde edilir. (M,m)=1 oldugundan,

MP|N? @.7)

olur. Boylece (2.6) ve (2.7) den N> =M’ elde edilir. Dolayisiyla M=é, N=¢é

olacak bi¢imde e € N vardir.

Ornek 2.3.8. E:3° =x’ +x eliptik egrisinin tek tamsay: bilesenli noktast (0,0) dir.

y* =x’ +x olan i,yeZ meveut olsun. Lemma 2.3.7 ye gbre (m,e)=(ne)=1

olmak {izere x=ﬁz—, y=£3 olarak vyazilabilir. Bu degerler egri denkleminde
» e e

yazilirsa,

m
)

TN
Nwl =
~—
il
TN
| 3
~—
+
TN
e
e
U
ma\l 3]\)
il
mml §m
+
[

= =m" +me' =m(m2+e4)

elde edilir. (m,m2 +e4)=1 oldugundan m=a*> ve m’+e* =b" olacak bigimde

a,be? vardrr. Buradan a'+e'= (az )2 +e' =m? +e* =b* elde edilir. Teorem
1.2.10 a gore, bu denklemin a>0, e>0, b>0 olacak bigimde ¢6zlimii olmadig
biliniyor. O halde y*=x’+x eliptik egrisinin sifirdan farkli x,yeZ g¢bziimleri
yoktur. Sonug olarak, bu egrinin tamsay bilegenli noktast sadece (0,0) noktasidur.

Béylece E(Q),, ={,(0,0)}=Z/2Z dir.
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Ornek 2.3.9. E:)*=x"—x eliptik egrisinin tamsay: bilesenli noktalar (0,0),
(1,0), (~1,0) noktalaridir.

m n

Lemma 2.3.7 };e gore x=—,y=—, (m,e)=(me)=1 olacak bigimde ecZ" ve
2 e

e

m,n € Z oldugu biliniyor. Bu degerler egri denkleminde yazilirsa,

2 3 2 3
n m m n m m 2 3 4 2 4
3 - | Tl T —-_->—'—6 =—6 iy = N0 =m —me =m(m —e )
e e e e e 4

elde edilir. (m, m —e4)=1 oldugundan m=a* ve m’ —e*=5b> olacak bigimde

2 , -
a,beZ* vardi. Buradan a‘-e'= <a2 ) —et=m* —¢* =b* elde edilir. Teorem

1.2.11 e goére, bu denklemin a>0, e>0, b>0 olacak bigimde tamsayr ¢6zlimi
olmadig biliniyor. O halde e >0 oldugundan a=0 veya b=0 olmalidir. Buradan

y=0 veya x=0 elde edilir. Sonug olarak, bu egrinin tamsay1 ¢dztimleri (O, O),
(1,0), (~1,0) noktalandir. Ikinci bileseni sifir olan noktalar torsiyon nokta

oldugundan E(Q),, ={=,(0,0),(10),(~10)} =Z/4Z dir.

Teorem 2.3.10. E: y* = x> +ax bir eliptik egri ve aeZ olsun. Bu takdirde,

Z122®LI27 , —a tam kare ise
E(Q), = {L/4Z , a=41ise
727 , diger durumlarda

dir [18].
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Teorem 2.3.11. b € Z olmak iizere E:3y* =x’ +b olsun. Bu takdirde,

7/67. »b=lise

7/37 ,b=-432veyabzlveb=x'xecZ ise
Z127 ,b=x’,xeZveb#lise

0 , diger durumlarda

E(Q),, =

dir [18].
2.4. Serbest Kistm ve Rank

E@Q)=EQ),, ®Z™ oldugu daha énce ifade edildi. Bu bsliimde direkt toplamin
ikinci yani serbest kismuyla ilgilenilecektir. Bu grup E(Q) nun sonsuz mertebeli R,

tane noktasindan tretilir. R, icin herhangi bir ist st olup olmadig bilinmiyor.

Bilinen en biiyiik rank 28 dir.

Asagida eliptik egriler ve onlarm grup yapisiyla ilgili baz1 srnekler vardir.

Ornek 2.4.1. E:3* =x’ +6 eliptik egrisinin co dan bagka rasyonel noktas: yoktur.

Dolaysiyla E(Q) ={} ve R, =0 dir [20].

Ornek 2.4.2. E:y* =x’ =2 eliptik egrisinin oo dan baska torsiyon noktasi yoktur.
Fakat P=(3,5) bir rasyonel noktadir. Bdylece P sonsuz mertebeli nokta olmak
zorundadir. E(Q) nun sonsuz g¢oklukta farkli rasyonel noktalar: vardir. Sonug olarak
E eliptik egrisinin rank: 1 dir ve P, E(Q) nun iiretecidir. Yani E(Q)={nP:neZ}
ve E(Q)=2 dir [20].
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Teorem 2.4.3. p tek asal sayi ve E:y* =x’ — p’x bir eliptik egri olsun. Bu takdirde
E (@) nun ranki i¢gin asagidakiler dogrudur:

i)p=1(mod8) ise R;<2,

ii)p=3 (mod8) ise R, =0,

iif)p=5,7 (mod8) ise R; <1

dir [18].

Teorem 2.4.4. p asal say1 olmak tizere E:y” =x’+ px olsun. Bu durumda R, <2

dir [22].

Onerme 2.4.5. p asal sayi, p=7,11(modl6) ve E:y*=x"+px olsun. Bu
durumda R; =0 dir [22].

Onerme 2.4.6. pasal say, p=3,513,15 (mod16) ve E:y" =x"+px olsun. Bu
durumda, R, <1 dir [22].

Teorem 2.4.7. n pozitif karesiz bir tamsayi olsun. E, : y* =x"-n"x olsun. Bu

takdirde »n kongruent sayidir < R =1 dir.

ispat. o

::>): n kongruent say1r olsun. O halde Lemma 1.2.7 geregi y=x —n'x
denkleminin asikar ¢6ziimlerinden baska ¢8ziimil vardir. Ayrica Teorem 2.3.3 geregi
E (Q),, ={oo,(0,0),(-n,0),(n,0)} dir. Su halde 3> =x’ —n’x denkleminin asikar
¢bziimlerinden bagka (x, y) ¢oziimleri sonsuz mertebelidir.  Dolayisiyla

E, :y" =x"—n’x eliptik egrisinin sonsuz mertebeli noktast vardir. Béylece Rj 21

dir.

&): Ry 21 olsun. O halde E, : y* =x° —n’x nin sonsuz mertebeli noktasi vardir.

Ayrica Teorem 2.3.3 geregi E, nin sonlu mertebeli noktalarn kiimesi
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{-oo,’(0,0),(—n,O),(n,O)} dir. Boylece y*=x’-n’x  denkleminin agikar

¢éziimlerinden bagka rasyonel ¢dziimii vardir. Lemma 1.2.7 geregi n kongruent

sayidir.

2.5. Birch ve Swinnerton-Dyer Konjektiirii

p asal sayi olmak tizere E: V' =x’+ax+b eliptik egrisi Z, de bir egri olarak

diisiiniilebilir. Bu durumda bu egri tizerindeki noktalarin sayist
N, ={{(x,y) €Z,xZ, y' =x +ax+b(modp)}’

dir ve Frobenius endomorfizminin izi a, = p+1- N, bigiminde tanimlanir.

.....

sartini saglayan elemanlar (0,1), (2,1), (2,2) dir. O halde N, =3 tiir ve boylece

a,=3+1-3=1 dir [23].

Ornek 2.5.2. Eger p ‘=‘2(m0d3) ise Z, de 3y =x"+17 eliptik egrisi i¢in N,=p
dir [23].

Teorem 2.5.3. > =x° +x eliptik egrisi i¢in,
i) p=3 (mod4) ise N,=p vedolaysiyla a,=p+1-p=1dir.

iy p=1(mod4) ve p=a’+b’, a tek, a>0, b>0 bigiminde ise,

N =

P

p+2a; a=3(mod4)
p-2a; a=1(mod4)

dir [23].
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3
E:y*=x"+ax+b eliptik egrisi verilsin. seC ve Re(S) > 5 icin

A= —(4a3 + 27b2> olmak iizere L(E,s)= H(l——ap p’+p )_1 serisi yakinsaktir

plA

ve seri tiim kompleks diizleme analitik olarak genisletilebilir ( [26], [32] ).

Asagida verecegimiz Birch ve Swinnerton-Dyer konjektiirli sayilar teorisinin agik
problemlerinden biridir. Bu konjektiir Clay Mathematik Enstitlisti tarafindan 6diilli
problemlerden biri olarak gdsterilmistir ve ilk dogru ispat igin 1 000 000 dolar &diil
teklif edilmistir.

Birch ve Swinnerton-Dyer Konjektiirii konjektiirii kisaca BSD konjektiirii olarak

antlacaktir.

Konjektiir 2.5.4. (Birch ve Swinnerton-Dyer Konjektiiri) E:)’=x"+ax+b
eliptik egrisi verilsin.

E(Q) sonsuz bir gruptur <> L(E,S) =0 dir ([22], [24]).

Teorem 2.5.5. n karesiz pozitif tamsayi olsun. BSD konjektiiri C, : V' =x —n'x

eliptik egrisi igin dogru olsun. Bu durumda, n tek tamsay1 ve
,{(xay,z) eZ’ n=2x"+y" +3222}| = %l{(hy,z) eZ’ n=2x"+y" +8z2}‘
ise n kongruent sayidir. n ¢ift tamsay1 ve

{(x,y,z)eZ3 :g—=4x2+y2+32z?}

{(x,y,z)eZ3 :§=4x2+y2+822}

1
2

ise n kongruent sayidir [21].
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n=5,6,7(mod8) ise n nin kongruent say:r oldugu, 7<1000000 degerleri i¢gin
dogrulanmistir [25].

BSD konjektiirii dogru ise agagidaki énerme verilebilir.

Onerme 2.5.6. n karesiz pozitif bir tamsay1 olmak tizere 7=5,6,7 (mod8) olsun.
Ayrica, BSD konjekttrii C,: y*=x"—n’x eliptik egrisi i¢in dogru olsun. Bu
durumda » bir kongruent sayidir ( [21], {26] ).

ispat.
x*=0,1,4 (mod8), y* =0,1,4 (mod8) dir. Z/8Z de ¢alisilursa,

2x2 +y2 +822 :2x2 +y2 +3222 = 03152939496 (mOdg)ﬂ (2’8)

437 +y* +82° = 4x* + y? +322" =0,1,4,5 (mod8) 2.9)

yazilabilir. » tek ise yani n55,7(mod8) ise (2.8) den istenen elde edilir. Clink,

n=35,7 (mod8) iken
A= {(x,y,z) eZ’ n=2x"+y" +3222} ve B= {(x,y,z) eZ? n=2x"+)" +822}
kiimeleri bostur. Yani,

‘{(x, y,z) e} n=2x" —!—y2 +3222}‘ =%(l{(x,y,z)e 7 n=2x"+y’ +822}‘)

olup n kongruent sayidir. n ¢ift ise yani n=6 (mod8) ise gs 3,7(mod8) olur.

(2.9) dan istenen elde edilir. Clinkil,

=4x2+y2+822} ve D={(x,y,z)eZ3 :—g=4x2+y2+3222}

NI

C :{(x,y,z) eZ’:




47

kiimeleri 353,7 (mod 8) durumlarinda bostur. Yani,

=%(

{(x,y,Z) eZ’ :§=4x2 +y° +3222}

{(x,y,z) eZ’ :—g- =4x" +y’ +822}

|

olup »n kongruent sayidir.

2.6. Genellestirilmis Kongruent Say1 Problemi

2
Tamm 2.6.1. reQ—{0} olsun. a*=5"+c’-2bc 5

ve n=bc

P olacak
+

bicimde a, b, ¢ pozitif rasyonel sayilari varsa n tamsayisina ¢ —kongruent denir.

t =1 alinirsa bilinen kongruent say1 problemi elde edilir.

Onerme 2.6.2. t pozitif rasyonel say1.ve ne N olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

i) n, t—kongruent sayid,

2

n . o
i) — ve °+1 sifirdan farkli bir rasyonel saymn karesidir veya
-t

C,.:¥* =x(x—nft)(x+nt) eliptik egrisinin y#0 olacak bigimde rasyonel (x,)

¢Oziimii vardir

[26].

ispat.

2
i=ii):n bir t—kongruent sayr olsun. O halde a* =b*+c* ~2bc 5

n=bc 2t ] olacak bigimde a, b, ¢ pozitif rasyonel sayilar1 vardir. Ikinci esitlikten
"+
n bc oy a* ab® -ac’
TTE yazilabilir. Dolaysiyla (x,y)= T s noktast C , Uizerindedir.
2 :

Eger b#c ise y#0 dir.
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2 2
Diger durumda, yani b=c ise kolaylikla #*+1= (—zéj ve —= (%) oldugu
a

gosterilebilir.

=i ): % ve £ +1 sifirdan farkl bir rasyonel saymin karesi olsun. O halde
f

a=2nft, b=c=, /n(t2 +1> /t alindiginda »n sayismun bir ¢—kongruent say1

oldugu kolaylikla gbrilliir. y 0 olmak iizere (x,y)eC,, olsun. O zaman,

(x+m‘)(x——n/t)[ x(t+1/r)

y Y

x2+n2| 5
y

= ,C=Hn alimirsa 7 sayisinin bir

b

t — kongruent say1 oldugu goriilir.

Teorem 2.6.3. = (QQ ver >0 olsun. Herhangi karesiz n dogal sayist ¢ — kongruent

say1 olarak alinabilir [21].

Tanim 2.6.4. 8cR &yle ki 0<O<x ve r,seZ, (r,s)=1,

si <r olmak lizere

s . '
cos@ == olsun. Eger nyr’—s* , kenarlari rasyonel sayt ve agisi 8 olan rasyonel
r

ticgenin alani ise n dogal sayisina 8 —kongruent denir.
s
Klasik kongruent sayi problemi, &—kongruent sayi probleminin 8 =— igin bir 6zel

halidir.

Onerme 2.6.5. > 0tamsay: olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

i) n, 27” — kongruent sayudir,

ii) C,: y* =x* —2mx* =3n’x =x(x+n)(x-3n) eliptik egrisinin y=0 olacak
bigimde (x, y) rasyonel ¢oziimii vardir,

iii) C,(Q) grubunun ranki >1 dir [26].
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Onerme 2.6.6. n>0 tamsay: olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

i) n, §~kongruent sayidir,

i) C.,:y =% -2m’-3n’x=x(x-n)(x+3n) eliptik egrisinin y=0 olmak
izere (x, y) rasyonel ¢Oziimii vardir,

iii) C_,(Q) grubunu ranki >1 dir [26].




BOLUM 3. SONUCLAR VE ONERILER

Incelemenin ana konusu, hangi tamsayilarin kongruent sayr oldugudur.
Genel.legtirilmis Fibonacci ve Lucas dizilerinden elde edilen kongruent sayilar
verilmistir.

Ayrica y* =x’ —n’x eliptik egrisi incelenmis olup, bu egri i¢in # sayisiin
kongruent olmast durumunda eliptik egrinin rankinmn sifirdan bilytik olacaga
deginilmistir. Fakat rank hesaplama islemleri basit yontemlerle yapilamadigindan,
burada eliptik egrinin rankini hesaplama islemleri yapimamistir. Bunun i¢in [3]
kaynagina bakilabilir.

Tezin sonunda genellestirilmis kongruent say1 probleminden kisaca bahsedilmisgtir.
t—kongruent ve O-—kongruent sayilarmin tanimlart ve ilgili birkag Onerme

verilmistir. Bu konu ayrica arastirilabilir. Detaylar i¢in, konu ile ilgili olarak [21] ve

[26], [37] ¢alismalarina bakilabilir.
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EKLER

1000’ den kiigiik kongruent sayilar agagidaki gibidir [21].

5671314152021 222324282930313437383941 454647 52 53 54 55 56
60 61 626365697071 777879 80 84 85 86 87 88 92 93 94 9596101 102 103 109
110 111 112 116 117 118 119 120124 125 126 127 133 134 135 136 137 138 141
142 143 145 148 149 150 151 152 154 156 157 158 159 161 164 165 166 167 173
174 175 180 181 182 183 184 188 189 190 191 194 197 198 199 205 206 207 208
210212 213 214 215 216 219 220 221 222 223 224 226 229 230 231 237 238.239
240 244 245 246 247 248 252 253 254 255 257 260 261 262 263 265 269 270 271
276 277 278 279 280 284 285 286 287 291 293 294 295 299 301 302 303 306 308
309 310 311 312 313 316 317 318 319 320 323 325 326 327 330 333 334 335 336
340 341 342 343 344 348 349 350 351 352 353 357 358 359 365 366 367 368 369
371 372 373 374 375 376 380 381 382 383 384 386 389 390 391 395 397 398 399
404 405 406 407 408 410 412 413 414 415 421 422 423 426 429 430 431 434 436
437 438 439 440 442 444 445 446 447 448 453 454 455 457 461 462 463 464 465
468 469 470 471 472 476 477 478 479 480 485 486 487 493 494 495 496 500 501
502 503.504 505 508 509 510 511 514 517 518 519 525 526 527 532 533 534 535
536 540 541 542 543 544 546 548 549 550 551 552 557 558 559 561 564 565 566
567 568 572 573 574 575 580 581 582 583 585 589 590 591 592 596 597 598 599
600 602 604 605 606 607 608 609 613 614 615 616 621 622 623 624 628 629 630
631 632 636 637 638 639 644 645 646 647 651 653 654 655 656 658 660 661 662
663 664 668 669 670 671 674 677 678 679 685 686 687 689 692 693 694 695 696
700 701 702 703 709 710 711 717 718 719 720 721 723 724 725 726 727 728 731
732 733 734 735 736 741 742 743 749 750 751 752 756 757 758 759 760 761 764
765 766 767 773 774 775 776 777 781 782 783 788 789 790 791 792 793 796 797
798 799 805 806 807 813 814 815 820 821 822 823 824 828 829 830 831 832 837
838 839 840 845 846 847 848 850 852 853 854 855 856 860 861 862 863 864 866
869 870 871 876 877 878 879 880 884 885 886 887 888 889 890 8§92 893 894 895
896 901 902 903 904 905 909 910 911 915 916 917 918 919 920 924 925 926 927
933 934 935 941 942 943 948 949 950 951 952 956 957 958 959 960 965 966 967
973 974 975 976 980 981 982 983 984 985 987 988 989 990 991 992 995 997 998
999
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