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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

GTS
int
int,,
p ker
pK
pr

: Kiimenin kapanis1

: Kliimenin 6n-kapanist

: Tirev kiimesi

: On-Tiirev kiimesi

: Kuvvet kiimesi

: Kiimenin 6n-dist

: Kiimenin 6n-sinir1

: Genellestirilmis topoloji
: Genellestirilmis topolojik uzay
: Kiimenin i¢i

: Kiimenin 6n-igi

: Kiimenin 6n-¢ekirdegi

: On-kapalilarin ailesi

: On-topoloji

: Rasyonel sayilar kiimesi



OZET

Anahtar Kelimeler: On-Topolojik Uzaylar, Kuvvetli Kompakt Uzaylar, k — Uzaylar,
Kuvvetli k — Uzaylar.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir. ikinci
boliimde 6n-agik (6n-kapali) kiime, 6n-topolojik uzay, kiimenin 6n-i¢i (6n-kapanisi),
kiimenin On-siniri, On-limit noktasi, On-komsuluk, On-dis kiime, On-kararsiz
fonksiyon, kuvvetli kompakt kiime ve PpT,—uzaymna iliskin temel tanimlar

verilmistir. Ugiincii boliimde k — uzaylarin birbirine denk olan tanimlari verilmis ve
karsilastirilmistir. Buna ek olarak, bir uzayin k —uzay olabilmesi i¢in gerekli ve
yeterli kosullar siralanmistir.

Dordiincii boliim bu ¢alismanin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu boliimiin giris
kisminda kuvvetli k —uzay kavrami tanitildiktan sonra yerel kuvvetli kompakt
uzaylarin ve birinci sayilabilir uzaylarin kuvvetli k — uzay olmasi igin gerek ve yeter
sartlar verilmistir. Ayrica bu sartlar1 verebilmek i¢in gerekli olan lemmalar bu
bolimde ifade ve ispat edilmistir. Son olarak kuvvetli k —uzaylarin alt uzaylarinin
kuvvetli k —uzay olmasi kosullar1 ifade edilmistir.

Besinci bolimde tim c¢aligmanin kisa bir 6zeti yapilmig ve bundan sonra yapilacak
yeni arastirmalara yonelik oneride bulunulmustur.



STRONGLY k -SPACES

SUMMARY

Keywords: Pre-Topological Spaces, Strongly Compact Spaces, k — Spaces, Strongly
k — Spaces.

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction.
In the second chapter, the basic definitions of pre-open (pre-closed) set,
pre-topological space, pre-interior (pre-closure) of a set, pre-frontier of a set,
pre-accumulation point, pre-neighborhood, pre-exterior of a set, pre-irresolute
function, strongly compact set and pT, —space are summarized. In the third chapter,

definitions of k —spaces which are equivalent to each other are introduced and
compared. Also, the necessary and sufficient criteria are given for any space to be a
k — space.

The fourth chapter is the original part of this study. At the beginning of this chapter,
strongly k —spaces are introduced. The necessary and sufficient conditions for the
locally strongly compact spaces and the first countable spaces to be a k —space are
obtained. Furthermore to give these conditions, the necessary lemmas are stated and
proved. Finally the requirements of the subspaces to be k —spaces are expressed.

In fifth chapter of this thesis, a brief summary of the study is given and a suggestion
is proposed for new investigations.



BOLUM 1. GIRIS

1970’te Levine [29] topolojik uzaylarda kapali kiimelerin bir genellestirilmesi olarak
genellestirilmis kapali kiimeler kavramini tanitmigtir ve her genellestirilmis kapali
kiimenin kapali oldugu wuzaylara T, —-uzayr admi vermistir. Akabinde
genellestirilmis kapali kiimeler iizerine yogun bir sekilde ¢alisilarak ayirma
aksiyomlari, doniisiimler, kompaktlik ve baglantililik kavramlar1 genellestirilmistir.
Ayrica bir topolojik uzay igin bilinen karakterizasyonlar genellestirilmis kapali
kiimeler i¢in yeniden arastirilarak tekrar ifade edilmistir. Boylece genellestirilmis
kapali kiimelerin kesfi ile T,’den daha ince ayirma aksiyomlar1 gibi pek ¢ok yeni ve
ilging kavram ortaya atilmistir ki bu ayirma aksiyomlarmin bazilar1 bilgisayar
biliminde fayda saglamaktadir, ornegin dijital topolojide iyi bilinen dijital hat,

T,,, —uzayidir ancak T, —uzay: degildir.

1963 yilinda Levine [28], yari agik kiimeleri tanimlayip incelemistir. Levine
tarafindan ortaya konulan bu kavram son yillarda pek ¢ok bilim insaninin yeni agik
benzeri kiimeleri tanimlayarak topolojik kavramlar1 genellestirmesi igin ilham

kaynagi olmustur.

Bu acik benzeri kiimelerin énemli bir 6rnegi 6n-agik kiimelerdir. (X,r) topolojik
uzaymin A alt kiimesi i¢in Ac int(CI(A)) sart1 saglaniyorsa A’ya “On-acik” veya

“yerel yogun” adi verilir. “Yerel yogun” kiime kavrami Corson ve Michael
tarafindan [14]’te tanitilirken “On-ag1k” terimi ilk olarak [31]’de Mashhour, Abd El-

Monsef ve El-Deeb tarafindan kullanildi. Eger A’nin tiimleyeni 6n-agik veya esit

olarak Cl(int(A)) c Aise A kiimesine 6n-kapali kiime denir.



On-agik kiimelerin keyfi bir bilesimi on-agik olsa da genellikle iki 6n-acik kiimenin
arakesitinin &n-agik olmasi gerekmez. iki 6n-acik kiimenin arakesitinin &n-agik
olabilmesi i¢in bazi gerekli kosullar1 Andrijevi¢ [1]’de vermistir. Ayrica baska bir
calismasinda On-topolojinin kapanis operatoriiniin Ozellikleri ile ilgilenmistir [2].
Mashhour, Abd EI-Monsef ve El-Deeb, [31] calismasinda birka¢ soru ortaya
koymustur. Bu sorulardan ilki her 6n-acik kiime hangi gerekli ve yeterli kosullar
altinda acik kiimedir? Ikincisi, kendi icinde yogun her kiime hangi kosullar altinda
on-agiktir? Ugiinciisii ise herhangi iki on-acik kiimenin arakesiti hangi kosullar
altinda on-aciktir? Dordiinciisii de 6n-agik kiimeler tarafindan olusturulan topoloji
hangi kosullar altinda ayrik topolojidir? Reilly ve Vamanamurthy [46]’de her 6n-agik
kiimenin agik olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun her yogun kiimenin acik olmasidir,
seklinde ilk soruyu cevaplamis ve bunun yani sira kapi uzaylar i¢in kismi bir ¢oziim
ortaya koymustur. Her alt kiimenin On-agik olmasi igin gerek ve yeter sartin her
on-acik kiimenin kapali olmasi oldugunu gostermistir. Ayrica [46]’da iki ayrik yogun
kiimeye ayrilabilen herhangi bir uzayin On-agik kiimeleri tarafindan olusturulan

topolojinin ayrik topoloji oldugu gosterilerek dordiincii soru kismen ¢oziilmiistiir.

On-acik kiime kavramu ilk olarak verildigi zamandan bu yana literatiirde genis bir
sekilde ele alinmasinin yani sira [55]’te On-acik kiime kavrami kullanilarak bir
kiimenin 6n-limit noktasi, on-tiirev kiimesi, on-i¢i ve 6n-kapanisi, 6n-i¢ noktalari,

on-sinir1, On-dist kavramlar: tanitilmis ve onlarin topolojik 6zellikleri aragtirilmastir.

Weston, X tam metrik uzayindan Y Hausdorff uzayina bire-bir, 6rten ve siirekli bir

¢ doniistimiiniin agik olmasi i¢in gerek ve yeter sartin ¢ ’nin neredeyse acik olmast,
yani her agik G kiimesi igin ¢(G) nin kapanisinin i¢inin kendisini kapsamasi

oldugunu gostermistir. Bu sonucu gdz oniine alarak bazi uzaylardaki agik doniisiim
ve stireklilik teoremleri 1974’te Pettis tarafindan verilmis ve bu teoremler gruplara ve

lineer uzaylara uygulanmustir.

Gorlintli uzayindaki her agik kiimenin ters goriintiisiinii tanim uzayinda 6n-ag¢ik kiime
yapan bir fonksiyon én-siirekli olarak adlandirilmistir. On-siireklilik kavrami Ptak

[45] tarafindan “neredeyse siireklilik” olarak literatiire kazandirilmistir. Neredeyse



stireklilik veya On-siireklilik ayni zamanda hemen hemen siireklilik olarak da
bilinmektedir. Oklidyen uzaylardaki reel degerli fonksiyonlar icin &n-siireklilik
1922°de Blumberg tarafindan calisilmistir [9]. On-siireklilik doniisiimii tanimindan
farkli olarak oOn-kararsiz doniistimiin tanimi [33]’te yapilmistir Oyle ki goriintii
uzayindaki her On-a¢ik kiimenin ters goriintiisii tanim uzayinda 6n-acik bir kiime

yapan doniistime on-kararsiz fonksiyon denir.

Bir uzayin her 6n-agik ortiisiinlin sayilabilir (ya da sonlu) alt 6n-acik ortiisii varsa bu
uzaya kuvvetli Lindeloftiir (ya da kuvvetli kompakttir) denir. Kuvvetli Lindelof
uzayin tanimi Mashhour, Abd El-Monsef, Hasanien ve Noiri tarafindan [33]’te
verilirken kuvvetli kompakt uzaym tanimi Jankovi¢, Reilly ve Vamanamurthy

tarafindan verilmistir.

Bir uzay bostan farkli ayrik iki 6n-acik kiimesinin bilesimi olarak ifade edilemiyorsa
bu uzaya &n-baglantilidir denir. On-baglantili uzay kavramimi 1987°de Popa ortaya

koymustur.

Kar ve Bhattacharyya 6n-acik kiimeleri goz oniine alarak zayif ayirma aksiyomlarini

tanitmis ve her uzaym bir én—T, —uzay1 oldugunu Maki, Umehara ve Noiri’nin
2

gosterdiklerini ifade etmistir [26].

Diger taraftan genel topolojide bir kiime {zerinde verilen bir topolojiye
dayandirilarak yeni bir topoloji tanimlamanimn pek ¢ok ornegi vardir. Ornegin, X
tizerinde bir 7 topolojisi verilsin ve X, X ’in bir ortiisii olsun. Her bir S€X ile
arakesiti S —acik (yani 7 ’dan indirgenmis topoloji ile S ’de agik) olan X ’in tiim alt

kiimelerinin ailesi Z(r), X tzerinde bir topolojidir. 7 ’dan daha ince bir topoloji

olan (7) zayif topoloji olarak adlandinhr. Bu takdirde bir C< X, £ zayif

topolojisinde kapalidir (agiktir) ancak ve ancak her S € X i¢in CnS, S ’de kapalidir
(agiktir).



Zayif topolojilere iligkin 6nemli bir kavram k —uzaydir dyle ki bu uzay kompakt alt
uzaylarin bir ailesine gore zayif topolojiye sahiptir. Zayif topoloji tanimina gore
kompakt tiretilmis agik kiimeler bir X kiimesi iizerinde verilen asil topolojiden daha
ince bir topoloji olustururlar ve bu kompakt olarak iiretilmis topoloji ile asil
topolojisi ¢akisan uzaylar k —uzay olarak adlandirilir. Ayrica k — uzaylarin bir diger

iyi bilinen karakterizasyonu yerel kompakt uzaylarin boliim goriintiisii olmasidir.

Yogun bir sekilde {izerinde ¢alisilmis olan Kk —uzay kavraminin literatiire girisi ve
gelisimi asagida 6zetlenmektedir. k —uzaylar 20. yiizyilin 6zellikle ikinci yarisindan
bu yana topolojide merkezi bir yer tutmustur. Ornegin; Arens [3], Arhangelskii [4],
Cohen [12], Franklin [22], Gale [23], Michael [34], , Morita [35] ve Whitehead [53],
k —uzaylar1 tanitmis ve elde ettikleri karakterizasyonlar ile kavrami gelistirmislerdir.

Ornegin, k —uzaylar biitiin birinci sayilabilir T, —uzaylarim ve biitiin yerel kompakt
T, —uzaylarin1 kapsamaktadir. Dahas1 k —uzaylar, yerel kompakt uzaylarin bir

genellestirmesi oldugundan yerel kompaktligi iceren pek ¢ok sonug k—uzaylar

icinde gegerlidir.

Bu tezde 6n-topolojik uzaylarda kuvvetli kompakt alt kiimelerin bir ailesine gore
zayif 6n-topolojiye sahip olan kuvvetli k —uzay tanimi literatiire kazandirilarak ilgili

teoremler ifade ve ispat edilmistir.



BOLUM 2. ON-TOPOLOJIK UZAYDA TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 2.1. (X,7) topolojik uzay ve S X olsun. Eger; Sgint(cl(s)) ise, S

kiimesine on-agiktir denir [31].

Ornek 2.2. (X,7) topolojik uzaymin her agik alt kiimesi on-agiktur.

Ornek 2.3. (X,7) topolojik uzaymin her yogun alt kiimesi 6n-agiktir. S < X kiimesi

yogun bir alt kiime olsun. Oyleyse
cl(S)=X =int(cl(8))=int(X)=int(cl(S))= X
oldugundan S gint(CI(S))’dir, yani, S on-aciktir.

Tamm 2.4. On-acik kiimelerin ailesine X iizerinde 6n-topoloji denir ve pz ile

gosterilir [31].
Tanim 2.5. On-kapali kiimenin birbirine denk olan iki tanimi asagidaki gibidir;

i.  On-agik bir kiimenin tiimleyenine 6n-kapalidir denir.
ii. FcX olsun. Eger; Cl(int(F)) cF ise, F kiimesine 6n-kapalidir denir

[31].

Lemma 2.6. Herhangi sayida 6n-agik kiimenin bilesimi 6n-agiktir [31].



Ispat. Her kel igin S, kiimeleri on-agik olsun. Tamim 2.1’ gore her kel igin

S, cint(cl(S,)) dir. O halde

kel

US, c int(cl(S,))< int(kkeJl cI(Sk)) = int(d(kkj Sk))
bulunur. Boylece Y S, On-agiktir.

Tanmim 2.7. On-kapali kiimelerin ailesine X iizerinde 6n-kapalilar ailesi denir ve px

ile gosterilir [31].

Teorem 2.8. (X : T) topolojik uzayi i¢in asagidakiler denktir:

I. X ’in her alt kiimesi 6n-agiktir.
ii. X uzayindaki her tek nokta kiimesi 6n-agiktir.

iii. X ’in her kapali alt kiimesi 6n-agiktir [17].

Herhangi iki 6n-agik kiimenin arakesitinin bir 6n-agik kiime olmasi gerekmedigini

asagidaki rnekle gosterelim;

Ornek 2.9. X ={a,b,c,d,e} kiimesi iizerindeki topoloji
r={@ X,{a},{c.d}.{a,c.d}}

ve

przru{{c},{d},{a,c},{a,d},{a,b,c},{a,b,d},{a,c,e},
{a,d,e},{a,b,c,d} {ab,ce},{abde} {acde}]

olsun.



Burada {a,b,c,e}n{ab,d,e}={ab,e}¢pr olup iki én-agik kiimenin arakesitinin

daima 6n-acik olmadigr drnekten de goriiliir. Dolayisiyla 6n-agik kiimelerin ailesi X

tizerinde her zaman bir topoloji olusturmaz.

Tamm 2.10. X bostan farkli bir kiime ve y exp(X ) olmak iizere

i. Jey,

ii.  »’nin herhangi sayida elemaninin bilesimi y ’ya aittir,
sartlarin1 saglayan y ailesine X iizerinde bir genellestirilmis topoloji ve (X, ;/)
ikilisine genellestirilmis topolojik uzay denir. Ayrica, X €y ise y Kkuvvetli

genellestirilmis topoloji olarak adlandirilir [16].

Dolayisiyla pz ailesi bir kuvvetli genellestirilmis topoloji ve (X, pz') bir kuvvetli

genellestirilmis topolojik uzaydir.

Tamm 2.11. (X, pT) on-topolojik uzaymnda bir Xe€ X noktas1 ve Uc X igin

xeScU olacak sekilde Sepr varsa U kimesine XeX noktasinin bir

on-komsulugu denir [42].

Tamm 2.12. (X, pr) on-topolojik uzay, xe X ve x noktasim igeren Gn-agiklarin
ailesi B, olsun. Eger x noktasmi iceren her S 0On-acig1 i¢in xeS, S olacak

sekilde S, € B, varsa B, ailesine x noktasinda bir 6n-yerel taban denir [6].

Tamm 2.13. (X, pr) on-topolojik uzaymn bir alt kiimesi A ve xe€ X olsun. Eger

X noktasini iceren her S 6n-agik kiimesi i¢in Am(S\{X});&@ ise x noktasina A

kiimesinin bir 6n-limit noktasi denir [55].



Tanmm 2.14. (X, pr) on-topolojik uzaymda bir A kiimesinin biitin on-limit
noktalarinin kiimesine A "nin on-tiirev kiimesi denir ve D, (A) ile gosterilir. (X,7)

topolojik uzaymda A ’nin tiirev kiimesi D(A) ile gosterilir [55].

Ornek 2.15. X={abcd} kimesi iizerindeki topoloji 7={&) X {ac}} ve

on—topoloji pr={@,X,{a,c},{b,c},{ab,c}} olsun. O halde,

i.  A={c} ise D(A)={a,b,d} ve D, (A)={a,b,d} dir.
ii. B={aj ve C={b} ise D,(B)={d}, D, (C)={d} e

DpT(BuC):{C,d} "dir [55].
Tamm 2.16. (X, pr) on-topolojik uzay ve Ac X olsun. A kiimesinin kapsadig:
biitlin 6n-agiklarin bilesimine; yani, A’nin kapsadigi en biiyiik 6n-acik kiimeye
A’nin 6n-i¢i denir ve int__(A) ile gosterilir [6].

intpT(A):u{Sepr : SCA}.

Tamm 2.17. (X, pr) on-topolojik uzay ve Ac X olsun. A kiimesini kapsayan

biitlin 6n-kapalilarin kesisimi olan en kii¢iikk 6n-kapali kiimeye A ’nin 6n-kapanisi

denir ve cl_(A) ile gosterilir [6].
c,,(A)=n{ FcX : AcF veF o6n-kapah }.

Tamm 2.18. cl (A)\intpr (A) kiimesine Ac X ’in on-smur1 denir ve fr, (A) ile

gosterilir [42].

Ornek 2.19. X ={a,b,c,d} iizerindeki topoloji 7 = {@, X, {b, d}} ve dn-topoloji



pr={, X,{b},{b,d},{a,d},{a,b,d}}

olsun. X’in A={a,b} ve B={c,d} kiimeleri verilirse,

D(A)={a.c.d}. D(B)={ab.c},
D,,(A)={c.d}. D, (B)={a}.
int(A)=2, int(B)=2,
int,, (A)= {b}. int,,(8)=2.
cl(A)=X, o(B)=X,

o, (A)={a,b.d}. d, (B)=fa,c.d}

oldugu goriiliir.

Teorem 2.20. (X, pr) On-topolojik uzaymnda herhangi A,Bc X kiimeleri igin

int _ (A\B)cint, (A)\int, (B) dir [38].

Ispat. xeint (A\B) olsun. O halde x noktasmmn U, — A\B< A olacak
sekilde bir U, komsulugu vardir. Bu U, "B =& oldugunu gosterir. Dolayisiyla

xgint _(B)’dir.

Teorem 2.20.’deki esitlik durumunun genellikle saglanmadigi asagidaki Ornekle

gosterilmektedir.
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Ornek 2.21. X ={a,b,c,d} ve iizerindeki topoloji z={&,X,{b},{d},{b,d}} ve
6n-topoloji pr={&, X,{b},{d},{b,d},{a,b,d},{b,c.d}} olsun. X ’in
A={ab,d} ve B={ab} alt kimeleri verilsin. int  (A)={a,b,d},
int,. (B)={b} ve int, (A\B)=int, ({d})={d}’dir.  Dolayisiyla

int_ (A\B)=int_(A)\int__(B)’dir [38].

Lemma 2.22. A ve B, sirasiyla X ve Y topolojik uzaylarinin 6n-agik kiimeleridir

ancak ve ancak AxB kiimesi X xY ’de 6n-agiktir [38].

ispat. Eger A, X’de On-agik ise Acint(CI(A)) ve B, Y ’de On-agik ise

Bc int(CI ( B)) "dir. Dolayisiyla
int(cl(AxB))=int(cl(A)xcl(B))=int(cl(A))xint(cl(B))

oldugundan AxBc int(cI(Ax B)) kapsamasi kolayca goriiliir. Bdylece AxB kiimesi

X xY ’de 6n-agiktir.

Aksine, AxB kiimesi X xY *de 6n-agik ise
AxBcint(cl(AxB))=int(cl(A)xcl(B))=int(cl(A))xint(cl(B))

ve boylece Acint(cl(A)) ve B <int(cl(B)) dir. Bu yiizden A ve B én-agiktir.

Teorem 2.23. X ve Y topolojik uzaylarinin sirasiyla A ve B 6n-agik kiimeleri i¢in

cl,.(AxB)=cl (A)xcl (B) ve int, (AxB)=int (A)xint (B)’dir[38].



11

Ispat. (a,b)ecl  (AxB) olsun. aecl (A) ve becl, (B) oldugunu
gOsterecegiz. a noktasini i¢eren bir U kiimesi X ’de 6n-agik olsun. (a,b) eUxyY,

X xY ’de 6n-ag¢ik oldugundan
@;t(U xY)ﬁ(Ax B)=(U ﬁA)x(Y MB)=(U ﬁA)x B
olur. Dolayisiyla cl . (AxB)ccl  (A)xcl, (B)’dir.

Simdi (a,b)ecl  (A)xcl (B), yani aecl (A) ve becl (B) olsun.
(a,b)ecl, (AxB) oldugunu varsayarsak (G,xG,)(AxB)=@ olacak sekilde
(a,b)’yi igeren bir (G xG,)e(XxY) on-agik kiimesi vardwr. Yani
(G,NA)x(G,nB)=@"dir. Bu (GNA)=Z vya da (G,nB)=< oldugunu
gosterir. Ancak Lemma 2.22°den G, < X ve G, <Y oOn-aciktir ve bdylece
aECIPT(A) ya da beclpT(B) dir.  Bu  bir ¢eliskidir. O  halde

(a,b) ecl,. (AxB)’dir. Dolayistyla cl _(A)xcl  (B)ccl, (AxB)’dir.
Benzer sekilde int, (AxB)=int,_ (A)xint_ (B) oldugu gosterilebilir.

Teorem 2.24. (X : T) topolojik uzaymm bir G alt kiimesi 6n-agiktir ancak ve ancak

her Ac X igin cl, (Gl (A))=cl,. (G A) dir [38].

Ispat. X ’in bir 6n-agik kiimesi G ve Ac X olsun. XeCIpT(G mCIpT(A)) olsun. Bu

X noktasini igeren her U 0On-acik kiimesinin GmclpT(A) ile kesistigini gosterir.

Yani

(U mG)m(prr(A))=U m(GmprT(A));tQ 2.2)



12

olur. xecl (GNA) ise VA (GNA)=D veya (VNG)NA= olacak sekilde

X noktasmi igeren bir V On-agik kiimesi vardir dyle ki bu V NG ’nin higbir

noktasmim cl_(A)’ya ait olmadigim gosterir. Boylece (V NG) el  (A)=Q olur
ki bu (2.1) esitligi ile gelisir. Bu yiizden xecl  (GNA) ve buradan da
cl, (Gl (A))ccl, (GNA) olur. Aynca cl, (GnA)ccl, (Gl (A))

oldugundan esitlik saglanir.

Aksine, her Ac X igin cl (G el (A)) =cl,.(GNA) kosulunu saglayacak

sekilde X ’in herhangi alt kiimesi G olsun. Bu yiizden
cl,. (Gal, (X\G))=cl,. (GN(X\G))=2

yazilabildiginden ~ Gnel  (X\G)=&  oldugu  goriilir ~ ve  buradan
cl,, (X\G) = (X \G)’dir. Bu X \G kiimesinin 6n-kapali oldugunu gosterir. Sonug

olarak G o6n-agiktir.

Teorem 2.25. (X, 7) bir topolojik uzay ve her @ € | igin A, c X olsun. Bu taktirde

ael ael

ucl,, (A,) én-kapaliise Ucl (A,)=cl, (age)l Aa) dir [38].

Ispat. A c U A, oldugundan cl, (A,)c clpr(u Aa)’dir ve buradan da

acl

uprT(Aa)gclpT(uAa)’dir. O halde Clpr(uAa)g ucl,(A,) oldugunu

acel acel acel acel

gostermeliyiz. xecl,, (A, ) olsun. Kabul edelim ki xgcl, (A,) olsun.

) ClpT(Aa) on-kapali oldugundan biitiin 6n-limit noktalarin1 igerir. Buradan x

ael

noktast U cl (Aa) kiimesinin bir &n-limit noktas: degildir ve x noktasimnin bir U,

ael

on-komsulugu vardir dyle ki U, m( ucl (A, )) =@ dir. Oyleyse her €l igin

acel
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U, el (A,)=< olur ve dolayisiyla her ael igin U nA, = oldugu

goriilir. Bu xecl, ( v Aa) olmasi ile gelisir. O halde cl, ( Y Aa) cucl, (A,)

ael

olur.

Teorem 226. X in A ve B alt kiimeleri icin fr (A)nfr (B)=Q ise

int . (A)uint (B)=int,(AUB) dir [38].

Ispat. int o (A)uint _(B)cint  (AUB) oldugunu biliyoruz. xeint  (AUB)
olsun. Bu U, < AU B olacak sekilde x noktasini igeren bir U, 6n-agik kiimesinin

var oldugunu gdsterir.

Ozel olarak U, — A veya U, — B ise xeint_ (A)uint_ (B) olmasi agiktur.

Diger taraftan genelligi bozmadan X noktasini igeren biitiin U, 6n-agik kiimelerinin
U, « AuB seklinde oldugunu varsayalim. AUB tarafindan kapsanmayan x
noktasini i¢eren bazt U, on-agik kiimeleri varsa @=U, Mint (Au B) kiimesi x

noktasini igeren bostan farkli bir oOn-agik kiimedir ve AUB tarafindan

kapsanmaktadir. Bu yiizden U, < AU B olacak sekilde x’in biitin U, 6n-agik
kiimeleri i¢in U, & A ve U, & B’dir. xeint (A) ve xegint (B) olup
U, N(B\A)= ve U N(A\B)=d’dir. Bu xecl (A) ve xecl (B)
oldugunu gosterir. Dolayisiyla xefr, (A) ve xefr, (B) olur. Boylece

fr. (A)fr, (A) =D olur ki bu bir celiskidir.
Teorem 2.27. Herhangi Ac X icin fr, (fr, (A))<fr, (A) dir [38].

Ispat. fr,_(A) 6n-kapali oldugundan
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fr, (fr,. (A))=cl,, (fr,. (A)) el (X \fr, (A)) =l (fr, (A))=Tr, (A)

olur.

Teorem 2.28. Ac X igin fr, (int, (A))cfr, (A) ve fr, (cl, (A))cfr, (A) dir

[38].

Ispat. Ac X icin

fr,, (int,, (A))=cl,, (int, (A))\int,_(int, (A))
=cl,, (int,, (A))\int, (A)ccl, (A)\int, (A)

=fr. (A)
frPT (CIPT (A)):Clpf (Clpf (A))\Intpf (Clpf (A))
=cl,. (A)\int,, (cl,, (A))=cl, (A)\int,, (A)
=fr. (A)
olur.

Teorem 2.29. Ac X kiimesi 6n-agiktir ancak ve ancak fr,(A)=D . (A)’dir [38].
Ispat. A 6n-agik olsun. Dolayisiyla int _( A)=A’dir. Oyleyse

fr. (A)=cl, (A)\int (A)=cl  (A)\A
bulunur. cl . (A)= AuD,, (A) oldugundan

fr..(A)=cl, (A)\A=(AUD, (A))\A=D,, (A)
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olur.

Aksine, fr,_(A)=D,, (A), yani
D,. (A)=cl,, (A)\int, (A)=(AuD, (A)\int, (A)

olsun. Boylece Acint, (A)’dir. Ayrica int, (A)c A oldugundan int (A)=A

olur ki bu A’nin 6n-agik oldugunu gosterir.

Tanmmm 2.30. xe X ve Ac X olsun. x noktast X\ A’nin On-i¢ noktas1 ise x

noktasina Ac X ’in 6n-dig noktasi denir. X ’in biitiin 6n-dis noktalarinin kiimesine

A’nin 6n-dist denir ve ext_(A) ile gosterilir [38].
Tanim geregince ext (A)=int (X \A)’dir.

Teorem 2.31. X bir topolojik uzay ve A, B — X olsun. Bu durumda asagidakiler

saglanir [38].

i.  AcBise ext, (B)cext, (A)’dr.
ii. ext, (AUB)cext, (A)uext  (B)dir.

ii.  ext, (A)next, (B)cext, (AnB)’dir.

Ispat.
i.  AcB ise X\Bc X\A ve béylece int, (X\B)cint, (X\A) olur ki

buradan ext (B)cext  (A)’dir.
ii. AcAuUB ve Bc AuB oldugundan (1) sikkina gore
ext, (AUB)cext, (A) ve ext, (AuB)cext, (B)’dir. Dolayisiyla

ext, (AUB)cext, (A)uext  (B)dir.
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ii. AnBcA ve AnBcB oldugundan tekrar (i) sikkina  gore
ext,, (A) cext, (Aﬁ B) ve ext, (B) cext,, (Ar'\ B) ’dir. Dolayisiyla

ext . (A)next  (B)cext, (ANB)’dir.

Asagidaki ornek esitliklerin genellikle dogru olmadigini gosterir.

Ornek 2.32. X ={a,b,c,d} ve iizerindeki topoloji z={&,X,{b},{d},{b,d}} ve
pr={&,X,{b},{d},{b,d},{a,b,d},{b,c,d}} olsun. A={c} ve B={b,.c}

clahim, Boylece
ext,, () =int,, ({ab,d}) = {a,b,0},
ext,, (B) =int,,({a.d})={d},
ext,, (AUB) =ext,,({b,c}) =int,, ({ad}) = {d},
ext,, (AnB) =ext,,({c}) =int,, ({ab,d}) = {a,b,)
olur. Dolayistyla Ac B ancak ext, (A) z ext, (B)dir. Ayrica
ext,, (A)Uext,, (B) ext,, (AUB)

ext, (AnB)zext,  (A)next  (B)

olur.
Teorem 2.33. X bir topolojik uzay ve A, B — X olsun [38].
i, ext(A)cext, (A).

i, ext, (X)=C veext (J)=X.

iii.  ext, (A) 6n-agiktur.



17

iv. ext, (A)=X\cl (A).

v. ext, (ext, (A))=int, (cl . (A)).

vi. ext, (AuUB)=ext, (A)next, (B).
vii.  ext,, (A)=ext, (X \ext, (A)).
viii. int, (A)cext, (ext, (A)).

iX. Anext, (A)=0.

X. int (A) ve ext  (A) ayriktir,

xi. — X=int, (A)yuext (A)ufr (A).

Ispat.
i.  xeext(A) olsun. Bu xeint(X\A)cint,  (X\A)=ext, (A) oldugunu
gosterir.
i. ik olarak ext, (X)=ext, (X\X)=int, (Z)=dir ve ayrica
ext . (D) =int, (X\Q)=int_ (X)=X dir
iii.  ext (A)=int, (X\A) oldugundan ext_ (A) 6n-agiktir.
iv. ext (A)=int_(X\A)=X\cl (A) bulunur.

v.  (iv) sikkina gore

ext,, (ext,. (A))=ext, (X \cl,, (A))= intpT(X \(X \prT(A))): int,_(cl,. (A))

olur.
Vi.
ext . (A)next  (B)=int (X \A)nint (X \B)
cint,, (X \A)n(X\B))
=int,, (X \(AUB))
=ext, (AUB)

olur.
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Diger taraftan Ac AUB ve Bc AUB oldugundan ext  (AuB)cext  (A) ve

ext, (AUB)cext  (B)dir. Boylece ext  (AuB)cext, (A)next, (B)’dir.

Vili.

olur.

viii.

Xi.

ext,, (X \ext, (A))=int (X\(X\etir(A)))
(

Tamma gore ext, (A)=int, (X\A)c X\A’dir ve bu yiizden
Teorem 2.31.%in (i) sikkindan dolayr ext, (X \A)cext,, (ext, (A)) olur ki
bu int,, (A) cext,, (ext, (A)) oldugunu gosterir.

ext, (A)=int (X\A)c X\A’dir ki bu Anext, (A)=< oldugunu
gosterir.

ext, (A)=int  (X\A)cX\A ve int (A)cA’dr ki bu
ext,, (A)nint, (A)= oldugunu gosterir.

(iv) sikkina gore ext,. (A)=X\cl, (A)=X\(int,, (A)Ufr, (A)) dir ki bu

X =int, (A)uext, (A)ufr (A) oldugunu gosterir.

Teorem 2.34. pr, c pr, olacak sekilde X iizerindeki on-topolojiler pr; ve pr,

olsun. X ’in herhangi A alt kiimesi i¢in pr,’ye gbre A ’nin her on-limit noktasi

pr,’e gore A ’nin bir 6n-limit noktasidir [55].

Ispat. pr,’ye gére A ’nin bir 6n-limit noktast x olsun. Oyleyse X €S olacak sekilde

her S € pr, igin Am(S \{X});«t@’dir. Ayrica pr, € pr, oldugundan xe€S olacak
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sekilde her S € pr, i¢in Am(S \{X}) # &’ dir. Boylece x noktas1 pr,’e gbre A ’nin

bir 6n-limit noktasidir.

Ornek 2.35. X ={a,b,c,d} kiimesi iizerindeki topolojiler 2'1={@,X,{a}} ve

7, ={@,X,{a},{b,c},{a,b,c}} ve
pr, =7, u{{a,b},{ac}.{a,d},{ab,c},{a,b,d},{a,c.d}}

pr, =7, U{{b}.{c}.{a,b},{a,c} {a,d} {ab,d},{ac,d}}

olsun. Aym zamanda pr, C pr, Ve pr,’e gore A={a,b} kiimesinin bir 6n-limit
noktasi ¢ olduguna ancak pr,’ye gore bir on-limit noktasi olmadigina dikkat ediniz

[55].

Onerme 2.36. 7, X iizerinde ayrik veya ayrik olmayan topoloji ise pr, X

tizerinde bir topolojidir [55].

Ispat. 7, X iizerinde ayrik topoloji ise 7=exp(X)’dir. Dolayisiyla 7 ’nun her agik
kiimesi 6n-agik oldugundan pr, X {izerinde bir topolojidir. Eger 7, X {izerinde
ayrik olmayan topoloji ise 7={, X} dir. X ’in 6n-agik kiimeleri sadece & ve X

olur. pz, X iizerinde bir topolojidir.

Tamm 2.37. (X,z) ve (Y,7) iki topolojik uzay ve f:(X,z)—(Y,z’) bir

fonksiyon olsun.

i. Y’ deki her agik S kiimesi i¢in f *(S), X ’de 6n-agik ise f fonksiyonuna
on-siireklidir denir [32].
ii. Y’deki her o6n-a¢itk S kiimesi ig¢in f‘l(S), X ’de on-agik ise f

fonksiyonuna 6n-kararsizdir denir [32].
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iii. X ’deki her 6n-agik S kiimesi i¢in f (S), Y ’de 6n-agik ise f fonksiyonuna
on-kararlidir denir [32].
iv. Y ’deki her 6n-agik S kiimesi i¢in f*(S), X ’de agik ise f fonksiyonuna

kuvvetli 6n-siireklidir denir [32].
Onerme 2.38.

i f:(X,7)—>(Y,7") fonksiyonu kuvvetli on-siireklidir ancak ve ancak
f:(X,7)—>(Y, pr’) sireklidir.
ii. f:(X,7)—>(Y,7") fonksiyonu kuvvetli on-siirekli ise f :(X,7)—(Y,7")

stireklidir [46].

Onerme 2.38. (ii)’nin tersinin genel olarak dogru olmadigini gérmek igin; X ve Y
reel sayilar kiimesi, ¢ ve 7' alisilmis topoloji ve 1: X =Y ozdeslik doniisiimii olsun.

O halde | siireklidir. Ancak (Q rasyonel sayilar kiimesi O6n-agik kiime iken agik
kiime degildir. 1™(Q)=Q oldugundan | fonksiyonu kuvvetli 6n-siirekli degildir
[46].

Teorem 2.39. (Y, ") topolojik uzay1 i¢in asagidakiler denktir:

i. Y ’nin her 6n-agik kiimesi agiktir.
ii.  (X,7) herhangi topolojik uzay oldugunda her siirekli f :(X,7)—>(Y,7’)

fonksiyonu kuvvetli 6n-siireklidir [46].
Ispat. i.= ii. Tamimdan agiktir.

il.=1i. Her f:(Y,z')—>(Y,’) siirekli fonksiyonu, kuvvetli én-siirekli olsun. f
6zdeslik doniisiimii alahm. Bu durumda S kiimesi Y ’de 6n-agik ise S=f7(S)

agiktir.
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Tamm 2.40. (X , r) topolojik uzaymin her alt kiimesi agik ya da kapali (veya hem

acik hem kapali) ise bu uzaya kap1 uzay denir [27].

Teorem 2.41. (X , z') bir kap1 uzay1 ise X ’deki her 6n-agik kiime agiktir [46].

Ispat. S kiimesi X ’de on-agik olsun. Eger S acik kiime degilse X kapi uzay
oldugundan S kapalidir. Bu yiizden S=cl(S)’dir ve int(CI(S))=int(S) kiimesi

S ’nin 6n-agik kiimesidir. Boylece S & int(CI(S)) olur ki boylece S 6n-agik degildir.

Bu bir geligkidir. Dolayisiyla S agik kiimedir.

Teorem 2.42. (X, 7) topolojik uzayindaki her 6n-agik alt kiime agik olsun. X *deki

her tek nokta kiimesi ya agiktir ya kapalidir [46].

Ispat. Her xeX igin {x} agik olmasm. O halde {x} ¢n-agik degildir. Boylece

{x} & int(cl({x})) olur. Dolayisiyla int(cl({x})) = dir. Ayrica

int(cI(X \{x})) > int(cl(x \cl({x}))) = int(X \int(cl({x}))) =X
oldugu g6z 6niine alinarak
int (cl(X \{x})) > X \{x}

goriiliir. Buradan X \{x} on-aciktir ve boylece aciktir. Bu yiizden de {x} kapaldir.

O halde her xe X igin {x} kapali degilse agiktir.

Sonuc¢ 2.43. (X,z‘) uzayt her 6n-agik kiimenin acik oldugu hi¢ bir izole (ayrik)

noktaya sahip olmayan bir uzay oldugundan bu uzay T, —uzayidir [46].
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Teorem 2.44. (X , T) topolojik uzayi i¢in asagidakiler denktir:

I.  Her 6n-acik alt kiime agiktir.

ii.  Her yogun alt kiime agiktir [46].

Ispat. i.=ii. X ’in yogun bir alt kiimesi S olsun. Yani cl(S)=X olsun. Oyleyse
int(cl(S))=X olur. Bu taktirde Scint(cl(S)) olup S &6n-agik kiimedir.

Hipotezden S agiktir.

li.=i. X’in 6n-acik bir alt kiimesi S olsun. Burada int(cl(S))=G diyelim.

0 halde ScG ve cl(S)<cl(G) olur. Diger  taraftan
cI(G)=cI(int(cI(S)))ccl(cI(S))ch(S) oldugundan  cl(G)ccl(S) dir.

Béylece cl(S)=cl(G) oldugu goz 6niine alinarak

cl((X\G)uS)=cl(X\G)ucl(S)

(X\G)ucl(G)=X

elde edilir. Boylece (X\G)uUS kiimesi X ’de yogundur. Kabulden (X\G)uUS

aciktir. Buradan iki agik kiimenin kesisimi olan S = (( X\ G) uS ) NG kiimesi agiktir.

Teorem 2.45. (X,7) topolojik uzaymnda her alt kiime on-agiktir ancak ve ancak

(X , 2') uzayinin her acik alt kiimesi kapalidir [46].

Ispat. (X,z—) topolojik uzayinin her alt kiimesi 6n-agik olsun. G agik kiimesini
alalim. O halde X\G=cl(X\G) kiimesi kapalidir, ayrica X\G < X oldugundan

on-agik kiimedir. Oyleyse X \G cint(cl(X \G)) olur. Buradan

cl(X\G) cint(cl(cl(X\G)))=int(cl(X\G))=int(X \G)
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bulunur. Boylece X \G =int(X \G) olur 6yle ki X\G agiktir, yani G kapalidr.

Tersine, X ’in agik alt kiimeleri kapali olsun. X ’in herhangi S alt kiimesini alalim.

O halde X \cl(S) agiktir ve kapalidir. Boylece
X \cl(S)=cl(X \cl(S))=X\int(cl(S))
olur. Yani S —cl(S)= int(CI(S)) "dir. Dolayisiyla S &n-agiktir.

Onerme 2.46. (X,7) topolojik uzay, ScX ve becl(S)\S olsun. {b} kiimesi

(X,7)’da 6n-agik degildir [46].

Ispat. Varsayalim ki {b} Gn-acik olsun. O halde {b} Cint<cl({b})) ’dir. Boylece
S/ int(cl ({b})) zd’dir. ceS mint(cl({b})) noktasini alalim. Dolayisiyla

cecl({b}) ve buradan da {b}m(S mint(cl({b})));&@ olur. Bu {b}"S=2 olmasi

ile geligir. Bu yiizden {b} 6n-acik degildir.

Tanmm 2.47. X uzayinin her bir farkli x, y noktalari i¢in birini igeren fakat digerini

icermeyen bir dn-agik kiime varsa X uzayma pT,— uzay: denir [11, 26].

Teorem 2.48. X uzay1r pT,—uzayidir ancak ve ancak X uzaymn her farkl x, y

noktalari igin cl {X} =cl,, {y} *dir [37].

Ispat. X, pT,—uzaymin herhangi farkli iki noktast x wve 'y olsun.

cl,. {x} =cl_ {y} oldugunu gosterelim.
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Hipoteze gore XxeU ve yg¢U olacak sekilde U e pr oldugunu varsayalim.

Béylece y e X \U *dur ve X \U on-kapali kiimedir. Buradan, cl . {y} < X\U olur.

x¢ X\U oldugu igin xgcl, {y} dir. O halde cl  {x}=cl {y} dir.

Aksine, X uzaymmn herhangi farkli x, y noktalari igin cl {x}=cl _{y} olsun.
zecl {x} ancak zgcl  {y} olacak sekilde bir ze X alalm. xecl  {y} oldugunu
iddia edelim. xecl {y} ise {x}ccl {y} olur ki bu cl_{x}ccl{y} oldugunu
gosterir. Bu zecl {x} ve zecl {y} olmasi ile celisir. O halde xgcl  {y} dir.
Dolayisiyla X \cl pT{y} kiimesi X noktasini igeren ancak Yy noktasini igermeyen bir

on-agik kiimedir. Bu ispati tamamlar.

Teorem 2.49. X ve Y topolojik uzaylar ve f:X —Y , bire-bir on-kararsiz bir

doniistim olsun. Y, pT, —uzayrise X, pT,—uzayidir [37].

Ispat. x#Yy olacak sekilde X,ye X olsun. f fonksiyonu bire-bir ve Y uzayr
pT, —uzay1 oldugu igin f(x)= f(y) olmak iizere f(x)eV, ve f(y)eV, olacak
sekilde Y uzaymnda bir V, 6n-acik kiimesi veya f(y)eV, ve f(x)eV, olacak
sekilde Y uzayinda bir V, On-agik kiimesi vardir. f fonksiyonunun 6n-kararsiz
olmasindan dolayr xe f™(V,) ve yef?(V,) olacak sekildle X uzaymnda bir
f*(V,) on-acik kiimesi veya ye f™ (Vy) ve xef™ (Vy) olacak sekilde X
uzayimnda bir ™ (Vy) on-agik kiimesi vardir. Bu X uzaymin pT;— uzay: oldugunu

gosterir.

Tanmm 2.50. X uzaymnin her bir farklt x, y noktalari i¢in x noktasini i¢ceren fakat
y noktasini icermeyen bir U, on-acik kiimesi ve Yy noktasini igeren fakat X
noktasini icermeyen bir U 0On-acik kiimesi varsa X uzayma pT, —uzayr denir

[11, 26].
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Teorem 2.51. X uzayi pT,—uzayidir ancak ve ancak her Xe X noktas igin {x} tek

nokta kiimesi 6n-kapalidir [37].

Ispat. Kabul edelim ki X uzayr pT, —uzay: olsun. Herhangi x€ X noktasi igin {x}

tek nokta kiimesinin On-kapali oldugunu gostermek i¢in uzayin noktalarmmin her

birinin bir 6n-komsulugunun X \{x} oldugunu iddia edelim:

yeX\{x} olsun. X uzaymmn herhangi iki farkli noktalar1 x ve y olsun. X uzay:
pT, —uzay: oldugundan yeV ve xg¢V olacak sekilde V 0On-agik kiimesi vardir.
Ancak bu V< X\{x} olmasim gerektirir. Boylece yeX\{x}’dir ve yeV,
yeV < X \{x} olmasmi garanti eder. Bu X \{x}’in y noktasinin bir 6n-komsulugu

oldugunu anlamina gelir. Dolayisiyla X \{x} kiimesi 6n-acik yani {x} 6n-kapalidur.

Aksine, herhangi Xe X noktas1 igin {x} tek nokta kiimesinin 6n-kapali oldugunu
kabul edelim. X ’in pT, —uzay: oldugunu gostermek i¢in X uzayinin herhangi iki
farkli y ve z noktalarim alalim. {y} kiimesi X de 6n-kapali oldugu igin X \{y}
kiimesi Z noktasini igeren fakat y noktasini icermeyen 6n-agik bir kiimedir. Benzer
sekilde {Z} kiimesi X ’de 6n-kapal1 oldugu i¢in X \{Z} kiimesi y noktasini igeren
fakat z noktasini igermeyen on-agik bir kiimedir. Bu X ’in pT, —uzay: oldugunu

gosterir.

Teorem 2.52. (X,7) topolojik uzayr pT,—uzayr olsun. Herhangi Ac X kiimesi

icin pe Dp,(A) ise p noktasinin her 6n-komsulugu A kiimesinin sonsuz sayida

noktasini igerir [37].

Ispat. UNA sonlu olacak sekilde p noktasiin bir én-komsulugu U olsun.
U mA:{Xi,XZ,...,Xn} =B olsun. Acik bir sekilde B oOn-kapali bir kiimedir. Ayrica

B\{p} de bir dn-kapali bir kiimedir. Boylece V =(UA)\(B\{p}) kiimesi p
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noktasmin bir on-komsulugudur ve V m(A\{p}) =@ olur ki bu peD, (A)

olmasini gerektirir. Bu varsayimimizla gelisir.

Teorem 2.53. X, pT,—uzaymda X’in herhangi A alt kiimesi i¢in D, (A)
on-kapalidir [37].

Teorem 2.54. X ve Y topolojik uzaylar ve f:X —Y , bire-bir 6n-kararsiz bir

doniistim olsun. Y, pT,—uzayiise X, pT, —uzayidir [37].

Ispat. x#Y olacak sekilde X,ye X olsun. f, bire-bir ve Y, pT, —uzay: oldugu
igin f(x)= f(y) olmak iizere f(x)eV, ve f(y)gV, olacak sekilde Y uzayinda bir
V, on-agik kiimesi ve f(y)eV, ve f(x)gV, olacak sekilde Y uzaymda bir V,
on-agitk kiimesi vardir. f fonksiyonu on-kararsiz oldugundan xe f7(V,) ve
y& f*(V,) olacak sekilde X uzaymnda bir f*(V,) 6n-agik kiimesi ve ye f (Vy)

ve xe f! (V ) olacak sekilde X uzayimnda bir f™ (V ) on-agik kiimesi vardir. Bu

y y

X uzaymin pT, —uzay1 oldugunu gosterir.

Tamm 2.55. X uzaymin her bir farkli x, y noktalar i¢in U nU = olacak
sekilde x mnoktasini igeren bir U, on-agik kiimesi ve y noktasini igeren bir U,

on-a¢ik kiimesi varsa X uzayma pT, —uzay: denir [26].

Teorem 2.56. X ve Y topolojik uzaylar ve f :X —Y , bire-bir 6n-kararsiz bir

dontigtim olsun. Y , pT, —uzaytise X, pT, —uzayidir [37].

Ispat. X # Yy olacak sekilde X,y e X olsun. f bire-birve Y pT,—uzay: oldugu igin
f(x)# f(y) olmak iizere f(x)eV,, f(y)eV, ve V,NV, =D olacak sekilde Y

uzaymda V, ve V,  o6n-agtk  kiimeleri vardi. f  fonksiyonunun
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on-kararsiz olmasindan dolay1 xe f™ (VX) , yef™ (Vy) ve f (VX ) ~Nf? (V

y):®
olacak sekilde X uzaymda f7*(V,) ve ™ (Vy) on-agik kiimeleri vardir. Bu X

uzaymin PT, —uzay: oldugunu gosterir.

Teorem 2.57. X uzay1 pT,—uzay: ise her farkli a,be X noktalar igin aeF,
beF, ve agF, beF, ve X=F UF, olacak sekilde F ve F, on-kapali kiimeleri

vardir [50].

Ispat. X uzayr pT,-uzayr oldugundan herhangi farkli a,be X noktalar1 igin

aeU, beV ve UNV =0 olacak sekilde U ve V 6n-agik kiimeleri vardir. Boylece
UcX\V veVcX\U olur. Yani, ae X\V ’dir. V 6n-agik kiime oldugundan X \V
on-kapali kiimedir. F =X\V diyelim. Bu yiizden acF ve bgF,  dir. Benzer

sekilde be X\U’dir. U o6n-agik kiime oldugundan X \U on-kapali kiimedir.
F,=X\U diyelim.  Bu  yiizden agk ve beF,’dir.  Dahasi

R UF, =(X\V)u(X\U)=X\(VNU)=X olacak sekilde bulunmus olur.

Tamim 2.58. Her bir S 6n-agik kiimesi ve X€S igin C|pT{X}CS ise X uzayina

pR, — uzay: denir [37].

Ayrica (X,7) topolojik uzayinda her bir G agik kiimesi ve X €G igin cl{x} =G ise
X uzayma R;-uzay1 denir. Agik bir sekilde her R,-uzayi, pR,—uzayidir ancak

tersi genellikle dogru degildir.

Ornek 2.59. X ={a,b,c} ve iizerindeki topoloji rz{@,X,{a,b}} olsun. ae{a,b}
ve cl{a}z{a,b} olacak sekilde bir {a,b} acik kiimesi var oldugundan X uzayi

PR, —uzayidir ancak R, —uzay1 degildir [37].

Ayrica her pT, —uzayi, pR,—uzayidir.
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Tamm 2.60. cl {x}=cl_{y} olmak iizere her farkli X,y e X icin cl {x}cU ve
Clpr{y} cV olacak sekilde U ve V ayrik On-agik kiimeleri varsa X uzayina

PR, —uzayi denir [37].

Ayrica (X,7) topolojik uzayinda, cl{x}=cl{y} olmak iizere her farkli X,y € X igin
CI{X} cU ve Cl{y} cV olacak sekilde U ve V ayrik agik kiimeleri varsa X uzayina

R, —uzay1 denir. Ag¢ik bir sekilde her R —uzayi, PR, —uzayidir ancak tersinin

genellikle dogru olmadigi asagidaki 6rnekle gosterilmektedir:

Ornek 2.61. X ={a,b,c,d} ve iizerindeki topoloji TZ{@,X,{a,b},{a,b,C}} olsun.
a,ce X igin cl{aj=X={c,d}=cl{c} olmak iizere swasiyla cl{a} ve cl{c}
kiimelerini iceren ayrik agik kiimeler var olmadigindan X uzayr PR, —uzayidir

ancak R, —uzay: degildir [37].

Teorem 2.62. X uzayr pR,-uzayidir ancak ve ancak her 6n-kapali F ve x¢F

icin F cU ve xeU olacak sekilde bir U 6n-agik kiimesi vardir [37].

Ispat. X uzayi bir pR,—uzay ve Xe X noktasini igermeyen bir dn-kapali kiime F
olsun. O halde X\F o6n-agiktir ve Xe X\F’dir. X pR,—uzay1 oldugundan
cl,, {x} = X \Fdir. Oyleyse F < X\cl {x}’dir. U=X\cl {x} olsun. Dolayistyla

xeU ve F cU olacak sekilde U kiimesi 6n-agik bir kiimedir.

Aksine, U c X 6n-agik kiime olmak iizere xeU olsun. Oyleyse X \U &n-kapali
kiime olmak tizere X ¢ X \U ’dur. O halde hipoteze gore X\U cW ve x¢W olacak
sekilde oyle bir W on-agik kiimesi vardir. X\W cU ve xeX\W ’dir. X\W

on-kapalt bir kiimedir. Dolayisiyla ¢l {x} = X\W cU dur. Boylece X uzay1 bir

PR, — uzaydur.
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Tamm 2.63. X uzaymndaki x noktasinin on-gekirdegi xecl  {y} olacak sekilde

biitin y € X noktalarmm kiimesi olarak tammlanir ve pker{x} ile gosterilir,

Boylece pker {X} = {y‘x ecl, {y}} yazilabilir [37].

Teorem 2.64. X uzayinda x ve y noktalari igin pker{x}= pker{y} olur ancak ve

ancak cl _{x}=cl {y} dir [37].
Teorem 2.65. (X, T) bir topolojik uzay olmak iizere asagidaki ifadeler denktir:

I. X, pR,—uzaydur.

ii.  Her xeX igin cl  {x} < pker{x} dir,
iii. FcX én-kapaliise F=n{ G| G 6n-agik, F =G }"dir.
iv. GcX on-acik ise G :u{ F | F on-kapal, F =G }’dir.

V. Herhangi bostan farkli A kiimesi ve ANH #J olacak sekilde H < X
on-agik kiimesi i¢in FcH ve ANnF #J oldugu bir F 06n-kapali kiimesi
vardir.

vi.  Herhangi F <X &6n-kapali kiimesi ve x¢ F igin cl {X}mF =@’dir [37].

Teorem 2.66. X wuzayr pT, —uzayidir ancak ve ancak X uzayr pT,—uzayr ve

PR, — uzayidir [37].

Ispat. X uzayr pT,—uzay: olsun. Her pT,—uzayr pT,—uzay! oldugundan ve her
pT, —uzayr pR,-uzayr oldugundan X uzaymnin pT,—uzay1 ve PpR,—uzay: oldugu

agikardir.

Aksine, X wuzaymin hem pT;—uzayr hem de pR,-uzay: oldugunu kabul edelim.

X uzaymm pT,—uzayr oldugunu gosterelim: X,y e X herhangi iki farkli nokta
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olsun. X uzay1 pT,—uzay: oldugundan xe€G ve ygG olacak sekilde bir 6n-agik
G kiimesi veya y¢G ve yecl {x} olacak sekilde bir 6n-actk H kiimesi vardr.
xeG ve ygG oldugunu varsayalim. XxeG oldugundan cl  {x} =G dir. y&G
oldugundan yecl {x}’dir. Boylece yeH=X\cl {x}’dir ve x¢H oldugu
agikardir. y¢G ve x¢H olacak sekilde sirasiyla x ve y noktalarini igeren G ve

H on-agik kiimeleri vardir. Buda X uzaymin pT, —uzay: oldugunu gosterir.

Asagidaki teoremlerin ispatlart agiktir [37].

Teorem 2.67. Her pR, —uzayi, pR,—uzayidir.

Teorem 2.68. Her pT, —uzayi, pT,—uzayidir.

Teorem 2.69. X wuzay1r pT,—uzayidir ancak ve ancak X uzayr pR, —uzay1 ve

pT, — uzayidir.

Tamm 2.70. (X, pr) 6n-topolojik uzaymn her x noktasinda sayilabilir bir 6n-yerel

taban varsa bu uzaya birinci sayilabilirdir denir [6].

Tanim 2.71. (X, pr) on-topolojik uzayir ve X kiimesinin elemanlarindan olusan bir
dizi (x,) , olsun. xeX noktasi igeren her U 6n-agik kiimesi icin n>nj
oldugunda x, €U olacak sekilde bir n, pozitif tamsayisi varsa bu (x,) . dizisine

X e X noktasina on-yakinsaktir denir [39].
Tamim 2.72. X uzay1 bostan farkli ayrik iki 6n-acik kiimesinin bilesimi olarak ifade
edilemiyorsa X uzaymma On-baglantilidir denir. Aksi takdirde X uzaymna

on-baglantisizdir denir [43].

Dolayistyla her 6n-baglantili uzay baglantilhidir.
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Ornek 2.73. X ={a,b,c} ve iizerindeki topoloji r={@, X,{a},{b},{a,b}} olsun.

O halde X topolojik uzay1 6n-baglantilidir [25].

Ornek 2.74. X ={a,b,c} ve iizerindeki topoloji r={®,X,{a},{b,C}} olsun. O

halde X topolojik uzay1 6n-baglantili degildir [25].

Tamim 2.75. X uzaymin her 6n-agik ortiisiiniin sonlu bir 6n-acik alt ortiisii varsa X

uzayina kuvvetli kompakttir denir [15, 24, 33].

Tanmm 2.76. X uzayma X € X noktasinda yerel kuvvetli kompakttir denir ancak ve

ancak x noktasit X uzayinda kuvvetli kompakt olan bir 6n-komsuluga sahiptir [20].

Tanmm 2.77. X uzayr her noktada yerel kuvvetli kompakt ise X uzayina yerel

kuvvetli kompakt uzay denir [20].

Teorem 2.78. (X, pr) sonlu bir 6n-topolojik uzay ise X kuvvetli kompakttir [50].

Ispat. X ={x,X,,...X,} olsun. X ’in herhangi bir 6n-agik ortiisii {S;},,» yani

A

X =US; olsun. {S;}.  ailesindeki her bir kiimenin X ’in elemanlarindan en az birini

icl iel
eleman olarak kabul edecegi agiktir. Varsayalim ki x, €S,,%, €S,,...,X, €S, olsun. O
halde {Sl,SZ,...,Sn} ailesi X ’in sonlu bir alt 6n-agik Ortiisiidiir. Bu yiizden X

kuvvetli kompakttir.

Teorem 2.79. (X, pr) én-topolojik uzay ve pr={U =X |X\U sonlu | olsun. X

kuvvetli kompakttir [50].

Ispat. X in herhangi bir 6n-agik ortiisii {S;}, , yani X =S, olsun. Hipotezden,

Sepr oldugundan X\S sonludur. X\S={x,X,..x,} diyelim. {S} _‘nin

iel

herhangi bir kiimesinin X \S ’nin elemanlarindan en az birini eleman olarak kabul
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edecegi agiktir. Varsayalm ki X, €S, X, €S,,.., X, €S, olsun. O halde {S,S,,5,,...,S,}

ailesi X ’in sonlu bir alt 6n-agik ortiisiidiir. Bu yiizden X kuvvetli kompakttir.

Teorem 2.80. (X, pr) on-topolojik uzay olsun. Kuvvetli kompakt kiimelerin sonlu

birlesimi kuvvetli kompakttir [50].

Ispat. X ’in herhangi iki kuvvetli kompakt alt kiimesi U ve V olsun. U UV

kiimesinin bir Oon-agik Ortiisii {Si}iel olsun. Kabulden dolay1 {Si}. on-acgik Ortlisti

iel

hem U hem de V kiimesinin bir on-agik oOrtiisiidir. U ve V kiimeleri kuvvetli

kompakt olduklarindan U =S uS,u..uS, ve V=S  ,US ,u..uS _ olacak

n+1 n+2

n+m

sekilde sonlu alt 6n-acik S,,S,,...,S,,S, ;S S,., kumeleri vardir. U UV = U §,

P41 Y4210 M ndm iz

oldugu asikardir. Dolayisiyla U UV kiimesi kuvvetli kompakttir.

Teorem 2.81. Kuvvetli kompakt (X, pr) uzaymin on-kapali her alt kiimesi kuvvetli

kompakttir [50].

Ispat. (X, pz') kuvvetli kompakt uzaymin 6n-kapali alt kiimesi A olsun. X ’in
on-acik alt kiimelerinden olusan {S;}  ailesi A kiimesinin bir 6n-agik ortiisii olsun.
A kiimesi On-kapali oldugundan X\A kiimesi on-agiktir ve X =(X\A)UA
yazilabilir. A=US; oldudu igin (X\A)U{s;}.  ailesi X *in bir 6n-agik ortiisiidiir.
Hipotezden (X, pr) uzayr kuvvetli kompakt uzay oldugundan X ’in sonlu bir alt

on-agik ortiisti (X \A)U{S,,S,,...,S,} olacak sekilde vardir. Bu yiizden {S,S,,...,S,}

ailesi A kiimesinin sonlu bir alt 6n-agik Ortiisii olur. O halde A kiimesi kuvvetli

kompakttir.

Teorem 2.82. X kuvvetli kompakt uzaymin her sonsuz alt kiimesi en azindan bir

on-y1g1lma noktasina sahiptir [50].
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Ispat. X kuvvetli kompakt uzayinmn sonsuz bir alt kiimesi A olsun. A kiimesinin

X uzayinda herhangi bir On-yigilma noktasina sahip olmadigini varsayalim.

Kabulden, her xeX igin U nA={x} ya da U, nA=@ olacak sekilde bir U,

on-acik alt kiimesi vardir. {UX}XeX ailesi X ’in bir 6n-agik ortiisii olup X kuvvetli

n

kompakt uzay oldugundan gUXi =X olacak sekilde X wuzayinda X,X,,...,X

noktalar1 vardir. Buradan
(UXl mA)u(UX2 mA)u...u(UXn mA):{xl}u{xz}u...u{xn}
ya da

(U, nA)u(U, nAjU..U(U, NA)=@
dir. (U, WU, U..uU, JnA=X A=A oldugundan

A={X,%,...X,} yada A=Q

bulunur. Ancak bu A kiimesinin sonsuz olmasi ile gelisir. Dolayisiyla varsayimimiz

yanlistir. Yani A kiimesinin X uzayinda en az bir 6n-y181lma noktas: vardir.

Teorem 2.83. Kuvvetli kompakt uzayin 6n-kararsiz goriintiisii kuvvetli kompakttir

[50].

Ispat. (X, pr) ve (Y,pz) iki én-topolojik uzay olmak iizere f:(X,pr)—(Y, pr)
fonksiyonu X wuzayindan Y uzayina On-kararsiz bir fonksiyon olsun. Ayrica X

uzay1 kuvvetli kompakt uzay ve Y uzaymin On-agik Ortiisii {Si}iel ailesi olsun.

Syleyse her i€l igin S; e pr' ise f(S;)e pr olur. {f‘l(Si )}iel ailesi X ’in 6n-agik
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bir ortiisiidiir. X kuvvetli kompakt oldugundan X =_k_)lf‘l(Si)’dir. Boylece f

fonksiyonu X uzaymdan Y uzayma bir fonksiyon oldugundan dolay1 {SI,SZ,...,Sn}

ailesi Y wuzaymin sonlu bir alt 6n-agik oOrtiisidiir. O halde Y wuzay1 kuvvetli

kompakttir.

Teorem 2.84. (X, pr) bir on-topolojik uzay ve bu uzaym bir alt uzayr (Y, pz)
olsun. (Y, pTY) kuvvetli kompakttir ancak ve ancak Y ’nin her on-acik oOrtiisii, Y

uzayini Orten sonlu bir alt aileyi kapsar [50].

Ispat. (Y, pr,) kuvvetli kompakt ve {S;},, ailesi X ’in bir on-acik ortiisii, yani

X =uUS, olsun. O halde {S;NY} ailesi Y’ nin on-acik bir Ortiisiidiir. Yani

icl iel

Y =U(S,nY)’dir. (Y,pzr,) kuvvetli kompakt oldugundan Y=£J1(Si NY) olacak

il
sekilde {Si mY}iel ailesinin sonlu bir alt 6n-agik ailesi vardir.
Aksine, Y ’nin her 6n-agik Ortiisli, Y uzaymi Orten sonlu bir alt aileyi kapsasin.

Tamim geregi (Y, pr, ) uzaymn kuvvetli kompakt olacagi agiktir.

Teorem 2.85. X o0n-topolojik uzayinda S alt kiimesi kuvvetli kompakt ve F bir

on-kapali kiime ise SNF kiimesi S alt uzayinda kuvvetli kompakttir [50].

Ispat. F kiimesi X ’de o6n-kapali oldugundan SNF kiimesi S alt uzayinda
on-kapalidir. Kuvvetli kompakt bir uzayin 6n-kapali alt kiimesi kuvvetli kompakt

oldugundan SNF kiimesi S ’de kuvvetli kompakttir.

Uyan 2.86. Eger X, pT,—uzayr ve Y kiimesi de X ’in kuvvetli kompakt bir alt

kiimesi ise Y ’nin daima dn-kapali olmasi gerekmez [50].
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Ornek 2.87. X ={a,b,c,d,e} kiimesi iizerindeki 6n-topoloji

pr ={, X {a},{b},{c}.{c.e},{a,b},{a,c},{b,c} {a,b,c},{a,b,d},{a c e},
{b,c,e},{a,b,c,d},{a,b,c,e},{a,b,d,e},{a,c,d,e},{b,c,d,e}}

olsun. O halde X on-topolojik uzay: bir pT, —uzayidir. Bir Y :{a,b,c} kiimesi

alalim. Y kiimesi kuvvetli kompakttir ancak 6n-kapali degildir [50].



BOLUM 3. k—UZAYLAR

Kompakt iretilmis topolojik uzaylar 1939°da Whitehead tarafindan [54]’te ele
alinmis ve Arens [3]’te kompakt kiimelerin bir ailesi tarafindan iiretilen topolojiyi
k — topoloji olarak adlandirmistir. Gale [23]’te kompakt tiretilmis topolojik uzaylarin

ilk kez Hurewicz tarafindan k —uzay adi ile tanitildigini ifade etmistir.

Spanier [47]’de kompakt tretilmis Hausdorff uzay1 k —uzay olarak adlandirmis ve
Gale basta olmak iizere pek c¢ok bilim adami g¢alismalarinda ele aldiklart biitiin
k — uzaylar1 Hausdorff uzay olarak kabul etmistir. Ancak ayirma aksiyomlarini

kullanmayan ¢ok sayida aksi 6rnege de rastlamak miimkiindiir.

k- uzaylar tizerine diger onemli ¢alismalar; Bagley ve Yang [7], Bagley ve
Weddington [8], Brown [10], Mrowka [36], Poppe [44] ve Weston [52] dir. Ozellikle
Noble [41]’de k —uzaylar1 arastirmig ve 1967’ye kadar bulunmus olan k — uzaylara
iliskin sonuglarin pek ¢ogunu genisletmistir. Liden 1973 yilinda [30] doktora tezinde
k —uzaylarin anti uzaylarim ve ilgili doniisiimleri tanimlayarak yeni sonuglar elde
etmistir. Arhangel’skii [5]’te bir kK —uzaym Hausdorff miikemmel ters goriintiisiiniin
k —uzay oldugunu gostermistir. Carpimlar1 K — uzay olmayan iki k —uzayin ¢arpimi
tizerine sonuglar [18]’de mevcuttur. Yerel kompakt bir Hausdorff uzay ile bir
k- uzaym c¢arpiminin bir K- uzay oldugu ise Cohen tarafindan [12]’de

gosterilmistir.

Tamm 3.1. (X,7) bir topolojik uzay olmak iizere, her K — X kapali kompakt

kiimesi i¢gin AN K kapali oldugunda A kapali ise X topolojik uzayma k — uzay
denir [27, sf. 234-236].
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Kelly tarafindan verilen k —uzayin yukaridaki tanimi daha sonra genisletilerek pek
cok arastirmaci tarafindan asagidaki ifadesi ile kullanilmis olup bu tezde elde
edilecek sonuglar asagida verilen tanima dayanmaktadir. Béylece k —uzay topolojisi
kompakt alt kiimeler tarafindan belirlenen uzaylarin Onemli bir ailesi olarak

karsimiza ¢ikmaktadir.

Tamm 3.2. (X, 7) bir topolojik uzay olmak iizere, her K — X kompakt kiimesi i¢in

ANK kiimesi K ’da kapali oldugunda A kapali ise X topolojik uzayna k — uzay
denir [3, 19, 21, 30, 48, 51].

Tanim 3.2°de verilen K —uzaylarin sinifinin Tanim 3.1°deki k — uzaylar sinifina gore

daha genis oldugu asagidaki 6rnekte de goriilmektedir [48].

Ornek 3.3. R iizerinde T, ={(—oo, a):aeR}u{@,R} sol 1s1n topolojisi ve bir
A:(—oo, 0] kiimesi verilsin. A kiimesi kapali degildir ancak R ’nin bu topolojiye

gore tek kompakt kapali alt kiimesi @ oldugundan A kiimesinin her kompakt kapali
alt kiime ile kesisimi kapali bir kiimedir. Bu yiizden Tanim 3.1°¢ gore bu uzay bir

k —uzay degildir.

Bu uzayda (—oo, a] seklindeki alt kiimeler kompakttir. Bir B kiimesinin her

kompakt kiime ile kesigimi relatif olarak kapali ise B kiimesi |:b,+oo) seklinde

olmalidir ve boylece B kapali kiime olmalidir. Dolayisiyla bu uzay Tanim 3.2’ye

gore bir kK —uzaydir.

Bununla birlikte Tanim 3.1 ve Tanim 3.2°nin denk olma durumunu Steinlage [48]’de

asagidaki lemma ile ortaya koymustur.

Lemma 3.4. Bir (X,z') topolojik uzayinda her kompakt kiimenin kapanis1 kompakt

ve Ac X olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:
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i. Her K < X kapali kompakt kiimesi i¢in An K kapalidir.
i Her K < X kompakt kiimesi i¢cin AN K, K da kapalidir [48].

ispat.ii. = i. Aciktir.

I.=1i. ANL kiimesi L ’de kapali olmayacak sekilde bir L < X kompakt alt
kiimesi vardir. O halde en az bir XeCIL(Aﬁ L)\(Aﬂ L) vardir. X¢ A olmasi i¢in
xeL olduguna dikkat ediniz. Ancak ANK ’nin kapali olmasi i¢in K =cl(L)

kompakt ve kapali olmalidir. X noktasinin her komsulugu ANL ile kesisir ve

bdylece X eCI(Ar\ K): ANK olmas1 i¢cin ANK ile kesisir. Bu X ¢ A olmasi ile

celisir.

Ayrica Tanim 3.2°de kapali kiimeler yerine agik kiimeler alinarak Kk — uzaym bu

tanimina denk bir tanim agagidaki sekilde ifade edilir.

Tamim 3.5. (X,r) bir topolojik uzay ve U < X olsun. X uzaymin her kompakt K

alt kiimesi i¢cin U N K kiimesi K da acik ise U kiimesine k —a¢ik adi verilir. Her

k — agik alt kiimesinin agik kiime oldugu uzaya bir K — uzay denir [40].

k —uzaylar yerel kompakt uzaylarin bir genellemesi oldugundan yerel kompaktliga
dair pek ¢ok sonug¢ K- uzaylar igin benzer sonuglara ilham kaynagi olmustur.
k —uzaylar ve yerel kompakt uzaylar arasindaki iliskiyi irdelerken kullanmak tizere

boliim uzaymin tanimini ifade edelim.

Tamm 3.6. (X,7) topolojik uzay, X" herhangi bir kiime ve f:X — X" olsun. f

fonksiyonu siirekli olacak sekilde X' iizerinde tanimlanabilen topolojik yapilarin en

incesi

T':{ACX'| f’l(A)er}
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‘dir. ¢’ topolojisine X' iizerinde f fonksiyonu tarafindan iiretilen boliim topolojisi
ve f fonksiyonuna boliim déniisiimii denir. (X',z') uzayma X uzaymmn bdlim

uzayi ad1 verilir [13].

Teorem 3.7. Bir X uzay1 k —uzaydir ancak ve ancak X uzayi bir yerel kompakt

uzayin boliim uzayidir [13].

Ispat. (X,7) k—uzay ve (P,z,) yerel kompakt uzay olsun. X uzayr P uzaymm
boliim uzayi oldugunu gostermeliyiz. Biitin K < X kompakt alt kiimelerin ailesi g

olsun. P= o K olarak yazlabilir. Bir f :E—) y IZ() . dogal doniisimiiniin bolim
ep N =

doniisiimii  oldugunu, yani, z, :{ UcX ‘ fH(U)er, } iken 7, =7 oldugunu
gostermeliyiz. Herhangi Aer, alahm. Aer oldugunu, yani, her K kompakt alt
kiimesi i¢in AN K kiimesinin K da agik oldugunu gosterelim. A€z, oldugundan
f_l(A)ez'P bulunur. f_l(A)mK kiimesi P ’den K ’ya indirgenmis alt uzay
topolojisine gore K ’da agiktir. K < P olmak iizere f’l(A)mK =ANK

oldugundan K < X ’in alt kiimesidir. Boylece ANK kimesi X ’in K alt

kiimesinde de agiktir.

Tersine, P yerel kompakt uzay olmak iizere f :P — X bir boliim doniisiimii olsun.
G < X ’in her kompakt alt kiime ile kesisimi relatif olarak agik kiime olsun. G ’nin

X ’de agik kiime oldugunu gosterelim. P yerel kompakt uzay oldugundan her y € P

noktasinda bir U agik komsulugu vardir 6yle ki cl (U) kompakttir. f boliim
doniisiimii yani siirekli oldugundan f (CI (U )) kompakttir. Kabulden G f (CI (U ))
kiimesi f(CI(U ))’da aciktir. Bu yiizden (G)ﬂcl (U) kiimesi cl (U) ’da agiktir.
ve boylece f™(G)nU kiimesi U da agiktir. U seklindeki kiimeler agik ve P yi

orttiikleri igin f *(G), P de agiktir ve G kiimesi X *de agiktir.
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Sonuc¢ 3.8. X bir k—uzay ve f:X —Y boliim déniisiimii ise Y bir k — uzaydir
[13].

Ispat. g:P — X bir dogal boliim doniisiimii olacak sekilde bir P yerel kompakt
uzayr vardir. Ayrica fog:P—Y bir bolim doniisiimii olacagindan Y bir

kK — uzaydir.
Teorem 3.9. Bir k —uzayin her agik (kapali) alt kiimesi bir k — uzaydir [48].

Ispat. Kabul edelim ki bir X k- uzaymin agik bir alt uzay1 U olsun.
Teorem 3.7°ye gore bir P yerel kompakt uzay: vardir dyle ki f : P — X bir boliim

doniisiimiidiir. U'= f‘l(U) olsun. O halde U’ ,Y ’de agiktir ve buradan yerel
kompakt uzaydir. Bir f ‘U, ‘U"—>U doniisiimii U iizerinde bir béliim doniisiimiidiir.

Tekrar Teorem 3.7’ye gore U bir k —uzaydir.

Bir k —uzayin kapali alt kiimeleri igin ispat benzer sekilde yapilir.

Teorem 3.10. Her Ac X igin cl(A) daki her nokta, A kiimesindeki herhangi bir

dizinin limit noktas1 ise X bir k —uzaydir [48].

Ispat. X ’in her K kompakt alt kiimesiyle C ’nin kesisimi K ’da kapali olsun.

Varsayalim C kapali olmasin. O halde en az bir XeCI(C)\C vardir. Hipotezden
herhangi X, €C dizisi igin x=limx, olsun. F={x}U{x :1,2..} kiimesi
kompakttir ve Csz{Xn:n:l, 2,...} kiimesi F ’de kapali kiime degildir. Bu

geliskiden dolayr ¢l(C)\C =& ve C kapalidir. Boylece ispat tamamlanr.

Sonu¢ 3.11. Birinci sayilabilirlik aksiyomunu saglayan her topolojik uzay bir

kK — uzaydir [48].
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Ispat. (X,r) birinci sayilabilir bir topolojik uzay, Ac X ve Xxe X olsun. Bu

durumda XeCI(A) ise terimleri Ac X ’in elemanlarindan olusan ve X noktasina

yakinsayan bir dizi vardir. Dolayisiyla Teorem 3.10°dan ispat tamamlanir.

Teorem 3.12. Bir X uzaymin her noktasi kapanisi K — uzay olan bir komsuluga

sahiptir ancak ve ancak X bir k —uzaydir [30].

Ispat. Kabul edelim ki X noktasindaki bir komsulugunun kapanisi k — uzay olsun.

X ’in k—uzay oldugunu gosterelim. Her K kompakt alt kiimesi i¢in B ™ K kapali

iken B ’nin kapali oldugunu gosterelim. X eCI(B) alalim. O zaman X € B oldugunu
gosterelim. Hipotezden cl (U) bir k— uzay olacak sekilde X noktasinin bir U
komsulugu vardir. Her L <cl(U) kompakt alt kiimesi i¢in Bnel(U)nL=BnL
kiimesi de kompakttir. Bu yiizden Bnel(U)=BnNL, cl(U) da ve sonug olarak
X ’de kapahdir yani CI(B nel(U )) =Bncl(U) saglamr.  Ayrica
xecl(Bcl(U))dir. Aksi halde (Bcl(U))nV =@ olur ki bu BAU NV =@
olmasi gerektirir. Bu X eCI(B) olmasi ile gelisir. Oyleyse x e CI(BmCI (U )) yani

xeBncl(U) olur. O zaman x e B dir. Bdylece B kapalidir.

Teorem 3.13. X bir topolojik uzay olsun. Her Ac X ve xecl(A) igin

x e cl(ANK) olacak sekilde kompakt bir K kiimesi varsa X uzay: bir K —uzaydir

[30].

Ispat. X uzaymin bir k — uzay oldugunu gosterebilmek i¢in her F kompakt kiimesi
ile arakesiti F ’de kapali olan Ac X kiimesinin kapali oldugunu gosterelim.

xecl(A) alarak xe A oldugunu gdsterim. x ecl(ANK) olacak sekilde K < X

kompakt alt kiimesinin var olsun. Kabulden AN K kapalidir. Dolayisiyla
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AﬁKzCI(Ar\K) "dir. Boylece xe AnK , yani xe A olur. Sonug olarak A

kiimesi kapalidir.

Teorem 3.14. X yerel kompakt bir uzay ise X uzay1 bir k — uzaydir [27].

Ispat. X yerel kompakt bir uzay olsun. X ’in kapali olmayan bir alt kiimesi B
olsun. Bazi C kompakt kiimeleri i¢cin BNC kapali olmadigin1 gosterelim.
Varsayalim ki B kiimesine ait olmayan B ’nin bir yigilma noktast X olsun. X
yerel kompakt oldugundan X ’in bir kompakt U komsulugu vardir ve X bir y1gilma

noktast olmasina ragmen X ¢ B "U oldugundan B U kapali bir kiime degildir.

Tammm 3.15. X deki her kompakt K kiimesi i¢in B < A olmak tlizere BNK
kiimesi AN K ’da acik (kapali) iken B kiimesi A kiimesinde acik (kapali) ise X

uzaymin A alt uzayi (k) ozelligine sahiptir denir [51].

Teorem 3.15. X uzayinin bir A alt kiimesi K —uzaydir ancak ve ancak

1) A kiimesi (k) ozelligine sahiptir.

(2) Her K< X kompakt alt kiimesi i¢gin AN K, k —uzaydir [51].

Ispat. X ’in bir A alt uzayr k —uzay ise A agik bir sekilde (k) ozelligine sahiptir.

Ayrica A kiimesinin X ’in her kompakt alt kiimesi ile kesisimi A ’da kapali bir alt
kiimedir. Boylece AN K kiimesi A ’nin kapali alt kiimesi olup Teorem 3.9’dan

ANK, k—uzaydir.

Tersine, A’nin her kompakt alt kiimesi ile kesisimi A ’da kapali olan A ’nin alt

kiimesi U olsun. X ’in herhangi C kompakt alt kiimesini alalim. Hipotezden

ANC, k—uzaydir. Boylece U NC kiimesi AN C de kapalidir. A, (k) ozelligine

sahip oldugundan U , A’dakapalidir ve A, Kk —uzaydir.
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Teorem 3.15’te X ’in kompakt alt kiimelerinin kapali oldugu varsayimina sadece

(2)’nin yeterlilik sart1 i¢in gerekli olduguna dikkat ediniz.



BOLUM 4. KUVVETLI k —-UZAYLAR

Bu boliimde on-topolojik uzaylarda kuvvetli kompakt alt kiimelerin bir ailesine gore
zayif on-topolojiye sahip olan kuvvetli k —uzay tanimi yapilarak kK —uzay kavrami
genellestirilmistir. Bir uzayin kuvvetli k — uzay olma sartlarini arastirmanin yani sira

alt uzaylarinin 6zellikleri de arastirilarak ilgili teoremler ifade ve ispat edilmistir.

Tanmm 4.1. Her K< X kuvvetli kompakt kiimesi icin ANK kimesi K ’da
on-kapali (6n-agik) iken A on-kapali (6n-agik) kiime ise X oOn-topolojik uzayina

kuvvetli k —uzay denir.

Tamm 4.2. (X,7,) ve (Y,7,) iki topolojik uzay ve f:X —Y &rten bir fonksiyon
olsun. Herhangi V <Y kiimesinin n-agik olmasi i¢in gerek ve yeter sart (V)

kiimesinin X ’de 6n-agik olmasi ise f ’ye on-boliim doniistimii denir.

On-boliim déniisiimii tamimi geregi Y ’deki her 6n-agik kiimenin ters goriintiisii

X ’de 6n-ag¢ik oldugundan 6n-bolim doniisiimii 6n-kararsizdir.

Ornek 4.3. X ={ab,c,d} iizerindeki topoloji 7, ={@,X,{a}} ve on-topoloji
pr, ={@,X,{a}.{a,b},{a,c},{a,d},{ab,c},{ab,d} {acd}} olsun.  Ayrca
Y={123} iizerindeki topoloji 7,={@,Y,{1},{1,2},{1,3}} ve on-topoloji
pr, ={@Y.{1},{1.2},{1.3}} olsun ve f:(X,5)—>(X,7,) déniisimi

f(a)=1 f(b)=f(d)=2 f(c)=3 olacak sekilde tammlansmn. Bu halde f bir

On-boliim doniisimiidiir.
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Teorem 4.4. (X,7,) ve (Y,z,) iki topolojik uzay, pz,, X iizerinde bir én-topoloji,
ve f:X =Y orten bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunu 6n-kararsiz kilan en ince

on-topoloji pz, bir 6n-bdliim topolojisidir.

Ispat. On-béliim doniigiimii tammu geregi her V e pr, kiimesi i¢in 7 (V)e pg
oldugundan f:X —Y 0n-bolim dontsimi oOn-kararsizdir. Diger taraftan Y
kiimesi tlizerinde f fonksiyonunu On-kararsiz kilan bir 6n-topoloji pz’ olsun.
Herhangi U e pr’ alahm. Bu durumda f 6n-kararsiz oldugundan f(U)e pz, “dir.
Boylece pr, 0On-bolim topolojisi oldugundan U e pz,’dir. O halde pz’c pr,

oldugu goriiliir.

Teorem 4.5. X kuvvetli k—uzaydir ancak ve ancak X yerel kuvvetli kompakt

uzayin bir 6n-bdliim uzayidir.

Ispat. X uzay1 kuvvetli k—uzay ve X ’in biitiin kuvvetli kompakt alt kiimelerinin

ailesi p olsun. Y = Y K olacak sekilde X uzayindan indirgenmis topolojiye sahip
€p

olan biitin K € ¢’larin ayrik bilesimi bir yerel kuvvetli kompakt uzaydir. Bu
durumda bir f:Y — X dogal déniisiim vardir dyle ki her K € g kuvvetli kompakt
alt kiimesini X ’in K kuvvetli kompakt alt kiimesine karsilik getirir. pz ve pr,,
sirasiyla X iizerinde kuvvetli kompakt iiretilmis ve n-bdliim topolojisi olsun. f
dontistimi ile verilen 6n-boliim topolojisinin X tizerindeki orijinal on-topoloji ile

cakistigini gosterelim. Acik bir sekilde pr < prz, ’dir.

Oyleyse X uzaymin Y ’nin bir 6n-bdliim uzay1 oldugunu gostermek igin pr, < pr
oldugunu gostermemiz gerekir. Herhangi Ae pr, alalim. X uzaymm kuvvetli

k —uzay olmasi her K = X kuvvetli kompakt alt kiimesi i¢gin AN K kiimesi K *da

on-agik ise A€ pr olmasm gerektirir. O halde ANK kiimesinin K kiimesinde

on-acik oldugunu gosterelim. Ayrica Ae pr, oldugundan f_l(A) kiimesi Y ’de
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on-aciktir. f’l(A)mK kiimesi Y ’den K ’ya indirgenmis alt uzay on-topolojisine
gore On-agiktir. f’l(A)m K kiimesi K <Y ’nin bir alt kiimesi olmasinin yaninda
K < X ’in de bir alt kiimesidir dyle ki f‘l(A)m K =AnK~’dir. Bu yiizden AnK

kiimesi K ’da on-agiktir yani Ae pr’dur. Sonug¢ olarak pr, < pr olur. X

tizerindeki kuvvetli kompakt iretilmis ile 6n-boliim topolojisi ¢akisir ve kuvvetli

k — uzayin yerel kuvvetli kompakt uzayin 6n-boliim uzayi oldugu goriiliir.

Aksine f:Y — X bir 6n-bolim dontisimii ve Y bir yerel kuvvetli kompakt uzay

olsun. Her kuvvetli kompakt K < X alt kiimesi i¢cin K "G kiimesi K ’da on-acik
olacak sekilde G < X kiimesini alalm. X ’in bir kuvvetli k —uzay oldugunu
gosterebilmek icin G kiimesinin X ’de 6n-agik oldugunu gostermeliyiz.

f 6n-boliim doniisiimii oldugundan &n-kararsiz fonksiyondur. Yani, G kiimesinin
X >de 6n-agik oldugunu gostermek icin (G) kiimesinin Y ’de 6n-agik oldugunu
gosterelim. Y yerel kuvvetli kompakt oldugundan her y eY noktasiin kuvvetli U

on-agik komsulugu vardir dyle ki cl U kuvvetli kompakttir. f on-kararsiz

fonksiyon oldugundan f(CIpTU) kiimesi X ’de kuvvetli kompakttir. Kabulden
Gnf (CIPTU) kiimesi f(CIpTU)’de on-aciktir. Tekrar f on-kararsiz fonksiyon

oldugundan f™(G)ncl U kiimesi cl, U da 6n-agiktir. O halde f™(G)nU
kiimesi U ’da o6n-agiktir. U seklindeki kiimeler On-agik ve Y ’yi orttiikkleri igin

f‘l(G), Y >de agiktir ve G kiimesi X ’de agiktir yani; X kuvvetli k —uzaydir.

Kuvvetli k —uzaylarm on-kapali kiimelerini incelerken kullanmak iizere asagidaki

iki lemmay1 verelim.

Lemma 4.6. (X, pr) uzay: én-topolojik uzay ve Ac X olmak iizere U = A olsun.

U kiimesi A alt uzayinda on-kapalidir ancak ve ancak X uzayinda bir 6n-kapali V

kiimesi vardir 6yle ki U = ANV ’dir.
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Ispat. U kiimesi A alt uzayinda 6n-kapali olsun. Oyleyse A\U kiimesi A alt
uzaymda On-agiktir. Bu yiizden A\U = ANV, olacak sekilde X uzaymda bir V,

on-ac¢ik kiimesi vardir. Yani, U = Am(X \Vl)’dir. O halde, V = X \V, kiimesi X ’de

on-kapalidir ve U = ANV ’dir.

Aksine, X wuzayinda U =AnNV olacak sekilde bir 6n-kapali kiime V alalim.
Oyleyse A\U =An(X\V)’dir. X\V kiimesi X uzaymnda 6n-agik oldugundan

A\U kiimesi A’da 6n-agiktir. Bu yiizden U kiimesi A alt uzayinda dn-kapalidir.

Lemma 4.7. (X, pr) on-topolojik uzay, A alt kiimesi X ’de 6n-kapali ve U < A

olsun. U kiimesi A uzaymda on-kapalidir ancak ve ancak U kiimesi X uzayinda

on-kapalidir.

Ispat. U kiimesi A alt uzaymnda 6n-kapali oldugundan, Lemma 4.6.’ya gore, X

uzayinda bir V 6n-kapali kiimesi vardir 6yle ki U = ANV ’dir. A ve V alt kiimeleri

on-kapali olduklarindan ADC|(int(A)) ve V Dcl(int(V )) olacak sekilde ifade
edilebilirler. O halde

ANV Dcl(int(A))mcI(int(V)) :cl(int(AmV))
olur, yani ANV kiimesi 6n-kapalidir.

Diger taraftan U kiimesi X uzaymda 6n-kapali olsun. U c A yani U =AnU

oldugundan Lemma 4.6’ya gore, U kiimesi A alt uzayinda 6n-kapalidir.

Teorem 4.8. Kuvvetli k—-uzaym oOn-kapali (6n-agik) alt uzayr bir kuvvetli

k —uzaydir.
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Ispat. (X, pr) kuvvetli k —uzayinin 6n-kapali alt uzayr U olsun. V c U kiimesi ile

her kuvvetli kompakt L —U alt kiimesinin kesisimi 6n-kapal1 olsun. V kiimesinin

U alt uzayinda 6n-kapali oldugunu gostermemiz gerekiyor.

Varsayalim ki K kiimesi X uzayinda herhangi kuvvetli kompakt kiime olsun. K
kuvvetli kompakt ve U on-kapali kiime oldugundan Teorem 2.85°¢ gore U nK
kiimesi K ’da kuvvetli kompakt bir alt kiimedir. U WK =L dersek, hipoteze gore,
V NnL kiimesi U kiimesinde 6n-kapalidir. Lemma 4.7’ye gore, U kiimesi 6n-kapali
oldugundan V nL kiimesi X ’de de On-kapalidir. Tekrar X kuvvetli k—uzay
oldugundan V kiimesi X uzayinda on-kapalidir. V cU oldugu i¢in de V kiimesi

U kiimesinde de 6n-kapalidir.

Teorem 4.9. X kuvvetli k —uzaydir ancak ve ancak her x e X noktasi int(CI(U ))

kuvvetli k —uzay olacak sekilde bir U 6n-komsuluguna sahiptir.

Ispat. X uzayindaki her X noktasmin 6n-komsulugunun kapanisinmn igi kuvvetli
k—uzay olsun. X uzaymm kuvvetli k—uzay oldugunu gosterebilmek igin, her
kuvvetli kompakt K kiimesi i¢in BN K kiimesi K ’da 6n-agik olsun. B kiimesinin

X ’de 6n-agik oldugunu gdstermemiz gerekiyor.

Varsayalim ki xe B olsun. O halde x noktasinin int(cl (U )) kuvvetli k —uzay
olacak sekilde bir U 6n-komsulugunu alalim. Her kuvvetli kompakt L — int(cl (U ))
alt kiimesi i¢in (B N int(cl (U ))) NL=BNL kiimesi on-aciktir. Bdylece

B mint(cl (U )) kiimesi int(Cl (U )) kiimesinde 6n-aciktir. Yani,

Bnint(cl(U)) < int(cI(B Aint(cl(U )))) cint(cl(B))nint(cl(U))
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olur. XeBmint(Cl (U )) oldugu zaman Xeint(CI(B)) oldugundan dolay1r B kiimesi

on-agiktir, yani Bc int(Cl(B))’dir.

Aksine, X uzayi kuvvetli k—-uzay ve X wuzaymndaki herhangi X noktasinin
herhangi 6n-komsulugu U olsun. int(cI(U )) kiimesi On-agiktir. Bdylece ispat

Teorem 4.8’den tamamlanir.

Teorem 4.10. X ’in her bir A alt kiimesi ve x € A noktast igin x e int(cl(AnL))

olacak sekilde kuvvetli kompakt bir L kiimesi varsa X uzayi1 kuvvetli k —uzaydur.

Ispat. Varsayalim ki A kiimesi ile X ’in her kuvvetli kompakt K kiimesinin

kesisimi K ’da on-agik kiime olsun. X e A ig¢in x eint(CI(Am L)) olacak sekilde

herhangi kuvvetli kompakt kiime L olsun. Hipoteze gore, kuvvetli kompakt L

kiimesi i¢cin ANL kiimesi L ’de 6n-agik oldugundan ANL c int(CI(Am L)) “dir.

Ayrica
int(cl(AnL))cint(cl(A))nint(cl(L))

oldugundan Xeint(CI(A))’dir. Bu yiizden A kiimesi dn-agiktir, yani X kuvvetli

k —uzaydir.
Teorem 4.11. Yerel kuvvetli kompakt uzayr kuvvetli k —uzaydir.

Ispat. X uzay: yerel kuvvetli kompakt ve Ac X olsun. Varsayalim ki A kiimesi
ile X ’in her kuvvetli kompakt K kiimesinin kesisimi K ’da 6n-acik kiime olsun.
A’daki herhangi X noktasi i¢cin X€ X olup X wuzayr yerel kuvvetli kompakt

oldugundan X noktasinin kuvvetli kompakt L 6n-komsulugu vardir. AL kiimesi

on-acik oldugundan dolay Ar\Lcint(Cl(AmL)) ‘dir. Bu yiizden bir L
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on-komsulugu vardir dyle ki Xeint(CI(Am L))’dir. Boylece Teorem 4.10 goz

Ontine alindiginda ispat tamamlanir.

Simdi bir sonraki teoremi ispatlamak i¢in onunla ilgili asagidaki iki lemmay1

verelim.

Lemma 4.12. (X, pr) on-topolojik uzay1 6n-birinci sayilabilir uzay olsun. X € X
noktast ve Ac X alt kiimesi i¢in x ecl A’dir ancak ve ancak A kiimesinde X

uzayina On-yakinsak bir {Xn }neN dizisi vardir.

Ispat. Kabul edelim ki X uzay1 6n-birinci sayilabilir uzay ve xecl A olsun. X

on-topolojik uzay1 birinci sayilabilir uzay oldugundan {U”}neN on-tabaninin birbiri

i¢inde azalan ve sayilabilir 6n-komsuluklari vardir. x e cl A oldugundan her ne N

igin U, nA=Z dir. x, €U NA secilerek A kiimesinde bir {x} dizisi
olusturulmaktadir. Bu sekilde olusturulan {x } dizisinin x noktasma on-

yakinsayacag asikardir.

Aksine, A kiimesinde < X,>— X olacak sekilde bir {xn}nEN dizisi verilsin. On-
yakinsaklik tanimi geregi, X’in her U 6n-komsulugu i¢in en azindan bir n, e N
noktast vardir Oyle ki her n=n; i¢in X, €U ’dir. Bu yiizden x,eUNA olur.

Dolayisiyla x e cl A dur.

Lemma 4.13. (X, pr) on-topolojik uzay olsun. Eger X ’in elemanlarindan olusan ve

Xe X noktasina on-yakinsayan dizi {Xn} ise C= {X} U{Xn ‘ne N} kiimesi

neN

kuvvetli kompakt kiimedir.
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Ispat. C kiimesinin bir on-acik ortiisii Q={Ui:ie|} ailesi olsun. CcuU,

il
oldugundan bir i, € | vardir 6yle ki x e U, “dir. Diger bir yandan, {Xn}neN dizisi x
noktasina On-yakinsadigindan bir n, €N noktast vardir 6yle ki n=n, igin

X, €U, “dir. Her bir n<n, i¢in X, €U, olacak sekilde U, €Q olsun. Bu durumda,
no—l . nofl
n<n, icin X, € Y U, dir. Oyleyse CcU, u( Y Uij’dir. Diger bir deyisle,

{UiO}U{Ui 1=12,..,n, —1} ailesi Q={U;:iel} 6n-agik ortiisiiniin sonlu bir alt

on-acik drtiisiidiir. Boylece C ={x}U{x, :neN} kiimesi kuvvetli kompakttir.

Teorem 4.14. Birinci sayilabilir 6n-topolojik uzay kuvvetli k — uzaydir.

Ispat. Kabul edelim ki x ecl_ A olsun. Lemma 4.12ye gore, A’daki X noktasina
on-yakinsak bir {Xn}neN dizisi vardir. C :{X}u{xn ‘ne N} kiimesini alalim. C ’nin
kuvvetli kompakt oldugu Lemma 4.13’den goriilmektedir. Her x € X noktas1 igin C

kiimesi kuvvetli kompakt oldugundan X yerel kuvvetli kompakttir. Ispat

Teorem 4.11°den goriiliir.

Tammm 4.15. X *deki her bir kuvvetli kompakt K kiimesi icin Bc A ve BNK
kiimesi AN K’da 06n-agik (6n-kapali) oldugu zaman B kiimesi A kiimesinde

on-agik (6n-kapali) ise X uzaymin A alt uzayi (k) 6zelligine sahiptir denir.

Teorem 4.16. X uzaymin A alt uzayr kuvvetli k—uzaydir ancak ve ancak A
kiimesi (k) 6zelligine sahiptir ve X deki her bir kuvvetli kompakt K kiimesi igin

ANK alt uzayi kuvvetli k —uzaydir.

Ispat. X ’in A alt uzay1 kuvvetli k —uzay olsun. Varsayalim ki B < A kiimesinin
her bir kuvvetli kompakt K < X kiimesiyle kesisimi A K ’da 6n-agik kiime olsun.
Dolayisiyla BN K kiimesi K< A igin ANK =K ’da én-agiktir ve A alt uzayi

kuvvetli k-—uzay oldugundan B kiimesi A’da oOn-agiktir. Yani A kiimesi
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(k) ozelligine sahiptir. Ayrica her kuvvetli kompakt K kiimesi icin AN K kiimesi
A’nin 6n-agik kiimesidir. Teorem 4.8’e gore, kuvvetli k —uzayin on-agik alt kiimesi

kuvvetli k —uzay oldugundan AN K kiimesi kuvvetli k —uzaydir.

Diger taraftan Bc A alt kiimesi ve her kuvvetli kompakt K c A igin
BN K c AnK 6n-agik olsun. Her kuvvetli kompakt L < X i¢in AL bir kuvvetli
k —uzay olsun. M c AN L kuvvetli kompakt kiimesini alalim. Bu takdirde M NL

kiimesi kuvvetli kompakttir. Hipoteze gore, kuvvetli kompakt M NL kiimesi i¢in

BA(MANL) yani (BAL)NM &n-acik kiimedir. ANL bir kuvvetli k- uzay

oldugundan BNL kiimesi ANL’de 6n-agiktir. A alt uzay1 (k) 6zelligine sahip

oldugundan B, A’da 6n-a¢ik kiimedir, yani A kuvvetli k — uzaydir.



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismadaki orijinal kisim Boliim 4’te verilmistir. Bolim 3’te tanimlanmis olan
k —uzay kavrami goz Oniine alinarak on-topolojik uzaylardaki 6n-agik ve kuvvetli
kompakt kiimeler yardimiyla kuvvetli k —uzay tamimi yapilarak ve yerel kuvvetli
kompakt uzaylarin ve On-birinci sayilabilir uzaylarin Kkuvvetli Kk —uzay olup
olmadiklar1 arastirilmistir. Bu arastirma i¢in 6n-topolojik uzayda gerekli olan lemma

ve teoremler ispatlanmustir.

Bu galigmada tanimlanan kuvvetli K —uzaylarin anti-uzaylar1 daha ileri bir ¢alisma
olarak ele alinabilir. Ayrica kuvvetli K—uzaylara iliskin elde edilen teorem ve

sonuglar, On-agcik kiimeleri de kapsayan y—agik kiimelerin ailesi olan
genellestirilmis topolojik uzaylarda y —kompakt alt kiimelerin ailesine gore zayif

genellestirilmis topolojisi tiretilerek genellestirilebilirler.
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