T.C.
SAKARYA UNIiVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

Z,+ul., HALKASINDAKI DEVIRLI KODLAR, SABIT
DEVIRLI KODLAR VE KENDINE DUAL KODLAR

YUKSEK LiSANS TEZI
Fatma Zehra UZEKMEK

Enstitii Anabilim Dal : MATEMATIK
Enstitii Bilim Dal : CEBIR VE SAYILAR TEORISIi
Tez Danismani : Prof. Dr. Mehmet OZEN

Haziran 2015



T.C.
SAKARYA UNIVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

Z.,+uZ, HALKASINDAKI DEVIRLI KODLAR, SABIT
DEVIRLI KODLAR VE KENDINE DUAL KODLAR

YUKSEK LISANS TEZI

Fatma Zehra UZEKMEK

Enstitii Anabilim Dali - MATEMATIK

Enstitii Bilim Dali : CEBIR VE SAYILAR TEORISi

Bu tez 16 .06 .2015 tarihinde asagidaki j jurl tarafindan oybirligi /oyceldugw ile
kabul edilmistir.

% Prof Dr. d D

Irfan SIAP Mehmet OZEN KUS

Jiiri Baskam Uye



BEYAN

Tez igindeki tiim verilerin akademik kurallar ¢er¢evesinde tarafimdan elde edildigini,
gorsel ve yazili tim bilgi ve sonuglarin akademik ve etik kurallara uygun sekilde
sunuldugunu, kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapilmadigini, bagkalarinin
eserlerinden yararlanilmasi durumunda bilimsel normlara uygun olarak atifta
bulunuldugunu, tezde yer alan verilerin bu iiniversite veya bagka bir {iniversitede

herhangi bir tez ¢caligmasinda kullanilmadigin1 beyan ederim.

74

R
y ;fi{(éw\'/
Fatma Zehra UZEKMEK

16.06.2015



TESEKKUR

Matematigin bu alanina yonlenmemi saglayan, ¢alismalarimda her zaman yardimci
olan ve sabrin1 benden esirgemeyen saygideger hocam Prof. Dr. Mehmet Ozen’e,
bilgi ve deneyimlerinden yararlanma firsati buldugum, o6zellikle ¢alismanin
bilgisayar hesaplamalarinda yardimci olan Kenyon University’den Prof. Dr. Nuh
Aydin’a ve savunmama katilarak bilgilerinden istifade edebilme firsati buldugum
saygideger hocam Prof. Dr. Irfan Siap’a tesekkiirlerimi sunarim. Takildigim yerlerde
yardime1 olan bdliimiimiiz doktora dgrencisi N. Tugba Ozzaim’e de tesekkiir ederim.
Ayrica bugiinlere ulasmamda maddi ve manevi destekleriyle her zaman yanimda olan

cok degerli aileme siikranlarimi sunarim.



ICINDEKILER

TESEKKUR ..ot eeee s, i
ICINDEKILER ...ttt ii
SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESI.......coooiviiiieieeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e iv
TABLOLAR LISTESI ...ooviieeceeeeeeeeeeeeeeee e v
OZET oottt vi
SUMMARY ...ovomieieeieeeeeeeeeee e s s s s vii

GIRIS oot 1

1.1. Cebirsel Tanimlar...........ccccoeiiiiiiiiiiiiiee e 1

1.2. Lineer Kodlar........cocoiiiiiiiiiniiiieccccecese e 7

1.3. Devirli Kodlar..........cooeiiiiiininiiiniciccccccneeeeeeee e 13

1.3.1. Devirli bir kodun tireteg polinomu .........ccccecvevvevierieneenenicnene 14

1.3.2. Devirli bir kodun kontrol polinomu...........ccceeeeveriinieninicnnnn 15

1.4. Agirlik Sayaglari, Karakter ve MacWilliams Ozdesligi ...................... 16
BOLUM 2.

W =1, Ly +uley HALKAST oot 18

21.u” =1, Z,+uZ,, Halkasimin YapiSl ..........ccceeevvererereerrererereeneenererenennn. 18
BOLUM 3.

u> =1, Z,+uZ, HALKASINDA DEVIRLI KODLAR .........ccccceoovvevrmerrrnnrnne. 22

3.1. Z,+uZ, Halkasinda Devirli Kodlar .............ccccovevririririrneieieieienen. 23



BOLUM 4.
u>=1, Z,+uZ, SABIT DEVIRLI KODLAR..........ccccccoovviiierieereeeeeeereeeeen, 30

4.1. R Halkasindaki (2+u)- Sabit Devirli Kodlar Gray Gériintiileri...... 32

4.2. R Halkasindaki Tek Uzunlukta Olan (2 +u) - Sabit Devirli Kodlar .... 34

BOLUM 5.
u>=1, 7Z,+uZ, KENDINE DUAL KODLAR, OZDESLIK ANLAMINDA
KENDINE DUAL KODLAR, AGIRLIK SAYACLARI VE MACWILLIAMS

OZDESLIGT ..o 43
5.1. Tam Agirlik Sayaglar1 ve MacWilliams Ozdesligi ............ccovevervevernnne. 44
5.2. Simetri Agirlik Sayaci ve Lee Agirlik Sayact .....ccccoovevvviinieniiennnne. 45
5.3. Kendine Dual Kodlar, Projeksiyonlar, Liftler ve Z, Goriintiileri ......... 49
5.4. Ozdeslik Anlaminda Kendine Dual Kodlar ...........ccocooveveveveveveveieeenennnn 53

BOLUM 6.

HESABA DAYALI SONUGLAR ....cotitiiiiiiieeeeeeesieee e e 57

BOLUM 7.

SONUCLAR VE ONERILER ......coiiiiueeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 60

KAYNAKLAR ..ottt 61

OZGECMIS ..o 64



SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

C : Kod

c* : C kodunun tiimleyeni

d, : Lee uzaklik

d, : Oklid agirlik

F : Cisim

G : Grup

I : Ideal

R : Halka

R : Modiil

Sp( A) : A kiimesinin biitiin lineer birlesimlerinin kiimesi
<u,v> : u ile v ’nin i¢ carpimi

14 : Vektor uzayi

Vi(n,q) : Elemanlar1 F,’dan alinan » - lilerin kiimesi
w s Agirhik

w,(x) : C kodunun agirlik sayaci

X : Halkanin bir karakteri

o : Devirli kod

v : Sabit Devirli Kod

[0)) : Gray donilistimii

¢| c : @ ’nin C’ye kisitlanist

| | : Mertebe

iv



TABLOLAR LIiSTESI

Tablo 5.1. Z, +uZ, \izerindeki elemanlarin Lee agirliklart ........................... 46
Tablo 5.2. Z,+uZ, tzerindeki ikili dairesel matrislerden elde edilen 6zdeslik

anlaminda kendine dual Z, kodlar ...............ccccoeviiiiiiiiiiiniei, 56
Tablo 6.1. Lee ve Oklid agirliklari ile 7 uzunlugundaki baz1 devirli kodlar ........ 58

Tablo 6.2. Lee ve Oklid agirliklar1 ile 23 uzunlugundaki baz1 devirli kodlar....... 59



OZET

Anahtar kelimeler: u”* =1 iken Z,+uZ, iizerindeki kodlar, Sabit devirli kodlar,
Kendine dual kod, Ozdeslik anlaminda kendine dual kod.

Bu tezde u” =1 iken R=7,+uZ, halkasi iizerindeki devirli kodlar ve (2+u)-sabit
devirli kodlar ¢alisilmistir. Bu halka {izerindeki devirli kodlarin iiretegleri ve geren
kiimeleri belirlenmistir. Tek uzunlukta olan (2+u) -sabit devirli kodlarin Z,

gortintiilerinin Z, {izerinde devirli kod oldugu ispatlanmistir. Ayrica bu halka

iizerindeki kendine dual (self dual) kodlar, 6zdeslik anlaminda kendine dual
(formally self dual) kodlar ve ikili dairesel (double circulant) kodlar ¢aligilmistir.

Onceden en iyi olarak bilinen Z, lineer kodlarin parametrelerinden daha iyi

parametrelere sahip R tizerindeki devirli kodlarin Z, goriintiilerine pek ¢ok drnek
verilmistir.
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CYCLIC CODES, CONSTACYCLIC CODES AND SELF DUAL

CODES OVER THE RING Z, +uZ,

SUMMARY

Keywords: Codes over Z,+uZ,, where u” =1, Cyclic codes, Constacyclic codes,
Self dual, Formally self dual.

In this paper, we study cyclic codes and constacyclic codes with shift constant
(2+u) over R=7,+uZ,, where u” =1. We determine the form of the generators

of the cyclic codes over this ring and their spanning sets. Considering their Z,
images, we prove that the Z,- image of a (2 + u) - constacyclic code of odd length is

a cyclic code over Z,. We also study self dual, formally self dual, and double
circulant codes over this ring. We also present many examples of cyclic codes over

R whose Z,- images have better parameters than previously best-known Z, - linear
codes.
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BOLUM 1. GIRiS

Bu boliimde verilen tanim, teorem ve Onermeler diger boliimler i¢in bir hazirlik

niteliginde olup, diger boliimlerde bu tanim ve teoremler kullanilacaktir.

1.1. Cebirsel Tanimlar

Tammm 1.1.1 G bos olmayan herhangi bir kiime olsun. G kiimesinin
elemanlarindan olusan her sirali ikiliye G ’de bir ve yalniz bir eleman karsilik getiren

bir fonksiyona G {lizerinde bir ikili islem denir. Bu islem = sembolii ile gosterilirse;

GxG—>G
(a,b)—)a*b

seklinde tanimlanir.

Tamm 1.1.2 G bostan farkli bir kiilme ve *, G ’de tanimh bir ikili islem olsun.
Eger (G,*) cebirsel yapisi asagidaki aksiyomlar sagliyorsa (G,*) ikilisine bir grup
denir [1] .

G1) =, G’de bir ikili islemdir.

G2) =+ isleminin G’de birlesme Ozelligi vardir. Yani, Va,b,ceG igin,
a*(b*c)=(a*b)*c dir.

G3) =+ isleminin G’de bir birim elemam vardir. Yani, VaeG igin
a*e=e*a=a olacak sekilde bir e e G vardir.

G4) = islemine gore, G ’deki her elemanin bir tersi vardir. Yani, a€G igin

a*a' =a' *a=e olacak sekilde bir «”' € G bulunabilir.



Tanim 1.1.3 G bir grup, X G ’nin bir alt kiimesi, {H, |i el} te X ’iigeren

G ’nin tiim alt gruplarmin bir ailesi olsun. Bu durumda, (1 H, X kiimesi tarafindan
iel

iretilen G ’nin alt grubu olarak adlandirilmaktadir. < X > ile gosterilmektedir.

X ={a,,...,a,} olmasi durumunda <X > yerine <a,...,a,> yazlabilir. Eger,

aeG 1ise, <a> alt grubu a tarafindan f{iretilen devirli (alt)-grup olarak

adlandirilmaktadir [2] .

Tanim 1.1.4 R bostan farkli bir kiime ve bu kiime {izerinde taniml ikili islem +

ve . olsun. Asagidaki aksiyomlari saglayan (R,+,.) cebirsel yapisina bir halka denir
[2] .
1) (R,+) bir degismeli gruptur.
2) Va,b,ceR igin (a.b).c = a.(b.c)dir. Yani, . isleminin R ’de birlesme
ozelligi vardir.
3) a.(b+c) =ab+ac ve (a +b).c =a.c+b.cdir. Yani, . isleminin + islemi

izerine sagdan ve soldan dagilma 6zelligi vardir.

Tammm 1.1.5 Va,beR i¢in a.b=>b.a olmasi durumunda R ’ye degismeli halka,
VaeR i¢in 1,.a=a.l, =a olacak sekilde 1, € R varsa R ’ye birimli halka,

1, ye de halkanin birim elemani denir [2] .

Tammm 1.1.6 R halkasinda 0#a € R elemant i¢in, ab =0, (veya ba =0,) olacak
sekilde 30 # b € R bulunabilirse a ’ya halkanin sifir boleni, boyle bir b yoksa sifir
bdleni degildir denir [1] .

Tanmm 1.1.7 Sifir bolensiz bir halkaya tam halka denir. Birimli, degismeli ve sifir

bolensiz (tam) halkaya da bir tamlik bolgesi denir [1] .

Tamm 1.1.8 R bir tamhik bdlgesi olsun. m.l, =0, olacak sekilde bir m >0

tamsayist varsa bdyle m ’lerin en kiigligline R ’nin karakteristigi denir. Eger bu

ozellikte hicbir m bulunamiyorsa R 'nin karakteristigi sifir denir [1] .



Tanim 1.1.9 R bir halka ve 0= .S < R olsun. R ’deki islemlere gore S alt kiimesi
kendi basina bir halka ise S ’ye R halkasinin bir alt halkas1 denir [2] .

Tamm 1.1.10 A4, R halkasinin bir alt kiimesi olsun. R 'nin 4 ’y1 kapsayan biitiin
alt halkalarinin arakesitine A 'nin iirettigi alt halka denir ve < 4 > ile gosterilir.

A’nin elemanlarina da < 4 > “nin iiretecleri denir [1] .

Tanim 1.1.11 R bir halka ve 7, R’nin bostan farkli bir alt halkasi olsun. Bu

durumda,

1) Vx,yel:x—-yel
2) VreR ve Vxel iken rx el ise sol ideal;

VreR ve Vxel iken xr el ise sag ideal

olarak adlandirilmaktadir. Hem sol hem de sag ideal mevcut ise / ’ya ideal denir [2].

Tanmm 1.1.12 4, R halkasinn bir alt kiimesi, {4, |i el} da A’y kapsayan

R ’deki tiim ideallerin ailesi olsun. Bu durumda (14,, A tarafindan iiretilen ideal
iel
olarak adlandirilmaktadir. (A4) ile gosterilir. 4 ’nin elemanlaria (A) idealinin

iretecleri denir. Eger A4 = {a} tek elemanli bir kiime ise A4 'nin {rettigi ideale temel

ideal denir ve (a) ile gosterilir [2] .

Tamm 1.1.13 Her ideali temel ideal olan halkaya temel ideal halkasi, her ideali

temel 1deal olan tamlik bolgesine ise temel ideal bolgesi denir [2] .

Tanmm 1.1.14 R bir halka ve 7, R’nin bir ideali olsun. Va,be R igin, R

halkasinin, bir / idealine gore denklik bagintisi,
a=b (mod I) < a-bel

bigiminde tanimlanir [1] .



Onerme 1.1.1 R halkasimin, bir / idealine gére tamimlanan denklik siniflart

arasinda;
(a+1)®(b+1)=(a+b)+1, (a+1)O(b+1)=(ab)+1
ile tanimlanan @ ve © islemlerine gore R// bir halkadir. Bu halkaya R ’nin [

idealine gore boliim halkasi denir [1] .

Tamm 1.1.15 R ve S iki halka olsun. Va,be R igin,

f(a+b):f(a)+f(b) ve f(ab):f(a)f(b) ise

f :R— S fonksiyonuna bir halka homomorfizmasi denir [2] .

Tanmm 1.1.16 f:R— S homomorfizmas1 birebir ve Orten ise [f’ye bir

izomorfizma, R ve S ’ye izomorf halkalar denir. R= S ile gosterilir [1] .

Tamm 1.1.17 f:R — S halka homomorfizmasinin ¢ekirdegi

gek(f):{reR|f(r)=OS}
dir [2] .

Tanmm 1.1.18 R bir halka, x bir bilinmeyen ve q,,q,,...,a, ’lar R ’nin elemanlar1
olmak tizere,

a, +ax+..+a.x"
seklindeki bir ifadeye R ’den katsayili bir polinom denir. R ’den katsayili tiim

polinomlar kiimesi R[x] ile gosterilir [1] .
Onerme 1.1.2 R bir halka ise R[x] de bir halkadir [1] .

Onerme 1.1.3 R bir halka olsun [1] .
1. R birimli ise R[x] de birimli,
1i. R degismeli ise R[x] de degismeli,

iii. R tamlik bolgesi ise R[x] de tamlik bolgesidir.



Tamm 1.1.19 Bir R tamlik bdlgesinin tiim elemanlarini bélen R 'nin bir elemanina

aritmetik birim veya birimsel eleman denir [1] .

Onerme 1.1.4 R ’nin aritmetik birimleri, R ’deki terslenebilen elemanlardan

ibarettir [1] .

Tamm 1.1.20 R degismeli ve birimli bir halka ve M de R’nin (1)den farkl bir

ideali olsun. R 'nin, M ’yi kapsayan M ve R ’den baska hicbir ideali yoksa, M ’ye

R ’nin bir maksimal ideali denir [1] .

Onerme 1.1.5 M, R ’nin bir (l)den farklt bir ideali olsun. M ’nin maksimal

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Vxe R—M igin, M + (x) = R olmasidir [1] .

Tanim 1.1.21 Tek maksimal ideale sahip birimli degismeli bir halkaya lokal halka
denir [2] .

Tanim 1.1.22 Bir S halkasiin tiim sol ideallerinin latisi zincir olusturuyorsa S ’ye
sol zincir halkast; tiim sag ideallerinin latisi bir zincir olusturuyorsa S ’ye sag zincir

halkasi1 denir [40] .

Tanim 1.1.23 (M ,+) bir degismeli grup ve R degismeli bir halka olsun. M ’deki

elemanlarin, R ’deki elemanlarla skaler ¢arpimi, RxM — M fonksiyonu agagidaki

kosullar1 sagliyorsa, M ’ye R flizerinde bir modiil veya kisaca, R —modiil denir [3].

i. VreR ve Vmm'eM igin, r(m+m'):rm+rm',
ii. Vr,r'eR ve VmeM igin, (r+r')m:rm+r'm,
, .. , ,

iii. Vr,r'eR veVmeM igin, (rr')m=r(r'm),

iv. VmeM icinl,m=m.



Tamm 1.1.24 R bir halka, M bir R—modiil ve N < M bos olmayan bir alt kiime

olsun. N kendi basia bir R — modiil ise N ’ye, M ’nin bir alt modiilii veya R— alt

modiilii denir [3] .

Tamm 1.1.25 R bir halka, M ve N de R — modiil olsunlar. Bir f:M —> N

fonksiyonu,
i. Vmm'eM igin, f(m+m') :f(m)+f(m’)
ii. VreR icin, f(rm) = rf(m)

kosullarini sagliyorsa, f ’ye bir modiil homomorfizmasi veya R — homomorfizma

denir [3] .

Tanim 1.1.26 [, R[x] ’te bir polinom olmak iizere f sifir bolen degil ise f ’ye

regliler polinom denir [4] .

Tamm 1.1.27 F bir cisim, f F ’de bir polinom olsun. @, € ' olmak {izere,

f (x) = Zai X, yazisin. a, =1 olmasi durumunda f polinomuna monik polinom
i=0

denir [9] .

Tamm 1.1.28 [ ve g R[x] ‘te sifirdan farkli polinomlar olsun. g regiiler ise

f=gq+r , der(r)<der(g) olacak sekilde q,reR[x] vardir. Bu ifade Oklid

algoritmasi olarak adlandirilmaktadir [4] .

Teorem 1.1.1 1, R[x] ’te regiiler bir polinom olsun. Bu durumda ae€R i¢in,
f(a)=0 < f"(a)=0 olacak sekilde xf =uf" olan monik polinomu vardr.

Ayrica v f = f~ olacak sekilde v e R[x] birimsel eleman1 vardir [4] .



Teorem 1.1.2 R sonlu bir halka ise asagidaki ifadeler denktir [41] .
a) R bir Frobenius halkadir.

b) Bir sol modiil olarak, R= ,R dir.

¢) Bir sag modiil olarak, R= R, dir.

1.2. Lineer Kodlar

Tanmm 1.2.1 F cismi uzerinde tanimli elemanlart vektorler olan 7 kimesi

asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa V' kiimesine vektor uzayi denir [5] .

V1) V¥ kiimesi toplama islemine gore degismeli bir gruptur.

V2) VaeF veuelV icin auelV dir.

V3) VabeF ve Vu,vel igin a(u+v) =au+av ve (a+b)v =av+bv dir.
V4) VYa,beF veVuel igin (ab)u:a(bu) dir.

VS5) VYueV igin lu=u dur.

Tamm 1.2.2 V' bir vektdr uzayr ve 0=W V' olsun. Eger W, vektor uzayinin

biitlin aksiyomlarini sagliyorsa W ’ya V ’nin bir alt uzay1 denir [5] .

Teorem 1.2.1 V/ bir vektor uzayr ve 0=W V' olsun. W, asagidaki aksiyomlari

sagliyorsa V' vektor uzaymin bir alt uzayidir [5] .

1. Vx,yeW igin x+yeW dir.

ii. VaeF i¢in axeW dir.

Tamm 1.2.3  r’ler skaler olmak {lizere, n tane v,,v,,...,v, vektorlerinin lineer
birlesimi

V=RV +HY, +L Y,



seklindedir. Eger 4={v,v,,...,v,} ise 4 kiimesinin biitiin lineer birlesimlerinin

kimesi Sp(4) ile ifade edilmektedir. Ayrica Sp(A), ¥ vektér uzaymmn bir alt

uzayidir [5] .

Tamm 1.2.4 A={v,v,,..,v,} olsun. Sp(A4), A4 kiimesinin biitiin lineer
birlesimlerinin kiimesi olmak iizere, Sp(A) uzayma A kiimesinin gerdigi (lirettigi)

alt uzay denir. 4 kiimesine de Sp(A) alt uzaymnin bir iireteci denir [5] .

Tanim 1.2.5 J vektor uzayinda v,,v,,...,v, vektorleri verilsin. Eger,

nv, +nv, +..+ryv =0 olacak sekilde en az biri sifirdan farkli olan #,7,,...,r, sayilari
varsa {vl,vz,...,vn} vektorlerinin - kiimesi lineer bagimhdir denir. Eger,
o +ny, +o+rny, =0 = 1n=r=.=r =0 ise lineer bagimsizdir denir [6] .

Tamm 1.2.6 V' bir vektdr uzayt ve 4={v,v,,..,v,} olsun. Eger A kiimesi

asagidaki kosullar sagliyorsa A4 ’ya V ’nin bir taban1 veya bazi denir [6] .
1. A lineer bagimsiz bir kiimedir.

i. A,V ’yi geren bir kiimedir.

Tanmm 1.2.7 V7 vektor uzaynin herhangi bir tabanindaki vektorlerinin sayisina

V' ’nin boyutu denir [5] .

Tanim 1.2.8 A= {al,az,...,aq} sonlu bir kiime olsun. Bu kiimeye alfabe yada ¢ - Iu
alfabe denir. A" ise 4 kimesinden alinan 7 -lileri temsil etsin. Bu durumda 4"
kiimesine sozler ailesi denir. A" 'nin herhangi bir C alt kiimesine ¢ -lu blok kodu,

C ’nin elemanlarina da kods6z denir. C < 4" ’nin M tane elemani varsa C’ye, n

uzunlugunda M elemanli bir kod denir ve (n,M ) ile gosterilir [8].



Tammm 1.2.9 x ve y ayni uzunlukta ve ayni alfabe {izerinde tanimlanmis # -liler

olsun. x ve y’nin farkli bilesenlerinin sayisma, x ile y arasindaki Hamming

uzaklik denir. d(x,y) ile gosterilir [8] .

Tanim 1.2.10 d(C)= min d(x,y) sayisina C kodunun minimum uzaklig

x,yeC,x#y
denir. n uzunlugunda M elemana sahip ve minimum uzakligt d olan bir kod

(n,M,d) ile gosterilir [8] .

Teorem 1.2.2 4", A alfabesinden olusan n-lilerin kiimesi olsun. Hamming

uzaklik asagidaki ozelliklere sahiptir. Vx,y,z € A igin,

D ( Pozitif Tanimlilik )
d(x,y)20ve d(x,y)=0 < x=y

D) ( Simetri )
d(x,y): d(y,x)

II)  ( Uggen Esitsizligi )
d(x,y)Sd(x,Z)er(z,y)

(4".d) ikilisi metrik uzaydir [8] .

Tamm 1.2.11 (X,d) ve (X',d") iki metrik uzay ve f:X — X' bir doniisiim olsun.
Vx,yeX ig¢in,
d'(f(x).f(v))=d(x.y)

esitligi saglanirsa, f doniisiimiine bir izometri denir [30] .

Diger bir deyisle, metrik uzaylar arasindaki bir f doniisiimii, elemanlar arasindaki

uzakliklar1 koruyorsa izometri adini alir [30] .
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Tamm 1.2.12 Bir x =(x,,x,,...,x,) vektdriiniin sifirdan farkli elemanlarinin sayisi
x  vektorinin Hamming agirhigim1  verir. w(x) ile gosterilir. Buradan,

d(x,y)=w(x—y) oldugu goriiliir [8] .

Tanmm 1.2.13 Bir C kodunun sifirdan farkli kodsozlerinin agirliklarinin en

kii¢iigline o kodun minimum agirlig1 denir [8] .

Tamm 1.2.14 C <V (n,q) altkiimesi V' (n,q) vektor uzaymmn bir alt uzayi ise
C’ye bir lineer kod denir. C’nin boyutunun & olmasi durumunda C’ye [n,k]-

kodu denir. C kodunun minimum uzakligi d ise C’ye [n,k,d]-kodu denir [8] .

Teorem 1.2.3  C bir lineer kod ise d(C)=w(C) dir [8].

Tamm 1.2.15 C bir [n,k]- kodu olsun. Satirlar1 C kodunun bazlarindan olusan

kxn tipinde bir D matrisine C ’'nin bir lirete¢ matrisi denir [8] .

Teorem 1.2.4 F, cismi iizerinde bir [n,k,d]- kodu verildiginde, ilk & siitunu k

boyutlu 7, birim matris olan G =| [ _|A | standart formdaki iirete¢ matrisine sahip
yu k k

bir koda denktir [8] .

Teorem 1.2.5 C kodu G = [1 p |A] standart formdaki lirete¢ matrisine sahip [n,k]

parametreli lineer bir kod ise C’nin dik tiimleyeni de H =[—AT In_k} lireteg

matrisine sahip bir [n,n—k] lineer kod olur. H matrisine C kodunun kontrol

matrisi denir [8] .

Tamm 1.2.16 V' bir vektdr uzayr olsun. Asagidaki aksiyomlar saglaniyorsa bu

vektor uzayina i¢ ¢arpim uzayi denir [5] .
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¢ bir skaler ve u,v,weV olmak iizere;

<
i
i (b vw) = (1, w)+ (Vo) ve (v w) = () + e, w)
(cuv) =cluv) ve (u,ev)=c(uv).

1v.

Tamm 1.2.17 V i¢ ¢arpim uzayinda <u,v>=0 ise u vektorl, v vektoriine diktir

(veya ortogonaldir) denir [5] .

Tanmm 1.2.18 V( n é vektor uzayinda dogal olan bir i¢ carpim tanimli olmak

lzere, u :(ul,uz,...,un) , v:(vl,vz,...,vn) € V(n,q) igin ©# ve v ’nin i¢ ¢arpimi,

<u,v>=uy +u,v, +..+tuy,

seklinde tanimlanir [8] .

Tamm 1.2.19  C kodu bir [n,k] lineer kod olsun.

Cct= {u € V(n,q):< u,v>=0,ve C}

kiimesine C ’nin dik tiimleyeni (dual kodu) denir [8] .

Teorem 1.2.6 [8]

1. Eger G = [1 P |A] , C kodunun bir tirete¢ matrisi ise 0 zaman

ct ={x € V(n,q)‘<x,v> =0,Vve C}
dir.

2. Lineer bir [n,k]- kodunun duali de bir [n,n—k]- koddur.

3. Eger C lineer birkod ise (C*) =C dir.
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Tanim 1.2.20 C =C" olmasi durumunda C koduna kendine dual, C = C* olmas1

durumunda ise C ’ye kendine dik kod (self ortogonal) denir [8] .

Tamm 1.2.21 ¢ >1 olmak iizere, g - boyutlu bir kod alfabesi 4, n ve d degerleri

verilsin. A4 {izerinde miimkiin olan en biliyiikk boyuta sahip bir (n,M ,d )— kodu
A, (n,d) olsun.

Bu durumda, 4, (n,d):max{M : A tizerinde bir [n,M ,d]—kodu mevcuttur.}
Maksimum boyutlu herhangi bir (n,M,d)- C koduna (M =4 (nd )) optimal kod

denir [10] .

Tamim 1.2.22 R iizerinde n uzunlugunda lineer bir kod C olsun. Herhangi bir

n—1

c=(c0,cl,...c ) kodsozli i¢in c¢’nin Lee agirhgi WL:ZWL(CI') olarak

> n-1
i=0

tanimlanmaktadir [11] .

Tamm 1.2.23 Herhangi bir ¢’ e C ve ¢ #¢ igin, d, (c,¢') iki kodsdz arasindaki Lee
uzaklik olmak iizere d,(c,c’)=w,(c—c') ifadesine C’nin Lee uzakhgi,

d, =mind, (c,c') ifadesine de C’nin minimum Lee uzakhig denir [11] .

Tamm 1.2.24 R’de n uzunlugundaki bir C kodu i¢in, C’nin ireteglerinin en

kiigiik sayisina rank denir. mnk(C ) ile gosterilir [7] .

Tamm 1.2.25 i,;j. elemami a, olan kxk tipindeki bir matris 4 olsun.

(i—J) ‘k =(¢-p) ‘k iken a; =a, ise A matrisine dairesel matris denir.

Bu durumda dairesel bir matrisin en fazla k& farkli eleman: yani ag,aq,...,q_,

elemanlar1 vardir ve 4 matrisi,
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a, a4, a_

Ay 4y 4 a,
A=la,, a, aq, a5
L 4 a, a a,

seklinde ifade edilir [12] .

1.3. Devirli Kodlar

Tamm 1.3.1 V(n,q) , bilesenleri F, cisminden olan, » - lilerden olusan bir vektor

uzayidir.

Tamm 1.3.2 CcV(n,q) lineer kodu igin, eger ¢c...c,, €C iken

¢, CC ...c, , €C ise, bu lineer koda devirli bir kod denir [8] .

F, tlizerinde derecesi n’den daha kiigiik polinomlar ile V(n,q) vektor uzayi

arasinda bir izomorfizma kurulabilir.

R, =+ olmak iizere,
(x"-1)
¢:V(n,q) >R,

¢((c0 ¢ ...C, )) =c,+cx+..+c, x"

seklinde tanimlanan ¢ fonksiyonu V(n,q) ile R arasinda bir izomorfizmadir.

; F,[x] o . o

Eger C, R, = <('I’—l> halkasinin bir ideali ise devirli bir kod olur. R , F , Uzerinde

x —_—

derecesi n’den kiiclik olan tim polinomlarin kiimesidir. Tim polimomlar

mod x"—1’ e gore olacaktir [§] .
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1.3.1. Devirli bir kodun iirete¢ polinomu

Asagidaki teorem devirli kodlar hakkindaki bazi gergekleri icerir. R, halkasi temel

ideal bolgesidir.

Teorem 1.3.1.1 C, R’ de bir ideal yani n uzunlugunda devirli bir kod olsun [8] .

1) C’de minimum dereceli tek bir monik g(x) polinomu vardir. Bu polinomu
C’yi tretir yani C = < g(x)> tir. g(x) polinomuna, C ’nin {irete¢ polinomu

denir.

2) Ureteg polinomu g(x), x" —1 ’iDboler.

3) der(g(x)) =r ise C’nin boyutu n—r dir. Yani,

C:<g(x)>:{r(x)g(x)‘der(r(x))<n—r}

dir.

4) g(x)=g,+gx+gx"+..+gx" ise bu durumda g,#0 dir ve C’nin iireteg

matrisi
g & & g 0 0]
g & & - &, 0
G= 0 g & & 8,
: : 0
o0 ... 0 g g g - &

olur. Burada G nin herbir satir1 dnceki satirin devirli bir 6telemesidir.
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Teorem 1.3.1.2 R"’deki monik bir polinomun devirli bir kodun iirete¢ polinomu

olmasi i¢in gerek yeter kosul p(x)|x"—1 olmasidir [8] .

1.3.2. Devirli bir kodun kontrol polinomu

R" ’deki devirli bir [n,n—r]- kodunun iirete¢ polinomu g(x), x" =1 ’1 boldigi
igin, x"—1=g(x)h(x) olarak yazilir. A(x) polinomuna C’nin kontrol polinomu

denir ve /(x) polinomunun derecesi n—r dir [8] .

Teorem 1.3.2.1 A (x), R" *deki devirli bir C kodunun kontrol polinomu olsun [8] .

1) C kodu,

Cz{p(x)eR"

p(x)h(x) = 0}

olur.

2) Eger h(x)=h,+hx+---+h,_x"" ise C nin kismi kontrol matrisi,

h,_, hy 0 0 0|

0 &, h, 0 0

H=| 0 h_, ... h 0
: S 0

L 0 0 0 h,, ho_

ile tanimlanmaktadir.

3) C* dual kodu
B (x) =Ry 5 h(x ) = by (B R b )

tirete¢ polinomu ile » boyutlu devirli bir koddur.
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1.4. Agirhik Sayaclari, Karakterler ve MacWilliams Ozdesligi

Tamm 1.4.1 (G,+) sonlu degismeli bir grup ve ((C—{O},.) kompleks sayilarmn
carpimsal grubu olsun. ;(:G—)(C—{O} homomorfizmas: varsa y’e G grubunun
karakteri denir. G ’nin tiim karakterlerinin kiimesi G ile gosterilir. Eger n, G
grubunun mertebesi ise xeG igin x" =e dir. Boylece 1=;((e)=;((x”)=;((x)"

yani y(x) birimin n. kokiidiir [29] .

x homomorfizma oldugundan Vu,veG ig:in,;((u +v) :)((u))((v) ve

;((O)=1 dir. Eger ‘v’ueG:;((u)=l ise y Ozel olarak G grubunun temel
karakteridir [8] .

Teorem 1.4.1 G bir grup ve y de G grubunun bir karakteri olsun. O halde,

y temel karakter ise

G|,
;z(u)={| 0, diger
x:F,—>C- { 0} karakteri (Fq ,+) grubu tlizerinde temel karakter olmasin. u eV(n,q)
olmak iizere herhangi bir C<V (n,q) lineer kodu i¢in y,: C—C—{0} fonksiyonu
c:(cl,cz,...,cn) ve u:(ul,uz,...,un) olmak lizere,
X (c) = ;((<c,u>) = ;((clul +c,u, +...+cnun) seklinde tanimlanabilir. I¢ carpim
ozellikleri ve yx, i¢in verilen tanim kullanilarak y, fonksiyonunun C kodu i¢in

karakter oldugu asagidaki gibi gosterilir [8] :

2, (c+d)= ;((<c+d,u>) = ;(((c,u>+<d,u>)

= 2({e.u)- 2((d.u)) = 7,(c). 1, (d)
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Teorem 1.4.2 y :C —)(C—{O} karakterinin temel karakter olabilmesi i¢in gerek

yeter kosul ueC™" olmasidir [8] .

Teorem 1.4.3 (MacWiliams Ozdesligi) R iizerinde tamml [n,k,d] lineer kodu C

olsun. Bu durumda,

1

Wci (Z) =_'Z(1+((] _I)Z)H—W(C)(I_Z)w(c)

|C ceC

dir[14] .



BOLUM 2. > =1; Z,+uZ, HALKASI

Z4[“]
<u’—1>
Z4[”]

<u*+2u>

Tezde R =

=7,+ul,, u’ =1 halkas1 ¢ahsilacaktir. Bu halka u —>u+1

yoluyla [39] daki halkasina izomorf olan, 16 mertebeli 7 tane LFNCR

halkadan biridir.

2.1. v’ =13 Z, +uZ, Halkasimin Yapisi

u® =1 igin Z, +uZ, halkasi asagidaki gibi tanimlanir:

Z,+ul, = {0,1,2,3,u,2u,3u,1+u,2+u,3+u,1+2u,2+2u,3+2u,1+3u,2+3u,3+3u}

Bu durumda Z, +uZ, halkasinin 16 elemanli oldugu goriiliir.

u’> =1 iken Z, +uZ, halkas1 R ile gdsterilsin.
(0),(1),(2u),(1+u),(3+u),(2+2u),(2u,1+u) olmak iizere R’nin 7 tane ideali

mevcut olup bu ideallerin elemanlar1 asagidaki gibidir :

._‘
N
I

(u)=(3)=(3u)=(2+u)=(1+2u)=(3+2u)=(2+3u) =R

=(3+43u)=(1+u,2+2u) = (3+3u,2+2u) ={0,1+u,2+2u,3+3u}

<

<

(2)=(2u)=(2,2+2u) = (2u,2+2u)={0,2,2u,2 + 2u}

(I+u)
(3+u)=(1+3u)=(3+u,2+2u) = (1+3u,2+2u) ={0,3+1,2 + 2u,1+3u}
<
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(2,0+u)=(2u,1+uy=(2u,3+3u)=(2,3+3u) = (2u,3+u)=(2,3+u)=(2u,1+3u)
=(2,0143uy=(1+u,3+u)=(3+3u,3+u)=(1+u,1+3u) = (3+3u,1 +3u)
{014 2,2+ 20,3+ 3u,2,3+u,2u,1+3u

R ’nin terslenebilen elemanlari {1, 3,u,3u,2+u,1+2u,3+2u,2 + 3u} , karakteristigi 4,

maksimal ideali de (2, 1+u) dur. R tek maksimal ideale sahip oldugundan lokal bir

halkadir.

R iizerinde » uzunlugunda lineer bir C kodu, R" 'nin bir R alt modiiliidiir. C 'nin
bir eleman1 kodsoz olarak adlandirilmaktadir. R bir zincir halka olmadigindan R
tizerindeki lineer bir kodun iirete¢ matrisi i¢in kanonik bir form yoktur. Ancak bu

kodlar i¢in tirete¢ kiimesi bulunabilir.

R"’de bir Gray doniisimii, a,be€Z, ve herhangi bir zeR i¢in z=b+(a-b)u
olacak sekilde ®:R—Z, , ®(z)=(b, b+a) formunda tanimlansmn. Bu doniisiim

R" *den 77" ’e genisletilebilir.
Bu durumda, z=(z,z,,..,2z,) €R" igin ®, R" e asagidaki gibi genisletilmektedir.
1<i<n iken, z, =b,+(a,—b, )u igin,

O:R" 77
(zl,22,...,2,1)—)(bl,bz,...,bn,b1 +a,,b, +a,,...,b, +an)

dir.

Z, tzerindeki kodlar igin en énemli agirliklarin ikisi Lee ve Oklid agirliklaridir.

xeZ,in Lee agirhgt w,(x)=min{x,4—x} dir. Boylece 0,1,2,3’iin Lee

agirliklari, sirastyla, 0,1,2,1 dir.x € Z, *iin Oklid agirhgr w,(x) = min{x2 , (4— x)z}
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dir. Boylece 0,1,2,3iin Oklid agirliklar, sirasiyla, 0,1,4,1 dir. xeZ," ’deki bir

kodsoziin Lee (yada Oklid) agirligi, koordinatlarinin Lee (yada Oklid) agirliklarinin

rasyonel toplami olarak tanimlanir.

z=b+(a—b)ueR elemaninin Lee ve Oklid agirliklari agagidaki gibi tanimlansn:
w, (b+(a—b)u) =w, (P(2)) =w,(b,a+Db)

w(b+(a—b)u) =w.(D(z)) =w,(b,a+D).

p.t,r,s€ 7, olmak iizere x=p+(t—p)u , Y =s+(r—s)u olsun. Bu durumda,

Vx,yeR": dD(x) =(p,p+t),<l)(y) =(s,s+r) i¢in,

dL,(x,y): wL,(x—y):wL,((p+(l—p)u)—(s+(r—s)u))
(

oldugundan yani uzaklik korundugundan @, (R", d L,) - (Zi” .d L) bir izometridir.
Vx,yeR",keZ, i¢in, x=p+(t—p)u,y=s+(r—s)u olmak iizere,

a) (D(x+y)=d)((p+(t—p)u)+(s+(r—s)u))
=((p+s)+(t—p+r—s)u)

=(p+s, p+s+r+t)

(p, p+t)+(s, s+r):<D(x)+CD(y) ve

b) (D(kx):(D(k(p+(t—p)u))=d)(kp+k(t—p)u)

=(kp, k(p+t)):k(p, p+t):k<l)(x)
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oldugundan ® Gray doniisiimii lineerdir.

@ doniisiimiiniin lineer ve izometri oldugu Lee agirliga gore gosterilmistir. Benzer

sekilde Oklid agirlik icin de gosterilebilir.



BOLUM 3. »*>=1; Z,+uZ, HALKASINDA DEVIRLi KODLAR

Devirli kodlar en ¢ok calisilan cebirsel yapilar arasindadir. Bundan dolayi, devirli
kodlar iizerine literatiirde pek ¢ok calisma vardir. Son iki yilda pek ¢ok kodlama
teorisi arastirmacisinin dikkatini c¢eken diger kod siniflari, halkalar {izerindeki
kodlardir. Halka tizerindeki kodlara ilgi, ufuk agici bir calismayla baglamis ([39]) ve
pek cok yonde genislemistir.

Mertebesi 16 olan halkalar 6zel bir 6neme sahiptir. En kiiclik sonlu lokal degismeli
zincir olmayan Frobenius halkasinin (LFNCR) 16 mertebeli oldugu bilinmektedir
[39] . Kodlama teorisinde ilgi ¢eken 16 mertebeli pek ¢ok halka Z, genislemesidir.
Ornegin son zamanlarda Z,+uZ, olarak ifade edilen, u* =0 iken 7Z,/<u’>
iizerindeki kodlar ele alinmaktadir ([25]) ve bu halkalar tizerindeki devirli kodlar
yakin zamanda [27]’de ¢alisilmustir. [27]°de Yildiz ve Aydin u” =0 igin Z, +uZ,

halkas1 iizerinde devirli kodlarin cebirsel yapisin1 belirleyerek, treteglerini

arastirmislardir.

u”> =0 iken cebirsel yapilar kullanilarak Z, iizerinde pek gok yeni lineer kod elde

edilmistir. [21]’de T. Abualrup ve 1. Siap tarafindan Z, +uZ, ve Z,+uZ,+u’Z,
deki devirli kodlarn iirete¢ kiimeleri bulunmustur ve bu halkalar {izerindeki rank,
dual ve Hamming uzaklik konular1 ¢alisilmistir. [16]’da Wolfmann devirli kodlara
yogunlagmis ve iirete¢ polinomlarmi kullanarak 7, tizerindeki Gray goriintiileri

lineer kodlar olan yada Nechaev goriintiileri lineer devirli kodlar olan tiim lineer

devirli kodlar1 incelemistir.
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Bu béliimde u* =1 iken Z,+uZ, halkas: iizerindeki devirli kodlar incelenecektir.

Bu halka iizerindeki devirli kodlarin iretegleri arastirillip geren kiimeler

olusturulacaktir.

3.1. Z,+uZ, Halkasinda Devirli Kodlar

R" ’de devirli 6teleme operatdrii o(cy,c;,....¢,, ) =(¢,15Cpse-rC,, ) Olsun. o altinda
korunan lineer C koduna yani o(C)=C ifadesine devirli bir kod denir. Vektorleri

¢=(¢y,C r-nC,,) olarak bilinen ¢, +c¢x+..+c,_x"" polinomu R iizerinde n

R[x]
<x"-1>

uzunlugundaki devirli kodlar olan R, = halkasinin idealleridir.
R ’deki ideallerin yapisin belirlemek i¢in, [27] *de ele alindig1 gibi, R ’den Z, ’e
p(a+ub)=a-b (mod (1+ u)) doniisiimii tanimlansin.

@ ’nin ¢ek(p) =<1+u>=(1+u)Z, ile 6rten halka homomorfizmasi oldugu agiktur.

¢ doniisiimii 1lk olarak R[x]’ten Z,[x]’e daha sonra da ¢(a,+ax+...+a,, x)=

o(a,)+p(a)x+..+¢(a,_)x"" ile R >den Z,[x]/<x"—1> e genisletilsin.

C, R" ’de n uzunlugunda devirli bir kod olsun. ¢ ’nin tanim kiimesi de C’ye
kisitlandirlsin. Bu durumda ¢(C), Z,[x]/< x" —1> ’in bir idealidir ve gek(q0|c) de
(1+u)Z4[x]/< x" —1> ’in bir idealidir. Boylece ¢(C), Z4[x]/< x"—1> ’deki bazi

I idealleri i¢in (1 +u ) I formundadir.

Z,[x]/<x"=1> ’deki ideallerin tanimlamas: yapildigma gére C’nin idealleri

olusturulabilir. Z ,[x]/< x" =1 > ’deki idealler n tek ve n ¢ift olmasi durumunda

farkli tanimlamalara sahiptir ([32], [33]) :
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Teorem 3.1.1 [32] n tek pozitif tamsay1 ve C, Z4[x]/< x"—1> ’in bir ideali
olsun. Bu durumda x"—1=g(x)f(x)i(x) iken g(x) ile i(x) polinomlart Z,
iizerinde aralarinda asal olacak sekilde f(x),g(x) ve A(x) monik polinomlar vardir.

Bu durumda

C=<f(x)h(x)+2f(x)>
dir.

Bu teoreme ve yukaridaki tartismaya dayanarak R {izerinde tek uzunlukta olan

devirli kodlar asagidaki gibi tanimlanabilir:

Teorem 3.1.2 R iizerinde n uzunlugunda devirli bir kod C ve n pozitif tek

tamsay1 olsun. Bu durumda, Teorem 3.1.1°deki gibi elde edilen Z, +uZ, iizerindeki
herhangi g,(x) polinomu ve Z, iizerindeki herhangi g (x) ve g;(x) polinomlar:

i¢in,

C=< gl(x)+(1+u)g2(x), (1+u)g3(x) >
dir.

7., uzerinde ¢ift uzunluktaki devirli kodlarin yapisi [33]te verilmistir:

Teorem 3.1.3 [33] C, Z, lzerinde n uzunlugunda devirli bir kod ve n ¢ift olsun.

Bu durumda ya
a) g(x)| (x"=1) (mod2) ve (g(x)+2 p(x))| (x"—1) (mod4) iken
C=<g(x)+2p(x)>

formundaki bir liretegle C bir serbest modiildiir, yada
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b) (g(x) n 2p(x))| (xn _ 1) (mod 4) , a(x)| g(x) (mOd 2) N Cl(_)C)| p(x) ( Z(;)IJ

(mod?2) ve der(g(x))>der(a(x)) iken
C=<g(x)+2p(x), 2a(x) >
formundaki tiretegle C bir serbest modiildiir.
Boylece R iizerinde ¢ift uzunluktaki devirli kodlar asagidaki gibi tanimlanabilir:

Teorem 3.1.4 C, 7Z,+uZ, lizerinde n uzunlugunda devirli bir kod olsun. g,(x),
p,(x) vea,(x)’ler Teorem 3.1.3’teki sartlar1 saglamasi1 ve g,(x), a,(x)eZ,+uZ,

olmasi1 durumunda,

C =< g,(x)+2p,(x)+(1+u) g,(x), 2a,(x) +(1+u) a,(x),

(l+u)(g3(x) + 2p3(x)), 2(1 +u)a3(x) >
formundadir.

Lemma 3.1.1 f(x) ve f(x)+(1+u)f,(x), R[x]te iki polinom olmak iizere,

f(x)+(1+u) f,(x) regiler ise, f(x)= (f1 (x)+(1+u) f, (x)).q(x)+p(x) olacak
sekilde ¢(x) ve p(x) polinomlar vardir ve der p(x)< a’er(fl (x)+(1+u) f, (x))

tir.

Ispat fl(x)+(1+u)f2(x) regiller oldugundan [4, Teorem XIII.6]’dan
fl(x)+(1+u)f2(x):v(x).g*(x) olacak  sekilde g*(x)eR[x] monik ve

v(x) eER [x] birimsel polinomu vardir.

g (x) monik oldugundan [4, sf.273] ten, der p(x)<derg (x) olacak sekilde

f(x)=g (x).q'(x)+p(x) yazthr. Her iki taraf v(x) ile carpilarak,
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¢'(x)=q(x)v(x) olacak sekilde f(x)=(f(x)+(1+u)f(x)).q(x)+p(x) elde
edili.  g"(x) monik ve f(x)+(1+u)f(x)=v(x).g"(x) oldugundan,
der g’ (x) < der(f;(x)+(1+u) f;(x)) dur.

Ayrica,  der(f;(x)+(1+u) f,(x)) =der(W(x))+der(g"(x)) ~ dir.  Bolme
algoritmasindan  der (p(x)) < der(g"(x)) < der( f,(x)+(1+u) f,(x))  bulunarak

derp(x) < a’er(f1 (x) + (1 Jru)f2 (x)) oldugu goriiliir.
Devirli bir kod i¢in geren kiime asagidaki gibi tanimlanabilir:

Teorem 3.1.6 7 tek uzunlukta olmak iizere C =( f; (x)+(1+u) £, (x).(1+u)s(x)),
R iizerinde n uzunlugunda devirli bir kod olsun.der f;(x)+(1+u) f,(x)=r,
ders(x)=r, olmak iizere, f,(x)+(1+u)f,(x) R[x]’te regiler bir polinom ve s(x)
Z, iizerinde monik bir polinom ise 7 >r,, C’nin ranki n—r, ve C’yi geren

minimal kiime

B= {fl(x)+(l+u)f2(x),x(f1 (x)+(1+u)f2(x)),...,x”_r‘_1 (f1 (x)+(1+u)f2(x)),
(1+u)s(x),x(1+u)s(x),...,xr‘_rz_l(1+u)s(x)}
dir.

Ispat C:<fl (x)+(1+u) f5(x), (1+u)s(x)> iken, f;(x)+(1+u)f,(x) regiler ve
s(x) de monik bir polinom, der f,(x)+(1+u)f,(x)=r, ders(x)=r, olsun. ilk

olarak 7 >r, oldugu gosterilsin.

Bunu gostermek icin Oncelikle x ((1 + u)s) , B’nin lineer kombinasyonu olarak
yazilmalidir. S+ (1+u) £, regiler  oldugundan = Lemma  3.1.1°den
x's =(f, +(1+u)f2).q+p, der(p) < der(f, +(1+u)f2):rl olacak  sekilde
q¢,p € R[x] polinomlar1 vardir. Her iki taraf (1 + u) ile carpilarak,

(1+u)xks=(1+u)(f1+(1+u)f2).q+(1+u)p ve cler((Hu)p)<r1 elde edillir.
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Buradan, (1+u)p=x"(1+u)s—(1+u)(f;+(1+u)f,).q €C dir. Bdylece, herhangi
a,beR[x] igin, (1+u)p=a(f,+(1+u)f,)+b((1+u)s) yazlabilir. der(p)<r
oldugundan @ =0 olmahdir. Oyleyse, (1+u)p=>b.(1+u)s tir. s monik oldugundan
der(p)=der(b)+der(s)=der(b)+r, dir. Buradan der((1+u)p)=r, dir.
Dolaystyla, r, <der((1+u)p)<r elde edili. Aym zamanda, der(b)<r—r,
oldugu goriilir.

Boylece, (1+u)p=bo((1+u)s)+b1x((l+u)s)+...+b’_r_1x s 1((1+u)s) ve

x ((1+u)s) = (1+u)(fI +(1+u)f2)q+bo((1+u)s)+blx((1+u)s)+...+l)}“_r}_]x"*r’I ((l+u)s)

tir.

1. Durum : q(x) sabit bir polinom ise der(q(x)) =0 dir. Bu durumda k+r, =7

olur. Oyleyse k =7, —r, dir.

2. Durum : q(x) sabit polinom olmasin. der(q(x))zm olsun. Bu durumda

k+r, =r,+m olur. Oyleyse, k=7, —r, +m>r, —r, elde edilir.

Her iki durum incelendiginde k>7—7 olmasi durumunda x*(us) ifadesi

{f, (x)+(1+u)f2(x),x(f1 (x)+(1+u) fy (x)),...,x"_r‘_1 (fl (x)+(1+u) f (x)),
(1+u)s(x),x(1+u)s(x),...,x"_r2_l(1+u)s(x)}

elemanlariin lineer kombinasyonu olarak yazilabilir. Boylece, x" (us) € span(B)
elde edilir. Herhangi bir & >r -7, i¢in x*((1+u)s)espan(B) oldugu da benzer

sekilde gosterilebilir. Bu durumda B, C ’nin bir {irete¢ kiimesi olur.
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B’nin lineer bagimsiz olmast i¢in, d(x),h(x)e R[x] olacak sekilde
d(x).(f; +(1+u) f,)+h(x).(1+u)s(x) =0 R, olmalidir. der(d(x)) =n-r,—1 ve
der(h(x))=r—r,—1 olsun. Bu durumda, d(x)=d,+dx+d,x"+..+d,  _ x"""

ve h(x)=hy+hx+hx’ +oth, X" ! dir.

£ (x)+(1+u) £,(x) regiiler oldugundan, (fl (x)+(1+u) f; (x)) =v(x).g"(x) olacak
sekilde g (x) ER [x] monik polinomu ve v(x) €ER [x] birimsel polinomu vardir.

n—r—1

g (x) monik oldugundan g'(x)=g,+gx+..+g,, X polinomunda g, ,
birimsel elemandir. Baslangigta d(x).(f, + (1 + u) o)+ h(x).(l + u)s(x) =0 esitligi
d(x).(v(x).g*(x))+h(x).(1+u)s(x) =0 olarak yazlabilir. d(x) ve h(x)

polinomlari yerine yazilarak, (do +dx+d,x* +..+ d,, x"" - )(v(x).g* (x)) +

(ho +hx+ )’ A h xr‘_"z_l) ((1+u)s(x))=0 elde edilir.

Bu durumda, 7 -7, <i<n-—r—1 i¢in katsayilar x'.v(x).g" (x).d,=0 olur. Yani,
v(x).g*(x).di =0 dir. v(x) birimsel polinom oldugundan g*(x).di =0 dir. g*(x)
polinomu yerine yazilirsa, ( gt g X+ X+t g, el X" ).di =0 elde edilir. Bu

esitligin en bilyiik dereceli katsayist g, ,.d, =0 dir. Buradan g:_rl_l =1 oldugundan

—r—1 "

d; =0 bulunur.

0<j<r-r-1 igin katsayilar x~’.(v(x).g*(x).dj +(1+u)s(x).hj) =0 olur. Yani,
v(x).g*(x).dj +(1+u)s(x).hj =0 dir. g*(x) ve s(x) polinomlar1 yerine yazilirsa,
v(x).((g; tgx+g,x’ +...+x"7r‘71).dj +(1 +u)(so + 5, + 5,%° +...+xrz)).hj =0 elde

edilir. , <n—7,—1 oldugundan bu ifade iki durumda incelenir:

1. Durum : x ’in kuvveti 7, ’den biiylikse, afj.v(x).gwﬁ1 =0 dir. g, ;=1 ve v(x)

te birimsel polinom oldugundan d; =0 bulunur.
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2. Durum : x ’in kuvveti r, ’den kiigiikse, x” (v(x).grz.dj+(1+u)hj)=0 dir.

Buradan v(x).g,.d,+(1+u)h,=0 dir. d,=0 bulundugundan (1+u)h, =0 dir.

Boylece, h, =0 elde edilir.

Sonug olarak, i=0,1,...,n—r,-1 ve j=0,L...,n—r,—1 i¢in d,=0 ve h =0

bulunur. Dolayisiyla B lineer bagimsizdir.

Teorem 3.1.7 f(x) derecesi n—k olan monik bir polinom olmak tizere, Z, +uZ,

halkas1 iizerinde » uzunlugunda devirli bir kod C =< f(x) > olsun. Bu durumda

C ’nin k rankl free modiil olmasi i¢in gerek yeter kosul f(x) |(x” —1) olmasidir.

Ispat [26]’daki Teorem 1’in ispatina benzer sekilde yapilir.

Lemma 3.1.2 (Z,+uZ,)[x] ’te x" —1=g(x)h(x) ve C, g(x) tarafindan iiretilen

devirli bir kod olsun. Eger f(x) ile A(x) aralarinda asal ise C =< g(x)f(x)> dir
[26] .

Ispat [26]’daki Lemma 2’nin ispatina benzer sekilde yapilir.



BOLUM 4. «*=1; Z,+uZ,: SABIT DEVIRLI KODLAR

Devirli kodlar pek c¢ok genellestirmeye sahiptir. Bunlardan biri de sabit devirli
kodlardir. Kodlama teorisinde 1950 sonlarindan beri ¢alisilan lineer kodlarin, 6nemli

bir sinifin1 sabit devirli kodlar olusturmaktadir.

[38]’deki calisma sonrasinda sabit devirli kodlar iizerinde pek c¢ok calisma
yapilmistir. Cesitli halkalar iizerindeki sabit devirli kodlar da son yillarda genis
olgiide ¢alisma alani bulmugstur (13, 20, 21, 22). Gray doniisiimii ile Z, iizerindeki

devirli kodlardan insa edilebilen lineer olmayan devirli kodlarin kesfinden sonra,
1970’lerden beri ¢alisilan sonlu halkalar tizerindeki kodlara dikkat ¢ekilmistir. Sonlu
degismeli halka iizerindeki sabit devirli kodlar ilk olarak Wolfmann tarafindan

[15]te incelenmistir. Burada Z, fiizerindeki lineer nega devirli (negacyclic) bir

kodun ikili goriintiisiiniin uzaklig1 koruyan devirli bir kod oldugu calisilmistir.
Dikkat edilmelidir ki bu ¢alismada devirli kod bulunurken bu devirli kodun lineer

olma sart1 yoktur. Daha sonra Blackford bu doniisiimii kullanarak 7Z, iizerinde ¢ift

uzunluktaki tiim nega devirli kodlart siniflandirmistir [18]. 2001 yilinda Wolfmann,

7, tuzerindeki devirli kodlarin ikili goériintiilerini incelemis [16], Ling ve Blackford

da [15] ile [16]’daki sonuglarin cogunu [17]’de Zp,Hl halkasina genisletmistir. 1990

sonlarindan itibaren, [19]’daki F,+uF, Uzerindeki lineer kodlar kullanilarak

Fp [u]< m> sonlu halkalarinin bir sinifina dikkat c¢ekilmis olup, F » [%m>
] u

uizerindeki lineer kodlara odaklanilmistir. F, +uF, halkast hem 7Z, halkasi hemde
F, Galois cisminin bazi iyi 6zelliklerini sagladigindan ciddi ¢aligma alan1 bulmustur.
F, +uF, izerindeki devirli ve kendine dual kodlar pek cok arastirmaci tarafindan

calistlmis olup ( 6rn. [20], [21], [22], [23] ) F, +uF, iizerindeki tek uzunlukta olan
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(1+u)- sabit devirli kodlar ilk olarak Qian tarafindan [13]’te c¢alisilmistir. Bu

calismada F, +ufF, lzerindeki tek uzunlukta olan (l+u)- sabit devirli bir kodun
Gray gorintiisiiniin uzakligi koruyan lineer devirli bir kod oldugu ispatlanmistir.
Minjia [31]°de zincir olmayan F,+vF, halkasi tizerindeki sabit devirli kodlara
yogunlagsmis, Gray doniisimii belirlemis ve p ’nin tek olmast durumunda Gray
dontistimle optimal p -li lineer (devirli) kod elde etmistir. [20]’de ise Abualrup ve

Siap tarafindan F, +ufF, rastgele bir n uzunlugunda olan (1+u)- sabit devirli bir
koda odaklanilmas, (1 + u) - sabit devirli kodlarin ve bu ikili kodlarin Gray goriintiisii

ispatlanmigtir. Ayrica herbir (l+u)- sabit devirli kodlarin ve duallerinin {ireteg

kiimesi bulunmustur.

Bu béliimde u* =1 iken Z, +uZ, halkasi iizerinde uzunlugu tek olan (2 +u) - sabit

devirli kodlar incelenip, sabit devirli kodlar icin Gray doniisiimii tanimlanarak
uzunlugu tek olan devirli bir kodun Gray goriintiisiiniin devirli bir koda esit oldugunu

ispatlanacaktir. Ayrica sabit devirli kodlarin tirete¢ polinomlar1 da belirlenecektir.

Oncelikle sabit devirli kodun tanimi verilsin:

A, R’de birimsel eleman olmak {izere, U(co,cl,...,cn_l)=(ﬂ,c

n—1°

Co»ernsC,p) sabit

> n-2

devirli 6teleme operatorii altinda R tlizerinde n uzunlugunda lineer bir C koduna A
- sabit devirli bir kod, A sabitine de C ’nin devir sabiti denir. Sabit devirli kodlarin
en temel sonuglarindan biri R, , = R[x]/ (x” —l) lizerinde ideallerinin olmasidir.

Ayrica A =1 olmas1 durumunda, devirli kodlar sabit devirli kodlarin 6zel bir durumu

olmaktadir.
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4.1. R Halkasindaki (2 + u)- Sabit Devirli Kodlarin Gray Goriintiileri

® R" >den Z7" ’e bir doniisiim, ¢ devirli Steleme operatorii ve v 'nin de sabit
devirli 6teleme operatorii oldugu hatirlatilsin. (2+u) - sabit devirli kodlardaki temel
sonu¢ (2+u)- sabit devirli kodlarin Gray goriintiilerinin 7Z, tizerinde devirli kod

olmasidir.

Onerme 4.1.1 Herhangi bir ce R i¢in, ® U(E) =c CD(E) dir.

Ispat Z’z(co, G,...4 ), R" *de bir kod olsun. a, ve b, ’ler Z,’te olmak iizere,

¢, =b,+(a,—b,)u seklinde tanimlansin. Tanimdan,

1

O ()= (Bysbysoessby 1By + @by + s

n-1

+a,,) ve

S ®(¢)= (b, +a, by biesb, 1sby + ay,.nnsb, , +a, ) elde edilir.
Diger yandan,

U(E) - ((2+u)cn_1,co,.,.,cn_2)

= (anf1 +b, ,+u (2‘1,171 — bH),. b, tu (am2 -b,, ))

dir. Buradan,
cp(u(é)) = (by s+, 1sBysByeensby by +dgsensb, 5+, )
oldugu goriiliir. Bdylece, ®v(c) =0 ®(c) elde edilir.

Teorem 4.1.1 R iizerindeki (2+u)- sabit devirli bir C kodunun Gray déniisiim

altindaki goriintiisii (®(C)), Z, iizerinde devirli bir koddur.
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Ispat C, R iizerinde (2+u)- sabit devirli bir kod olsun. Bu durumda v(C)=C
dir. Her iki tarafin @ altindaki goriintiisii alinirsa, (<D v)C=d(C ) elde edilir.

Onerme 4.1.1°den yararlanarak G(CD (C )) =®(C) oldugu bulunur. Yani, ®(C)

devirli bir koddur.

Onerme 4.1.2 @ 6zel olarak, ®(c,,c,,...5, ) =( by byt ay by, b | b it gﬁ)

seklinde tanimlanirsa, herhangi bir ceR" icin @ G(E) =" ® (E) dir.

Ispat CD(O'(co,cl,...,cn_l)) =(C, 15Cy>Cps>Cp )

=(b,,b,,+a, ,b,by+ay,....b, ,,b, , +a, ) elde edilir.
Diger taraftan,

c’ (@(2)) =0’ ((b()abo +a0,b1,...,b,171,bn,1 + a"*l))

:O'(b +a

n—1 n—1°

bosby + by ennsb, )

> n-1

=(b b +a

n—1°"n-1 n—1°

by,by+ay,....b, 5.b, , +a,,)

n=2°n
dir. Buradan @ G(Z) =c'® (2) esitligi elde edilir.
Son 6nermenin sonucu asagidaki gibi ifade edilebilir:

Sonu¢ 4.1.1 C, R flzerinde n uzunlugunda devirli bir kod olsun. Bu durumda

CD(C ) de Z, tizerinde 2n uzunlugunda 2- pargali devirli (quasicyclic) koddur.
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4.2. R Halkasinda Tek Uzunlukta olan (2 + u)- Sabit Devirli Kodlar
Bu boliimde, tek uzunluktaki (2 + u) - sabit devirli kodlar ¢alisilacaktir. Oncelikle,

" 1 n ciftise
(2+u) = ¢t ' tanimlansin.
24u ntekise

Onerme 4.2.1 u: R[x]/<x” —1> — R[x]/<x” —(2 +u)> doniisimii  tanimlansin.

p(c(x))=c(+u)x) olsun. n tek olmasi durumunda, x bir halka

izomorfizmasidir.

Ispat

R[]

Iyi tammhilik: Ve(x),b(x)e < ] 1> :b(x)=c(x) (modx"-1) iken,
X' —

,u(b(x)) = y(c(x)) (mod(x” —(2+u))) midir?

b(x)=c(x) (modx”—l) ise b(x)=(x"—1).q(x)+c(x) dir. x+>(2+u)x

yazilirsa,

b((2+u)x) = (((2+u)x)n —1).q((2+u)x)+c((2+u)x)
:((2+u)n x" —(2+u)Z).q((2+u)x)+c((2+u)x)
:(2+u)(x" —(2+u)).q((2+u)x)+c((2+u)x)

elde edilir. Buradan,

b((2+u)x)=(2+u)(x"—(2+u)).q((2+u)x)+c((2+u)x) oldugu goriiliir. Yani,

pu(b(x)) = u(c(x)) (mod(x"—(2+u))) dur. Oyleyse, u fonksiyonu iyi

tanimlidir.
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Birebirlik:
<x” _1> : ,u(b(x)) = ,u(c(x)) (mod(x” —(2+u))) =

b(x)=c(x) (modx” —1) mi?

y(b(x))=,u(c(x)) = b((2+u)x)=c((2+u)x) (modx"—(2+u)) yani,
b((2+u)x):q((2+u)x).(x”—(2+u))+c((2+u)x) (mod(x”—(2+u))) iken,

x>(2+u)x yazilirsa,

b(x)=(((2+u)x) ~(2+u

)),q(x)+c(x)
:((2+u)" x" —(2+u))~q(x)+c(x)

elde edilir. Yani, b(x)=c(x) (mod x" —1) dir. Bu da u fonksiyonunun birebir

oldugunu gosterir.

Ortenlik: Sonlu ve birebir oldugundan ortendir.
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i) p(b(x).c(x))=u((b.c)(x))=(b.c)((2+u)x)
- (2+u ) (2+u) )
= u(b(x))+ p(e(x))

oldugundan g fonksiyonu bir halka homomorfizmadir.

n tek olmast durumunda tanimlanan # fonksiyonu; iyi tanimlilik, birebir, 6rten ve

homomorfizma sartlarini sagladigindan # bir halka izomorfizmasidir.

Bunun sonucunda,

Sonuc¢ 4.2.1 [/ ’nin R[%n 1> ‘nin bir ideali olmasi i¢in gerek yeter kosul
w#(7) 'mn R[% (2 +u)> ’nin bir ideali olmasidir.

Ispat (=): I, R[] <x”—1> 'nin bir ideali olsun. Bu durumda asagidaki

ozellikler saglanir:

,u(l) ‘nin R[%n (2+ )> ‘nin bir ideali oldugu gosterilsin.
- u

Bu durumda,

i.Va(x),b(x) el ve Vu(a(x)) :a((2+u)x), ,u(b(x)):b((2+u)x) eu(]):

w(a(x)=5(2)) =" a{a() (b)) £ (1)



ii. ‘v’,u(a(x)) = a((2+u)x) epu(l)veVvr(x)e R[X]<x" B

4 hom 4 hom
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,u(a(x)r(x)) = ,u(a(x)).r(x)e,u(]) ve ,u(r(x)a) = r(x),u(a(x))e,u(])

R[]

oldugundan, ,u([ ) , < nin bir idealidir.

x" —(2+u)>

(<:) : ,u(] ) , R[x] ’nin bir ideali olsun. Bu durumda,

<x" —(2+u)>
u{a(x) (b)) (1) a{a() - () € (1) ve

Vu( ( veVr R[/ 2+u )e] ve

r(x).y(a( ))el saglanir.
I ’nin R[%n —l> ‘nin bir ideali oldugu gdsterilsin.

,u(a(x)—b(x))#zm,u(a(x))—,u(b(x)) € ,u(]) ve

4 hom

,u(a(x)r(x)) — ,u(a(x)).r(x) € ,u(l) oldugu bilinmektedir.

Bu durumda, Va(x),b(x)el: a(x)—b(x)el ve r(x).a(x)el dur.

,u(r(x)a(x)):r(x).,u(a(x))e,u(]) ise a(x).r(x)el dir. Buradan,

R[x] < . > ‘nin bir ideali oldugu goriiliir.

Sonuc¢ 4.2.2 n tek olmasi durumunda,

;(co,cl,...,cn_l) = (co, (2+u)c, (2+u)2 Cyy e (2 +u)i Cpy e (2+u)n71 Cn—l)

[ ’nin
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olacak sekilde, R" ’de bir ; permiitasyonu tanimlansin ve D, R" ’nin bir alt
kiimesi olsun. Bu durumda, D ’nin devirli bir kod olmas1 igin gerek ve yeter kosul

(D) ’nin (2+u) - sabit devirli bir kod olmasidir.

Ispat D devirli ise (cp¢ppenc, )€D  iken (€, 4,CyrCphenc, ) €D dir.
(CosCr-nnrc, ;) min u altinda goriintiisii alnirsa, (cy,(2+1)c,,Cy0.nnc, ) € (D) elde
edilir. (D) nin (2+u)- sabit devirli olmasi
((2+u)e, ¢ (2+u)cnnnnc,y ) =0(H(D)) yani (2+u)(c,,.(2+U)cyiCrnnmmc, )
demektir. (2+u).0(z(D))=(c,.(2+u)cpsCprnc,,) € A(D) olup z(D) ideal

oldugundan o( ﬁ(D)) e ii(D) dir. Yani zi(D), (2+u) - sabit devirli bir koddur.

Teorem 3.1.1, Teorem 3.1.2 ve ; homomorfizmasi kullanilarak R iizerinde tek

uzunluktaki (2 + u) - sabit devirli kodlar asagidaki gibi ifade edilir:

Teorem 4.2.1 7Z,+uZ, halkas: iizerinde n uzunlugunda (2+u)- sabit devirli bir
kod C ve n tek olsun. Bu durumda x"-1=¢(x).p,(x).g,(x) olacak sekilde
X=2+u)x,t(x), p,(x),g(x) Z,[x] te aralarinda asal polinom ¢iftleri olan monik

polinomlar ve ¢,(x) € Z, +uZ, iken
C=<t,(X)(P,()+2)+(1+u)1,(%), (1+u),(X) (py(X) +2) >

tarafindan tiretilen C, R[x] / <x"-— (2 + u) > ’da bir idealdir.

X=(2+u)x iken, yukaridaki teoremle verilen (2+u)- sabit devirli kodlarin

iiretecleri
C=< f1(2)+(1+u)f2(f),(1+u)s(£) >

dir.
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R 1zerindeki devirli kodlarin temel iki sonucu asagidaki gibidir. Benzer sonuglar

[26] da u® =0 iken Z, +uZ, halkasi igin ispatlanmistir.

[27]’deki Yildiz ve Aydin’in ¢alismasindan yararlanarak R tizerinde » uzunlugunda

tek {dretegli (2+u)- sabit devirli kodlar ele almnsin. Yani a(x),b(x)eZ,[x],
dera(x)<n ve derb(x)<n iken b(x)+u(a(x)—b(x))e R[x]/< x"—2+u)>
polinomlar: tarafindan iiretilen R[x]/<x" —(2+u)> ’de bir idealdir. Sonug olarak

asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 4.2.2 C =<b(x) +(a(x) —b(x))u >, R iizerinde n tek uzunlukta (2+u)-
sabit devirli kod olsun. Bu durumda ¢(C), b(x)+x"(a(x)+b(x)) ve

(a(x) — b(x)) +x" (2a(x) — b(x)) polinomlar: tarafindan iiretilen 2n uzunlugunda Z,

uzerinde devirli bir koddur.

Ispat ilk olarak polinomlar icin asagidaki gibi Gray doniisiimler tanimlansin:
. R[x] Z4[)V Z4[xy

h: %x"—(2+u)>—) <x'—1> " <x"-1>

¢ (b(x) +u(a(x)—b(x)) = (b(x), a(x)+b(x))

ve
L)/ 2/ [/

X <x'-1> " <x'—1> <x-1>

&, (p(x),q(x)) = p(x) +x"q(x)

¢ ve ¢, ’nin iyl tamimh oldugu aciktir. ¢ ve ¢,, Z,[x] modiil homomorfizmas: ve

¢, ortendir. Boylece ¢ (4 (c)), Z4[x]/<x”—1> in - Z,[x]- modili ve
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Z4[x]/<x”—1> in Z,[x]- modiili de bir idealdir. Buradan Z, iizerinde 27

uzunlugunda devirli bir koddur.

(b(x). a(x)+b(x)), ZJ’% oy deki b(x)+u(a(x)+b(x)) vektoriinii verir
. . 7 ,[x] .. 9
Her r(x)eZ,[x] i¢in C, % ¥ —(Q4u) > halkasinda bir ideal oldugundan

ur(x)(b(x) + u(a(x) —b(x))) e C dir.

Buradan ¢(ur(x) (b(x) +u (a(x) - b(x)))) =r(x) (a(x) —b(x), 2a(x)— b(x)) elde

edilir. Bunun sonucunda Z“[Jy o halkasindaki
<x"-=1>

r(x)(a(x)—b(x)+x"(2a(x)—b(x))) vektori bulunur. ¢q(x) ve r(x), Z,[x] ’te

derecesi n ’den kiiciik rastgele alinan polinomlar olmak {izere,

(r(x) +ug(x)) (b(x) +u (a(x) = b(x))) = r(x)b(x) +a(x)q(x) = q(x)b(x) +

+ula(x)r(x) =r(x)b(x) +q(x)b(x))
i(F(X)b(X) +q(x)(a(x) =b(x)), r(x)(b(x)+a(x))+q(x)(2a(x) —b(x)))

=r(x)(b(x), (b(x) +a(x))) + g(x)((a(x) —b(x)), (2a(x) —b(x)))

elde edilir. Boylece

¢, [(r(x) +ug(x))(b(x) +u(a(x) =b(x)))] = r(x)(b(x) + x" (a(x) +b(x)) +
+q(x)((a(x) =b(x)) +x"(2a(x) = b(x)))

bulunur.  Yani, b(x) +x" (a(x) + b(x)) ve  (a(x)—b(x))+x"(2a(x)—b(x))

polinomlar1 Zl / ‘te ¢1 ¢2 ))’yi tiretir.
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73 °nin 6zel bir permiitasyonu olan Nechaev permiitasyonu asagidaki gibi

tanimlansin:

Tanm 4.2.1 n tek  iken {0,1,2,...2n—1}’in  bir  permiitasyonu,
t=(l,n+1)(3,n+3)...(2i+l,n+2i+1)...(n—2,2n—2) olsun. 73" *nin bir

Tc(co,cl,...,cz,kl)=(CT(O),ct(l),...,ct(znfl)) permiitasyonuna Nechaev —permiitasyonu

denir.

Onerme 4.2.2 /_1 yukaridaki gibi tanimlansin.
n tek ve 7 Nechaev permiitasyonu olmak tizere, ® ;LZ nd dir.
Ispat ¢ =b, +u(ai —bl.) iken, R" ’de Z’=(c0,cl,...,c,.,...,cn71) olsun.

;t(co,cl,...,cnfl) = (co,(2+u)cl,(2+u)2 Cyennn(2 +u)i c,.,...,(2+u)"71 c,H)

= (bo +u(a0 —bo),a1 +b, +u(2a1 —bl),...,bn_1 +u(an_1 —bn_l))
s= (SgoeeesSyy ) € 7" asagidaki gibi tanimlansin:

v j=0,1,2,...,n—1 igin; n giftise s, =b, ves, . =b,+a,,

n tekise s, =a,+b, ve s, =b, dir.

cb(;(é))z(bo,al+b1,b2,...,bn_l,ao+b0,bl,...,an_1+bﬂ_l)
N R N J den,

SO Sl S2 Sn—l Sn Sn+1 S2n—1

@(;L(E))=(SO,SI,...,S’H,Sn,...,Szn%) elde edilir.
® ()= (Bysbyseesbyyoby + Ggsensby 4, ) den,

n—1

n(d)(g))z(bo,bl+a1,b2,..., by +ay.by.....b, , +a,) bulunur,
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s ’nin tanimindan, ® ( Y7, (2)) ile ® (2) kiyaslanarak (D;L =n® elde edilir.

Sonu¢ 4.2.3 © Nechaev permiitasyonu, n tek tamsayi, I' da R ’deki devirli bir

kodun Gray goriintiisii ( Z, gorintiisii) olsun. Bu durumda 7 (I") devirli bir koddur.

Ispat D, R’de devirli bir kod olmak iizere, I =®(D) olsun. Onerme 4.2.2°den
d(p(D))=n(®(D))=n(T) elde edilir. Sonug 4.2.2°den p(D), (2+u)- sabit
devirli bir koddur. Buradan @( ;t(D) )=®(C) elde edilir. Teorem 4.1.1’i

kullanarak ®(C) nin devirli oldugu gériiliir. ®(C) devirli ise 7(I") de devirlidir.

Sonu¢ 4.2.4 R izerinde uzunlugu tek olan devirli bir kodun Gray goriintiisii

devirli bir koddur.



BOLUM 5. u°=1; Z,+ul,: KENDINE DUAL KODLAR,

OZDESLIK  ANLAMINDA  KENDINE  DUAL
KODLAR, AGIRLIK SAYACLARI VE
MACWILLIAMS OZDESLIiGI

Kendine dual kodlar lineer kodlarin 6nemli bir sinifidir ve pek ¢ok arastirma alaniyla
baglantilidir. Bu yiizden uzun siireden beri pek c¢ok arastirmaci tarafindan

calisilmaktadir.

[24]’teki ¢aligmanin yapilmasindan sonra, Z, ilizerinde ¢alisilan kodlar iizerine pek

cok calisma yapilmistir. Halkalarin zengin cebirsel yapisi, arastirmacilarin kodlama
teorisinde iyi sonuglar elde etmesine olanak tanimistir. Calisilan halkalar son yillarda

degismistir ancak pek cok alan ile uygulama baglantisindan dolay1 Z, iizerindeki

kodlar kodlama teorisinde 6zel bir baslik olarak kalmistir.

Sonlu halkalar iizerindeki kodlar, 1970’lerin basindan beri ¢alisilmaktadir. 7Z,

iizerindeki devirli kodlardan Gray doniisiim ile lineer olmayan bazi iyi kodlar insa
edilebildikten sonra, sonlu halkalar iizerindeki kodlar {izerine pek cok c¢alisma

yapilmistir.

7, 1tzerindeki kodlar iizerinde genis bir literatiir caligmasi vardir. Yildiz ve

Karadeniz [25] *te u” =0 iken Z, +uZ, halkasi {izerindeki lineer kodlar1 ¢aligmistir.
Bu calismada tiim agirlik sayaglarini igeren MacWilliams 6zdesligi incelenmis,
7., +uZ, tzerinde 6zdeslik anlaminda kendine dual kod olusturmak i¢in li¢ method
verilmistir. [28]’de ise v’ =v iken Z,+uZ, halkasindaki kendine dual kodlara

odaklanilmis ve Gray doniisiimii kullanilarak Lee ve Gray agirlik sayacglari igin

MacWilliams 6zdesligi belirlenmistir.
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Bu boliimde kendine dual kodlar, projeksiyonlar, liftler ve Z, goriintiileri, 6zdeslik

anlaminda kendine dual kodlar ve ikili dairesel kodlar incelenecektir.

5.1. Tam Agirhk Sayaclar1 ve MacWilliams Ozdesligi

L, +ul., = {0,u,2u,3u,1,1+u,1+2u, 14+3u,2,2+u,2 +2u,2 +3u,3,3+u,3+2u,3 +3u}
halkast Z, +uZ, ={g,,&,,---» &} olarak verilsin.

Tanim 5.1.1 ¢ vektoriindeki g;’lerin sayis1 n gi(c) olmak iizere, Z,+uZ,

izerinde lineer bir C kodunun tam agirlik sayaci asagidaki gibi tanimlansin:

ceC

cwee (xlax2:- ‘ -axlé) - Z (xlng . xzngz(c) . .xmngw(”))

Not 5.1.1 cwgé ,x ,x. , ). C’deki her bir terimi n uzunlugunda olan 16
degiskenli  homojen  bir polinomdur. Ayrica, cwec(l,l,...,1)=‘C‘ ve

cwe. (a,O,. . .,0) =q" dir.

Tam agirhik sayaclari, kod hakkinda pek cok bilgi verir. Z, +uZ, bir Frobenius

halkas1 oldugundan, tam agirlik sayaci i¢in MacWilliams 6zdesligi korunmaktadir.

Ozdesliklerin bulunmast igin Z, +uZ, iizerindeki karakter asagidaki gibi tanimlanir:

Tanim 5.1.2 y: Z,+uZ, — C° iken karakter ;((bJr(a—b)u):i‘”” seklinde

tanimlansin.

T, T(i,j):;((gi.gj) olacak sekilde, 16x16°lik bir matris olsun. Bu durumda 7

matrisi asagidaki gibidir:
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1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 1 -1 i - i - -1 1 =1 1 = i =i i
1 111 -1 -1 -1 -11 1 1 1 -1 -1 -1 -1
-1 1 1 -1 1 i —= i -—i

— = e ek e e e e e e e e e e e
—

Teorem 5.1.1 7Z,+uZ, iizerinde n uzunlugunda lineer bir kod C ve C ’nin duali

de C* olsun. Bu durumda, 7 |R|x|R

’lik bir matris ve T(i,j)=;((gl..gj) olmak

uzere,

1

t
cwe .. (xl,xz,...,xlé):m cwe,. (T.(xl,xz,...,xm) )

dir.
5.2. Simetri Agirhik Sayac¢lar: ve Lee Agirhik Sayaclan

Z.,’te w,(1)=w,(3)=1 oldugundan, Z, iizerindeki kodlar i¢in simetri agirlik sayaci
swe (X,Y,Z)=cwe (X,Y,Z,Y)

seklinde tanimlanir.

7., +uZ., tuzerindeki kodlarin simetri agirlik sayac1 Z,’teki tanima benzer olarak

tanimlanabilir. Bunu yapmak i¢in 6ncelikle asagidaki tablo olusturulmalidir.



Ayni agirliga sahip elemanlar i¢in simetri agirlik sayaci agagidaki gibi tanimlanar:

Tablo 5.1. Z, +uZ iizerindeki elemanlarin Lee agirhklari

d d ’nin Lee Agirhg Degisken
Karsiliklar
0 0 X,
u 1 X,
2u 2 X,
3u 1 X,
1 3 X,
1+u 2 X,
1+2u 1 X,
1+ 3u 2 X,
2 2 X,
2+u 3 X
2+2u 4 X,
2+43u 3 X,
3 3 X,
3+u 2 X,
3+2u 1 X5
3+3u 2 X

46

Tanim 5.2.1 Z,+uZ, {iizerinde n uzunlugunda lineer bir kod C olsun. Bu

durumda, C ’nin simetri agirlik sayaci

swe (X,Y,Z,W,S)=cwe (X,Y,Z,YW,Z,Y,Z,Z,W,S\W.W,Z,Y,Z)

seklindedir.
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Burada X agirhigt 0 olan 0 elemanini; Y agirhigr 1 olan w,3u,1+2u,3+2u
elemanlarini; Z agirhigr 2 olan 2u,14+u,14+3u,2,3+u,3+3u elemanlarini; W
agirhigr 3 olan L,2+wu,2+3u,3 elemanlarini; S agirlign 4 olan 2+2u elemanim

temsil eder.
Onceki teoremle simetri agirlik sayaci birlestirilerek Teorem 5.2.1 elde edilir.

Teorem 5.2.1 Z,+uZ, lizerinde n uzunlugunda lineer bir kod C', C ’nin duali de

C* olsun. Bu durumda,

SweCL(X,Y,Z,W,S)=ﬁ.swec(X+4Y+4W+6Z+S,X—2Y+2W—S,X—ZZ+S,
c

X+2Y-2W -8, X -4Y +6Z —-4W +5)
dir.

Ispat
SweCL(X,Y,Z,W,S)=CweCL(X,Y,Z,Y,W,Z,Y,Z,Z,W,S,W,W,Z,Y,Z)

1
=H.cweC(T.(X,Y,Z,Y,W,Z,Y,Z,Z,W,S,W,W,Z,Y,Z)’)
C

=ﬁ.sweC(X+4Y+4W+6Z+S,X—2Y+2W—S,X—ZZ+S,
c

X+2Y-2W -8, X -4Y +6Z —4W +S)
Tanim 5.2.2 7, +uZ, tzerinde lineer bir kod C olsun. Bu durumda C’nin Lee
agirlik sayaci asagidaki gibi tanimlanir:

LeeC(Y’X) = Z Y4H—WL(E) XWL(E) _

ceC
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Teorem 5.2.2 7Z,+uZ, tzerinde n uzunlugunda lineer bir kod C olsun. Bu

durumda,

Lee. (Y, X)=swe. (Y, VX, Y’ X, ¥X*, X*)

dir.

Ispat & ler i agirhgindaki kodun sayisii gostermek iizere, (i =0,1,2,3,4), C nin
Lee agirlig1 ve uzunlugu
w, (C)=¢ +2¢,+3¢,+4¢
L( ) ! ? ’ * olsun. Bu durumda,
n=g,+&+&+&+e,
Lee (Y X)_Y4$0+3£1+282+g3 X€1+2£2+3£3+4£4
c\1,4 )= .
=(YHO + (PP X)) + (VX2 +(YX3)3 +(XH™
= swe,. (Y4,Y3X, YZXZ,YX3,X4)

dir.

Teorem 5.2.3 7, +uZ, lizerinde n uzunlugunda lineer bir kod C, C ’nin duali de

C* olsun. Bu durumda,

1
Lee (Y, X)=—Lee (Y +X,Y - X)

€]
dir.
Ispat
(Y+X) =Y'+47°X +6YX? +4YX° + X*
(Y-XY(Y+X)=Y*-2r’X +2rx° - X*
(Y+X) (Y-X) =Y*-2r’x*+ x*
(Y+X)(Y-X)=Y*+2r°X —2vx° - Xx*
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(Y—X)4 =Y*—4Y’X +6Y’X* —4YX® — X* olmak iizere,
Lee,. (Y, X)=swe,. (Y“, VX, Y2 X2, YX°, X“)

= i.swec (Y4 +AY X +4YXP + 67 X2+ XY, Y -2 X +2YX° - X4,

€]
Y2V X2+ X4, Y2 X —2vX - X1,
Y -4y’ X —4YX® +6Y X2 +X4)
:L.Leec (Y+X,Y-X)

€]

elde edilir.

5.3. Kendine Dual Kodlar, Projeksiyonlar, Liftler ve Z, Goriintiileri

CcC' ise Z,+uZ, iizerindeki lineer C kodu kendine dik, C =C" ise kendine

dual olarak adlandirilmaktadir.

| = {0,2,2u,2+2u}

O
0, :{1+u,1+3u,3+u,3+3u}
O

3 {1,3,u,3u,2+u,1+2u,3+2u,2+3u} olmak iizere,

0 ae0,

acZ,+uZ,icin, a*={242u acO, dir. ....... *
4 4 2
1 a0,

Burada, O, birimsel elemanlar kiimesini; O, ve O, birimsel olmayan elemanlar

kiimesini temsil etmektedir.
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Teorem 5.3.1

¢ *de bulunan O, "deki elemanlarin sayisi 77, (c) olmak tizere,

(i) C kendine dik ise, her ceC igin , 77,5, (E) ¢ift, 775, (5) te 4 in kat1 olmalidir.

(ii) n uzunlugundaki C kodu kendine dual ise, » uzunlugundaki tim 2+2u -

vektorleri C ’de olmalidir.

ispat () C kendine dik oldugundan, her ceC igin, (c,c)=0 dir. (¥) dan

<E,E> =(2+2u)n,, (E) + e, (E) yazilabilir. Bu durumda,

<E,Z’> = (2+2u) 7y, (Z’)+7763 (c)
=2(1+u)ne, (¢)+ 75, (¢) =0

dir. Oyleyse s, (E) Gift, 75, (E) 4’{in kat1 olmalidir.

(ii) C kendine dual ise C=C" ve dolayisiyla her ceC icin <E,c_:> =0 dir.
Yukaridaki esitlikten 7,5 ¢ift, 7, 4’lin kati olmalidir. Halka yapisindan
(53.(2+2u) =2+2u, O,(242u)=0 ve O0,.(2+2u)=0 dir. Buradan C’nin n
uzunluktaki 2+ 2u - vektorii oldugu goriiliir.

<E,m> =T (5)(2 +2u)=0 ve 77, ¢ift oldugundan 2+2u € C* =C dir.

Yani, C kendine dualdir.

&, L, +ull, ten 7, e bir projeksiyon olmak iizere,
(Z,+uZ,)" den Z," e
5(5+(5—5)u):5 ve C(Z_)+(5—E)u):5—l_) lineer doniisiimleri ve mod 2 ’de

a:Z,+ul., > F, +uF, projeksiyonu tanimlansin.
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Teorem 5.3.2 C, R’de n uzunlugunda lineer bir kod, a(C) de F,+uF,’de n

uzunlukta lineer bir kod olmak tizere £(C) ve ¢(C) Z, te lineer bir koddur.

Teorem5.3.3 C, Z,+uZ,’te n uzunlugunda kendine dual kod olsun. Bu
durumda,

i) ®(C), Z,’te 2n uzunlugunda 6zdeslik anlaminda kendine dual koddur.
i) & (C ) , Z,’te n uzunlugunda kendine dik ve a(C) F, +uF, *de kendine diktir.

iii) ¢ (C ) , kendine dik ise 2n uzunlugundaki d)(C ) kendine dualdir.

Ispat (i) ®(C), Z,’te 2n uzunlufunda lineer bir koddur. C kendine dual

oldugundan C’nin agirlik sayact MacWilliams doniistimii altinda sabittir. Boylece,

® agirlik koruyandir.

(i) a,a,€£(C) olsun. O halde E+(cz-bl)u,b2+(5—bz)ueC olmak iizere

l;l,b_2 e Z," vardir. C kendine dual ise,

U

(@ R+ (- =o

= 2bb,+aa,—ab,~a,b +u(ba, ~bb, +ab,~bb,)=0

= 2bb, +a,a,—a,b,—a,b, =0
ba,—bb,+ab,—bb,=0

= a,a,=0

oldugundan C c C* elde edilir. Yani §(C ) kendine diktir. a(C ) ‘nin kendine dik

oldugu da benzer sekilde gosterilir.
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(iti) b, +(a, ~b; )u,b, +(a, —b, JueC igin,

C kendine dual oldugundan, <l;l+(a_1—l;l)u, b, +(a_2—b_2)u> =0  olup,

2bb, +a,a,—ab,—a,b, =0
ve a_lz =0 dir. & (C ) kendine dik oldugundan

ba,—bb, +ab,—bb, =0

(a_l—b_l).(g—b_z)=0 dir. Buradan aa,—ab,—a,b +bb, =0 dir. a_l.a_2=0 ve

a,b, —a,b, =0 oldugundan b .b, =0 elde edilir.

(0(Br+(a ). (B + (a8, o)) = (B + ) (B (s +22))) =0 ve
Z;Ib_2 =0, a_l.a_2 =0, a_lb_2 + a_zl;] = 21;119_2 oldugundan

<d)(l7l+(a_l—l;l)u).d)(b_z+(a_2—b_z)u)>: 0 dir. Yani, ®(C) kendine diktir.

® izometri oldugundan, C ve CI)(C ) ‘nin  boyutlart  aymidir.  Yani,
| C | :‘ o(C ) ‘ =16"> =4" dir. Boylece, @ (C)’nin kendine dual oldugu gdsterilmis

olur.

Sonu¢ 5.3.1 7Z,+uZ,’te [IH|A:| tarafindan tretilen kendine dual bir kod C ise;

£(C) Z,’te, a(C) de F, +uF, de kendine dualdir.

Ispat C, Z,+uZ, iizerinde [1,|4] tarafindan iiretilen kendine dual bir kod
oldugundan C ’nin herhangi bir i ve j. satiriin i¢ ¢arpimi1 0 olmalidir.
i=1,2,...,n igin, ¢, =b, +u(a, —b,) olmak iizere,

C ’nin i. satir (0,0,...,I,O,...,O,c c, c ),

i12%i2%° s %in

C’nin j. satir1 da (O,O,...,1,0,...,O,cj1,cj2, c ) olsun.

iy
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Bu durumda, i ve . satirin & donlsimii altindaki gortntiileri, sirasiyla,

a,+a,+...+a,=0 ve a,+a,+...+a, =0 dir. C kendine dual oldugundan,

((0,0,00,1,0,00,0,61,61300063, )5 (00,100,100, 5,6, ) ) =

0+0+...+b,b, +aa,—ab, ~bb, +u(ba,~bb,+ab,—bp, )+..=0
elde edilir.

5.4. Ozdeslik Anlaminda Kendine Dual Kodlar

Teorem 5.4.1 A, Z,+uZ, izerinde nxn tipinde bir matris olmak iizere, 4

simetrik bir matris ise [In|A] tarafindan {iretilen kod 2n uzunlugunda 6zdeslik

anlaminda kendine dualdir [25] .

Ispat G ve G’ 16" uzunlugunda iirete¢ kodlar ve [—AT

1,]=[-4

In] =G ve
[1n| A] =G olsun. Ureteg kodlar Z, +uZ, e esittir.

C=<G> ve C'=<G"> olsun. Bu durumda,

1 0 0la, a, a,,
G= : S ve
0 0 lla, a, a,,
—a, -a, a, |1 0 ... 0
G'=| : : N : | dir.
-4, —a, -a, |0 O 1

C'=C" oldugu asagidaki gibi gosterilsin:

G ’nin i. satirt v, G' 'niin de j. satir1 w olsun. Bu durumda,

v:(0,0,...,1,...,O,a”,aiz,...,am), w=(—a.l,—aj2,...,—a 0,0,...,1,...,0,) dir.

7 jn?

A=AT
(vowy=—-a,+a;=-A4,+4, = 0 eldeedilir. Buda C"=C" demektir.
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Vael,+ul,:w,(—a)=w,(a) oldugundan, agulik korunur. Oyleyse G, 2n

uzunlugunda 6zdeslik anlaminda kendine dualdir.

Teorem 5.4.2 7,+uZ, lzerinde derecesi n olan dairesel bir matris 4 olsun. Bu
durumda [IH|A] matrisi 7, +uZ, Uzerinde 6zdeslik anlaminda kendine dual bir

kod tretir. Buna ikili dairesel yap1 denir [25] .

Ispat G=[1n|A] tarafindan iretilen kod C, G'z[—AT

In] tarafindan iretilen

kod da C’ olsun. C'=C" oldugu yukaridakine benzer sekilde gosterilir.
Z,+ul,te C', G'=[ A"

[J tarafindan tretilen C” koduna denktir. C ve C”

denkligini gostermek i¢in, C ile C" denkligi gosterilmelidir.

y satir permiitasyonu alinsin. Bu permiitasyon G” ne uygulandiktan sonra

y(A) ‘nin ilk siitununu 4 ’nin ilk siitununa esit olur.

Yani, (A, dyysees 4y ) = (Al Ao A7 = (A Ay oyonens 4y, ) di

A matrisi dairesel bir matris oldugu i¢in 4 matrisinin her siitunu ;/(AT) ‘nin bir
slitununa esittir. & (}/(AT )) olacak sekilde gerekli olan ¢ siitun permiitasyonu

uygulansin. Daha sonra y([n) tarafindan kurulan matris birim matris olusturulacak

sekilde diger silitun permiitasyonu p uygulansin. 6 bu kismi etkilemeyecektir.

Boylece ardarda uygulanan 7,9, p permiitasyonlart ile G" den G elde edilir. Bu da,

C’nin C'=C" ’ye denk olmas1 demektir. Onceki teoremde de gosterildigi gibi bu

agirlik koruyan bir denkliktir.

Sonu¢ 5.4.1 A, nxn tipinde bir matris olmak lizere, [In | A] tarafindan {iretilen
C, Z,+uZ, uzerinde bir kod olsun. 4 simetrik yada dairesel matris ise C 6zdeslik

anlaminda kendine dual, ®(C) de Z, iizerinde 4n uzunlugunda 6zdeslik anlaminda

kendine dualdir.
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Teorem 5.4.3 Z,+uZ, izerinde n—1 boyutlu dairesel matris A4 olsun. Bu

durumda, (,x,0€Z,+uZ, ve 6 =Fk olmak iizere,

_ { K K K|
G=| I, | @
M
- H -

matrisi Gray goriintiisii Z, lzerinde 4n uzunlugunda kendisi de Z, +uZ, lzerinde

2n uzunlukta olan 6zdeslik anlaminda kendine dual kod iiretir. Buna genisletilmis

ikili dairesel yap1 denir [25] .

Ispat
L -0 -0 .. -0 |
—K
G'=| -« Y I
| K 1

olsun. G'niin C* i iirettigi agiktir. & ve x olmaksizin G’ ile C* ’in denkligi,

onceki teoremde G ve G'ne uygulanan methodla gosterilebilir. /, harig tiim satirlar

—1 ile garpilarsa C* ile iirete¢ matrisi

olan C* kodu birbirine denktir.
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O=x ise C ile C* kodlari aymdir. @ =—x ise G*, ilk satir1 hari¢, —1 ile garpimi
sonucu olusan matris te C*’1 iretir. Her aeZ,+uZ, igin, w,(-a)=w,(a)
oldugundan C ile C' agirhigi korur. Boylece her iki durumda da, C ve C* ’te

agirlik korunmus olur.

Ornek 5.4.1
Uzunluk A ‘nm ilk satirt d
4 (2,1+2u) 4
6 (2,3u,1+2u) 6
8 (2,3u,2+u,2+3u) 8
10 (1+u,2+2u,1+3u,3,3+u) 8

Tablo 5.2. Z_ +uZ tzerindeki ikili dairesel matrislerden elde edilen 6zdeslik anlaminda kendine dual / .

kodlar




BOLUM 6. HESABA DAYALI SONUCLAR

Sonlu cisimler {izerinde en iyi bilinen lineer kodlarin tablo ve veri tabanlarina uzun
stireden beri ulasilabilmektedir [35] . Z, lizerindeki kodlarin 6neminden ve Z,
kodlardaki yogun ¢alismadan dolay:r [37] online olarak kullanilarak, Z, tizerindeki

kodlarin veritabanlari [36]’da olusturulmustur.

Bu bolimde R iizerindeki devirli kodlarin ve bazi tek uzunluktaki Gray
goriintiilerinin  bilgisayar arastirma sonuglari ifade edilecektir. [34]’teki online
veritabanina gore Gray goriintiisii Z, tizerinde yeni lineer kodlar olan R {iizerinde
pek ¢ok devirli kod bulunmustur. Asagidaki tablo bu kodlarin bir alt kiimesini
gostermektedir. Tek uzunluktaki devirli kodlarin iiretecleri Teorem 3.2.1°de

verilmistir ve Z, tzerinde ii¢ polinom belirlenmistir. Bu polinomlarin katsayilar

azalan siraya gore yazilacaktir. Ornegin 2x*+3x+1, 20031 tarafindan temsil
edilmektedir. d basamagi tekrar eden uzun bir dizi var oldugunda d" seklinde

yazilacaktir. Ornegin 3*, 3x’ +3x” +3x+3 polinomunu temsil etmektedir. Ayrica,
kodlarin Gray goriintiileri icin hem Lee hem de Oklid agirliklar1 ele almacaktir.

Burada, E alt indisi minimum Oklid agirlig1 gstermektedir.



Tablo 6.1. Lee ve Oklid agirliklari ile 7 uzunlugundaki baz1 devirli kodlar
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g (x ) g, (x) g; (x) 7. 4 goriintiilerinin parametreleri
22022022 22022022 22022022 [14,4°2¢.15]
2° 2° 1001 [14,42° 2]
3 3 1001 [14,472°,2]
3 3 113 [14,4'*2* 2]
3003003 3003003 1021 [14,4°2%,2]
2° 2° 11 [14,4'°2% 2]
3 3 31 [14,472° 2]
3’ 3’ 3 [14,4"%2° 1]
22022022 22022022 22022022 [14,4°2*,24,]
31031031 31031031 29 [14,4222,12E]
31031031 31031031 3° [14,4*2°,9,]
3001 3001 22022022 [14,4°2%,8,]
333 333 2° [14,472',8,]
3001 3001 3° [14, 4820,8E]
31 31 22022022 [14,4%2%, 6,1
3001 3001 31031031 [14,4"°2°,6,]
333 333 31031031 [14’4“20,419]
3001 3001 3003003 [14,42°,3 ]
2° 2° 1001 [14,42°,2,]
3’ 3’ 1001 [14,4°2°,2 ]
3003003 3003003 1021 [14,42%,2,]
2° 2° 11 [14,4'°2%,2,]




Tablo 6.2. Lee ve Oklid agirliklari ile 23 uzunlugundaki bazi devirli kodlar
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g,(x) g,(x) g, (x) 7., gbriintiilerinin
parametreleri
202002002° | 202002002 2% [46,4°2",14]
202002002° | 202002002° 202002002’ [46,4°2%,16]
2% 2% 220002220202 [46,4°2% 14]
202002002° | 202002002’ 2°00200202 [46,4°2%,4]
323 323 223 [46, 4121’23]
32 32 220002220202 [46,4'2% 14]
3230210013333| 3230210013333 | 202002002° [46,4'"2" 12]
220002220202 11513
3230210013333] 3230210013333 [46,4727,10]
220002220202 12912
310023330321 [46,4727.10]
310023330321
) ) ; [46,472"",10]
3230210013* | 3230210013 1331113331313
202002002 | 202002002’ 2% [46,4°2",28 ]
202002002 | 202002002’ 202002002 [46,4°27,32, ]
2% 2% 202002002 [46,4°2,28 ]
3» 202002002 2°00200202 [46,4°27,8,]
1331113331315 1331113331313 2% [46,4'2"%,23 ]
3% 3» 202002002° [46,4'2,28 ]
323 323 220002220202 [46,4'27 ,23,]
202002002° 1331113331313 [46,4°2%,4,]
202002002’
., | 3230210013 2% [46,4''27,28,]
3230210013
1030232211313| 1030232211313 923 (46,4212, ]
3230210013* | 3230210013* 220002220202 [46,4'2",12,]
310023330321 | 220002220202 46.4'22'% 12
310023330321 [46, 12,
3230210013* | 3230210013* 1331113331313 [46,472'"12,]




BOLUM 7. SONUCLAR VE ONERILER

7., +uZ, halkasindaki devirli kodlar incelendi ve bu halka {izerindeki devirli

kodlar iiretegleri arastirilip geren kiimeleri olusturuldu.

(2+u) - sabit devirli kodlar i¢in Gray doniisiimii tanimland1 ve uzunlugu tek olan

(2+u)— sabit devirli kodlarin Gray goriintiisiiniin devirli bir koda esit oldugu

ispatlandi. Ayrica sabit devirli kodlarin {irete¢ polinomlar1 da belirlendi.

Kendine dual kodlar, projeksiyonlar, liftler ve Z, goriintiileri, 6zdeslik anlaminda

kendine dual ve ikili dairesel kodlar incelendi.

R iizerindeki devirli kodlarin ve bazi tek uzunluktaki Gray goriintiilerinin bilgisayar

arastirma sonuglari ifade edildi.
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