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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

rk(K)
A, @A,

: Reel sayilar kiimesi

: Kompleks sayilar kiimesi

. nxn boyutlu kompleks elemanli matrislerin kiimesi

: 17in tek turlu belirli k —yinc1 dereceden tiim koklerinin kiimesi
: Matrisler; A=(a;)e C™

: Birim matris

. Elemanlar sifir olan vektor veya matris

: Skalerler

: Elemanidir

: Eleman1 degildir

: Kiimelerde fark islemi

: K matrisinin eslenik transpozesi

: K matrisinin spektrumu
: K matrisinin ranki

: A, ile A, matrislerinin direkt toplam1
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OZET

Anahtar Kelimeler: {K,s+1}—potent Matris, involutif Matris, Lineer Kombinasyon,
Esanli Késegenlestirme, Karsilikli Degismelilik, Uniter Matris, Hermityen Matris

Bu calismanin ilk boliminde, konu ile ilgili literatlr bilgisini igeren bir giris
verilmektedir. Calisma, bu bolim ile birlikte toplam dort ana bolimden
olusmaktadir.

Bolim 2’de, BOlUm 4 igin temel teskil edecek olan bazi kavram ve bazi teoremler
verilmektedir. B6lim 3’te ise bu ¢alismaya esin kaynagi olan literatiirde mevcut bir
calismadaki bazi sonuglar hatirlatilmaktadir.

Bolim 4, bu c¢alismanin esas kismim icermektedir. Bu bolimde, ii¢ karsilikli
degismeli {K,s+1}-potent matrisin lineer kombinasyonu {K,s+1}-potent

oldugunda lineer kombinasyondaki skalerlerin neler olabilecegi ile alakali bir sonug
verilmektedir. Ayrica, verilen K involutif matrisi icin bu lineer kombinasyonu

{K,s+1}-potent yapacak sekilde skalerler ve karsilikli degismeli {K,s+1}-potent
matrisler bulan algoritmalar verilmektedir.

Vil



SOME COMBINATIONS OF {K,S +1} -POTENT MATRICES

SUMMARY

Keywords: {K,s+1} —potent Matrix, Involutive Matrix, Linear Combination,

Simultaneously Diagonalization, Mutually Commutation, Unitary Matrix, Hermitian
Matrix

In the first chapter it is given an introduction, which include literature information
about the subject. The study consists of four main chapters with this chapter in
totally.

In the Chapter 2, some of the concepts and some theorems, that constitute the basis
for Chapter 4, have been given. In Chapter 3, some results from the existing study in
the literature have been reminded. These are the inspiration for this work.

The Chapter 4 contains the original part of this work. In this Chapter, it has been
established the result associated that what could be scalars in the linear combination

when the linear combination of three mutually commuting matrices is {K,s+l}—

potent. Moreover, several algorithms have been given for finding some scalars and
some mutually commuting {K,s+l}~ —potent matrices such that the linear

combination is {K,s+1}-potent.

viii



BOLUM 1. GIRIS

{K, s+1} —potent matrisler siifi; k —potent matrisler, periyodik matrisler, idempotent

matrisler, involutif matrisler, merkeze gore simetrik matrisler, dairesel matrisler vb.

matris siniflarinin genellestirilmisi olarak diisiiniilebilir. Bu alt siniflar literatlirde
bir¢cok ¢calismada ele alinmistir (6rnegin bkz. [3, 4, 8, 15, 19, 20, 21, 22, 23, 27]).

Son yillarda matrislerin belli smiflar1 igin yasama dair birgok uygulama
gelistirilmektedir. Ornegin, [16,17]’de mirror simetrik matrisler aracilifiyla ¢oklu
kondiiktor iletim hatlar1 problemi ¢alisilmistir. Dairesel matrisler; sayisal hesaplama,
kat1 hal fizigi, goriintii ve sinyal isleme, kodlama teorisi, matematiksel istatistik ve
molekiiler titresim gibi bir¢ok alandaki uygulamali problemleri ¢6zmek igin
kullanilmistir (6rnegin bkz. [12,13]). Centro simetrik matrisler mekanik ve elektrik
sistemler, anten teorisi ve kuantum fizigindeki problemleri ¢ozmek i¢in kullanilmistir
[11].

Involutif matrisler de birgok farkli alanda kullanilmaktadir. Oklid geometrisinde
(6rnegin bir duzleme gore yansimada), grup teorisinde (6rnegin sonlu basit gruplarin
smiflandirilmasinda), halka teorisinde (6rnegin matris halkasinda transpoze
alinmasinda) vb. involutif matrislerin kullanimi mevcuttur. Diger taraftan Hill
yontemi ile sifreleme yapilirken involutif matrislerin anahtar olarak kullanilmasi

Onerilmistir [14].

Hill sifreleme yontemi bir blok sifreleme 6rnegidir. Blok sifreleme, diiz metni bitigik
ve ayni uzunlukta ki bloklara bélme, her blogu sifreleyerek sifreli metin bloklarina
doniistiirme ve bu sifreli bloklar1 sifreli metin ¢iktis1 olarak gruplama seklinde ifade

edilebilir. Hill sifreleme yontemi Lester S. Hill tarafindan 1929 yilinda bulunmustur.
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Sekil 1.1. — Lester S. Hill'in Sifreleme Makinas1

Hill sifrelemesinde her bir harf mod 26 *ya gore bir sayiya karsilik gelir. Bir mesaj
Hill sifreleme yontemi ile belli bir diizen icinde sifrelenir. Oncelikle mesajin
gondericisi ve alicisi bir anahtar nxn’lik A matrisi tzerinde anlasmis olmalidirlar.
Diz metin n uzunlugundaki bloklar seklinde sifrelenir. Mesajin desifrelenmesi
icinse anahtar matris olan A matrisinin tersi hesaplanir. Anahtar matrisin tersi ile
sifreli mesajin N uzunlugundaki bloklarinin matris formu ¢arpilarak sifreli mesajin
desifrelenmis hali matris formunda elde edilmis olur. Burada eger A matrisi involutif
ise, A matrisinin tersi kendine esit olacagindan metni sifrelerken kullanilan anahtar
matris ile metni desifre ederken kullanilan anahtar matrisin tersi ayni matris
olacaktir. Bu demektir ki ayn1 A matrisi mesajlarin hem sifrelenmesi, hem de

desifrelemesi icin kullanilabilir.
1.1. Baz1 Gosterimler

n pozitif bir tamsay1 olmak tizere, C ve C™ sembolleri sirasiyla, kompleks sayilar
ve nxn boyutlu kompleks elemanli matrislerin kiimesini gostersin. Calisma boyunca
matrisler koyu ve buylk harflerle (K gibi), skalerler kucuk ve italik harflerle (c

gibi) gosterilecektir.
1.2. Literatiir Bilgisi ve Cahsmanin Icerigi

C,, C, sifirdan farkli kompleks sayilar ve X;, X, degismeli nxn boyutlu sifirdan

farkli kompleks matrisler olmak iizere,



X=cX, +¢,X, (1.1)

olsun. X, ve X, matrisleri idempotent, k —potent, involutif ve tripotent olduklarinda

(1.1) bicimindeki X lineer kombinasyon matrisinin idempotent, involutif ve

tripotent olma durumlart literatiirde bir¢ok ¢alismada mevcuttur:

X, ve X, matrisleri idempotent iken X matrisinin idempotent oldugu durum, X, ve
X, degismeli oldugunda [2,24] calismalarinda; degismeli olmadiginda [2]

calismasinda ele alinmistir.

X, ve X, matrislerinin degismeli oldugu ve olmadig1 durumlarda biri idempotent

digeri tripotent iken X matrisinin idempotent oldugu durumlar [5] ¢alismasinda ele

alinmustir.

X, ve X, matrislerinden biri idempotent digeri k-—potent iken X matrisinin
idempotent oldugu durum, X, ve X, degismeli oldugunda [9], olmadiginda [10]

calismalarinda ele alinmistir.

X, ve X, degismeli tripotent matrisler iken X matrisinin idempotent olmas1 konusu

[24] ¢alismasinda ele alinmistir.

X, ve X, matrisleri her ikisi involutif iken X matrisinin idempotentligi; her ikisi
idempotent iken, her ikisi tripotent iken ve her ikisi involutif iken X matrisinin
involutifligi; X, ve X, matrisleri degismeli iken [25,28] ¢alismalarinda, degismeli
olmadigi durumda (her ikisinin tripotent oldugu durum harig) ise [28] ¢alismasinda

ele alinmistir.

X,, X, degismeli matrislerinin her ikisinin idempotent, her ikisinin involutif ve her
ikisinin tripotent olduklart durumda (1.1) bigimindeki X lineer kombinasyon
matrisinin tripotent oldugu durumlar sirasiyla [4], [25,28] ve [4,29] ¢alismalarinda

ele alinmustir.



Dikkat edilirse bu ¢aligmalar iki 6zel tipli matrisin (1.1) bigimli lineer kombinasyonu

ile ilgilidir. Ayrica, literatirde ¢ kompleks matrisin lineer kombinasyonunun ele

alindig1 ¢aligmalar da mevcuttur. Soyle ki, C;, C,, C; sifirdan farkli kompleks sayilar

ve X;, X,, X; nxn boyutlu sifirdan farkli kompleks matrisler olmak iizere,

X=cX; +¢,X, +C;X, (1.2)

olsun. X,, X, ve X, matrislerinin idempotent, involutif ve tripotent olduklar

durumlar icin (1.2) bicimindeki X lineer kombinasyon matrisinin idempotent ve

tripotent oldugu durumlar farkli ¢caligmalarda incelenmistir:

X, X, ve X, karsilikli degismeli idempotent matris oldugunda (1.2) bigimindeki

X lineer kombinasyon matrisinin idempotent olmast durumu [26] ¢alismasinda ele

alinmustir.

X, X, ve X, idempotent matrislerinden herhangi ikisi ayrik matris oldugunda (1.2)

bicimindeki X matrisinin idempotent olmasi durumu [1] ¢alismasinda ele alinmistir.

X, X, ve X, idempotent matrislerinden herhangi ikisi degismeli oldugunda (1.2)

bicimindeki X matrisinin idempotent olmasi durumu [6] ¢alismasinda ele alinmistir.

X, X, ve X, karsilikli degismeli involutif matrisler iken ve ikisi involutif biri

tripotent iken (1.2) bicimindeki X matrisinin tripotentligi [30] ¢alismasinda ele

alimmustir.

{K,s+1}-potent matrislerin, verilen bir K involutif matrisi i¢in iyi tanimli olusu,

kosegenlestirilebilmesi, spektrumu, spektral ayrisiminin yapisi vb. ozellikleri [20]

caligmasinda ele alinmistir.



Ayrica, C, C, Sifirdan farkli kompleks sayilar ve X, X, e C™" degismeli sifirdan
farkli {K,s+1}—p0tent matrisler olmak Uzere, (1.1) tipli X lineer kombinasyon

matrisinin {K,s+1!-potent matris olmasi durumunda c,, ¢, skalerlerinin saglamasi
P 10 by g

gereken kosullar [20] caligmasinda ele alinmistir.

Verilen involutif K matrisi ve se{1,2,3,...} icin bir X, eC™ {K,s+1}-potent
matrisi bulan bir algoritma, X, ile degismeli olan {K,s+1}-potent X, e C™"

matrisini elde eden bir algoritma ve (1.1) tipli X lineer kombinasyon matrisini
{K,s+1}—p0tent matris yapacak sekilde c,, ¢, sifirdan farkli kompleks sayilari

bulan bir algoritma [21] ¢alismasinda verilmektedir.

Bu caligsmada ise, U¢ karsilikli degismeli {K, S+1} —potent matrisin (1.2) bicimindeki
lineer kombinasyonunun {K,s+1}-potent matris olmasi durumunda lineer

kombinasyonu olusturan c,,C, ve c, skalerlerinin saglamasi gereken kosullarin neler

oldugu ortaya konulmustur. Ayrica, (1.2) tipli X lineer kombinasyon matrisini

{K,s+1}-potent matris yapacak sekilde c,,c, ve c, sifirdan farkli kompleks sayilari

bulan bir algoritma verilmektedir.



BOLUM 2. ON BILGILER

Bu boliimde, ¢alismanin daha sonraki boliimlerinin daha iyi anlasilabilmesi ig¢in
gerekli bazi tanimlar verilmektedir. Ayrica, yine daha sonraki boélimlerde verilen
sonuglara temel teskil edecek gerekli bazi teoremler ispatsiz olarak ifade

edilmektedir.

2.1. Baz1 Matris Cesitleri

Tamm 2.1.1. | uygun boyutlu birim matrisi gostermek tizere, K? =1 ozelligine

sahip bir K € C™" matrisine involutif matris denir [29].

Tanmm 2.1.2. Eger K € C™" matrisi, eslenik transpozesine esitse (K =K" ise) K

matrisine hermityen matris denir [7].

Tamm 2.1.3. Eger KeC™ tersinir matrisinin eslenik transpozesi, tersine esitse

(yani, K=K ise) K matrisine tniter matris denir [7].

Tamm 2.1.4. K eC™ bir involutif matris ve se{1,2,3,...} olsun. Bir AeC"™"

matrisi KA*"'K = A esitligini saglarsa A matrisine {K, s+1}—potent denir [20].

2.2. Benzer Matris ve Kosegenlestirme

Asagida verilen tanim ve teoremler i¢in, 6rnegin, [18] kaynagina bakilabilir.

Tamm 2.2.1. A, A, € C™" matrisleri verilsin. Eger A, =SA,S™ olacak sekilde bir

S tersinir matrisi varsa, A, matrisi A, matrisine benzerdir denir.



Tamm 2.2.2. Bir AeC, matrisine, bir kosegen matrise benzer ise

kosegenlestirilebilir matris denir.

Tamm 2.2.3. A, A, e C™" kosegenlestirilebilir matrisler olsun. Eger S™A,S ve
S™A,S matrisleri kdsegen matris olacak sekilde bir S tersinir matrisi varsa A, ve

A, matrislerine esanli (birlikte) kosegenlestirilebilir matrisler denir.

Teorem 2.2.4. A, A, eC™ kosegenlestirilebilir matrisler olsun. A, ve A,
matrislerinin esanli kdsegenlestirilebilir olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul A; ve

A, matrislerinin degismeli olmasidir.

Teorem 2.2.5. Asagidaki kosullarn  her biri, AeC™  matrisinin

kosegenlestirilebilir olmasinin gerekli ve yeterli kosuludur:

(@) a, (t) minimal polinomu farkl lineer ¢arpanlara sahiptir.
(b) q, (t) =0 denkleminin her bir kokii tek katlidir.
(c) aq, (t) =0 olacak sekildeki her bir t degeri i¢in (, (t) polinomunun

turevi sifirdan farklidir.

2.3. {K,s+1}—potent Matrislerin Varhg ve Ozellikleri

k bir pozitif tam sayr olmak zere 1’in tek turli belirli k —ymc1 dereceden tim
koklerinin kimesi € ile gosterilecektir. €, carpimsal gruptur. w, =e*** olarak

tanimlanirsa, Q, = {Wk : Wlf,...,wl'f} "dir [20].

Asagida verilen teorem, lemma ve sonuglar [20] kaynagindan alinarak

hatirlatilmaktadir.

Teorem 2.3.1. Verilen her ne{1,2,3,...} boyutlu K involutif matrisi ve her bir

se{1,2,3,...} icin {K,s+1}-potent olan en az bir A € C™" matrisi vardur.



Lemma 2.3.2. KeC™ involutif bir matris, se{1,2,3,...} ve AeC™ olsun. Bu

durumda,
. Asagidaki kosullar birbirine denktir:
(a) A bir {K,s+1}-potent matristir.

(b) KAK = A°*,
(c) KA =A"K.
(d) AK =KA**,

II.  Eger AeC™ matrisi bir {K,s+1}-potent matris ise, ACY Z A dir.

Lemma 2.3.3. KeC™ involutif bir matris, s€{1,2,3,...} ve A, BeC™ iki
{K,s+1}—potent matris olsunlar. Asagidaki 6zellikler saglanir.

(a) s=1ise, AB=-BA < A+B bir {K, 2} —potent matristir.

(b) AB=BA =0 ise, A+B bir {K,s+1}-potent matristir.

(c) AB=BA ise, AB bir {K,s+1}-potent matristir.

(d) te{0}UQ, ise, tA bir {K,s+1}—potent matristir.

(e) A bir nonsingular matris ise, A™ bir {K,s+1}—potent matristir.

(f) K hermityen matris(K" =K ise, A™ {K,s+1}-potent matristir.

(@ WeC™ nonsingular ve KW =WK ise, WAW™ (K, s+1}-potent

matristir.

Sonug 2.3.4. K eC™ involutif ve hermityen matris, se{1,2,3,...} ve AeC"™"
{K,s+1} -potent matris olsun. Eger UeC"™, KU = UK olacak bigimde bir Uniter

matris ise, UAU" matrisi {K,s+1} -potenttir.



Lemma 2.3.5. Her i=12,...,t icin K, bir involutif matris olacak sekilde, K,
A, e CY™ matrislerinin {K,, K,,....K,} ve {A,A,,...,A;} kimeleri verilsin.

Ayrica,

t t
A=@PA, ve K=@PK,

i=1 i=1

olsun. Eger her i=12,...,t icin A, matrisi {K;s+1}—potent ise, A matrisi

{K,s+1} -potenttir.
2.4. {K,s+1}—potent Matrislerin Karakterizasyonu

Lemma 2.4.1. k farkli 4,...,4, Ozdegerlerine sahip A € C™" matrisi verilsin. A

matrisinin kosegenlestirilebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul A = Z;/lej ve

I = Z;PJ— olacak sekilde P,,P,,...,P, ayrik projektorlerin, yani i, j{1,2,...,t}

icin P,P, = 5, P, kosulunu saglayan projektdrlerin, var olmasidir [7].
Asagida verilen lemma, teorem, uyari ve sonuglar i¢in [20] kaynagina bakilabilir.

Lemma 24.2. s€{L2,3,..} Ve p:{0.12....,(s+1)' -2} > {0.1,2....,(s+1)" -2},

¢(j)=b, bigiminde tanimli ¢ fonksiyonu verilsin. Burada b, ,

b, = j(s+1)[mod((s+1)2—1)} (2.1)

olacak sekildeki en kii¢iik nonnegatif tamsayidir. Bu durumda ¢ bire bir ve orten bir

fonksiyondur.
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Teorem 2.4.3. KeC™ bir involutif matris, 56{1,2,3,...} ve AeC™ olsun.

Asagidaki kosullar denktir:
(@) A, {K,s+1}-potent’tir.

(b) A kosegenlestirilebilirdir, o (A)c{0jUQ KP K=P

(s+1)°-1" (s+1)°-1 (s+1)° -1’
] e{O,l,...,(s +1)2 —2} olmak Uzere ¢ Lemma 2.4.2°de tanimli birebir ve

orten bir fonksiyondur ve KP . K=P . “dir ve PP, .. P

(s+1) (s+1) (s+1)°-1

sirastyla O,W(l ,W(M)z_2 1 ozdegerleri ile iliskili Lemma 2.4.1°de

se1)? 1T T (s ]
verilen A matrisinin spektral ayrisiminda goriilen projektorlerdir.

(c) A(S“)zzA, KP_ . K=P . Ve je{o,l,...,(s+1)2—2} olmak Uzere

(s+1)"—1

(s+1)
KPK=P "dir. Burada ¢ Lemma 2.4.2’de tanimli birebir ve Orten bir

sirastyla  O,w" , | ,W(“l; 1

fonksiyondur ve P, P,...,P T

(s+1)°-1
Ozdegerleri ile iliskili Lemma 2.4.1°de verilen A matrisinin spektral

ayrisiminda goriilen projektorlerdir.

Uyan 2.4.4. Her bir joe{l,Z,...,(s+1)2—2} icin KP,K=P__ oldugundan, A

(io)
matrisinin spektral ayrisimindaki P, ve Pw(jo) projektorlerinin her ikisi birden ya

stfir matrisidir ya da sifir olmayan matrislerdir.

Sonug 2.4.5. K e C™ bir involutif matris, s€{1,2,3,...}, AeC™ olsun. Ayrica

A" = A olacak bigimde 1<k <(s +1)2 kosulunu saglayan bir pozitif k tamsayisinin

meveut oldugunu kabul edilsin. Bu durumda A matrisinin {K, s +1}-potent olmasi

icin gerek ve yeter kosul asagidaki kosullarin her birinin saglanmasidir.

(i) k—1says (s +1)2 —1 sayisini tam boler.
(if) A kosegenlestirilebilirdir.

(iii) i, j{0,1,...,t} ve i# j icin 4 = A, olmak Uzere,
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o(A)={2pA,... 4} = {0} U, (2.2)

olmasidir.
(iv) Her bir ie{O,l,...,t} icin A =ﬂjs+1 ve P, =KP K olacak sekilde bir tek
j€{0,1,...,t} vardir. Burada P,,P,,...,P, projektorleri sirasiyla (2.2)’de

verilen 6zdegerler ile iliskili, Lemma 2.4.1°de verilen spektral ayrisimda

gorulen projektorlerdir.

Sonug 2.4.6. K eC™ bir involutif matris, s€{1,2,3,...} ve AeC™ olsun. A
matrisinin  {K,s+1}-potent olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A*= A2

K=P ve jE{O,l,Z,...,(S+1)2—2} icin KP,K=P_, olmasidir.

(s+1)°-1 (s+1)°-1

(i)
Burada ¢ Lemma 2.4.2°de tamimli birebir ve o6rten fonksiyondur ve

P, P P

(s+1)*-2
e P sirastyla O,\/v(ls+1)2 e W

. , ~,1 Ozdegerleri ile iligkili Lemma
-1 (s+1)°-1

0

2.4.1°de verilen A matrisinin spektral ayrisiminda goriilen projektorlerdir.

Teorem 2.4.7. K C™" bir involutif matris, s<{1,2,3,...} ve A<C"™ olsun. Bu

durumda A matrisinin {K, s +1} -potent olmas i¢in gerek ve yeter kosul

A D O ‘lK—PX OP_lpfl_W 0
_QooQ’ 1o T Q_OI

olacak bicimde Q, PeC"™ nonsingular matrislerinin var olmasidir. Burada
XeC™, TeC"™ ™ involutif matrisler; WeC™, C=WDW™eC™ matrisi
bir {X,s+1}-potent matris olacak sekilde bir nonsingular matris; D :[dij} eC™

kosegen matris, r=rk(A) ve d; e{0}uQ "dir.

(s+1)°-1
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A ve K matrislerinin her ikisininde ayni benzerlik matrisine sahip olmasi igin

Teorem 2.4.7°deki gibi diistiniildiiglinde asagidaki sonug verilebilir:

Sonug 2.4.8. A € C™" matrisinin bir {K,s+1} —potent matris olmas igin gerek ve

yeter kosul

olacak sekilde P € C™" ve C e C"" nonsingular matrislerinin var olmasidir. Burada

r=rk(A), XeC™ ve Te C™") involutif matrisler ve C bir {X,s+1} —potent

matristir.

Teorem 2.4.9. K € C™ bir involutif matris ve

olacak bicimde P € C™" olsun. Be C”®?, Ce C" ve D eC"™ olmak (izere,

B C]_,
A=P P
0 D

oldugu kabul edilsin. Bu durumda, A matrisinin {K,s+1}-potent matris olmast igin

gerek ve yeter kosul B ve D matrislerinin {s+1} —potent matris ve
C+> B*'CD'=0
i=0

olmasidir.
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Teorem 2.4.10. K eC™ bir involutif matris, s€{1,2,3,...} ve AeC™ matrisi

i,je{l,2,...t} ve i=# j igin 4 = 4, olmak Uzere,

o(A)={4 A A} (2.3)
spektrumuna sahip olsun. Bu durumda A matrisinin {K,s+1}-potent olmasi igin
gerek ve yeter kosul A matrisinin kosegenlestirilebilir olmasit ve her bir
ie{l,2,...,t} icin 4 =4 ve P, =KP K olacak sekilde tek bir je{1,2,...,t} var
olmasidir. Burada P, P,,..., P, projektorleri sirasiyla (2.3)’teki 6zdegerler ile iligkili

Lemma 2.4.1°de verilen A ’matrisinin spektral ayrisiminda goriilen projektorlerdir
[20].

Teorem 2.4.10°un gosterimine gore 6:{1,2,...,t} - {1,2,...,t}, #(i)=j biciminde
bir fonksiyon tanmimlanabilir. Burada j; A :/11.S+1 kosulunu saglayan {1,2,...,t}

kimesindeki yegane elemandir. Bu durumda &’nin bir involution (6zellikle

bijective) oldugu gorilebilir. Bu fonksiyon Teorem 2.4.10da P, =KP,,K ve

(i)

A = l;(ﬁ yazilmasini saglar.

A matrisinin {K,s+1} -potent olmast igin bir diger gerekli kosul dzvektorleri iceren

asagidaki sonugcta verilmektedir.

Sonug 2.4.11. KeC™ bir involutif matris, se{1,2,3...} ve i,je{1,2,...,n},
% =0, i ] icin 4 =4, olmak Uzere, Ax =4 olacak sekilde A eC™ olsun.

Eger A™'x,, # 4 X, olacak bigimde i, {1,2,...,n} varsa, A matrisi {K,s+1}-

(io) io
potent degildir.



BOLUM3.iKi DEGISMELI {K,s+1}-POTENT MATRISIN

LINEER KOMBINASYONUNUN {K,s+1}—

POTENTLIGI ILE ILGIiLIi LIiTERATURDEKI
SONUCLAR

C,, ¢, sifirdan farkli kompleks sayilar ve X;, X, degismeli nxn boyutlu sifirdan

farkli kompleks matrisler olmak tzere,
X=cX, +¢,X, (3.1)

lineer kombinasyonunu ele alinsin. Bu bélimde X, ve X, matrisleri {K,s+1}-
potent olduklarinda (3.1) bicimli X matrisinin {K,s+1} —potentligi ile ilgili [20]

caligmasinda mevcut olan bir sonu¢ hatirlatilmaktadir. Ayrica, iki degismeli

{K,s+1}—potent matrisin lineer kombinasyonunun {K,s+1}—potentligi ile ilgili

algoritma verilmektedir.

3.1 Iki Degismeli {K,s+1}—potent Matrisinin Lineer Kombinasyonunun

{K,s+1} —potentligi

Lebtahi ve digerleri [20] ¢alismasinda, X, ve X, degismeli {K,S+1} —potent
matrisler iken (3.1) bicimli lineer kombinasyon matrisinin {K,s+1} —potent olmasi

durumunda lineer kombinasyonu olusturan ¢, ve c, skalerlerinin saglamas: gereken

kosullarin neler oldugunu asagidaki teorem ile ortaya koymustur.
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Teorem 3.1.1. ¢,c, e(C\{O} ve A, BeC™ sifirdan farkli degismeli {K,S+l}—

potent matrisler olmak Uzere C=c,A+c,B olsun. C matrisi {K,s+1}—-potent ise

asagidaki durumlardan biri saglanir:

@ c,c, e Q(s+l)2—1 "dir.

(b) c, eQ(S+1 - Ayrica, WrS+

? ( 1)2—1C1 +C, € {O} uQ

(11 olacak sekilde

ref01....(s+1) -2} vardr.

© c,eQ . -Ayrca c+w ., C e {0}uQ

(s+1)? (s+1)°-1 "2

(411 olacak sekilde

te {0,1,...,(3 +1)2 —2} vardir.

(d) r+t sayis: (s +1)2 —1 in bir skaler kat1 olmayacak sekilde ve & #0 veya

&, #0 olmak Uzere,

t _ r
c = 98lW(s+1)2-1 S o - 9CZW(su)Z-l ~G
1T et vV T T q
(s+1)*1 -1 W(s+1)271 -1

olacak sekilde r, te{O,l,...,(s +l)2 —2} ve &, &, e{0}uQ sayilari

(s+1)°-1

vardir.

(e) ¢,+c,e{0juQ , 'du.

(f) W(’S‘H)z_lc1 +c,e{0}uQ . olacak sekilde te {0,1, (s —1-1)2 - 2} saylsl

(s+1)"-1

vardir.

Ispat.
a) A ve B degismeli {K,s-+1}-potent matris olduklarindan (Teorem 2.2.4 ve
Teorem 2.4.3) bir nonsingular P matrisi ve D,, D, kosegen matrisleri

A =PD,P" ve B=PD,P" olacak bigimde vardir. Bu durumda
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C=cA+c,B=c,(PD,P")+c,(PDP)
=PcD,P"+Pc,D,P"
=P(cD, +c,D, )P

yazilabilir. D, =diag(4,,...,4,) ve D, =diag(s,...,4,) olsun, yani A
matrisinin dzdegerleri A, B’ nin dzdegerleri 4, 1=1,2,...,n ile gosterilsin.
Bu durumda c,A+c,B=diag(cA +C,z4,...,CA +Cyps, ) Olur. A, B ve C

matrisleri {K,s+1} -potent olduklarindan Teorem 2.4.3 geregi D,, D, ve

¢,D, +c,D,  matrislerinin  6zdegerleri {0} VQ e kiimesinin
elemanlaridir. Boylece her i =1,2,...,n i¢in
CA +Cyou e{O}uQ (3.2)

(s+1)°-1

yazilabilir. D, #0 oldugundan, A4 #0 olacak sekilde en az bir

i, €{1,2,...,n} vardir. Dolayisiyla 4, €Q

o (M)zfl’dir. Bu durumda (3.2)’den

K

c,+c,—e{0}uQ (3.3)

(s+1)* -1
lo

ve Ustelik Q(s+1)2_1 carpimsal grup oldugundan l;, i e{O}uQ

Iy

Benzer sekilde, Dy #0 oldugundan p; €Q olacak sekilde en az bir

(s+1)° -1
jo €{12,...,n} vardir. Yine (3.2)’den

Lc+c,e{0juQ (3.4)

(s+1)°1

o
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d)
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elde edilir. Eger 4 =0=24, ise ¢, #0+#c, olmasi ve (3.3), (3.4) gdzdniine

almrsa ¢,,c, €Q bulunur. Boylelikle (a) gosterilmis olur.

(s+1)°

Eger 4 =0 ve 4, €Q ise (3.3)’ten cleQ(S+1 ve (3.4)’ten

(s+1)°-1

)1

Wr

GG € {0}uQO olacak sekilde en az bir

(s+1)*-1
re {0,1,...,(5 +1)° —2} vardir. Boylelikle (b) elde edilir.

Eger 4 =0 ve 4, =0 ise (3.4)ten c,eQ ve (3.3)’ten

lo (s+1)°-1

C + WtM)Z_lC2 e{0juQ

( o olacak sekilde en az bir t e {0,1,...,(3 +1)2 — 2}

(s+1)"=

vardir. Boylelikle (C) gosterilmis olur.

Son olarak eger yio,ijer(M)zfl ise c,c,’ler bilinmeyenler ve

&.é, € {O}UQ

t
G+ W(s+1)2 -1

olmak (zere, (3.3) ve (3.4)’ten wrS+

(s+1)°-1 ( 1)2—101 +t6 = 51 ve

c, = ¢, denklemleri elde edilir. Boylece ¢ozilmesi gereken

W, 1
s YR o5
1 Wt 2 CZ ‘):2

lineer denklem sistemi ile karsilasilir. r+t ’nin (S +1)2 —1’in bir kat1 olmama

kabulii altinda Gauss Jordan eleminasyon yontemi kullanilirsa

t r
_ §1W(S+l)2—l - §2 Ve C. = §2W(S+1)271 - §l

r+t 2 r+t
W(s+1)2—1 -1 W(s+1)2—l -1

G

olarak bulunur.

w ., =1 olmasi ancak r+t=0 veya r+t=(s +1)2—1 olmasi ile

(s+1)%-1

midmkdndir. Burada r+t=0 durumunda ise r=t=0 olmak zorundadir.
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Simdi r=t=0 olsun. Bu durumda &,&, € {0} Q . olmasi gbz dniinde

(s+1)°=

bulunduruldugunda (3.5)ten ¢, +¢, € {0} UQ (o1t yazilabilir.

)

. . _ 2 . r+t _ (s+1)2—1 _
f) Simdi de r+t=(s+1)"—1 olsun. W =W =1 olup buradan
r -t - o ] —t
feapa =W dir. Boylece (3.5)’ten W Gt e{O}uQ(M)z_1 olarak
bulunur. -

3.2. {K,s+1}—potent Matrislerin Hesaplanmasi i¢in Algoritma

s=0 ve s>1 durumlar ayr1 ayr1 incelenecektir.

1) s>1 durumu

Burada verilen bir K e C™" involutif matrisi ve se{1,2,3,...} icin bir AeC"™
{K,S+1}—p0tent matrisinin bulunmas: ile ilgilenilecektir. K=+I_ durumu iyi

bilinen A*" = A esitligine karsihk geldiginden bundan sonra K= =+I_  kabul

edilecektir. K involutif oldugundan kdsegenlestirilebilir, yani
_Ir 0 -1
K=T T (3.6)

olacak bigimde bir nonsingular T=[t, ... t ] matrisi vardir. Burada K matrisinin
ilk r 6zvektori —1 6zdegeri ile iliskili ve t. ’lerin T *nin siitun vektorlerini gosterdigi
kabul edilmistir. Ayrica genelligi bozmaksizin r <n-r Kkabul edilecektir. Eger

r>n-r ise aym ¢oziim elde edilecek sekilde K matrisinin yerine —K matrisi

secilecektir. Teorem 2.4.3’ten bilindigi tizere A matrisinin 6zdegerleri

A=low w2 ¢

{ P (s (s+1)21’} (3'7)
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kiimesinin i¢inde yer almalidir ve A matrisi kosegenlestirilebilirdir. Yani

olmak Uzere,

A =Sdiag(4,...,4,)S™

1 i=]j
seklinde yazilabilir. S7S =1, oldugundan y;'s; = &, olur. Burada S+ 6 :{ ) J
0, 1#]

ile taniml1 kronecker delta fonksiyonudur. O halde,

P =5y’ (3.8)
alinarak
0, i#]
PP, = o (3.9)
P, 1=

elde edilir. Ayrica, S™'S =1, oldugundan Zi”:lPi =1, bulunur. Buradan A matrisi

A=Y AP, (3.10)
=1

olarak yazilabilir. TUm A ’ler birbirinden farkli oldugunda, (3.10) goOsterimi A
matrisinin spektral ayrisimina karsilik gelir. Aksi takdirde, bdyle bir ayrisimi elde
etmek i¢in her bir A4 6zdegerini onun ile iliskili P, projektori ile carparak toplam

almak yeterlidir.
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Teorem 2.4.3’ten A*" = KAK esitliginin saglanmasi igin

KPK=P (3.11)
olmak zorundadir. Dolayisiyla (3.8)’den
_ _ T _ Ty \F _ T
P, =KPK=Ksy'K=Ks (K'y) ve P, = s ¥ (3.12)
yazilabilir. O halde A** = KAK olmast igin (3.12)’den
_ Ty —
Ks =s,, ve Ky =y, (3.13)

secilebilecegi goruldr.

i1=1...,r icin ;1 ilk r ozvektor ile iliskili 6zdegerleri, Z diger Ozvektorler ile

iliskili dzdegerleri gostermek iizere K(t +t.,;)=Kt +Kt; = At + At =—t +t
olduguna dikkat edilirse {K, S+1} —potent matrisleri insa etmek igin ilk metod

asagidaki gibi ortaya konulabilir.

Algoritma 1
Girdiler: KeC"™", s€{1,2,3,...}.
Ciktilar: Bir {K,s+1}-potent A matrisi ve P, projektorleri.

Admm 1: K matrisini (3.6)’daki gibi kosegenlestir.
Admm 2: r >n-r ise K matrisini —-K olarak degistir ve Adim 1’1 tekrar diizenle.

Adimm 3: i=1...,rigin s, , =t +t_. ve s, =-t +t_, vektorlerini hesapla.
Adim 4: i=2r+1...,n igin s, =t olarak belirle.

Adim 5: i=1...,n icin Sy, =e, lineer sistemini ¢oz.
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Adimm 6: i=12,...,nicin P, =s,y/ matrislerini hesapla.
Adim 7: i=1...,r icin Q, :WP2i71+w“’(1)P2i matrisini hesapla.
Adim 8:
A=Y Q +2?22r+11>]. (3.14)

matrisini hesapla.

Tablo 3.1 S, ’lerin ve A matrisinin olusumunda en Gok Karsilagilan durumlar

S, nin olusumu A nin olugumu
s, =t +t
D, 1 =0t A=wP, +w"P,
S, =—t +1,
S =1+t
D, s, =t +t, A=wP, +W"P,+P,
S; =1,
S, =t +t,
S, =—t +t
D, SZ_ Lo A=wP,+W"P,+P,+P,
37 =3
S, =1
S, =1+t
SZ =_tl +t3 (1)
D, A=w(P,+P,)+w" (P, +P,)
S; =1, +1,
s, =—t, +1,
S, =t +t;
s, =t +t,
D, s, =t, +t, A=w(P,+P,)+ W (P, +P,)+P,
s, =-1,+1,
Ss =1

Bu siireci dogrulamak icin en ¢ok karsilasilan durumlar Tablo 1°de gosterilmistir,

burada W::W(M)z,l’dir' Algoritmada yalmzca sekizinci adimin dogrulanmasi

gerekmektedir. Aslinda, (2.1), (3.9), (3.11), (3.13) ve (3.14) kullanilirsa
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=

= Y (WKP, K +wKP,K )+ > KP K

=1 j=2r+1

=K{i(wP2, LHWUR, )+ Z ijK

i=1 j=2r+1

oldugu goriilir. Burada yalmzca bir {K,s+1j-potent A matrisi olusturulmus

olmasina ragmen bu metodun, Q (1t "deki diger w degerlerini segerck daha fazla

A matrisi olusturabilecegi agiktir.
2) s=0 durumu

Bu durum K ile degismeli olan A € C™" matrislerine karsilik gelir. P, projektorleri
spektral ayrisimda goriilen projektorler olmak tiizere, spektral teoremden
“Kosegenlestirilebilir bir A € C™" matrisinin {K} —centro simetrik matris olmasi
i¢in gerek ve yeter kosul KP, =P, K olmasidir” denebilir. Bir dnceki algoritmaya

benzer bir algoritma yapilabilir. Ancak blok matris ayrisimini kullanarak hizli sonug
veren basit bir metod gelistirilebilir. Aslinda K matrisi (3.6)’daki gibi
kosegenlestirilebilmis bir matris ise KAK =A olur. Teorem 2.2.4 ve Teorem

2.4.3’ten

A=T[XA 0 }Tl (3.15)
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yazilabilir. Burada X, e C™ ve Y, e C"" kgsegen elemanlar {0} UQ

(s+1)°-1

kiimesinden olan keyfi kosegen matrislerdir.

3.3. Verilen Bir {K,s+1}-potent Matris Ile Degismeli Olan {K,s+1}-potent

Matris Elde Etme

s>1 olsun. Simdi hedef Algoritma 1 ile elde edilen A eC™ {K,s+1}-potent
matrisi icin AB=BA olacak bigimde bir {K,s+1}-potent Be C™" bulmaktir. B,
{K, S +1} —potent oldugu icin kosegenlestirilebilir olmak zorundadir. Ayrica, Teorem

2.24’ten AB=BA durumunun saglanmasi i¢gin A ve B matrislerinin esanl

kosegenlestirilebilir  olmasit  gerekir.  Yani A =Sdiag (ﬂl, e Ay )S_l ve
B:Sdiag(yl,...,,un)S’l olmalidir. Burada A (3.7) ile verilen kiime olmak (zere

€ A\o(A)’dir,

Algoritma 2
Girdiler: Algoritma 1’den elde edilen {K,s+1}—p0tent A matrisi ve P,

projektorleri.

Ciktilar: A matrisi ile degismeli olan {K,S+1} —potent B matrisi.

Adim 1: g=wp

! 4., olarak belirle. Burada pe{Lo(l).e(p)} dir.

o(p)
Adim 2: i=1....r igcin W, = 4P, _, +u ° P, matrislerini hesapla.

n

Adm3: B=)" W, +> " P, matrisini hesapla.

i=2r+1° |

Uyan 3.1.2. u Algoritma 1’deki A kimesininin i¢inde kullanilmamis olan w

o(p)
degerleri arasindan segildigine, Adim 2°de u P =w”" olduguna ve Algoritma 2’de

olusumun kalan kisminin Algoritma 1’deki gibi gerceklestirilebildigine dikkat

edilmelidir.
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Algoritma 2’yi kullanarak bir {K,s+1}-potent B matrisi olusturuldu. Fakat bu
metodun ayn1 A baslangig matrisi ile daha fazla B matrisi Uretebilecegi (Q(H1

)1

kiimesindeki diger u degerleri secilerek) agiktir.

Simdi s=0 olsunve X,,Y, (3.15)’teki gibi oldugunda

ifadesi keyfi olarak olusturulan {K,1}-potent A matrisi ile degismeli olan tiim

{K,1}-potent B matrislerini verir. Burada X,X, = XX, ve Y,Y, =Y,Y, du.

s>1 durumunda w, 1’in s-yinci dereceden bir kokuni gostermek lzere, B =wA

matrisi {K,s+1}—p0tenttir. Benzer bigcimde s=0 durumunda tim «<C igin
B=aA matrisi {K,1}-potenttir. {K,s+1}-potent matrisleri diger bir yontem ile

elde etmek icin, bir sonraki bolumde Algoritma 2’yi kullanarak A ve B

matrislerinin lineer kombinasyonlar1 incelenmektedir.

34.1ki Degismeli {K,s+1}—potent Matrisin Lineer Kombinasyonunun

{K,s+1} —potentligi ile lgili Algoritma

Algoritma 1 ve 2 araciligiyla elde edilen A ve B matrisleri igin asagidaki lineer

bagint1 olusturulabilir,

C=cA+c,B. (3.16)
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Burada c, ve c, belirlenecek sifir olmayan kompleks sayilardir. Bu bolimde C bir
{K,s+1}—potent matris olacak sekildeki ¢, ve c, skalerleri bulunacaktir s=0

degeri icin tim c, ve ¢, ’ler esitligi saglar. Bundan dolay1 s>1 kabul edilecektir.

A=Sdiag(4,...,4,)S™ ve B=Sdiag(z,...,1,)S™

yazilabildigi i¢in (3.16) kullanilarak

sistemi elde edilir. Burada her bir 7, {0}uQ . kumesinden rastgele segilen

(s+1)°=

deger olmak iizere, C =Sdiag(7,,...,77,)S ™ dir.

Simdi lineer kombinasyonlarin bu smifin1  hesaplamak igin bir algoritma

olusturulabilir.

Algoritma 3
Girdiler: Sirasiyla Algoritma 1 ve 2°den elde edilen {K,s+1}-potent A ve B
matrisleri.

Ciktilar: C=c,A+c,B bir {K,s+1}-potent matris olacak bicimdeki tim c, ve c,

degerleri.
A
Adim1l: M=| : : | olarak belirle.
Aoy
m
Adim2: 7,,...,7, € {O}uQ(M)zf1 olarak sec ve n=| : | olarak belirle.
M

c
Adim 3: M{ 1}:77 lineer sistemini ¢oz.

2



Adim 4: Adim 2 ve 3’ {0} UQ

(s+1

)

26

) deki tim 7, miimkiin degerleri igin tekrarla.



BOLUM 4. UC KARSILIKLI DEGISMELi {K,s+1}-POTENT

MATRISIN LINEER KOMBINASYONUNUN
{K,s+1} _POTENTLIiGi

Bu bolim, galismanin orijinal kismini kapsamaktadir. 1k olarak, iig {K, S +1} —potent

matris karsilikli degismeli oldugunda onlarin lineer kombinasyonunun {K,s+1}—

potent oldugu durumlara ait 6zellikleri veren bir teorem verilmektedir. Ayrica, U¢

karsilikli degismeli {K,s+1}-potent matrisin lineer kombinasyonunun {K,s+1}-

potentligi ile ilgili algoritma verilmektedir.

41.0¢  Karsihkh  Degismeli {K,s+1}-potent ~ Matrisin  Lineer

Kombinasyonunun {K, s +1} —potentligi

Teorem 4.1.1. ¢, c,, C, sifirdan farkli kompleks sayilar ve X, Y, ZeC™
stfirdan farkli karsilikli degismeli {K,s+1}—p0tent matrisler (yani XY =YX,

XZ=17X ve YZ=ZY)olsun. T=cX+c,Y +c,Z lineer kombinasyonu {K,s+1}-

potent olsun. Bu durumda asagidakilerden biri saglanir:

(1) c,c,,ceQ dir.

(s+1)° 1

(2) c.,c,eQ , ’dir.  Ayrica  w'c,+¢, €{0}uQ olacak  sekilde

(s+1)°-1 (s+1)°-1

Ze {0,1,...,(5 +1)2 —2} vardir.

(3) c,c,eQ ., ’dir.  Aynica  wYc,+¢, e{0}UQ olacak  sekilde

(s+1)°-1 (s+1)°-1

ye{0L....(s+1)° -2} vardr.
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(4) c.,c,eQ ., ’dir. Ayrica w’c +Wwc,+¢;, e{0}uQ

-1

olacak sekilde

(s+1)

(s+1)°-1

y,Z€ {O,l,...,(s +1)2 —2} vardir.

(5) c,c,eQ ., ’dir.  Ayrica ¢ +w'c,e{0}UQ olacak  sekilde

(s+1)°-1 (s+1)°-1

Ve {O,l,...,(s +1)2 —2} vardir.

(6) CZGQ(Sﬂ)z,l’dir- Ayrica € +W'C;, WC,+C,e{0}uQ

(o1t olacak sekilde

V,Z€e {O,l,...,(s +l)2 —2} vardir.

(7)
PE _6:2 + Wv‘a:s Wygz _§3 ;
Q . = =2 =— == lacak kil

a)c,e (1t dir. ¢ PR ve G, o olacak  sekilde
v,y e {O,l,...(s +1)2 —2} ve &,,¢&, {0} UQ(S+1)2—1 sayilar1 mevcuttur. Burada
(v+y) (s+1)" ~1’in skaler kati degildir ve & =0 veya & = 0 dur.

b) c, e Q(SH)Al Ve ¢, +c, {0} VQ "dir.

C)C,e Qs V& G +w’c,,  wlc +c,e{0} VO i "dir.  Burada
ye {0,1,...(3 +1)2 —2} "dir.

(8)
V+Z wY z ye _
a)c,eQ , ’dir. clz—W Gt oW ve ¢, W YW~ olacak
(s+1)"-1 1+w 1+ W'Y
. 2

sekilde Vv,y,ze {0,1,...(8 +1)" - 2} ve &.&,,& {0} VQ e sayilari
mevcuttur. Burada (v+y) (s +1)2 —1’in skaler kat1 degildir ve & =0 veya
&, #0 veya & =0 dur.

b) c, e Qupyr GHGe {0} VQ e, V&G +W’c, +¢; € {0} VQ e "dir.

2 -

Burada ZE{O,l,...(S-‘rl) —2} dir.

C)C, €Q e, Ve c,+w’c,, wc +Wwec,+c, e{O}uQ(m)zfl’dir. Burada

y,Ze {0,1,...(5 +1)2 —2} "dir.
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9) c,,c e Qi ‘dir.  Ayrnica ¢ +W'c, e{0jUQ (eapa olacak  sekilde
ue {O,l, (s+1)° - 2} vardur,

(10) c, Qs dir. Ayrica ¢ +w'c,, WC,+¢,e{0}uU Q¢ olacak sekilde
uze {0,1,...,(5 +1)2 - 2} vardir.

(11) c, e Qi dir. Ayrica ¢, +w'c,, W'c, +c, {0} VO i olacak sekilde

u,ye {O,l,...,(s +1)2 —2} vardr.

(12) c,eQ ‘dir. Ayrica ¢, +w'c,, w'c,+wc,+c,e{0juQ ,  olacak

(s+1)°-1

(s+1)°-1

sekilde u,y,z e {0,1,...,(8 +1)2 — 2} vardir.

(13) c,,c, eQ ‘dir.  Ayrica ¢, +Ww'c,+w'c; {0} VQ e olacak sekilde

2

(s+1)"-1

u,Ve{O,l,...,(S+1)2 —2} vardir.

(14) c,eQ (1P ‘dir.  Ayrica ¢ +W'c, +W'c;, Wc,+¢, e{0juQ (afa olacak
sekilde u,v,z e {0,1,...,(8 +1)2 — 2} vardir.
(15)
- WLI - Wv Wu+y _Wy
a)c,eQ , ’dir. ¢ = G 6t W ve C,=- Q- We, T o olacak
(s+1)"-1 1+ WV+y _1+Wv+y
. 2
sekilde u,v, ye{O,l,...(S+1) —2} ve &,5,,8 e{O}uQ(S+1)2_l sayilari

mevcuttur. Burada (v+y) (s +1)2 —1’in skaler kat1 degildir ve & =0 veya

&, #0 veya & #0’dir.

b) c, e Qpyr GHWE+ce {0} VQ e, VB GHGE {0} uQ e "dir.
Burada u e {O,l,...(s +1)° —2} "dir.
C)C,e Qs V& G +w'c,+w’c;, wc +c, e{0} VO i "dir. Burada

U,y {0, (s+1)° -2 dir.
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(16)
. _WU WV+Z _WV
a)c,eQ , ’dir. C, =- QW o te, “We, ve
(s+1)"-1 1+ WV+Y
wiE —wiE —wY .
C,=— &1 & - 52+ 5 olacak sekilde u,v, y,Ze{O,l,...(S+1)2—2}
—1+w"™
ve &,¢,,& {0} VO i sayilari mevcuttur. Burada (v+y) (s +1)2 -1’in
skaler kat1 degildir ve & #0 veya &, =0 veya &, = 0’dir.
b) c, e Qs & +w'c, +c, € {0} VQ e, VG +W’c, + ¢, € {0} VO e
dir. Burada u,z e {O,l,...(s +1)2 —2} "dir.
C)C,e Qe Ve c, +W'c, +wc,, W'c, +Wc, +¢C, € {O}uQ(M)Z_l dir. Burada

uy,ze {O,l,...(s +1)2 —2} “dir.

(17) ¢, c, e, ’dir.  Ayrnca ¢, +wc,e{0juQ olacak  sekilde

(s+1)°1 (s+1)%-1
te {O,l,...,(s +1)2 — 2} vardir.
(18)

a)c e Q(5+1)2—1 dir. ¢, =%VV\:/E3 ve ¢, =% olacak  sekilde
t,ze {0,1, (s +1)2 - 2} ve &,5,,& {0} uQ(Hl)zil sayilar1 mevcuttur.
Burada (t+2) (s +1)2 —1’in skaler kat1 degildir ve & =0 veya & = 0dir.

b) ¢, e Q(s+1)2—1 Ve ¢, +c, {0} UQ(S+1)2—1 “dir.

C)c e Q(s+l)2—l Ve C, +W ‘Cy, WC, +C; € {0} uQ(Sﬂ)z_l’dir. Burada
2e{01...(s+1)" -2 dir.

(19) c,eQ eapa dir. Ayrica ¢, +w'c;, W'c +c,e{0}uQ (o1 olacak sekilde

t,ye {O,l,...,(s +l)2 —2} vardir.
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(20)
t+y —wt z y _
a)ceQ ., ’di. c2=—§1+W s2—We ve c3=W§1+W 52~ S olacak
(s+1)"1 _1+Wt+z —1+Wt+z
. 2
sekilde t,y,Ze{O,l,...(S +1) —2} ve &£,5,& e{O}uQ(M)zil sayilar
mevcuttur. Burada (t+2) (s+1)° -1’in skaler kati degildir ve & #0 veya
&, #0 veya & #0’dir.
b) c, €Q iy GG e{O}uQ(sH)Z_1 ve w'c +c,+C, E{O}UQ(S+1)Z_1 dir.
2 .
Burada ye{o,l,...(s+1) —2} "dir.
c) C, €Q o, Ve C, +W’c;, Wc +Wc,+c, e{O}uQ(S+1)z_l’dir. Burada
2 .
y,ZE{O,l,...(S+1) —2} "dir.
(21) cseQ(M)z_l’dir. Ayrica ¢, +W'c,, c:1+w"c3e{O}uQ(M){l olacak sekilde
t,Ve{O,l,...,(s+1)2—2} vardr.
(22)
w’ (Wzgl — 53) _51 + Wtés Wzégl — 683 :
a)c = ———= 37 ¢ =—2—2 ye C,=—=—= olacak sekilde
) 1 52 _1+Wt+z 2 _1+Wt+z 3 _1+Wt+z §

Wt ze {O,l,...(s +1)2 — 2} ve &.&,,5e{0uQ sayilart mevcuttur.

(s+1)°-1
Burada (t+2) (s +1)2 —1’in skaler kat1 degildir ve & =0 veya & = 0’dir.

b) ¢, +c,e{0}UQ ve c,+w'c, e {0}UQ “dir. Burada

(s+1)*-1 (s+1)°-1

ve{ol...(s+1)° -2} dir.

C) C,+W'’c,, C +W'C, E{O}UQ(S+1)2,1 Ve W'c, +C, e{O}uQ(s+l)2_1’dir. Burada

v, 2{0,1,...(s+1)" -2} "dir.
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w' (Wyfz _53)
V+y

-1+w

t,v,ye{o,l,...(s+1)2—2} ve &,6,.5e{0juQ

w'é, -4

V+Yy

- __— c,=¢& — olacak sekilde

Ve ¢, =

(1t sayilar1 mevcuttur.

Burada (v+Y) (s +1)2 —1’in skaler kat1 degildir ve &, #0 veya &, =0 ’dur.

b) ¢, +¢c, €{0}UQ ve c,+Wc, e{0}uQ , “dir Burada

(s+1)°-1

(s+1)°-1

te{o,L...(s+1)" -2} dir

C) C,+W'c,, ¢, +wW’c, E{O}UQ(S+1)2—1 ve Wc +¢, E{O}UQ(M)z,l’dir- Burada
tye{0l...(s+1) -2} dir
(24) c, +w'c,, c1+wvc3e{O}uQ(M)A1 ve Wycl+wzc2+c3e{O}uQ(s+1)2_1 olacak

sekildet,v,y,z € {0,1, (s +1)2 —2} vardir.

(25) c,eQ dir. Ayrica ¢, +Ww'c;, ¢ +w'c,e{0juQ (1t olacak sekilde

(s+1)°-1

t,ue {O,l,...,(s +1)2 —2} vardir.

(26)

a) ¢ = W' _éz_JrlY\:\:fj —wre , G, =—__§11:V\If§3 ve c, :—iv;il v_v‘% olacak
sekilde t,u,ze {O,l,...(s +1)2 —2} ve &.5,,& {0} UQ(M)Z,l sayilar
mevcuttur. Burada (t+2z) (s +1)2 —1’in skaler kati degildir ve & =0 veya
&, #0 veya & =0 dur.

b) ¢, +c, €{0} VO i ve ¢, +Ww'c, € {0} VQ e “dir. Burada
u e{o,l s+1 2} “dir.

C) C, +Wc,, ¢ +W'e, e {0} UQ o Ve chz+cge{O}uQ(Hl)zfl’dir. Burada

uze {0,1,...(3 +1)2 —2} “dir.
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(27) c, +w'c, ¢ +w'c, € {0} UQ e V8 w'c, +c, e{0juQ olacak sekilde

(s+1)°-1
t,u,ye {0,1,...,(3 +1)2 —2} vardir.

(28) ¢, +Ww'c;, ¢, +w'c, {0} uQ(M)Zi1 ve w’c, +Ww'c,+c; {0} UQ(3+1)2-1 olacak
sekilde t,u,y,z e {0,1,...,(5 +1)2 —2} vardir.
(29) c, e Q(s+l)2—l dir. Ayrica c, +w'c; e {0} U Q(SH)Al ve
¢, +w'c, +w'c, € {0} VQ e olacak sekilde t,u,ve {0,1, (s +2)" - 2}
vardir.
(30)
u (_Wt+u + WV)(WZ§1 - ‘53) _51 + Wt§3 WZ§1 — 53
a)c,=-Wg, +¢&,— , C,=—22—2 ye C=—2 22
) 1 é:l é:2 _1+Wt+z 2 _1+Wt+z 3 _1+Wt+z

olacak sekilde tu,v,ze{01...(s+1)°~2] Ve &&.&<{0juQ

(s+1)*-1
sayilari mevcuttur. Burada (t+2) (s +1)2 —1’in skaler kat1 degildir ve & #0
veya &, = 0’dir.

b) ¢, +c,e{0}UQ

ve ¢ +w'c,+Ww'c,e{0}uQ "dir.  Burada

(s+1)°-1 (s+1)°-1

uve {0,1,...(5 +1)2 —2} "dir.

C) C, +W ’C;,C, +W'c, + W'e, € {0} uQ e, Ve w'c, +¢, € {0} Qe dir
Burada u,v,z e {O,l,...(s +1)° —2} "dir.
(31) ¢, +w'c,,c, +w'c, +w'c, € {0} VO e, Ve w'c, +c¢, € {0} Vs olacak
sekilde t,u,v,y e {0,1,...,(3 +1)2 —2} vardir.
(32) ¢, +w'c,,c, +w'c, +w'c, € {0} VO e, Ve w'c, +W'c, +¢, €{0} VQ
olacak sekilde t,u,v,y,z e {0,1, (s +1)2 - 2} vardir.
(33) ¢c,,c,eQ (s1f s 'dir.  Ayrica  w'c +¢, {0} UQ (af olacak  sekilde

re {O,l,...,(s +1)2 —2} vardir.
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(34) cleQ(S o "dir. Ayrica w'c, +c, e{O}uQ ve Wc,+¢, e{0juQ

(s+1)°-1

olacak sekilde r,z e {0,1, S +1 2} vardir.

35) c e "dir. Ayrica w'c,+¢, €{0}UQ " ve w’c, +c,e{0tuQ
1 (s+ 1T

(s+1)° 1 1 (s+1)° 1

olacak sekilde r,y e {0,1, s +1 2} vardir.

(36) c, e Q(s+1)2,1 "dir. Ayrica w'e, +¢, € {0} U Q(s+1)2—1 Ve
We+We, +¢, € {0}UQ . Olacak sekilde 1,y,z€{0,...,(s+1)" ~2]
vardir.

(37) ;e . dir. Aynica wie +c, e {0}UQ . Ve GH+WCe {0} VQ i

olacak sekilde r,ve {0,1, (s +1)2 — 2} vardir.

(38) w'c, +¢,,c, +w'c, € {0} U Q. e, Ve w’c, +¢, € {0} U Q... olacak sekilde

rv,ze {O,l,...,(s +1)2 —2} vardir.

(39)
. v _ V+y re o \grv Ye
a) cl=—§2+w % , C,= QW o T W e, mW e ve C,= W, < olacak
1w 1w 1+ W
. 2
sekilde v,y,ze {0,1,...(5 +1) - 2} ve &,&,,&5 € {O} uQ(S+1)2_1 sayilari
mevcuttur. Burada (v+y) (s +1)2 —1’in skaler kat1 degildir ve & =0 veya
&, #0 veya & =0 dur.
b) ¢, +c, €{0} VO i ve w'c,+¢, {0} UQ "dir. Burada

(s+1)°-1
re {0,1,...(3 +1)2 —2} “dir.

C) wW'c, +¢,,¢ +wc, € {0} UQ ve w'c +c,e{0juQ . ’dir. Burada

(s+1)°-1 (s+1)"-1

rye{0L. (s+1)" -2} dir

(40) w'c, +c,, ¢, +Ww'c, {0} VO e, Ve w'c, + W', +¢, € {0} vQ ., olacak

sekilde r,v,y,z e {0,1,...,(8 +1)2 - 2} vardir.



35

(41)
a)c,eQ , ’dir. c _Wee, ve ¢, _TatWe, olacak  sekilde
(s+]_) -1 _1+WI’+U _1+W|'+U
rue {0,1,...(8 +1)2 —2} ve &.&,,& {0} uQ(M)zi1 sayilar1 mevcuttur.
Burada (r+u) (s +1)2 —1’in skaler kat1 degildir ve & =0 veya &, = 0’dur.
b) c, e Q(s+1)2—l ve ¢, +¢, € {0} UQ(S+1)2—1,dir'
C) C, e Q(S+1)2_1 ve w'c, +¢,,c, +W'c, € {0} uQ(M)z_l’dir. Burada
ue{o...(s+1)° -2} dir.
(42)
a) g =Na % :LWFFZ ve ¢ =— bW g _E"’JFW % olacak
~1+w™ ~1+w™ ~1+w™
. 2
sekilde r,u,z 6{0,1,...(5 +l) —2} ve &,&,,& e{O}uQ(S+1)2_l sayilari

mevcuttur. Burada (r+u) (s +1)2 —1’in skaler kat1 degildir ve & #0 veya
&, #0 veya & = 0’dir.

b) ¢, +c, e{0}UQ ve W'c, +C, {0} UQ “dir. Burada

(s+1)°-1 (s+1)°-1

Ze {0,1,...(3 +1)2 —2} “dir.

) w'c +¢C,,¢ +W'c, e {0} UQ ve w'c,+c,e{0}uQ , ’dir. Burada

(s+1)°-1 (s+1)°-1

uze {0,1,...(5 +1)2 —2} "dir.

a) Clzm C =L\Nr§2 ve ¢ =—Wu+y§1+wy§2_§3+wr+u§3
_1+Wr+u 2 —1+Wr+u 3 _1+Wr+u

olacak

sekilde r,U,yE{O,l,...(S+1)2—2} ve &.6,.5e{0juQ sayilar

(s+1)-1
mevcuttur. Burada (r+u) (s+1)"-1’in skaler kati degildir ve & =0 veya

&, #0 veya & =0 dir.
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b) ¢, +c, e{0} U Qs ve w'c, +¢, e {0} U Qi “dir. Burada

ye{0L...(s+1)° 2 dir.

c) w'c, +¢,,¢ +W'c, e {0} UQ ve w'c +c,e{0juQ . ’dir. Burada

(s+1)°-1 (s+1)"-1
2 -
U,y e{0....(s+1)° -2 dir.
(44)
a) Clzm, c, =Lwrgj2 ve
—1+w™ -1+w™
Uy z Ye _\wWitle _ r+u

C, = W ot W §1+W1(§2 r\ﬁ S et W o olacak sekilde

-1+w

ruyze {O,l,...(s +1)2 —2} ve &,&,,&e{0juQ sayilar1 mevcuttur.

(s+1)2—l
Burada (r+u) (s+1)"—1’in skaler kati degildir ve & #0 veya & =0 veya
&, #07dr.

b) ¢, +c, e{0}LUQ ve  W'c +wc,+¢c, e{0juQ "dir.  Burada

(s+1)°-1 (s+1)°-1

y,Z¢€ {0,1,...(5 +1)2 —2} "dir.

C) w'c +¢C,, ¢ +w'c,e{0juQ ve W' +wc,+c,e{0juQ , “dir.

(s+1)°-1

Burada u,y,z e {O,l,...(s +1)2 —2} “dir.

(45)
a) c,eQ ., ’dir. c1=W‘)’?l_éfﬁwég3 ve CZ:_§1+W§2_W % olacak
(s+1)"-1 —1+wu —1+wH
. 2
sekilde r,u,ve {0,1, (s+1) - 2} ve ¢&,6,,& {0} VQ e sayilar

mevcuttur. Burada (r+u) (s +1)2 —1’in skaler kat1 degildir ve & #0 veya
&, #0 veya & = 0’dir.

b) c, e Qi V& Gtce {0} VO Ly GG +Ww'c, € {0} VQ i "dir.

Burada v e {0,1,...(5 +1)2 —2} “dir.
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—Uu u v LN H
C) C, €Q p. VB WG+, C+wWe, W E{O}UQ(M)Q dir.  Burada

uve {0,1,...(5 +1)2 —2} "dir.

(46) w'c, +c,,c, +w'c, +W'c, e {0} UQ ve Wc,+¢,e{0juQ olacak

(s+1)°-1

(s+1)°-1

sekilde r,u,z e {0,1,...,(5 +1)2 —2} vardir.

(47) W'c, +¢,,c +W'e, +W'e, € {0} UQ ve W'c +c, e{0juQ olacak

(s+1)*-1

(s+1)*1

sekilde r,u,v,y e {O,l,...,(s +1)2 - 2} vardir.

(48) w'c, +c,, ¢ +wW'c, +w'c, e {0} LQ ve wc +Wc,+c,e{0}uQ

(s+1)° -1 (s+1)° -1

olacak sekilde r,u,v,y,z e {0,1, (s +1)2 - 2} vardir.

(49) c,c;eQ ., . Ayrica WG +C,+Wce, e{0}UQ olacak  sekilde

(s+1)°-1 (s+1)°-1

rte {O,l,...,(s +1)2 —2} vardir.

(50)
. _ r t WZ _Wr+z _
a)ceQ ., ’dir. c,= QFWe tWe; g C, = & 52 63 olacak
(s+1)°-1 —14+ wt? _1+Wt+z
. 2
sekilde r,t,ze {0,1,...(8 +1) —2} ve &.,6,.6 € {0} UQ(s+1)2-1 sayilart
meveuttur. Burada (t+2) (s+1)°~1’in skaler kati degildir ve & #0 veya
&, #0 veya & =0 dir.
b) ¢ e Qs GtGe {0} VQ e, Ve w'c, +¢, +¢, € {0} VO e "dir.
Burada r e {0,1,...(3 +1)° —2} "dir.
C)Ce Qpp, Ve W'c, +C, + W c;, W'e, +¢, € {0} VO i "dir.  Burada
r,ze{01...(s+1)" -2 dir
(51) c,eQ (eapa "dir. Ayrica w'c, +¢, +W'c,,W'e, +¢, € {0} UQ (o1 olacak sekilde

rtye {0,1,...,(5 +1)2 —2} vardur.
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(52)
o t+y £ gt
a)ceQ , ’dir. c2=—§l Wep +W g, —We ve
(s+1)°—1 1ewt?
wlE Y r+z
C,=— W& —WS, +t\ﬁ 52+ & olacak sekilde r,t,y,z e {O,l,...(s +1)2 —2}
-1+w
ve &,¢,,& {0} Qe sayllan meveuttur. Burada (t+2) (s+1)"-1in
skaler kat1 degildir ve & #0 veya &, #0 veya & =0 dir.
b) c e Qi apa w'c, +¢, +¢, € {0} VQ e, Ve w'c, +¢, + ¢, €{0} VO e
dir. Burada 1,y €{0,1,...(s+1)" -2} "dir.
C)Ce Qe Ve W'c, +C, + W 'C;, We, + W'e, + ¢, € {0} VO e "dir. Burada
ry,ze {0,1,...(5 +1)2 —2} "dir.
(53) c,eQ (eafa dir. Ayrica wW'c, +C, +W'C,, ¢, +W'c, € {0} LUQ (o1t olacak gekilde

r,t,ve {O,l,...,(s +1)2 —2} vardir.

(54) w'c, +C, +W'cy, ¢ +W'e, € {0} uQ ve Wwc,+c,e{0juQ olacak

(s+1)° -1

(s+1)°-1

sekilde r,t,v,z e {0,1,...,(5 +1)2 —2} vardir.

w'é, —
ve G, _We o Vfgj

-1+w

_ _52 + Wvé:s _ (Wt _WHV)(Wyfz — 53)

r
v+y ! C2 = 51 -W §2 _1+Wv+y

olacak sekilde r,v,y e {0,1, (s +1)2 - 2} ve &,&,,5e{0fuQ sayilari

(s+1)°-1
mevcuttur. Burada (v+Y) (s +1)2 —1’in skaler kati1 degildir ve &, #0 veya
& #07dr.

b) ¢, +c, e{0}UQ ve  w'c +c,+we, e{0}uQ "dir.  Burada

(s+1)°-1 (s+1)°-1

rte{0L...(s+1) -2} dir

C) wW'c,+¢, +Wc;, ¢ +wc, e {0}uQ ve W +ce{0luQ "dir.

(s+1)°-1 (s+1)°-1

Burada r,t,y e {O,l,...(s +1)’ —2} "dir.
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(56) w'c, +C, +W'cy, ¢ +W'e, € {0} uQ ve W' +Wwc,+C,e{0juQ

(s+1)°-1 (s+1)°-1

olacak sekilde r,t,v,y,z e {0,1, (s +1)2 - 2} vardir.

(57)

a) eQ . dir ¢ = W“§1_—1%V;r\+/\u/”“é‘3 ve ¢c,= 4 J:\l’vjfl:uwté olacak
sekilde r,u,te {0,1,...(3 +1)2 —2} ve &,&,,& {0} UQ(M)Z,l sayilar
mevcuttur. Burada (r+u) (s+1)"~1’in skaler kati degildir ve & =0 veya
&, #0 veya & =0 dir.

b) c, e Qg GrGe {0} VQ e, VB GHG +w'c, €{0} Ve, "dir.
Burada t e {O,l,...(s +1)° —2} "dir.

C) C e Qs Ve w'c, +¢, +W'cy, ¢, +w'c, € {0} uQ(S+1)2_1’dir. Burada

ute{0,L,...(s+1)° -2/ dir.

(58) w'c, +c, +W'c,, ¢, +W'c, € {0} LQ ve wc,+C;,e{0}uQ olacak

(s+1)*-1 (s+1)°-1

sekilde r,t,u,z e {O,l,...,(s +1)2 —2} vardir.

(59) w'c, +¢, +W'cy, ¢, +W'c, € {0} LQ ve wc,+¢,e{0}uQ olacak

(s+1)°-1 (s+1)°-1

sekilde r,t,u,y e {0,1,...,(3 +1)2 - 2} vardir.

(60) w'c, +c, +W'c,, ¢, +w'c, e {0} UQ ve W'c +Wwc,+c,e{0}uQ

(s+1)°-1 (s+1)°-1

olacak sekilde r,t,u,y,z e {0,1,...,(5 +1)2 —2} vardir.
(61)

. Wu _ _Wt+u +WV
dir. c = 9% 5 W ve

a)c,eQ ., W

(s+1)°1

_51 + Wrégz + Wté:a B Wr+v§3
= _l+ Wr+u

c, olacak sekilde r,u,t,Ve{O,l,...(S+1)2—2} ve

&.6.&e{0}u Qs sayilari mevcuttur. Burada (r+u) (s +1)2 -1’in

skaler kat1 degildir ve & #0 veya &, #0 veya & =0 dir.
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b) c,eQ , C,+C,+Wc, e{0}uQ Ve C +C,+W'c,e{0}uQ

(s+1)°-1

(s+1)°-1

(s+1)°-1
dir. Burada t,v e {O,l,...(s +1)2 —2} “dir.

C)c,eQ , wc, +¢, +W'c, € {0} UQ ve

(s+1)"-1 (s+1)2 -1

c +w'c, +w'c, e{0luQ , ’dir. Burada u,t,ve{0,],... s+1)° —2! dir.
1 2 3 a

(s+1)

(62) W'c, +C, +W'cy, ¢, +W'C, + W', € {0} UQ Ve  WiC, 40, e{0fUR

(s+1)2—1
olacak sekilde r,t,u,v,z e {0,1, (s +1)2 — 2} vardir.

(63) w'c, +c, +W'cy, ¢, +W'c, +W'c, € {0} LQ ve W +c,e{0juQ

(s+1)°-1 (s+1)° -1
olacak sekilde r,t,u,v,y e {0,1, (s +1)2 — 2} vardir.
(64) & =0 veya & #0 veya &#0 olacak sekilde

rtuv,y,ze {0,1,...,(5 +1)2 —2} ve £,&,,&E € {O}UQ(S+1)2_1 sayilari

CIWEHWTE S WS + WS W'

Cl = _1+Wr+u _Wt+u+y +Wv+y +Wt+z _Wr+v+z
V+y r t+y t r+v
c __§l_W 51_W952+W 52_W§3+W 6(53
2 _1+Wr+u _Wt+u+y +Wv+y +Wt+z _Wr+v+z
u+y z y r+z r+u
C :_W §1+W§1+W§2_W 982_§3+W 53
3 _1+Wr+u _Wt+u+y + Wv+y +Wt+z _Wr+v+z

olacak sekilde vardir.

Ispat. Teorem 2.2.4 ve Teorem 2.4.3 gdzoniine alindiginda X,Y ve Z {K,s+1}-
potent matrisler oldugundan X=PD,P*, Y=PD,P*' ve Z=PD,P" olacak
sekilde bir P nonsingular matrisi ve Dy, D,, D, kosegen matrisleri vardur.

Boylece,
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T=cX+C,Y+cZ=c (PDP*)+c,(PD,P*)+c,(PD,P)
=PcD,P"'+Pc,D,P"+Pc,D,P" (4.1)
=P(cDy +c,D, +c,D, )P

yazilabilir. ~ Buradan Dy =diag(4,,...,4,), D, =diag (s4,..., 4, ) ve
D, :=diag(7,...,7,) dir. X, Y, Z {K,s+1}-potent matrisler oldugu i¢in 4, z ve

viel0uQ . ,i=12...,n. T lineer kombinasyon matrisi {K,s+1}-potent

(s+1)
olsun. (4.1)’den

CA + Gt + Gy €{0fLQ L, T1=1,2,...,n (4.2)

(s+1)
yazilabilir. Dy #0 oldugundan en az bir i, €{1,2,...,n} indisi icin, A, =0 olur.

Q (11 carpimsal grup oldugu i¢in, (4.2)’den

H;, Vi,
C, +GC, /’L_+ C, /l_ € {0} Y (s+1)2-1 (43)
/ui0 }/|0 H g
olup —* 2= e{0juQ . dir. Dy#0 ve D, #0 oldufundan 1,7, €Q 0,
icin
i i c (01U 4.4
¢, —! +c2+c3ﬂ_ e{0}u (es1et (4.4)
Jo Jo
ve
A, Hy,
G v +G, v, +tG € {0} UQ(5+1)2—1 (4.9)

yazilabilir. r,t,u,v,y,z e {0,1,...,(5 +1)2 —2} olmak (zere,



Wr: jo’Wt:}/jo,WU:ﬂio’WV:

Y _ o
‘ub ‘Lljo ﬂf'o ﬂ/'o | j/ko 7k0

olarak yazilabilir. Bdylece, c,,c,,c, bilinmeyenler ve &,¢&,,&, e{O}uQ(sﬂ)z

uzere, (4.3), (4.4), (4.5)’den

r t
W'C, +C, +WC, =&

u v
C,+WcC,+We, =&,

y z —
w’c, +W'C, +C; =&,

lineer denklem sistemi yazilabilir. Burada w 'nin kuvvetlerinin sifir olma ve

42

7lolmak

(4.6)

olmama

durumlarina gore sunulan Tablo 1°deki durumlar ile karsilasilir. Bu durumlar altinda

olusan (4.6) lineer denklem sistemi Gauss Jordan Eleminasyon yontemi ile

¢ozildugiinde 3-0ncl, 4-Uncl ve 5-inci sutunlardaki ¢ozumler elde edilir. Bu

coziimlerdeki her bir i—inci satir teoremin i-inci sikkinin ispatim tamamlar,

i1=12,...,64.
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Tablo 4.1. wnin kuvvetlerinin sifir olma ve olmama durumlarina gore karsilasilan durumlar ve ¢6ziimleri

S,\llroa Durum ¢ ¢ &
wh =0, whi=0

1 | w=0ow=0 & & S
wY = o,wf =0

wr =0,Wt =0
2 [w=ow' =0 &, & W& + &,

wy :O,WZ #0

wh = O,Wt =0
3 wY = 0, w' =0 & & W&+,

Wy ¢0,WZ =0

wh = O,Wt =0
4 wY = 0, w' =0 & & -W'E -wWE + &

wY ;tO,wZ 0

w =0,w'=0
5 w' =0,w' =0 & —wW'e, & &3
w’ =0,w* =0




Tablo 4.1. wnin kuvvetlerinin sifir olma ve olmama durumlarina gore karsilagilan durumlar ve ¢oziimleri (devam)

w =0,w'=0
6 Wu = 0, WV #* O WV+Z§1 + é:z _WV§3 51 _Wzé:l + 53
w =0,w* =0
w =0,w'=0
_ Vv y _
7 w' =0,w' #0 —G WS & W& &
—1+w"™ 1+w"
wY =0,w’ =0
w =0,w'=0
V+2 YT z y _
8 w'=0,w' =0 WG -W S & WS +WE, - &
~Lyw' ~Lrw*
w’ #0,w* #0
w =0,w' =0
9 | w=0,w =0 —WE + &, & &3
w’ =0,w* =0
w =0,w =0
10 | w20w =0 —W'E + &, & -WE + &,
wY =0,w* =0
w =0,w =0
11 w' z0,w' =0 —Wufl +&, 51 Wu+y§1 _Wyé:z +&

wY #0,w* =0
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Tablo 4.1. wnin kuvvetlerinin sifir olma ve olmama durumlarina gore karsilagilan durumlar ve ¢oéziimleri (devam)

w=0,w=0
12 | w=20w =0 W& + &, & W E —wE —wE, + &
w’ #0,w* #0
w =0,w =0
13 | w'#0,w' %0 -W'E + &, W & s
w’ =0,w* =0
w=0,w=0
14 | w'=0,w £0 —WUE HWE 4+ E, —WYE, & W& +&;
w’ =0,w* %0
w' =0,w' =0
15 | w'=0,w' =0 WG -5 +We & W W + 4
—1+w" —1+w'
w’ #0,w* =0
w' =0,w' =0
16 | W 20w %0 CSWE W +E, W £ WS W -WE, 46
—1+w"™ —1+w"™
wy =0,w* =0
w' =0,w %0
17 | w=0,w'=0 S, &-W¢E, S

w’ =0,w* =0




Tablo 4.1. wnin kuvvetlerinin sifir olma ve olmama durumlarina gore karsilagilan durumlar ve ¢oéziimleri (devam)
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w =0,w' =0
t z
18 Wu=0,WV=O é: _§1+W§3 Wé:l_é:s
i —1+wH? —1+w?
w’ =0,w* =0
w =0,w'#0
19 w'=0,w" =0 égz & +Wt+y§2 _Wtés _Wygz +&,
w’ =0,w’ =0
w =0,w' =0
T+ t z
20 w=0w =0 é: _§1+W y‘:gz_wé W§1+Wy§2_§3
[} 2 _1+Wt+z _1+Wt+2
wY =0,w* =0
w =0,w' =0
21 | w'=0,w' #0 & —W'E & -Wé Ss
w’ =0,w* =0
w =0,w =0
v yA _ _ t 4 _
22 Wu :O’ino 52 w (W §1t 53) é:1+vvt§3 ng t§3
—1+w? —1+w? —1+w?
wY =0,w* =0
w =0,w #0
_ v t y _ y _
23 Wu :0,WV¢O §2+W§3 fl_W(W 52 53) w 52 53
-1+ w" -1+w"™ -1+w"™

wY =0,w’ =0




Tablo 4.1. wnin kuvvetlerinin sifir olma ve olmama durumlarina gore karsilagilan durumlar ve ¢oziimleri (devam)

a7

w =0,w' =0

_ w" (WZ§1 + Wygz — §3)

w' (WZ§1 + Wyé:z — 53)

W +wW'E -4

24 Wu = 0’ WV #0 52 v+ t+z 51 o v+ t+z v+ t+z
20w 20 -1+w"™ +w -1+w"™ +w -1+w™ +w
W #=0,W" #
w =0,w %0
25 | w'=0,w =0 —WE + &, + WU &-WE &
w =0,w =0
w =0,w' =0
t t t
26 wW=20w =0 Wué:l_gz""wﬂgz_wwé _§1+W§3 Wzél_égs
oW %0 —1+w? —1+w'? —1+w?
W =0,W #
w =0,w' %0
t t t
97 W' 20w =0 -W'E+E,+WE E+WTE W, WE-WE + &
, O’ Z O 1+Wt+u+y 1+Wt+u+y 1+Wt+u+y
W #0,W =
wh = O,Wt #0
28 Wu . 0 WV _ O _Wu§1 + 52 _Wt+2§2 + Wt+ué:3 é:l + Wt+y§2 _Wtés Wu+y§1 —WZ§1 _Wyézz + é:s
1 1+Wt+u+y _Wt+z 1+Wt+u+y _Wt+z 1+Wt+u+y _Wt+z
wY = O,WZ #0
wh = O,Wt #0
29 | wd 20w 20 —WUE &, +WTE — WU, & —wE, &,

Wy =0,WZ =0




48

Tablo 4.1. wnin kuvvetlerinin sifir olma ve olmama durumlarina gore karsilagilan durumlar ve ¢oéziimleri (devam)

wh :O,Wt #0

t+u v zZ t z
W +W (WS — -, +W W —
30 Wu i 0’ WV #0 _Wugl + §2 - ( )(Hzgl §3) gl tis 51 t?cz”
-1+w -1+w -1+w
y _ Z
w’ =0,w” %0
w =0,w£0
t t t
31 W 20w =0 _Wu§1 + é:z +W +u§3 _Wvé:s §1 - Wv+y§1 +W +y§2 —-W 53 Wu+y‘§1 _Wy§2 + 53
, O’ Z 0 1+Wt+u+y _Wv+y 1+Wt+u+y _Wv+y 1+Wt+u+y _Wv+y
W' U, W =
w =0,w =0
t t t t
32 W 0w =0 _Wu'§1+WV+Z§1+§2 _W+Z§z +W+u§3_wv§3 él_WV+y§1+W+y§2 _W§3 _Wu+y§1_WZ§1_Wy§2 +§3
! 1+Wt+u+y _Wv+y _Wt+z 1+Wt+u+y _Wv+y _Wt+z _1_Wt+u+y +Wv+y +Wt+z
wY =0,w* #0
w =0,w' =0
33 | w=0w=0 &, &—WE S
w =0,w* =0
w =0,w =0
34 w'=0,w"' =0 é:z & _Wrégz _szl + WHZ§2 +&
w =0,w* #0
w =0,w =0
35 w'=0,w' =0 52 & _Wrégz W&, + &

w’ #0,w* =0
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Tablo 4.1. wnin kuvvetlerinin sifir olma ve olmama durumlarina gore karsilagilan durumlar ve ¢oéziimleri (devam)

w =0,w' =0
36 w'=0,w' =0 52 é:l - Wrégz _Wzé:l - Wygz + WHZ§2 +&,
wY =0,w* %0
w =0,w =0
37 | w=0,w %0 & —w'E, E-WE +wWTE &
w =0,w* =0
w =0,w'=0
38 Wu — 0 WV #* O WV+Z§1 + 52 - WV§3 51 - Wr§2 + WF+V§3 _ngl + WHZ&Z + 53
, O . O 1+ WI’+V+Z 1+ WI’+V+Z 1+ WI"+V+Z
wY =0,w* #
w =0,w =0
v V+ r r+v
39 W' =0, W' %0 —& TWE, & +WTE W E -WTE wé =&,
0w -0 —1+w" —1+w' —1+w'
wY = 0,wW =
w =0,w =0
40 w'=0,w' =0 _ WV+Z§1 + é:z - WV§3 _51 + Wv+y§1 + Wr§2 - Wr+v§3 WZ§1 + Wy§2 - Wr+z§z - ‘53
y ) o’ 240 “L+w —w —1+ W W —1+ WY W
wY = 0,wW #
w =0,w =0
w'é —& -&+W'¢E
u v o_ 1 2 1 2
“| wew'=0 Towe Tirw 5

w’ =0,w* =0




Tablo 4.1. wnin kuvvetlerinin sifir olma ve olmama durumlarina gore karsilagilan durumlar ve ¢oéziimleri (devam)
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w £0,w' =0
r 4 r+z r+u
42 WU¢0,WV=O W§1 é:z _§1+W§2 ng_w §Z_§3+W §3
0w 20 —1+w —1+w™ “1+w™
wy =0,w* #
w =0,w =0
r u+ r+u
43 Wu ¢0,WV =0 W 51 é:z _§1+W §2 w y§1+WY§2_§3+W 53
20w =0 —1+w™ —1+w™ “1+w™
wy #0,w* =
w £0,w =0
r u 4 r+z r+u
44 w' =0,w' =0 ng S —§+tWS, W+y§1+W§1+Wy§2_W S =G tW G
0w 20 —1+w —1+w™ —1+w™
wy #0,w* =
w£0,w =0
u v r r+v
45 | w'=0,w' %0 Wep ¢t Wes QtWep W S
0w <0 —1+w™ —1+w™
= ’W =
w£0,w =0
46 Wu io WV io WU§l_WV+Z§1_§2+WV§3 _él_wr§2+WF+V§3 WZé:l_WT+Z§2_§3+WI‘+U§3
, 01 ) 0 _1+WI’+U _WF+V+Z _1+WI'+U _WF+V+Z _1+WT+U _WF+V+Z
wy =0,w’" #
w£0,w =0
u \" V+ r r+v u+ r+u
47 Wuio,WV;tO W§1_§2+W§3 _51_W y§1_W§2+W 53 i y§1+Wy§2_§3+W 53
-1+w™ +wY —1+w™ W —1+w™ +w'

wY =0,w’ =0
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Tablo 4.1. wnin kuvvetlerinin sifir olma ve olmama durumlarina gore karsilagilan durumlar ve ¢oéziimleri (devam)

w =0,w' =0
48 Wu ¢ 0 Wv ¢ 0 WU§1 _WV+Z§1 _gz + WV§3 B gl _WV+y§l _Wl'gz + WI’+V§3 _WU+y§1 +WZ§1 + Wygz _WI'+Z§2 _ §3 +WI’+U§3
, O . O _1+WI'+U +Wv+y _WI’+V+Z _1+WT+U +Wv+y _WI’+V+Z _1+WT+U +Wv+y _WI’+V+Z
wY = 0,w* #
w =0,w =0
49 w' = O: w'=0 982 51 _Wrgz _Wté:s ‘53
w =0,w* =0
w =0,w' =0
r t Z r+z
50 Wu — 0’ WV — O §2 gl +W 52 t+ W §3 w gl w tgz 53
Y 0w %0 —1+w*? —1+w™?
wY =0,w* #
w =0,w =0
51 w'=0,w' =0 éfz & _Wrgz + Wt+y§z - ths _Wygz +&
wY =#0,w* =0
w =0,w =0
r t+ t z r+z
52 | w'=0,w'=0 2 _§1—W§2+WIV§Z—W§3 W fl_wyfz"‘tw S+ &
Y 0w %0 —1+w —1+w?
wY #0,W* #
w =0,w £0
53 w'=0,w" %0 & —W'E &-WE _Wté:s +WE, &

w’ =0,w* =0
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Tablo 4.1. wnin kuvvetlerinin sifir olma ve olmama durumlarina gore karsilagilan durumlar ve ¢oéziimleri (devam)

w" = 0,w' =0
t
54 w=0w 20 ég 4 w (_Wzgl + WHZ§2 + 53) _51 + erz +Ww 53 _Wr+v§3 _ _Wzgl + Wrﬂgz + 53
, - O’ Z O 2 _1+Wt+z _Wr+v+z _1+Wt+z _Wr+v+z _1+Wt+z _Wr+v+z
w =0,wW #
w" = 0,w' =0
. v e o Ye _ ye _
55 Wu — O,WV £ 0 52 +W 53 gl _Wrgz _ (W w )(W §2 §3) w §2 53
'O =0 1+w™ “1+w"™ —“1+w"
w =0,w =
w =0,w' =0
56 Wu 3 0 WV . O _ WV+Z§l + 52 _Wt+Z§2 _WV§3 _51 +Wv+y§l +Wr§2 _Wt+y§2 +Wt§3 _Wr+V§3 WZ§1 +Wy§2 _Wr+Z§2 _53
, - O’ ] 0 _1+Wv+y +Wt+z _Wr+v+z _1+Wv+y +Wt+z _Wr+v+z _1+Wv+y +Wt+z _Wr+v+z
W' =0,w #
w = 0,w =0
t t
57 | w'#0,w' =0 Wi =& —WTG, oW, W, S
0w =0 —1+w™ “1+w™
W =U,w =
w' = 0,w =0
t t t
58 w' =0,w' =0 __Wu‘§1+‘§2 _W+Z§2 +W+u§3 _‘§1+Wr§2 +W& Wzél_WHZé:z _§3+Wr+u§3
y 01 Z = ) 1w wt? 1+ WY Wt —1+w™ 4w
W =U,wW #
w = 0,w =0
t t t
59 w'=0,w' =0 _ _Wu§1 +S+W +u§3 G+t Wr‘fz —w +y§2 W ‘53 _Wu+y§1 + Wycfz _53 + Wr+u§3

wY =0,w’ =0

_1+ Wr+u _ Wt+u+y

t+u+y

“1+w™ —w

t+u+y

“1+w™ —w
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Tablo 4.1. wnin kuvvetlerinin sifir olma ve olmama durumlarina gore karsilagilan durumlar ve ¢oéziimleri (devam)

w =0,w =0

_ _Wugl + 52 — Wtﬂgz + Wnugs

—E+WE —WTE, + W

WG WIS WIS, WS G WS

60 w' = 0; w'=0 r+u Ut +z r+u t+u+ t+2 r+u t+u+ t+2
'O 20 “1+w™ —wY W “1+w™ —wY 4w —1+w —wY W
w = 0,W #
w =0,w =0
t t
61 W 20w =0 Wi =&, WS+ WS S WG AW E -wWTE &,
, 0 . O _1+ Wl‘+u _1+ Wl’+u
w =0,w’ =
w =0,w' =0
62 w20 w 20 Wuéfl — W\Hzgl — 52 + Wtﬂgz — WHugs + Wvgs _ 51 — erz — ths + Wrwfs Wzgl — Wrﬂfz — 53 + WHU§3
, O’ ] O _1+ Wr+u + Wt+z _Wr+v+z _1+ Wr+u + Wt+z _Wr+v+z _1+ Wr+u + Wt+z _Wr+v+z
w =0,w #
w #0,w #0
t t t
63 w 20w 20 _ _Wuéjl + 52 +W +u‘);:s — WV§3 _ 51 — W\Hyé:l — Wrégz +W +y§2 —w 53 + WHV§3 _Wu+y§1 + Wyéz — §3 + WHU§3
, O’ i O _1+Wr+u _Wt+u+y +Wv+y _1+Wr+u _Wt+u+y +Wv+y _1+Wr+u _Wt+u+y +Wv+y
W #0U,W =
w =0,w' #0
64 Wu . O WV . 0 ~ _Wué:l + WV+Z§l + 52 —Wt+Z§2 + Wt+U§3 _ WV§3 _ 51 _Wv+y§1 _Wr§2 + Wt+y§2 _Wté:3 + Wr+Vé;3 _Wu+yé;l + WZ§1 + Wy§2 _ WHZ§2 _ 53 + Wr+U§3

wY =0,w %0

_1+Wr+u _Wt+u+y +Wv+y +Wt+z _Wr+v+z

_1+Wr+u _Wt+u+y +Wv+y +Wt+z _Wr+v+z

V+y

_1+Wr+u _Wt+u+y Yy

r+v+z

+Wt+z —W
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4.2. Verilen Iki {K,s+1}—potent Matris ile Karsihkh Degismeli Olan {K,s+1}-

potent Matris Elde Etme

s>1 olsun. Simdi hedef Algoritma 1 ile elde edilen A eC™ {K,s+1}-potent
matrisi ve Algoritma 2 ile elde edilen BeC™ {K,s+1}—potent matrisi igin

AB=BA, BC=CB ve AC=CA olacak bicimde bir {K,s+1}-potent Ce C™"
bulmaktir. C {K,S+1} —potent oldugu icin kdsegenlestirilebilirdir. Ayrica, Teorem

2.2.4’ten AB=BA, BC=CB ve AC=CA durumlarinin saglanmasi icin A, B ve

C matrislerinin ~ esanli  kosegenlestirilebilir ~ olmas1  gerekir. Yani

A=Sdiag(4,....4,)S™, B=Sdiag(s,....x,)S" ve C=Sdiag(,....7,)S™

olmalidir. Burada A (3.7) ile verilen kiime olmak lizere, 3, € A\o(A)uo(B) dir.

s=0 ve X,,Y,,X,.Y, (3.15) deki gibi oldugunda

X. 0
c=T| ° T
0 Y,

bize keyfi olarak olusturulan {K,l} —potent A ve B matrisleri ile degismeli olan
tim {K,1}-potent C matrislerini verir. Burada X,X.=X:X,, X;X. =XX;,

Y. Yo =YY, Y, Y =Y,Y, dr.

Algoritma 4
Girdiler: Algoritma 1’den elde edilen A {K,s+1}—potent matrisi ve Algoritma

2’den elde edilen B {K,s+1}—potent matrisi ve P; projektorleri.
Ciktillar: A ve B matrisleri ile degismeli olan {K,s+1}-potent C matrisi.

Adm 1: y:=wP . olarak belirle. Burada p ¢ {1,¢(1),¢(p)} dir.

(s+1)"~

o(p)
Adim 2: i=1...,r igin Y, =yP,_,+y P P, matrislerini hesapla.
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Adm3: C=>" Y,+> " P, matrisini hesapla.

i=1 ! i=2r+1° !

v, Algoritma 1 ve Algoritma 2’deki A kimesinde kullanilmamis olan w degerleri

o(p)

arasindan segilir. Tkinci adimda y * = w?) oldugu aciktir.

43.U¢ Karsihkh  Degismeli {K,s+1j-potent ~ Matrisin  Lineer

Kombinasyonunun {K, s +1} —potentligi ile lgili Algoritma

Algoritma 1 ile elde edilen A, Algoritma 2 ile elde edilen B ve Algoritma 4 ile elde

edilen C matrisleri igin agsagidaki lineer baginti olusturulabilir,
T=cA+c,B+c,C. (4.7)

Burada c,,c,ve c, belirlenecek sifir olmayan kompleks sayilardir. Bu béliimde T
bir {K,s+1}-potent matris olacak sekildeki c,,c,ve c, skalerleri bulunacaktir. s=0

degeri igin tim c,,c,ve C,’ler esitligi saglar. Bundan dolay1 s >1 kabul edilecektir.
A=Sdiag(4,...,4,)S™, B=Sdiag(s,...,1,)S™ ve C=Sdiag(s,,....7,)S™
oldugundan (4.7) kullanilarak

A o onllc &

N

: : C :
ﬂ‘n /un 7 n C3 gn

sistemi elde edilir. Burada T =Sdiag(¢,...,&,)S™ ve her bir &, {0}uQ | 'deki

(s+1)°

tiim degerlerden herhangi biridir.
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Simdi lineer kombinasyonlarin bu smifin1  hesaplamak igin bir algoritma

olusturulabilir.

Algoritma 5
Girdiler: Algoritma 1’den elde edilen {K,s+1} —potent A matrisi, Algoritma 2’den

elde edilen {K,s+1}-potent B ve Algoritma 4’den elde edilen {K,s+1}-potent C

matrisi.

Ciktilar: T=cA+c,B+c,C bir {K,s+1}-potent matris olacak bicimdeki tiim

C,,C, ve ¢, degerleri.

A on
Adim1: M=| : : : | olarak belirle.
A My 74
&
Adim 2: &,... . & E{O}UQ(Hl)Z—l olarak se¢ ve £=| : | olarak belirle.
S
Cl
Adim 3: M| c, [=¢& lineer sistemini ¢oz.
C3

Adim 4: Adim 2 ve 3’0 {0} UQ

(o1t kiimesindeki tim & miimkiin degerleri igin

tekrarla.

1 00
Ornek4.1. s=2,n=3ve K=[0 0 1|iginAlgoritmal
010
1 0 0
1-i
A=[0 -2~ 0
J2
1+i
0 0 —
i V2 |
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matrisini verir.

Ornek 4.2. Ornek 4.1°deki ayn1 K matrisi icin Algoritma 2

1 0 0
1+i
B=|0 -— O
J2
1-i
0 0 —
i V2

matrisini verir.

Ornek 4.3. Ornek 4.1 ve Ornek 4.2°den elde edilen X ve Y matrisleri icin
Algoritma 4

1 0 O
C=|0 -1 O
0 0 -1

matrisini verir.

Ornek 4.4. Ornek 4.1, Ornek 4.2 ve Ornek 4.3’den elde edilen X, Y ve Z

1+i

matrisleri i¢in Algoritma 5 kullanilarak y = E)/E icin

S —i)+ c —i ve ¢ = (_1+i)+\/E
wo(ad ) Tz 2@ )

olarak bulunur.



BOLUM 5. TARTISMALAR VE ONERILER

C,, C,,C, sifirdan farkli kompleks sayilar ve X, X,,X, degismeli nxn boyutlu
stfirdan ~ farkli  {K,s+1}—potent ~ kompleks  matrisler ~ olmak  (zere,
X=cX, +¢,X,+C,X; lincer kombinasyonu ele alinsin. BoOlim 4’te, bu
kombinasyonun bazi kosullar altinda {K,s+1}—potentligi arastirildi. Ayrica, bu

lineer kombinasyonun {K,s+1} —potentligi ile ilgili bir algoritma verildi.

Bu calisma hazirlanirken daha once iki {K,s+1}—potent matrisin lineer
kombinasyonunun {K,S+1} —potentligi problemini ele alan [20] ¢aligmasindan ve

{K,s+1}—p0tent matrisler igin algoritmalar problemini ele alan [21] ¢alismasindan

esinlenildi.

Bundan sonra verilen ne N sayisi igin n tane {K,s+1} —potent matrisler icin daha
fazla {K, S+1} —potent matrisin lineer kombinasyonlarinin {K, S+l} —potentligi

problemleri ele alinabilir ve bu lineer kombinasyonlarin {K, S +1} —potentligi ile ilgili

algoritmalar gelistirilebilir.
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