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OZET

Anahtar kelimeler: Frenet Denklemleri, Minkowski Uzay1, Hiperbolik Spinor.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir. ikinci
boliimde Minkowski uzayinda temel tanimlar ve gerekli teoremler verilmistir.

Uciincii ve dérdiincii béliim tezin orjinal kismini olusturmaktadir. Ugiincii béliimde
hiperbolik spinorlar, Minkowski uzaymndaki ortonormal taban yardimiyla
tanitilmistir. Dordiincii bolim ti¢ alt bolim halinde diizenlenmistir. Dordiincii
boliimiin birinci alt bolimiinde Minkowski uzayinda egriler tanitilmis, ikinci alt
boliimiinde spacelike egriler ve Frenet tiirev denklemleri hiperbolik spinorlar
cinsinden, {glincii alt boliimde ise Minkowski uzayinda timelike egriler ve Frenet
tiirev denklemleri hiperbolik spinorlar cinsinden verilmistir. Ayrica a:1—>R]

egrisinin Frenet tlirev denklemlerinin hiperbolik spinor formuyla ilgili uygulamalara
yer verilmistir.

Besinci boliimde ¢alismanin 6zeti yapilmis ve bundan sonra yapilacak arastirmalara
yonelik onerilerde bulunulmustur.

Vi



CURVES IN MINKOWSKI 3-SPACE
AND HYPERBOLIC SPINORS

SUMMARY

Keywords: Frenet Equations, Minkowski Space, Hyperbolic Spinor.

This thesis consists of five chapters. First chapter is reserved for introduction. In the
second chapter basic definitions and fundamental theorems are given in Minkowski
space.

Third and forth chapters composes the original section of the thesis. In the third
chapter hyperbolic spinors have been introduced with the help of the orthonormal
base in Minkowski space. Fourth chapter is organized into three subsections. In the
first subsection of the fourth section is introduced curves in Minkowski space, in the
second subsection spacelike curves and Frenet frame represented as hyperbolic
spinors and third subsection timelike curves and Frenet frame represented as
hyperbolic spinors in Minkowski space. Also exercises about Frenet frame of

a:1—R? are mentioned.

In the fifth chapter of this thesis the summary of the work was made and some
suggestions for the following researches were given.

Vii



BOLUM 1. GIRiS

Spinorlar ilk kez modern bir teori olan Lie gruplar ile ilgili temel bir ¢calismaya da
sahip olan Fransiz matematik¢i Elie Cartan tarafindan kesfedilmistir. Cartan’in
caligmasindaki temel amaglardan biri bu matematiksel ifadenin sadece geometrik
tanimini vererek sistematik olarak spinor teorisini gelistirmektir ve bununla birlikte
diferensiyel geometri, grup teorisi ve matematiksel fizige Onemli katkilarda
bulunmaktir [1]. Diger bir ¢aligmada ise Vivarelli, ii¢ boyutlu Oklidyen uzayda kati
bir cismin yer degistirmesiyle ilgili Euler teoreminin vektdr formiilasyonundan
tiiretilen bir-indeksli spinorlara ve kuaterniyonlara yeni bir yaklasimda bulunmustur.
Ayrica kuaterniyonlar ve bir-indeksli spinorlar arasinda lineer ve birebir bir baginti
tanitmistir [2]. Spinorlar fizik alaninda da c¢ok sayida kullanim alanina sahiptir.
Ornegin bu alanlardan biri de Quantum mekanigidir. Spinorlar bu alanda, bir
spinorun bilesenlerinden bagka bir sey olmayan dort dalga fonksiyonlar1 ve elektron
i¢in linlii Dirac denklemlerini olusturur. Bu anlamda sayisiz ¢alisma yayinlanmistir.
Bunlardan biri olan kusursuz ve temel olarak adlandirilabilecek bir ¢alisma Weyl ve
Brauer tarafindan yapilmistir [3]. Fakat bu c¢aligmalarin hemen hemen hepsinde
spinorlar sezgisel bir geometrik goriis olmadan sadece resmi bir sekilde tanitilmistir.
Maalesef, bu yiizden spinorlarla ilgili mevcut literatiiriin anlagilmasi bir hayli giigtiir.
Cogu, modern cebir bilgisi olarak varsayilir. Ozellikle grup teorisi konuyu soyut ve
dolaylt bir yolla sundugundan; konunun anlasilmasi bir hayli giictlir. Fakat son
yillarda geometrik anlamda konu {izerine daha anlasilir birka¢ ¢alisma yapilmistir.
Bunlardan biri [4] deki galismadir. Torres ve digerleri bu c¢alismada karsilikli
ortogonal birim vektorlerden olusan tigliiyli, spinor olarak adlandirilan iki kompleks
bilesenli tek bir vektdr bakimindan ifade etmislerdir. Ayrica diger bir ¢alismada Kisi
ve Tosun yonlendirilmis bir yiizey lzerinde verilen Darboux ¢atisinin spinor

formiilasyonunu ve Frenet ile Darboux catilarinin spinor gosterimleri arasindaki

iliskiyi ~ vermislerdir ~ [5]. Benzer olarak [6] deki calismada E’



3-boyutlu Oklid uzayinda egrilerin spinor Bishop denklemleri ifade edilmistir.

Ayrica Bishop ile Frenet ¢atisi arasindaki iliskiler verilmistir [6].

Bu calismanin amaci ise, fizikte, matematikte ve astronomi gibi bir¢ok alanda ¢ok
sayida uygulama alanina sahip olmasit nedeniyle spinorlarin teorik anlamda
incelenmesidir. Bu ¢alismada [5,6,7] ¢alismalarina ek olarak, 3-boyutlu Minkowski
uzayinda aliman bir egrinin Frenet c¢atistmin hiperbolik spinor gdésterimi
incelenecektir. Ayrica diferensiyel geometrinin temel teoremi hiperbolik spinorlar ile
ifade edilecektir.

Son olarak 3-boyutlu Minkowski uzaymnin Frenet gatisina, iki hiperbolik bilesenli tek
bir spinor vektoriin karsilik geldigi 6rneklerle gosterilecektir. Boylece konunun daha

anlasilir olmas1 ve bu konuda ¢alisacak kisilere onciiliik etmesi hedeflenmistir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde Lie grubu, Lie cebiri, adjoint gdsterimi, skaler ¢carpim ve bize gerekli

olan bazi tanimlar ve teoremler hatirlatilacaktir.

Tanmim 2.1. Bir Lie grubu, diferensiyellenebilir grup operatdrlerine sahip

diferensiyellenebilir bir manifolddur; yani G deki grup operatérii olan

1:GxG—->G, wu(ab)=ab

ve G deki inversiyon operatorii olan

£:GG, &a)=a"

dontigiimlerinin ikisi de diferensiyellenebilirdir. G Lie grubunun bir otomorfizimi

hem diffeomorfizim hem de grup izomorfizimi olan

$:G>G

a—¢(a)

doniistimiidiir. Otomorfizimler Lie grubu tizerindeki 6zellikleri korur [18].

Tanim 2.2. G Lie grubunun bir elemani a olsun. Her g € G i¢in |,(g) =ag olarak
tanimlanan |,:G —>G doniisimine G nin sol c¢arpimi denir. |, bir

diffeomorfizimdir. Her geG igin r,(g)=ga olarak tanimlanan r,:G—>G

doniisiimiine G nin sag ¢arpimi denir. I, bir diffeomorfizimdir [14].

Tanim 2.3. V bir vektor uzayi olsun.



[,] : VxV oV
(XY)—> [, 1(X,Y)=[X,Y]

Bi¢imindeki bir doniisiim her X,Y,Z €V i¢in asagidaki ii¢ dnermeyi dogruluyorsa

bu doniisiime Bracket operatort, (V,[ , ]) ikilisine de bir Lie cebiri denir.

i) [, ] bilineerdir.
i) [X,Y]=-]Y, X] (antisimetrik)
) [[X,Y1,Z1+[[Y,Z], X]+[[Z, X],Y]=0

dir [14].

Tamm 2.4. Eger her a,g€G icin dl (X,)=X_, ise, G Lie grubu iizerindeki X

vektor alani sol invaryanttir. Dolayisiyla

,L: G>G
g—l,(9)=ag

sol ¢arpimin

dla = (Ia) :Te(g) _>TG (ag)
X, > dl,(X,) =X,

tirev donlisimii X in olusturdugu tanjant vektorleri yer degistirir. Sol invaryant

vektor alan1 diferensiyellenebilirdir.

G deki sol invaryant vektor alanlarnin climlesi X,G olsun. Vektdr alanlarinin

alisilmis toplama ve skaler ile carpma islemleri X,G yi bir vektor uzay: yapar. X,G



de [,] parantez operatérii tanimlanarak X,G bir Lie cebiri olur. X,G, boyG =n

(sonlu) boyutuna sahiptir [7].

Lemma 25. XeXG elemamm X, €T (e) elemanina  doniistiiren

f:X,GoT; (e) fonksiyonu bir lineer izomorfizimdir. Burada e, Gnin grup

islemine gore birim elemanidir.

¢:G — G bir otomorfizim olsun. X € X,G ise d¢(X)e X,G dir ve

dg: X,G— X,G Lie cebiri izomorfizimine ¢ nin diferensiyeli denir. d¢

diferensiyeli

dg, :Ts (e) > T (e) doniisiimii ile ifade edilir [7].

Tanim 2.6. a € G olmak iizere g elemanm aga™ elemanina doniistiiren

C,:G>G
g—>C,(g)=aga™

fonksiyonunu goz Oniine alalim. Bu durumda C,_ bir diffeomorfizim olup onun

diferensiyeli Ad, ile gosterilir. O halde dC,=Ad, dir. a,beG oldugunda
C,(9)=abg(ab) =a(bgb™)a™ dir. Boylece C, =C,oC, olur. Diferensiyel

alindiginda ise

Ad,, = Ad, - Ad,

elde edilir. a — Ad, grup homomorfizmine G nin adjoint gosterimi denir [7].



Tammm 2.7. V bir reel vektdor uzayr istinde, ( , ):VxV — R ikilineer
fonksiyonuna ikilineer form, eger bu ikilineer form simetrik ise ( , ) ye simetrik

ikilineer form denir [14].

Tanmm 2.8. ( , ), V dstiinde ikilineer form olsun.

1) YWeV, v£0=(v,v) >0 onermesi dogru ise { , ) ye pozitif taniml,

i) YweV, v#0=(v,v) <006nermesi dogruise { , ) ye negatif tanimli,

i) vveV, (v,v)>0 ise ( , ) ye yari pozitif tanimli,

Iv) YweV, (v,v)<0ise ( , ) ye yari negatif tanimli,

v) Yw eV, (v,w)=0=v =0 oluyorise { , ) ye non-dejenere bir form denir [7].

(, ), V nin alt uzayma indirgenebilir. Bu indirgenen simetrik bilineer form dejenere

veya non-dejeneredir.

Tamm 2.9. ( , ),V istiinde simetrik ikilineer form olsun. ( , ) nin W alt uzayma

kisitlanmast ( >| negatif tanimli olacak bigimdeki W alt uzaylarmin boyutlarmin

W
en biyligliine ( , >|w nin indeksi denir ve v ile gosterilir. 0<v<boyV oldugu

aciktir.

(,):VxV SR

simetrik ikilineer form olsun.

qg:vV->R



v—oq(v)=(v,v)

fonksiyonuna ( , ) den elde edilen kuadratik form denir. q kuadratik formu

verildiginde, ( , ) simetrik ikilineer formu verilmis demektir. Gergekten,

vw) =2[q(v+w)-q(v)-q(w)]

dir. V nin bir bazi {el,ez,...,en} olmak tizere, g; =<6, > diyelim. [gij] matrisine,
g nin {el, ez,...,en} bazina gore bilesenlerinin matrisi denir. g simetrik oldugundan

[ 9; | matrisi de simetriktir [7].

Teorem 2.10. ( , ) simetrik ikilineer formu nondejeneredir ancak ve ancak V nin

bir bazina gore ( , ) ye karsilik gelen matrisin determinant1 sifirdan farklidir [7].

Tamm 2.11. V istiinde simetrik, nondejenere bir ( , ) ikilineer formuna V {istiinde
bir skaler carpim denir. { , ), W {stiinde bir pozitif taniml skaler ¢arpim ise { , )

ye V distiinde bir i¢ carpim denir [14].

Tamm 2.12. V sonlu boyutlu reel vektor uzayr olmak {izere V iistiinde bir skalar

carpim varsa V ye skaler ¢arpimli vektor uzayi denir [14].
Tamm 2.13. V skaler ¢arpimli bir uzay ve v €V olsun.

V= v vl



esitligiyle belirli ||v|| sayisina V nin normu denir. Normu 1 olan vektére de birim

vektor adi verilir [7].

Teorem 2.14. V #{Q} olmak iizere, V skaler ¢arpimli bir vektor uzay: ise V nin

ortonormal bazi vardir [7].

V skaler carpimli vektdr uzaymin ortonormal bir {el,ez,...,en} bazina gore [gij]
matrisin kdsegensel bir matristir. Clinkd, (e,,€;) =d;¢; dir. Burada &, =(e;,e;), -1

veya 1 dir. V vektor uzaymin ortonormal bir bazi sirali olarak géz 6niine alindiginda,

¢; sayilar1 negatif olan vektdrlerin son sirada yazildigini varsayacagiz.

Teorem 2.15. {el,ez,...,en} , V nin ortonormal bir bazi olsun. V nin her v elemani

v=>Y &(v,e) &
i=1
bigiminde bir ve yalniz bir tiirlii yazilabilir [7].

Teorem 2.16. V nin ortonormal {e,.e,,....e,} bazi igin {&,¢,,...,£,} deki negatif

olanlarin sayisi, { , ) nin indeksine esittir. ( , ) nin indeksine v indeksi denir [7].

Teorem 2.17. M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M istiindeki nondejenere,

sabit indeksli ve (0,2)tipindeki ( , ) tensor alanina bir metrik tensér denir [7].



(, ), M istiinde bir metrik tensor ise M nin herbir P noktasina, T,, (P)ﬁstﬁnde bir

(', )p skaler ¢arpimi karsilik gelir. {( , ), ninindeksi her P noktasinda aynidir.

Teorem 2.18. M diferensiyellenebilir manifoldu istiinde bir ( , ) metrik tensorii
varsa M ye bir yari-Riemann manifoldu denir [7]. { , ) nin vindeksine (M,{ , ))
yari-Riemann manifoldunun indeksi denir. M nin boyutu n olmak iizere, M yari-

Riemann manifoldu M ile gosterilir.

Tanim 2.19. (M,( , )) bir yari-Riemann manifoldu olsun. Eger n>2ve v=1 ise

M, yari-Riemann manifolduna Lorentz manifoldu denir [7].

Tamm 2.20. M yari-Riemann manifoldu ve ( , ) de M iistiinde bir metrik tensor

olsun. Bu durumda M de bir v tanjant vektorii igin,

1) (v,v)>0 veya v=0 ise v vektoriine spacelike vektor,
i) (v,v)<O0 ise v vektoriine timelike vektor,

iii) (v,v)=0 ve v#0 ise v vektoriine null vektor denir [7].

Tamm 2.21. Indeksi 1 ve boyV >2 olan V skaler ¢arpim uzayma Lorentz vektdr
uzay1 denir. W,V Lorentz vektdr uzayinin bir alt vektor uzayi ve ( , ), V ustiindeki

skaler ¢arpim olsun. Bu durumda

) (, >|w pozitif tanimli (yani W i¢ ¢carpim uzay1) ise W ya spacelike alt uzayz,

i) ¢, >|W , 1 indeksine sahip nondejenere ise W ya timelike alt uzayi,
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i) (, >|W dejenere ise W ya null alt uzay denir [7].

Lemma 2.22. Z, V Lorentz vektdr uzayinda spacelike bir vektor ise Sp{Z}l alt

uzay1 spacelike ve V = Sp{Z} @ Sp{Z}L dir.

W alt uzaymin timelike olmasi igin gerek ve yeter kosul W * in spacelike olmasidir.

W nin lightlike olmas igin gerek ve yeter kosul W+ in lightlike olmasidir.

W spacelike alt uzayinin her alt uzayr da spaceliketir ve Schwarz esitligi

(v, wy| <||v||w| olarak elde edilir. Esitlik olmast igin gerek ve yeter kosul v ve W

nin lineer bagimli olmasidir [7].

Tamm 2.23. W, V Lorentz vektor uzaymin bir alt vektor uzay: olsun. Bu durumda

asagidaki onermeler denktir.

i) W spacelike dir. Boylece W nin kendisi de Lorentz vektor uzayidir.
i) W lineer bagimsiz iki null vektor igerir.

iii) W timelike vektor igerir [7].

Lemma 2.24. W, V Lorentz vektor uzayinin bir alt vektor uzayi olsun. Bu durumda

asagidaki 6nermeler denktir.

i) W lightlike tir. Yani dejenere olur.

i) W null vektor igerir fakat timelike vektor igermez.
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iii) WmAzL—{O} dir. Burada L bir boyutlu alt uzaydir ve A, V nin null

konisidir [7].

Tamm 2.25. F, V Lorentz vektor uzayindaki spacelike vektorlerin kiimesi olsun.

ueF icin
C(u)={ueF/{u,v)<0}

kiimesi U vektoriinii igeren V Lorentz uzayinin timekonisidir. Karsit timekonisi
C(-u)=—C(u)={ueF/{u,v)>0}

dir. {u}l spacelike oldugundan, F bu iki timekonisinin bilesimidir [26].

Lemma 2.26. Lorentz vektér uzayinda v ve w timelike vektorlerinin ayni

timekonide olmalari igin gerek ve yeter kosul (v,w) <0 olmasidir [26].
Tamim 2.27. R" Gizerinde X = (Xy, X5,,X.), ¥ = (Y1) Yoy-rr Y, ) olmak tizere

(,):R"xR" >R

(X, y) > (X, Y) =—x1y1+inyi

ile tanimlanan doniigiim



a) Simetrik,
b) Bilineer,

C) non-dejenere

dir. R" tizerinde tanimlanan bu doniisiime Minkowski metrigi denir. R} ={R", (

ikilisine de n-boyutlu Minkowski uzayi adi verilr [25].

Teorem 2.28. u,v ve w Minkowski 3- uzayinda ii¢ vektdr olsun. O zaman
i) (uxv,w)=det(u,v,w)

i) (UxV)xw=—U,w)w+(v,wju

i) ux(v,w)=—u,wv+{u,wyw

iv) (uxv,uy=0 ve (uxv,v)=0

V) <u><v,u><v>:—<u,u><v,v>—<u,v>2

dir. Burada u= (ul, u,, u3), V= (Vl, VZ,V3) olmak tizere

€ € -6
UXV =l Uy Uy | =(=UgV, +U,Vy, UV, — UV, —UV, +U,V, )
v, VY, Vg

ve

(U, V) =UV, +U,V, —UyV,

dir [7].

12

DY
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Lemma 2.29. Minkowski vektor uzaymda iki timelike vektor v ve wolsun. O

Zaman

) |<V><W>| > ||v||||W|| dir. Esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul v ve W nin lineer

bagimli olmasidir.

ii) v ve w, V nin ayn1 timekonide ise

(vxwy =—|v|w||cosh¢

olacak sekilde bir tek ¢ >0 sayis1 vardir. Burada ¢ ye hiperbolik a¢1 denir [7].

Lemma 2.30. v ve W ayni timekonide iki timelike vektdr ise |V +w] >|v||+|\w| dir.

Esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul v ve w nin lineer bagimli olmasidir [7].

Tamm 2.31. X,Y R} timelike vektorler olsunlar. Bu durumda

XY <X ]

esitsizligi vardir. Bu esitsizlikte esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart X ve Y nin

lineer bagimli olmasidir. X ve Y timelike vektorler ise

XYY <[X| Y] coshep, p=n(X,Y)
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olacak sekilde bir tek ¢ >0 reel sayis1 vardir. Bu ¢ agisina X ve Y vektorleri

arasindaki Lorentzian timelike a¢1 denir [23].

Tamm 2.32. X,Y e} spacelike vektor olsunlar. Bu durumda

[ Xv]

esitsizligi vardir. Eger X ve Y nin gerdigi diizlem spacelike ise

(X,Yy=|X]|[Y]coshg, ¢p=n(X,Y)

olacak sekilde bir tek 0 <@ <7 sayisi vardir. Bu ¢ acgistna X ve Y vektorleri

arasindaki Lorentzian spacelike ac1 denir [23].

Tamm 2.33. X,Y e R} spacelike vektor olsunlar. Eger X ve Y nin gerdigi diizlem

timelike ise

(XY [X]Y]

esitsizligi vardir. Bu durumda

XYY =X | coshe, p=7(X.Y)
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olacak sekilde bir tek ¢ >0 reel sayis1 vardir. Bu ¢ agisina X ve Y vektorleri

arasindaki Lorentzian timelike a¢1 denir [23].

Tamm 2.34. X e R} spacelike vektdr ve Y e R? pozitif timelike vektor olsun. Bu

durumda
(XY =|X[[[Y]sinhg, @=n(X,Y)

olacak sekilde bir tek ¢ >0 reel sayist vardir. Bu ¢ acisina X ve Y vektorleri

arasindaki Lorentzian timelike a¢1 denir [23].

Tamm 2.35. R], n-boyutlu bir Lorentz uzay1 ve M cR] de (l,«) koordinat

komsulugu ile verilen bir egri olsun. M egrisinin birim teget vektor alam1 T ve U

da sabit birim vektor olmak lizere Vsel icin T ve U arasindaki agi1 sabit ise

M c R egrisine bir egilim ¢izgisi (helis) denir [24].
Tamim 2.36. E* 2-boyutlu Oklid uzaymndaki,

AD) = {cos 6 —sin Qj

sin@d cos@

donme matrisine karsilik, ]Rf uzayimdaki donme matrisi,
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AG) = [cosh 6 sinh Bj

sinh@ cosh@

bigciminde olup iki timelike vektor arasindaki a¢1 hiperbolik aci, iki spacelike vektor

arasindaki ag1 merkez agidir [20].

R} uzaymn biitiin lineer izometrilerine R} nin dogal bazina gore karsilik gelen
matrislerin ctimlesini O, (n) ile gosterecegiz. O,(n) ciimlesi GL(n,R) nin kapali bir
alt grubudur ve bundan dolay1 O,(n) bir Lie grubudur. O,(n) ciimlesine yar1

ortogonal grup denir.

Teorem 2.37. nxn—tipindeki bir A matrisi i¢in asagidaki 6nermeler denktir.
i) AeO,(n)
i) A" = ¢A¢ esitligini saglayan matrise ortogonal matris denir [23].

iii) A nin siitunlarinin kiimesi (satirlarinm kiimesi) R uzay1 igin ortonormal bir

bazdir.

iv) A, R} nin ortonormal bir bazini yine ortonormal bir baza donistiiriir [7].

Teorem 2.38 O,(n) ciimlesinin Lie cebiri, C" =—¢Ce esitligini saglayan C

matrislerinin ciimlesidir. Boyle C matrisleri

o o)

O
I



17

bicimindedir. Burada A" =—A, D' =-D, A, D(nfv)x(nxv) ve B bigiminde

vx(n-v)

matrislerdir. O, (n) cimlesinin ~ Lie  cebiri o,(n) ile  gosterilir.

boy O, (n) =boy o,(n) = w dir [7].



BOLUM 3. HIPERBOLIK SPINOR

Bu boliimde ortonormal taban yardimiyla hiperbolik spinorlar tanitilmistir.

R} Minkowski uzayinda orijin etrafindaki dénmelerin grubu olan SO(L3), 2x2
tipinde Uniter matrisler grubu olan SU(2,H) ciimlesine homomorfiktir. SO(1,3)
ciimlesinin elemanlar1 3 reel bilesenli vektorleri harekete gecirirken, SU(2,H) nin

elemanlart hiperbolik spinorlari harekete gegirirler.

Bu homomorfizm spinorlar araciligiyla asagidaki sekilde gosterilebilir. Her

v {"’1} (3.1)
vV,

spinoru, a+ jb izotropik vektér olmak tizere
a+jb=y'oy c=—y'oy (3.2)

esitlikleri yardimiyla a,b,ceR’ vektdrlerini tamimlar. Burada o =(0,,0,,0;),

bilesenleri, hiperbolik, simetrik, 2x 2 tipinde matrisler olan bir vektdrdiir. Oyle ki,
01 0 —j 1 0
P = P, =] . P, =
10 j 0 0 -1

: oo (01 iy
Pauli matrisleri ( 1 OJ matrisiyle, sirasiyla, soldan ¢arpilirsa o =(0,,0,,0;)

vektorliniin o;, 1<1<3 bilesenleri
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0 -1
o, = (_1 0 j (3.3)

oldugu goralur [1]. Ayrica, y spinorunun esi ¥ ve hiperbolik eslenigi w olmak

lizere ¥ Ve y arasinda

L -

seklinde bir bagint1 vardir.

Simdi a+ jb=(x,X,,%;) izotropik vektoriin olmak iizere X, 1<i<3 bilesenlerini

arastiralim. Bunun i¢in (3.1), (3.2) ve (3.3) denklemlerinden

t 1 0)\(w 4
X =y'ow =(v, %)[0 _J( 1)=(t//1 %)( ij}l/ff—wf

v, -
X, =y'oy =(y l//)(j o](%j:(v/ l//){j%}j(l/ﬂwz)
2 2 1 2 0 J l//2 1 2 jl//2 1 2
0 -1\(w -y
X3:‘//t0'3‘//:(‘//1 l//z)(_l Oj[l//lj:(!ﬂl l//z)[_ 2]=—2V/1l//2
2 1

elde edilir. Burada t, w spinorunun transpozunu gostermektedir. Benzer sekilde

¢ =(c,,c,,c;) olmak iizere ¢, 1<i<3 bilesenleri

. (1 0w o
C, =~y oy =~(-W, V) 0 _J(V/lj =YW, tY,
2

. _ (T 0wy
¢, =v'oy =—(-v, ), J( 1J=J(l//1'//z—l//ﬂ//z)

v,

. _ _(0 1\w
& =—y'ow ==(-7. V) _, OJ(Wl}I%IZ—I%IZ
2
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dir. Boylece,

a+jb=(yy —ys, i +v;) —2pw,)

T o ) ) (3.5
¢ =y, +wy,, iy, _l//ll//2)1|W1| _|'//2| )

olur. Simdi a,b,c € R? vektdrlerinin boylarmi hesaplayalim.

C =y, +vw, vy, _l/71l//2)1|l//1|2 _|‘//2|2) =C

oldugundan

1~z )~ e QoY)

=i+ + 2wl vl —~viit vt + 2w Wl el -2 vl +ll

|4

N

=4/ (|l//1|2 + |V/2|2)2
|2

= |W1|2 +|‘//2
=Yy (3.6)

dir. a+ jb vektort izotropik vektor oldugundan

@+ jb,a+ jb)=(a,a)+(a, jb) +(jb,a)+(jb, jb)
=(a,a)+ ja,b) + j(b,a) + jj<b,b)
=(a,ay+2j(a,b)+(b,b)
=0+ j0

dir. Buradan goriilecegi tizere

(a,a)+(b,b)=0



yani;
(a,a) =—(b,b)

dir. Ayrica,

lal=lka.a)] . [ =fa.a)

[b] = (b, 53] = (b, b)

olmak tizere,

Jal" = ol
dir. Ayni zamanda
2j(a,by=0]
yani;
(a,by=0

dir. Simdi a+ jb vektoriiniin boyunu hesaplayalim.

Ja+ ib]" = ((@+ jb), @+ jb))

=(a,a) +(a, jb) +(jb,a) +(jb, jb)
:<a1a>_ J<a’b> + J<b1a> + JT(b! b>
=<a1a>_<bvb>

=[al" ol

dir. Son denklem ve (3.5) denklemi g6z Oniine alinirsa

21

3.7)

(3.8)
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Ja+ jb =¢(@+ jb).(@a+ jb))
(A 7S (VAR 728 R IVA V29 N (7 A (AR 7 RevIVATZY)
="~ )W =)+ i+ )W+, + (20, ) (-20,7,)
A N VA N e VN A VA N VA VR VA VA VAT
= 2|‘//1|4 + 2|'//2|4 + 4|@”1|2 |‘//2|2

=20y +wa )? (3.9)
bulunur. O halde (3.7) denklemi ve (3.6) denklemlerinden
[all=[b] = lc] = 'y

dir. Yani a,b,c e R? vektorlerinin boylari esittir. Ayrica (3.5) denklemin gdz dniinde

bulundurarak {(a + jb),c) i¢ ¢carpimi hesaplanirsa,

(a+jb,c)=(a,c)+ j(b,c)
:<(l//12 _szv j(V’lz +l//22)1—21//11//2), (l//ll/72+l/71l//2, j(‘//1'772_1/71l//2)’|'//1|2 _|V/2|2)>
= (lr//lz _'//22)(‘/719//2 +lr/72!r//1) - jz(!//lz +l//22)(l//1‘/72 _‘/71‘//2) + (_2‘//1‘//2)(|l//1|2 _|l//2|2)

= l//12 l/71'// 2t ‘//121//11/72 - l/71'// 22 W, — '//22 ‘/72'//1 - l//13 V72 + l//12l/71'//2 - '//22 ‘/72'//1 Ty ; l/71 - 2‘//12‘/71l//2 + 2‘//11//22 V72

= 2(‘//12‘/711//2 _l//22‘/72‘//1 _‘//12‘/71‘//2 +‘//1‘//22‘72)
=0

elde edilir. Bu son denklem ve (3.8) denkleminden

(a,b)=(a,c)=(b,c)=0

dir. O halde a,b,CeRi vektorleri ikiser ikiser ortogonaldir. EK olarak

(axb,c) =det(a,b,c) >0 dir. O halde {a,b,c} sirali ti¢liisii bir sag sistemdir.
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Tersine; aymi biiyiiklikte verilen ikiser ikiser ortogonal ve (axb,c)>0 olan
a,b,c e R} vektorlerine a+ jo=y'oy, c=-w'oy denklemleriyle verilen bir y

hiperbolik spinoru karsilik gelir.

Ayrica w hiperbolik spinoru SU(2,H) doniisiimii altinda yeni bir hiperbolik
spinora doniigiir. Yani herhangi bir U € SU (2, H) matrisi i¢in y'=Uy dir ve

U AT — Tt —t
y'y'=Uy)Uy =y UUy=yy

bagintisin1 saglar. Dolayisyla, w’ hiperbolik spinorunun taniminda kullanilan
a’,b’,c’ vektorlerinin biiyiikligli y hiperbolik spinorunun taniminda kullanilan
a,b,c vektorlerinin biiyiikliigiine esittir. Bu yiizden SU(2,H) nin her bir elemant

R in {a,b,c} ortogonal tabammi {a’,b’,c’} ortogonal tabanma déniistiiren bir

déniisiim olusturur. Yani SU(2,H) nin U ve -U seklinde iki elemam R} {in ayni
sirali Ggliistini olusturur. SU(2,H) den aldigmmiz U eleman1 ' hiperbolik
spinorunu olustururken —U eleman1 —y' hiperbolik spinorunu olusturur. Boylece
(3.5) denkleminde  hiperbolik spinoru yerine —y hiperbolik spinorunu aldigimiz

takdirde sonug¢ degismemektedir. Gergekten de,

a+jb= (("//1)2 - (_l//z)za j((_l//l)z + (_‘//2)2)1 _2(_1//1)(_‘)”2))

¢ = ((W)(72) + (), () 7) = 7)) [l =[-va )

seklinde olup (3.5) denklemiyle ayn1 sonucu vermektedir. O halde homomorfizm

ikiye-bir tipindedir.

Onerme 3.1. ¢ ve y keyfi iki hiperbolik spinor ve A, x herhangi iki hiperbolik

say1 olmak lizere asagidaki esitlikler gegerlidir.



) ploy =-¢'oy
i) (2p+pw | = 20+ By

i) i =/

Ispat.
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i) Bilesenleri hiperbolik, simetrik, 2x2 tipinde matrisler olan o =(o,,0,,0;)

vektoriinii goz ontine alalim.

10 trisi ici
= matrisi
o, 0 -1 icin,

vow =(a %)((1, _OJ(ZQ]:(% (/)2)[—‘32)

= QW — O,
dir.
(j Oj
o, = .| matrisi i¢in,
0 J

] 0w v -
(pto-zl//:((pl (pz)(o jj(l/llj:((pl %)[J—l//lJ: 1oy, +o,v,)
2

2

=- J ((/_71'/71 + @2‘/72)

(3.10)

(3.11)

(3.12)
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—(th'l/}=— (_¢ ) J 0 _1/72 __ (—(5 @) _jV72
’ 20 i w 7 (3.13)
:_j[(BlW1+¢_)2V72]
dir. Son olarak,
0 -1 .
o =( 1 ] matrisl i¢in,
0 -1\w . _
§0to_3‘//:(§01 ¢2)( j( 1J:(¢1 q’z)( l]:_((pll//2+¢2‘//1) (3.14)
-1 0 [y, Y,
At A _ 0 -1\—w _ (W
At —_l(_ 2 1 __|(_ 2
Qo {( ?, (01)(_1 0)( 7, ]} {( D, q’l)( 7, ]} (3.15)
:_[(52‘/71‘*'(51‘/72]
(3.10-3.15) denklemlerinden istenen goriiliir.
o R (T (38507t
Ap + py, Ap + [y, ? V1

Onerme 3.2. Herhangi ¢ ve w hiperbolik spinor ¢iftleri icin ¢'cy =w'op dir.
Ispat. o=(0,,0,,0,) vektoriiniin bilesenleri olan o,,0,,0, matrisleri simetriktir.

O halde,

10 trisi ici
o, = matrisi
1=y 1 icin,



t _ 1 0 !//1 _ Wl _ _
¢61W—(§01 (02)[0 1)y, _(¢1 (02) , =Y, — oy,

y'owp= (v V/z)((l) _OJ(%}(% V/z)[ %j:(pl%_%%

%2

O
—_— O
N—
7\
S S
N—
Il

(o o )[ MJ = (o, +ou,)

poyw=(p o
? ( ' 2)( v,

O
—_— O
N—
VR
S s
N—
I
—~
N

V/z)[ !%j = jlow, — o))

yoo=(v, v
2 ( ' 2)( Jo,

dir.
-1 0

0 -1 L
o, = matrisi i¢in,

-1 0

0 -1 -
(/7to_3‘//:(§01 @2)( ](‘//1]:(% @2)( :////lj:_((/ﬁ‘//l"'(pz'//z)

v,

2

1

‘//to-a(p = (‘/’1 ¥, )[ ° _1)((01) = (‘/’1 v, )(—%) = _(¢1l//1 +¢2W2)

-1 0 )\g,

dir. Boylece son olarak da (3.16-3.21) denklemlerinden ispat tamamlanir.
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(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

. ) 1 0
Ornek 3.3. Ozel olarak y = (Oj secilirse :(J olur. Bu se¢im (3.5) denkleminde

yerine yazilirsa,
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a+ b=y —y2, iy +y2) -2p,) =~ 02, j(12 +0%),-2.1.0) = (L j,0)
=(10,0)+ j(0,1,0)

¢ =y, +vv, (v, _‘/711//2)’|‘//1|2 _|'//2|2) =(1.0+0.1,j2.0-1.0),1-0)=(0,0,1)

1

0
0] ve V}:(lj spinor ¢ifti R?, 3-

elde edilir. Buradan da goriildigi lizere w =(

boyutlu Minkowski uzaymin kanonik bazi olan a=(10,0), b=(0,1,0) ve

¢ =(0,0,1) igliistine karsilik gelmektedir.

Onerme 3.4. Eger y sifirdan farkli bir hiperbolik spinorsa {l//,l/}} lineer

bagimsizdir.
Ispat. {y/, l/}} spinor ¢iftinin bilesenlerinin determinanti

Vi Y,
W, W

|2

=YWLV, :|l//1|2 +|‘//2

dir. Bu ifade eder ki y sifirdan farkli olmak tizere {1//,1/7} lineer bagimsizdir.



BOLUM 4. MINKOWSKI UZAYINDA EGRILERIN

HiPERBOLIK SPINOR GOSTERIMLERI

Bu bolimde R’ Minkowski uzayinda alinan bir spacelike (timelike) egrinin

hiperbolik spinorlar cinsinden ifadesi verilmistir.

4.1. Egriler ve Frenet Tiirev Denklemleri

Tanim 4.1.1. «:1 — R}, birim hizli regiiler timelike egrisi, bu egrinin egrilik ve
torsiyonu sirastyla x ve 7, Frenet catisi {T, N, B} olmak tizere

T timelike vektor, N ve B spacelike vektor iken

TxN=-B, NxB=T, BxT =-N

seklindedir. Burada x, R} Minkowski uzayinda vektorel garpimdir. Bu durumda

Frenet formulleri

T'=xN
N' =T +7B
B'=—rN (4.1.1)

dir [9].

Tanim 4.1.2. a: | > Ri, birim hizli regiiler spacelike binormalli spacelike egrisi, bu
egrinin egrilik ve torsiyonu sirasiyla x ve 7, Frenet catisi {T, N, B} olmak tizere

N timelike vektor, T ve B spacelike vektor iken
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TxN=-B, NxB=-T, BxT =N

seklindedir. Burada x, R} Minkowski uzayinda vektorel carpimdir. Bu durumda

Frenet formiilleri

T'=xN
N'=xT +7B
B'=7N (4.1.2)

dir [9].

Tamim 4.1.3. «:1 — R}, birim hizhi regiiler spacelike egrisi, bu egrinin egrilik ve
torsiyonu sirastyla x ve 7, Frenet catist {T, N, B} olmak tizere

B timelike vektor, N ve T spacelike vektor iken

TxN=B, NxB=-T, BxT =-N

seklindedir. Burada x, R} Minkowski uzayinda vektorel garpimdir. Bu durumda

Frenet formulleri

T'=xN
N' = -xT + 7B
B'=7N (4.1.3)

dir [9].
4.2. Timelike Binormalli Spacelike Egrilerin Hiperbolik Spinor Gosterimleri

a1 — R, birim hizli regiiler spacelike egrisi ve bu egrinin Frenet ¢atis1 {T,N, B}

olmak iizere, Frenet tiirev denklemleri (4.1.3) denkleminden
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T'=xN
N'=—xT+7B (4.2.1)
B'=zN

dir. Spinorlarla ilgili verilen Boliim 3 deki sonuglara gore
N+ jB=y'oy ve T=-y'oy (4.2.2)

ve 'y =1 olacak sekilde bir y hiperbolik spinoru vardir. Boylece y hiperbolik

spinoru {N,B, T} tgliisiinii ve %—W ise egri boyunca bu iicliiniin degisimini temsil
S

eder.

Onerme 3.4. e gore {y,} ikilisi iki hiperbolik bilesenli hiperbolik spinorlar i¢in baz

teskil ettiginden 6yle f ve g hiperbolik fonksiyonlar: vardir ki

—=fy+gy (4.2.3)

yazilis1 tek tiirliidiir. (4.2.2) denklemindeki N + jB=w'ocyw nin s ye gore tiirevi

alinirsa

dN .dB (dy) t dwj
b et et 424
ds+st [ds]awwla(ds ( )

bulunur. Eger (4.2.2) ve (4.2.3) denklemleri (4.2.4) denkleminde yerine yazilirsa

—«kT +7B+j7N =(fy+gy) oy +y'o(fy +gy)
—«T +jr(N +jB)=(fy' +gy')oy +y'o(fy +gy)

= f('oy +y'ow)+9(W'oy +y'oy)

olur. o matrisleri simetrik oldugundan y'cy =y'cy dir. Boylece
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=T +]jr(N +jB) =2f (y'oy) - 29(—yoy)
= 2f(N +jB)—2g(T)
= 2f(N +jB)—2g(T)

elde edilir. Burada son denklemden
f==— wve g =§ (4.2.5)

elde edilir. O halde (4.2.3) denklemi ve (4.2.5) denklemleri dikkate alinirsa

e AT

elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.2.1. Iki bilesenli  hiperbolik spinoru, yay parametresi ile
parametrelendirilen bir o egrisinin {N,B,T} sirali {gliisiinii temsil etsin. Bu
takdirde, Frenet tiirev formiilleri

Z—Z:%(J‘rww}) (4.2.6)

olacak sekilde tek bir hiperbolik spinor denklemine esdegerdir. Burada ~ ve 7,

sirastyla, egrinin egrilik ve torsiyonudur.

Simdi diferansiyel geometrinin temel teoremini hiperbolik spinorlar yardimiyla ispat

edelim.

Teorem 4.2.2. R}, Minkowski uzayinda iki egri aym egrilik ve burulma

fonksiyonuna sahipse, bunlardan birisi uygun bir sekilde dondiiriiliip 6telendikten

sonra iki egri biitiin noktalarda ¢akisir.
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Ispat. Teoremi ispatlamak icin @'¢p =1=y'y ozelliginde ¢ ve y gibi iki hiperbolik

spinor goz Oniinde bulunduralim. O halde asagidaki islemler yapilirsa;

t
r vite | (vito
wto) (wtp)=| 1" (l+ l]
v,ty, ) \V2TVY,

(AT Wzi@)[%i%j
v, 1y,
=W o)y te)+ (W, £0,)y, t9,)
=YW Ve o 200 W, 20,0, 2o, T 0,0,
=1+l 2o 20,0, 20,

=24+ =2+ o7 p = 2+ 2Re(i7'p) (4.2.7)

elde edilir. Burada ¢ ve yw hiperbolik spinorlarinin ayni egrilik ve burulma

fonksiyonlarina sahip iki egrinin Frenet ¢atisina ait olduklar1 géz Oniine alinirsa

(4.2.6) denkleminden

d(7'p)
ds

1 -—At 1 _t - ~
=§(er+f<l//) a7 (jrp+xp)

- —t P— —t A
:E[_W PHKY @+ T o+ K co}

K| =<t —t A
ZE[W/HV/(ﬂ]

oldugu goriiliir. Son denklemin (3.4) denkleminden

K — — [R—
=5 [V +vi0, 0P, + 7] (4.2.8)

oldugu goriiliir. Ayrica w,¢p, =a+ jb ve y,@, =c+ jd olmak lizere
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—Y,Q, + W0, — V@, + W, =—a— jJb+Cc+ jd—c+ jd+a— jb
=-2jb+2jd
=—j(2b-2d)

bulunur. Burada goriildiigii tizere yukaridaki ifadenin reel kismu sifirdir. Dolayisiyla

K .
== ——j(2b-2d
> J( )

seklinde elde edilir. Burada goriildiigii tizere yukaridaki ifadenin reel kismi sifirdir.
d(7'0)
ds

sabittir. Ayrica reel kisim S ye bagl degildir. Aksi taktirde tlirevi sadece imajiner

t
Dolayisiyla sadece imajiner olup (z// + go) (wtp)=2+2 Re(¢/7t(p) ifadesi
olmazdi. Eger {N,B, T} tgliisli baz1 S degerleri icin ¢akigan iki egri ile eslenirse bu
snoktasinda ¢ hiperbolik spinoru, y ya da —y ile ¢akisir ve bu ¢akisiklik biitiin S

noktalar i¢in korunur. Bu da gosterir ki iki egrinin tanjant vektorleri tim S noktalari

icin ¢akisir ve bu iki egri yalnizca sabit vektor ile ayrilabilir.

Teorem 4.2.3. Iki bilesenli ¥ ve ¢ hiperbolik spinorlari, yay parametresi ile

parametrelendirilen bir a:1 - R} spacelike egrisinin {N,B,T} swali iicliisii ile

temsil edilsin. Eger ? —cotho, (0<@ <o) sabitse a egrisinin Frenet ¢atisi
K

T =ccosh @ +sinh @| asinh _1 Izcds' +bcosh _1 jzcds'
sinh & 5 sinh &

N = acosh| — [xds' |+bsinh 1 [xds
sinh @y sinh @+

B:csinh9+cosh9{asinh( 1 jde’J:l+bcosh( 1 J'/cds’J
0 0

sinh @ sinh @
dir.



Ispat. a:1 >R} spacelike egrisi igin L —coth@ sabit olsun. Boylece
K

bilesenli hiperbolik spinoru i¢in (4.2.6) denklemi

d 1,. R 1, . N
d_l/s,/:E(JTW+KW) :E(JKCOth 6?1//+K1//)

l( cosh @ +KAJ

2 smhaw v

(jKCOSh@l//—I—K!//SInth
sinh @

1
2

jx
Zsth

(cosh @y + jsinh Gy )
seklinde elde edilir. Benzer sekilde,

L iew+w) =5 (- i+ )

1, . .
=E(—JTW—’<1//)
1
( jiccoth Oy — k)
( coshé . K)
smh@ v

— jxcosh @y —ky sinh 9]
sinh @

1
2

_1
2

LS
Zsth

(cosh @y + jsinhOy)

oldugu goriiliir.

alinir ve (4.2.9) ile (4.2.10) denklemleri g6z oniine alinirsa

a coshgy/+jsinhgz/7 :coshgd—wﬂsinhgd—l//
ds 2 2 2 ds 2 ds

7

(4.2.10)

7 .0 . - . P
COShEt//+JSInh§l// denkleminin s parametresine gore tiirevi

34

iki

(4.2.9)
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o jx . o O =k N
=cosh — cosh @ sinh @ sinh = cosh @ sinh @
Z(ZthQJ( v+ Jsinn o) + | Z(ZtheJ( v+ jsinh 0y )

jix \[ 0 . o . .~ ... 0 - .. 0.
= cosh —cosh Oy + jcosh —sinh 8y — jsinh —cosh 8y —sinh —sinh @
(2gmwj_ 2 wr JEOSh o SOy = JSini S v 2 W}

0 0 0 0
cosh —cosh @y —sinh —sinh @y |+ j| cosh —sinh &y —sinh —cosh &
(Zsmhej _( 2 v Wj J( 2 R Wﬂ

Jx 0
h— h—
(Zsmh j(cos w+ jsin gyj

elde edilir. Burada cosh zw + JSInhg =t denilirse, yukaridaki esitlik
o
ds 2sinh@

E:( _JK jds
t 2sinh @

bulunur. Son denklemin integrali alinirsa

j_: 23|nh0jde
25|n jxds +Ing
elnt:e
23|nh6?I
eIt _ o oIng
J; dS
ZmnhHIK
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elde edilir. Yani

@ . 2sinh@

- S'
—J—éKdS'
COSth//—i- jsinh—y =e

2 2

(4.2.11)

olarak bulunur. Ayn1 sekilde iki tarafin esi almir ve Onerme 3.1 goz dniine alinirsa

o . .. 23|nh6?jK
COShEl//+jSInh§l// e ¢ (4.2.12)

elde edilir. Burada¢ hiperbolik spinoru s' parametresinden bagimsiz ve ¢'¢ =1 dir.
(4.2.11) denklemi coshg ve (4.2.12) denklemi —jsinhg ile carpilip taraf tarafa

toplanirsa
0 0 ..0 .. 6 0 6
cosh = cosh = —sinh =sinh—w =w cosh| ——— |=wcosh0 =
2V 2 VY (2 2} v v

elde edilir. O halde

yazilabilir. Ayni sekilde (4.2.11) denklemi (—jsinhg) ve (4.2.12) denklemi COShg

ile carpilip taraf tarafa toplanirsa

cosh — 0 cosh — 0 —sinh esmh 0 :ﬁ(cosh Qcoshg—sinh Qsinh Qj
2 2 2 2 2 2 2 2
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=y cosh(g—QJ
v 2 2

=y cosh0
J;S'K dS’ 4
. . 2sinh@ .6 2sinh@ 0
w=-]je ¢5S|nh§+e ¢5cosh§

olur. Bulunan y ve v esitlikleri, (4.2.2) denkleminde yerlerine yazilirsa

- S' , _. s' , - S' , _. S' ,
. Zsinhe(j)de t .. 0 Zsinhe(j)'(OIS ot 0 25|nh49I fe ds 0 . Zsinhé?(%’(dS ~ .0
@ smhz—e @ coshE ole ¢cosh§—1e ¢smh§

. S' . . S' ,
t . ZsinhHéKdS 25inh0(I)KdS .. 0 0
:( (;¢) je e sinh Zcosh = |+
2 2
- Sl ’ __ Sl ,
ol 2sinne< | 2sinheF®| 4
(¢ a¢) je —je sthsth +
—j s' , 'I s'
~t 23inh<9(gkdS 23inh<9(ngS 0 2]
g opll|—e e cosh—cosh— |+
2 2
s fras || o S
it 23|nh6? 23|nh8 0 ..0
(qﬁ 0¢) —e —je cosh Esmh—

oldugu goriiliir. Burada (3.2) denklemi géz oniine alinirsa
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0 Yy
_ | . sinh@ sinhg | (20,60 . 0) 0 o 9
T =(a+ jb)| je > +( c)( j“e SInh25|nh2j+( c)( e coshzcosh 2)
i S
+—(a+ jb) Jesmhe 3|n2h9
-
inhé@
=(a+ jb) jeSI sinhg +c(sinhgsinhg+cosh§costh
2 2 2 2
i S, 4o
) sinhg ) sinh@
+(—a+ jb)| je
2
.4; de’ .g; de'
_ h sinh@ ) . sthé B ] smheé
c cosh@+ (a+ jb)| je +(—a+ jb)| je
-I S ’ _i S ’ -I S ’ _i
sinh@ sinhHéK ds sinh@ K ds . sinh@ K ds sinh@
= ccoshé + a — je + jb| je + je
1

bulunur. Burada ¢ :—¢?‘a¢ , a+ jb=¢g'cp dir. Ayrica x=—

")ds’ olmak
sinh@!’((s) s’ olma

iizere e” =coshx+ j sinlx ve e =cosh x— jsinhx esitlikleri dikkate almirsa T

teget vektorii en son olarak

T =ccosh6?+sm:9[aj(e_jx—ejx)+b(e_jx +ejx)}

=ccoshd + sinh 6 [aj (cosh x— jsinh x—cosh x— jsinh x)+b(cosh x— jsinh x+cosh x+ jsinh x)]
= ccoshd + szhe [aj(-2jsinhx)+b(2coshx) ]

i S
:ccosh6’+smh0 —2asinh(— _1 jzcds')+2bcosh - _1 [k ds’
2 sinh@'s sinhé@(
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:ccosh9+sinh9[—asinh(— _1 jK'de-i-bCOSh( jzcds ﬂ
sinh @ sinh

S S
T = ccoshd+sinh 6] asinh| —— [« ds' |+beosh| —— | x ds'
sinh @ sinhé

seklinde elde edilir. Ayn1 sekilde N + jB icin benzer islemler yapilirsa;

N+ jB=y'oy
| S ' I ’ I 3 4 i !
Zsinheg)’(ds t 0 Zsmheé At 0 Zsinhe(f) ds 0 Zsinheé ds
=le @ COShE—j ¢ sinh— |o|e gcosh—— je
- S , J;s ,
t 2sinhol % || 2sinhal* | o
=(¢ a¢) e e cosh Zcosh = |+
2 2
i S i S
| 2sinha <% | 2sinhal* % 0.0
( t
¢ a¢) e —-je cosh —=sinh— |+
2 2
N i S
L 2sinhol % || 2sinhal< | o g
) a¢) —je e sinh—cosh— |+
2 2
i S
4 A Zsmhej : ZsinhHJKOIS . 0. .0
( t 0
) g¢) —je —Jje sthsth

oldugu goriiliir. Burada (3.2) denklemi g6z 6niine alinirsa
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sinh@é’(ds, ho+1 inh 6
N+ B=(a+ b)) e NI (o) -1 22

N
gsinho) ——| sinnd}* * cosno—1
+(-c)| —je — +—(a+jb)| e —_—

2
1 S , —i S '
— 1 fixds - k ds
.| sinh@ coshg+1| . . .| sinh@ cosh -1
=(a+jb)le — +cjsinh@+(-a+ jb)| e —
K ds’ =l feds
:cjsinh0+3 smheé (cosht9+1)—esmhe’(g (cosho-1)
. .J.—Sl(ds' .j.—SKdS'
+J—2b esmhgé (cosh€+1)+esmhgé (coshg-1)

olarak elde edilir. x=-

S
J-K' )ds’ olmak iizere e” =coshx+ jsinhx ve
sinh @

e ® =cosh x— jsinh x esitlikleri dikkate almirsa

N+ jB = cjsinh9+%[e_jx (cosh ¢9+1)—er (cosh 0—1)}+J?b[e_jx (cosh <9+1)+ejX (cosh 0—1)]

=¢jsinh 0+%[(cosh x— jsinh x)(cosh 6+1)—(cosh x+ jsinh x)(cosh 1) ]

b N N
+J?[(cosh X — jsinh x)(cosh #+1)+(cosh x+ jsinh x)(cosh 49—1)]
=cjsinh @
> [cosh xcosh @+ coshx— jsinh xcosh & — jsinh x—cosh xcosh 6+ cosh x— jsinh xcosh 6+ jsinh x]

+J?b[cosh xcosh @ + coshx— jsinh xcosh @ — jsinh x+ cosh x cosh @ —cosh x + jsinh xcosh @ — jsinh x]

=cjsinh&+— 5 [2coshx 2 jsinh xcosh 9]+7b[2cosh xcosh @ —2 jsinh x]

=cjsinh 8 +a[coshx— jsinh xcosh 8]+ jb[cosh xcosh & — jsinh x]

= j(csinh&—asinh xcosh 6+ bcosh xcosh §) +[acoshx—bsinh ]
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bulunur. Son olarak yukaridaki denklemlerden goriildiigii tizere N ve B vektorleri

S S
N =acosh x—bsinhx=acosh| — _1 [k ds" [-bsinh| — _1 [xds’
sinh @ ) sinh @ ()
1 3 . 1 3
N =acosh| — [xds" [+bsinh| — [k ds'
sinh @ sinh @

ve

S
B:csinhe—asinhxcosh9+bcoshxcoshH:csinhH—asinh(— _1 jxds’jcoshe

sinhé(
1 S
+bcosh| —— [k ds" [coshé
sinh @ )
. . 1 S 1 S
B =csinh @+ cosh | asinh| — [k ds" | |+Dbcosh| — [k ds’
sinh @ sinh @ )

seklinde elde edilir.

Simdi %'y =1 oldugunu varsayarak 2x 2 tipinde

seklinde Q eSU(2,H) matrisi alalim. R: Minkowski uzaymda orijin etrafindaki
donmelerin grubu SO(L,3), 2x2 tipinde lniter matrisler grubu SU(2,H) ciimlesine
homomorfiktir. SO(L,3) iin elemanlar1 3 reel bilesenli vektorleri harekete gegirirken,
SU(2,H) ciimlesinin elemanlar1 hiperbolik spinorlar1 harekete gecirir. Yani bu matris
((1,0,0), j(O,l,O),(0,0,l)), kanonik bazini, timelike binormalli spacelike egrinin
{N,B,T} ortonormal bazina tasir. (4.2.6) denklemi ve Onerme 3.1. esitlikleri

yardimiyla
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E ds
dv, dv,

dy, dy 1,. 1, A
{ A E(Wﬁfﬂﬂl) E(wawl)
E ds

1. . R 1,. R
E(JT‘/Jz"'KV/z) E(Jﬂ/lz""ﬂ//z)
1,. R 1, . .

{Z(Jﬂ/ll_i_’ﬂ//l) E(_JT‘//l_K‘//l)

1, . R 1, . .
E(Jﬂ/lz""ﬂ//z) E(_JTWZ_KV/Z)

=l[n//1+1:’ﬂ/fl _T‘/fl_J:KW1j (4.2.13)
2\ty, + |Jky, —tW,— JKY,
elde edilir. Ayn1 zamanda
dQ
—=QH
5 ~QH ()
olup
H(S)=i T(S) _jK(s)
2\ jx(s) -z(s)
dir. Boylece
i y 7(s) —jx(s
=30 ol ]
S (4.2.14)

:i(n/ﬁ"’j’q&l _jKWl_Tl/}lj
2 Tl//2+jl('l/}2 _jKl//z_ﬂ/}z

dir.(4.2.13) ve (4.2.14) denklemlerinden
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€Q_y (s)ds (4.2.15)

elde edilir. Burada H nin s parametresine bagli olma durumuna gore iki durum sz
konusudur. Birincisi H nin s parametresine bagli olma durumdur. Bu durum goz

ontine alinir ve (4.2.15) denkleminin integrali alinirsa

Sd—Q:des
0Q
INQ(s)—InQ(0)=H(s)
Qs)
InQ(O) H(s)
|ng§)
o QO __H(s)
Q(8) _ H(s)

elde edilir. ikinci durum ise H(s) nin biitin s’ parametreleri igin H(s') ile yer

degistirmesi durumudur. Yani;

anlamina gelir ve Z—Q =QH (s) denkleminin ¢6ziimii
S

olarak ifade edilir.
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4.3. Spacelike Binormalli Timelike Egrilerin Hiperbolik Spinor Gosterimleri

a1 >R}, birim hizli regiler timelike egri ve bu egrinin Frenet atis1 {T,N, B}

olmak {iizere, (4.1.1) denkleminden Frenet tiirev denklemleri

T'=«xN
N'=«T+7B (4.3.1)
B'=—zN

dir. Spinorlarla ilgili verilen bdliim 3 deki sonuglara gore
N+jT=¢E0¢ ve B=-E'of (4.3.2)

ve £'¢=1 olacak sekilde bir & hiperbolik spinoru vardir. Boylece & hiperbolik
spinoru {N,T,B} iicliisiinii ve ?j—f ise egri boyunca bu {igliiniin degisimini temsil

eder.

Onerme 3.4. e gore {5,5} ikilisi iki hiperbolik bilesenli hiperbolik spinorlar i¢in baz

teskil ettiginden 6yle f ve g hiperbolik fonksiyonlar: vardir ki

—2 — f§+ gf (433)

yazihgt tek tirlidiir. (4.3.2) denklemindeki N+ jT =&'c&  ifadesinin = s

parametresine gore tiirevi alinirsa

dN . dT  (déY . (de

bulunur. Eger (4.3.2) ve (4.3.3) denklemleri (4.3.4) denkleminde yerine yazilirsa
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KT +7B+ joN =(1£+98) of +&'o( 1£+9¢)
(N +JT)+B = (& + g8 ot +&o(f£+9é)

= f(Sog+&'0s)+g(Eog+¢'of)
olur. o matrisleri simetrik oldugundan &' = &'cE dir. Boylece

KT +7B+ jxN =2f (£'o¢)-2g (—étag)

=2f (N +jT)-2g(B)
olur. Burada son denklemden
f="— ve g=— (4.3.5)
elde edilir. O halde (4.3.3) denklemi ve (4.3.5) denklemleri dikkate alinirsa

82 ine-é)

olur. Boylece asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 4.3.1. 1iki bilesenli ¢ hiperbolik spinoru, yay parametresi ile

parametrelendirilen bir « timelike egrisinin {N,T,B} sirall ticliislinli temsil etsin.

Bu takdirde, Frenet tiirev formiilleri

‘3_52%( jues —22) (4.3.6)
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olacak sekilde tek bir hiperbolik spinor denklemine esdegerdir. Burada x ve r

sirasiyla; egrilik ve torsiyondur.

Simdi diferensiyel geometrinin temel teoremini hiperbolik spinorlar yardimiyla ispat

edelim.

Teorem 4.3.2. R?, Lorentz uzaymda iki egri aym egrilik ve burulma fonksiyonuna

sahipse, bunlardan birisi uygun bir sekilde dondiiriiliip 6telendikten sonra iki egri

biitiin noktalarda cakisir.

ispat. Teoremi ispatlamak icin @'@p=1=¢E"'¢ ozelligine sahip pve & gibi iki

hiperbolik spinoru géz 6niinde bulunduralim. O halde gerekli islemler yapilirsa

(Etg) (Etp)=22E'9+E'F =2+Re(E'p) (4.3.7)

elde edilir. ¢ ve & hiperbolik spinorlarmin ayni egrilik ve burulma fonksiyonlarina

sahip iki egrinin Frenet ¢atisina ait olduklar1 kabul edilirse (4.3.6) denkleminden

d (ico) :%(j,«;_rg)‘ (0%5(1,@-@)
:%[—jxftgo—rgtg0+ jKEtQ—Tgti’}
=%[5‘¢+5t¢3}

oldugu goriiliir. Son denklemde (3.4) denklemi g6z Oniine alinirsa

d(&'p)
ds

=—[-&n+40,-87,+ 0] (4.3.8)

elde edilir. Ayrica herhangi a,b,c,d e R} icin &p =a+ jb ve @, =c+ jd olmak

uzere
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& +E, —Ep, +&E,p, =—a— jb+c+ jd—c+ jd+a— jb

d(Z _ _ _
% = ?Tli—fzgol +&0, =60, + fz@]
=-2jb+2jd
=—j(2b-2d)
d(&'p)

bulunur. Dolayisiyla (4.3.8) denklemi =—](2b—2d) seklinde elde edilir.

d(<'e)

Burada gorildiigii izere yukaridaki ifadenin reel kismu sifirdir. Dolayisiyla

sadece imajiner olup (ao)t (§i¢):2i2Re(§_t(p) sabittir. Ayrica reel kisim S
parametresine bagli degildir. Aksi takdirde tiirevi sadece imajiner olmazdi. Eger
{N,T,B} igliisii baz1 s degerleri i¢in gakisan iki egri ile eslenirse bu s noktasinda ¢
hiperbolik spinoru, & ya da —¢ ile gakisir ve bu ¢akisiklik biitiin S noktalar1 i¢in

korunur. Bu da gosterir ki iki egrinin tanjant vektorleri tiim S noktalar i¢in ¢akigir

ve bu iki egri yalnizca sabit vektor ile ayrilabilir.

Teorem 4.3.3. iki bilesenli & ve ¢ hiperbolik spinorlari, yay parametresi ile

parametrelendirilen bir o : 1 — R} timelike egrisinin {N,T,B} sirali iiliisii ile temsil

edilsin. Eger L —cotho, (0<@ <) sabitse o egrisinin Frenet ¢atisi
K

S S
T =csinh @+ cosh @| asinh _1 [k ds" [+Dbcosh _1 [k ds'
sinh @ sinh @ )
. . 1 3 1 3
B =—ccosh @ +sinh 8| —asinh| — [k ds’" |—bcosh| — [k ds’
sinh @ sinhé

1 S . 1 S
N =acosh| — [xds" [+bsinh| — [xds'
sinhé@( sinh @ ()




dir.
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Ispat. a:1 - R} timelike egrisi igin % —coth @ sabit olsun. Boylece & iki bilesenli
K

hiperbolik spinoru igin (4.3.6) denklemi

S8 2 (ime—eé) = 2(ing-wcotno é)

1(. cosh@j
=§ k& —K

sinh @ d

1 jxésinh@—xécosh @
2 sinh @

K A
= —cosh@ &+ jsinh@
25inh9( ] é)

elde edilir. Benzer sekilde

9 L o) =2 (- inte2)

= %(—jm’f+ x& coth 9)

1( . - cosh @
=_| - +
2( s Kgsinh@j

_ 1 —jxEsinh @+ x& cosh @
2 sinh @

—-K

B 2sinh @

(—coshe E+ jsinhé é)

(4.3.9)

(4.3.10)

—Cosh§f+ jsinhggE denkleminin s parametresine gore tiirevi alinir ve (4.3.9) ile

(4.3.10) denklemleri goz oniine alinirsa
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i(—cosh€§+ jsinhgéjz—coshg 9, Jsmhgd—é
ds 2 2 2 ds 2 ds

.. A L., 6
—cosh@ &+ jsinh@ &)+ jsinh =
j( s+l ‘f) J 2(25inh0

P AL
=—cosh— —cosh @ sinh @
Z(ZSinhe ]( SHls 5)

=( K jK—coshgcoshH E+ jcoshgsinhe - jsinhgcosh 0$+sinh§sinh0 gﬂ

:( _K stinh gsinh 0 f—coshgcosh 0 §j+ j(—sinhgcosh 6'$+cosh§sinh 0 (fﬂ

jx 9 s 0
(ZSinhej{ ho¢ JCOShzf}

K
:(—Zsmhej{cosh & —jsinh— 5}

elde edilir. Burada — j cosh §§+Sinh§$ =t" denirse yukaridaki esitlik
d_
ds 2sinhé@

(el
t' 2sinh @

olur. Son denklemin integrali alinirsa

a__J jzcds
t'  2sinh@

ds’' +1In
25|n IK ¢

.
eInt' Zsmheéde +ing

' Zsthj
eInt _ +eIn¢

R
) 2sinhengS¢
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elde edilir. Yani;

I B
2sinhg < 98

E=e ¢ (4.3.11)

. 0 .. 0
—jcosh =& +sinh =
J 2ég 2

olarak bulunur. Aym sekilde iki tarafin esi almir ve Onerme 3.1 g6z 6niine aliirsa

i S
0, _ 2sinho xds’

f—sinhE§:

jcosh 9
2

elde edilir. Burada ¢ hiperbolik spinoru s parametresinden bagimsiz ve ¢'¢ =1 dir.
(4.3.11) denklemi coshg ve (4.3.12) denklemi [—jsinh gj ile carpilip taraf tarafa

toplanirsa

e 25|nh49(g ds

i3
0 23|nht9g) e ds’
& =sinh —e @

cosh—e
- 2

elde edilir. Ayni sekilde (4.3.11) denklemi —jsinhg ve (4.3.12) denklemi coshg
ile carpilip taraf tarafa toplanirsa
B

I _- S !’
g 2sinh@ xd 2 ZsinheékdS R
nh—e ¢+ jcosh 2e

NAYWY
Il
|

olur. Bulunan & ve & esitlikleri, (4.3.2) denkleminde yerine yazilirsa,
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Cs s s s
. Zsinheé’( t . 0 ZsinhHéKdS t ) 0 ZsinhHéKdS .0 25inh¢9g)’(dS n
B= sthe @ —Jcoshze ¢ |o —JcoshEe ¢+smh§e

| ! J;S !
¢ || 2sinho}* NPT Sl PR
:( a) e ~je sinh~cosh = |+
2 2
- S , _- S ,
t - Zsinhé’(j)’(OIS ZsinhH(J)K .. 0 .. 0
(¢ 0'¢) e e sinh—=sinh — |+
2 2
S i S
ot . 23inh9£K ds i 23inh¢9(gK as 6 0
(¢ 0¢) —je ~je cosh— cosh - | +

i S i S
(¢3t0¢3) _jeZSinhaéde eZSinhaéde

cosh Qsinhg
2 2

oldugu goriiliir. Ayrica (3.2) denkleminden ¢ =—¢'c¢ ve a+ jb=gd'op yazlabilir

ve bu ifadeler son denklemde yerine yazilirsa;

- ,
sinheék ds

B=(a+ jb)| —je sinhgcoshg (—c)[sinhQsinhgj+(—c)(coshgcoshgj
2 2 2 2 2 2

izlc ds

—(a+ jb){jesinhe

coshgsinh Q}
2 2

s
=(-c)coshd+(a+ jb) —jeSln

! - i S ’
x ds %inh@é’( ds sinh 6
2

O —wn
.
S
=
N

+(-a+ jb)| —je
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=(—c)cosh@
i S ! _i s ! i S ! _i S !
sinh @ ) sinha([)’( ds ) sinhHg)K ds ) ) sinhHéK ds _ sinheé’( ds
+——a| —je + je + jb| —je - je
. 1 3 jx .
olarak elde edilir. x=-—— [xds’ olmak iizere e’” =coshx+ jsinhx ve

sinhé(

e 3% = cosh x— jsinh x esitlikleri dikkate almirsa

B :(—c)cosh¢9+szhe[aj(—e_jx +ejx)—b(e_jx+ejx)}

=(-c)cosh@
sin

+ 2h0|:aj(—cosh X+ jsinh x+cosh x+ jsinh x)—b(cosh x— jsinh x+cosh x+ jsinh x)]

=(—c)cosh &+ sinzh 0 [aj(2]sinhx)-b(2coshx)]

=(—c)cosh & +sinh #[asinh x—bcosh x]

. . 1 R 1 N
=(—c)cosh @ +sinh 9[a3|nh£—sinhglx(s )ds ]—bcosh (— sinh&jK(s )ds ﬂ

B =(—c)cosh & +sinh 9{—asinh[sinlhelzc(s’)ds’}—bcosh[ 1 !K(s')ds'J:l

N

sinh

olarak bulunur. Ayni sekilde N + jT igin benzer islemler yapilirsa

N +jT =&'of
- S , _. S , - S , _. S ,
. 0 ZsinhHéK t .. 6 23inh9(g’(ds ot . 0 25inh¢9g)’<ds .0 25inh<9([)’(dS n
= —JcoshEe ¢ +sinh—e ¢ o —JcoshEe ¢+smh5e



53

J—EK ds’ J—EK ds’

2sinh@ 2sinh@
:<¢to'¢) —je —je coshZcosh 2 |+
2 2
- S , 4L ,
R . 25inh6?(ngs Zs,lnhé?j’(OIS g . 0
t
<¢ o‘¢) —je cosh —sinh = |+
2 2
—j , j S ,
« 2$inh¢§?(I)KdS _25inh6$KdS .0 0
t
(¢ 0¢) e —Jje sthcoshE +

_i S , _i S ,
2sinhol % || 2sihol*® | o o
e e sinh Esth

(6')

oldugu goriilir. Ayrica (3.2) denkleminden c=-¢'cp ve a+ jb=g'cp olmak

lizere;

IR B
. sinh@é’(ds 0 6 0.0
=(a+jb) e coshEcoshE +(-¢) —JcoshES|nhE

= S
0 sinh@é’(dS . 0
+(~¢)| - jsinh—cosh— —(a+1b) e sinh—sinh—
2 2 2
- . SlnhﬁI cosh0+1 : Sinh@é coshd -1
=cjsinhd+(a+ jb)| e — +(-a+ jb)| e —
i S
1Sy —ikds'
:cjsinh0+% esmhé’ (cosh0+1)—esmh60 (cosh6-1)
. J—SKdS' K ds’
L esmheg (coshd+1)—e sm g (cosh6-1)

2
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s -
- [k ds’" olmak iizere e X = cosh x— jsinhx ve
sinhé

elde edilir. x=-

edX = coshx+ jsinhx oldugu dikkate alinirsa

N + jT =cjsinh 9+%[e_jx (cosh ¢9+1)—er (cosh 49—1)}

+J?b[e_jx (cosh 0+1)—er (cosh 0—1)]

=cjsinh 0+%[(cosh x — jsinh x)(cosh @+1)—(cosh x+ jsinh x)(cosh&—1)]

jb . .
+J?[(cosh x — jsinh x)(cosh @+1)—(cosh x+ jsinhx)(cosh&—1)]
=cjsinh @
+%[coshxcosh9+coshx—jsinh xcosh @ — jsinh x —cosh xcosh & + cosh x — jsinh xcosh &+ jsinh x]

+%[cosh xcosh & +cosh x— jsinh xcosh & — jsinh x —cosh xcosh & —cosh x+ jsinh xcosh - jsinh x]
=cjsinh H+%[Zcosh X —2 jsinh x cosh 9]+J?b[2cosh xcosh 6 —2 jsinh x]
=cjsinh@+a[cosh x— jsinh xcosh @]+ jb[cosh xcosh & jsinhx]

= j[csinh @ —asinh xcosh &+ b cosh xcosh 8]+ [acosh x—bsinh ]

bulunur. Son olarak yukaridaki denklemlerden de goriildiigii lizere N ve T

vektorleri
N =acosh x—bsinh x
1 3 . 1 3
N =acosh| —— [xds’" |—bsinh| —— [xds’
sinh @ () sinh @
yani

1 3 . 1 3
N =acosh| — [k ds" |+bsinh| — [xds’
sinh @ sinh @

ve
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T =csinh @ —asinh xcosh & + b cosh xcosh &

S
T=csinh¢9—asinh(— _l jxds’]cosh9+bcosh{—
0

S
_ [k ds" |coshé@
sinh @

sinh @ )

S S
T =csinh &+ cosh &| asinh _1 [k ds" [+bcosh _1 [k ds’
sinhé sinhéd(

olarak bulunur.

Simdi £'¢ =1 oldugunu varsayarak 2x2 tipinde

Q:[é ;J
& &

seklinde Q e SU(2,H) matrisi alalm. R{ Minkowski uzayinda orijin etrafindaki
dénmelerin grubu SO(1,3), 2x2 tipinde tiniter matrisler grubu SU(2,H) ciimlesine
homomorfiktir. SO(1,3) iin elemanlar1 3 reel bilesenli vektorleri harekete gegirirken,
SU(2,H) ciimlesinin elemanlart hiperbolik spinorlar1 harekete gegcirir ve bu matris
kanonik bazi, spacelike binormalli timelike egrinin {N,T, B} ortonormal bazina tasir.

(4.3.6) denklemi ve Onerme 3.1. esitlikleri yardimiyla

d& d& ) [L(ip 2\ Lfis_ .z
s |5 S| [30m-d) Him-d)
ds |dg df,

E E %(j’(éz_rfz) %(j’(é:z_féz)

1
2
%( Jx&, _Téz) %(‘j’(éz _752)

l ixg - Tél - .Kél +75
2

:i(Kgl_ jfé _Kél-i_ jTé} (4.3.13)

2 K&, — jféz _Kéz + j7é,
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elde edilir. Ayn1 zamanda

dQ
ds QH(S)
olup
j[ K jr
(S) 2\—jr —«

dir. Boylece

_i S 51 N [4
SO

. . (4.3.14)
:i[’(égl_ 7, jTSZl_K‘):lJ
2 KG, — jféz 7, _Kéz
dir. (4.3.13) ve (4.3.14) denklemlerinden
dQ _
o QH (s)
=H () (4.3.15)

elde edilir. Burada H nin s parametresine bagli olma durumuna gore iki durum sz
konusudur. Birincisi H nin s parametresine bagli olma durumu durumdur. Bu

durum g6z Oniine alinir ve (4.3.15) denkleminin integrali alinirsa

:[(%Q:.[Hds

INQ(s)—InQ(0)=Hs
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Q) _ Hs

Q(s) _oHs

Q(0)
Q(s)=e"Q(0)

elde edilir. Ikinci durum ise H(s) nin biitin s’ parametreleri igin H(s') ile yer

degistirmesi durumudur. Yani

anlamina gelir ve (jj—Q = QH (s) denkleminin ¢éziimii
S

olarak ifade edilir.

Ornek 4.3.1. Birim hizh a:1 >R}, a(s)=(coss,sins,1) timelike binormalli

spacelike egrisini alalim. (4.1.3) Frenet tiirev denkleminden

T =(-sins,coss,0)
N =(—coss,—sins,0)

T N -B
B=-TxN=—|-sins coss 0|=(0,0,2)
—coss -—sins 0
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olarak bulunur. Boylece (4.2.2) denkleminden
(—coss,—sins,0)+ j(0,0,1) =y oy

elde edilir. Iki tarafin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

s 000)~(32) ov sv'a{ )
(sins, coss,0)+j(0,0,0)_(dsj 01//+l//0'[ i

bulunur. Burada (4.2.6) denklemi g6z oniine alinirsa

(sins,—coss,0)=(fy +gy) oy +v'c(fy+gy)
=(fy'+gv' oy +y'o(fy+gy)
=t (v'oy +y'oy)+g(y'oy +y'oy)

=2f (y'oy)-29(-joy)
(4.2.2) denkleminden faydalanarak

=2f (N + jB)-2g(T)
=2f [(—cos s,—sins,0)+ j(0,0,+1)]—Zg (—sins,coss,0)

2f (—coss,—sins,+ j}-2g(—sins,coss,0)

—2fcoss,—2fsins,+2f j)+(2gsins,—2gcoss,0)

(
(

—2fcoss+2gsins,—2f sins—2gcoss,+2f j) (4.3.16)

bulunur. Bu son esitlikten

f=0 g :% (4.3.17)
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ayrica (4.2.5) denkleminden

olur. Dolayisiyla egri diizlemseldir.
Simdi (4.2.3) denkleminde (4.3.17) esitlikleri yerine yazilirsa

dy

S

N|$>

(4.3.18)

oldugu goriiliir. Benzer sekilde

v _v__v (4.3.19)
ds 2

olur. (4.3.18) ve (4.3.19) denklemleri ¢oziiliirse
=C cos§+c sini
V=4 5 T2l
ve
y =—C sin§+c cosE
v 195 TR 5

elde edilir.

Ornek 4.3.2. Birim hizli 1 - R}, a(s)=(\/§sinh(s),s,—\/§cosh(s)) spacelike

binormalli timelike egrisini alalim. (4.1.1) Frenet tiirev denkleminden

T=a'(s)= (\/§cosh(s),1, —J2sinh (s))
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N =sinh(s),0,—cosh(s)

B = (cosh(s),v/2,~sinh(s))
olarak bulunur. Boylece (4.3.2) denkleminden
(sinh(s),0,—cosh(s))+ (\/fcosh (s),,—/2sinh (s)) =Eloé

elde edilir. Iki tarafin s parametresine gore tiirevini alinirsa

(cosh(s),O,—sinh(s))+j(x/isinh( ),0,—v/2 cosh (s ( ] o+ & ( j

(cosh(s)+j\/§sinh(s),0,—sinh() jv2cosh(s )) ( ‘fj oE + & ( ij
bulunur. Burada (4.3.6) ve (4.3.2) denklemleri g6z 6niine alinirsa

(cosh(s)+ jv/2sinh(s),0,~sinh(s)— jv/2 cosh (s)) =2f(N+jT)-29B

=21 | (sinn(s),0,~cosh(s))+ j(v2cosh(s),1,~V2sinh (s)) | ~2g cosh (s),v2, ~sinh s))
=21 [ (sinh(s)+ jv2cosh(s)), j,~cosh (s) - jv2sinh(s) |-2g (cosh (s),+2, ~sinh(s))

= (2f sinh(s)+ 242 jeosh(s),2fj,—2f cosh(s)—2v2 jsinh (s))+(~2gcosh (s),~2+2g, 2g sinh(s))
= (2f sinh(s)+2v2f jeosh(s) - 2gcosh (s), 2 fj —2v/2g, -2 f cosh (s) - 2v/2 fjsinh (s) + 2g sinh s))

bulunur. Bu son esitlikten

J g=% (4.3.20)



ayrica (4.3.5) denkleminden

K=\/§ r=-1

bulunur. (4.3.3) denkleminde (4.3.20) denklemi yerine yazilirsa

dé 2., ¢

==+

ds 2 2
ve benzer sekilde

d_‘vé:_ﬁjg_é

ds 2 2

bulunur. (4.3.21) ve (4.3.22) denklemleri ¢oziiliirse

%s —%s
§:x=cle +Cye
2] V21
o 2 e ? —lc 2 e ? +C

Eoyo 2C1J§j+1 22 2j-1
—y= —
J—=S
o V2

bulunur.
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(4.3.21)

(4.3.22)

(4.3.23)

(4.3.24)



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Bolim 1°de, spinorlarin tarihsel gelisiminden ve uygulama alanlarindan s6z

edilmistir.

Boliim 2’°de ¢alisma boyunca kullanilan bazi temel tanim ve teoremler ispatsiz olarak

verilmistir.

Boliim 3 ve Boliim 4 ¢aligmanin orijinal kismini olugturmaktadir. Bu bolimlerde RS
Minkowski uzayinda orijin etrafindaki dénmelerin grubu olan SU(1,3) ile 2x2
tipinde tniter matrisler grubu SU(2,H) arasindaki homomorfizm ayrintili olarak

anlatildi ve bunun bir sonucu olarak hiperbolik spinorlar ve ortonormal taban
arasindaki bagint1 incelendi. Ugiincii boliimde hiperbolik spinorlar Minkowski
uzayindaki ortonormal taban yardimiyla tanitildi. Dordiincii boliimde Minkowski
egriler tanitilmig, spacelike ve timelike egriler i¢in Frenet tiirev denklemleri
hiperbolik spinorlar cinsinden verilmistir. Ayrica tezimizdeki teoremleri destekleyici

uygulamalara yer verilmistir.

Diferensiyel geometride yiizey {iizerindeki egriler =~ E*® Oklid uzayinda, R}
Minkowski uzaymda veya G, Galilean uzaymda calisilmistir. Yiizey tizerindeki

egrilerle ilgili yapilan bu ¢aligmalarin, hiperbolik spinor gdsterimi aragtirilabilir.

Besinci boliimde tiim ¢alisgmanin kisa bir 6zeti yapilmis ve bundan sonra yapilacak

yeni arastirmalara yonelik 6neride bulunulmustur.
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