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SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESI

RrR™ : nboyutlu reel vektorler klimesi
R™" : mxn boyutlu reel matrisler kiimesi
AB,C,... : Matrisler

(a,.j) : Elemanlari a; olan matris

X, ¥.Z.. - Vektorler

[ : Birim matris

A : A matrisinin transpozu
Al . A matrisinin tersi

A . A matrisinin genellestirilmis tersi
C’(A) . A matrisinin sttun uzayi
C(A) : A matrisinin satir uzayi
N (A : A matrisinin sifir uzayi
r(A > A matrisinin ranki
det(A) . A matrisinin determinanti
E() : Beklenen deger operatori
Cov(.) : Kovaryans operatort

Var (A) : A matrisinin varyansi

€ : Elemanidir

= . Esittir

= : Ancak ve ancak

min > minimum



OZET

Anahtar kelimeler: Coklu i¢ iliski, Alisilmis En Kiguk Kareler Tahmin Edicisi,
Alsilmis Karma Tahmin Edici, Temel Bilesenler Regresyon Tahmin Edicisi,
Ortalama Hata Kareler.

Lineer modellerde coklu i¢ iliski problemi oldugunda ahsiimis en kicuk kareler
tahmin edicisi (OLSE) parametreler icin iyi bir tahmin edici olmayabilir. Coklu i¢
iliski probleminden kaynaklanan sorunlarin stesinden gelebilmek igin simdiye kadar
literatirde cok sayida alternatif yanli tahmin edici Onerilmistir. Bu yanl tahmin
edicilerin performanslar farkli 6lcutlere gore degerlendirilir. Bu 6lgutlerden biri
ortalama hata kareler (MSE) ol¢uttddir.

Bu calismada, alisiimis karma tahmin edici (OME) ve temel bilesenler regresyon
(PCR) tahmin edicisi i¢in kulanilan yaklasim kullanilarak genel lineer modeller
altinda rasgele kisith bazi yanli tahmin edicilerin performanslari MSE 6l¢tiine gore
karsilastiriimistir.

ilk boliimde, lineer modeller tanitilmis ve bu modeller altinda bazi yanli tahmin
ediciler ile ilgili kisa bir literatir bilgisi verilmistir. ikinci béliimde, calismada
kullanilan bazi temel kavramlar ve ispatsiz teoremler ele alinmistir. Uglinci
bolumde, bir lineer modelde bazi yanli tahmin ediciler ele alinmis ve bunlarin MSE
olcuttne gore karsilastiriimalari verilmistir. Dordinct bolumde ise, Gglincu bolimde
ele alinan kavramlar genel bir lineer model icin ele alinarak genellestirilmistir. Son
b6lum ise sonug ve onerilerden olusmaktadir.

Vi



COMPARISON OF SOME BIASED ESTIMATORS IN
LINEAR MODELS IN TERMS OF MEAN SQUARED
ERROR CRITERION

SUMMARY

Keywords: Multicollinearity, Ordinary Least Squares Estimator, Ordinary Mixed
Estimator, Principal Components Regression Estimator, Mean Squared Error.

The ordinary least squares estimator (OLSE) may not be a good estimator for
parameters when multicollinearity problem exists in linear models. To overcome the
troubles that originated from multicollinearity problem, it has been proposed so
many alternative biased estimators in literature until now. The performance of this
biased estimators have been evaluated by different criteria. One of these criteria is
mean squared error (MSE) criterion.

In this study, the performance of some stochastic restricted biased estimators have
been compared with MSE criterion by using the approach which is used for the
ordinary mixed estimator (OME) and the principal components regression (PCR)
estimator.

In the first chapter, linear models have been introduced and short literature
information related to some biased estimators has been given under these models. In
the second chapter, some fundamental concepts and theorems which will be used in
the whole of the work have been considered without proofs. In the chapter three,
some biased estimators have been considered and compared with MSE criterion in a
linear model. In the fourth chapter, the concepts discussed in the third chapter is
generalized by taking for a general linear model. The last chapter consists of
conclusion and proposals.

Vil



BOLUM 1. GIRIS

Akil ile gercek dinyadaki olgulari anlama-anlatma isine modelleme ve anlatimin
kendisine model denir. Model, gercek diinyada karsilasilan bir problemin ilgili
oldugu alanin kavram ve kanunlarina bagl olarak ifade edilmesidir. Modellemede en
cok kullanilan araclar matematik ve istatistiktir. Ozellikle rasgelelik iceren olgularla
ilgili problemlerin modellenmesinde istatistik kullanilir [1]. istatistik arastirmalarinin
ortak amaclarindan biri nedenselligi arastirmak, tahmin edicilerdeki veya bagimsiz
degiskenlerdeki bir degisimin bagimli degisken Uzerindeki etkisini incelemektir.
Degiskenler arasindaki iliskileri ortaya koyma ve ele alinan konu ile ilgili sonug
¢ikarma ve tahminlerde bulunma problemlerinde siklikla kullanilan lineer modeller

genel olarak
y=Xb +e (1.1)
seklinde ifade edilir.

Gauss-Markov Teoremine [2] gore alisiimis en kiicuk kareler tahmin edicisi

bOLSE :(XX)_le

olarak tanimlanir. Bu tahmin edici yansiz ve dider lineer yansiz tahmin ediciler
arasinda en kicuk varyansa sahiptir. Bu nedenle ve uygun istatistiksel 6zelliklere
sahip olmasindan dolayr uzun zaman boyunca en iyi tahmin edici olarak
kullantimistir. Lineer modellerde X model matrisinin sutunlarinin lineer bagimsiz
oldugu varsayimi altinda teorik olarak bazi sonuglar elde edilmesine ragmen
uygulamalarda genellikle X matrisinin sttunlarinin lineer bagimh oldugu

durumlarla Kkarsilasihr. Bu durum coklu i¢ iliski problemine neden olur. Lineer



modellerde c¢oklu i¢ iliski problemi oldugu durumlarda BOLSE iyi bir tahmin edici

olmaz. Cunkl coklu i¢ iliski 6OL5E’nin gercek degerinden uzak olmasina ve

varyansinin biyik cikmasina sebep olur. Coklu i¢ iliski probleminin Ustesinden
gelmek icin bazi yontemler kullantlir. Bu yontemlerden biri yanli tahmin edicileri
kullanmaktir. Literatirde onerilen yanh tahmin edicilerden Stein tahmin edicisi [3],
temel bilesenler regresyon (principal components regression, PCR) tahmin edicisi
[4], alisiimis ridge regresyon (ordinary ridge regression, ORR) tahmin edicisi [5] ve
Liu tahmin edicisi [6] en ¢ok bilinenleridir. Coklu i¢ iliski probleminin Ustesinden
gelmenin diger bir yontemi ise, kesin veya rasgele kisitlarla ek 6rneklem bilgisi
kullanmaktir. Bu yontem (1.1) modeli bir rasgele kisit ile birlestirilerek Durbin [7],
Theil ve Goldberger [8] ve Theil [9] tarafindan kullaniimis ve b icin tahmin edici
olarak alisilmis karma tahmin edici (ordinary mixed estimator, OME) 6nerilmistir.
(1.1) modeli

h=Hb +e

rasgele kisiti ile birlikte ele alindiginda

b e = (XX + HWH) (X Y+ HW *h)

olarak elde edilir. OME ve o6zellikleri icin ayrica [10-12] kaynaklarina bakilabilir.
OME ve Liu tahmin edicisi birlestirilerek rasgele kisith Liu tahmin edicisi (stochastic
restricted Liu estimator, SRLE)

D e (d) = Fy (XX + HW IH) (XY + HWh)

olarak Hubert ve Wijekoon [10] tarafindan elde edilmistir. Burada,

F, =(XX+1)* (XX +dl) ve 0<d <1 seklindedir.

Temel bilesenler regresyonu ise, tahmin problemlerinin boyutunu indirgemede

kullanilan bir yaklasimdir. (1.1) modeli Gzerinde



y=XTTh+e=Za +e

dontsumi ele alindiginda PCR tahmin edicisi

A

b PCR = Tr (Tr,x ><Tr )71Trlx y

olarak elde edilir [13]. Burada T € R™" ortogonal matristir. PCR tahmin edicisi de
coklu ig iliskiyi gidermek igin kullanilan yanh tahmin edicilerden biridir ve ilk olarak
Hotelling [14] tarafindan Onerilmistir.

Bu sekildeki yanli tahmin edicilerin performanslari bazi farkh &lgitlere gore

degerlendirilir. Bunlardan biri ortalama hata kareler (mean squared error, MSE)

matrisinin kullanildigi MSE él¢utudur. b tahmin edicisi icin MSE matrisi,

M (b)=E(b-b)(b-b) =Var(b)+ Bias(b)Bias(b)

olarak tanimlanir [13]. b icin herhangi iki tahmin edici 61 ve 62 olmak (izere, bu

tahmin ediciler igin MSE ol¢it
M (b,)~M(b,)>0 (1.2)

olarak ifade edilir [15]. Bu ifade 62 tahmin edicisinin 61 tahmin edicisinden ustin

oldugu anlamindadir.

Bu calismada (1.1) modelinde E(e)=0 ve Cov(e)=s’l kabulu altinda OME,
SRLE, PCR tahmin edicisi, rasgele kisith temel bilesenler regresyon (sthocastic
restricted principal components regression, SRPCR) tahmin edicisi ve agirhkli
rasgele kisitli temel bilesenler regresyon (weighted restricted principal components

regression, WSRPCR) tahmin edicisi ele alinmis ve bu yanh tahmin edicilerden



hangisinin Ustlin oldugu (1.2)’de verilen MSE o6l¢utu kullanilarak detayli olarak
incelenmistir. Daha sonra (1.1) modelinde daha genel olan E(e)=0 ve
Cov(e)=s vV durumu kabul edilerek daha 6nce ele alinmis tahmin edicilerin

timindn genellestirilmis durumlari ele alinmis ve MSE 0lcutline gore bu genel yanli

tahmin edicilerin karsilastiriimalari yapiimistir.



BOLUM 2. ON BILGILER

Bu boélimde calismanin diger bolumlerinde kullanilacak bazi tanimlar ve ispatsiz

olarak bazi teoremler verilecektir.
2.1. Bir Matrisin Sttun Uzayi, Satir Uzayi ve Ranki

Tanim 2.1.1. ¢X +CX, +...+C X =0 olacak sekilde tumul birden sifir olmayan

G,C,,..,C, skalerleri varsa, X,X,..,x e€R™ vektorlerinin kimesine lineer

bagimlidir, aksi takdirde lineer bagimsizdir denir [16].

Tanim 2.1.2. AeR™", a,a,,..,a, sutunlarina sahip olan bir matris olsun.
X' =(X,%,...%X,) Vvektori icin AX=xa +Xa,+..+x,a, ifadesi A matrisinin

sttunlarinin bir lineer kombinasyonunu gosterir. A matrisinin sttunlarinin lineer

kombinasyonu olarak ifade edilebilen tim vektorlerin kiimesine A matrisinin sltun
uzay! denir ve C(A)={yeR™ |y=Ax, xeR™| seklinde gosterilir. C(A), A

matrisinin sttunlari tarafindan dretilir [17].

Tanim 2.1.3. A matrisinin a,a,,..,a, satirlari tarafindan dretilen R™ vektor

uzayinin alt uzayina A matrisinin satir uzayi denir ve ¢ (A) ile gosterilir [17].

Tanim 2.1.4. A matrisinin sifir uzayr A/ (A) = {XE R™ | Ax = 0} olarak tanimlanir

[17].

Teorem 2.1.5. C matrisi AeR™" matrisinin satir indirgenmis esolon bicimi

olsun. A matrisinin satir uzayi ile C matrisinin satir uzay aynidir [18].



Tanim 2.1.6. A matrisinin sutun uzayinin boyutuna A matrisinin sutun ranki, satir
uzayinin boyutuna ise A matrisinin satir ranki denir. Bir A matrisinin satir
indirgenmis esolon bicimindeki sifirdan farkli satirlarinin sayisina A matrisinin

ranki denir ve r(A) ile gosterilir [18].

Teorem 2.1.7. Bir A matrisinin satir ranki, stitun ranki ve ranki esittir [18].

2.2. Bir Matrisin Tersi

Tanim 2.2.1. A R™™ olmak Uzere, eger det(A) =0 ise A matrisine tersinir matris

denir [19].

Tanim 2.2.2. AeR™"matrisinin genellestirilmis tersi AGA= A denklemini

saglayan G matrisi olarak tanimlanir ve G = A™ olarak gosterilir [19].

Teorem 2.2.3. Her matris en az bir genellestirilmis terse sahiptir. Genel olarak A
tek degildir. A~ matrisinin tek olmasi icin gerek ve yeter kosul A matrisinin tersinir

matris olmasidir. Bu durumda A" = A™ dir [19].

Teorem 2.2.4. AcR™™ ve BeR™ tersinir matrisler, CeR™" ve DeR™™

herhangi matrisler olmak Uzere, e§er A+CBD tersinir ise

(A+CBD)'=A'-A'C(B'+DA'C)'DA"

dir [19].

2.3. Bir Matrisin Ozdegerleri ve Ozvektorleri

Tanim 2.3.1. AeR™ olmak Uzere c(l )=det(A-I1) polinomu karakteristik
polinom ve c(l)=0 denklemi Kkarakteristik denklem olarak adlandirilir.

Karakteristik denklemin koklerine A matrisinin 6zdegerleri denir. Ozdegerler reel
veya kompleks olabilir.



Ax=1|,x olacak sekilde her |,’ nin sifirdan farkli bir x¢dziml vardir. Bu x

¢Ozumune |, ’ye iliskin bir 6zvektdr denir [19].
2.4. Kuadratik Formlar, Pozitif Kararli ve Nonnegatif Kararli Matrisler

Tanim 2.4.1. y = (y;) e R™ vektorii ve simetrik bir A=(g;) e R™" matrisi igin,

Qy)=YyAy= ZZ YiY;a;

i-1 j=1

ifadesi y,,Y,,..., Y, elemanlarinin bir kuadratik formudur. Burada A matrisine bu

kuadratik formun matrisi denir. Boyle bir A matrisi icin asagidakiler sdylenebilir.

(1) Eger Vy=0 icin y'Ay>0 ise A pozitif kararli matristir ve A>0 ile
gosterilir.

(i) Eger Vy=0 icin y'Ay<0 ise A negatif kararli matrisitir ve  A<O ile
gosterilir.

(iii)  Eger Yy =0 igin y'Ay >0 ise A nonnegatif kararli matristir ve A>0 ile

gosterilir [17].

Teorem 2.4.2. AeR™" matrisi r rankli nonnegatif kararli bir matristir ancak ve

ancak A= R'R olacak sekilde r rankhi Re R™" matrisi vardir [20].

Teorem 2.4.3. Eger Ae R™" matrisi pozitif kararli ve C e RP" matrisi p rankli ise
CAC’ matrisi pozitif kararlidir [20].

Teorem 2.4.4. Eger A ve B nonnegatif kararli matrisleri icin B— A nonnegatif
kararli ise Lowner siralamasina gore A, B’den daha kucuktir denir ve  A<B
(A< B) veya B>A (B> A) ile gosterilir. EGer B— A pozitif kararli ise bu
durumda A matrisine kesinlikle B matrisinden kuguktur denir ve A<B (A<, B)

veya B> A (B> A)ile gosterilir [17].



Teorem 2.4.5. A BeR™" matrisleri icin A>0 ve B>0 olmak lzere
A>B < |, (BAY)<1
dir. Burada | ,(BA™), BA™ matrisinin en blyiik 6zdegeridir [21].

Teorem 246. A>0 ve a herhangi bir vektér olmak (zere

A-aa’'>0<a’'A'a <1 dir[22].
2.5. Parcalanmis Matrisler

Tanim 2.5.1. Bir kimenin parcalanmasina benzer olarak bir matrisin pargalanmasi,

orijinal matrisin her bir elemaninin parcalanisinin yalniz ve yalniz bir alt matrisine

disecek sekilde karsilikli ayrik matrislere ayrilmis halidir. Ornegin Ae R™" icin

(B &)
A A,

ifadesi A matrisinin bir parcalanisidir. Burada m +m,=m ve n +n,=n olmak
uzere A, eR™™ A, eR™™, A eR™", A,eR™™ dir. Yukarida verilen

matrisin transpozu

A,Z(A’l Aglj
A A,

seklindedir.

Teorem 2.5.2. A, ve A, matrisleri sifir matris, A, ve A, matrisleri tersinir kare

matrisler ise A matrisinin tersi

Alz[A‘f 0 )
0 A,



seklindedir [23].

2.6. Lineer Denklem Sistemleri

AcR™" BeR* ve CeR™ bilinen matrisler olmak {zere,

AXB=C (2.1)

matris denklem sistemi ele alinsin. Bu durumda asagidakiler verilebilir.

Tanim 2.6.1. (2.1) matris denklem sistemini saglayan en az bir X e R™ matrisi

varsa, sistem tutarlidir denir. Aksi takdirde sistem tutarsizdir [24].

Teorem 2.6.2. (2.1) matris denklem sisteminin tutarli olmasinin gerek ve yeter sarti
C(C)c C(A) ve C(C")c C(B') olmasidir [24].

Teorem 2.6.3. (2.1) matris denklem sistemi tutarli ise uygun boyutlu herhangi U ve

V' matrisleri i¢in

X=ACB +(I-A AU +V(l -B B)

ile verilen X matrisi, (2.1) matris denkleminin genel ¢o6zimdiduar. (2.1) matris

denklem sisteminde A ve B matrisleri tersinir ise

X =A"'CB*

(2.1) denklem sisteminin tek ¢cozimuddr.

(2.1) matris denkleminde X matrisi yerine xe R™ vektorii, B=1 ve C matrisi
yerine g e R™ vektorii alinirsa, Ax=g lineer denklem sistemi elde edilir. Boylece

Teorem 2.6.2 ve Teorem 2.6.3’Un daha 6zel durumu olarak asagidaki teorem
verilebilir [24].
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Teorem 2.6.4. Ax = g lineer denklem sisteminin tutarli olmasinin gerek ve yeter sarti
AAg=g olmasidir. Eger sistem tutarli ise bu durumda herhangi bir he R™
vektord icin x=Ag+ (I —A Ah ile verilen x vektéri Ax=g lineer denklem

sisteminin genel ¢cozimudar [24].

2.7. Karesel ve Lineer Formlarin Tirevleri

Tanim 2.7.1. Eger f, x vektdrunin bir fonksiyonu ise [?J kismi tlrevler
%

vektord, Z—f sttun vektort araciligiyla gosterilir. Yani —:( j seklindedir.
X
Benzer sekilde satir vektord igin kismi tlrevler vektoru —=( j seklindedir [23].

Teorem 2.7.2. x,ae R™ vektorleri ve Ae R™ matrisi igin

. oxa _ Gax
(i) =
ox Ox
(i) OX Ax = (A+ A')x ve eger A matrisi simetrik ise 8)(;Ax =2AX
X
dir [23].

2.8. Rasgele Vektorler ve Bazi istatistiksel Kavramlar

Rasgele vektor, elemanlari rasgele degiskenler olan bir vektér ve benzer sekilde
rasgele matris ise, elemanlari rasgele degiskenler olan matristir. Rasgele vektor ve

matrislerle ilgili bazi temel kavram ve teoremler asagida verilmektedir.

Tanim 2.8.1.Z=(z)eR™ olan rasgele bir matris olmak Uzere Z matrisinin

beklenen degeri
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E(z,) ... E(z,)
E@)=(Ez))=| ¢ .
E(z,) - E(z,)

seklindedir [20].

Teorem 2.8.2. X rasgele bir matris ve A, B, C bilinen uygun boyutlu matrisler
olmak tizere E(AXB+C) = AE(X)B+C dir [20].

Sonu¢ 2.8.3. A ve B uygun boyutlu matrisler, X ve y uygun boyutlu rasgele

vektorler olmak Gizere E(Ax+ By) = AE(X) + BE(y) dir [20].

Tanim 2.8.4. x rasgele vektorinin varyansi Var(x)=s’=E(x-m)’ seklindedir.

Burada m= E(x) dir [20].

Tanim 2.8.5. X ve Y rasgele matrisleri arasindaki kovaryans
Cov(X,Y) =S, = E[(X ~ E(X))(Y - E(Y))]

seklindedir [25].

Teorem 2.8.6. AcR*™ BeR™" bilinen matrisler ve xe R™, yeR"™ rasgele

vektorler olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir [25].

(M Cov(Ax,By) = ACov(x, y)B'.
(i) Cov(Ax, AX) = AVar (xX)A'.



BOLUM 3. BAZI YANLI TAHMIN EDICILER

3.1. Giris

Genel olarak bir lineer model

y=Xb+e (3.1)

olarak ifade edilir. Burada yeR™ gozlenebilir rasgele vektori, X e R™”model

matrisini, e e R™ rasgele hata vektorin( temsil etmektedir. Bu modelde

E(e) =0 ve Cov(e)=s’l,

olmasinin yani sira r(X) = p kabul edilmektedir.

Bu bélimde Wu ve Yang tarafindan [13]’de elde edilen sonuclar detayh bir bigcimde
incelenecektir. Asagida Once (3.1) modelindeki b parametresinin tahmini igin

kullanilabilecek olan bazi tahmin ediciler tanitilacaktir. Daha sonra bu tahmin

edicilerin MSE olcutline gore karsihistiriimalari ile ilgili bazi sonuglar verilecektir.

3.2. Alisilmis En Kiguk Kareler Tahmin Edicisi (OLSE)

En kiglk kareler tahmini yontemindeki diisuince Xb vektoru igin gozlemlenmis vy
degerlerine mimkiin oldugunca yakin olacak sekilde b vektorinid bulmaktir. Bu
yontem (y—Xb)'(y—Xb) ifadesinin b vektdriine goére minimumlastiriimasi

islemlerini igerir. Gauss-Markov [2] teoremine gore Klasik alisiimis en kiiglik kareler

tahmin edicisi (OLSE) asagidaki gibi elde edilmektedir.
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b, =min(y—Xb)(y-Xb) (32)

dir. (3.2)’deki ifade diizenlenirse,

(Y-b'X)(y-Xb)=yy-yXb -b'Xy+b'XXb

elde edilir. b’XYy=(b'XYy) = y'Xb oldugundan
(y—Xb)(y—Xb)=yy-2b'Xy+b'XXb

olur. Bu ifadede b ’ya gore tiirev alinir ve sifira esitlenirse

XXb = XYy (3.3)

elde edilir. (3.3) denklemleri normal denklemler olarak bilinir. b ’nin OLSE’si bu
denklemlerin ¢oziimiiyle elde edilir ve b, o ile gosterilir X matrisi p rankl

oldugundan XX matrisinin tersi ve dolayisiyla (3.3) denkleminin tek ¢6zimi vardir.

Boylece

bOLSE = (XX)_le (3-4)
olarak elde edilir.

Alisiimis en kicuk kareler tahmin edicisi yansiz tahmin edicidir. Cunk

E(b o) = EI(XX) £ XY]
= (XX) ' XE(XDb +e)
=(XX)*X'[E(Xb)+E(e)]
= (XX)'XXDb +0
=b
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dir. Ayrica b o &’ nin varyansi,

Var (b o o) =Var[(X’X)*XV]
= (XX) ™ XVar (y)(XX) ™" XY
= (XX) X Var(y— Xb)X (XX)™
= (XX) ™ XVar (e) X (XX)™
=5 2(XX) XX (XX)
=s 2(XX)™

dir.
3.3. Alisilmis Karma Tahmin Edici (OME)

(3.1) modelinde verilen b parametresi iizerinde E(e)=0 ve Cov(e)=s W olmak

Uzere

h=Hb +e (3.5)
formundaki lineer kisitlar ele alinsin. Burada H e R™® ranki r (< p) olan bir

matris, he R™, ecR™ hata vektori ve W eR™™ bilinen pozitif kararli bir

matristir.

(3.1) modeli (3.5) kisiti ile birlikte ele alinirsa, bu iki model

modeliyle ifade edilebilir. OME

y =ee+edW'e (3.6)
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ifadesinin minimumlastiriimasiyla elde edilir. (3.6) ifadesi duizenlenirse

y =(y—Xb)(y-Xb)+(h-Hb)W~(h-Hb)
=yy—2b'XYy+b'XXb +hWh-hW'Hb -b’'HW*h+b'HWHb

bulunur. Burada YW ™Hb =b’H'Wh oldugundan

y =Yy-2b'Xy+b’XXb +hW*h-2b'HW *h+b'HW'Hb
yazilir. b ’ya gore tirev alinir ve sifira esitlenirse
(XX+HW'H)b = Xy+HW™h

elde edilir. Boylece

By = (XX + HWH) (XY + HWh) (3.7)

olarak bulunur. (3.7)’de verilen BOME Durbin [7], Theil ve Goldberger [8] ve Theil

A

[9] tarafindan tanimlanmistir. b, 'nin ozellikleri ve uygulamalari icin ayrica

Hubert ve Wijekoon [10], Li ve Yang [11] ve Yang ve Xu [12] kaynaklarina
bakilabilir.

3.4. Rasgele Kisith Liu Tahmin Edicisi (SRLE)

Hubert ve Wijeekoon [10] makalesinde OME ve Liu tahmin edicileri birlestirilerek

rasgele kisith Liu tahmin ediciyi tanimlamislardir. Bu tahmin edici
B gae (d) = F, (XX + HW™H)™ (X + HW™h) (3.8)

olarak ifade edilir. Burada 0<d <1 ve F, = (XX +1)™*(XX +dI) seklindedir.
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3.5. Temel Bilesenler Regresyon (PCR) Tahmin Edicisi

Temel bilesenler regresyonu, tahmin problemlerinin  boyutunu indirgemede

kullanilan bir yaklagimdir.

y=XTT'b +e=2Za +e (3.9)
déntistimu ele alinsin. Burada T = (t,,t,,...,t,) e R ortogonal matristir. Ayrica

TXXT=2Z=A

olarak yazilabilir. Burada A kdsegen elemanlart XX matrisinin 6zdegerleri olan

kosegen matristir. Yani A =diag(l ,,!,,...,1 ;) dir.
Z=XT=(z,z,...,2,)

temel bilesenler matrisi olarak bilinir. Bu matrisin i. elemani z = Xt, i. temel

bilesendir.

b ’nin temel bilesenler tanmini bazi z degiskenlerinin ihmal edilmesi ile elde edilir.
Bunun igin Z=(Z,Z, ) parcalanmis matrisi ele alinsin. Bu durumda Z = XT, ve
Tb=a, olur. Tb=a, ifadesi soldan T, ile carpilirsa TT'b=Ta, elde edilir.

TT'=1 oldugundan b =Ta olur. Yani (3.9) modelinde Z yerine Z=(Z,Z,,)

parcalanmis matrisi yazilirsa

ar
y:(Zr,Zp_r) a r +e

o
-n!

=X(T,,T,.,) T b+e

=X(TT+T, T, )bo+e

=XTTh+XT, T b+e

p-r " p-r
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=Za, +Z a,  +e

p-r="p-r

elde edilir. Burada Z, a, ihmal edilirse model

y=2Za,+e (3.10)

modeline indirgenmis olur. (3.10) modeli tizerinde en kigcik kareler tahmini yontemi

uygulanirsa
ar=(22,)"zly (3.11)

elde edilir. (3.11)’de Z, ile a, yerine yazilir ve bulunan ifade T, ile soldan carpilirsa

r

D oer = T, (T/XXT.) 2 T/X Y (3.12)
elde edilir.

3.6. Rasgele Kisith Temel Bilesenler Regresyon (SRPCR) Tahmin Edicisi

(3.5)’te verilen h=Hb +e kisitlamasi

h=HTT'b +e (3.13)

olarakta yazilabilir. Burada T =(t,,t,,..,t;) e R”" ortogonal matristir. T =(T,T )

ifadesi (3.13)’te yazilirsa

h=(HT,T/+HT, T. )b +e

elde edilir. T, ‘b =0 kisitlamasi varyans Gzerinde bir indirgemeyi gosterir ve bu

kisitlamayla
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(3.14)

elde edilir. Burada a, =T'b ve H, =HT eR™" seklindedir. Ayrica H TT'b =h,

b Uzerindeki daha fazla kisitlamay gosterir.
Uyari: H, matrisi ne tam sutun rankli ne de tam satir rankhdir [26].

(3.10) modeli ve (3.14) kisiti birlikte ele alinirsa

y Z e "
Y = , G= ve u= olmak Uzere
h H, e

Y=Ga, +u

modeli elde edilir. Burada

E(u)=0, Cov(u)=Y. =s 2[;‘ V(\)/J

(3.15)

ve W pozitif kararli matristir. (3.15) modelinde OME’nin elde edilme yontemi

kullanilarak yeni tahmin edici

y =(y-Za,)(y-Za,)+(h-Ha )W'(h-Ha,)

ifadesinin a, ’ye gore minimumlastiriimasiyla elde edilir. Yani y ‘nin a, ’ye gore

threvi alinir ve sifira esitlenirse

Zr’y_ZrZr'ar

+HW h-HW'Ha, =0

yazilir ve buradan
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(Z/Z, +HW™H )a, =Z/y+HWh

bulunur. Boylece
a, =(Z/Z, +HW™H,)™*(Z/y+HW™h)

elde edilir. Burada H, ile a, yerine yazilir ve bulunan ifade T, ile soldan carpilirsa

r

A

b ek = T (T'XXT +T'HW™HT ) (T'Xy+THW™h) (3.16)
olarak bulunur.

3.7. Agirhikl Rasgele Kisitl Temel Bilesenler Resgesyon (WSRPCR) Tahmin
Edicisi

(3.1) modeli ve (3.5) kisitlamasinda regresyon parametrelerinin tahmininde esit

agirliklarin gerekliligi s6z konusu olmadiginda

By (W) = T (T/XXT, + WTHWHT, ) (T/X Y + WT'H W h) (3.17)

ile verilen agirhkli rasgele temel bilesenler resgesyon tahmin edicisi (WSRPCR)

tanimlanmistir. Burada w rasgele degildir ve 0 <w<1 arahgindadir [13].
3.8. Hata Kareler Ortalamasi (MSE)

Lineer regresyon modellerinde ortaya c¢ikan bazi problemlerin stesinden gelebilmek
icin BOLSE yerine bir¢ok alternatif tahmin edici ve bu tahmin edicilerin bazi
kombinasyonlari ele alinmistir. Bu tahmin edicilerin performanslari bazi olcutlere
gore degerlendirilir. Bu 6lcutlerden biri hata kareler ortalamasi (Mean Squared Error,

MSE) élgitiddr. b *nin herhangi bir b tahmin edicisi icin MSE matrisi,

M (b) = E(b—b)(b-b)’
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olarak tanimlanir [13]. b ile E(B) arasindaki fark Bias(f)) ile gosterilirse

M (b) =Var (b) + Bias(b)Bias(b)’ (3.18)

olarak yazilir. Bu matrisin izi

SMSE(b) = E(b—b)(b—b)’ +iz(Var (b)) + Bias(b)Bias(b )’ (3.19)

olarak tanimlanir [15].

61 ve 62, b icin herhangi iki tahmin edici olarak kabul edilirse,

M (b,)~M(b,)>0 (3.20)

oldugunda 62 tahmin edicisinin 61 tahmin edicisinden daha Ustin oldugu kabul

edilir [15].
3.9. Bazi Yanl Tahmin Edicilerin MSE Olgutiine Gore Karsilastiriimalari

Simdi yukarida verilen bazi yanli tahmin edicilerin MSE 06l¢itine gore

karsilastirilmasi ayri basliklar halinde asagida incelenecektir.

3.9.1. SRPCR ve PCR tahmin edicilerinin karsilastiriimasi

E(D o) = T (T/XXT.) M T/X E(Y)
—T (T'XXT.)'T'XE(Za. +e)
—T(T'XXT)'T'XZa,
=T (T'XXT) S (T/XXT )T'b
=TTh (3.21)



oldugundan tSPCR tahmin edicisinin yanhhgi

Bias(b per) = E(bper) —b

~TTb-b
=(TT/-1b
=-T,.T..b

dir.

Cov(D o) = (T AET/X)Cov(y) (T AT /XY
= (T AT/X")Cov(y — Xb)(TAT/XY
= (T A7T/X")Cov(e)(T A*T/X"Y
= (TAT/X)s 21 (TAZT/XY
=5 T AT XXT AT

=s Z-RA;lTr'
olarak bulunur. Boylece (3.18)’e gore BPCR tahmin edicisinin MSE matrisi

M(D ) =S T AT 4T, T' bbT, T/

p-r | p-r pr | p-r
olarak elde edilir.

E(B gocr) = T (TXXT + THW™HT ) (T/XE(y) + T'HW™E(h))
dir.

E(y)=E(Za, +e)=E(Za,)=Za,=XTT'b,

E(h)=E(H,a, +e)=E(H,a,)=H,a, =HTT'b

21

(3.22)
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oldugundan

E(B gocr) = T(TXXT + THW ™ HT ) *(T/XXTTh + THW 'HT T'b)

bulunur. Bu ifade sagdan T'b parantezine alinirsa

E(D gpen) = T, (TXXT, + THWHT ) (T/XXT, + THW™HT.)T'b
=TTh (3.23)

elde edilir. Bu ifade (3.21) ile ayni oldugundan, benzer sekilde lSSRPCR tahmin

A
edicisinin yanlthgr b ., ile ayni bulunur.

COVD gcr) =T, (A, +T;HW HT,) (T/X' Cou(y) XT, +THW * Cov(H)W *HT,)
— —_—

s 2| s W
X(T (A, + TTHWHT )Y
=T (A, +THW™HT ) 's 2(A, + THW™HT)
x(A, + TTHW™HT )T’
=T (A, +THW?HT ) s T (A, + THWHT)
x(T(A, +T'HW™HT )™)Y

=s T (A, + TTHWHT, )T’ (3.24)
olarak elde edilir. Boylece (3.18)’e gore BSRPCR tahmin edicisinin MSE matrisi

M (D qper) =8 T (A, + THW?HT )" T'+ T, T’ bbT, T’ (3.25)

r p—r " p-r p-r " p-r

yazilabilir.
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A

bocr V& b gecr tahmin edicilerinin MSE 6lgitine gore karsilastiriimalari ile ilgili

asagidaki teorem verilebilir.

A A

Teorem 3.9.1. MSE ol¢iitline gore b e, tahmin edicisi her zaman b .., tahmin

edicisinden Ustlinddr.

A A

Ispat: bgpeer V& bper tahmin edicilerinin yanhliklari ayni oldugundan MSE

olcitune gore karsilastirilmalari yapilirken sadece kovaryans matrislerinin farklarina
bakmak yeterli olacakir. Boylece (3.22) ve (3.24) esitliklerinden

Cov(lS pcr) — Cov(6 socr) =S TIA = (A, + THWHT )T’ (3.26)
elde edilir. Teorem 2.2.4°e gore

(A, +T'H W’lHTr )= A;l — A;lTr'H "(W+ HTrAr’lTr’H Nt HTrAr’1

oldugundan bu ifade (3.26)’da yerine yazilir ve Teorem 2.4.3 kullanilirsa

COV(D o) = COV(D gr) = ASTH' (W + HT AT H) P HT AL >0

olur ve ispat biter. -

3.9.2. WSRPCR ve PCR tahmin edicilerinin karsilastiriimasi

E[tA)\,\,SRF,CR (W] =T (T'XXT +WT'HW™HT.) (T'X' E(y) + WT'HW ™ E(h))

XT,T/b HT, T/b

=T (T'XXT, +WTI'HW HT ) Y (T'XXT.T'b + WT'HW T Tb)

bulunur. Bu ifade sagdan T'b parantezine alinirsa
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E[B gper (W)] = T, (T/XXT, +WT'HW™HT, ) (T/X XT. + WT'HW T )T'b
=TTh

olarak elde edilir. Benzer sekilde yanlilik

BI aquSQPCR (W)] = _Tp—rTF;—r b (327)

olur.

COV[BWSRPCR (W)] = Tr (Ar + WTr!H W_lHTr )_1

x(T'X'Cov(y) XT. + WT'HW ™ Cov(h)W*HT w)
— —

s 2| s 2w

x(T (A, +WT'HW™HT )™)
=s T (A, +WT'"HW™HT) (A, + WT'HW'HT)™*

x(A, +WT'HW™HT )T’ (3.28)
elde edilir. Boylece (3.18)’e gore BWSRPCR(W) tahmin edicisinin MSE matrisi

M D yerpcn (W)= 2T (A, +WIHWHT) (A, +WTHWHT )

(A, +WTHWHT)*T'+T T bbT, T (3.29)

p-r - p-r p-r "p-r

olarak bulunur.

BPCR ve GWRPCR(W) tahmin edicilerinin MSE oOl¢ltlne gore karsilastiriimalari ile
ilgili asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.9.2 MSE olcitiine gore BWSRPCR(W) tahmin edicisi her zaman tSPCR

tahmin edicisinden Ustlnddr.
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Ispat: Bwsapca(W) ve tSPCR tahmin edicilerinin yanliliklari ayni oldugundan MSE

olcitune gore karsilastirilmalari yapilirken sadece kovaryans matrislerinin farklarina
bakmak yeterli olacaktir. Boylece (3.22) ve (3.28) esitliklerinden

COV(D ) ~ COV(D o (W)

=S “TA T/ -8 "T(A, +WTHW™HT,)™
(A, +WTHW™HT,) (A, + WTHWHT,) T/

=5 T {A, T/~ (A, +WIHWHT,)™
x(A, +WTHW™HT) (A, + WTHW 'HT,) T/

=5 T {(A, +WTHWHT ) (A, + WTH W HT )(A, + WI'HW 'HT,)*
~(A, +WTHWHT ) (A, + WTHWHT, )(A, + WTHWHT,)*} T/

=8 T.(A, +WIHWHT ) '[(A, + W HWHT)A, (A, +WTHW™HT,)

—(A, +WTHW™HT)](A, +WT'HWHT )T (3.30)
elde edilir. Burada
(A, +WT'HW™HT)A (A, + WT'HWHT)
ifadesi diizenlenirse

(A, +WT'HW THT )A YA, + WT'HWHT)

=A, +2WT'HWHT +WTHW HT A'T'HWHT,

olur. Bu ifade (3.30)’da tekrar yerine yazilirsa

M (B pce) =MD yerpce (W1 =5 * (A, +WLHWHT,)* [(2—W) WIH W *HT,

FWTHWHT A, "THWHT, (A, + WIHW 'HT,) T/
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bulunur. 0 <w<1 oldugundan 2—w> 0 olur ve Teorem 2.4.3’e gore

M (b per) =M [b yyerocr (W)] > 0
elde edilir ve ispat biter. =

3.9.3. WSRPCR ve SRPCR tahmin edicilerinin karsilastiriimasi

A A

Teorem 3.9.3. MSE olciitiine gore b gne; tahmin edicisi her zaman b,gpcr (W)

tahmin edicisinden Ustinddr.

Ispat: Bwsapca(W) ve BSRPCR tahmin edicilerinin yahliklari ayni oldugundan MSE

olcitune gore karsilastirilmalari yapilirken sadece kovaryans matrislerinin farklarina

bakmak yeterli olacaktir. Boylece (3.24) ve (3.28) esitliklerinden

COV(D ) ~ COVID erpcn (W)]
=S 2T (A, + THW™HT) T =s 2T (A, + WT'HWHT )™
(A, +WTHWHT )(A, + WT'HWHT )T’
=S T {(A, + THW™HT,) T/~ (A, + WTHWHT,)™
x(A, +WTHWHT)(A, + WTHWHT,) *} T/
= -5 2(W—1)’T (A, +WT'HWHT ) (A, + TTHWHT))A,

x(TH W’lHTr YA, +WT'H W’lHTr )’1Tr'
elde edilir. 0<w<1 oldugundan 0 < (w-1)> <1 dir. Dolayisiyla Teorem 2.4.3’e gére

M (B qpr) — M (B werper (W) < 0

olur ve ispat biter. -
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3.9.4. SRLE ve SRPCR tahmin edicilerinin karsilastiriimasi

E[b SRLE(d)] = E(Fd bOME) = de

dir. Boylece

BiaS[B SRLE (d)] = E[6 SRLE (d)]_ 6 SRLE (d)
=F,b-b=(F,-1)b (3.31)

elde edilir. Ayrica

COVD gy ()] = COV(F, b o)
= Cov(F, (XX + HW™H) (XY +HW™h))

=F, (XX +HW™H)*(X'Cov(y) X + HW™ Cov(h)W'H)
— —

s2?| s W
x(XX +HW™H)F/
=5 2F, (XX + HWH) (XX + HWH)(XX + HWH) R

=s’F, (XX +HW'H)"F/ (3.32)
olur. Boylece (3.18)’e gore BSRLE (d)tahmin edicisinin MSE matrisi
M [B e (@)]=sF, (XX + HW™H)™"F, +(F, - )bb'(F, - 1) (3.33)
seklinde olur. BSRLE (d)ve GSRPCR tahmin edicilerinin MSE matris farklari

Al =M [b SRLE (d)]_ M (b SRPCR)
=S 2Fd(XX + HWle)led'+(Fd —I)bb'(Fd -1 )'

[T, (A, + TTHWHT ) *T/+T, T, bbT, T, | (3.34)

p-r " p-r p-r " p-r
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olarak gosterilir.

D, =F,(XX+HW™H)"F,/-T.(A, + THW™HT,)"'T,,

bl:(Fd_l)b,
b,=T, T Db

p-r ' p-r

olmak Uzere (3.34)

A =s 2D1+b1b1’_bzb2’

olarakta yazilabilir

BSRPCR ve GSRLE(d) tahmin edicilerinin MSE o0lcutiine gore karsilastiriimalari ile

ilgili asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.94. 0<d <1 ve
| l{[T, (A, +T'H W’lHTr)’lTr'}[Fd(XX FHWEH) Fd'J} <1

A N

iken MSE olcitiine gére b gpez tahmin edicisi, b (d) tahmin edicisinden

Ustinddr. Yani
A 20&b(s 2Dl+blbl')’1bZ <1
dir.

ispat: 0<d<1 iken F,(XX+HW™H)'F;>0, T.(A, +T/HW™HT)?T'>0
olduju aciktir. D, = A—B olarak distnilirse Teorem 2.4.5’e gore |,(BA™")<1

oldugundan



D,=A-B>0

elde edilir. Teorem 2.4.6’dan

A, >0< bj(s D, +bh)™b, <1
olur ve ispat biter.

3.9.5. SRLE ve WSRPCR tahmin edicilerin karsilastiriimasi

BSRLE (d) ve BWSRPCR(W) tahmin edicilerinin MSE matris farklari

Ay =M (b g e (d)) =M (b ygpcr (W)
=5 2F, (XX + HW™H)F, +(F, - )bb'(F, - 1)’
~{s T, (A, + WTHW'HT,) " (A, + WTHW *HT,)*

x(A, +WT'HW?HT)*T'+T T’ bbT T’ }

p-r ' p-r p-r " p-r

olarak gosterilir.

D, = Fy (XX + HW*H)F/ =T, (A, + T, HWHT,)*
X(Ar + WZTI’,H WilHTI‘ )71(Ar + WTr,H WilHTr )71TI‘, '

biz(Fd_l)b,
b=T, T Db

p-r ' p-r

olmak Uzere (3.35)
A, =s 2D2 +b1b1'_bzb;

olarakta yazilabilir.

29

(3.35)
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A A

b e (d) Ve bygecr(W) tahmin edicilerinin MSE o6lcutine gore karsilastiriimalari ile

ilgili asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.95. 0<d <1, 0<w<1 ve

| {IT A, +T/HWHT ) (A, +WAT HWHT) (A, +WT HWHT,) T,

<[F, (XX + HWH)™ Fd’]-l} <1 (3.36)

iken MSE olcitine gore BWSRPCR(W) tahmin edicisi SSRLE(d) tahmin edicisinden

Ustinddr. Yani
A,>20<bi(s 2D2 +blbl’)’1b2 <1
dir.

Ispat: D, =A-B olarak disiinilirse 0<d <1, 0<w<1 iken A>0 ve B>0 dir

ve | ,(BA™) <1 oldugu zaman Teorem 2.4.5%e gore D, >0 dir. Teorem 2.4.6’ya gore

A,>0< b, (s°D, +bb’) b, <1

olur ve ispat biter. -



BOLUM 4. BAZI ~ GENELLESTIRILMIS YANLI TAHMIN
EDICILER

4.1. Giris
E(e) =0 ve Cov(e)=s *V olmak lizere,
y=Xb +e (4.1)

modeli ele alinsin. Burada yeR"™ gozlenebilir rasgele vektorii, X e R™® model

matrisini, e e R™* rasgele hata vektoriinii temsil etmektedir. Ayrica V' pozitif kararli

matristir.

Bu bolimde (3.1)’de verilen lineer modelin genel hali olan (4.1) modeli ele alinarak
bazi yanh tahmin ediciler ve bunlarin MSE o&lcutiine gére karsilastiriimalari ele
alinacaktir.

4.2. Genellestirilmis En Kuguk Kareler Tahmin Edicisi (GLSE)

Kisim (3.2)’de ifade edildigi gibi en kicuk kareler tahmini yontemindeki distince

Xb vektord icin gozlemlenmis y degerlerine mimkin oldugunca yakin olacak

sekilde b vektorinu bulmaktir. Genellestirilmis en kigik kareler yontemi ile GLSE

ise (y—Xb)V™(y—Xb) ifadesinin b vektériine gére minimumlastiriimasi ile yani
b, =min(y—Xb)V(y-Xb)

ile bulunur. Buradaki (y—Xb)V™(y—Xb) ifadesi diizenlenirse

(Y —b'XWV 1 (y—Xb) = yVy— yVXb —b'XV y+b'XVXb



= yVy—2b'XVy+b'XVXb

elde edilir. Bu ifadenin b ya gore tirevi alinir ve sifira esitlenirse

XVIXb = XV 1ty
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(4.2)

olur. (4.2) denklemi normal denklemler olarak bilinir, b ’nin GLSE’si bu denklemin

cozimuyle elde edilir ve b, o ile gosterilir. Boylece

b = (XV X)XV )
bulunur.

4.3. Genellestirilmis Alisiimis Karma Tahmin Edici (GOME)

(4.1) lineer modeli ve (3.5) kisiti birlikte ele alinirsa, bu iki ifade

e vV 0
modeli ile gosterilebilir. Burada COV(eJ:(O Wj dir. GOME

y =eV'e+edW'e
ifadesinin minimumlastiriimasiyla elde edilir. (4.4) ifadesi diizenlenirse

y =(y—Xb)V*(y-Xb)+(h-Hb)W*(h-Hb)
=yV7y-2b'XVy+b' XV Xb + YW h-2b'HW h+b'HW'Hb

bulunur. b ’ya gore tirev alinir ve sifira esitlenirse

(4.3)

(4.4)
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(XV X +HWH)b = XV y+ HW™h

olur. Boylece

b oy = (XVIX + HWH) XV ty + HWh) (4.5)
olarak elde edilir.

4.4. Genellestirilmis Rasgele Kisith Liu Tahmin Edicisi (GSRLE)

GOME ve Liu tahmin edicileri birlestirilerek genellestirilmis rasgele kisithi Liu

tahmin edicisi

b ae (d) = F, (XV X + HWIH) (X V 'y + HW h) (4.6)
olarak tanimlanabilir.

4.5. Genellestirilmis Temel Bilesenler Regresyon (GPCR) Tahmin Edicisi
PCR’nin elde edilme yontemine paralel olarak (4.1) modelinde

y=XTT'b+e=2Za +e 4.7)

déntstimi ele alnsin. Burada T = (t,,t,,...,t ) € R™® ortogonal matristir. Ayrica

TXXT =27

olarakta yazilabilir. Z =XT =(z,z,,...,z,) matrisi temel bilesenler matrisi olarak
bilinir. Bu matrisin i. elemani z = Xt,, i. temel bilesendir. b ’nin genellestirilmis

temel bilesenler tahmin edicisi bazi z degiskenlerinin ihmal edilmesi ile elde edilir.
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Bunun igin Z=(Z,Z, ) parcalanmis matrisi ele alinsin. Bu durumda Z = XT, ve

T'b =a, olur. Ayrica T'b =a, ifadesi soldan T, ile carpilirsa

TTb=Ta,

elde edilir. TT'=1 oldugundan b =T.a olur. Yani (4.7) modelinde Z matrisinin

yerine Z=(Z,,Z, ) pargalanmis matrisi yazilirsa

al‘
y:(ZHZp—r) a ) +€e

p—

T
- X('I'r,Tp_r)L_I_,r Jb +e

o
=X(TT'+T,_ T, )b+e
=XTTb+XT T b+e
=Za +Z, a, +e

elde edilir. Burada Z, .a, , ihmal edilirse model

y=Za, +e (4.8)

modeline indirgenmis olur. (4.8) modeli zerinde genellestirilmis en kiglk kareler

tahmini yontemi uygulanirsa
a,=(zZV7z,)'(ZNMy) (4.9)

elde edilir. (4.9)’da Z, ile a, yerine yazilir ve bulunan ifade T, ile soldan carpilirsa

r

b gper = T (TXV X ) (/X V ) (4.10)

olarak elde edilir.
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4.6. Genellestirilmis Rasgele Kisitl Temel Bilesenler Regresyon (GSRPCR)
Tahmin Edicisi

(4.2) lineer modeli ve (3.14) kisiti ile birlikte ele alinsin. Bu iki model birlikte
z
y=|7 ,G=| "|veu= © olmak Uizere
h H, e

Y=Ga, +u (4.11)

modeli ile ifade edilebilir. Burada

E(u)=0, Cov(u)=Y. =s 2[\(/) V(\)/J

ve W pozitif kararli matristir. (4.11) modelinde GOME’nin elde edilme yodntemi

kullanilarak yeni tahmin edici
y = (y_zrar)l\/_l(y_zrar)+(h_ Hrar)W_l(h_ Hrar)

ifadesinin a, ’ye gore minimumlastiriimasiyla elde edilir. Yani y ’nin a, ’ye gore

threvi alinir ve sifira esitlenirse

(ZN7Z, +HW™H )a, =ZV'y+HWh
bulunur. Buradan

a; =(ZV7'Z, +HW?H,) (ZV *y+ HW *h)

elde edilir. H, ile a, yerine yazilir ve bulunan ifade T, ile soldan carpilirsa

r

b eseer = T (MXVIXT + THWHT. ) *(T/XV 'y + THW ™h) (4.12)

bulunur.
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4.7. Genellestirilmis Agirhikli Rasgele Temel Bilesenler Regresyon (GWSRPCR)
Tahmin Edicisi

(4.1) modeli ve (3.5) kisitlamasinda regresyon parametrelerinin tahmininde esit

agirliklarin gerekliligi s6z konusu olmadiginda

b aueree(W) = T (TXVIXT, + WTHWHT ) Y (TXV ly + WTHW™ ) (4.13)

ile verilen genellestirilmis agirhkli rasgele temel bilesenler resgesyon tahmin edicisi
(GWSRPCR) ele alinabilir. Burada WSRPCR’de oldugu gibi w rasgele degildir ve

0 <w<1 olarak alinabilir.

4.8. Bazi Genellestirilmis Yanli Tahmin Edicilerin MSE Olcutine Gore
Karsilastirilmalari

4.8.1. GSRPCR ve GPCR tahmin edicilerinin karsilastiriimasi

E(b o) = T, (T/XVIXT, ) H(TIXV E(Y))
=T (T'XVIXT ) Y(T/'XVE(Za, +€))
=T (T/XVIXT)Y(T'XV1Za,)
=T (Tr'X vt XT, )’l (Tr'X v XT, )Tr’b
-TThb (4.14)

oldugundan BGPCR “nin yanlthgi

Bias(D gpcr) = E(D gpr) ~ b
—TTb-b
=(TT/-1)b
_ T T b (4.15)

p-r ' p-r
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dir.

COV(D gpe) = [T, (T/XV XT ) T/XV HICov(Y)IT, (TXV IXT, ) A T/XV LT
= [T (T'XVIXT) M T/XV 2 ]Cov(y — Xb)[T. (T/'XVIXT ) M T/X VT
= [T.(T'XVIXT)*T/XV Cov(e) [V XT. (T/XVXT. ) *T/]
= [T (T/XVIXT )M T/XV s V[V AXT, (T'XVIXT) T
=5 2T (T/XVXT ) 1 (T/X VAW A XT ) (T/XVEXT ) T

=5 °T (T'XVXT )T/ (4.16)
olarak bulunur. Boylece (3.18)’e gore BGPCR tahmin edicisinin MSE matrisi

M(BGPCR):SZTr (TXVAXT) ' T'+T T bbT T

p-r | p-r p-r | p-r
olarak elde edilir.

E(BGSRPCR) =T (T'XV*XT + THW™HT ) [T’ XV E(y) + THW™E(h)]
dir.

E(y)=E(Za, +e)=E(Za,)=Za, =XTTDb ,
E(h)=E(H,a, +e)=E(H,a,)=H,a, =HTTb

oldugundan
E(D agpen) = T (TXVXT, + TTHWHT. ) X (T'XVIXT Tb + TTHWHT T'b)

olarak bulunur. Bu ifade sagdan T'b parantezine alinirsa
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E(D cqpen) = T, (TXVIXT, + THW™HT. ) (T'’XVIXT. + THW™HT,)T'b

=TTh (4.17)

elde edilir. (4.14) ve (4.17) ayni oldugundan BGSRPCR tahmin edicisinin yanliligida

b sper “NiN yanliligr ile ayni bulunur.

COV(D cerpce) =T, (T/XVEXT, + THWHT, ) (TX V™ Cow(y)V *XT,
;Y_J

s

+T'HW ™ Cov(h)W *HT)[T. (T'XV *XT, + TTHW™HT.)']
%r_J

s W
=S 2Tr (T/XV - XT. +TH WleTr )71 (T/X \/71XTr +TH WleTr )
x(T/XV - XT. +TH W HT, )71Tr'

=s T (T/XV*XT +THWHT )T’ (4.18)
olarak bulunur. Boylece (3.18)’e gore BGSRPCR tahmin edicisinin MSE matrisi

M (D eqper) = 2T, (T'XVAXT + THWHT )T+ T, T’ bbT, T’ (4.19)

p-r - p-r p-r " p-r

seklindedir.

BGPCR ve BGSRPCR tahmin edicilerinin MSE olcutline gore karsilastiriimalari ile ilgili
asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.8.1. MSE ol¢ltline gore BGSRPCR tahmin edicisi her zaman BGPCRtahmin

edicisinden dstunddr.
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A AN

Ispat: Dogper V& beper tahmin edicilerinin yanhliklari ayni oldugundan MSE

olcitune gore karsilastirilmalari yapilirken sadece kovaryans matrislerinin farklarina

bakmak yeterli olacaktir. Boylece (4.18) ve (4.16) esitliklerinden

Cov(b gper) — Cov(b gerper)

=S T [(T'XVIXT ) —(T'XVXT + THWHT) T’ (4.20)
elde edilir. Teorem 2.2.4’e gore,

(T'XVAXT +THWHT,)™

= (TXVXT) ™ = (XY X TH W + HT, (XY XT) TH ) HT, (VXY XT,)

bulunur. Bu esitlik (4.20)’de yerine yazilir ve Teorem 2.4.3 kullanilirsa

Cov(b gper) — Cov(b ggrpcr)
=S 2'I'r [(T/X vt XT, )71TF'H "W +HT, (T'X v XT, )71Tr'H Nt HT, (T'X \/71XTr YT >0

olur ve ispat biter. u

4.8.2. GWSRPCR ve GPCR tahmin edicilerinin karsilastiriimasi

E[B angece( W] =T (T'XVIXT +WT'HW ™ HT ) *[T'XV ™ E(y) +WT'HW ™ E(h)]

XT,T/b HT, T/b

olarak yazilir. Bu ifade sagdan T.b parantezine alinirsa

E[B ansecr( W] =T (T'XVIXT, + WTHW HT ) ™ (T/XV ' XT, + WT'HW T )T'b

=TTh

elde edilir.



40

Biag[b ggecr (W)] = _Tp,rT;;,r b (4.21)

olarak bulunur.EGWPCR(w) ve BGPCR(W)’nin sirastyla (4.21) ve (4.14)’te verilen

yanliliklarin ayni oldugu goraldr.

COVD gumren (W] =T, (TyXVXT, + WTH W HT, )

x(T'XV ™ Cov(y)V*XT +WT'HW™ Cov(h)WHT w)
M —

s s W
«(T. (T/XV IXT, + WTHWHT ) )’
=S ZTr (T/XV - XT. +wT'H W HT, )71 (T/XV - XT,

FWTHWIHT ) Y(T/XVIXT, + WIHW T HT) T (4.22)
elde edilir. Boylece (3.18)’e gore GGWSRPCR(W) tahmin edicisinin MSE matrisi

M [BWCR (w)]=s T (MXVIXT +WT'HWHT ) (T XV XT +WTHW ' HT)™

<(T'XVIXT +WIHWHT ) T'+T,_ T/ bbT T (4.23)

r p-r " p-r p-r " p-r

olarak bulunur.

BGPCR ve BGWRPCR(W) tahmin edicilerinin MSE olctlne gore karsilastiriimalari ile
ilgili asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 4.8.2. MSE olgiitiine gore b gyqecr (W) tahmin edicisi her zaman BGPCR

tahmin edicisinden Ustlndir.

Ispat: BG\NSRPCR(W) ve BGPCR tahmin edicilerinin yanhliklari ayni oldugundan MSE

olcitine gore Kkarsilastirilmalart yapilirken kovaryans matrislerinin farklarina
bakilacaktir. (4.22) ve (4.16) esitliklerinden
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COV(D cocr) ~ COMD ayempcn (W]
=S 2Tr (Tr'X vt XT, )’lTr' -S 2'I'r (Tr'X vt XT, + WTr'H W’lHTr )’1
(T/XVIXT, + WTHW I HT) (T/XV IXT, + WT'HWHT, )T’
=S 2Tr [(Tr'X v XT, )’l —(T/X \/’1XTr +wT'H W’lHTr )’l
x(T'X VA XT, + WZTr’H W_lHTr )_l (T/X vt XT +WT'HW _1HTr )_1]Tr’
=S 2Tr (T'X ’\/‘lXTr +wT'H W"lHTr )‘1
x[(l'r'X V’IX'I'r +WT'H W’lHTr )(T'X \/’lXTr )’l(l'r’X ’\/’1XTr +WT'H W’lHTr )

—(T/XV ’1XTr + WZTr'H W’lHTr )’1] (T/XV - XT, +WT'HW ’lHTr )’1Tr’ (4.24)
elde edilir. Burada
(T'XVXT +WT'HW ™ HT )(T/XV 7 XT )™ (T/XV I XT +WwT'HWHT,)
ifadesi diizenlenirse

(T/XVIXT + WTH W HT, )(T/XV X ) H(T/XV IXT, + WTHWHT))

=T'XVXT +2WT'HWHT, + WT'HW™HT (T'XV*XT.)*"T'HWHT,
olur. Bu ifade (4.24)’te yerine yazilirsa

=S T (T'XV'XT +WTI'HW™HT )™ [(2 —W)WT'HWHT’

AWTHWHT (T'XV ' XT ) " T'HW™HT, ] (T'XVXT +WT'HW'HT, )T’
bulunur. 0 <w<1 oldugundan 2—w> 0 olur ve Teorem 2.4.3’e gore

M (b gpcr) — M (b guerpcr (W) = 0

elde edilir ve ispat biter. -
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4.8.3. GWSRPCR ve GSRPCR tahmin edicilerinin karsilastiriimasi

A N

Teorem 4.8.3. MSE olciitiine gore b sgeer tahmin edicisi her zaman b gygeecr (W)

tahmin edicisinden Ustlnddr.

Ispat: b gugecr (W) Ve bggper tahmin edicilerinin yanliliklari ayni oldugundan

MSE oOlcutiine gore karsilastiriimalari yapilirken kovaryans matrislerinin farklarina
bakilacaktir. (4.18) ve (4.22) esitliklerinden

Cov(b sgper) — COVb gperpcr (W]
=S 2'I'r (T/XV - XT. +TH WleTr )71Tr' -s 2Tr (T/XV - XT, +wWT'H WleTr )*
x(T/XV 1 XT. + WZTr'H Wt HT, )(T/XV 1 XT. +wT'H WleTr )71Tr'

=s T [(T;x VIXT + THW™HT )™ — (T'XVXT, + WT'HW™HT )™
x(T'XVIXT + WTHWHT )(T.' XV 7 XT +wT'H W’lHTr)’l}Tr'

= —§ 2(W—1)2T (T'XVXT + WI'HW HT, ) *(T'XVXT, + T'HW'HT.)
(T/XV IXT ) (THW IHT, )(T/XV EXT, + WTHW I HT ) T

elde edilir. 0<w<1 oldugundan 0 < (w-1)> <1 oldugu gorilir. Dolayisiyla Teorem

2.4.3’e gore

M (b ssrpcr) = M D guerecr (W) <0
olur ve ispat biter.

4.8.4. GSRLE ve GSRPCR tahmin edicilerinin karsilastiriimasi

E[bGSRLE (d)] = E(Fd bGOME) = de
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dir. Boylece

Bias[b ga e ()] = EID gerue (d)]— b g (d)
=F,b-b=(F,-1)b (4.25)

elde edilir. Ayrica

COV[b GSRLE (d)] = COV(Fd b GOME)
=CoV[F,(XV*X + HW™H)(XV'y+ HW™h)]

=F,(XV*X +HW™H)™*(X"Cov(y) X + HW™ Cov(h)W'H)
— —

sV s W
x(XV X+ HWH)*F;
=5 2R, (XV X + HWH) H(XV X + HWH)
x(XV X + HWH) ',

=S 2F, (XV X + HW™H)'F, (4.26)
olur. Boylece (3.18)’ye gore kA)GSRLE (d) tahmin edicisinin MSE matrisi
M [BGSRLE (d)]=s*F,(XV*X+HW™H)™"F, +(F, - 1)bb'(F, - 1) (4.27)
olarak yazilir. BGSRLE(d) ve BGSRPCR tahmin edicilerinin MSE matris farklari

A =MI[b e ()] =M (D ggrpcr)
=s ’F,(XV*X+HW™H)"F, +(F, - 1)bb'(F, - 1)’

—[s T, (T XVXT, + THW™HT, )T,/ + T, T, bbT, T, | (4.28)

r p-r " p-r p-r " p-r

olarak gosterilir.
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D, =F,(XV'X+HW™H)"F,-T (T'XV*XT + THW™HT)"'T’,

bl = (Fd -1)b,
bZ:TpfrT,;rb

olmak lzere (4.28)
A =S 2Dl +b1b1’_b2b£
olarakta yazilabilir.

A

b srecr VE kA)GSRLE(d) tahmin edicilerinin MSE o0lgtiine gore karstlastiriimalari ile
ilgili asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.8.4. 0<d <1 ve

L[ XV XT, + THWHT) T Fy (XY X+ HW P H) R <1

A

iken MSE olgiitline gore BGSRPCR tahmin edicisi bggc(d) tahmin edicisinden

Ustindir. Yani

A, >0 b)(s 2D, +bb) b, <1

dir.

ispat: 0<d <1 iken

F,(XV X +HWIH)PF) >0 ve T.(T/XVXT + THWHT,) T/ >0

oldugu agiktir. D, = A—B olarak distnilirse Teorem 2.4.5’e gore |,(BA™")<1

oldugundan D, = A—B >0 elde edilir. Teorem 2.4.6’ya gore
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A, >0< b(s*D,+hbh) b, <1
olur ve ispat biter. -

4.8.5. GSRLE ve GWSRPCR tahmin edicilerinin karsilastiriimasi

BGSRLE (d) ve 6GWSRPCR(W) tahmin edicilerinin MSE matris farklari

A, = M[b g (d)]=M[b gperecr (W)]
=s 2Fd()('\/_l)( +H W_lH)_le' +(F,—1)bb'(F, - 1)
—I:S 2'I'r (T/X vt XT, +wT'H WleTr )* (Tr'X\/f1 XT, + WzTr'H WleTr )t

X(T/XVIXT, + WIHW ' HT,) T+ T, T, bb T, T, ] (4.29)

p-r " p-r p-r " p-r
olarak gosterilir.

D,=F, (XV’1X +HW'H )’l F,-T.(T'X V’1XTr +TH W’lHTr )*l
x(T/XV - XT, + vvar’H w ’lHTr )’l (T/X v XT, +WT/'HW ’1HTr )*1Tr'

b =(F,-1)b

b,=T, T, b

p-r ' p-r

olmak Uzere (4.29)
A,=s 2D2 +b1b1,_b2b£

olarakta yazilabilir.

A AN

b s (d) Ve b gugecr(W) tahmin edicilerinin MSE ol¢itine gore karsilastiriimalar

ile ilgili asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 4.8.5. 0<d <1, 0<w<l1 ve

AT, WXV EXT, + WIH W HT ) (XY EXT, + W T HWHT)

X(T/XV X, + WTH W HT, ) TR, (XX + HW T H) R T <1 (4.30)

iken MSE ol¢tline gore BGWPCR(W) tahmin edicisi BGSRLE(d) tahmin edicisinden

Ustinddr. Yani
A,>20<bi(s 2D2 +blbl’)’1b2 <1
dir.

Ispat: D, = A-B olarak diisiinulirse 0<d <1 ve 0<w<1 iken A>0 ve B>0

dir. 1 ,(BA™) <1 oldugundan Teorem 2.4.5’e gore D, >0 dir. Teorem 2.4.6’ya gore

ise
A, 20 bz'(s ‘D, +blbl')’lb2 <1

olur ve ispat biter. -



BOLUM 5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada lineer modeller altinda bazi yanli tahmin ediciler ayrintili olarak
incelendi ve bu tahmin edicilerin MSE 6lcuttne gore karsilastiriimalari ile ilgili bazi

sonuclar verildi.

Bolim 3’te E(e)=0 ve Cov(e)=s?l varsayimlari altinda y=Xb+e lineer

modeli ve bu model icin E(€)=0 ve Cov(e) =s W olmak iizere h=Hb +e kisiti

ele alinarak

boye = (XX + HWH) (XY + HW™h)

tahmin  edicisi elde edildi. Daha sonra y=Xb+e modeli igin

y=XTT'b +e =2Za +e doénisimi ele alinarak

N

b pcr =T, (TXXT, )_lTr'X y

tahmin edicisi ve h=Hb +e kisiti icin h=HTT'b + e dénusimd ele alinarak OME’

nin elde edilme yoénemi kullanilarak

N

b s =T, (T'XXT, +T'H w HT, )" (T'XYy+TH Wh)

A

tahmin edicisi elde edildi. b g 'NIN

B erpn(W) = T, (T/XXT, + WIHWHT, ) A (T/X Y+ WT/HW h)
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agirhkli tahmin edicisi detayli olarak incelendi. Daha sonra bu ele alinan tahmin
edicilerinin MSE oOlcutune gore karsilastiriimalari ile ilgili teoremler ve ispatlari

verildi.

Bolim 4’te onceki bolimde ele alinan lineer model E(e)=0 Cov(e)=s?V

varsayimlari altinda ele alinarak Bo6lim 3’te incelenen yanli tahmin ediciler ve
Ozellikleri bu varsayimlar altinda genellestirildi. Daha sonra elde edilen
genellestirilmis yanli tahmin edicilerin MSE 6l¢itine gore karsilastiriimalari ile ilgili

teoremler ve ispatlari verildi.

Bu calismada ele alinan genellestirilmis yanli tahmin edicilerin performanslari farkl
Olcltlere gore karsilastirilabilir. Ayrica ele alinan lineer modelde hata vektérinin
kovaryans matrisinin nonnegatif kararli olmasi durumunda daha genel sonuglar elde
edilebilir.
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