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OZET

Anahtar kelimeler: Chebyshev polinomlari, Chebyshev polinomlarmin tiirevi, sabit
ve degisken katsayili homojen olmayan lineer adi diferansiyel denklem, Chebyshev
yaklasim metodu

Bu calismada, sinir ve baslangi¢ kosullar1 olmayan sabit veya degisken katsayili ve
homojen olmayan lineer adi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri; birinci
cesit, ikinci ¢esit, t¢iincli ¢esit ve dordiincii gesit Chebyshev polinomlari cinsinden
Chebyshev yaklasim ydntemleriyle verilmistir. Bu yontemlerde, ¢ (x)(i>0) birinci

cesit, ikinci gesit, liglincii gesit ve dordiincii gesit Chebyshev polinomlarini géstermek
n

tizere, Y(x)= Zqigil (X) Chebyshev seri agilimi kullanilmigtir. Sabit katsayili ve
i=0

degisken katsayili, homojen olmayan lineer adi diferansiyel denklemlerin Chebyshev
yaklagim polinomlar1 Chebyshev polinomlarinin tiirevleri ve X" (n > 0) ’lerin
Chebyshev polinomlari cinsinden gésterimleriyle elde edilmektedir. Ayrica birinci ve
ikinci mertebeden homojen olmayan sabit Kkatsayili lineer adi diferansiyel

denklemlerin birinci, ikinci, tg¢iincii ve dordiincii ¢esit Chebyshev polinomlari
cinsinden yaklasim polinomlarinin katsayilarini bulmak i¢in bagmtilar verilmistir.



THE SOLUTION OF ORDINARY DIFFERENTIAL
EQUATIONS WITH THE HELP OF CHEBYSHEV
POLYNOMIALS

SUMMARY

Keywords: Chebyshev polynomials, derivatives of Chebyshev polynomials,
nonhomogenous linear ordinary differential equations with constant coefficient and
variable coefficient, Chebyshev approximation method

In this study, the numerical solutions of nonhomogenous linear ordinary differential
equations with constant coefficient or variable coefficient without initial and boundary
conditions are given with Chebyshev approximation methods in terms of Chebyshev
polynomials of the first, second, third and fourth kinds. Chebyshev series expansion

y(x) = zn:qigzi, (x) ¢ (x)(i=0) is equal to Chebyshev polynomials of the first kind or
i=0

second kind or third kind or fourth kind, is used in these methods. The solutions of
nonhomogenous linear ordinary differential equations with constant coefficient and
variable coefficient are obtained from derivatives of Chebyshev polynomials and

representation in terms of Chebyshev polynomials of x”(nzO). Furthermore, the
equations are given to finding coefficients of approximation polynomial of

nonhomogenous the first and second order linear ordinary differential equations with
constant coefficients.



BOLUM 1. GIRIiS

Adi tiirevli pek ¢ok diferansiyel denklemin analitik ¢dziim yontemi olmasina karsilik, bir
cogunun da bilinen yontemler yardimiyla ¢oziimii miimkiin olamamaktadir. Hatta
degiskenlerine ayrilabilen tipten olsalar bile baz1 diferansiyel denklemlerde, elemanter
yontemler yardimiyla integral hesabi yapmak ¢ok zor olabilmektedir. Bu nedenle,
diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢6ziimleriyle ilgili olarak pek ¢ok arastirma yapilmis ve
analitik ¢ozlimlere yakin sonuglar veren ¢ok sayida yontem ortaya konmustur[1]. Bu
yontemlerden bazilarma 6rnek olarak Euler yontemi, Heun yontemi, Taylor seri agilimi ve
Runge-Kutta yontemi verilebilir. Fonksiyon yaklasimlarinin en basiti verilen fonksiyonun
Taylor seri agilim1 yontemi ile yaklasik ¢oziimiinii hesaplamaktir. Taylor seri agiliminda;
serinin istenen sonuctan uzaklasmasi, hata dagiliminin diizensiz olmasi, maximum hatanin
araligin uclarida toplanmasi, yakinsama igin fazla terime gereksinim duyulmasi ve biiyiik
X degerleri icin baslangic kosullarimi saglamanin olduk¢a zor olmasi gibi bazi
dezavantajlar1 vardir. Bu nedenlerden dolayr Taylor seri agilimi ve diger metodlarmn sahip
oldugu dezavantajlardan siyrilabilen ve analitik ¢oziimlere oldukca yakin sonuglar veren
daha iyi metodlara ihtiya¢ dogmustur. Bu metodlardan birisi de polinomlar ailesi iginde
ortogonal olmalari, rekiirsif iligkiler elde edilebilmesi ve bilgisayar programlamalarina
yatkin olmalar1 sebebiyle yaklasim polinomu olarak kullanilmaya ¢ok uygun olan
Chebyshev polinomlaridir. Chebyshev polinomlarmi diger yontemlerden {istiin kilan bir
ozelligi ise maksimum hatayr minimum yapma egiliminde olmalaridir. Boylece yaklasim
polinomunun verilen aralikta maksimum hatasimin aymi dereceden diger yaklagim

polinomlarinin tiimiinden daha kiiciik olmasi saglanr.

Chebyshev polinomlart 1854 yilinda yayinlanmis “Theory of mechanisms known under
the name parallelograms “[2] adli makalesiyle sayilar teorisi, olasilik teorisi, istatistik ve
mekanik alanlarindaki caligmalariyla bilinen Rus matematik¢i Pafnuty Lvovich

Chebyshev (1821-1894) tarafindan tanimlanmustir. Sayisal analizin babasi olarak



bilinen Macar matematikg¢i Cornelius Lanczos (1893-1974) tarafindan 1938 yilindaki [3]
calismasiyla Chebyshev polinomlar sayisal analize ilk kez uygulanmaya baslanmustir.
Lanczos’un bu ¢alismasindan yararlanan C.W. Clenshaw 1956 yilinda adi diferansiyel
denklemlerin yaklasik ¢oziimlerinde Chebyshev polinomlarmi ve serilerini kullanmustir.
Clenshaw’un bu caligmasindan kisa bir siire sonra Lanczos 1956 yilinda adi diferansiyel
denklemlrin ¢oziimii i¢in secilmis noktalar adli bir yontem gelistirmistir. Clenshaw 1957
yilinda lineer adi diferansiyel denklemlerin baslangi¢-sinir kosullart altinda ¢oziimii igin
rekiiransla ¢6ziim [4] adl1 bir Chebyshev metodu verilmistir. Lanczos’ un ve Clenshaw’ in
Chebyshev polinomlarinin uygulamalart {izerine yapmis oldugu ¢alismalar birgok
matematik¢i tarafindan polinomlar {izerinde yaklasim teorisi olusturma, fark ve integral
denklemlerinin yaklasik ¢oziimleri, polinom enterpolasyonu, adi tiirevli ve kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerinin yaklasik ¢Oziimleri ve integral ve integro-diferansiyel

denklemlerin yaklasik ¢oziimlerini bulmak i¢in kullanilmustir.

Dort gesit Chebyshev polinomu vardir. Bunlar birinci ¢esit Chebyshev polinomu, ikinci
cesit Chebyshev polinomu, tiglincli ¢esit Chebyshev polinomu ve dordiincii gesit
Chebyshev polinomu olarak adlandmlir. Bu Chebyshev polinomlar sirasiyla T (X),
U,(x), V,(x) ve W, (x) ile temsil edilmektedir. J. S. Mason ve D. C. Handscomb’un

“Chebyshev Polinomlar” [5] adli kitabinda; tglincii ve dordiincii ¢esit Chebyshev
polinomlarmin literatiirde ilk defa Walter Gautschi tarafindan 1992 yilinda yayimlanan “On

mean convergence of extended Lagrange interpolation” [6] adli makalesinde goriildiigii ve
Chebyshev polinomlarmin hiyerarsisi hakkinda “T, (X) ’in ¢ok yonlii ve 6nemli oldugunu
soyleyebiliriz. Bununla birlikte T, (X) basit bir esitlikle gosterilir. Diger polinomlar i¢in
¢oziimler Onemsiz sayilabilecek komplikasyonlari igerebilir. Ancak, Chebyshev
polinomlarmim dort gesidinin kendi rolleri vardir. Omegin, V, (X) ve W, (X) +1 veya -1
u¢ noktasinda tekil noktalarm elde edilmesi durumunda yararh olabilirken U, (X) sayisal

integrasyonda yararlidir.” bilgileri verilmektedir.



BOLUM 2. CHEBYSHEV POLINOMLARI VE BAZI
OZELLIKLERI

Bu bolimde Chebyshev diferansiyel denklemi, Chebyshev polinomlar1 ve
Chebyshev polinomlarmin rekiirans bagintilari, ortogonallik o6zellikleri, kokleri,
ekstremum noktalari, tiirevleri gibi bazi1 06zellikleri verilmektedir. Chebyshev
polinomlar1 ve Chebyshev polinomlarmin 6zellikleri konusu hakkinda genis bilgiye
L. Fox ve 1. B. Parker’in “Niimerik Analizde Chebyshev Polinomlar”[7], Martin
Avery Snyder’in “Niimerik Yaklasimda Chebyshev Metotlari”[8], Theodore J.
Rivlin’in “Chebsyhev Polinomlar1”[9] ve J. C. Mason ve D. C. Handscomb’un
“Chebyshev Polinomlar1”’[5] adli kitaplarindan ulasilabilir.

2.1. Chebyshev Diferansiyel Denklemi

-1<x<1ve n>0 olmak tizere

2

d d
(1—x2)d72/—xd—i+n2y:0 (2.1)

esitligiyle tamimlanan diferansiyel denkleme Chebyshev diferansiyel denklemi denir.
(2.1) diferansiyel denkleminde X =cost doniisiimii yapilirsa

2 2 2
(1-cos’t) d—Z X +ﬂd—£ —costﬁﬁ+n2y:0
dx® \ dy dt dx dt dx

2
.| d?y 1 dy cost dy[ 1 J 2
sint] —2| ——— | +—| - —cost—| ———=——— [+n’y=0
[dtz[ \/1—coszt] dt[ J—cos’t H dt{ 1-cos’t

2 2
sin?t] 23/[_L) +ﬂ(— c_oztj —costd—y(—_i}rnzy:o
dt sint dt\ sin”t dt\ sint




2
d Z)I_Cfnstﬂ+cpstﬂ+n2yzo
dt sint dt sint dt

2

dt2y+n2y:0 2.2)

ikinci mertebeden bir diferansiyel denklem elde edilir. (2.2) diferansiyel denkleminin
genel ¢coziimii

y = Acos(nt)+ Bsin(nt) (2.3)

olur. (2.3) esitliginde t yerine x =cost doniisimiinden elde edilen t=arccosx
yazilirsa

y = Acos(narccosx)+ Bsin(narccosx) ,  [x <1 (2.4)

esitligi elde edilir[10]. (2.4) esitligindeki cos(narccosx) ve sin(narccosx) yerine

sirastyla Tn(x) ve 1—X2Un_l(x) yazilirsa

y = AT, (X)+Bv1-x*U,,(x) (2.5)

esitligi elde edilir [11]. Sonug olarak birinci ve ikinci gesit Chebyshev polinomlari
(2.1) deki Chebyshev diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiiniin bir sonucu olarak
elde edilmektedir. (2.1) deki Chebyshev diferansiyel denklemi -1 ve 1 noktalarinda
tekil noktalara sahiptir[11].

2.2. Chebyshev Polinom Cesitleri ve Rekiirans Bagintilari

2.2.1. Birinci ¢esit Chebyshev polinomu

Tamm 2.2.1. Birinci ¢esit Chebyshev polinomu x degiskenine bagli n. mertebeden

bir polinom olmak iizere ¥n =0 igin

T,(x)=cos(ng), x=cosf, 0<f<zx (2.6)



esitligiyle tanimlanir. x=cosé esitliginde =0 i¢in x=1 ve d=r igin x=-1
oldugundan x e[-1, 1] dir. (2.6) esitligi

T,(x)=cos(narccos x) (2.7
bagmtisiyla da gosterilebilir. (2.6) ve (2.7) esitliklerine T, (x) Chebyshev polinomu
da denilmektedir. 6=0 (x=1) ve n>0 icin T (1)=1 ve =7z (x=-1) icin

T,(-1)=(-1)" esitlikleri elde edilir[12].

n

2.2.2. Birinci ¢esit Chebyshev polinomu rekiirans bagintisi
Tamm 2.2.2. T,(x)=1 ve Tl(X) = X baslangi¢ kosullar1 ve n >1 olmak iizere

Tn+1(x) = 2XTn (X)_Tn—l (X) (28)
esitligine birinci ¢esit Chebyshev polinomunun rekiirans (yineleme) bagmtisi denir.
(2.8) deki rekiirans bagintist kullanilarak birinci ¢esit Chebyshev polinomunun ilk

onbir terimi asagidaki gibi bulunur.

To(x)=1

T,(X)=x

T,(x)=2x*-1

T, () =4x>—3x

T, (x)=8x"—8x"+1

T (X) =16x° —20%° +5x

Ts (X) =32x° —48x" +18x* -1

T, (x) =64x" —112x° +56X° — 7

Ty (X) =128x" — 256x° +160x* —32x* +1

Ty (X) =256X° —576X° +432x° —120x° +9x

T (X) =512x" —1280x" +1120x° —400x" +50x* —1 (2.9)
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Sekil 2.1. 0<x<10 igin T, (x) in grafikleri



Sekil 2.2. (Sekil 2.1. in devami)

2.2.3. Ikinci ¢esit Chebyshev polinomu

Tamim 2.2.3. Ikinci gesit Chebyshev polinomu x degiskenine bagli n. mertebeden

bir polinom olmak tizere Vn >0 igin
i 1)6
Un(x)zM x=cosd, 0<O<r (2.10)

sin@ '

esitligiyle tanimlanir. X =cosé esitliginde 8 =0 i¢in x=1 ve =7 igin Xx=-1

oldugundan x €[-1, 1] dir. (2.10) esitligi

_sin [(n +1)arccos x]

2.11
sin(arccos x) (211)




bagmtisiyla da gdsterilebilir. (2.10) ve (2.11) esitliklerine U, (x) Chebyshev
polinomu da denilmektedir. (2.10) esitliginde =0 veya 6=x alindiginda %

belirsizligi olur. L’hospital kurali yardimiyla U (x)=n+1 bulunur. =0 (x=1)

ve n>0 i¢in U (1)=n+1ve 0=r (x=-1) i¢in U, (-1)=(-1)"(n+1) esitlikleri
elde edilir[12-13].

2.2.4. Ikinci ¢esit Chebyshev polinomu rekiirans bagintisi
Tamm 2.2.4. U,(x)=1 ve U,(x) = 2x baslangi¢ kosullari ve N >1 olmak iizere
Un+1(x)= 2XUn(X)_Un—l(X) (212)

esitligine ikinci gesit Chebyshev polinomunun rekiirans (yineleme) bagintist denir.
(2.12) deki rekiirans bagintisi kullanilarak ikinci gesit Chebyshev polinomunun ilk

onbir terimi agagidaki gibi bulunur.

10 (X) =1024x" —2304x° +1792x° —560x" +60x” —1 (2.13)
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Sekil 2.4. (Sekil 2.3. iin devamu)
2.2.5. Ugiincii cesit Chebyshev polinomu

Tammm 2.25. Ugiincii g¢esit Chebyshev polinomu x degiskenine baglh n.

mertebeden bir polinom olmak tlizere Vn=>0 i¢in
Ccos {( n+ 1) 9}
2
Ccos (1 0 J
2

esitligiyle tanimlanir. X =cosé esitliginde 8 =0 i¢in Xx=1 ve =7 igin x=-1

V,(x)= x=cos@, 0<O<r (2.14)

oldugundan x e[-1, 1] dir. (2.14) esitligi

Cos [(n + ;] arccos X}

Vi (X) = 1
cos (2 arccos X)

(2.15)
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bagmtisiyla da gosterilebilir. (2.14) ve (2.15) esitliklerine V,(x) Chebyshev
polinomu da denilmektedir. (2.14) esitliginde € =7 igin % belirsizligi olur.
L’hospital kurali yardimiyla V,(x)=2n+1 bulunur. 6=z (x=-1) igin

V,(-1)=(-1)"(2n+1) ve =0 (x=1) igin V, (1) =1 esitligi bulunur.

2.2.6. Ugiincii cesit Chebyshev polinomu rekiirans bagimtisi

Tamm 2.2.6. V,(x)=1 ve V,(x) = 2x —1 baslangic kosullar1 ve n > 2 olmak iizere
Vn (X) = 2XVn—l (X) _Vn—2 (X) (216)

esitligine ti¢cilincii ¢esit Chebyshev polinomunun rekiirans (yineleme) bagintist denir.
(2.16) deki rekiirans bagintis1 kullanilarak tigiincii gesit Chebyshev polinomu igin ilk

onbir terimi asagidaki gibi bulunur.

V,(x)=1

V,(x)=2x-1
V,(x)=4x? —2x-1
V,(x)=8x>—4x* —4x+1

)
)=16x* —8x> —12x* + 4x +1

(
(
V,(x)=32x° —16x* —32x° +12x% + 6x -1
(
(

Vg (x)=64x° —32x° —80x* +32x° + 24x* —6x -1
V,(x)=128x" —64x° —192x° +80x* +80x> — 24x* —8x +1
Vg (x)=256x° —128x" — 448x° +192x° + 240x* —80x° —40x* +8x +1

)
)=512x° — 256x° —1024x" +448x° +672x° — 240x* —160x° + 40x* +10x -1
Vo (X) =1024x"° —512%° — 2304%° +1024x" +1792x° —672x° —560x" +160x’

+60x* —10x -1 (2.17)
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Sekil 2.6. (Sekil 2.5. in devami)

2.2.7. Dordiincii cesit Chebyshev polinomu

Tammm 2.2.7. Dordiincii ¢esit Chebyshev polinomu x degiskenine baglh n.

mertebeden bir polinom olmak iizere ¥n >0 ig¢in

sin{(n+;j9}
x=cos@, 0<6<rx (2.18)

= sin@@j |

esitligi ile tanimlanir. X=cosé esitliginde 4 =0 i¢in x=1 ve d=r igin Xx=-1

oldugundan x €[-1, 1] dir. (2.18) esitligi

sin Kn + lj arccos x}
2 (2.19)

sin (; arccos xj

Wn(x)=
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bagintisiyla da gosterilebilir. (2.18) ve (2.19) esitliklerine W, (X) Chebyshev
polinomu da denmektedir. (2.18) esitliginde 6 =0 i¢in % belirsizligi olur. L hospital

kurali yardimiyla W, (x)=2n+1 bulunur. =0 (x=1) i¢in W, (1)=2n+1 ve

0=r (x=-1) i¢in W, (-1)=(-1)" esitligi bulunur.
2.2.8. Dordiincii ¢cesit Chebyshev polinomu rekiirans (yineleme) bagintisi

Tamm 2.2.8. W,(x)=1 ve W, (x) =2x+1 baslangig kosullari ve n > 2 olmak iizere

W, (x) = 2xW, , (x) =W, , (x) (2.20)

esitligine dordiincii ¢esit Chebyshev polinomunun rekiirans (yineleme) bagintisi
denir. (2.20) esitligindeki rekiirans bagintist kullanilarak doérdiincii ¢esit Chebyshev

polinomunun ilk onbir terimi asagidaki gibi bulunur.

W, (x)=1

W, (x)=2x+1

W, (X) =4x* +2x-1

W, (x) =8x° +4x* —4x—1

W, (x) =16x" +8x°> —12x* —4x +1

W () =32x° +16x* *32x° —12x° + 6x +1

X) = 64x° +32x° —80x* —32x° + 24x* + 6x—1

W, (x) = 256x% +128x" —448x°® —192x° + 240x* +80x° —40x> —8x +1

[e)

W (

W, (x) =128x" +64x° —192x° —80x* +80x° + 24x* —8x —1
(
(

W, X) =512x° +256x° —1024x" —448x° + 672X +240x* —160x> —40x* +10x +1

Vo (X) =1024x" +512x° — 2304x° —1024x" +1792x° +672x° —560x* —160x’
+10x -1 (2.21)
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Sekil 2.7. 0<x<10 igin W, (x)in grafikleri
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Sekil 2.8. (Sekil 2.7. nin devamu)

2.3. Rekiirans Bagintilarina Alternatif Esitlikler

Rekiirans bagintilarinda n. mertebeden Chebyshev polinomunu bulmak igin (n —1).
ve (n—2). mertebeden Chebyshev polinomuna ihtiyag varken asagidaki denklemler
yardimiyla n. mertebeden Chebyshev polinomunu elde ederiz.

2.3.1. Birinci ¢esit Chebyshev polinomunu icin alternatif esitlik

n >0 olmak tizere n. mertebeden birinci gesit Chebyshev polinomu

(2.22)

esitligi ile bulunmaktadir. (2.22) esitligindeki ¢, ler n >0 olmak {izere
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(2.23)

(2.23a)

(2.24)

ve
1 n=0 ve k=0 ise
¢ =12", n>1 ve k=0 ise
(—1)k, n =2k ise
esitlikleri ile hesaplanmaktadir. (2.23) deki esitlik (2.22) deki esitlikte yerine
yazilirsa
1, n=0 ise
Tn X)= I[%ﬂ n-k
() 1 (—1)k(2x)Hki . n>1 ise
2 k=0 n—k k

esitligi elde edilir[13].
2.3.2. Ikinci gesit Chebyshev polinomunu icin alternatif esitlik

n >0 olmak {izere n. mertebeden ikinci ¢esit Chebyshev polinomu
]
U, (x)=> cix™*
k=0

esitligi yardimiyla bulunmaktadir. (2.25) esitligindeki ¢, ler

op =(-1) 2" (n ; kj

ve

nx1l ve k=0 ise
n=2k ise
esitlikleri yardimiyla bulunmaktadir. (2.26) esitligi (2.25) deki

yazilirsa

(2.25)

(2.26)

(2.26a)

esitlikte yerine
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U, ()= 3 (<) (20 [”;kj 2.27)

esitligi elde edilir[13].
2.3.3. Uciincii cesit Chebyshev polinomunu i¢in alternatif esitlik

n >0 olmak lizere n. mertebeden iigiincii ¢esit Chebyshev polinomu

4 "]
Vo (x)= D eix = > ertxt (2.28)

nx>1

esitligi ile bulunmaktadir. (2.28) esitligindeki ¢, ler

n-k
o =(-1)° 2"2k[ ) j (2.29)
ve
2", n>0 ve k=0 ise
C, = ) ) (2.29a)
(1), n =2k ise

esitlikleri yardimiyla bulunmaktadir. (2.29) esitligi (2.28) esitliginde yerine yazilirsa

vn<x)M(—n“(w”[”kkj—ﬂ(g I(—1>k<2x>““(”k“} 230

=0
>

=

1

esitligi elde edilir.

2.3.4. Dordiincii ¢esit Chebyshev polinomunu i¢in alternatif esitlik

n >0 olmak tlizere n. mertebeden dordiincii ¢esit Chebyshev polinomu
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4 "]
W, ()= x4+ > crtxm A (2.31)
k=0 k=0
nx>1

esitligi ile bulunmaktadir. (2.31) esitligindeki ¢, ler

n—k
o =(-1)" zn-Zk[ ) j (2.32)
ve
2", n>1 ve k=0 ise
C = ) (2.32a)
(-1)", n=2k ise

esitlikleri yardimiyla bulunmaktadir. (2.32) esitligi (2.31) esitliginde yerine yazilirsa

§

H%H k n-2k -k _%H k n—-2k-1 -k-1
w0=2 (2 @0 ("] 2 e (T e
esitligi elde edilir.

2.4. [a : b] Aralhiginda Chebyshev Polinomlar:

[—1,1] araligina karsilik gelen X in verilen her sonlu [a,b] araligr S degiskeni ile

2x—(a+b)

b a lineer dontisimii altinda Chebyshev polinomlari

gosterilen S =

tanimlanabilir. T,(x) i¢in tanimlanan bu lineer déniisim benzer sekilde U, (x),

V. (x) ve W (x) igin de tanimlanabilir. [a,b]=[0,l] 6zel durumunda s=2x-1

n

olmaktadir. Bu 6zel durumda Chebyshev polinomlar1 6telenmis (shifted) Chebyshev

polinomlar1 adiyla isimlendirilmektedir ve asagidaki gibi tanimlanmistir.
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2.5. Otelenmis (Shifted) Chebyshev Polinomlari

Bazi problemlerde [O,l] araligimi kullanmak [—1,1] araligin1 kullanmaktan daha
uygun olmaktadir. Herhangi bir —1<s<1 igin S=2X-1 degisken degisimi ile
0<x<1 araligina donistiirilir. Béylece —1<s<1 araliginda tanimlanan T, (X),
U,(x), V,(x) ve W, (x) Chebyshev polinomlar1t 0<Xx <1 de tammlanan T, (x),
U (x), V. (x) ve W (x) ile gosterilen 6telenmis (shifted) Chebyshev polinomlarina

dontismektedir. Sirasiyla birinci ¢esit, ikinci g¢esit, iiclincli ¢esit ve dordiincili cesit
otelenmis (shifted) Chebyshev polinomlari

T, (x)=T,(s) =T, (2x—1) =cos(narccos(2x—1)),

00060 - )

Larccos(2x-
2

ve

W (X) =W, (5) =W, (2 1) = sin ((n +;j arccos(zx—l)j

sin (;arccos (2x —1))
esitlikleri ile gosterilir.

2.6. Otelenmis (Shifted) Chebyshev Polinomlarimin Rekiirans (Yineleme)

Bagmntilan

Tamm 2.6.1. T, (x)=1 ve T,"(x) = 2x—1 baslangi¢ kosullari ve n > 2 olmak iizere
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T, (x) = 22x =177, (}) =T, (x) (2.34)

esitligine birinci ¢esit Otelenmis (shifted) Chebyshev polinomunun rekiirans
(yineleme) bagintis1 denir. (2.34) deki rekiirans bagintisi yardimiyla birinci gesit

otelenmis (shifted) Chebyshev polinomunun ilk alti terimi asagidaki gibi bulunur.

T, (x)=1

T, (x)=2x-1

T, (x)=8x? —8x +1

T, (x)=32x* —48x? +18x -1

T, (x)=128x* — 256x°® +160x* —32x +1

T, (x)=512x° —1280x* +1120x° — 400x* +50x —1

Tamm 2.6.2. U;(x)=1 ve U, (x) = 4x — 2 baslangi¢ kosullar1 ve n > 2 olmak iizere

U, (x)=2(2x=1U, ,(x)-U, ,(x) (2.35)

esitligine ikinci ¢esit Otelenmis (shifted) Chebyshev polinomunun rekiirans
(yineleme) bagmntis1 denir. (2.35) deki rekiirans bagntis1 yardimiyla ikinci gesit

otelenmis (shifted) Chebyshev polinomunun ilk alti terimi asagidaki gibi bulunur.

U,(x)=1

U, (x)=4x-2

U, (x)=16x> —16x +3

U, (x)=64x® —96x? + 46X — 4

U (x)=256x* —512x® +336x* —80x + 5

U, (x)=1024x° — 2560x* + 2304x° —886X” +144x — 6

Tamm 2.6.3. V, (x) =1 ve V,"(x) = 4x — 3 baslangi¢ kosullar1 ve n > 2 olmak iizere
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Vi (¥) = 2(2x =1); 74 (%) -V, 5 (x) (2.36)

esitligine tgiincii ¢esit Otelenmis (shifted) Chebyshev polinomunun rekiirans
(yineleme) bagintisi denir. (2.36) deki rekiirans bagintisi yardimiyla {igiincii gesit

Otelenmis (shifted) Chebyshev polinomunun ilk alti terimi asagidaki gibi bulunur.

V,(x)=1

V, (x)=4x-3

V, (x)=16x? —20x +5

V, (x)=64x* —112x* +56x -7

V, (x) = 256x"* —576x> + 432x% —120x + 9

V. (x)=1024x° —2816x* +2816x° —1232x* +220x —11

Tamm 2.6.4. W, (x)=1 ve W, (x) = 4x —1 baslangig kosullari ve n > 2 olmak iizere

W, (x) = 2(2x =2, (x) =W, (x) (2.37)

esitligine dordiincii cesit Otelenmis (shifted) Chebyshev polinomunun rekiirans
(yineleme) bagmtis1 denir. (2.37) deki rekiirans bagmtisi yardimiyla dordiincii gesit

otelenmis (shifted) Chebyshev polinomunun ilk alti terimi asagidaki gibi bulunur.

=16x°> —12x+1

(x)
(x)
(x)
5 (x) = 64x° —80x? +24x -1
(x)
(x)
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2.7. Monik Chebyshev Polinomlari

Tamm 2.7.1. En biiyiik dereceli teriminin katsayisi 1 olan (veya baskatsayisi 1 olan)

polinoma monik polinom denir.

(2.8), (2.12), (2.16) ve (2.20) deki rekiirans bagintilarindan elde edilen (2.9), (2.13),
(2.17) ve (2.21) esitliklerden de goriilecegi lizere n>1 olmak iizere T, (x)

Chebyshev polinomunda en biiyiik dereceli terimin katsayis1 2", n>0 olmak iizere

U,(x), V,(x) ve W, (x) Chebyshev polinomlarinda ise en biiyiik dereceli terimin

katsayis1 2" oldugu goriilmektedir. Buradan asagidaki tanimlar yapilabilmektedir.

Tamm 2.7.2. n>0 olmak iizere T,(x) Chebyshev polinomunun 2"* ile
boliinmesiyle elde edilen T:(x) Chebyshev polinomuna birinci gesit monik

Chebyshev polinomu ya da T, (x) monik Chebyshev polinomu denir. Birinci cesit

monik Chebyshev polinomu

T (x) = ) (2.38)

esitligi ile gosterilir. (2.38) deki esitlik yardimiyla birinci ¢esit monik Chebyshev

polinomunun ilk alt1 terimi asagidaki gibi bulunur.

Too(x): 2
Tlo(x): X

. 1
T, (X): x° _E
T, (x)=x* —x
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Tamm 2.7.3. n>0 olmak iizere U, (x) Chebyshev polinomunun 2" ile
bolinmesiyle elde edilen U, (x) Chebyshev polinomuna ikinci gesit monik

Chebyshev polinomu ya da U, (x) monik Chebyshev polinomu denir. ikinci cesit

monik Chebyshev polinomu

u;(x)=U”(X) (2.39)

esitligi ile gosterilir. (2.39) deki esitlik yardimiyla ikinci g¢esit monik Chebyshev

polinomunun ilk alt1 terimi asagidaki gibi bulunur.

U,(x)=1

U, (x)=x
U;(x)=x2—%
U;(x)=x° —g
U,(x)=x* —%xz +%

Tamm 2.74. n>0 olmak iizere V,(x) Chebyshev polinomunun 2" ile
boliinmesiyle elde edilen V. (x) Chebyshev polinomuna iigiincii gesit monik

Chebyshev polinomu ya da V., (x) monik Chebyshev polinomu denir. Ugiincii gesit

monik Chebyshev polinomu

vV, (x)= (2.40)

esitli ile gosterilir. (2.40) deki esitlik yardimiyla {iglincii ¢esit monik Chebyshev

polinomunun ilk alt1 terimi asagidaki gibi bulunur.
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Tamm 2.7.5. n>0 olmak iizere W, (x) Chebyshev polinomunun 2" ile
boliinmesiyle elde edilen W, (X) Chebyshev polinomuna dordiincii ¢esit monik

Chebyshev polinomu ya da W, (x) monik Chebyshev polinomu denir. Dérdiincii

¢esit monik Chebyshev polinomu

W, (x) = e (09 (2.41)

esitligi ile gosterilir. (2.41) deki esitlik yardimiyla dordiincii gesit monik Chebyshev

polinomunun ilk alt1 terimi asagidaki gibi bulunur.

W, (x)=1

W, (X)=x+=

W, (x) = x? +Ex—%

W, (x):x3’+%x2 —%x—%

W, (x)=x* +=x° EXZ —%x %
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2.8. Chebyshev Polinomlarinin Ortogonallik Ozelligi

agirlik fonksiyonuna gore

Tamim 2.8.1. Birinci ¢esit Chebyshev polinomu

1-x?
x € [-1,1] araliginda
1 1 0, 1# ]
ITi (x)T,(x) dx =4 7, i=j=0
% 1—x? -
z i=j=0
2

ortogonaldir.

Tamm 2.8.2. ikinci cesit Chebyshev polinomu v1—x* agirlik fonksiyonuna gore

x €[-1,1] araliginda

j.Ui(X)Uj(X)\/]?dX: ., i=j=0

-1

ortogonaldir.

Tamm 2.8.3. Uciincii cesit Chebyshev polinomu \/T_X agirlik fonksiyonuna gore
-X

x e[-1,1] araliginda

0, i # ]
i V1+X o
V, (X)V, (x dx =47, i=j=0
U ) e

=, i=i=0

5 i=j=

ortogonaldir.
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Tamm 2.8.4. Dordiincii ¢esit Chebyshev polinomu \/1_)( agirlik fonksiyonuna gore
+ X

X e [—1, l] araliginda

0, 1# ]
b J1-x
W. (X)W, (x dx =<7, i=j=0
J; |() J( )Jm 777[ J
z 20
5 i=j=

ortogonaldir.
2.9. Chebyshev Polinomlarmin Kokleri

n> 0 olmak iizere [—1,1] araliginda tiim Chebyshev polinom cesitleri n tane koke

sahiptir[5].

Tamim 2.9.1. (Birinci Cesit Chebyshev Polinomun Kokii) X € [—1,1] olmak {iizere
T.(x) in kokleri

X, =c0§ ——— |, k=212,...,n (2.42)

esitligi ile bulunmaktadir[5].

Tamm 2.9.2. (ikinci Cesit Chebyshev Polinomun Kokii) U (x) in kokleri
kz
X, =co§ — |, k=12,...,n (2.43)

esitligi ile bulunmaktadir[5].

Tanim 2.9.3. (Ugiincii Cesit Chebyshev Polinomun K&kii) V,, (X) in kokleri
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(k—l V4
X, =cos —— |, k=12,...,n (2.44)

esitligi ile bulunmaktadir[5].

Tanmim 2.9.4. (Dordiincii Cesit Chebyshev Polinomun Kokii) W, (X) in kokleri

X, =CO0S Rk k=12,...,n (2.45)

n+-
2

esitligi ile bulunmaktadir[5].
2.10. Chebyshev Polinomlarinin Ekstremumlari

n > 0 olmak tlizere [—1 : 1] araliginda tiim Chebyshev polinom ¢esitleri i¢in n+1 tane

ekstremum noktas1 vardir[5].

Tammm 2.10.1. (Birinci Cesit Chebyshev  Polinomunun  Ekstremumu)

x € [-1,1]olmak iizere T,(x) in ekstremum noktalar:
;:cos(k—”j , k=0,1 2, ...,n
n

esitligi ile bulunmaktadir[5].

Tamm 2.10.2. (ikinci Cesit Chebyshev Polinomunun Ekstremumu) x  [-1,1]olmak

tizere U, (X) in ekstremum noktalari

o (2k+1)7r _
X_COS[—Z(nH) , k=0,1 2, ...,n
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esitligi ile bulunmaktadir[5].

Tamm 2.10.3. (Ugiincii Cesit Chebyshev Polinomunun Ekstremumu) x e[-1,1]

olmak iizere V, () in ekstremum noktalar:

;:cos( 2k”j , k=0,12 ...,n
2n+1

esitligi ile bulunmaktadir[5].

Tamm 2.10.4. (Dérdiincii Cesit Chebyshev Polinomunun Ekstremumu) x e [-1,1]

olmak tizere W, (X) in ekstremum noktalari

esitligi ile bulunmaktadir[5].

2.11. Chebyshev Polinomlarimin Tiirevleri

Bu boliimde n >0 olmak tizere n. mertebeden birinci gesit, ikinci ¢esit, ti¢lincii ¢esit
ve dordiincli ¢esit Chebyshev polinomlarmin p>1 olmak iizere p. mertebeden
tiirevini bulmakta yardimei olacak esitlikler verilmektedir.

2.11.1. Birinci ¢esit Chebyshev polinomunun tiirevi

n>1, p>1ve n>p olmak iizere T, (X) in p . mertebeden tiirevi

"% (n—2k) 1

TP (x) = CpxX" P S 2.46
DI K (2.46)
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esitligi yardimiyla bulunur. Bu esitlikteki ¢, ler (2.23) ve (2.23a) deki esitlikler

yardimiyla hesaplanmaktadir. (2.23) deki esitlik (2.46) daki esitlikte yerine yazilirsa

T.(x) in p.mertebeden tiirevi n> p >1 i¢in

1{{(IH)%ﬂ k 1l n (n=kK (n—2k) !
Tn“’>(x)=E > () ()" = ( j— (2.47)

= x*n-k{ k J(n-2k—p)!

esitligiyle bulunur. n>1 ve n=p i¢in Tn(p)(x)=2"’l(n)! olur. p>n icin

TP (x)=0 olur.

2.11.2. ikinci gesit Chebyshev polinomunun tiirevi

n>1, p>1ve n>p olmak iizere Un(X) in p. mertebeden tiirevi

-2

? ~2k) !
U (x)= cox" P2k (n
(=2 «

—_— 2.48
(n—2k—p) ! (2.48)
esitligi yardimiyla hesaplanmaktadir. Bu esitlikteki ¢, ler (2.26) ve (2.26a) deki

esitlikler yardimiyla hesaplanmaktadir ya da (2.26) deki esitlik (2.48) deki esitlikte

yerine yazilirsa Un(x) in p . mertebeden tiirevi n> p >1 i¢in

(p) H(nip%ﬂ k n2k 1 (N—=K (n—2k) !
UlP(x)= > (-1)"(2x) _( ) j(— (2.49)

s xP n—2k-p) !

esitligiyle bulunur. n>1 ve n=p igin Urgp)(x)=2"(n)! olur. p>n igin

U (x)=0 olur.
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2.11.3. Ugiincii cesit Chebyshev polinomunun tiirevi

n>1, p>1ve n> p olmak iizere V,(x) in p. mertebeden tiirevi

“H/ﬂ (-2 | 0] (n-2k-1) 1
S & Y a2 VT e &0

esitligi yardimiyla hesaplanmaktadir. Bu denklemdeki c; ler (2.29) ve (2.32a) deki
esitlikler yardimiyla hesaplanmaktadir. (2.29) deki esitlik (2.50) deki esitlikte yerine

yazilirsa V, (x) in p . mertebeden tiirevi n> p>1 igin

() H(H%H k o 1 (n=k) (n-2k)!
VP (x)= D (-1) (2x) _L ) jm

P
k=0 X

B z (_l)k(zx)n—Zk—li(n_k—lj( (n—2k—1) ! (2.51)

xP k n—-2k-p-1) !

esitligiyle bulunur. n>1 ve n=p icin VP (x)=2"(n)! olur. p>n igin

VP (x)=0 olur.

2.11.4. Dordiincii ¢esit Chebyshev polinomunun tiirevi

n>1, p>1ve n>p olmak iizere W,(x) in p . mertebeden tiirevi

L =2

n np2k (n 2k : nlnp2k1 (n_2k—1) ! 259

Z G (n—2k-p) ' kzol (n—2k-p-1) ! (252)
n>p
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esitligi yardimiyla hesaplanmaktadir. Bu denklemdeki ¢, ler (2.32) ve (2.32a) deki

esitlikler yardimiyla hesaplanmaktadir. (2.32) deki esitlik (2.52) deki esitlikte yerine

yazilirsa W_(x) in p . mertebeden tiirevi n> p>1 igin

" 2] -k} (n—2K) 1
WEI (—1)k(2x)“_2ki( kkJ (n-2) !

k=0 x" (n—2k-p) !

H(n_p_%ﬂ K naa 1 (n—k-1) (n-2k-1) !
" k:zo: (=2 (2) _( k j(n—Zk—p—l)!

_ (2.53)
X

n>p

esitligiyle bulunur. n=1 ve n=p icin W (x)=2"(n)! olur. p>n icin

n

W (x)=0 olur.
2.12. X"’ lerin Chebyshev Polinomlari Cinsinden Gosterimi

n >0 olmak tizere X"’ lerin;
Birinci ¢esit Chebyshev polinomlari cinsinden gdsterimi,

x)[ N {[%H n
%[%)L%}FZO:TM(X)(J}, n cift ise

X" = (2.54)

%]
2n11 ZTn—zi(X)(I:]j, n tek ise

Ikinci gesit Chebyshev polinomlari cinsinden gosterimi,

A i
1 _2i4+1
X'= % Un(x)Jri:El nn—ilJ:rl UnZi(x)(nj (2.55)

nx2
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Uciincii cesit Chebyshev polinomlari cinsinden gdsterimi,

X" :Zin {%’v (X)@J(Z V“M(x)(i TJ (2.56)

Dordiincii ¢esit Chebyshev polinomlari cinsinden gosterimi,

L[ N ;
Xn=2_” Z_():Wn—zi(x)(ij_ ; Wn_zm(x)(i—lj (2.57)

esitlikleri ile bulunmaktadir.



BOLUM 3. ADi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
CHEBYSHEV POLINOMLARI YARDIMIYLA
CcCOZUMU

Bu bolimde n>1 olmak uzere
pO(X)y(X)+Zpk(X)y(k)(X)=f(X);tO (3.1)

tipindeki adi lineer diferansiyel denklemleri ve f(x) fonksiyonu igin Chebyshev

yaklasim metotlar1 verilecektir.

31 f (X) # 0 Fonksiyonu i¢in Chebyshev Yaklasim Metotlari

3.1.1. f(x) fonksiyonu i¢in birinci gesit Chebyshev yaklasim metodu

[-1,1] arahginda siirekli olan f(x) fonksiyonunun birinci gesit Chebyshev

polinomu cinsinden m. mertebeden yaklagim polinomu K" (x)’in seri agilim

FT”‘(x)=%T0(x)+ClTl(x)+...+Cme(x) 3.2)
F ()= 2,0+ 36T () 63)

E7 (x) = i CT (%) (3.4)
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esitlikleriyle gosterilmektedir. i= 0,1, 2, 3, ... , m i¢in C, katsayilar
2 m+1
C=——> f(x)T(x 3.5
i m+1; ( k) |( k) ( )

esitligiyle ve (3.5) esitligindeki x, lar

(k —1j T
2] (3.6)

X, =CO0S
m+1

esitligiyle bulunmaktadir [5]. (3.5) esitligindeki T,(x,) da (3.6) esitligi yerine

yazilirsa

(o)
kK—=1|i-7
T, (x,)=cos 2 (3.7)

m+1

esitligi elde edilir. Buradan (3.5) esitliginde (3.6) ve (3.7) esitlikleri yerine yazilirsa

coS
m+1i5 m+1 m+1

1 . 1
5 mi (k_Zj” I-ﬂ(k—zj
C =—Zf cos| —— _— 2 (3.8)

esitligi elde edilir. (3.8) esitliginden yaklasim polinomundaki C, katsayilari
bulunmaktadir. Bulunan C; katsayilart (3.2) esitliginde yerine yazilarak f(x)

fonksiyonunun birinci ¢esit Chebyshev polinomu cinsinden m. mertebeden yaklagim

polinomu olan F™(x) bulunmaktadur.
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3.1.2. f(x) fonksiyonu igin ikinci gesit Chebyshev yaklasim metodu

[—1,1] araliginda siirekli olan f (X) fonksiyonunun ikinci ¢esit Chebyshev polinomu

cinsinden m. mertebeden yaklasim polinomu K" (x) in seri agilimi

R (X)=CU, (x)+CU, (x)+...+C U, (x) (3.9)
R (x)=2-C, () .10

esitlikleriyle gosterilmektedir. i= 0,1, 2, 3, ..., m igin (3.10) daki FUm(X)

yaklasim polinomundaki C; katsayilari
Ci=—"> J1-(%)" - F (%) Ui (%) (3.12)

esitligiyle ve (3.11) deki x, ’lar

X, :cos( kz j (3.12)

m+2

esitligiyle bulunmaktadir[5]. (3.11) deki U, (Xk) da (3.12) esitligi yerine yazilirsa

sin[(i+l)(mkf2ﬂ
U (%)= ~ (3.13)
sin[ K j

m+2

esitligi elde edilir. Buradan (3.11) esitliginde (3.12) ve (3.13) esitlikleri yerine

yazilirsa

i m+1i5

¢ _imﬂ\/l_[cos(k—ﬂznz'f(cos( - D'Sin{(.m)(mkfzﬂ (3.14)
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esitligi elde edilir. (3.14) esitliginden C, katsayilar1 bulunmaktadir. Bulunan C,
katsayilar1 (3.9) da yerine yazilarak f(X) fonksiyonunun ikinci ¢esit Chebyshev

polinomu cinsinden m. mertebeden yaklagim polinomu olan FJ"(x) bulunmaktadur.

3.1.3. f(x) fonksiyonu igin iiciincii ¢esit Chebyshev yaklasim metodu

[-1,1] arahiginda siirekli olan f(x) fonksiyonunun iigiincii gesit Chebyshev

polinomu cinsinden m. mertebeden yaklagim polinomu F;" (x) in seri agilim1

R (X)=CV, (X)+CV, (x)+...+CV, (X) (3.15)
R (x)= 3 CVi () (3.16)

esitlikleriyle gosterilmektedir. (3.16) deki C, sabitleri i=0, 1, 2, 3, ..., m i¢in

1 m+1

C = 3; T+ X - (% )Vi(%) (3.17)
m+E =

esitligiyle ve (3.17) deki x, ’lar ise

X, = COS(MJ (3.18)

2m+3

esitligiyle bulunmaktadir[5]. (3.17) deki V, (Xk) da (3.18) esitligi yerine yazilirsa

a6
0{2( 2m+3 H

(3.19)




38

esitligi elde edilir. Buradan (3.17) esitliginde (3.18) ve (3.19) esitlikleri yerine

yazilirsa

c :2m2+3mz+1 \/1+COS[(2k—1)7r]_ f[co{(zkm])_Cosl(i+;)((22km+llﬂﬂ 5.20)

2m+3 2m+3 o (2k—1)7z
2m+3

esitligi elde edilir. (3.20) esitliginden C, katsayilart bulunmaktadir. Bulunan C,

k=1

katsayilar1 (3.15) de yerine yazilarak f(x) fonksiyonunun {igiincii ¢esit Chebyshev

polinomu cinsinden m. mertebeden yaklasim polinomu olan F;" (x) bulunmaktadir.

3.1.4. f(x) fonksiyonu i¢in dérdiincii cesit Chebyshev yaklasim metodu

[-1,1] arahginda siirekli olan f(x) fonksiyonunun dérdiincii gesit Chebyshev

polinomu cinsinden m. mertebeden yaklagim polinomu F\Ar,"(x) in seri agilimi

Fv (X)=CW, (x)+CW, (X)+...+C W, (x) (3.21)

R ()= 3.CW (x) (3.22)

esitlikleriyle gosterilmektedir. i=0,1, 2, 3, ..., m i¢in (3.22) deki F\Ar,"(x)

yaklasim polinomundaki C; katsayilari

C, :—32 1-% - (%)W, (%) (3.23)

esitligiyle ve (3.23) deki x, lar
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(m—k+2)7z

X, = COS (3.24)

m+—

esitligiyle bulunmaktadir[5]. (3.23) deki W, (x, ) da (3.24) esitligi yerine yazilirsa

afaf 17252

oy )|

esitligi elde edilir. Buradan (3.23) esitliginde (3.24) ve (3.25) esitlikleri yerine

W, (Xk ) = (3.25)

yazilirsa

o s P

" m+3& 2m+3

esitligi elde edilir. (3.26) esitliginden C, katsayilart bulunmaktadir. Bulunan C,
katsayilar1 (3.21) de yerine yazilarak f (X) fonksiyonunun dordiincii gesit Chebyshev

polinomu cinsinden m. mertebeden yaklasim polinomu olan ' (x) bulunmaktadur.

3.2. Sabit Katsayih Adi Lineer Diferansiyel Denklemler icin Chebyshev
Yaklasim Metotlan

(3.1) denkleminde p,(X)=a,, p(X)=at, ..., p(X)=a, ve a,€R (n20)

aliirsa (3.1) diferansiyel denklemi

aoy(x)+zn:aty(t)(x)= f(x)=0 (3.27)
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sabit katsayili adi lineer diferansiyel denklemine doniismektedir. Asagidaki adimlar
izlenerek sabit katsayili adi lineer diferansiyel denklem icin Chebyshev yaklasim

metodu elde edilir.

1.Adim: y(x)=iqi¢,(x) (¢ (x)=T,(x),U; (x).V, (x),W,(x)) esitligi (3.27)

i—0
esitliginde y(x) ve y(t)(x) de yerine yazilir,

2. Adim: 1. Adim sonucu elde edilecek esitlikte ¢ (x) yerine (2.47), (2.49), (2.51)
ve (2.53) deki Chebyshev polinomlari i¢in tiirev esitlikleri yerine yazilir,

3. Adim: 2. Adim sonucu elde edilecek esitlikte X" (n 21) degiskenini Chebyshev
polinomlar1 cinisinden yazmak icin (2.54), (2.55), (2.56) ve (2.57) deki esitlikler
yerine yazilir,

4. Adim: 3. Adim sonucunda elde edilecek esitlik ¢, bilinmeyen katsayilari ve
¢i(x) Chebyshev polinomlar: cinsinden elde edilmektedir. Elde edilen bu esitligi

daha sade bir esitlik haline getirmek i¢in esitlige farkli parametreler atanir.

3.2.1. Sabit katsayih adi lineer diferansiyel denklemler icin birinci ¢esit
Chebyshev yaklasim metodu

m >0 yaklasim polinomunun mertebesi, N =1 diferansiyel denklemin mertebesi ve

m

q; sabit katsayilar olmak iizere (3.27) esitliginde y(x) = Zq T (x) seri agilimi yerine

yazildiginda
> AT (0+ D 34T (0= (1) (328)
i=0 t=1 i=t

%G (x)%iatiqi (-1) 272 x2 ﬁ(' LKJ% =F"(x)(3.29)
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i—2k—t

esitligi elde edilir. (3.29) esitliginde X yerine (2.54) deki esitlikler ayri ayri

yazildiginda

) L ﬂ"”zﬂ i (iKY (i

1 k gz 11 k) (i—2k) !
AT ){ -2kt ] ﬂ'z“/ll

gl | -2k — ty

Tiokre 2p(X)(i_2F|)(_t} = FTm(X) (3.30)

. " ﬂ't/ﬂ i (i-k) (i-2k) !
%2 AT ( Z“,Z:q' > (2 |—k( K J(i—Zk—t)!
|[i—2k—t/]l o
% Z T oo [ ZI: tj —F" () (3.31)

esitlikleri elde edilir. (3.30) ve (3.31) esitlikleri diizenlendiginde

" om |l_t)2ﬂ i (i-k) (i-2k) !
wane-Zafa &z L iy

i—2k-t ) |7 ok
T ){ —2k — t) ] pz_(; Ti—2k—t—2p(x)( ZFI)( t) =FTm(X) (3.32)
o, | %] i (i-k) (i-2k) !
DXUCHADLINE Zm[ ‘ Jm
ui—zk—t/ﬂ . B
Z Tiatap ( ( ZI: t] =F"(x) (3.33)

esitlikleri elde edilir. (3.32) ve (3.33) esitliklerini
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aozqiTi (X)+Zatzqi > C(kt,i)d(i,i) =F"(x) (3.34)

i=0 i=t k=0
esitligi ile yazabiliriz. (3.34) esitligindeki

ek, = (-1 2" L(i ) kjﬂ (3.34a)

(i —2k —t) gift ise,

c oL (i—2k—ty]l _
- TO(X) -I 2k —t |[ 2 i ok _t
d(tvi) - _T (I -2k —t% + ; Ti—Zk—t—Zp (X)( 0 j (3.34b)
(i — 2k —t) tek ise,
ﬂ(i—Zk—t%]l o
d(if(,i) = Z Ti—2k—t—2p (X)(I 2:)( tj (3.34¢)

esitlikleri yardimiyla hesaplanmaktadir. (3.34) esitligi ve (3.34a), (3.34b) ve (3.34c)
kosullar1 yardimiyla qi(i =012,..., m) katsayilar1 bulunabilmektedir. Bu katsayilar

m

R"(x)=>.qT,(x) esitliginde yerine yazildiginda n. mertebeden sabit katsayil adi

i=0
lineer diferansiyel denklemler i¢in birinci g¢esit Chebyshev polinomu cinsinden m.

mertebeden yaklagim polinomu bulunmaktadir.

3.2.2. Sabit katsayih adi lineer diferansiyel denklemler icin ikinci ¢esit
Chebyshev yaklasim metodu

m>0 yaklasim polinomunun mertebesi, N >1 diferansiyel denklemin mertebesi ve
g, sabit katsayilar olmak iizere (3.27) esitliginde y(x):Zqui(X) seri ac¢ilimi
i=0

yerine yazildiginda
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0 2.qU, 00+ e 3 aul 0= 1 (335)

m n.om H(H)ZH o i— i — ]
wSav (0 Sada 3 (af o (VR m e

esitligi elde edilir. (3.36) esitliginde x'"*" yerine (2.55) deki esitlik yazilir ve elde
edilen esitlikte sadelestirme yapildiginda asagidaki esitlik

g

i—2k—-t-2p+1 -2k -t o
U. U. =F 3.37
e T A2y TR e

elde edilir. (3.37) esitligini

o [

%ZQ.U. Za;q, Z Condien = R (%) (3.38)

esitligi ile yazabiliriz. (3.34) esitligindeki

c@”=(—1rztf'_kJ(§§13¥?i] (3.38a)

ve

),

_2k-t-2p+1 -2kt
dk _uU. )4 | U X 338b
IETINETED = e TR R S
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esitlikleri yardimiyla hesaplanmaktadir. (3.38) esitligi ve (3.38a) ve (3.38b) kosullar

yardimiyla @, (i =012,..., m) katsayilar1  bulunabilmektedir. Bu Kkatsayilar

R (x)=>_qU;(x) esitliginde yerine yazildiginda n. mertebeden sabit katsayili adi
i=0

lineer diferansiyel denklemler igin ikinci ¢esit Chebyshev polinomu cinsinden m.

mertebeden yaklasim polinomu bulunmaktadir.

3.2.3. Sabit katsayih adi lineer diferansiyel denklemler i¢in iiciincii gesit

Chebyshev yaklasim metodu

m >0 yaklagim polinomunun mertebesi, N >1 diferansiyel denklemin mertebesi ve

g, sabit katsayilar olmak iizere (3.27) esitliginde y(x) = Zq.V. (X) esitligi yazilirsa

it
i=0

aoquvl zatquvl ) (339)

esitligi elde edilir. (3.39) esitliginde V,")(x) yerine (2.51) deki esitlik yazilirsa

m n m l[i_t)zﬂ _ _ i— i— I
aogqivi(x)+§at§qi 2. (-2) 2'_2kxl—2k—t[ kk](i(_zlfii)t).!

P LA i—k-1) (i-2k-1) !
_zathl 3 (-1 2'2“x'2k“( ) J(i _-R"(x)  (3.40)

1 ol k=0 —2k—'[—1) !

esitligi elde edilir. (3.40) esitligindeki x'2" ve x"#'* yerine (2.56) deki esitlik

yazildiginda ve elde edilen esitlik diizenlendiginde
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%] oy i~ 2k —t
| ) ey

Z Vi72k—t—2p(x) Z VI 2k—-t-2p+1 ) 1
p=0 p-

—Zath, 2. “2k—t— 1

t= i=t+1 k=0

Illtl)2
4 i _1k -k-1 -2k — 1
k (

[(”:Z;%]VMN o )( 2kpt 1] ﬂk24 o [ 2kp—t—1]

p=0

l[(i—Zk—t—%ﬂ . o
+ > vi_2k_t_2p(x)(I 2kt 1] =R (X) (3.41)

p-1

esitligi elde edilir. (3.41) esitligini

m . 7% [
% 2 AV (X Zan. 2, Gl Zan. 2 Gl =R (x)342)

=t t=1 i=t+1

esitligi ile yazabiliriz. (3.42) esitligindeki

k K ot -k i— .

Cl(t,i) =(_1) 2 (I K J(I(lz—fk—)tl)' (342&)
k K At -_k_l i— —1):

Cohy = (-1)2 [' ) j—(i(lmfk—ti)ll)! (3.42b)

ve

"(i—zk—t%u ok |l -2k t/ﬂ ok
dl:(t,i) = Z Vi—2k—t—2p(x)[l tJ"‘ Z Vi 2p+1 )(I 2_1 t] (3.42c¢)

p=0 p p
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k [ i~ 2k—t-1
d2(t,i) = Z Vi—2k—t—2p—l(x)[ j+
p-0

p

ﬂ(i—zk—t—l%]] L
> vi_zk_t_zp(X)[' 2:)(_; 1] (3.42d)

esitlikleri yardimiyla hesaplanmaktadir. (3.42) esitligi ve (3.42a), (3.42b), (3.42c) ve
(3.42d) kosullar1 yardimiyla ¢; katsayilari bulunmaktadir. Bulunan ¢, katsayilar

R"(x)=>Y.aV;(x) seri agiliminda yerine yazildiginda n. mertebeden sabit katsay1l

i=0
adi lineer diferansiyel denklemin iigiincii ¢esit Chebyshev polinomu cinsinden m.

mertebeden yaklasim polinomu elde edilmektedir.

3.2.4. Sabit katsayih adi lineer diferansiyel denklemler i¢in dordiincii gesit

Chebyshev yaklasim metodu

m >0 yaklasim polinomunun mertebesi, n >1 diferansiyel denklemin mertebesi ve

g, sabit katsayilar olmak iizere (3.27) esitliginde y(x) = Zqui (X) esitligi yazilirsa
i=0

oy > W, (x)+ ZathiWi(t)(x): f(x) (3.43)
esitligi elde edilir. (3.43) esitliginde W,")(x) yerine (2.53) deki esitlik yazilirsa

. . w [ K (i-26) !
aogqiwi(x)+t=l a, 2 a, 0 (—1)k 2i—2kxi—2k—t{ kkj(i(_zik_)t)-!

n ) H(i—t—l%ﬂ e RPN
Fafa g e (CUEERRG e

1 il k=0 -2k -t —1) |

k=

elde edilir. (3.44) esitligindeki x"*' ve x"**' yerine (2.57) deki esitlik

yazildiginda ve elde edilen esitlik diizenlendiginde
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) i ) {[(H%ﬂ . . | [[(ifzkft%ﬂ ok
sganerSae g (g 3 et )

u(l-zk-%ll ok i i u(i—t—lgﬂ e o 1) 1
- 3 Wl 2 Sa T e

p-1

p=1 t=1 i=t+1
|,(' ~2kt- 1)/H ﬂ(i—Zk—t—l)/]] _
i—2k-t-1 2 i—2k-t-1
Z i—2k—t-2p— 1 [ ]_ Z WiZkth(X)( J = F\,{,n(X) (3.45)
p p=1 p_l
esitligi elde edilir. (3.45) esitligini
m n m |[ Iit)zﬂ n m "(iiti%ﬂ
aozqi +zatzq| Z Cl?n 1( +Zat Z qi Z Czrt,i)dZE(t,i) = F\Ar,n (X) (346)
i=0 t= i=t t=1 i=t+1 k=0
esitligi ile yazabiliriz. (3.46) esitligindeki
=k (i—2k)!
K (Zq) o J .
Cl(t,|) ( ) ( K j (l _ 2k —t)' (3 463.)
C(aypor[iK=1) (i-2k 1)
Copey = (=1)°2 [ ) j—(. T (3.46b)
ve
k I,i—2k—t/ﬂ okt |[| 2k—t/ﬂ oy
dl(t,i) = z i—2k—t— 2p ( }_ Z P2kt 2p+1 )( j (3.46¢)
p p-1
[’(i—zk—t—l%ﬂ . [’(i—zk—t—lyﬂ
i—-2k-t-1 i—2k-t-1
dZE(t,i) = Z Wi—2k—t—2p—1(x)[ J_ Z W, zp( )[ ] (3.46d)
p=0 p p=1 p_l

esitlikleri yardimiyla hesaplanmaktadir. (3.46) esitligi ve (3.46a), (3.46b), (3.46¢) ve
(3.46d) kosullar1 yardimiyla q; katsayilari bulunmaktadir. Bulunan q; katsayilar
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Ri' (X)=D_aqW,(x) seri agihimmnda yerine yazilhigmda n. mertebeden sabit

i=0
katsayili adi lineer diferansiyel denklemin doérdiincii gesit Chebyshev polinomu

cinsinden m. mertebeden yaklasim polinomu elde edilmektedir.

3.3. Degisken Katsayih Adi Lineer Diferansiyel Denklemler i¢in Chebyshev
Yaklasim Metotlan

(3.1) denkleminde p, (X) =, (X), o (X)=t(X), ... p,(X)=e,(X) olmak iizere

a, (X)y(X)+ 2 (x)y" (x) = f (x) 20 (3.47)

esitligi degisken katsayili adi lineer diferansiyel denklemini gostermektedir.
Asagidaki adimlar izlenerek degisken katsayili adi lineer diferansiyel denklemi i¢in

Chebyshev yaklagim metodu elde edilmektedir.

d d
1. Adm:  ay(x)= Zﬁs(o)xs .o (x)= Zﬁs(t)xs (t>1) olarak almir ve

y(x):iqigﬁ,(x) (4 (X)=T, (x),U, (x),V, (X),W,(x)) esitligi (3.47) esitligindeki

y(x) ve y(t) (X) de yerine yazilir,

2. Adim: 1. Adim sonucu elde edilecek esitikte ¢ (x) yerine (2.24), (2.27), (2.30) ve

(2.33) deki Chebyshev polinomlar icin alternatif esitlikleri ve @ (x) yerine (2.47),

(2.49), (2.51) ve (2.53) deki Chebyshev polinomlar1 igin tiirev esitlikleri yerine

yazilir,

3. Adm: 2. Adim sonucu elde edilen esitlikteki X" (n>1) parametrelerini

Chebyshev polinomlart cinsinden gostermek igin (2.54), (2.55), (2.56) ve (2.57)

esitlikleri yerine yazilir,
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4. Adim: 3. Adim sonucunda elde edilecek esitlik @, bilinmeyen katsayilari ve
¢i(x) Chebyshev polinomlar1 cinsinden elde edilmektedir. Elde edilen bu esitligi

daha sade bir esitlik haline getirmek i¢in esitlige farkli parametreler atanir.

3.3.1. Degisken katsayih adi lineer diferansiyel denklemler i¢in birinci cesit

Chebyshev yaklasim metodu

d d
(3.47) esitliginde o, (x)=> BOx, 121 olmak iizere ¢, (x)=>" AU alimir ve

s=0 s=0

m

y(x)= ZqiTi (X) esitligi yerine yazilirsa

ARTAI (=1 @9

esitligi elde edilir. (3.48) esitliginde T,

(x) yerine (2.24) esitligi ve T, (x) yerine

(2.47) deki esitlik yazildiginda

o oo @ i (i-k) & &
Zﬁs()zqiz_:(_l) oi-2 lX|2k+sﬂ( ) j+ > Zﬂi)zqi

ﬂ(l_)zﬂ i (i— i— I
(—l)k 2i—2k—1Xi—2k+s—t_( k}(( 2k) o Fm(X) (3.49)

& i—k\ k J(i-2k-t) 1 T

esitligi bulunur. (3.49) esitliginde x"**° ve X" yerine (2.54) deki esitlikler
yazildiginda
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=] i—2k+s i (i
_ n d . m 1 |_k
+ ZO Ti—2k+s—2p(x)[ j +Z ﬂs()ZQi Z Wﬁ( k j

(i—2k) 1 [ Ty(x)f TT2KHs
(i—2k—t) ![ 2 [(i—2k+5—t)2]

(i—2k+s—t% _
+[[ D ]T,2k+stZp(x)(l_ZKJS_tJ}=F{“(X) (3.50)
ve
14 =% ﬂ

d m i (1-k) 1 -2k +5s
0% ¢S (<) [
;ﬂs §q| k:()( ) I_k[ k ]25+1 ; i-2k+s— 2p [ p J

oo a D ik (i-2k) !
330350 T Fal i

|[(i—2k+s—t%]l
5 Ti_zm_t_zp(x)[

p=0

i—2k+s—tj

=F" 3.51
0 (x) (3.51)

esitlikleri elde edilmektedir. (3.50) ve (3.51) esitliklerini

d m m
S $a3 e, Y Ya ¥ el =R () (52

S i=0 k=0 t=1 s=0 =t k=0

el = 1 pY (3.52a)
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i (i-k) (i—2k
_k( ) j—( TR Cooy =1(i,k =0) (3.52b)

(i— 2k +s—t) cift ise,

TO( ) I—2k+S t l[IZk+S_t/Il I—2k+S—t

d((is,) 5 2k +s— t/ i- 2k+s—t—2p(x)( D J (3.52c)

(i—2k +s—t) tek ise,

H(i—%ﬁ—t%ﬂ

s i—2k+s—t
d((lkt)) = Z Ti—2k+s—t—2p (X)( 0 j (3.52d)
p=0

esitlikleri yardimiyla hesaplanmaktadir. (3.52) esitligi ve (3.52a), (3.52b), (3.52c) ve
(3.52d) kosullart yardimiyla @; katsayilar1 bulunabilmektedir. Bulunan q; katsayilar

PTm(X)=ZqiTi(X) seri agiliminda yerine yazilarak degisken katsayili adi lineer
i-0

diferansiyel denklemin birinci ¢esit Chebyshev polinomu cinsinden yaklagim

polinomu bulunmaktadir.

3.3.2. Degisken katsayih adi lineer diferansiyel denklemler i¢in ikinci cesit
Chebyshev yaklasim metodu

d d
(3.47) esitliginde o, (X Z ,6’5(0 , t>1 olmak iizere o ( Z ﬁs(t X* almir ve
s=0

S=|

y(x) = iqu i (X) esitligi yerine yazilirsa
i=0

S AN TaU (03 SANT (=100 @5
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esitligi elde edilir. (3.53) esitliginde U, (x) yerine (2.27) esitligi ve U" (x) yerine

(2.49) esitligi yazilirsa

w8 k) o
> ﬂgo);qi > (_1) oi-2k X|—2k+s[| ) j_'_z_: Zﬂs(t)zqi

H(i—t)2]| . . - (i—2k) |

2 ZIZkXIka( k j(—"Fm(X) (3.54)

& i—2k-t) 1 T

—

d

esitligi bulunur. (3.54) esitliginde x"2*° ve X2 yerine (2.55) esitligi
yazildiginda

d i M]] . H(ifzms)zﬂ_
> A, (‘1)k[lkkjl U ges (X)+ 2 |—2k+s—2p+1Ui_2k+s_2p(X)

e 2 o 1-2k+s-p+l

»

n d m H(H%ﬂ " i— i— |
DI RID I iU
|l(i_2k+%ﬂi—2k+s—t—2 +1

; i—2k+s—t—pp+1

_|_

[

—+

Ui—2k+s—t—2p (X) = FUm (X) (3-55)

esitligi elde edilmektedir. (3.55) esitligini

d I[%ﬂ d m
I DWTIITED 3D TSI IR A ey 56)

m
s=0 i=0 k=0 t=1 s=0 i=t k=0

>

seklinde yazabiliriz. (3.56) esitligindeki
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el = %ﬂf’ (3.56a)

Chy = (—1){i LKJ% Cho) =1,k =0) (3.56h)
5

R R e LR (3:560)

esitlikleri yardimiyla hesaplanmaktadir. (3.56) esitligi ve (3.56a), (3.56b) ve (3.56¢)

kosullar1 yardimiyla q; katsayilar1 bulunabilmektedir. Bulunan q; katsayilar

Pum(x)=Z:qui (x) seri agiliminda yerine yazilarak degisken katsayili adi lineer
i=0

diferansiyel denklemin ikinci g¢esit Chebyshev polinomu cinsinden yaklagim

polinomu bulunmaktadir.

3.3.3. Degisken katsayih adi lineer diferansiyel denklemler i¢in iiciincii cesit

Chebyshev yaklasim metodu

d d
(3.47) esitliginde o, (x)=> AO%, 121 olmak iizere @, (x)= > AU alnir ve

s=0 s=0

m

y(x) = Zqui (X) esitligi yerine yazilirsa

S AT A (03 DA v (0= 1 (x) (357)

esitligi elde edilir. (3.57) esitliginde V,(x) yerine (2.30) esitligi ve V,"(x) yerine

(2.51) esitligi yazilirsa
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n (14 k "% o i—k—1
) ﬂS(O qu Z 2| -2k |2k+s (I ) ]_ ; (_1) 2|—2k—1X|—2k+s—1(I ) j

1

\%

S H(H%ﬂ K oizk yicokss—t [ 17K (i_2k) :
2 YA Al Y (-1 2 ( y Jm

t=1 s=0 i=t k=0

2N ZiZHXiZW1(i_t_lj(i(i_zlfl:i)1)! =R () (3:58)

esitligi bulunur. (3.58) esitliginde x'2¢*°, x'72k1  x2Kst ye xS yering

(2.56) esitligi yazildiginda

¢ o | N i
S50 SV H V) D Va5

H(i—2k+s+1%ﬂ

- S M0 2 r o

p=1 p -1 k
i-2k+s >1 i>1
(i-2k+s+1) (i-2k+s)
H 4]] I—2k+s-1 H /ﬂ i—2k+s-1
Z Vi—2k+s—2p+l (X) + Z —2k+s-2p ( _
P Pt
i— 2k+s >2

SRR k) (i-2K) !
DIDIWD I ICIE T

t=1 s=0

(i-2k+s-t) (i-2k+s-t+1)

|[ 4 -2k +s—t u 4 -2k +s—t

Z Vi—2k+s—t—2p (X) + Z Vi—2k+s—t—2 p+l (X) p _1 (359)
p=0

p p-1

i-2k+s-t > 1
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(i-t-1) (i-2k+s-t-1)
|[ KH ¢ 1 (1-k=1) (i-2k-1) ! l’ 4 i-2k+s-t-1
-2 (Do ol 2 Vi (X)
= 2k J(i-2k-t-1) Y gz TR p
i>t+1 i-2k+s-t > 1
|[(i—2k+s—t%]l )
—2k+s—-t-1
T Vizmtzp(x)(l i J —F"(x) (3.59a)
p=1 p-1
i—2k+s-t > 2
esitligi elde edilmektedir. (3.59)-(3.59a) esitligini
(i-)
A | gum) (59460 L3 V8
un Zes Cyii oy dagi) ~ Z € Cai i) aik) "‘Z Z un
s=0 i=0 k=0 k=0 t=1 s=0 =t
i>1
H(uft%ﬂ H(iftflgﬂ
t s,t s,t t s,t s,t m
> SRR WU LAY (360
i>t+l
seklinde yazabiliriz. (3.60) esitligindeki
v_ 1 50
& —Fﬂs (3.608)
. i—K) (i—2k)! e .
clﬁi;)):(—l)k( ) jm o =1li.k =0) (3.60b)
60 I—k-1) (i-2k-1)' (o) ..
Copin = (=1) ( ) jm Coo) =1i,k =0) (3.60c)
(i-2k+s-t) (i-2k-t+1)
(5) |l A‘ -2k +s-t ﬂ 4 -2k +s-t
dl(i,k): Z Vi—2k+s—t—2p(x) t Z Vi—2k+s—t—2p+1(X) 1 (3.60d)
p=0 P p=1 p-
i-2k-t >1
(i-2k+5-t-1) (i-2k-1)
5) |l 4 i-2k+s-t-1 u 4 i-2k+s-t
dz(i,k): pz_[; Vi—2k+s—t—2pfl(x) 0 u ; Vi—2k+s—t—2p(x) 0-1 (3.60e)

i-2k+s-t > 1 i-2k-t >2
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esitlikleri yardimiyla hesaplanmaktadir.. (3.60) esitligi ve (3.60a), (3.60b), (3.60c),
(3.60d) ve (3.60e) kosullart yardimiyla g; katsayilart bulunabilmektedir. Bulunan g,

m

katsayilar1 R (x)=>_q\V, (x) seri agihminda yerine yazilarak degisken katsayili adi

i=0
lineer diferansiyel denklemin tigiincii ¢esit Chebyshev polinomu cinsinden yaklasim
polinomu bulunmaktadir.

3.3.4. Degisken katsayih adi lineer diferansiyel denklemler i¢in dordiincii cesit

Chebyshev yaklasim metodu

d d
(3.47) esitliginde o, (x)=> BO%, 121 olmak iizere ¢, (x)=>, AU alimir ve

s=0 s=0

qW, (x) esitligi yerine yazilirsa

<
—_
>
—
I
o

S A0S qw(x)+3 S A0S g (x) = £ (x) (3.61)

esitligi elde edilir. (3.61) esitliginde W, (X) yerine (2.33) esitligi ve V\/i(t) (X) yerine

(2.53) esitligi yazilirsa

o o |14 oy o
Zﬂs(O)zqi (_1)k 2i—2kXi—2k+s(| kk}r z (_1)k 2i—2k—1Xi—2k+s—1(| t 1]

i>1

o (1] o
3 EmSal 3 apameme (L] 20

(i—-2k—t) !

34

K i-2k-1,i-2k+s—t-1 i-k-1 (i_2k_1)! _EM
P (2 ( k j(i—Zk—t—l)! =R () (362

i>t+l
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esitligi bulunur. (3.62) esitliginde x'™2°, x'72ks? = xi2est ye x2S yering

(2.57) esitligi yazildiginda

d m (21 ik ﬂ(l zmyﬂ i 2k
;ﬂs(()) — qi — (_1 %(I k j Z i—2k+s— 2p )[I p +SJ

_u(i_2§+l%HWi2k+sz - (X)[i —2K+ Sj H(Igﬂ( ) ( N E _1j

p—1 p-1

i—-2k+s > 1 i>1

H('Zg% ﬂWi_2k+s_2p_l " (i _2k+s —1j _ﬂ('g% ﬂv\/i_2k+s_2p (X)(i _ok+s —1)

p p-1

i-2k+s > 1 i—2k+s >2

DYDY ﬂgﬂ zf_t ['ﬁ% {[IZ;/H Wy oo [ 2k+s-tj

t=1 s=0 i=t k=0 p=0 p

A1 i_2k+s_t] =] 1 (i—k—lj (i-2k-1) 1
(

— W. -1) — _—_—
; |2k+st2p+1(X)[ p—1 + Z ( )254 k i—2k—t—1)!

i—2k+s-t > 1 i>t+4l

“(i—Zkﬂ—Hy“ et U(ifzmsf%ﬂ estit
) vv.wpl(x)[' s ] ¥ vviZkMp(x)[' s ]:Fvnx)(g.es)

p pl p-1

i-2k+s-t > 2

esitligi elde edilmektedir. (3.63) esitligini

. Hf‘ . H

+ e§t>c2§§;;>)d (-S,’ﬁ)> =F(x) (3.64)



58

seklinde yazabiliriz. (3.64) esitligindeki

el = %ﬂ?) (3.643)
60 _ (1K) =2 o gy
Cii) = (_ 1) ( K ]m : Cl(oyto) —1(|, k= 0) (3.64b)
60 _ (iK1 (i =2k=1)! ey
Cai) = (_1) ( K jm, C2(0.0) —1(I, k= 0) (3.64c¢)
» [ Cassny | -2k 45—t
dl(i,‘k) = ZS Wi—2k+s—t—2p (X)( 0 j— ; V\/i_2k+s_t_2p+1 (X)[ ~ ] (3.64d)
" i-2k-t >1
(i-2k+s-t-1) (i-2k-t)
(s2) w 4 i-2k+s-t-1 [[ 4 i-2k+s-t-1
dz(i,k) = Z,) \Ni—2k+s—t—2p—1<x) 0 - Z;, Wi 512 (X) 0-1 (3.64e)
p= p=
i-2k-t >2

esitlikleri yardimiyla hesaplanmaktadir. (3.64) esitligi ve (3.64a), (3.64b), (3.64c),
(3.64d) ve (3.64e) kosullart yardimiyla g; katsayilart bulunabilmektedir. Bulunan g,

katsayilar1 R} (X) =Z:qu\/i (X) seri agiliminda yerine yazilarak degisken katsayili

i=0
adi lineer diferansiyel denklemin dordiincii gesit Chebyshev polinomu cinsinden

yaklasim polinomu bulunmaktadir.

3.4. Birinci Mertebeden Sabit Katsayilh Adi Lineer Diferansiyel Denklem i¢in
Chebyshev Yaklasim Metotlar:

(3.1) esitliginde n=1 ve «,, o, €R olmak iizere p,(X)=c, Ve p,(X)=q, almrsa

ay'(X)+apy(x)=f(x)=0 (3.65)

birinci mertebeden sabit katsayili adi lineer diferansiyel denklemi elde edilir.
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3.4.1. Birinci mertebeden sabit katsayil adi lineer diferansiyel denklem icin

birinci ¢esit Chebyshev yaklasim metodu

(3.65) esitliginde

y(x)=2.aT(x) (3.66)

birinci ¢esit Chebyshev polinomlari cinsinden seri agilimini yerine yazarsak

a(z qT (x)], +aOiZ:;qiTi (x)=F"(x) (3.67)

i=0

olur. Buradan

m

aliqm'(x)mozqm(x>= F" () (3.68)

i=0

esitligi elde edilir. Bu esitlikteki T,(X) in ilk dokuz teriminin birinci mertebeden

tiirevinin birinci ¢esit Chebyshev polinomlari cinsinden gdsterimi
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seklindedir. (3.69) deki esitlikler yardimiyla da T,(x) in birinci mertebeden tiirevleri

asagidaki esitlikler yardimiyla da

2
2iT,.1 (), i>1 cift ise
T/ (x)=10, i=0 ise (3.70)
2]
=T,y (X)+ D 2T, (x), i>1 tek ise

hesaplanabilmektedir. i >0 olmak tizere C, katsayilar1 (3.8) deki esitlik kullanilarak

hesaplanmaktadir. (3.68) esitligindeki T, (x)"' ler (3.70) deki esitlikler yardimiyla
tiirevlerinden kurtarilarak T,(x) ler cinsinden bir esitlik elde edilir. Elde edilen
esitligin sag ve sol tarafi T,(x) ler cinsinden oldugundan T,(x) lerin katsayilari
esitlenip elde edilen lineer denklem sistemleri ile g, katsayilart bulunur. m yaklasim
polinomunun mertebesi ve i=0, 1, 2, ..., m olmak lizere q, katsayilar1 asagidaki

esitlikler yardimiyla da

i=0 ise,

[

C
?O =00, + o kZ; (2k +l) Qa1 (3.71)
m>1

ve i>1 ise,



aoqm’

61

i=m ise
1<i<m-1 tek ise

(3.72)

(4K +2) 0y, 1<i<m-1 cift ise

hesaplanabilmektedir. (3.71) ve (3.72) esitlikleri yardimiyla bulunan ¢, degerleri

m

R"(x)=Y.qT,(x) esitliginde yerine yazilarak (3.65) deki birinci mertebeden sabit

i=0

katsayili adi lineer diferansiyel denklemin birinci ¢esit Chebyshev polinomlari

cinsinden m. mertebeden yaklasim polinomu elde edilmektedir.

3.4.2. Birinci mertebeden sabit katsayih adi lineer diferansiyel denklem i¢in

ikinci ¢esit Chebyshev yaklasim metodu

(3.65) esitliginde
Y(X)quiUi(X) (3.73)
i=0

ikinci ¢esit Chebyshev polinomlari cinsinden seri agilimini yerine yazarsak

o 3au, (9] a3 au, (0= (1) @75)

i=0 i=0

olur. Buradan

2,2, GU; () +a, 2, qU; ()= R (x) (3.75)

i=1 i=0
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esitligi elde edilir. Bu esitlikteki U, (x) in ilk dokuz teriminin birinci mertebeden

tiirevinin ikinci ¢esit Chebyshev polinomlari cinsinden gosterimi

X)=160x* —96x” +6 = 2U ,(x)+ 6U ,(x)+10U ,(x)

(
(

U, (x)=384x° —320x® + 48x = 4U, (x)+8U,(x)+ 12U, (x)
(

U, (x)=896x° —960x* +240x? —8 = 2U,,(x)+6U,(x)+10U ,(x)+14U(x)

!

U, (x)=2048x" —2688x° +960x> —80x = 4U, (x)+8U (x)+12U, (x) + 16U, (x)

(3.76)

seklindedir. Yukaridaki (3.76) esitlikleri yardimiyla U,(x) in birinci mertebeden

tiirevleri asagidaki esitlikler yardimiyla da

2]

4kU,,, (X)), i>1 cift ise

Ui'(x)= 0, i=0 ise
A

(4k +2)U,, (x), i>1 tek ise

(3.77)

hesaplanabilmektedir. 1>0 olmak tizere C, katsayilar1 (3.14) deki esitlik

kullanilarak hesaplanmaktadir. (3.75) esitligindeki U, (X) > ler (3.77) deki esitlikler

yardimiyla tiirevlerinden kurtarilarak U, (X) ler cinsinden bir esitlik elde edilir. (3.75)
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deki esitligin sag ve sol tarafi U, (x) ler cinsinden oldugundan U, (x) lerin katsayilari
esitlenip elde edilen lineer denklem sistemleri ile g, katsayilart bulunur. m yaklasim
polinomunun mertebesi ve i=0, 1, 2, ..., m olmak iizere , katsayilar1 asagidaki

esitlikler yardimiyla da

i =0 igin,
%]
Co =0y + 2 Z Uoksa (3.78)
k=0
m2>1
ve i >1 i¢in,
0, i=m ise
ol | N
. aoq,+alk£(2l+2)q2k, 1<i<m-1 tek ise (3.79)
2
U(m—l%u
a+a, Y, (4i+2)0,,,  1<i<m-1gift ise
o
2

hesaplanabilmektedir. (3.78) ve (3.79) esitlikleri yardimiyla bulunan ¢, degerleri
R (x)=>_qU, () esitliginde yerine yazilarak (3.65) deki birinci mertebeden sabit
i=0

katsayili adi lineer diferansiyel denklemin ikinci gesit Chebyshev polinomlari

cinsinden m. mertebeden yaklasim polinomu elde edilmektedir.

3.4.3. Birinci mertebeden sabit katsayil adi lineer diferansiyel denklem icin

iiciincii cesit Chebyshev yaklasim metodu

(3.65) esitliginde

y(x)= Zqivi (x) (3.80)
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ticiincii ¢esit Chebyshev polinomlar: cinsinden seri agilimini yerine yazarsak

a(z 4V, (x)j e, Y0V, (x) = R (%) (3.81)
olur. Buradan

alzm:qivi’ (x)+aoiqivi (x)=FR"(x) (3.82)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte V,(X) in ilk dokuz teriminin birinci mertebeden

tiirevinin ti¢iincii ¢esit Chebyshev polinomlari cinsinden gosterimi

= 6V, (x)+ 4V, (x)+ 8V, (x)+ 2V,(x)+10V, (x)

’

V, (x)=1384x> —160x* —320x° + 96x* + 48X — 6
= 6V, (X)+ 8V, (X)+ 4V, (x)+10V, (x)+ 2V, (x) + 12V, (x)

’

V, (x)=896x° —384x° —960x* + 320%> + 240x* —48x —8
=8V, (x)+ 6V, (X)+10V, (x)+ 4V, (x)+ 12V, (x) + 2V, (x) + 14V, (x)

!

V, (x)=2048x" —896x° —2688x° +960x* + 960x* — 240x* —80x +8 (3.83)
=8V, (x)+10V, (X)+ 6V, (x) +12V, (x) + 4V, (x) + 14V, (x) + 2V, (x) + 16V, (x)

seklindedir. (3.83) deki esitlikler yardimyla V,(x) in birinci mertebeden tiirevleri

asagidaki esitlikler yardimiyla da
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WA A
(i—2K)Vy (x)+ D (i+2k)Vy 4 (X), i>1 cift ise
V) (x)=10, i=0 ise  (3.84)
A 12
(i+2k +1)V,, ( +z —2k+1)V,,,(x), 121 tek ise

hesaplanabilmektedir. 1>0 olmak tizere C, katsayilari (3.20) deki esitlik

kullanilarak hesaplanmaktadir. (3.82) esitligindeki V. ( )’ ler (3.84) deki esitlikler

yardimiyla tiirevlerinden kurtarilarak V,(x) ler cinsinden bir esitlik elde edilir. (3.82)
deki esitligin sag ve sol tarafi V,(x) ler cinsinden oldugundan V,(x) lerin katsayilari
esitlenip elde edilen lineer denklem sistemleri ile bilinmeyen ¢, katsayilar1 bulunur.

m yaklagim polinomunun mertebesi ve 1=0,1 2, ..., m olmak iizere g

katsayilar1 agsagidaki esitlikler yardimiyla da

i =0 igin,
e A
Co=a,0, + kz_ll 2kd, , t ; 2kaq,, (3.85)
m ; 1 m ; 2
ve i >1 i¢in,
a,0;, i=m ise
) "%
o)ttt D (2k+i+1)0y +ay Y. 2Ky, 1<i<m-1 tek ise (3.86)
i i+1 k=0

(m—i+%” (m—i%“
ati+a Y, (2K+2)0y tay Y. 2KGy,, 1<i<m-1 cift ise

k=1 k=0
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hesaplanabilmektedir. (3.85) ve (3.86) esitlikleri yardimiyla bulunan ¢, degerleri

R"(x)=Y.aV;(x) esitliginde yerine yazilarak (3.65) deki birinci mertebeden sabit

i=0
katsayili adi lineer diferansiyel denklemin {igiincii ¢esit Chebyshev polinomlari

cinsinden m. mertebeden yaklasim polinomu elde edilmektedir.

3.4.4. Birinci mertebeden sabit katsayili adi lineer diferansiyel denklem icin

dordiincii ¢esit Chebyshev yaklasim metodu

(3.65) esitliginde

y(x)= gqiwi (%) (387)

dordiincii ¢esit Chebyshev polinomlari cinsinden seri ag¢ilimini yerine yazarsak

al(iqiwi (x)j' +aoiZ::qui (x)=FD (x) (3.88)

i=0

olur. Buradan

&> W, (X)+ Y aW, () = Ry (x) (3.89)

esitligi elde edilir. Bu esitlikteki W, (x) in ilk dokuz teriminin birinci tiirevinin

dordiincii ¢esit Chebyshev polinomlari cinsinden gosterimi

!

W, (x)=64x° +24x> — 24X — 4 = —4W,(x)+ BW, () — 2W, (x) + 8W, (x) (3.90)
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!

W, (x)=160x* + 64x> —96x* — 24x + 6
= 6W, (X)_ 4w, (X) +8W, (X)_ 2W, (X) +10W, (X)

!’

W, (x)=384x°> +160x"* —320x® —96x* + 48x + 6
= —BW () + 8W, (x) — AW, (x) + 10Ws (x) — 20, (x) + 120, (x)

!

W, (x)=896x° +384x> —960x* —320x> + 240x* + 48x —8
= 8W, (x) — BW, (X)+10W, (x) — 4W, (x) +12W, (x) — 2W, (x) + 14W, (x)

!

W, (x)=2048x" +896x° — 2688x° —960x* +960x°> + 240x* —80x —8 (3.90a)
= —8W,, (X)+10W, (x) — 6W,, (X )+ 12W, (x) — 4W, (x) + 14W, (x ) — 2W, (x) + 16W, (x)

seklindedir. (3.90)-(3.90a) daki esitlikler yardimiyla W, (x) in birinci mertebeden

tirevleri asagidaki esitlikler yardimiyla da

A A _ o
=) (i = 2K)Wy (X)+ > (i + 2K )Wy, (X), i>1 cift ise
W/ (x) = 0, _ i=0 ise  (3.91)
"y iy o
(i+ 2k + L)Wy (x) = > (i = 2k + L)W,y , (), i>1 tek ise

hesaplanabilmektedir. 1>0 olmak tizere C, katsayilari (3.26) deki esitlik

kullanilarak hesaplanmaktadir. (3.89) deki esitligindeki Wi'(X)’ ler (3.91) deki
esitlikler yardimiyla tiirevlerinden kurtarilarak W, (X) ler cinsinden bir esitlik elde

edilir. (3.89) deki esitligin sag ve sol tarafi W, (x) ler cinsinden oldugundan W, (x)

lerin katsayilar1 esitlenip elde edilen lineer denklem sistemleri ile esitligin sol

tarafindaki bilinmeyen @, katsayilart bulunur. m yaklasim polinomunun mertebesi

ve i=0,1 2, ..., molmak iizere ¢, katsayilari asagidaki esitlikler yardimiyla da

I =0 igin,
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%] 24
Co=a0, + Z 2kdy , —a Z 2Ka,, (3.92)
k=1 k=1
m>1 m>2
ve i >1 i¢in,
a0 i=m ise
(m-i)
o i | |
c. ol +alkzi;1(2k+|+l)q2k ~a, kZ(; 2K, l<ism-Ttek ise 5 gq
)
(m—i+%” (m—i%u
adi+a, Y, (2Kk+20)0y—ay Y, 2Kdy,, 1<i<m-1 ift ise
k=1 k=0

hesaplanabilmektedir. (3.92) ve (3.93) esitlikleri yardimiyla bulunan ¢; degerleri

R (X)=>_aW,(x) esitliginde yerine yazilarak (3.65) deki birinci mertebeden sabit

i=0
katsayili adi lineer diferansiyel denklemin dordiincii gesit Chebyshev polinomlari

cinsinden m. mertebeden yaklasim polinomu elde edilmektedir.

3.5. lIkinci Mertebeden Sabit Katsayii Adi Lineer Diferansiyel Denklemler
icin Chebyshev Yaklasim Metotlari

n=2 ve p(X)=c,, p(X)=cq Ve p,(X)=a, sabitler olmak iizere (3.1)

denkleminde yerine yazilirsa

a,Y" (X)+ay (X)+ ey (x) = f () (3.94)

ikinci mertebeden sabit katsayili adi lineer diferansiyel denklemi elde edilir.
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3.5.1. ikinci mertebeden sabit katsayih adi lineer diferansiyel denklemler icin

birinci ¢esit Chebyshev yaklasim metodu

(3.94) esitliginde

y(x)=2.aT(x) (3.95)

birinci ¢esit Chebyshev polinomlari cinsinden seri agilimini yerine yazarsak

“ [qu (X)j +“1(i‘”‘ (X)J F @) qT, (X)=F (x) (3.96)
bulunur. Buradan
aZiqiTi"(X)—i_aliqi-ri,(x)—i_aoiqi-ri (x)=F"(x) (3.97)

esitligi elde edilir. Bu esitlikteki T.(x) in ilk dokuz teriminin ikinci mertebeden

tiirevinin birinci ¢esit Chebyshev polinomlari cinsinden gdsterimi

T, (x)=0
T, (x)=0
T, (x)=4=4T,(x)
T, (x) = 24x = 24T, (x)

—

X)=96x” —16 = 32T, (x)+ 48T, (x)

4

)=

()
T, ()
(x)=
(x)

320x°® —120x = 120T,(x)+80T,(x)

TB' X)=960x* —576x? + 36 = 108T,(x)+192T,(x)+120T,(x)

T," (x) = 2688x° — 2240x° + 336x = 336T, (x) + 280T, (x) + 168T, (x)

T,  (X)=7168Tx° —7680x* +1920x* — 64

(3.98)
— 256T, (X )+ 480T, () + 384T, (X)+ 224T, (X)
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seklindedir. (3.98) deki esitlikler yardimiyla T,(x) in ikinci mertebeden tiirevleri

asagidaki esitlik yardimiyla da

_[ngo(x)J(gf 2i(i2_24k2]T2k(x), i>2 cift ise

T."(x): 0, 1=0,1 ise (3.99)

> (i = (2k 1) Tys (%), i>2 tek ise

bulunabilmektedir. i >0 olmak tizere C, katsayilari (3.8) deki esitlik kullanilarak

hesaplanmaktadir. (3.97) deki esitligin sol tarafinda bulunan T(x) ve T/(x)" ler

sirasiyla (3.70) ve (3.99) deki esitlikler yardimiyla birinci ve ikinci mertebeden
tiirevlerinden kurtarilarak T,(x) ler cinsinden bir esitlik elde edilir. (3.97) deki

esitligin sag ve sol tarafi T,(x) ler cinsinden oldugundan T,(x) lerin katsayilari

esitlenip elde edilen lineer denklem sistemleri ile esitligin sol tarafindaki bilinmeyen

q; katsayilari bulunur. m yaklasim polinomunun mertebesi ve i=0, 1, 2, ..., m

olmak tizere q; katsayilar asagidaki esitlikler yardimiyla da
i=0 ise,

el 24

C
70 = a0, + oy ; (2k +1) 0., + @, z 4k*q,, (3.100)
= k=0
m=>1

ve i>1 ise,
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o0, i=m ise

W "%

a0 +ay ) 4ka, +a Ak (2K +1) (K +1) i, 1<i<m-1 tek ise
Ci: 0 1k_zi+:l ok T2 k_z”l ( )( ) 2k (3.101)
2 2

& )

oG+, Y, (k420 ta, Y Ak(2k+i)(k+i)ay,;, 1<i<m-1 gift ise
l k=0
2

hesaplanabilmektedir. (3.100) ve (3.101) yardimiyla bulunan q; degerleri
P"(x)= ZQiTi (x) esitliginde yerine yazilarak (3.94) deki ikinci mertebeden sabit
i=0

katsayil1 adi lineer diferansiyel denklemi icin birinci ¢esit Chebyshev polinomlari

cinsinden m. mertebeden yaklasim polinomu elde edilmektedir.

3.5.2. ikinci mertebeden sabit katsayih adi lineer diferansiyel denklemler icin
ikinci ¢esit Chebyshev yaklasim metodu
(3.94) esitliginde
y(x)=>qU;(x) (3.102)

i=0

ikinci ¢esit Chebyshev polinomlari cinsinden seri agilimini yerine yazarsak

o, (z qU. (x)j” +al(i qU., (x)j, +a0§):qiui (x)=F! () (3.103)

i=0

30U, (X)+@, > qU; (x)+ 23 aU, (x)= R (x) (3.104)
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esitligi elde edilir. Bu esitlikteki U, (x) in ilk dokuz teriminin ikinci mertebeden

tiirevinin ikinci ¢esit Chebyshev polinomlari cinsinden gosterimi

”

U, (x)=14336x® —13440x" + 2880x* —80

(3.105)
=80U, (x)+ 216U, (x)+ 280U, (x) + 224U ; (x)

seklindedir. 120 olmak tizere C; katsayilart (3.14) deki esitlik kullanilarak

hesaplanmaktadir. (3.104) daki esitligin sol tarafinda bulunan U," (X) ve U/ (X) > ler
sirastyla (3.105) ve (3.70) deki esitlikler yardimiyla tiirevlerinden kurtarilarak U, (X)
ler cinsinden bir esitlik elde edilir. (3.104) daki esitligin sag ve sol tarafi Ui(X) ler
cinsinden oldugundan U;(x) lerin katsayilari esitlenip elde edilen lineer denklem
sistemleri ile esitligin sol tarafindaki bilinmeyen Q; katsayilari bulunur. m yaklasim
polinomunun mertebesi ve i=0, 1, 2, ..., m olmak iizere , katsayilar1 agsagidaki

esitlikler yardimiyla da

i =0 igin,

%] )
C, =, + 20, kZ: Upey + 1, kZ; 4k (k +1) (3.106)

m>1 m>1
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ve i >1 i¢in,

a0 i=m ise

; "]
7] 2
. o+ Y (214+2)0, +a, Y, Ak(i+1)(k+i+1)qy,; ,  1<i<m-1 tek ise (3.107)

gttt k=0
2

"] ("%
aGi+a, Y. (242)0y,+a, Y, Ak(i+1)(k+j+1)a,,; . 1<i<m-1 cift ise
k=0

K="
2

hesaplanabilmektedir. (3.106) ve (3.107) esitlikleri yardimiyla bulunan ¢, degerleri

R (x)=>_qU;(x) esitliginde yerine yazilarak (3.94) deki ikinci mertebeden sabit
i=0

katsayili adi lineer diferansiyel denklemi igin ikinci ¢esit Chebyshev polinomlari

cinsinden m. mertebeden yaklasim polinomu elde edilmektedir.

3.5.3. ikinci mertebeden sabit katsayil adi lineer diferansiyel denklemler igin

iiciincii ¢cesit Chebyshev yaklasim metodu

(3.94) esitlignde
y(X)ziqui(X) (3.108)

i=0

tiglincii ¢esit Chebyshev polinomlari cinsinden seri agilimini yerine yazarsak

i=0

QZ(iqui(x)j +al[iqivi(x)J +a0_zm:qivi(x): R (X) (3.109)
olur. Buradan

az_zm:qivi" (x)+ alzm:qivi' (x)+ aozm:qivi (x)=FR"(x) (3.110)
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esitligi elde edilir. Bu esitlikte V,(x) in ilk dokuz teriminin ikinci mertebeden

tiirevinin ti¢iincii ¢esit Chebyshev polinomlari cinsinden gésterimi

V, (x)=0

v, (x)=0

V, (x)=8=8V,(x)

V, (x)=48x—16 =16V, (x)+ 24V, (x)

V, (x)=192x — 48x —12 = 48V, () + 24V, (x)+ 48V, (x)

V, (x)=640%° —192x2 —192x + 24 = 72V, (x) + 96V, (x) + 32V, (x) + 80V, (X)
V, (x)=1920x* —640x® — 960X +192x + 48

=144V, (x)+ 96V, (x)+160V, (x) + 40V, (x)+120V, (x)

”

V, (x)=5376x° —1920x* —3840x° + 960x” + 480x — 48
=192V, (x)+ 240V, (x)+ 120V, (x)+ 240V, (x) + 48V, (x) + 168V, (x)

V,' (x) =14336x° —5376x° —13440x" +3840x° + 2880x” — 480X —80
=320V, (X )+ 240V, (X) + 360V, (X) +144V, (X) (3.111)
+336V, (X)+56V; (x)+ 224V, (x)

1>0 olmak tizere C, katsayilar1 (3.17) deki esitlik kullanilarak hesaplanmaktadir.

(3.110) deki esitligin sol tarafinda bulunan V;" (x) ve V;'(x)’ler sirastyla (3.111) ve
(3.84) deki esitlikler yardimiyla tiirevlerinden kurtarilarak V;(x) ler cinsinden bir
esitlik elde edilir. (3.110) deki esitligin sag ve sol tarafi V,(x) ler cinsinden
oldugundan V, (X) lerin katsayilari esitlenip elde edilen lineer denklem sistemleri ile
esitligin sol tarafindaki bilinmeyen ¢, katsayilar1 bulunur. m yaklagim polinomunun

mertebesi ve 1=0, 1, 2, ..., m olmak lizere Q, katsayilar1 asagidaki esitlikler

yardimiyla da

i =0 igin,
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("% W W W,
Co=at+ ; 2KGy + 04 kz; A kz; 4k(k+l)q2k ta, kz; 4k(k+1) Oy (3:112)
ne1 ms2 ns2 nsa
ve i >1 i¢in,
.0, i=m ise
b %]
a0 +a Zl(ZK +i+1) Oyt Y, 2Khy,
i+l k=0
2
)
+a, 4k (k +i+1)(k+1)q,,
k=0
"4
Co=1+a, > ak(k+i+1)(k+i)0y,, 1<i<m-1 tek ise
k=0
|l(m—i+:%]| |l(m—%]|
o + o Z (2k+2i)q2k+i—1+al Z 2Ka,,,;
k1 Py
4
+a, Y, Ak(K+i+1)(k+i)0y,
k= (3.113)
)
+a, Y Ak(K+i+1)(k+1) 0.0 1<i<m-1 gift ise
k=0

hesaplanabilmektedir. (3.112) ve (3.113) esitlikleri yardimiyla bulunan @, degerleri
R"(x)=Y.aV;(x) esitligindede yerine yazilarak (3.94) deki ikinci mertebeden sabit
i=0

katsayili adi lineer diferansiyel denklemi i¢in {i¢iincli ¢esit Chebyshev polinomlari

cinsinden m. mertebeden yaklasim polinomu elde edilmektedir.
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3.5.4. Ikinci mertebeden sabit katsayih adi lineer diferansiyel denklemler icin

dordiincii ¢esit Chebyshev yaklasim metodu

(3.94) esitliginde

y(x)= 2qiwi (x) (3.114)

a, (i qw, (x)j” +a (i A (x)jl + aog qW, (x) =Ry (x) (3.115)

olur. Buradan

m

&> QW (X)+, D W, (X)+ > aW, () = Ry () (3.116)

i=2

esitligi elde edilir. Bu esitlikteki W, (x) in ilk dokuz teriminin ikinci mertebeden

tiirevinin dordiincii ¢esit Chebyshev polinomlari cinsinden gosterimi

)
X)=192x? + 48X — 24 = 48W, (x)— 24W, (x )+ 48W, (x)
X) = 640%° +192x? —192X — 24 = ~72W, (x) + 96W, (x) — 32W, (x) + 80W, ()

X) =1920x"* + 640x° —960x> —192x + 48

(3.117)
= 144W, (X) — 96W, ( X) +L160W, (X) — 40, (X ) +120W, (X)
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”

W, (x)=5376x" +1920x* —3840x° —960x” + 480x + 48
= —192W, (x) + 240W, (x) —120W, (x) + 240W,(x) — 48W, (x )+ 168W, (x)

W, (x) =14336x° +5376x° —13440x* —3840x° + 2880x + 480X — 80
= 320W, (X) — 240W, (X) +360W, (X ) —144W, () (3.117a)
+336W, (X) —56W; (X) + 224W, (X)

seklindedir. i > 0 olmak iizere C, katsayilart (3.22) deki esitlik kullanilarak

hesaplanmaktadir. (3.116) deki esitligin sol tarafinda bulunan W," (x) ve W, (x)* ler
(3.117)-(3.117a) ve (3.91) daki esitlikler yardimiyla tiirevlerinden kurtarilarak W, (X)
ler cinsinden bir esitlik elde edilir. (3.116) deki esitligin sag ve sol tarafi W,(x) ler
cinsinden oldugundan W, (X) lerin katsayilar1 esitlenip elde edilen lineer denklem
sistemleri ile esitligin sol tarafindaki bilinmeyen Q; katsayilari bulunur. m yaklasim
polinomunun mertebesi ve i=0, 1, 2, ..., m olmak lizere g, katsayilari asagidaki

esitlikler yardimiyla da
i =0 igin,

%] 4 4 "% 2
C,=a0,+ ; quZH—algqukaglkZ;4k(k+1)q2k—a2 ; ak(k+1)q,, (3.118)

m>1 m>2 m>2 m=>3
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ve i >1 i¢in,

2,0 i=m ise

o "%
oG + Z (2k +1 +1)q2k - Z 2K i
k=0

k=1t
2

s
+a, Y. Ak(k+i+2)(k+i+1)0y,;,

"2

Co=1-a, >, Ak(k+i+1)(k+j)0y., 1<i<m-1 tek ise
k=1

[’(m—n%“ [’(m—i%ﬂ

a0 + Z (2k+2i)q2k+i—1_a1 Z 2K,
k=0

o

+oy Y, Ak(K+i+1)(k+10)ay;
k=1

%] (3.119)
—ay Y Ak(K+1)(K+i+1) 0y, 1<i<m-1 cift ise

k=0

hesaplanabilmektedir. (3.118) ve (3.119) esitlikleri yardimiyla bulunan g, degerleri

Ri' (X)=D_aW,(x) esitliginde yerine yazilarak (3.94) deki ikinci mertebeden sabit
i=0

katsayili adi lineer diferansiyel denklemi igin dordiincii gesit Chebyshev polinomlari

cinsinden m. mertebeden yaklasim polinomu PVU‘(X)yaklaslm polinomu elde

edilmektedir.



BOLUM 4. UYGULAMALAR

Ornek 4.1. y’+§y=3005(2x) (4.1)

Birinci mertebeden adi lineer diferansiyel denkleminde f (x)=3cos(2x)

fonksiyonunun F°(x), FJ(x), K’ (X) ve K¢ (X) yaklasim polinomlarini bulunuz.
Coziim 4.1.
1. F’(x) Yaklasim Polinomunu Bulma

n =6 icin (3.8) esitliginden

52 ()
%éscos[2COS((2k1—41)7zncos((zk1—41)nj |
2 (2k-1)7

C,=—") 3cos| 2cos _
2 7; 14 14

Cos

7 —
C3=EZ3COS 2¢0s (2k-1)7 cos

|
|
|

2 (2k-1) 7
_Z 2 )7
C, 7;3008 cos| ~—~ cos m

7 —
C5=223COS 2C0s (K-1)= cos| ——~2—
{ = 14 14

(4.2)
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’ 2k -1 6(2k -1
C,= zZ?,cos 2c0s (k= oS (2 -1z (4.2a)
V= 14 14
esitlikleri bulunur. (4.2)-(4.2a) deki esitlikler yardimiyla
% =0.6716723374880837, C = —6.344131569286608 %107,
C, =-2.1170041832902666 , C, = —6.344131569286608 <107,
C, =-0.20397582807718137, C, =-1.633613879091301x10*° ve

6
C; =—0.007347651144468004 bulunur. Bu degerler F’(x)= %TO (x)+ > CT,(x)
i=1

esitliginde yerine yazilirsa

F° (x) = 0.6716723374880837T, ( ) — 6.344131569286608x 10T, ()
—2.1170041832902666T, ( x) — 6.344131569286608x 107/, ()
+0.20397582807718137T, () —1.633613879091301x10 T, (x)

—0.007347651144468004T, (X)

f (X) =300$(2X) fonksiyonunun birinci ¢esit Chebyshev polinomlar1 cinsinden 6.
mertebeden yaklagim polinomu elde edilir. Sirasiyla soldan saga f (x)=3cos(2x)

ve F’(x) in grafigi asagidaki sekilde gosterilmektedir.

Sekil 4.1. f(x)=3cos(2x) ve F’(x) in grafigi
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2. F; (x) Yaklasim Polinomunu Bulma

n =6 icin (3.14) esitliginden

C, = %g\/l— (2 cos(%nz 3(:05(2 COS(%D ;

e L
A
et

sl o)

esitlikleri bulunur. (4.3) deki esitlikler yardimiyla C,=2.0089118892692746,
C, =0, C,=-1.5742566127198199, C, =0, C, =-0.2380355066119847, C, =0,
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6
C, =-0.0834384331943182 bulunur. Bu degerler F(x)=> CU,(x) esitliginde

i~
i=0
yerine yazilirsa

RS (X) = 2.0089118892692746U,, ( x) —1.5742566127198199U, (X)

—0.2380355066119847U,, ( ) —0.0834384331943182 ( x)

f(X)=BCOS(2X) fonksiyonunun ikinci g¢esit Chebyshev polinomlari cinsinden 6.
mertebeden yaklasim polinomu elde edilir. Fj(x) ve f(x) in grafigi asagidaki

sekilde gosterilmektedir.

[¥]
T

-4}

Sekil 4.2. f(x)=3cos(2x) ve FJ(x)in grafigi

3. Fv6 (x) Yaklasim Polinomunu Bulma

n =6 icin (3.20) esitliginden

e S

7
k=1

C,=

o[~
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5]
el
2 15
(7((x-a
2 15
7 o)
e

1 (2k —1)7r

z (2k-1)7 (Zk-1)z)) L2 15

C, =£Z 1+€0S 3cos| 2cos (4.4a)
154 15 15 1

esitlikleri bulunur. (4.4)-(4.4a) esitlikleri yardimiyla C,=0.7331797538774443,
C, =-1.0214319864433308, C, =-0.9394300716848903,
C, =0.37199953124873286 , C, =-0.05733845474948591,
C, =0.05374582828680197 ve C, =-0.03089116637429669 bulunur. Bu degerler

6
RS (X)=> CV,(x) esitliginde yerine yazilirsa

i=0
R/ (x)=0.7331797538774443V, () —1.0214319864433308V, ( X )
—0.9394300716848903V, ( X) +0.37199953124873286V, ( X)
—0.05733845474948591V, ( x) +0.05374582828680197V ( X)

—0.03089116637429669V, ( X)
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f (x)=3cos(2x) fonksiyonunun iigiincii gesit Chebyshev polinomlar: cinsinden 6.

mertebeden yaklasim polinomu elde edilir. F/(x) ve f(x)=3cos(2x) in grafigi

asagidaki sekilde gosterilmektedir.

-4}

Sekil 4.3. f(x)=3cos(2x) ve F/(x) in grafigi

4, FVS (X) Yaklasim Polinomunu Bulma

n =6 icin (3.26) esitliginden

)
C, = %i\/1_003(@}3003(%05(2(8_ k)”D si{gWJj

k=1 15

O
N
I
M\.
%
|
(]
(@]
7
TN
N
—~~
|
SN
~_
w
(]
(@]
7
TN
N
(]
o
7
TN
N
—
oo
i
U-'z—
SN—"
3
~
N —
<
=
TN
a1
TN
N
—~~
Sl
=~
SN—"
S|
~
A
—
B~
a1
N—r
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23l COS[2(815@”]360{2603[2(8k)ﬂDS‘”H815D

k=1

C, = 125 27:\/1 cos[%]mos(z%s[z(s‘k)”DSi{QWD

GIN

e
(6=

] (4.5a)

esitlikleri bulunur. (4.5)-(4.5a) deki esitlikler yardimiyla C, =0.7331797538774443 ,

C, =1.0214319864433303 , C, =-0.9394300716848908

C, =-0.37199953124873264 , C, =-0.05733845474948546 ,

C, =—0.05374582828680177, C, =0 bulunur. Bu degerler F, ( ZC

esitliginde yerine yazilirsa

Fe () =0.7331797538774443W, ( x) +1.0214319864433303W, ( X)
—0.9394300716848908W, (X) —0.37199953124873264W, (X)
—0.05733845474948546W, (X) —0.053745828286801 77V (X)

f (x)=3cos(2x) fonksiyonunun dérdiincii gesit Chebyshev polinomlari cinsinden

6. Mertebeden yaklagim polinomu elde edilir. Fy (x) ve f(x)=3cos(2x) in grafigi
asagidaki sekilde gosterilmektedir.
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(8]
T

Sekil 4.4. f(x)=3cos(2x) ve Fg(x) in grafigi

Ornek 4.2. y® —4y® 1+ 3y 4+ 8y” = _0.0005x (4.6)
Sekizinci mertebeden sabit katsayili adi lineer diferansiyel denklemi igin PT“(X),

R} (x), R (x) ve Rt (x) yaklasim polinomlarini bulunuz.

Coziim 4.2. (4.6) diferansiyel denkleminde «,(x)=0, a,(x)=0, a,(x)=0,
a,(x)=8, a,(x)=0, a;(x)=3, a;(x)=—4, a,(x)=0 ve a(x)=1 ve esitligin
sol tarafindaki f(x)=x fonkisyonun birinci ¢esit, ikinci gesit, lgiincli gesit ve
dordiincti  ¢esit Chebyshev polinomlar1 cinsinden 11. mertebeden yaklasim

polinomlar1 sirastyla F (X) =-0.0005T, ( x) , R (X) =-0.0005- Ul; X) ’

Fﬁx):—0.000&W ve F!(x)=-0.0005- _WO(X);Wl(X) dir.

1. P*(x) Yaklasim Polinomunu Bulma

m =11 ve n =8 degerleri (3.34) esitliginde yerine yazilirsa

11 8 11 "(iit%ﬂ
aOZqiTi (X)+Zatzqi Z C(kt,i)d(li,i) = FTll(X) (4.7)

t=! i=t k=0
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olur. (4.7) esitligi t =0,1,2,3,4,5,6,7,8 degerleri i¢in

11 ﬂiiazﬂ 11 [{Hzﬂ 11 {[H}Zﬂ

SIZS:q, Z Cand +3.Zs:q' Z Ceyd 42‘% Z Clo)d

N [[i—s/ﬂ
+Zg:ql Z C8| ): FTH(X) (4.8)

seklinde bulunur. (4.8) esitliginden

80 ( i )* 8a, (C&A)d&,@ ) +80; (Cfmd(%,s) +Clagisy ) +80, (C(Owd(osye) + C(laye>d<ls,e))
480, (€078 + Chr sy *+ GGy ) 80 (€000 + Clag s + S
+80, (C(Os,g)d(os,g) + C(ls,g)d(la,g) + C(Zg,g)d(zs,g) ) +80, (C(Os 10)d 03 10) 703 10)d(13,10) 3 10)d 2310

3 0 1 2 3 4
310d310 )+8q11( 311d311 (311)d(3,11) 311d311 d311 d311 )

+30, (C(Os,s)d(os,s )+3q6( d0 )+3q7 (c(osj)d(ow) +c(15'7)d(15’7 )+3q8( d0

1 1 0 0 1 1 2 2 0 1
+Cs6dis9) ) +30, (C(s,g)d(s,g) +Cis.9)8(59) + Cs.0)d(s9) ) +30 ( 510)d(5.0)  Cis, 10)d(5,10)
d 2 )+3 d? d: d 2 d 2
(5.10) 0, (C 5 11)Y(5.11) (5 1)) T (5.11) (5.11)

4%( * o000 )40, (€005, )~ 405 (€50 82 ,a)dze,g) N AN
+C(le,9)d(16,9))_4Q1o( 610d0610 (610)d(16,10) 610d2610) 4q11( d%ll
e Oy + GOy ) 8 (€200 ) + G (€500,

+q10( 8,10) d%lo (810)d(810 )+q11( (8.11) d%n 811)d(811 ) —0.0005T. ( ) (4.9)
olur. (3.34a) daki esitlikten

CO 3) = 48, C&A) = 192 f C(%,S) = 480, C(13’5) = —240 f C(%,G) = 960, C(13,6) = —1152 ’

¢, =1680, cfy;, =-3360, ¢}, =672, ) = 2688, Chy) = 7680, (4.10)
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Che =3840, Qg =4082, Chg =-15120, B, =12960, cf, =-1440,
Chi0) =5760, Chi =—26880, By =33600, Ciyp =-9600, Ccy =7920,
Chuy =—44352, CR,, =73920, ci.,) =-36960, cff,, =2640, cfg =3840,
clc) =23040, cl, =80640, cf, =-26880, Cl =215040, clg =-184320,
¢l o) = 483840, Cl ) = ~725760, cZ ) =103680, c010) = 967680,
Chioy = 2150400,  cZ,, =806400,  cf,, =1774080, i, =-5322240,
C2 1,y = 3548160, CE 1) = 295680, ¢, 5) = 46080, ¢l = 322560,
Che =1200240,  clg =-368640,  chg =3870720,  Cfyq =—2903040,
Cl10) = 9676800,  Cho =—12902400,  Ci., =1612800,  cf,, = 21288960,

Cloy) = 42577920,  cf,,) =14102640,  cfy, =10321920,  cf, =92897280,

C0,0) = 464486400, Chy ) = ~103219200, ¢}, =1703116800,
Clyzy) = ~1021870080 (4.10a)

bulunur. (i — 2k —t) ift ise (3.34b) esitliginden

To(x)
d(%,3) = d(l&S) = d(23’7) = dé,g) :dé,ll) = d(05’5) = d(lS,7) = d(25’9) = d(35'11) = d(OG,G) :0T

To(x)
1 g2 _ 40 _ 41 _ o
Aise) = diso) = Go) = Gioae) =

610 (610 =
diye) =dior) = o) = Al =Gy =isg) = A = o) =T (x)+ Ty (x)
dis10) =A@y =T (x)+T,(x)
) =i = A& =g =i =010 =T4(X)+4T,(x)+3T,(x)
d@e) = A1) = diasg) =Tg(X)+ 6T, (x)+15T,(x)+10T, (x)

d?p =Ty (X)+8Ts (X)+ 28T, (x)+56T, (X)+ 70T, () (4.11)

(311) —
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(i — 2k —t) tek ise (3.34c) esitliginden

dise) =0ise) =iz = i) =dise) =diss) =10 =dis7) =T,(X)

dise) =dioas) =dips) = dfsay =T (x)

dize) =ise) =dG0) =diss) = diss0) = dise) = o) = Aoy = T3(x)+3T,(x)

dég = i) = A1) = digay) =Ts (X)+5T,(x)+10T, (x)

dazo) = T7 (X)+7T5 (%) + 21T, (x) +35T, (x) (4.12)

310)

bulunur. (4.10)-(4.10a), (4.11) ve (4.12) deki esitlikler (4.9) esitliginde yerine

yazilirsa

192q,T,(x)+15364,T,(x)+ 8q, (480T, (x)+ 360T,(x)) + 89, (960T, (x) +1728T,(x))
+80,(1680T, (x)+3360T, (x)+ 2016T,(x))+ 80, (2688T, (x) + 5760T,(x) + 7680T, (x))
+80,(4032T,(x)+9072T, (x) +12960T, (x) + 7200T, (x)) + 84, (5760T, (x)
+9072T,(x)+12960T, (x)+ 7200T, (x)) + 8q,, (5760T, (x)+13440T, (x) + 20160T,(x)
+24000T,(x)) + 8q,, (7920T, (x) + 19008T, (x ) + 29568T, (x) + 36960T, (x )+ 297000T, (x )
+30, (1920T, (x))+ 30, (23040T, (x)) + 39, (80640T, (x) + 67200T, (x))

+30,(215040T, (x) + 460800T, (x)) + 3q, (483840T, (x) +1209600T, (x)
+777600T,(x))+ 3q,,(967680T, (x)+ 2688000T, (x) + 4032000T, (x))

+30,, (1774080T, (x) + 5322240T, (x) + 8870400T, (x ) + 5174400T,(x))
—4q,(3870720T,(x) + 8709120T, (x)) - 4q,,(9676800T, (x) + 25804800T, ()
+15321600T, (x))— 4q,, (21288960T, (x) + 63866880T, (x )+ 99348480T, (X))
+0,(5160960T, (x))+ q,(92897280T, (x)) + q,, (464486400T, (x) + 412876800T, (x))

+0y, (1703116800T, ( X) + 4087480320T, () ) = ~0.0005T, ()

bulunur. Buradan
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T, (x)(192q, +8640q, —92160q, + 2177280, + 737280q, + 2390400q,
+3515904000,, +17899200q,, )+ T,(x 1536, +82944q, —1290240q,
+1443840q, + 58068000, +12288000q,, + 3690086400q,, )+ T, (x)(3840q,

+ 2688009, — 51609600, + 37324800, + 3612672000, + 269068800, )
T,(x)(7680q, + 691200q, —15482880q, +8225280q,, +1447649280q,, )
+T,(x)13440q, +1524096q, —38707200q,, +16203264q,, )+ T (x)21504q,
+30105600,, —8515840q,, )+ T, (x)(322560, + 5474304q,, )+ T, (x)(46080q,, )

T, (x) (63360, ) = —0.0005T, ()

elde edilir. Bu esitlikten

192q, +8640q, — 921600, + 217728(, + 7372800, + 2390400q,
3515904000, +17899200q,, =0

1536q, +82944(, —1290240q, +1443840q, +58060800q, +12288000q,,
+3690086400(,, = —0.0005

38400, + 268800q, —5160960q, + 3732480, + 3612672000,
+26906880q,, =0

76800, +691200q, —15482880q, +8225280q,, +1447649280(,, = 0
13440q;, +1524096q, —38707200q,, +16203264q,, =0

215044, +3010560q,, — 8515840q,, =0

322560, +5474304q,, =0

46080, =0

633600, =0

lineer denklem sistemi bulunur. Yukaridaki lineer denklem sisteminden ¢, =0,

g, =0, q,=0, g, =0, q, =-1.027286649802971x107°, q, =0, ¢, =0, q, =0,
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11
g =0, gy =0, Gy, =0, g, =0 bulunur. Bu degerler P (x)=>"qT,(x) de yerine
i—0

yazilirsa

R (X) =—1.027286649802971x10"°T, ()

(4.6) daki sabit katsayili adi lineer diferansiyel denklem igin birinci ¢esit Chebyshev

polinomu cinsinden 11. mertebeden yaklagim polinomu elde edilir.

2. F’U11 (x) Yaklasim Polinomunu Bulma

m =11 ve n =8 degerleri (3.38) esitliginde yerine yazilirsa

. ﬂ"zﬂ

11
a4 Y G T, +Za ! Z Condien =R (%) (4.13)
i=0 i=t

olur. (4.13) esitligi t =01,2,3,4,5,6,7,8 degerleri i¢in

24 2] %)
11 2 ) ) 11 2 ) ) 11 2 ) )
8§qi ; C(3,i)d(3,i) +3§ q; é C(s,i)d(s,i) _4§qi kzz; C(G,i)d(e :

. "ifszﬂ
w20 2, oy =R (X) (4.14)

seklinde bulunur. (4.14) esitligi

Sqﬁ( L )+SQ4(C<03,4>d<03,4>)+8q5(Cfsyr’»)d(%m+C<13,5)d<13,s>)+8q6 (Cfae)d&e)

+Cis6(s0) )* 8q, ( sy + s ian) +Candisn) )+ 80 ( ) * Cosdis)
2 2 O 2 2 3 3 0

+Cagdiag) ) +80, (C 299 ,g)d(ls,g) +Ca9d0a9) T Cagdiag) )+ 80l ( 310/9310)

+ C(13,10)d(3 10) + C(s 10)d(23 10) d 33 10 ) + 8qll ( 3,11) d %11 (3 11)d(13,11) d 23 11)

dsim (311)d(4311))+3q5 (C(Os,s)d(%,s )+3qe (Cse de, )+3q7 (C((in)d(os,v) (4.15)
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1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 2 2
+Cs7)d(s7) ) +30, (C(s,a)d(s,a) +Csg0sg) ) +30, (C(s,g)d(s,g) +Cs9dis9) + C(s,g)d(s,g) )
+30 (C d % 10) T Cs, 1o)d(15,10) 5 10) d 2510 ) +30, ( 511) d (:3 1) tCs 11)d(15,11) d 2511

3 3 0 0 0 0 0 0
+Cs1dis e ) 40, (C(e,s)d(e,e) ) —4q, (C(e,7)d(e,7) ) —4q, (C(e,s)d(s,s) + C(le,s)d(le,s) )

—4q, (¢’ d> +ct dh ) -4 d? dl 10

O\ C(6.9)%6.9) + C6.9)Y(6.9) Cho | € 6 10) (6,10 (6 10)%6.10) T (6.10)

2

_4q11 (C(oe,ll d(e 11) + C(a 11)d(6,11) 6 11) d (6,11 )+ q8 ( d ¢ )+ q9 ( d : )

U, (x
+q10( d%lo 810)d(810 )+q11( (812) d%ll (8 1l)d(811 ) —0.0005- 2( ) (4'15a)

olur. (3.38a) esitliginden

Cls =48, Chy=192, Qg =480, Chs=-192, cls =960, Chg =—960,
Ciy7) =1680, C(3,) =—2880, Cf,) =480, Ciq) = 2688, Cjyq =—6720, Cj;q = 2880,
—4032, ko =-13440, c2, =10080, cl, =-960, €3, =5760,
Cliuo) =—24192, Cly) = 26880, C3 =—6720, Yy =7920, Ch, =—40320,
C2311) =60480, C(33’11) =-26880, Cé’ﬂ) =1680, C(05’5) = 3840, C&G) = 23040,
=80640, cl, =-23040, cl, =215040, cl, =—161280, cQ, =483840,
— 645120, 2, =80640, Q. —967680,  Ck., ——1935360,
2 ) =645120, 3, =1774080,  ck, =—4838400,  CB,, =2903040,
¢ 1y =—-215040, c3 ) = 46080, c3,,) =322560 , 3, =1290240, ck, =-322560,
cOs =3870720,  Clg ——2580480, O —9676800,  Cly =—11612160,
C2) =1290240, ¢l =21283960, cl, =-38707200, cZ,, =11612160,
c0 =10321920, cQ, =92897280, 3, = 464486400, cCl, =-92897280,

¢3,11) =1703116800, Cfy,,, = -928972800 (4.16)

bulunur. (3.38b) esitliginden,
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disg =diss) =0Gs7) =ie =disuy =dis) =dis7) =di9 =0 =dige =Us(X)
diss) =010 =iae) =Ufo10) =Uo(x)

Ao =0l =0 =di0) =diss) =dise =010 =dis7) =U1(x)

d dfw =ddg =di., =U,(x)

d<°3,s> =d(s7) =0e) =dim =dis7) =dise =0 =ise =20, (x)+U, (%)
ds10) =10y =2U,(X)+ U, (x)

dize) =iz =00 =Uise) =disa0) =Afse) =Ufo 1y =g =2U5(x)+2U,(x)
7y =g =dG1 =dee =dis =A@ =2U L(X)+3U,(x)+2U,(x)
@ =dh0) =10 =0 =2Us(X)+4U,(x)+5U,(x)

d@e) =i =@ =2Ug(X)+5U, (X)+9U, (x)+5U,y(x)

A0 =2U;(x)+6U, (x)+14U,(x) +14U ,(x)

A =2Ug(X)+ U4 (x)+ 20U, (x) + 28U, (x) + 15U (x) (4.17)
bulunur. (4.16) ve (4.17) esitlikleri (4.15)-(4.15a) esitliginde yerine yazilirsa

3849,U,(x)+1536q,U, (x)+ 80, (960U, (x) + 288U , (x)) + 89, (1920U ,(x) + 960U, (x))
+80,(3360U, (x) — 720U, (x) + 960U , (x)) + 8, (5376, (x) — 2688U , (x) + 2800U, (x))
+84q,(8064U ; (x) — 6720U , (x) +16128U , (x) + 2400U , (x)) + 84, (11520U , (x)
—13824U,(x)+37632U, (x) + 6720U, (x)) + 84, (15840U, (x) — 25200U ; (x)
+77760U,(x)—13440U, (x)+ 28560U ,(x))+ +30, (3840U , (x)) + 3q, (23040U, (x))
+30, (161280U, (x)+57600U , (x)) + 30, (430080U , (x) + 268800U, (x))
+30,(967680U , (x)+161280U, (x) + 403200U , (x)) + 30, (1935360U . (x)
+1612800U, (x))+3q,, (3548160U , (x) —806400U , (x)+ 7257600U, (x) +1881600U , (x))
—4q,(46080U,,(x)) - 4q, (322560U, (x)) - 4q, (2580480U,, (x) + 967680U ,(x))

—4q, (77414400 ,(x)+ 5160960U, (x)) - 4q,, (19353600U , (x) + 5806080U , (x)
+9031680U ,(x))— 4q,,(42577920U,, (x) + 77414400U , (x)+ 40642560U, (x))

+0, (1032192U, (X)) + 0 (92897280U, (X)) + 0, (928972800U, ( X) +371589120U, (X))



94

+0,, (3406233600U, ( x) + 2477260800U, (X)) = ~0.0005- UlT(X)

bulunur. Buradan

U, (x)(384q, +13824q, —184320q, +180480q, + 6451200q, +1228800q,
+3679764489q,, + 5873280q,, )+ U, (x)15364, + 76800q, —1290240q,
+828800q, + 72253440q, + 4892160q,, + 2314690560q,, ) + U , (x7680q;
+478080q, —10321920q, + 612864q, + 9057484800, + 216652800, )

U, (x)15360q, + 12687364, —30965760q, + 3010564,, + 31739904004, )
+U,(x)(26880q, +2849280q, — 77414400q,, —1797120q,, ) + U, (x)43008q,

+5695488q,, —170311680q,, )+ U, (x)(64368q, +10442880q,, )+ U, (x)92160q,, )

U, (x)(126720q, ) = ~0.0005- UT(X)

olur. Bu esitlikten

3840, +13824q, —184320q +180480q, + 6451200q, + 1228800,
3679764489(,, +5873280q,, =0
15360, + 76800q, —1290240q, + 8288004, + 72253440q, + 48921600,

+23146905600;, = —0.0005%

76800 + 478080, — 103219200, + 612864, + 905748480, + 216652800, =0
153600, +12687360, — 309657600, + 3010560, + 3173990400, =0

153600, +1268736q, — 30965760, + 301056, + 3173990400(,, =0

268800, + 2849280q, — 774144000, —1797120q,,

43008q, +5695488q,, —170311680(,, =0

643680, +10442880q,, =0

921600,, =0

126720q,, =0
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lineer denklem sistemi bulunur. Yukaridaki lineer denklem sisteminden q, =0,

¢, =0, g,=0, g, =0, g, =-9.673302942829917x10*°, ¢, =0, g, =0, g, =0,

ge =0, Gg=0, Gy =0, @, =0 bulunur. Bu degerler R)*(x un de

yerine yazilirsa
R’ (X) =-0.673302942829917x10"°U, (X)

(4.6) daki sabit katsayil1 adi lineer diferansiyel denklem igin ikinci ¢esit Chebyshev

polinomu cinsinden 11. mertebeden yaklasim polinomu elde edilir.

3. R,“ (x) Yaklasim Polinomunu Bulma

m =11 ve n =8 degerleri (3.42) esitliginde yerine yazilirsa

11 " ) 2]‘ H( _H)/ﬂ
%iz:o:qi +Z“un z c ZaIZq, z C,l e =R (X) - (4.18)

olur. (4.18) esitligi t =0,1,2,3,4,5,6,7,8 degerleri igin

N l[ ifs/u N ﬂ(ifs%ﬂ k N I, (i-6) 2]‘ k
82 ql Z C 3| i) +3Z qi kz Cl(s,i 42 ql Z C1(6| dl 6|
i=3 i=5 =0 i=6
N [’(i—s%u k N Hi—4/l| k N [’i—ﬁ/]‘ k
+§qi ; cl(s, l(8| 824q| z C 2(3,i) d2(3| 3Zq| Z C 2(5,i) d2 5,i)
y [ o [
+4>"q, Z Cafoiydafer) — 2. O > Cafo Oaery = R (X) (4.19)
i=7 i=9 k=0

seklinde bulunur. (4.19) esitligi



0 0 0 0 0 0 1 1
805 (0. Oy 1+ 80 (6o e )+ 80 (G i) + Clas e
0 0 1 1 0 0 1 1 2 2
+ 8q6 (Cl(s,e)dl(s,e) + C1(3,6)d1(3,6) )+ 8q7 (C1(3,7)d1(3,7) + C1(3,7)dl(3,7) + Cl(3,7)d1(3,7))

+80, (Clgs,s)dlgs,s) + Clzs,s )dize) T Cl( )dl(23,8) ) +80, (Clz)s,g)dlga,g) + Cl%s,g)dlzs,g) + C1(23,9)d1(23,9) )

0 1 2 3 3
+ 8q10( 1(3,10) d 1(3,10) +C 1(3, 1o)d1(3,1o) +C 1(3, 1o)d1(3,1o) + C1(3,10)d1(3,10))

0 0 1 2 3 4
+80y, (Cl(s,ll)dl( 1) TGy 11)d 1(311) T G 11)d1(3,11) *Cys, 11)d1(3,11) +Cys 11)d (3,11))

0 1
+ 3q5 (Cl(s,s)dl 5 5))+ 3q6 ( 1(5,6 dl(s 6))+ 3q7 ( 1(5, 7)d1(5 7) + Cl(5 7)d1(5 7))

2

1 0 0 1
430 (€l i)+ Crl it 38 (G o1l + o il ) + G i)

1 0 0 1 1
+ 3q10 (Cl 5, 10 5 10) + Cl 5 1o)d1(5 10) + C1(5 1o)d1(5 10) ) + 3q11 (Cl(S,ll)dl(S,ll) + C1(5,11)d1(5,11)

2 2 3
+ Cl(s,ll)dl(s,ll) + Cl(s,ll)dl(s 11 ) 40, (Cl 6,6 dl( 6,6 ) 4q, (Cl 6 7)d1(6 7)) 40, (Cl 6.8) d 1(6.8)

o 1 1
+ Cl(e s)d 1(6 8)) 4q9 (Cl(e 9)d1(6 9 T Cl 6,9) 1(6 9)) 4q10 (Cl 6,10) 1(6,10) + Cl(6,10)dl(6,10)

2 2 0 2 0 0
+ Cl(6,10)d1(6,10) )_ 4q11 (Cl(e,n)d 1(6,11) + C1(6 11)d 1(6,11) + C1(6 11)d 1(6,11) )+ Us (C1(8,8)d1(8,8))

0 0 0 1 1
+ qg( 1(8 9)dl(8 9))+ qu( 1(8,10 d1(8 10) + Cl(8 10)dl(8 10))+ qll( 1(8,11) d 1(8,11) + Cl(8,11)dl(8,11))

0

0 0 0 0 0 1 1
—8q, (Cz(3,4)d2(3,4) )— 805 (Cz(s,s)dz(s,s) )— 80, (Cz(s,s)dz(s,e) + C2(3,6)d2(3,6))

0 0 1 1 0 0 1 1 2 2
- 8q7 (C2(3,7)d2(3,7) + C2(3,7)(:12(3,7) )_ 8q8 (C2(3,8)d2(3,8) + 02(3,8)d2(3,8) + C2(3,8)d2(3,8))

1

0 0 1
—8q9(02(3'9 d2(3 9t CZ(3 9)d 2(39) T C2(3 9)dz(39 ) 80, (Cz (310)92(310) T C2(310)d2(310)
2 2
+ C2(3 1o)d2(3 10) + Cz(s 10 2(3,10 ) 8q11 Cz (3, 11 2(3,11) + C2(3 11)d 2(3,11) + Cz(s 11)d 2(3,11)

+C ?311)d2?311) +C; (311 dZElsll ) 3q6 (Cz 56 ) 3q7( )

0

0 0 1 1 0 1 1 0 0
- 3q8 (Cz(s,s)d 2(5,8) + Cz(s,s)d 2(5,8) )_ 3q9 (Cz(s,g)d 2(5,9) + Cz(s,g)dz(s,g) )_ 3qlo (C2(5,10)d 2(5,10)
1 1 0 2
+ C2(5,10)(312(5,10) + CZ 5,10) d2 5,10 )_ 3qn (02(5,11 d 2(5,11) + C2(5 11)d 2(5,11) + Cz(s 11)d2(5,11))
0 0 0 1 1
+4q;, (C2(6,7)d2(6,7) )"' 40, (Cz s)dz(e 8) )"' 4q, (Cz 6,9) d, 2(6,9) T C2(5,9)dz(6,9))
+ 4q10 (Cz?e 1o)d2(a 10) +C, 2(e, 1o)d2 (6,10) )+ 4Q11( 2(6,11 dz(a 11) +C, 2(e, ll)dZ:(LG,ll) +C, 2(e, 11)d2(26 11))

V. (X)+V, (X
Oy (szsg dz 89 ) qlo( 2(8,10 dz?s 10 ) qn( 2(8.11 dz?s,u) +Czts,11)dzzs,11)) = _O'OOOS'M

olur. (3.42a) ve (3.42b) esitliklerinden

96

(4.20)
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Cizg) =48, Cispy =192, Cfyg =480, Cypo =—192, Cyy =960, Cy

3,6)

=960,
Cys7) =1680,  Cyp; =—2880, Gy, =480, Cy;, =2688,  Cy;, =—6720,
cl(zag) =2880, Cy4 =4032, Cyyq =-13440, ) =10080, cy;q =—960,

1 2
10 = 5760, Cjfy0 =—24192, ©;]

310) — 3,10)

= 26880, Cy;.

3,10)

=—6720, ¢y

3,11)

=7920,

= —40320, C;,;, =60480, cy;,, =—26880, Cy

311)

=1680, Cy = 3840,

(3 11)

Ciis) = 23040, €y, ;) =80640, Cy,) =—23040, Cy ) = 215040, clga) =-161280,

Cys.q) = 483840, Cysq) = —645120, Cy(s g) = 80640, = 967680,

510

Cl( =-1935360, C1510 = 645120, Cl?s,ll) =1774080, Cl( ) =—4838400,

5,10) 5,11)

=2903040,  cy,, =—215040,  Cy, =46080,  cy,) =322560,

(5 11) 511) —

c1?618) =1290240,  Cy5 =—322560,  Cq =3870720,  Cy, =—2580480,

1o0) = 9676800, €y =—11612160, Gy, =1290240,  Cyf, ) = 21288960,
Cyous) = 38707200, ¢y, =11612160, Gy =10321920,  cy ) = 92897280,
Cy(a.0) = 464486400, Cy(o.0) = 92897280, Cy(a.) =1703116800,
Cigayy =—928972800,  Cy, =48, Cppg =192, Cy =480,  Cyp =960,

Coiar) =—960,  Cye =1680,  Cppp =—2880,  Cyips =480,  Cypyq) = 2688,

Cozg) = 6720, Cppq =2880, Cyy) =4032, Gy =—13440, cyf, =10080,
Coyio) = —960,  Cy1y) =5760, Cpiyyyy = 24192, Cyppp) =26880, Cyp =—192,
Copyry) =—B720, Cypq) =3840, Cypy) =23040, Ciis =80640, Cyy =—23040,
Cosg) = 215040,  Cppq =—161280,  C,i,, =483840,  Cy . =—645120,

=80640,  Cy,,) =967680,  Cyy, =—1935360,  Cyp., = 645120,

=1774080, Copr) 46080,  Cpiq =322560,  Cyq) =1290240,

(5 11)

Coog) = 322560,  Cpsi) =3870720,  Cpqyy =—2580480,  Cyp, ) = 9676800,

2( 610)

Coony) = 11612160, Cy(s,p) =1290240, C,pq =10321920, Cypy ) = 92897280,

6,11) 6,11)

= 464486400 , C2 (811) = —92897280, (4.21)

(8 11)
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bulunur. (3.42c) ve (3.42d) esitliklerinden,

0 1 2 3 4 0 1 2 3

d1(3,3) = d1(3 5) — d1(3 7= d1(3 9) — d1(3,11) = d1(5,5) = d1(5 7) = d1(5 9) — d1(5 11) =V, (X)
0 1 2 0 1 0 1 2 3

dl(e,e) = dl(s,s) = dl(e 10) — d1(8,8) = d1(8,10) = d2(3,4 = d2(3,6) = d2(3,8) = d2(3,10) =V (X)

a0) =
( —ZV()+V()+V()

(5,11)

o
iy
o N
S
I
o
iy
o ©
&
I
o
2
[$2]
S
—~
X
—
+
—~
—
+
<
—~~
<
+
<
—~
—

(610 =3V, (x)+ 3V, (x)+V, (x)+V;(x)

d1?3,7) =y = d1(23,11) = dlgsyg) = dl%w) =6V, (X)+ 4V, (x)+ 4V, (x) +V, (x)+V, (x)
Oygsa0) = Aoae) = Dagaan) = Aagsany = Aoy = Vo (X)+ 4V, (x)+ 4V, (x) + V5 (x) +V, (x)
Ayzg) = Gaaa0) = a0y = 10V, (X)+10V; (x)+ 5V, (X) + 5V, (x) +V,, (x) + Vs (x)
)+Vs(x)

=Gy = Gy = Gyfspe) =10V () +10V; (X)+ 5V, (x)+ 5V5 (x)+ V.

1(611) 311) = Qa5 (x
Gigr) = Aifons) = Gugoan) = 20V (%) +18V; (X)+ 15V, (x) + 6V (x)+ BV, (x)+V5 (x) + V5 (x)
dzém) = 20V (%) +15V; () +15V, (x) + 6V; (x) + 6V, (x) + V5 (x) + V5 (x)
Oy (3.10) = 35V (X)+ 35V, (X) + 20V, (x) + 20V, (x) + 7V, (X) + 7V (%) + Vg (%) +V; (x)
a2y = 35V (%) +38V4 (X)+ 20V, (x) + 22M5 (x) + 7V, (%) + 75 (%) + V5 (%) +V; (%)
yy12) = 7OV (X)+ 56V, (X)+ 56V, (X)+ 28V5 (x)+ 28V, (x) +8V; (X)+8V, (x)+ V; (x) + Vg (x)

(4.22)

bulunur. (4.21) ve (4.22) esitlikleri (4.20) esitliginde yerine yazilirsa



384q,V, (x)+15364, (x )V, (x)+V,(x)) + 8q, (768V, (x) + 480V, (x) + 480V, (x))
+80, (1920V, (x) +1920V, (x)+ 960V, (x) + 960V, (X))

+80, (4800V, (x)+ 3840V, (x)+ 3840V, (x) + 1680V, (x) + 1680V, (x))
+80,(9600V, (x) + 9600V, (x) + 6720V, (x) + 6720V, (x) + 2688V, (x) + 2688V, (x))
+80, 19200V, (x)+16800V, (x)+16800V, (x) +10752V,(x)+10752V, (x)

+ 4032V, (x)+ 4032V, (x)) + 84, 33600V, (x) + 33600V, + 26880V, (x)

+ 26880V, (x)+16128V, (x)+16128V, (x)+ 5760V, (x)+ 5760V, (x))

+80,, (58800V, (x)+ 53760V, (x) + 53760V, (x) + 40320V, (x) + 40320V, (x)

+ 23040V, (x)+ 23040V, (x) + 7920V, (x) + 7920V, (x)) + 307200V, ()
+69120q, (V, (x)+V, (x))+ 30, (138240V, (x) + 80640V, (x ) + 80640V, (x))
+30,(483840V, (x) + 483840V, (x) + 215040V, (x) + 215040V, (X))

+ 30, (1693440V, (x) + 1290240V, (x) + 1290240V, (x) + 483840V, (x ) + 483840V, (x))
+30,,(4515840V, (x) + 4515840V, (x )+ 2903040V, (x ) + 2903040V, (x)
+967680V, (x)+ 967680V, (x))+ 3q,, (12042240V, (x) +10160640V, ()

+10160640V, (x) + 5806080V, (x )+ 5806080V, (x) + 1774080V, (x) + 1774080V, (x))

(
—184320q,V, (x)—1290240q, (V, (x)+V, (x))— 49, (2257920V, (x) + 1290240V, (x)
+1290240V,

x))— 4q,(9031680V, (x)+ 9031680V, (x )+ 3870720V, (x)

0
(x)

+3870720V, (x))— 4q,,(36126720V, (x) + 27095040V, (x) + 27095040V, (x)

+9676800V, (x)+ 9676800V, (x))— 4,, (108380160V, (x)+108380160V, (x)

+ 67737600V, (x)+ 67737600V, (x)+ 21288960V, (x) + 21288960V, (x))

+10321920q,V, (x)+ 928972804, (V, (x)+V, (x)) + q,, (836075520V,,

+ 464486400V, (x)+ 464486400V, (x))+ q,, (4180377600V, (x)

+ 4180377600V, (x)+1703116800V, (x)+1703116800V, (x))

—384q,V, (x)—1536q (V, (x)+V, (x)) - 8q, (768V, (x) + 480V, (x) + 480V, (x))

— 84, (1920V, (x)+1920V, (x) + 960V, (x) + 960V, (x)) — 8q, (4800V, (x) + 3840V, (x)

+3840V, (x)+1680V, (x)+1680V, (x))— 84, (9600V, (x) + 6720V, (x) + 6720V, (X)

+ 6720V, (x)+ 2688V, (x) + 2688V, (x)) + —80,, (19200V, (x) + 16800V, (x)

+16800V, (x)+10752V,(x) +10752V, (x) + 4032V, (x) + 4032V, (x))

99
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—80,,(33600V, (x)+ 33600V, (x) +26880V, (x)+ 26880V, (x) + 16128V, (x)
+16128V, (x)+ 5760V, (x)+ 5760V, (x))—11520q,V, (x)— 69120q, (V, (x)+V,(x))
—30,(138240V, (x)+ 80640V, (x)+ 80640V, (x))— 3q, (483840V, (x) +483840V, (x)
+ 215040V, (x) + 215040V, (x)) - 3q,, (1693440V, (x) + 1290240V, (x) +1290240V, (x)
+ 483840V, (x)+ 483840V, (x))— 3q,, (4515840V, (x) + 4515840V, (x) + 2903040V, (x )
+ 2903040V, (x)+ 967680V, (x)+ 967680V, (x)) +184320q.,V, (x)

+1290240q (V, (x)+V, (x)) + 4q, 2257920V, (x) + 1290240V, (x) + 1290240V, (x))
+4q,,(9031680V, (x) + 9031680V, (x) + 3870720V, (x) + 3870720V, (X))
+4q,,(36126720V, (x)+ 27095040V, (x) + 27095040V, (x ) + 9676800V, (x)

+ 9676800V, (x))—10321920q,V, (x)— 928972800, (V, (x) +V,(x))

~q,, (8360755201, () + 464486400V, (X) + 464486400V, (X)) = 000050 ) (X)

bulunur. Buradan

V, (x)384q, +1152q, +35328q, —117504q, — 737280q, + 36556800,
+54685920q, + 6433804800, + 3078069120q,, )+ V, (x 15364, + 23049,
+80640q, —1102080q, — 26150400, + 644313600, + 3091468800,
+3407846400q,, ) +V, (x)(3840q, -+ 3840q, + 264960q, + 55872000,
—7015680q, + 3765081600, +1098048000q,, )+ V,(x (7680q, +5760q,
+ 6854400, —14644224(, —158376960,, +14796902404,, )
+V,(x)(13440q, +8064q, +1516032q, —37212672q,, —31739904q,, )
+V,(x)(21504q, +10752q, + 29998080,, —82681344q,,)

+V,(x)32256q, +13824q,, + 5460480q,, )+ V, (x)46080q,, +17280q,,)

v, (x)(63360g,,) —~0.0005- 2 ) (X)

olur. Bu esitlikten
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384q, +1152q, + 353280, —117504q, — 737280q, + 3655680

546859200, + 6433804800, +3078069120q,, =—0.0005 %

15360, -+ 2304¢;, + 80640, —1102080q;, — 2615040, + 644313600,

+309146880q,, + 34078464000, =—0.0005- %

38400, + 38400, + 264960, +5587200q, + 7015680q,
3765081600, +1098048000q,, =0

76800, + 57600, + 6854400, —14644224q, —15837696,, +1479690240q,, =0
13440q, +8064q, +1516032(, — 37212672q,, — 31739904, =0
215040, +10752(], + 29998080, — 82681344, =0

322560, +138240,, +5460480(,, =0

460800, +17280q,, =0

633600y, =0

lineer denklem sistemi bulunur. Yukaridaki lineer denklem sisteminden ¢, =0,
q,=0, q,=0, g,=-1.627604166666667x10", q, =-1.627604166666666x10",

g,=0, 9,=0, ¢,=0, 93=0, 94=0, q,=0, g;=0 bulunur. Bu degerler

11
R (x)=>.aV,(x) de yerine yazilirsa

i=0
R™(x) = —1.627604166666667x 107V, (X) —1.627604166666666x 10V, ()

(4.6) daki sabit katsayili adi lineer diferansiyel denklem igin ti¢iincii ¢esit Chebyshev

polinomu cinsinden 11. mertebeden yaklasim polinomu elde edilir.

4, Pv\lll (x) Yaklasim Polinomunu Bulma

m =11 ve n =8 degerleri (3.46) esitliginde yerine yazilirsa
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11 8 11 Il(i_t%ﬂ H(I t_ly]l
a4 Y qV; (X)+ > @D q, 0 cmdl“+§a2q, z Copeiagiy = R (X)  (4.23)

i=0 t=1  i=t k=i

olur. (4.23) esitligi t =012,3.4,5,6,7,8 degerleri icin

. |l(i—3%ﬂ . |l(i—5%]l N |l(i—6%]l
8Z::,qi kZ:;, Cl:3,i)dlé(3,i)+3;qi kZ:;, les,i)dl(ks,a)—“;qi kZ:;, Clz(e,i)dlé(&i)

N ﬂ(ifs%ﬂ N l[i—4/]l N ﬂifa/ﬂ
+iZ:8:qi kZ:(; clz‘gyi +8I24:q, z c 3Id23I +32q, Z c dz(k5I

a 7] s 1%
—4Z7q, Z c d26, +qu, Z c d28, =Rt (x) (4.24)

seklinde bulunur. (4.24) esitligi

0 0 0 1
8q3 (Cl(s 3)d 1(3,3) )"‘ 8q4 (Cl(s 4 d1(3 4 )+ 8q5 (Cl(s 5 d1(3 5) + C 1(3,5 )dl(s,s))

0 1 1 0 0 1 1 2 2
+ 8q6 (Cl(s,e)dl(s,s) + Cl(3,6)d1(3,6) )+ 8q7 (01(3,7)d1(3,7) + Cl(3,7)d1(3,7) + C1(3,7)dl(3,7))

2

0 0
+80, (C1(3,8)d1(3,8) +Cy 138 )dl(s g) TG ( )dl(s,s))

0 1 1 2 2 3 3
+8d, (01(3,9)d1(3,9) +Cy3.0)d1(5.0) T Ci(3.0)91(39) + Ci(z0) i)

[ RN

0 0 1 2
+ 8q10 (01(3,10)d1(3,10) +C 1(3, 1o)d 1(3,10) +C 1(3, 10)d 1(3,10) +C (3 10)

+30, (c1?5’5)d1?5 : )+ 30 (cl )+ 3, (cl 57 0is ) +Ci 517)d1%5y7)

+30, (01(5,8)dl?5,8) +Cs90i )+ 30\C ( 5%i(s9) Cl?s,e)dlts.g) + C1(25,9)d1(25,9))
+ 3040 (O 1y G0 + G sl + Crro il 1o>)

R A A AN RS A A

- 4% (Cl?e 6)d 1(6 6)) 4q7 (Cl 6 7)d1?6,7)) 4q8 (Cl(6 8)d1(6 8) + Cl 6,8) dl 6,8 )

|
I
o)
©
o
o

0 1 1 2
1(6,9)d1(6,9) + Cl(e, )d ) 4q10( GlO)d 1(6,10) +C 1(6, 1o)d1(6,10) +C 1(6 10)d1(6,10)) (4_25)
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- 4q11 (Cl?e,ll)dlzjall) + Cl%G,ll)dl?G,ll) + 01(26,11)d1(26,11) ) +0s (Clz)s,s)dlz)s,a) ) +0o (Cl?&g)dl?s,g))
0 0 0 1

+ 0y (Cl(s,lo)dl(&lo) + Cl(s 1o)d1(8 10 )+ Oue (Cl(s,ll)d 1s11) T Cl(B 1m0 (8,11))

0 0 0 0 1 1
+8q4(cz(3,4)dz(3,4))+ 8q5(c2(3’5)d )+8q6( 6)02(3.6) + Cas e)dz(s,e))

0 1 0 1 1 2 2

+8q7( 2(3,7 dz(s 7) +C2(3,7)d )+8q8( d2(3 8) +C2(3,8)d2(3,8) +C2(3,8)d2(3,8))

0 0 1 1 2 2
480 (oo Dafre) + oty Gatso) *+Catrydatas)

0 0 1 2 3 3
+ 8q10 (02(3,10)d2(3 10) +C, 2(3, 1o)d2(3,10) +C, 2(3, 10)d 2(3,10) + C2(3,10)d2(3,10))

0 3
+8q11(02(3 11)d 2(3,11) +C, (311 d 2(3,11) dz 3,11) 311 d 2(3, 11))

0 1
+3q6 (Cz(s s)d 56))+ 3q7( 2(57 57 )+ 3q8( 2(58 58)d2(5,8))

0 0 1 1 0 0 1 1 2 2
+ 3q9 (02(5,9)d2(5,9) + C2(5,9)dz(5,9) )"’ 3q10 (02(5,1o)d2(5,10) + C2(5,10)d2(5,10) + C2(5,1o)d2(5,10))
+30y (C2? 11)d 2(611) T Cz 5 11)d 2611) T Cz 5 11)d 25 11)) 4q, (C2?6,7)d2?6,7) )_ 40, (sze,s)dzz)e,s))
0 1 0 1 1
- 4q9 (Cz 6,9) d )-2(6,9) + Cz(e,g)dz ) 4q10 ( 2(6,10) d )~2(6,10) + C2(6 10)d2(6 10))

1 2 0 0 0
- 4q11 (Cz 6 11)d 2(6,11) + Cz(e 11)d 2(6,11) + Cz(e 11)d2(e,11) )+ o (Cz(s 9)d2(8 9) )+ q9( 2(8 10)d2(8,10))

-W, (X)+W, (x)
2

+q11 (ngJ } dz?s,n) + C228,11) (4.25&)

{5y ) = ~0.0005-

(8,11)
olur. (3.46a) ve (3.46b) esitliklerinden

clf&s) — 48, 01?3’4) =192, cl?&s) =480, c;gys) =192, 01?3‘6) =960, cl}%) =960,

Cis7) =1680,  Cyyp =—2880, Gy, =480, Cyy, =2688,  Cyy =—6720,

Ciizg) =2880, Cyq =4032, Gy, =—13440, 4 =10080, Cyf;, =—960,

Ciiz10) = 5760, Cygyp) =—24192, Cyfy,5 =26880, Cyfy0 =—6720, Cyfy,y = 7920,
Cyany) =—40320, Cy(;,;) =60480, cyf;,,) =—26880, Cy5,,) =1680, cy( ) =3840,

Cfye = 23040, C,0,, =80640, Cyfs =—23040, Cf ) = 215040, Cyf,, = 161280,

clﬁsvg) = 483840, clzsyg) = 645120, 1(5 o) = 80640, (5 10) = 967680,
Cisap) = 1935360,  Cy;,, = 645120,  Cy,,) =1774080,  cy,,) =—4838400,
1) = 2903040, ¢,y = —215040, C, ) = 46080 (4.26)
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Cior) =322560,  Cyq =1290240,  Cyp =—322560,  Cyq =3870720,

cliw) = 2580480 , C( =9676800, c,. ., =-11612160, ¢, (

(6,20)

=1290240,

1(6,10) 6,10)

21288960, ¢y, = —38707200, c

6,11)

=11612160, Gy, =10321920,

(6 1) — 1(6,11)

1

¢ = 92897280, Cfy = 464486400, . =-92897280, cl,., =1703116800,

Cyfoy) = 928972800, Cy.

3.4)

=48, Gy =192, Cypg =480, Cyppp =—192,

1(8,11) 3,6)

Copar) =960, Cpaz) =—960,  Cppq =1680,  Cypp =—2880,  Cypy =480,

0 1 2 0 1
02(3,9) = 2688 y C2(3’9) = _6720 y 02(3‘9) = 2880, C2(3,10) = 4032 y 02(3’10) = _13440 y
(10) =10080, Cyi510) =—960, Cyfyyy) =5760, Cy(ypp) =—24192, Gy, = 26880,

Copayy) =—B720, Cpppq) =3840, Cypy =23040, Cyp,, =80640, 02%518)=—2304O,

Cofse) = 215040, czﬁsvg) = 161280,  Cyy =483840,  Cy ) =—645120,

2(5,10)

=80640, =96/680, Cz( =-1935360, C = 645120,

511 5,11) 2(5,11)

(s.7) = 46080, czﬁeyg) =322560,  Cpyq =1290240,  C,iq =—322560,

=3870720, Cyjy,, =—2580480, C,(,., =9676800, c,l,, =—11612160,

6 (6,0) — 610) — 6,11)

Copory) =1290240,  C,pq) =10321920,  Cy(5,) = 92897280, Gy, = 464486400,

= 92897280 (4.26a)

C2(8 11)

bulunur. (3.46¢) ve (3.46d) esitliklerinden,

=df, =dk, =d;

1(5,11)

= Oy 7 = 20, (X) =W, (X) +W, (x) (4.27)



105

Ayoe) = Aaea0) = Aaea0) = Aagae) = Aagas) = Aagaao) = 2Wo (X) =W, (x)+W, (x)
ase) = Aagsa0) = Uafos) = Uafrs) = Aaear) = 2o (X) =W, (X)+W, (x)

Oyys) = Arae) = Oyga10) = Dasey = Gafsan) =~ (X)+ BW, (X) =W, (X) -+ W (x)
dyfs 5 = dlis = dl?S = dZ?S 2y = Uagzg) = —3Wg (%) + 3, (%)~ W, (x)+W; (x)
dz(zs,ll) = dZ?S 0 = Uosy) = dz?elo) = —3W, (X)+3W, (x) =W, (x) + W, (x)

dyfs ) = Bafag) = Driarn) = Oagag) = Dafsan) = B, (%) — AW, (X)+ AW, (X) — W (x) + W, (x)
dlfe’lo) d ?3 9 = d2%3,10) = dzfm = BW, (X) — AW, (X )+ AW, (x) =W, (x)+ W, (x)

)
d 2?5,11) =—10W, (X) +10W, (X) — W, (X) + W, (X) -W, (X) +Wy (X)

Oy s.0) = Oy 10 = 20W5 (X) —15W, (X) -+ 15W, (X) — BW, () + W, () Wi (x) +Wq (x)
dzfmo) = dl (sa) = 20W, (X)—15W, (X ) +15W, (X) — BW, (x) + BW,, (x) — W, () + W, (x)
Oy 310 = —35Wj (X) + B5W, () — 20W, (X) -+ 200, (x) — W, (%) + Wi () =W, (x) + W, (x)
12y = —3W, (X)+ 3B, (X) — 2IW, (x) + 20 (X) — W, (x) + 7Wq (x) — W, (X) -+ W, (x)

g0y = 7OW, (X) —56W, (X) +56W, (X) — 28W, (X ) + 28W, (X) —8W; (X)

(3.11)

(4.27a)
+BW; (X) =W, () +W, (x)

bulunur. (4.26)-(4.26a) ve (4.27)-(4.27a) esitlikleri (4.25)-(4.25a) esitliginde yerine

yazilirsa

384q,V, (x)+1536q, (X \— W, (x)+W,(x)) +8q, (768W, (x) — 672W, (x) + 288W, (x))
+80, (—1920W, (x) +1920W, (x) — 960W, (x) + 960W, (x))

+80, (4800W, (x) — 3840W, (x )+ 3840W, (x) —1680W, (x) +1680W, (x))

+80, (— 9600W, (x) + 9600W, (x) — 6720W, (x )+ 6720W, (x) — 2688W, (x ) + 2688W, (x))
+80, (19200W, (x) —16800W, (x) +16800W, (x) —10752W, (x) +10752W, (X)

— 4032W, (x )+ 4032W, (x)) + 80, (— 33600W, (x) + 33600W, — 26880W, (x)



+26880W, (x) —16128W, (x) +16128W, (x)— 5760W, (x)+ 5760W, (x))

+80,, (58800W, (x) - 53760W, (x )+ 53760W, (x) — 40320W, (x) + 40320W, (x)

— 23040W, (x) + 23040W, (x) — 7920W, (X) + 7920W, (x))+ 30720q,W, (x)
+691200, (—W, (x)+W, (x))+ 30, (138240W, (x) — 80640W, (x )+ 80640W, (x))

+ 30, (— 483840W, (x) + 483840W, (x) — 215040, W (x )+ 215040W, (x))

+30, (1693440W, (x) —1290240W, (x ) +1290240W, (x ) — 483840W, (x ) + 483840W, (x))

+ 30, (— 4515840W, (x) + 4515840W, (x ) — 2903040W, (x ) + 2903040W, (x)
—967680W, (x)+ 967680W, (x))+ 3q,, (12042240W, (x) —10160640W, (X)
+10160640W, (x) — 5806080W, (x )+ 5806080W, (x ) —1774080W, (x)+1774080W, (x))
—1843209,W, (x) —1290240q, (— W, (x) +W, (x)) — 40, (2257920W, (x) —1290240W, (x)
+1290240W, (x)) - 4, (— 9031680W, (x) -+ 9031680W, (x ) — 3870720W, ()
+3870720W, (x))— 4q,, (36126720W, (x) — 27095040W, (x )+ 27095040W, (x)
—9676800W,(x)+ 9676800W, (x))— 4q,, (—108380160W, (x)+108380160W, (x)
—67737600W, (x)+ 67737600W, (x)— 21288960W, (x )+ 21288960W, (x))
+10321920q,W, (x) + 928972804, (— W, (x) +W, (x)) + q,, (836075520W,

— 464486400W, (x) -+ 464486400W, (x)) + q,, (— 4180377600W, (x)
+4180377600W, (x) —1703116800W, (x)+1703116800W, (x))

+384q,W, (x)+15360, (— W, (x) +W, (x))+ 8q, (768W, (x) — 480W, (x) + 480W, (x))
+80, (~1920W, (x)+1920W, (x) — 960W, (x )+ 960W, (x)) + 8q,, (4800W, (x ) — 3840W, (x )
+3840W, (x) —1680W, (x) +1680W, (x)) + 8, (— 9600W, (x) + 6720W, (x ) — 6720W, (x)
+6720W, (x)— 2688W, (x)+ 2688W, (x)) + 8a,, (19200W, (x) —16800W, (x)
+16800W, (x) —10752W,(x) +10752W, (x) — 4032W, (x) + 4032W, (X))

+80,, (— 33600W, (x) + 33600W, (x) — 26880W, (x ) + 26880W, (x) —16128W, (x)
+16128W, (x) - 5760W, (x)+ 5760W, (x)) +11520q,W, (x) + 691204, (— W, (x) + W, (x))
+ 30, (138240W, (x) — 80640W, () + 80640W, (X)) + 3q, (— 483840W, (x ) +483840W, (x )
+215040W, (x) + 215040W, (x)) + 30, (1693440W, (x) —1290240W, (x ) +1290240W, (x)
— 483840W, (x)+ 483840W, (x))+ 30, (— 4515840W, (x) + 4515840W, (x) — 2903040W, (x )

+2903040W, (x)— 967680W, (x) + 967680W, (x)) — 1843209, W, (x)
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—1290240q, (— W, (x) +W, (x)) - 4q, (2257920W, (x ) —1290240W, (x) +1290240W, (x))
— 4q;,, (— 9031680W, (x )+ 9031680W, (x) — 3870720W, (x )+ 3870720W, (x))

— 4q,,(36126720W, (x)— 27095040W, (x )+ 27095040W, (x ) — 9676800W, (X )
+9676800W, (x))+10321920q,W, (x)+ 928972800, (—W, (x)+W, (x))

0, (836075520, ( x) — 464486400W, ( X ) +464486400W, (X)) = —0.0005- Wo () W (x)

bulunur. Bu esitlikten

W, (x)(384q, —1152q, +16128q, — 2511364, +1474560q, +1505280q,
—51774720q, +6262156800,, — 30329308809, ) + W, (x 15364, — 2304q,
+80640q, —1478400q, + 51264000, +59435520(, — 2897664004,
+3373413120q,, )+ W, (x (38400, —3840q, + 264960q, — 55872000,
+13628160q, + 366670080q,, —1054072320q,, ) + W, (x)7680q, —5760q,
+ 6854400, —1633153q, +30610944q,, +1462056960q,, )

+W, (x)(13440q, —8064q, +1516032q, — 402017280, +61157376q,,)
+W, (x)(21504q, —10752q, + 2999808q,, —876303364,, )

+W, (x)(32256q, —13824q,, + 5460480q,, )+ W, (x46080q,, —17280q,, )

~W, (X)+W, (x)

+W, (x) (633600, ) = —0.0005-

olur. Buradan

384q, —1152q, +16128(, — 251136q +1474560q, +1505280q,

517747200, +626215680q,, —3032930880q,, = —0.0005 %

1536q, — 2304, +80640q, —1478400q, + 51264000, -+ 59435520q,
2897664000, +3373413120q,, = —0.0005 %

38400, —3840q + 264960¢, —5587200q, +13628160q, + 366670080q,,

107
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~1054072320;, =0
7680q, —5760q, + 6854400, —1633153q, -+ 30610944(|,, +1462056960q,, = 0
13440q, —8064q, +1516032q, — 402017280, + 61157376q,, =0

215040, —10752q, + 29998080, — 876303360, = 0

322560, —13824q,, +5460480q,, =0

460800, —17280q,, =0

63360q,, =0

lineer denklem sistemi bulunur. Yukaridaki lineer denklem sisteminden ¢, =0,
q,=0, q,=0, g, =-1.1393229166666665x10"°, q, =—1.627604166666666x10",

9;=0, =0, @,=0, ¢4=0, 9,=0, 0, =0, G, =0 bulunur. Bu degerler

11
Rit (X)=>_aW, (x) de yerine yazilirsa
k=0

R (x) =—1.1393229166666665x 10 *W, ( X)—1.627604166666666x 10 "W, ()

(4.6) daki sabit katsayili adi lineer diferansiyel denklem igin dordiincii gesit

Chebyshev polinomlari cinsinden 11. mertebeden yaklagim polinomu elde edilir.

Ornek 4.3.  x*y"+x%y"—2xy' -2y = 2x* (4.28)
Ugiincii mertebeden degisken katsayili adi lineer diferansiyel denklemi igin P° (X),

PU6 (X), R (X) ve P (X) yaklasim polinomlarimi bulunuz.
Coziim 4.3.

(4.28) denkleminde ay(x)=-2, a,(x)=-2x, a,(x)=x*, ay(x)=x* ve A7 =-2,

f' =0, p7=0, f7=0, f”=0, f'=-2, g7=0, p’=0, p7=0,

pU=0, pP=1, p¥=0, p9=0, pgY=0, g?=0, AY=0 olmaktadr.
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cinsinden yaklasim fonksiyonlari

iin Chebyshev Polinomlar

=2x*

f(x)

ve

6 ve n =3 degerleri (3.52) esitliginde yerine yazilirsa

(x) Yaklasim Polinomunu Bulma

P|—6
d=3,m

1.

(4.29)

olur. (4.29) esitligi s =0,1,2,3 degerleri igin

(4.30)

—
- —
d/l\ =
o (o)
o AN
= : -
) »ah =—
= o .- (=2 x
=SINT = 2
— 2 =
O 0] x
ST R S i
— o™ wl
o e < @
SZh LL ~ ﬂz
+ [ R= — 2
= = n.lb.., (=)
my\lmv /@m .- GZ
o] - S i
= = =
o= ™= ) X
(&) (&) i) o =
= = 5} ==
%Zﬂ ﬂ/"x_ﬂzw ™ o=
e ~ O ~ o ©
&5 & ~ Ss
SR ERN TR
TN L S
o o o (=2
Wl 5 S
+ + () -
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3 ﬂ(ii%ﬂ (€] (LY : l{(l yﬂ 21 4(12) 6 ﬂ(i%% ﬂ @ w)
PN CHLIHE I CALIHEDWID I Ll
oY e oy @ [+24] oy & ] o o
+§q kZ:;, € Ci k)d(| K) +;qi . € Ci k)d(| 0 +|Z;‘q' 2. ef'c k)d(| ;
A (-1 ) |,(i—2%u . H(i—s%ﬂ
+I21:q| kzt; egl)c(sl k)d((l3k1))+lzz:ql kZ:(‘; egZ)C(ﬁ‘k)d((ka))_ngi kzz(; e§3)c(3I k)d((|3k3)) ( )(4 31a)

olur. (3.52a) esitligi yardimiyla bulunan e(()o) =-1, eél) =0, eéz) =0, eés) =0,

1
e=0, e¥=-1, e?=0, ¢?=0, &”=0, & =0, ef):E, e =0, &’ =0

1 e .
egl) =0, eéz) =0, e§3) = 5 ler (4.31)-(4.31a) esitliginde yerine yazilirsa

o W, . e I o 12
2.6 2. Cdi) “ 20 2 Guodig +5 20 2 Chuding
i=0 k=0 i=1 k=0 i=2 k=0
L 1]
520 2 Codie =F (%) (4.32)
i3 k=0

esitligi elde edilir. (4.32) esitligi

(0,0)

~0oC 00>d(oo qlc(lodlo) q2( 20/ 20 +C(21)d )) qs(c(so (30) +Csl)d(31))
Cis a0y q4(c(°40d(40) +Cdiy) +c42)d42)) qs(c( Lodog) +ci,ydoy
+Clg 00 ) qe(c(%o)d +Cyd oy +Chdos) +Chs dgﬁ )—qlcllyo)d((fé)
— 0,000 — qs(c(lw)d30 +c(3ld(“) q4(c(140d(“))+c(14 ds ) q5( Cls0)d(et)
+ oy A8 + 023 )— s Coo dE8) + Cland i) + cloydiih )+ %( o(ch0dd)

+0; (C(s,o)d((sz,g)) )"‘ q, (C(4,0)d((f,€)) + C(24,1)d((f,12)) )"‘ 0s (C(s,o)d(s,b) + C(5, )d )+ Js (C 6 o)d 6 0)
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esitligi bulunur. (3.52b) esitliginden c, ler

Coo) =1, Cho) =1, Cho) =1, Clopy =—2, Cioy =1, Cay =—3 . Clo) =1, Clhy =4,
Cloz) =2+ Coy =1, Cy =—5, Csp =5, Cro)=1, Coy =6, Clz =9, Cioz—2,
Co =1 Coo=2, Chy=3, Cay=-3 Clg=4 Cuy=-8 Cyq=5
Csy =—15, Cisp =5, Clgo =6, Cloyy=—24, Cip =18, Cho =2, Cjo =6,
Cluo) =12, €l =8, Clp =20, ¢G5y =-30, Cfq =30, Cfpy =—72, Cf, =—18,

C(33'0) = 6, C(34,0) = 24, C(35y0) = 60 y C(35,1) = —30, C(?’G,O) == 120 y C(36,1) == —144 (434)
bulunur. (3.52c) ve (3.52d) deki esitlikler kullamlarak d) ler

(i— 2k +s—t) cift ise,

d((gg)) = d((fff)) = d((gg)) = d(%’,t)) = d((ﬂ% = d(%’,lz) = d((z?,'cf)) = d((ff)) = d((ezzz)) =T, (X)+T0 (X)
(éiz)) - d((fg; = d((g,is;) =T, (X) +4T, (X)"' 3T, (X)

(
diss) =dg) =d@2) =d @5 =T, (x)+ 6T, (x)+15T,(x)+10T,(x) (4.35)

dfso) = ey = dy) = diy) = dig) = di) = dis) = dii) = Ta(x)+ 3T (x)
(2.2)

dog) =ds) =d &3 =d s =T,(x)+5T,(x)+10T,(x) (4.36)

bulunur. (4.34), (4.35) ve (4.36) daki esitlikler (4.33) esitliginde yerine yazilirsa
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T, (X
-0, ) 207, 40,7, (0 0T, 00+ 90,7, () + 290,T, (1) + 20,7, 1)
30T, (1) + 60,7, () 520.T, () + 3707, () + 1500.T, )+ 2900,T, () + 318,71

6780,T, (X)+4230,T, (X) = K ()
bulunur. Bu esitlik

T, (x)X—0.50, —3q, + 374, +423q, )+ T,(x)— 2, + 60, + 290, )+ T, (x}—4q,
+52q, +678q, )+ T,(x)—q, +150q; )+ T,(x)9q, +318q, )+ T, (x)(29q; )

Ts (X)(62q6) = FT6 (X)

seklinde olur. Buradan

-0.5q, —30, +37q, +423q, = —%

—20, + 60, +290q, =0
—4q, +52q, +678¢, =—1
—(0,+1500, =0

99, +318q, = —%

299, =0
629, =0

lineer denklem sistemi bulunur. Yukaridaki lineer denklem sisteminden

q, =0.11111111111111116 g, =0, ,=-0.1111111111111111, g, =0,

q, =-0.027777777777777776, q.=0, Q,=0 bulunur. Bu degerler

[=2]

R’ (x)=>_qT,(x) de yerine yazilirsa

i=0

P (X) =0.11111111111111116T, (x)—O.‘I 111111111111111T, (X)

—0.027777777T7TT7T776T,(X)
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(4.28) deki degisken katsayili adi lineer diferansiyel denklem igin birinci gesit
Chebyshev polinomu cinsinden 6. mertebeden yaklasim polinomu elde edilir.

2. PU6 (X) Yaklagim Polinomunu Bulma

d =3, m=6 ve n=3 degerleri (3.56) esitliginde yerine yazilirsa

s 14 00 00 . & A T A 0.2 0 A 6o
0 2 € i + 2.0 2.8 Cindik +ZQize2 Cindin + 2.0 2.8 S
i=0 k=0 i=0 k=0 i=0 k=0 i=0 k=0
S o H%ﬂ (t)~0 (ot) S o H%B (t) A1 (1.0) S < ﬂ%ﬂ (t)~2 (2.
2428 Ciio ik D 208 Ciio i) D 2008 Cliiodiik)
t=1 =t k=0 t=1 i=t k=0 t=1 i=t k=0
3 o [{%H (t)A3 (311) 6
>0 € Coding = FU (%) (4.38)
=1 izt k=0
olur. t =1,2,3 degerleri i¢in (4.38) esitligi
e W oo oo, e 0 o e Mo o o, e
zqi;eo Cii oSk +Zqik € Cixdii +Zqi;ez Ciodiin) +Zqik € Cixdik)
i=0 =0 i=0 =0 i=0 =0 i=0 =0
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. (.-% . ﬂ(i-z%ﬂ . H(i-s%ﬂ
+Zl‘,qu g egl)cz k)d((lskl))+zzqi £ e§2)c(2;,k)d((|3k2))+zsqi . e§3)c(3l k)d((l3k3)) ( )(4 39a)

seklinde bulunur. (3.56a) esitligi yardimiyla bulunan e =-2, e( =0, eéz):O,
=0, &”=0, e¥=-2, ?=0, V=0, &’ =0, =0, & =1, & =0,

ego) =0, egl) =0, e( ) =0, e3 =1ler (4.39)-(4.39a) esitliginde yerine yazilirsa

. 1) 1% . %]
220,20 a0 ZZqI z Gl +ZqI c,kd ot
i u(i-s%ﬂ
+§,qi > ¢ odio =5 (x) (4.40)

esitligi elde edilir. (4.40) esitligi asagidaki gibi

~ 20, Ood )) 2q1c80)d((1000) 2q2( d((gg))ﬂ(oz d ) 2q3( 3,Od ))+c( )d(( ‘;))

~20, (¢, d(28) +Clydlen) + o des)) 206 (ch a5 +clyd s +ck2des)
_2q6( %o)d(

~20,cl0dis) - 206(ch déé))+C<131>d<(§,’3)—2q4(°<14,o)d<(4o)>+C<41>d )20 (ct o dleh

51)d 51) +Ciso) d(élz)) qu( eo)d 6.0) )d((ﬁlg +C 62)d(6 2))+ qZ(C(ZO d((2 2)))

+¢0.,d29) +¢8 ,,d09) +¢8 ;29— 20,¢k o d Y

+0; (C23,0 d (32,’03 )+ q, (szt,o)d((jg) + C24,1)d f,f )"‘ 0s (C25,0 d((sz,g)) + C(2 )d(( 12) )+ q6( d((ezoz))
+ C(26,1)d((6 1)) + C(s 2)d(6 2) )"‘ q3 (C 3 o)d(s 0 )+ q4 (C(4 0 d(4 0)) CI (C(35 o)d(( )) + C(Ss,l)d(gf) )
06 (S0 din) +Chydin ) = S (%) (4.41)

olmaktadir. (3.56b) esitliginden (4.41) deki ¢, ler
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Clro) =12, €l =—6, Cls) =20, Cfy =—24, Cip =30, Cy =—60, Cf, =—12,

Ciao) =6, Clag) =24, Cls) =60, Cjpy) =24, 0(3&0) =120, cfﬁyl) =-120 (4.42)
bulunur. (3.56¢) deki esitlik kullanilarak (4.41) esitligindeki d ;] ler

dé&'&) =diy =d{3) =digs) =U,(x)
d o d(31) - d(f?g)) - d((llé; = d(%ﬂ

dis) =diey) =die) =di3) =d{iz) = di) =dis) = di) =d3) =20, (x)+Us(x)

Il
o
=
S
Il
C

N
P
N

+5U,,(x)+9U, (x)+5U,(x) (4.43)

bulunur. (4.41), (4.42) ve (4.43) deki esitlikler (4.40) esitlignde yerine yazilirsa

- 2qu 0 (X) - 4Q1U 1 (X) - 8q2U 2 (X) + 8q3U 3 (X) + SZQ4U 4 (X) + 102q4U 2 (X)
+272q,U(x)+ 4200,U , (x) + 7869,U, (x)+136q,U (x) + 2409.U, (X)

—20,U, (X)+160,U, (X)+26q,U, (x)+3200,U, (x)+398qU, (X)=F5 (X)  (4.44)

bulunur. (4.44) esitligini diizenlersek
U, (x)—- 24, — 24, +264, +398q, )+ U, (X}~ 49, +164, + 3200 )+U, (x)\~8d,

+102q, + 7860 ) +U, (x) (80, + 2400 ) +U, (x)(52q, +4200, ) +U, (x)(1360;)

+Ug (x)(2729,) = R (x)
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olur. Bu esitlikten

—-20q, — 24, + 269, +398q, = —%
—4q, +16q, +320q, =0
3
—-8q, +102q, + 7860, = 3
80, +240q9, =0
1
52q, +420q, = 3

1360, =0
2720, =0

lineer denklem sistemi bulunur. Yukanidaki lineer denklem sisteminden

g, =0.07752403846153846, g, =0, 0, =0.016225961538461536, q, =0,
q, =—-0.002403846153846154, q.=0, q,=0 bulunur. Bu degerler

6
R? (x)=>_qU,(x) de yerine yazilirsa
i=0

R® (x) = 0.07752403846153846U, ( x) +0.016225961538461536U, ( X)

~0.002403846153846154U,, ( X)

(4.28) deki degisken katsayili adi lineer diferansiyel denklem ikinci ¢esit Chebyshev

polinomu cinsinden 6. mertebeden yaklasim polinomu elde edilir.

3. B’ (X) Yaklasim Polinomunu Bulma

d =3, m=6 ve n=3 degerleri (3.60) esitliginde yerine yazilirsa
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& | (0) (5.0) 4 (50) "2 O (04 59 |, v = N ' 2] () (5:) 4 (5:)
2, 20| e i — 2 & GG Y2 2 24| 2, ey
= i= = = s=0 t=1 i=t k=0
i>1
%)
-y ele (g (80 | Z E6(x 4.45
&t s 72(i k)7 2(i k) V( ) ( ' )
i >t+l

esitligi elde edilir. (4.45) esitligi s =0,1,2,3degerleri i¢in

Ohs Kl (0,0) 4 (0.0) I 2] 0.0)4 (00) |, A% Kl (L0) 4 (10)
€ _E:Qi E:Cl(i,}()dl(i,’k)_ >, Cagiy dagiig |6 > q Cy(ini) A
i=0 k=0 k=0 i=0 k=0
i>1

1" %] o [l 1" %]
(1L.0)y (1.0) (0) (2.0)4 (2.0) (2.0)4 (2,0
- kz_(; Coin)Aaging |+ €2 ZQi Cyivy duiney — Z Cai vy Aagi i)
= i=0 k=0 k=0
i>1 i>1

N
=

- kz_(; egt)czgﬁ'i))dzgi'i)) =F’(X) (4.46)
i>t+l

esitligi elde edilir. (4.46) esitligi t =1,2,3 degerleri igin
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("1)/ i (FWH
. (14 %] . (14 "%
e(()O)Zq| ClE| l?))dlgl I?)) - Z CZEI k))dZE?I?)) + eZIFO)Z ql CIE| E;dlﬁ E; - z 0251 E;d2§ E;
i=0 k=0 k=0 i=0 k=0 k=0
i>1 i>1
"y i )
. (14 %] . (14 W
ego)qu Clg. k))dlziz,’ko))_ Z CZElzI?))dZEiz,f)) +e§0)zqi ClE?l?))dlﬁl?)) - Z ng.g,f))dzg. I?))
0 | 0 ko 0 | ko0 k=0
i>1 i>1
i i— i-2
1 ‘% 01) 4 (01 H( %ﬂ (014 01) |, A(2) H /u 02)4 (02)
6 20| 2 Sy kZ; Copiioaqiny | *Eo Z;q' kZ; Cutin) Gk
i=1 k=0 = i= =
i>2
ﬂ(ifs%]l (u 3/ H(H‘%ﬂ oo o
3 (0.3) 4 (0.3) 0,3) 4 (0,3
- kZ:(; ng?f))dzg?f)) +ef )qu C1(| A k) kZ:c; Ca(i ) Dai i)
i>3 i>4
TR u-_%ﬂ " 2)2 1) 4 (1) @< ﬂi_zzﬂ 1.2)
+e> g, Z c 1(| k kz(; Coinda(in) [+€ Z;qi Z c, |k)d
i=1 = i=
i>2

@i 34 (| 3/ (i 4/
L2)g (*2) (3) (13)q (13) _ 13) 4 (1.3)
_ kZ(; ngl kgdZ(l k) =+ e qu Cl(| k)dl(l k) ; CZ(l k)d2(| k)

i >3 1=4
6 u(_yﬂ IZA 21) 4 (2.1 2) ﬂ(i_2%ﬂ (2:2)y (2,2)
+el’> g, Z Cire) i — kZ? CZEi,’k;dZEi,’k; +e§)22:qi ng Cutio) Aagis
i—1 = 1= -
i>2
4] & 2]
2,3 2,3
- X e [+ Z clﬁfffdléfff 2 Celii i
i>3 P=4
. (1] 20 e (I" /ﬂ Lo
el T e 3 el [vSa Y el
i—1 = i= k=
i>2
I[(H%H I[(m%]l I[(Hl)2 ﬂ N
- 02(35))dsz2)) +e’> g > clff))dff}— Cz.sk))dzg o =R (x)  (447)
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-0,

e’

-0,

el? —

(1):0,

€

=2,

0) _

0

bulunur. (3.60a) esitligi yardimiyla bulunan e

0, &’ =0,

1, &Y=

(2) _

©—0, =0, &

2

0, =0, e

0, V=2, e?

40

0, e§3) =1 degerleri (4.47) esitliginde yerine yazilirsa

e/”

=0,
)
)
esitligi bulunur. (4.48) esitliginden

e —

(4.48)

11)
6,2

@y
1(6,1)
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3,3) 4 (3.3) (33) 4 (33) 3) 4 (33) (33) 4y (33) (3,
+0; (Clgs,o)dlgs,o) )+ a, (01(4,0))d1(4,0) - C2(4,o)dz(4,o) )+ s (Cl(s,o)dl(s,o) + Cl(s,l)

33) 4 (33 33) 4 (33 33)4 (33 33) 4 (33 33)4 (33
_ngs, )d (5,o§ ) +0s (Clge,o))dlge,o)) + Clge,l))dlge,l)) o nge,o))dzge,o)) h nge,l))dzge.l))) = I:VG (X) (4.492)

olur. clg:;;g icin (3.60b) ve czgf;;)) icin (3.60c) esitliginden

0 0, 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

Clgo,og =1, ClEl,O)) =1, C2§1,0)) =1, ClEZ,O; =1, ClEZ,l)) =-1, ngz,og =1, 01§3,o§ =1, Clgsl)) =-2,
0,0 0 0 0 0, 0,0 0,0

ngs,o)) =1, C2§31)) =-1, ClEA 0; =1, ClEA 1)) =-3, C1§4,2; =1, ng ,0; =1, CZE4,1)) =—2,

2,2 2,2 2,2 2,2 2,2 2,2
C1§ ,og =6, szs,o)) =2, Clg ; =12, C1E )) =6, C2(4,o§ =6, ClES,O; =20, Clgs,l)) =-8,

) s 2,2 2,2 2,2 2,2
cod=12, cf=-6, (=30, cl2?)=-60, c(F=12, c2)=20,
33 33 33 33 3 33
czge 1)) — 24, 615310; =6, clg 4'0)) =24, ng 4‘0)) ~6, Clgs,o)) ~60, 0155’1)) =24, ngs,o) =24,
Giag =120, ¢ =—120, ¢, =60, o) =—24 (4.50)

dlggg; = dzg,’g)) = dlgf)) = dzgf)) = dlgi(ﬁ; - dzgg (2); = dﬁg; =Vo (X)

duiro) = dafro) = ey = dafer) = hiss) = dies) = dhitg) = dy(50) =Vo (%) + Vi (x)

dlg',ll)) = dz&',ll)) = dl&'ﬁ) = dz&'ﬁ) =V, (X)+V;(x)

dufy0) = dafeo) = diias) = datey) = ey = sy = dofag) = V() +V, (x) 4V, ()
(

) =0, =) =22 = 0,52 =22 = 2 )+, )+, ()

(4.51)
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digg) = i) = dhigy) = dley) = diso) = dofig) =5 (0)+ M, (0)+V, (x)+V; (x)
dyis3) = dafey) = tuis) = o) = thiss) = duiey) =3V () +3V, (x) 4V, (x)+ V5 (x)
Ao = hios) = dre) = Gufes) = dyfan) == Vo (X)+3V, (x)+V, (x)+Vy(x)

yiag) = Dafso) = thigs) = hfr) = Uiy = 6V (X)+ 4V, (x) + 4V, () +V, (x)+V, (x)
0,1 = 0,22 = 0,22 = d,22) = .29 =6V, (1) + 4V, (x)+ AV, (x) +Va(x) +V, (x)
Ao = tyfes) =BV, (%)+ 4V, (%) + AV, (x)+V, (x)+V, (%)

H) = dye) =10V, (X)+10V, (x)+ 5V, (x)+ 5V (x)+V, (x) + Vg(x)

o (
s (60
2 =d2§§'§§ dlg 3) _ dzg 9 =10V, (x)+10V, (X)+ 5V, (X)+ 5V, (X) +V,

E

E o = (x)+Vs(x)

0,09) = 0,21 = 20 — 20V, (x)-+ 15V, (x)+ 15V, (X)+ BV, )+ 6V, (X) + Vo (X) + V4 )
oo )

= 20V, (X)+15V, (x) +15V, (x) + 6V, (x) + 6V, (x) +V, (x) +V, (x (4.51a)

bulunur.(4.49)-(4.49a), (4.50) ve (4.51)-(4.51a) esitlikleri (4.48) esitliginde yerine

yazilirsa

= 2(03V (%) + 03V, () + 0,V (%) + AV, (%) + 04,V (1) + GV (%) + 0V, (%))

= 2(a, (V () + V1 (x)) + a1 (3V (%) + Vi (x) + 2V, (x)) + 5 (3V, (x) + 5V, (x)
+V, () +3V5 (X)) + q, (5V, (%) + 3V, (X) + 7V, (X) + V4 (x) + 4V, (x))

+ 05 (5V, (%) + 7V, (X) + 4V, () + OV, (x) +V, (x) + 5V (x))

+ 0 (7V, (X)+ 5V, (x) + IV, (x) — 3V, (X) + 11V, (x) + V, (x) + 6V, (X))

+0, (A, (x)+ 2V, (x) + 2V, (x)) + 0, 14V, (x) + 16V, (x) + 4V, (x) + 6V, (x))
+0,(42v, (x)+ 24V, (x)+ 36V, (x) + 6V, (x) +12V, (x))+ g, (116V, (x) + 134V, (x)
+50V, (X) +80V; (X)+8V, (X)+20V; (X)) + s (136V, (X ) + 94V, (x) +146V, (x)
+ 44V, (x) +100V, (x) +10V, (x) + 30V, (X)) + g, (18V, (x) +18V, (x) + 6V, (x) + 6V,(x))
+0, 126V, (x)+ 78V, (x)+ 90V, (x) + 18V, (x) + 24V, (x)) + g5 (384V, (x) + 432V, (x)
+180V, (x)+ 252V, (x) + 36V, (x) + 60V, (x))+ g, (1008V, (x) + 648V, (x)+ 996V, (X)

+ 276V, (X) +540V, (X) +60V; (X) +120V, (X)) =/ () (4.52)
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bulunur. (4.52) esitligini diizenlersek

V, (xX-2q, — 2q, — 29, + 26q, +158q, +490q, +1058q, )+V, (x)-4q,
+24q, +96q, +552q, +696q, )+V, (x)\-4q, +8q, +112q, +222q, +1088q, )
+V,(x)4q, +22q, +314q, +326q, )+V,(x)26q, +42q, +618q,)

V; () (6805 +68q; ) +V; (x) (1360, ) = R,/ (X) (4.53)

olur. (4.53) esitliginden

~20, - 20, - 24, + 260, +1580, + 490, +10580, = _%
1
—4q, +24q, + 969, +552q; + 6964, = -5
_4q, +80, +112q, + 222q, +1088q, = _%
1
40, + 220, +3140; + 3260, =2

260, +42q. +618q, = —%

680, +68q, =0
136q, =0

lineer denklem sistemi bulunur. Yukandaki lineer denklem sisteminden

g, =—0.028846153846153855, g, =—0.019230769230769218,,
g, =-0.019230769230769246 , g, =—0.0048076923076923045,
g, =-0.004807692307692308, q,=0, 0¢,=0 bulunur. Bu  degerler

(2]

R’ (X) = z VAY (X) de yerine yazilirsa

r'r
r=0

R (x) =-0.028846153846153855V, ( x) —0.019230769230769218V, ( X)
—0.019230769230769246V, (x) —0.0048076923076923045V, ( X)

—0.004807692307692308V, ( X)
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(4.28) deki degisken katsayili adi lineer diferansiyel denklem igin {igiincii gesit
Chebyshev polinomu cinsinden 6. mertebeden yaklasim polinomu elde edilir.

4, PVS (X) Yaklagim Polinomunu Bulma

d =3, m=6 ve n=3 degerleri (3.64) esitliginde yerine yazilirsa

141 %]

3 6 3 3 6
0) 4 (5.0 0) 4 (5.0 , :
ZQi zegclzis,k))dlzis,k))_'_ Z egczgf,k))dzgf,k)) +Z z Zqi Z eﬁclg.s;))dlz.sg
s=0 =0 k=0 k0 t=1 s=0 izt k=0

+ 2 et | =R (%) (4.54)

olur. (4.54) esitliginde s=0,1,2,3 degerleri yerine yazilirsa

) (i-1) .
ORS Kl (0.0) 4 (0,0) [ 2] (00)4 (0.0) |, a0 Kl (10) 4 (1.0)
€ Zqi ch(i,vk)dl(i,vk) + Z CZ(i,'k)dZ(i,'k) +€ Zqi Cl(i:k)dl(i:k)
i=0 k=0 :(2:10 i=0 k=0
i-1 . i—t
I 2¢] (1.0) 4 (10) GRS Kl (2.0) 4 (2.0) I 2¢] (2.0) 4 (2.0)
+ kz Caitz(iiy [T€2 2 G kzcl(ifk>dl(ifk)+ kz Cai k) Y21 k)
=0 i=0 =0 =0
i>1 i1

e (1] %] s s (%]
) (30)4 (59) (L0 (10) v 04 ©1)
+€; ;qi g(;cl(i,k) i) T Z; Cotii) 921 k) +tZ=l:eo Zzt:qi Z;, Ca(i, ) % k)

i>1

“(iftfl%]l , . u(ift%ﬂ H(iftf%ﬂ
2 S o8] 2 emidig T D Cpidaiy

o o= k=0 o

SRS "2l (204 (2) "2 @204 29 | N e~ 2] (30) 4 (L)
+Ze2 ZQi Z Cyii i) + Z Capiioa(ik) +ze3 ZQi Z Cyii i)

t=1 i=t k=0 t(;t(ll t=1 i=t k=0

[
+ > czgﬁ-;;dzgf;g =Fe(X) (4.55)

k=0
i>t+1
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esitligi elde edilir. (4.55) esitliginde t=1,2,3 degerleri yerine yazilirsa

[“ %] &

)~ %4 (0,0) 4 (0.0) (0.0)4 (00) |, O (L0)y (1O)
€o ;qi gcl(i,’k)dl(i,’k)_F ; Coliy Aoy |*€1 ;% Cui (i)

k=0

i>1

" %] " %]

19g 10 |, oON Kl (2.0)4 (20) (2.0)g (20)
+ kz_;, Caii)l2ik) | T2 Z_():Qi ;Cl(i,k) ik) T kz_(; Caik) 92 k)

i>1 i>1
. (i-1) (i-1)
0% v (3.0)4 (30) el 10)q 10) |, A% [* 2] (01) 4 (0)
+€; ZQi Cyih i) + Z Caik)Aain) |+ € ZQi Z Cyi 1) A k)
i=0 k=0 k=0 i=1 k=0
i>1

125 . (1] %]
kzo: 2(i.k)Y92(i k) o 22: ;i ;70: 1(i.k) 91(i k) kzo: 2(i.k) Y2(i k)

i>2 i>3

(2 4

6 6
3 03)4 (0.3 03)4 (0,3 1 11) 4 (L1
+eé )zqi Z ClEi,k))dlEi,k)) + Z CZEi,k))dZEi,k)) + el( )Zqi kz Clgi,k))dlgi,k))
k=0 k=0 i=1 =0

i=3

i~4

10251 1©2%] %]
+ (11) 4 (@) (2) : (1.2)4 (1.2) (1.2)4 (5.2)
kZ(; R N ! ;qi Z(; Ciii Gy T kZ(; Caii)Yaik)

i>2 i>3

R -2

6 6
, 13 13) 4 (13 1 21) 4 (21
+e](.3)zqi Z Clgil,i;dlgi,k;"F Z ngi,k))dzgi,k)) +eg)zqi kZ: ClEi,k;dlEi,kg
i=1 k=0 i=1 -0

i>4
ﬂ(ifz%ll l[(ifz%“ I[(i73%]l
(21)q (21 )< (2.2)4 (2:2) (22)4 (2.2)
+ Z:; Cz(i,k) 2(i,k) +€, ;qi Z(; Cl(i’k) 1(i k) + ; CZ(i,k) 214
i>2 =

%] vl %]
B (29)4 (29) (29429 |, g0 6040 (456
+€; Zqi kz_(; Cui i) Yy + kZ(; Colik)Y2(ik) |1 € ;Ch kZ(; Cyii)yii)  (4.56)
i>4
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2 4 (| 2/ (i 3/
31 31 2 3 2 32 3,2
+ ; CZgl k))d2£| k)) + e )qu 1(i,k) dlEl + Z C d2E| k))
i2=2 |>3

N
+eI> g, Z Gyl Z de 1= Fe (%) (4.56a)

i=3

bulunur. (3.64a) esitligi yardimiyla bulunan e( =-2, e =0, e =0, e((f):o,
e”=0, e¥=-2, e?=0, &2=0, &’ =0, =0, &? =1, &?=0, ¢’

egl) =0, eéz) =0, egs) =1 degerleri (4.56)-(4.56a) esitliginde yerine yazilirsa

N ki (0,0) 4 (0,0) u(i_l)/ﬂ (0,0) 4 (0,0) 0 H(i_ly}] 1) 4 (11)
_ZZO: Q; kZ: Cyi, k)dl(l K+ Z Cyi k)dZ(. K |~ 221: Qi kZ; Cy(iri i)
- B I > 1 = B
ﬂ(ifz%ﬂ ] [[(ifz%ﬂ H(ifs%ﬂ
+ > ng.l t))dzgll i)) + Zqi 2. Clglzkz))dlglzlf)) + D CZElzkz))dZE?kz))
. H(ifs%]] H(M%u
20| 2 Gt T X Caai =R () (457)
h ) i>4

esitligi bulunur. (4.57) esitliginden
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1 11 11
1) + ClEe,z))d1Es,2))

Lot g ) ey @ +c2§“) d (m)) )) +q, (cl(”)d gﬁ

2(6,0)4'2(6,0) T “2(6,1) " 2(6,1) 6,2)"2(6,2 (2,007

2,2) 4 (2,2 22) 4 (2,2
; ) +0; (Clgs,o;dlgs,o)) + nga,o;dzgs,o)) )

2,

2,2) 4 (2.2 2,2) 4 (2.2 22) 4 (2.2 2) 4 (2.2 22) 4 (2.2 22) 4 (2.2
+q, (C1§4,0;d1£4,0; + 0154,1))d1E4,1)) + CzE4,o;d2£4,o; ) +0s (Cl(s,o))dlgs,o)) + ClES,l))dlgS,l)) + CzEs,o))dzgs,o))

0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 00

ClEO,O; =1, ClEl,O)) =1, CZELO)) =1, ClEZ,O; =1, ClEZ,l)) =-1, CzEz,og =1, C1§3,o; =1, Clgs,l)) =-2,
0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

ngs,oz =1, CZES,l)) =-1, ClE4,0; =1, ClEA,l)) =-3, C1E4,2; =1, CZE4,0; =1, 0224,1)) =-2,
0,0 0, 0,0 0,0 0,0 0,0

Clgs,o; =1, 0155,1)) =—4, ClEs,zg =3, ngs,o; =1, 0255,1)) =-3, ngs ; =1, Clgs,o; =1,
0, 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0 11

Clga,l)) =-3, Clge,zg =6, C1E6,3§ =1, CzEe,og =1, ngm)) =—4, CzEe,z) =3, Clgl,o) =1,
11 11 11 11 11 11 11

Clgz,g) =2, ngz,g) =1, ClEB,O)) =3, C1(3,1)) =-2, C223,0)) =2, C154,3) =4, 0154,1)) =6,
11 11 11 11 11 11 11

CzE4, )) =3, CZEA,l)) ==2, Clgs,g) =9, C1§5,1)) =-12, Clgs 2)) =3, CzEs,g) =4, CZES,)) =-6,

2,2 2,2 2,2 2,2 2,2 2,2 2,2
Clgs,o)) =6, CZE3,0)) =2, C1§4,0; =12, 0154,1)) =—6, C2(4,0§ =6, CIES,O; =20, Clgs,l)) =-8,
Clog =12, Cy =-B, (g =30, ¢y =60, c}=12, ¢ =20,
2,2 33 33 33 33 3 33
C2£6,1)) =—24, ClES,O; =6, C1§4,0)) =24, CZ§4,0)) =6, ClgS,O)) =60, C1E5,1)) =—24, C255,0)) =24,
Giag =120, ¢ =—120, ¢, =60, (o) =—24 (4.59)
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bulunur. d,*" icin (3.64d) ve d.*") icin (3.64¢) esitliklerinden
1(i k) 2(ik)

dliggg = dzgf,’g)) = dlgf)) = dzgf)) - dlgi(z)g = dzzgg = dlﬁgg)) =W (X

6125~ 0129 (25 ~0128 0[28 028 )~ = W ()W (0
diz) = iz = dysn) = A =W () +W, ()

030 =405 =025 =0, =029 =L =015 =2 (x) W (), (1

dzgf)) = dlgﬁ) = 2W, (X) =W, (X)+W, (x)
d 1(3, 0) dzgi g) d:{(g f) =d, 5,1)) = d1E13’,13) = dzﬁ{,lg) ==3W, (X) +3W, (X)_Wz (X) +W, (X)

: 2,2 2,2
dlg,ll)) = dzﬁsll)) = dlEB o)) = dzgi,ég = dlgs,l)) = dzge,l)) = =3, (X) +3W, (X) -W, (X) +W, (X)

4,55 = a7 = 0,77 =33 = 4,07 = ~3N, () + 3, (X) ~W, (X)+ W, (x)
0,09 = dL{00) = dig?) = o) = ) = B, () =AW, (X)+ AW () W (x) +W, (x)

dl%,ll)) = dlgjé; = dzgé)) = dlgf)) = dlﬁi?) = 6W, (X)_4W1 (X)+ 4w, (X)_Ws (X)+W4 (X)
28)) =d, 28; = dlfé'l) = dzglsJ) =—10W, (X)+1O‘N ( ) SW, (X)+5W3 (X) -W, (X)+W5 (X)
3) = —10W, (X)+10W, (X) —5W, (X) +5W, (X) =W, (X ) +W; (x)

o) =hioo) = thiot) = 20W (X) ~L5W, (X) +18N, (x)— 6 (x)-+ BW, (x) Wy (x)+W (x)

o W
@
I
é
—~
N
=
z
—~~
~
+
=
2
—~~
x
~
~

—BW, (X)+6W, (X)-W, (x)+W,(x)  (4.60)
bulunur. (4.59) ve (4.60) esitlikleri (4.58)-(4.58a) esitliginde yerine yazilirsa

—Z(QOWO(X)+qlW1(X)+q2W2(X)+q3 (%) + AW, (X) + G0 (X) + QW ())
(ql( )+q2( ( ) 3(

Wi X))+q4(5Wo(><) X)+ W, (x) - W, (X)+4W4(X))

SW, (x)

+0s (_aNo (X)+7W, (x) —3W, (X)+9‘N3 (X)W, (x)+5W, (X)) (4.61)
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+04 (7W, (X) = BW, (X )+ 9W, (X) - 3\N3(x)+11W4(x)—WS(x)+6\N6(x)))
2N () + W, (X)) + G (~1W () + 160, (x) ~ AW, (x) + B (x) )

X)— 24, (X) +36W, (X) —BW, (X ) +12W, (X)) + 05 (—L16W, ()

b ()~
(

+134W, (X) — 500, (X) +B8OW, (X ) —BW, (X )+ 200 ())

+0s (136W, (X) —94W, (X ) +146W, (X) — 44W, (X ) +L100W, (X) —10W; (x )+ 30W; (X))
b (X

)-+18W, (X) — W, (X) + B, ( X))+, (126W, (X) — 78W; (X ) +90W, ()

 (X)+24W, (X)) + 05 (—384W, (X ) + 4320, (X) —180W, (X ) + 2520, (X)
(X)+B0W, (X)+ 05 (L1520, (X) — 792W, (X) +1044W, (X) —324W, (X)

+540W, (X) —BOW, () +120W, (X)) = Ry (x) (4.61a)
bulunur. (4.61)-(4.61a) esitligini diizenlersek

W, (x)(—20, — 20, — 20, — 260, +158q, —490q; +1274q ) +W, (x)(—4q,
+240q, —960, + 5520, —8760, ) +W, ( x ) (—4q, —80, +112q, — 224q, +1272q)
+W; (x)(4q, —22q, +314q, —362q, ) +W, (x)(26q, —420; +618q; )

W, (x) (6805 —680 ) +W; (X)(136¢, ) = K (X) (4.62)

olur. (4.62) esitliginden

—-20, — 20, — 29, — 260, +158q, —490q, +1274q, = -
—4q, + 2409, - 960, +5520. —8760, = —

—4q, —80, +112q, — 2240, +1272q, = ——=

4q, —22q, + 3149, —362q, ==

260, —42q. +618q, =
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68q, —68q, =0
136q, =0

lineer denklem sistemi bulunur. Yukaridaki lineer denklem sisteminden

g, =-0.06730769230769229 , g, =0.019230769230769218,,
g, =-0.019230769230769246 , g, =0.0048076923076923045,
g, =-0.004807692307692308, q.=0, q,=0 bulunur. Bu degerler

6
Re (X) =D W, (x) de yerine yazilirsa

i=0

Ry (x) =—0.06730769230769229W, ( X)+0.019230769230769218W, ( X)
—0.019230769230769246W, ( x)+0.0048076923076923045W, ( X)

—0.004807692307692308W, ( x)

(4.28) deki degisken katsayili adi lineer diferansiyel denklem icin dordiincii gesit

Chebyshev polinomu cinsinden 6. mertebeden yaklasim polinomu elde edilir.

Ornek 4.4. y' +4y=xe™ (4.63)
Birinci mertebeden sabit katsayili adi lineer diferansiyel denklemi igin PTG(X),

R (X) , P’ (X) ve P¢ (X) yaklasim polinomlarimi bulunuz.
Coziim 4.4.
1) PT6 (X) Yaklasim Polinomunu Bulma

(4.63) esitliginin sag tarafindaki fonksiyonun yaklagim polinomunu bulmak i¢in 6nce

(3.8) deki esitlikten %=—9.759463375607003, C, =17.724099240080182 ,

C, =-13.096667845339839, C, =7.8380496962606845,
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C, =-3.839838579806206 , C, =1.560526790895246 ve
C, =—0.5026341100733807 bulunmaktadir. Bu degerler (3.2) esitlignde yerine

yazildiginda f (X) = xe ™ fonksiyonunun yaklasim polinomu

F° (X) = —9.759463375607003T, ( X ) +17.724099240080182T, ()
—13.096667845339839T, (X ) + 7.8380496962606845T, ( X)
—3.839838579806206T, ( x) +1.560526790895246T, ()

—0.5026341100733807T, ( x) (4.64)

6
bulunmus olur. y(x)=>"qT,(X) i (4.63) esitliginde yerine yazarsak

i=0

6

Zi:qiTi' (x)+43qT (x)= F (x)

i=0

esitligi elde edilmektedir. (3.71) ve (3.72) deki esitliklerden

2

C 3
70 =a,(, +alz(2k +1) Uiy » G =0y + alz4kq2k '

k=0 k=1

2

3
C,=a,0,+ 0512(4k + 2)q2k+l » Cy=ayq; + alz4kq2k '
k=2

k=1

2

3
C, =, + a12(4k + 2)q2k+l , Cs =05 + alZA'quk '
k=3

k=2
Cs = .0, (4.65)
esitlikleri elde edilmektedir. o, =4 ve «a; =1 degerleri ve (4.65) esitligi

kullanilarak

—9.759463375607003 = 4}, + q, + 30, + 50
17.724099240080182 = 4q, +4q, +8q, +12q,
~13.096667845339839 = 4q|, + 64, + 100 (4.66)
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7.8380496962606845 = 4, +8q, +12q,

—3.839838579806206 = 4q, +10q,

1.560526790895246 = 4q, +120,

~0.5026341100733807 = 4, (4.66a)

lineer denklem sistemi elde edilmektedir. Buradan q, =-16.44103441588367,
q, = 27.893306792780812, g, =-17.329850708908396, (, =8.091943697917545,
q, =—2.877727845648669, gs =0.767107280278847 ve

; =—0.12565852751834516 bulunmaktadir. Bu degerler ~ P° (X) = Zq-T- (X)

esitliginde yerine yazilirsa

R (X) =-16.4410344158836/T, (X) +27.893306792780812T, ( X)
—17.329850708908396T, ( x ) +8.091943697917545T, ( X)
—2.877727845648669T, ( x)+0.767107280278847T, (X)

—0.12565852751834516T; (X)

(4.63) deki birinci mertebeden sabit katsayili adi lineer diferansiyel denklem igin

birinci gesit Chebyshev polinomlar1 cinsinden 6. mertebeden yaklagim polinomu

bulunmaktadir.

Sekil 45. f(x)=xe™ , F’(x) ve P’(x) in grafigi
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4.) R} (x) Yaklasim Polinomunu Bulma

(3.14)  esitliginden  C, =-6.918538251350727 , C, =11.32453941488386 ,
C, =-12.038024842419336 , C, =10.10653551363643,

C, =-7.220961147563353, C, =4.464417950573699 ve
C, =—2.101474556494743 olarak bulunmaktadir. Bu degerler (3.9) esitliginde

yerine yazildiginda f (X) =xe™ fonksiyonunun yaklasim polinomu

R? (x) =—6.918538251350727U, ( x) +11.32453941488386U, ( X)
~12.038024842419336U, ( x) +10.10653551363643U, (X)
~7.220961147563353U, (X ) +4.464417950573699U; ( X)
—2.101474556494743U (X) (4.67)

6

seklinde bulunur. y(x) = z qU, (X) esitligi (4.63) denkleminde yerine yazilirsa

i=0

6

iZi:qui' (x)+43qU, (x) = F5 (x)

i=0

esitligi elde edilmektedir. (3.78) ve (3.79) deki esitlikler yardimiyla

2 3 2
Co=0 + Zalzq2k+l ; C =0+ 40‘12 Qo » C,=,0,+ 60512q2k+1 ,

k=0 k=1 k=1

3 2 3
C; =0 +8alzq2k , C,=a,0, +loalz Upera » Cs =05 +12alzq2k '
k=2 k=2

k=3

Cs =, (4.68)

esitlikleri elde edilir. &, =4 ve o, =1 degerleri ve (4.68) esitlikleri kullanilarak
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—6.918538251350727 = 4q, + 20, + 20, + 20,

11.32453941488386 = 4q, + 40, +4q, +4q,

—12.038024842419336 = 4q, + 60, + 60,

10.10653551363643 = 4q, +80q, + 80

—7.220961147563353 = 4q, +100,

4.464417950573699 = 4q, +12q,

—2.101474556494743 = 4q, (4.69)

lineer denklem sistemi elde edilir. Buradan q, =-38.356915264932255,
g, =49.91344724366411, q, =-38.02117745139241, ¢, =20.648903755510563,
q, = —8.535766299427044 , Qs = 2.692210405014482 ve

6
0, = —0.5253686391236857 bulunmaktadir. Bu degerler P} (X) = Z qu (X)

i—0
esitliginde yerine yazilirsa
P ( X) =-38.356915264932255U, ( X) +49.91344724366411U, ( X)
—38.02117745139241U, ( X) +20.648903755510563U, ( X)
—8.535766299427044U (X) +2.6922104050144820, (X)
—0.5253686391236857U ( x)

(4.63) deki birinci mertebeden sabit katsayili adi lineer diferansiyel denklemi igin
ikinci ¢esit Chebyshev polinomlari cinsinden 6. Mertebeden yaklasim polinomu elde

edilmektedir.

1 L
-1.0

Sekil 4.6. f(x)=xe™, FJ(x) ve RJ(x) in grafigi
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3. R’(X) Yaklasim Polinomunu Bulma

(3.20)  esitliginden  C, =-2.217456841572529,  C, =5.846199912829542 ,
C, =-7.371008884028345, C, =6.802924486087844 , C, =-5.125071800934946 ,
C, =3.2441678966259513 ve C,=-1.539545054973135 olarak bulunmaktadir.

Bulunan bu degerler (3.15) esitliginde yerine yazildiginda f(X)zxe4X

fonksiyonunun yaklasim polinomu

R (X) = —2.217456841572529V, ( ) +5.846199912829542V, (X)
~7.371008884028345V, ( X) + 6.802924486087844V, ()
~5.125071800934946V, (X) + 3.2441678966259513V; ( X)

—1.539545054973135V, ( X) (4.70)

6

seklinde bulunur. y(x)=>_qV;(x) esitligini (4.63) denkleminde yerine yazarsak

esitligi elde edilmektedir. (3.85) ve (3.86) daki esitlikler yardimiyla

3

2 3 2
Co =0, + alz 2Ka,,_, + alz 2kg,., C,=a,q+ alZ(Zk +2) 0y +a122kq2k71 ,
k=0 k=0 k=1

k=1

2

2
C,=a0,+ alZ(Zk + 4) Qoar alZqu2k+2 '
k=0

k=1

3

1 1
C, =0, + alZ(ZK + 4) Qo alZqu2k+3 ; C,=aq,+ alz 2Ky .4
k=1

k=2 k=0

3

Cs =atyls + ) (2k+6) 0y, , Co =yl (4.71)

k=3

elde edilir. oy, =4, a, =1 ve (4.71) deki esitlikler yardimiyla
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—2.217456841572529 = 4q, + 20, + 20, + 40, + 40, + 60 + 6
15.846199912829542 = 4q, + 40|, + 20, + 60, + 40 + 80
—7.371008884028345 = 40}, + 60, + 20, + 80, + 47
6.802924486087844 = 4q, +8q, + 20, +10q
~5.125071800934946 = 4q|, +100, + 20
3.2441678966259513 = 49, +12q;

—1.539545054973135 = 4q,

lineer denklem sistemi  bulunur. Bu lineer denklem  sisteminden

g, =—11.822315046436701, g, = 25.344215822014924,
g, =—-22.917103914886837, g, =13.686249861842885,
q, =—6.003076731827942, g =1.9657007653863392 ve

6
g, =—0.3848862637432838 bulunmaktadir. Bu degerler R’ (x)= Zqui (x)

i=0

esitliginde yerine yazilirsa

R® (x) = —11.822315046436701V, ( x) + 25.344215822014924V, ( X)
~22.917103914886837V, ( X)+13.686249861842885V, (X)
~6.003076731827942V, (X) +1.9657007653863392V, ( X)

—0.3848862637432838V; ( x)

(4.63) deki birinci mertebeden sabit katsayili adi lineer diferansiyel denklem igin
tiglincii ¢esit Chebyshev polinomu cinsinden 6. mertebeden yaklasim polinomu elde
edilmektedir.
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Sekil 4.7. F/(x) ve R’(x) in grafigi
4, PVS (X) Yaklagim Polinomunu Bulma

(3.26) esitliginden C, =-13.477887900767627, C, =11.065593386480915,

C, =-7.350451477655174, C, =3.9756883331539115,

C, =-1.7729769154852422 C, =0.6648179337778508 ve
C, =—-0.20000349679362484 olarak bulunmaktadir. Bulunan bu degerler (3.21)

esitliginde yerine yazildiginda f (X) = xe™ fonksiyonunun yaklasim polinomu

Re () =—13.477887900767627W, ( x) +11.065593386480915W, ()
—7.350451477655174W, ( x) + 3.9756883331539115, ()

—1.7729769154852422W, ( x) + 0.6648179337778508M, ( X)
—0.20000349679362484W ( X) (4.72)

6
seklindedir. y = Zqiwi (x) esitligini (4.63) denkleminde yerine yazarsak
i=0

6

iZi:qui' () +43qW, () = S (%)

i=0

esitligi elde edilmektedir. (3.92) ve (3.93) deki esitlikler yardimiyla
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3

3 3 2
Co=0 + alZZquk—l - alZZquk v Cl=ay0,+ alZ(ZK + 2)q2k _alz 2Ky s
k=0 k=0 k=0

k=1

2

2
C,=a0,+ alZ(Zk + 4) Qoar — alZqu2k+2 '
k=0

k=1

3

1
Cy =0, + alZ(Zk + 4) Qo — alZqu2k+3 ;
k=0

k=2

1 3

1
C, =0, +a12(2k+8)q2k+3 _a122kq2k+4 ' Cs = 05 +a12(2k+6)q2k ve
k=0

k=1 k=3

Cs = .0, (4.73)
esitlikleri elde edilir. o, =4, a; =1 degerleri ve (4.73) deki esitlikler yardimiyla

—13.477887900767627 = 4q, + 2q, — 20, + 40, —4q, + 60, — 60,
11.065593386480915 = 4q, +4q, — 20, + 60, — 409, +8q,

—7.350451477655174 = 4q, + 60, — 20, + 80, — 40,

3.9756883331539115 = 4q, +8(q, — 2, +100,

—1.7729769154852422 = 4q, +10q, — 20

0.6648179337778508 = 4q, +120

—0.20000349679362484 = 4q (4.74)

lineer denklem sistemi elde edilmektedir. Bu lineer denklem sisteminden

g, =—21.29735085252119, ¢, =15.809265386775252, ¢, =8.841238197142076,
0, =3.794552683943772, (, =-1.2587624310697176, ¢, =0.3162071060396814

ve (g, =—0.05000087419840621 bulunmaktadir. Bulunan bu degerler

Pe (X) = Zqui (X) esitliginde yerine yazilirsa
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RS (X) = —21.29735085252119W, ( x) +15.809265386775252W, ( X)
+8.841238197142076W, ( )+ 3.794552683943772W, (X
—1.2587624310697176W, ( x)+0.3162071060396814N, ()

—0.05000087419840621W; ()

(4.63) deki birinci mertebeden sabit katsayili adi lineer diferansiyel denklem ig¢in
dordiincti gesit Chebyshev polinomu cinsinden 6. mertebeden yaklasim polinomu

elde edilmektedir.

Y
ny
o
"

25

Sekil 4.8. Fy(x) ve R¢(x) in grafigi

Ornek 4.5. y"+2y'+5y =4e ™ cos(2x) (4.75)
Ikinci mertebeden sabit katsayili adi lineer diferansiyel denklemi igin P’ (x), R} (x),

R (X) ve Py (X) yaklagim polinomlarini bulunuz.

Céziim 4.5.

1. I:’T5 (X) Yaklagim Polinomunu Bulma

(3.8) esitliginden C, =0.7514148702823917 , C, =0.6394621646762007 ,
C, =-3.01376312836898 , C, =1.402782771754293, C, =—-0.03491052403044281
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ve C,=-0.08624948710946104 olarak bulunmaktadir. f (x)=4e™ cos(2x)

fonksiyonunun yaklagim polinomu

F° (x) = 0.7514148702823917T, (x) +0.6394621646762007T, (X)
~3.01376312836898T, ( x) +1.402782771754293T, ()

—0.03491052403044281T, ( x) —0.08624948710946104T, ( X)

5
seklindedir. y = Zqi'l'i (X) seri agilimi (4.75) esitliginde yerine yazilirsa
i=0

5

>aT (x)+2iZ::qiTi' (X)+534T,(x) = F (%)

i=2 i=0

olmaktadir. (3.100) ve (3.101) esitliklerinden

C 2 y
70 =50 +2) (2K +1) Gy + > 4K0
k=0 k=0
2 2
C, =50, +2 4ka,, + > 4k (2k +1)(k +1) 0y |
k=0 k=0
) 1
C, =50, + 22(4k + 2)q2k+l + Z4k (2k + 2)(k * 2)q2k+2 '
k=L k=0
2 1
C, =50, + 224kq2k +Z4k (2k +3)(k +3) O,z 5
k=2 k=0

2
C4 =50q, + 22(4k + 2)Q2k+1 '

k=2

C, =50, (4.76)
elde edilir. (4.76) esitliklerden

5q, +2q, +40q, +60q, +32q, +10g, =0.7514148702823917
50, +8dq, + 240, +16q, +120q, = 0.6394621646762007 (4.77)
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5q, +12q, +48q, +20q, = —3.01376312836898

50, +160, +80q, =1.402782771754293

5q, +200q, = —0.03491052403044281

50, = —0.08624948710946104 (4.77a)

lineer denklem sistemi elde edilir. (4.77)-(4.77a) deki lineer denklem sisteminden

g, = —4.183805043200431, g, =11.357304411893626,
g, =—3.2383939450963246 , g, =—1.629089221521518,
q, =0.6830137920695998 ve q, =-0.01724989742189221 bulunur. Bu degerler

5
R’ (x)=>qT,(x) esitliginde yerine yazilirsa
i=0
R° (X) =—4.183805043200431T, (X) +11.357304411893626T, (X)
—3.2383939450963246T, ( X) —1.629089221521518T, ( X)

+0.6830137920695998T, ( x) —0.01724989742189221T, ( x)

yaklagim polinomu elde edilir.

e XX

Sekil 4.9. f(x)=4ecos(2x), F’(x) ve P’(x) in grafigi
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2. Ry (x) Yaklasim Polinomunu Bulma

(3.14) esitliginden C, =2.821340881270812, C, =-0.29319271619799625,

C, =-2.340646941734552 , C, =1.2791125376140553,

C, =-0.6079582595063046 ve C, =0.1869139579135437 olarak bulunmaktadir.

f (x)=4e™cos(2x) fonksiyonunun yaklasim polinomu

RS (x) = 2.821340881270812T, ( x) —0.29319271619799625T, ()
—2.340646941734552T, ( x) +1.2791125376140553T, (X)
~0.6079582595063046T, (x) +0.1869139579135437T, ()

5

seklindedir. y(X)=>Y_qU;(x) seri agthm (4.75) esitliginde yerine yazilirsa

olmaktadir. (3.106) ve (3.107) esitliklerinden

2 2 2 2
Co =50 +4D_ Uy + 2 4k (k+1) 0, , C, =50, +8 Gy + D 8K (K+2) 0y,
k=0

k=0 k=1 k=0

2 1 2 1
C, =50, +12) Uy + D 12K(K+3) 0y, C; =505 +16) 0y + D 16K (K +4) 0,5 |
k=0

k=1 k=2 k=0

2
C,=5q, + 202 Qo V€ Cs =50 (4.78)
k=2

elde edilir. (4.78) esitliklerinden

5q, +4q, +8q, +40q, + 249, +4q, = 2.821340881270812

50, +80, + 24, + 8, + 64q, = —0.29319271619799625 (4.79)



142

5q, +12q, + 48, +12q, = —2.340646941734552

5q, +160, +80q, =1.2791125376140553

5q, +20q, = —0.6079582595063046

50, = 0.1869139579135437 (4.79a)

lineer denklem sistemi elde edilir. (4.79)-(4.79a) deki lineer denklem sisteminden
q, =3.2643545711057373, ¢, =-3.879510539459742, q, =0.78423290158148,

g, = 0.5252908605421781 , q, =—0.27112281823209605 ve

o

gs = 0.037382791582708796 bulunur. Bu degerler R (x)=> qU,(X) esitliginde

i~
i=0

yerine yazilirsa

R® () =3.2643545711057373U, () — 3.879510539459742U, ( X)
+0.78423290158148U, ( X) +0.5252908605421781U, ()

—0.27112281823209605U , ( x ) +0.037382791582708796U; ( x)

yaklasim polinomu elde edilir.

Sekil 4.10. f(x)=4e*cos(2x), F;(x) ve R;(x) in grafigi
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3. B’ (X) Yaklasim Polinomunu Bulma

(3.20) esitliginden C, =0.6506361502071977, C,=-1.7168112354776666 ,

C, =-1.9300811952841572, C, =-0.28071376028345335,

C, =0.02887958423752293 ve C, =0.051386974938202976 olarak bulunmaktadir.

f (X) =4e™" COS(ZX) fonksiyonunun yaklagim polinomu

R (x) = 0.6506361502071977V, (x) —1.7168112354776666V, (X)
~1.9300811952841572V, ( x) — 0.28071376028345335V, (X)

+0.02887958423752293V, ( x) +0.051386974938202976V; ( X)

5
seklindedir. y =" qV;(x) seri agitlmi (4.75) esitliginde yerine yazilirsa

i=0

iZ:‘qui” (x)+ ZiZ:: gV, (x)+ SiZ:: qV; (x)=F/(x)

olmaktadir. (3.112) ve (3.113) esitliklerinden

C, =50, + 223: 2K, + 2i 2k, +i4k (k+1) Oy + 22:4k (k+1) gy
& = & &
C, =50, + 25 (2K +2) 0 +25 ks + 3k (K +2) (K +2) Gy + D Ak (k +2)(K+1) Gy
< & & &
C, =50, + 23" (2K + 4) 0y 423 2k s+ D K (k43) (K +2) s+ 3 K (K 41) (K +3)
< = = =
C, =50, + 222:(2k +4)q2k + ZZI:quZM +21:4k (k +4)(k +3)q2k+3
k=2 k=0 k=0
C,=5q, + ZkZ::(Zk +8) .5

C, =50, (4.80)
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elde edilir. (4.80) esitliklerinden

50, +4q, +12q, + 244, +32q, + 840, = 0.6506361502071977

5, + 80, + 280}, + 360, +104q, =—1.7168112354776666

50, +120, +520, +48q, =—1.9300811952841572

50, +16q, +84q. =—-0.28071376028345335

50, + 200, =0.02887958423752293

50, = 0.051386974938202976 (4.81)

lineer denklem sistemi elde edilir. (4.81) lineer denklem sisteminden

g, = 0.2829993100353205, g, =0.08849899498767777,
g, =0.1605555035398624, g, =—0.11573526591926771,
g, =-0.03533366310305779 ve g, =0.010277394987640595 bulunur. Bu degerler

5
R’ (x)=>qV,(X) esitliginde yerine yazilirsa
i=0
R® (x) =0.2829993100353205V, ( X) + 0.0884989949876 7777V, (x)
+0.1605555035398624V, (X) —0.115735265919267 71V, (X)

—0.03533366310305779V, ( X) +0.010277394987640595V ( X)

yaklagim polinomu elde edilir.

i 1 s - g 1
L \ 0.5

2=
i Piv(jxjv

-4}

Sekil 4.11. f(x)=4ecos(2x), F’(x) ve R’(x) in grafigi
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4. Ry (x) Yaklasim Polinomunu Bulma

(3.26)  esitliginden C, =0.6506361502071976 , C, =1.716811235477667 ,

C, =-1.930081195284157 , C, =0.28071376028345296 ,

C, =0.02887958423752307 ve C, =-0.05138697493820213 olarak bulunmaktadir.
f (X) =4e™" COS(ZX) fonksiyonunun yaklagim polinomu
Fo ( x) = 0.6506361502071976W, (x)+1.716811235477667W, ( X)
—1.930081195284157W, ( x)+0.28071376028345296/\ ( X )

+0.02887958423752307W, ( X) —0.05138697493820213W\ (x)

5
seklindedir. y = Zqui (X) seri a¢ilimi (4.75) esitliginde yerine yazilirsa

i=0

iqiwi" (x)+ 225: W, (x) + 525: gW, (x) = Ry (x)

i=0 i=0

olmaktadir. (3.118) ve (3.119) esitliklerinden

3 2 3 2
Cy =50, +2D 2Kty , — 2D 2ka,, —2> 4k (K+1)" Gps + > 4k (K +1) 0y
k=1 k=1 k=0 k=0

2 2 1
C, =50, +2> (2K +2) 0y — 2D 2Kdy,; + Y 4k (k+3)(k +2)0y.,
k=1 k=0 k=0
2

=D Ak (k+2)(k+1) Gy

k=0

2 1 1
C, =5q, + 22(2k +4) Gy —222kq2k+2 +Z4k (k+3)(k+2) 0y,
k=1 k=0 k=0
1

= Ak (K +1)(K+3) 0y,

k=0
2 1 1
C, =5q, + ZZ(ZK +4) 0, —222kq2k+3 —Z4k(k +4) (K +3) Uy,
k=2 k=0 k=0

1
C, =50, +2>_(2k +8) Uy,
k=1

C, =50, (4.82)
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elde edilir. (4.82) esitliginden

5q, +4q, +40q, — 244, +40q, —1329, = 0.6506361502071976

50, +80, — 28q, + 600, —104q, =1.716811235477667

50, +12q, + 44q, —16q, = —1.930081195284157

50, +16q, —84q, = 0.28071376028345296

50, + 200, =0.02887958423752307

50, =—-0.05138697493820213 (4.83)

lineer denklem sistemi elde edilir. (4.83) deki lineer denklem sisteminden

g, =—0.3472008666175304, g, =-1.618881624220455,
g, =-0.19177369846551162 , g, =—0.2665510734894809 ,
g, = 0.04688549679806624 ve q, =-0.010277394987640406 bulunur. Bu degerler

5

Ry (x)= Zqui (x) esitliginde yerine yazilirsa

r=0
RS (x) = —0.3472008666175304W, ( ) —1.618881624220455\, ( X)
—0.19177369846551162W, (X) —0.2665510734894809W, ( X)

+0.04688549679806624W, ( x) —0.010277394987640406W ( x)

yaklasim polinomu elde edilir.

Sekil 4.12. f(x)=4e*cos(2x), Fy(x) ve Ry(x) in grafigi



BOLUM 5. SONUC

1. Ugiincii ve dordiincii cesit Chebyshev polinomlarinin tiirevleri ve X in
kuvvetlerinin {iglincli ve dordiincii ¢esit Chebyshev polinomlari cinsinden

gosterimlerini veren esitlikler tanimlanmistir.

2. Ugiincii ve dordiincii gesit Chebyshev polinomlar1 igin rekiirans bagintilaria

alternatif esitlikler tanimlanmustir.

3. Chebyshev seri agilimlari, Chebyshev polinomlarinin tiirev esitlikleri ve X’ in
kuvvetlerinin Chebyshev polinomlar cinsinden gosterimlerini veren esitlikleri (3.27)
de tanimlanan yiiksek mertebeden sabit katsayili adi lineer diferansiyel denklemlerde
kullanilarak yiiksek mertebeden sabit katsayili adi lineer diferansiyel denklemlerin
birinci, ikinci, ligiincii ve dordiincli ¢esit Chebyshev yaklasim metotlar1 sirasiyla
(3.34)-(3.34a)-(3.34b)-(3.34c), (3.38)-(3.38a)-(3.38h), (3.42)-(3.42a)-(3.42b)-
(3.42c)-(3.42d) ve (3.46)-(3.46a)-(3.46b)-(3.46¢)-(3.46d) deki esitlikler seklinde elde
edilmistir. Elde edilen bu esitliklerin Ornek 4.2 de uygulamas1 yapilmustir.

4. Chebyshev seri agilimlari, Chebyshev polinomlarinin tiirev esitlikleri, Chebyshev
polinomlarinin rekiirans bagmtilarina alternatif esitlikleri ve X’ in kuvvetlerinin
Chebyshev polinomlart cinsinden gosterimlerini veren esitlikleri (3.47) de
tanimlanan yiiksek mertebeden degisken katsayili adi lineer diferansiyel
denklemlerde kullanilarak yiiksek mertebeden degisken katsayili adi lineer
diferansiyel denklemlerin birinci, ikinci, {iglincii ve dordiincii g¢esit Chebyshev
yaklasim metotlar1 sirastyla (3.52)-(3.52a)-(3.52b)-(3.52¢)-(3.52d), (3.56)-(3.56a)-
(3.56b)-(3.56¢), (3.60)-(3.60a)-(3.60b)-(3.60c)-(3.60d)-(3.60e) ve (3.64)-(3.64a)-
(3.64b)-(3.64c)-(3.64d)-(3.64¢) deki esitlikler seklinde elde edilmistir. Elde edilen bu
esitliklerin Ornek 4.3 de uygulamasi yapilmustir.
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5. Chebyshev seri acilimi1 ve Chebyshev polinomlarinin birinci mertebeden tiirevleri
(3.65) de tamimlanan birinci mertebeden sabit katsayili adi lineer diferansiyel
denklemlerde kullanilarak birinci mertebeden sabit katsayili adi lineer diferansiyel
denklemlerin birinci, ikinci, tgilincii ve dordiincii ¢esit Chebyshev yaklasim

polinomlarindaki katsayilar1 bulmak igin sirasiyla (3.71)-(3.72), (3.78)-(3.79),

(3.85)-(3.86) ve (3.92)-(3.93) deki esitlikler elde edilmistir. Elde edilen bu esitliklerin
Ornek 4.4 de uygulamasi yapilmustir.

6. Chebyshev seri agilim1 ve Chebyshev polinomlarinin ikinci mertebeden tiirevleri
(3.94) de tanimlanan ikinci mertebeden sabit katsayili adi lineer diferansiyel
denklemlerde kullanilarak ikinci mertebeden sabit katsayili adi lineer diferansiyel
denklemlerin birinci, ikinci, {giincii ve dordiincii cesit Chebyshev yaklagim
polinomlarindaki katsayilart bulmak igin sirasiyla (3.100)—(3.101), (3.106)-(3.107),
(3.112)-(3.113) ve (3.3.118)-(3.119) deki esitlikler elde edilmistir. Elde edilen bu
esitliklerin Ornek 4.5 de uygulamasi yapilmustir.
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