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OZET

Anahtar Kelimeler: k-Fibonacci sayilari, Fibonacci polinomlart ve tiirevleri,
Fibonacci o6zdeslikleri, diigiim polinomu, (2,n)-tor halkasi, Alexander-Conway
polinomu, Jones polinomu.

[k béliimde diigiim polinomlar1 ve Fibonacci dizileri ile ilgili kisa bir literatiir bilgisi
verilmektedir. Ikinci bliimde bazi temel kavram ve 6zellikler verilmektedir. Ugiincii
boliimde k-Fibonacci say1 dizileri ve 6zellikleri ayrintili olarak incelenmektedir.

Dérdiincii boliimde Fibonacci poinomlari, besinci boliimde Fibonacci polinomlarinin
tirevleriyle elde edilen polinomlar ve bu polinomlardan iiretilen say1 dizileri {izerine
calisiilmaktadir.

Altinc1 boliimde Fibonacci polinomlart ile diigiim polinomlar1 arasinda iliski
kurmaya yonelik ¢alismalar yapilmaktadir. Bu boliimde baslangi¢ sartlar1 Fibonacci
polinom dizisinin baglangi¢ sartlariyla ayni olan genellestirilmis bir Fibonacci dizisi
tanitilmaktadir. Bu polinomdan yararlanilarak (2,7)-tor halkalarinin Jones polinomlar
dizisinin bir tekrarlama bagintisin1 sagladigr ispatlandiktan sonra (2,n)-tor
halkalarmin Jones polinomlar dizisinin, Fibonacci benzeri oOzellikleri, matris
temsilleri ve Fibonacci benzeri 6zdeslikleri ispat edilmektedir. Sonug olarak, (2,n)-
tor halkalarinin Jones polinomlari, Fibonacci polinomlarin bir genellemesi olarak
elde edilmektedir.

vii



k-FIBONACCI NUMBERS AND ON
JONES POLYNOMIALS OF (2,n)-TORUS LINKS

SUMMARY

Keywords: A-Fibonacci numbers, Fibonacci polynomial and their derivatives,
Fibonacci identities, knot polynomial, (2,n)-torus link, Alexander Conway
polynomial, Jones polynomial.

It has been given a short literature information about the knot polynomials and the
Fibonacci sequences in the first chapter. Some fundamental concepts and properties
have been given in the second chapter. k-Fibonacci sequence whether to give,
properties of them have been discussed in detail in the third chapter.

The Fibonacci polynomial in the fourth chapter and the polynomials obtained from
derivatives of the Fibonacci polynomial and the number sequences produced from
these polynomial has been examined in the fifth chapter.

Studies to establish a relationship between knot polynomials and Fibonacci
polynomial have been done in the sixth chapter. A generalized Fibonacci polynomial,
which its initial conditions are the same as Fibonacci polynomial has been introduced
in this chapter. By using this polynomial, the Jones polynomial of (2,n)-torus link has
been expressed as a generalized Fibonacci polynomial. Firstly, it has been proved
that the sequence of the Jones polynomials of (2,n)-torus link satisfy a recurrence
relation. Then, it has been given Fibonacci-like properties, matrix representations and
links. Consequently, the Jones polynomial of (2,n)-torus link has been obtained as a
generalized Fibonacci polynomial.
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BOLUM 1. GIRIS

Diiglim teorisi ile ilgili caligmalarin ¢ogu diigiimii siniflandirma problemiyle ilgilidir.
Diigiim teorisinde hesaplanmasi zor fakat kolayca tanimlanabilen bazi Onemli
invaryantlar vardir. Bunlar sayisal, grupsal ve polinom invaryantlar1 olarak
simiflandirilir. Bir diiglimiin veya halkanin bilesen sayisi, minimum kavsak sayisi,
halkalanma say1s1, burulma sayisi, orgii sayisi, koprii sayisi ve renklenme sayis1 gibi
sayisal invaryantlar1 [1-3], diiglimiin homotopi grubu, homoloji grubu, kristal ve
kuantle gibi grupsal invaryantlar1 [2-4] ile Alexander polinomu [5], Alexander-
Conway polinomu [6], Jones polinomu [7,8], Kauffman polinomu, genellestirilmis
Kauffman polinomu [2,9], Homfly polinomu [10] gibi polinom invaryantlar1 vardir.
1985 yilina kadar diigiim teorisindeki temel calisma alani Seifert matrislerinden
tiiretilmis invaryantlardir [11,12]. Ornegin; Alexander polinomu, bir diigiimiin isareti
v.s. 1985 yilinda Jones tarafindan yonlendirilmis diigiim diyagrami igin tek
degiskenli bir Laurent polinomu tanimlandi [7]. Bu Laurent polinomu diigiim
teorisinin yeni invaryantlarindan biridir ve Jones polinomu olarak adlandirilir. Bu
invaryant sayesinde diigiim teorisindeki teorik c¢aligmalar degisik diigiim dallarina
uygulandi ve bunlarin ¢6zliimii ile yan calisma alanlar1 olusturuldu 6yle ki Jones
polinomu diger bilim dallarindan yontemler kullanilarak insa edilebilmistir[8].
Omegin; istatiksel mekanik, kuantum gruplari, graf teorisi v.s. Boylece diigiim
teorisi, matematigin i¢indeki ve disindaki diger alanlarla iliskilendirildi. Dolayisiyla,
birbiriyle iligkili bilimler arasinda bir arastirma alani olustu. Buralardan elde edilen
sonuglar sayesinde Kauffman polinomlar1 ve Homfly polinomu gibi yeni invaryantlar

elde edildi.

Diger taraftan, giliniimiizde Fibonacci say1 dizileri ve onlarin benzerleri [12,13],
sayilar teorisinde biiyilk Ooneme sahip olmasinin yani sira, matematigin diger
dallarinda, fizik, miihendislik ve hatta sanat biliminin bir¢ok dalinda siklikla
kullanilan ve uygulama alani bulan dizilerdir. Fibonacci say1 dizilerinin bilim

diinyasinda bu kadar ilgi ¢ekmesi li¢ nedenle ifade edilebilir. Bunlarin ilki, dizinin



bazi terimleri dogada beklenmedik sekillerde ve yerlerde karsimiza ¢ikmaktadir.
Ornegin; papatyadaki yapraklarmn sayisi, aygigegindeki sarmallarin sayilar1 Fibonacci
sayilaridir. Yapilan ¢aligmalarda bu tiir siralanmanin gilinesi en verimli kullanmay1
sagladigi, polen tasiyan boceklerin bu tiir bir diizeni tercih ettigi sonucuna
varilmistir. Ikincisi, ardisik iki Fibonacci sayisiin oranmin altin oran diye bilinen,
insan viicudunda da bulunan, sanat ve mimaride gilizel sonuglar veren 1,61803...
sayisina yakimsamasidir. Uciinciisii ise, matematik ve fizikteki uygulamalaridir.
Italyan matematik¢i E. Lucas ‘Fibonacci sayr sisteminde kullamlan ardisik iki
terimin toplami bir sonraki terimi verir’ kuralini, baslangi¢ sartlarimi degistirerek
uygulamis ve Lucas say1 dizileri denilen yeni bir say1 sistemi tanimlamistir [14-17].
Bu dizilere benzer olarak tanimlanan ve bu dizilerin genellemeleri olan bagka say1

dizileri de vardir.

Ayn1 zamanda Fibonacci sayilarmin genellemesi olan Fibonacci polinomlart da
modern bilimlerde yiiksek seviyede ilgi ¢ekmektedir. Fibonacci polinomlari ilk
olarak 1883 yilinda E. C. Catalan [18]. 1963 yilinda P. F. Bryd tarafindan Fibonacci
formunda yeni bir polinom tanimlanmistir [19]. Literatiirde Catalan’in tanimladigi
polinom Fibonacci polinomu ve Bryd’in tanimladig1 polinom Pell polinomu olarak
adlandirilmaktadir. Son yillarda Fibonacci polinomlar1 ve onlarin genellestirilmeleri

iizerine ¢ok sayida ¢alismalar yapilmaktadir. [20-23] v.d.

Bu tezde k-Fibonacci sayr dizileri [13-15], bu dizilerin o6zellikleri, bazi onemli
Ozdeslikleri ve Fibonacci polinomlari, onlarin tiirevleri ¢ahsildi. (2,n), tor
diigiimlerinin Jones polinomu, genellestirilmis Fibonacci polinomu olarak tanimlandi
ve bu polinomun biitlin Fibonacci benzeri Ozellikleri ile Cassini, Catalan ve

D’Ocagne gibi 6nemli Fibonacci 6zdeslikleri ispat edildi.

Bu tez, sonug ve oneriler boliimii harig alt1 boliimden olusmaktadir. Ikinci boliimde,
diger boliimlerde kullanilan diiglim teorisinin bazi temel kavramlari verildi.

Uciincii boliimde, k-Fibonacci sayr dizileri calisildi. Bu sayr dizilerinin iireten
fonksiyonu, Binet formiilii, altin oran, ilk # teriminin toplami, kismi toplamlar1 ve

matris temsilleri verildi [13,17]. Dordiincii boliimde, Fibonacci polinom dizisi, tireten



fonksiyonu, Binet formiilli, ardisik terimlerin asimptotik davranisi, Honsberger
formiilii, Cassini, Catalan ve D’Ocagne 6zdeslikleri [17,24] ve bu Fibonacci polinom
dizilerinin toplami1 gibi &zellikleri verildi. Ayrica n. dereceden kuvvet polinomu,
Fibonacci polinomlarinin bir fonksiyonu olarak ifade edildi. Dordiincii boliimde
Fibonacci poinomlari ve sonraki boliimde Fibonacci polinomlarinin tiirevleriyle elde
edilen polinomlar [14,15] ve bu polinomlardan iiretilen say1 dizileri iizerine ¢alisildi.
Ayn1 zamanda Fibonacci sayr dizileri ile tiirev polinomlarindan elde edilen sayi

dizileri arasindaki iligkiler incelendi.

Besinci boliimde Fibonacci polinomlart ile diiglim polinomlar1 arasinda iliski
kurmaya yonelik ¢aligmalar yapildi. Bu boliimde Alexander-Conway polinomunun
tanim1 ve bazi Ozellikleri verildi ve birka¢ az gegitli diiglimiin Alexander-Conway
polinomlart hesaplandi. (2,n)-tor halkalarinin Alexander polinomu Fibonacci
polinomu gibi baslangi¢ sartlar1 bilinen birtekrarlama bagintisi1 olarak yazildi. (2,n)-
tor halkalarinin Alexander polinomu Fibonacci polinomu gibi baslangic sartlari
bilinen bir tekrarlama bagintis1 olarak yazildi. Literatiirde de ¢ok iyi bilindigi gibi bu
polinomlarin Fibonacci polinomlari olduklart goriildii. Bu boliimde baglangic sartlar
Fibonacci polinom dizisinin baslangi¢c sartlariyla ayni olan genellestirilmis bir
Fibonacci dizisi tanmitildi. Bu polinom dizisinden yararlanilarak (2,n)-tor
diigtimlerinin Jones polinomlarinin bir genellestirilmis Fibonacci polinomu olarak
ifade edildi. Bunun i¢in 6nce (2,n)-tor diigiimlerinin Jones polinomlar dizisinin bir
tekrarlama bagintisin1 sagladigi ispatlandi. Sonra (2,n)-tor diiglimlerinin Jones
polinomlar dizisinin biitliin Fibonacci benzeri 6zellikleri, matris temsilleri ve Cassini,
Catalan ile D’Ocagne benzeri Ozdeslikleri ispat edildi. Sonug¢ olarak, (2,n)-tor
diiglimlerinin Jones polinomlari, Fibonacci polinomlarinin bir genellemesi olarak

elde edildi.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Diigiim ve Halka

Tamm 2.1.1. S' ={(x,y):x*+y> =1; x,y € R} birim ¢ember olsun. S' in R’ veya
S’ =R’ U{o} igine yerlestirilmesine bir diigiim denir.neN igin n tane diigiimiin

ayrik birlesimine bir halka denir [25].

Tamim 2.1.2. K ve L S° iginde yonlendirilmis iki diigiim olsun Eger #(K)=L olacak

sekilde yonlendirmeyi koruyan bir 4: S° — S° homeomorfizmi varsa K diigiimii L

diigiimiine denktir denir [25,26].

Not 2.1.1. Iki diigiimiin denkligi tanim1, S° icinde ki diigiimler iizerinde bir denklik
bagintis1 verir. Bu baginti, s6z konusu kiimeyi ayrik denklik siniflarina ayirir. Her

denklik sinifina bir diiglim tipi denir. .Denk iki diigiim ayn1 diigiim tipindedir.

Tanmm 2.1.3. Yonlendirilmis bir ¢cember (veya bir iicgen) ile ayni tipte olan bir
diigiime diiglimlenmemis (asikar) diiglim denir. Halkalanmamis halkaya ise asikar

halka denir [27,28].

Tamm 2.14. p:S° > S°, p(x,y,z)=(x,»,0) ile tanimlanan fonksiyona izdiisiim

fonksiyonu denir.

Eger K, S° icinde bir diigiim ise, p izdiisiim fonksiyonu altindaki resmi, p(K), K

diigiimiiniin xy- diizlemindeki izdiistimiidiir.

Tamm 2.1.5. K, S’ iginde bir diigiim ve p, yukarida gecen izdiisiim fonksiyonu

olsun. aep(K) i¢in p~'(a)N K , n tane (n>1) noktadan ibaret ise, a noktasina p(K)



nin bir n-katl noktasi denir. Eger n=2 ise, a noktasina ge¢it noktas1 (¢ift katli nokta)

denir [25].

Tamm 2.1.6. Bir gegit noktasi, K diiglimiine ait iki noktanin goriintiisii olup, bu iki
noktadan z koordinati daha biiyiik olan bir {list gecit noktasi ve digerine alt ge¢it

noktas1 denir [25].

Tamm 2.1.7. K bir diigiim ve p izdiisiim fonksiyonu olsun. Eger, p(K) nin kath
noktalar1 sadece sonlu sayida ge¢it noktasi ise ve higbir gegit noktasi K diiglimiine ait
bir kdse noktasinin p altinda resmi degilse, p(K) ya K diiglimiiniin regiiler izdiistimii
denir. Eger p(K) izdiisiimii regiiler ise, K diigiimiine uzayda regiiler pozisyondandir

denir [27].

Bir digiimiin regiiler izdiisiimiine, o diiglimiin regiiler diyagrami denir. Regiiler
diyagram; diiglimiin, uzayin yeteri kadar uzak ve uygun bir noktasindan ¢izilen resmi

gibidir [27].

Tamm 2.1.8. Regiiler pozisyonda bulunan bir K diigiimii ile bir ¢ >0 reel sayisi
verilsin. K diigiimiiniin herhangi alt gecit noktasindan uzakligi ¢ sayisindan kiigiik
olan noktalarin kiimesi 4 ise p(K —A4) kiimesine K diigiimiiniin normal diyagrami

veya kisaca diigiim diyagrami denir [25,27].

Tamim 2.1.9. Bir K diigiimiiniin 7:5° = S° ,r(x,y,z)=(x,y,—z) ile tanimlanan

yansima fonksiyonu altindaki goriintlisiine, K diiglimiiniin ayna goriintiisii denir.
Yansima fonksiyonu, uzayin yonlendirmesini tersine ¢eviren bir homeomorfizmdir

[25].

Tamm 2.1.10. Bir diiglim, ters isaretlisine denk ise tersinir diigiim denir. Bir diigtim,

ayna goriintiisiine denk ise bu diiglime kiiresel diiglim denir [25].



2.2. Bazi Klasik Diigiim invaryantlan

Tamm 2.2.1. iki diigiimden biri, sonlu sayida Reidemeister hareketiyle (Sekil 2.1)
digerine doniisebiliyorsa bu diiglimler ayni tiptendir denir. Yani sonlu sayida
Reidemeister hareketiyle birbirine doniigebilen diigiimler denktirler [28].

Bu tanima gore, Reidemeister hareketleri ile degismeyen 6zellikler, diigiim tipinin

szellikleridir [28,29].

Tamm 2.2.2. 11 ve III. Reidemeister hareketleri ile iiretilen denklik bagintisina
regiiler izotopi ve Reidemeister hareketlerinin iicii ile iiretilen diyagramlar tizerindeki

denklik bagintisina kusatan izotopi denir[28].

Boylece II. ve III. hareketler regiiler izotopi invaryanti; 1., II. ve III. hareketler

kusatan izotopi invaryantidir [28].

R e > R e KX

D D’ 0 J' JO T T' K K'

Sekil 2.1. Reidemeister hareketleri: 1. Hareket: D <> D, veya D' <> D ;

II. Hareket: J <> J,, veya J'<> J,; lIl. Hareke: T <> 7" veya K <> K'.

Tamm 2.2.4. Bir K diiglimiiniin herhangi bir diyagramindaki kavsaklarin minimum

sayisina kavsak sayisi denir. Kavsak sayisi diiglimiin bir invaryantidir [28,30].

Tamm 2.2.5. Bir diiglim diyagrami sag el kuralina gore yonlendirilmis ise isareti

pozitif ve sol el yonlendirmesine gore yonlendirilmis ile isareti negatiftir (Sekil 2.2).

A \“

Sekil 2.2. Sag-el ve sol-el yonlendirme



Tanim 2.2.6. L={a,p}, a ve P bilesenlerinden olusan bir halka olsun.

lk(K) =lk(c.,B) halkalanma sayisi

lmm=mmm=%§jdm

peanp

formiilii ile tanimlanir. Burada anp, a ile B (kendi kendini kesmeyen) gecitlerinin

kiimesini ve €(p) gecidin isaretini gosterir [28].

Tamm 2.2.7. K yonlendirilmis bir diiglim diyagrami olsun. K diigiimiiniin burulma

sayist o(K),

oK)= D, &(p)

peC(K)

formiilii ile tanimlanir. Burada C(K), K diyagramindaki kavsaklarin sayisini gosterir

[28].
2.3. Baz1 Toplamsal Esitlikler

Tanim 2.3.1. (a,) bir dizi olsun.

£ =3 apdt
k=0

bi¢iminde bir kuvvet serisine (a,) dizisinin tirete¢ fonksiyonu denir.

Tamim 2.3.1. Iki saymin toplammin islii ifadesinin Binom agilimi agilimidir. Temel

binom ag¢ilimi, n € N iken

(x+y)n _ i(]t}kynk
k=0



n!

T K (n—k)!

n
bi¢iminde tanimlanir. Burada (k] binom katsayilari, #’nin £l

kombinasyonudur ve

)

esitligini saglar. Binomsal formiillerin degisik bi¢imleri vardir. Bunlardan biri
genellikle tekrarlama bagmtilarin = saglayan dizilerin Binet formiillerinin

bulunmasinda kullanilan

xn+l n+l  [n/2]

—y_ 1)k n—k k n—k
; —;( y [ i j(xy) (x+y)

xX—

acik formiiliidiir [24].



BOLUM 3. k-FIBONACCI SAYILARI VE OZELLIiKLERI
3.1. k-Fibonacci Sayilar

Tamm 3.1.1. Herhangi bir & pozitif reel sayis1 i¢in k-Fibonacci say1 dizisi {Fk’n} o

baslangig sartlari,

olmak tizere ve n>1 igin,

F;f,n+l = kF;cn + E{,n—l (3 1)

indirgeme bagintisi ile tanimlanir [13]. Bu say1 dizisi, klasik Fibonacci dizisi ve Pell

dizisine [31] gore daha genel bir say1 dizisidir.
k-Fibonacci say1 dizisi bazi 6zel durumlar sunlardir:

a. k=1 ise F,=0, F,=1, n>1i¢in F, , =F, +F,, ve {F} =10112.3,5,..}ile
klasik Fibonacci dizisi elde edilir.

b. k=2 ise P, =0, B=1, n>1i¢cin P, =2P,+P,_, ve {P} =10,1,2,512,.. }ile
Pell dizisi elde edilir.

c.k=31se H,=0, H,=1, n>11i¢in H ,=3H +H, , ve {H }, =10,1,3,10,33,...}

dizisi elde edilir.

k-Fibonacci sayi1 dizisinin ilk birkag¢ terimi Tablo 3.1.’de verildi.
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Tablo 3.1. k-Fibonacci sayilart

F.,=1
Fo,=k
Fo,=k+1
F, =k +2k

F =k'+3k>+1

F

k

=K 4K 13k

F =k +5k* +6k* +1

k,7

F, =k +6k> +10k" + 4k

3.2. k-Fibonacci Sayilarinin Ozellikleri

Tanmm 3.2.1. {Fkn} N k-Fibonacci sayt dizisinin (3.1) indirgeme bagimntisina

karsilik gelen karakteristik denklemi,
A =kA+1 (3.2)

ve bu karakteristik denklemin kokleri A,=a ve 1,=f olmak iizere,

a_k+x/k2+4 K +4

k
2’ﬂ_2

olur. o pozitif kok, f ise negatif koktiir, k>0 oldugundan,

a<0<p, ,af=-1,a+B=k ve a-f=k’+4

al<|p
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olur. Baz1 6zel durumlar asagidaki gibi siralanabilir.

++/5 1-/5

a. k=1 icin klasik Fibonacci dizisinin kokleri, ale ve f = 5 olarak

elde edilir « ile verilen kok, altin orandir [13].
b. k=2 icin Pell dizisinin kokleri,a =1+ V2 ve B=1-+/2 elde edilir. « ile

verilen kok, giimiis orandir [13].

c. k=3 icin (H,) . dizisinin kokleri,or = 1 elde edilir. « ile

++/13 1-413
5 ve f= 5

verilen kok bronz orandir [13].

Onerme 3.2.1. (Binet formiilii) [16,24]. « ve f, (3.2) esitligi ile verilen

karakteristik denkleminin kokleri olmak iizere, n.inci k-Fibonacci sayisi,

£, =20 (33)

ile verilir.

Ispat. k-Fibonacci dizisinin genel terimi, C, ve C, katsayilari igin,

F,=CGa" + G

formda ifade edilebilir[14]. » =0 ve n=1 baslangi¢ degerleri i¢in CIZLZ—C2
a —

elde edilir ve (3.3) saglanir.

Binet formiiliiniin dogal bir sonucu olarak asagidaki 6zdeslik verilebilir.

Onerme 3.2.3. (Catalan o6zdesligi) k-Fibonacci sayr dizisine karsihik gelen

karakteristik denklemin kokleri o, f ve r,n € N olmak {izere,

F

k,n—rEc - F;cz,n = (_1)”*1” F;cz,; (3 4)

i+

0zdesligi ile verilir.
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Ispat. Binet formiiliinii (3.4) ile verilen 6zdesliginin sol tarafina uygulayarak ve

a.f} =—1 esitligi goz 6niinde bulundurularak,

. P _F2 _ an—r _ﬁn—r ‘ an+r _ﬂn+r ~ an _ﬁn 2
kn—r" k,n+r k.n a—ﬁ a—ﬁ a—ﬁ
B a2n _an—r .ﬂl'l+r _an+r .ﬂn—r _a2n +2a7lﬂn _ﬂn
(a-py

Zﬁ{—(aﬂ)"'(%jr—(aﬂ)’”(aﬂ)"J

_ (_1)”“ ' o + B .,
@By | (ap)

— (_ 1)n+]—r Ej,

elde edilir. Boylece (3.4) 6zdesliginin ispat1 tamamlanir.

Not 3.2.1. =1 i¢in (3.4) 6zdesligi k-Fibonacci dizisi

E{,n—lE{ F}c,nz = (_1)" (35)

i+l -

sekilde klasik Fibonacci say1 dizisi i¢in Catalan 6zdesligidir [13]. Benzer bir bigimde
asagidaki 6zdeslik ispatlanabilir.

Onerme 3.2.4. (d’Ocagne 6zdesligi). m,ne N, m>n olmak iizere,

E{,n—lF;{ F

o =(=1) (3.6)

o+l

Asagidaki onermede k-Fibonacci dizisinin genel teriminin hesaplanmasi igin baska

bir a¢ik ifade verilmektedir.
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Onerme 3.2.5. ikneN,a>0 ve | a|=sup{n|n<a} olmak iizere,

5 |
1 n—1-2i 2 !
ERkE [zm}‘ (+4) (.7)

Ispat. (3.2) ifadesinden elde edilen « ve S degerleri igin,

2

@ =p (ke ea) (k= +a)
“a-p 2

Boylece

n—1

o
a"—ﬁ”_ 1 1 n nel—2i i
T S )

elde edilir. Bu ifadenin diizenlenmesiyle (3.7) esitligi elde edilir.

Bu esitligin bazi 6zel durumlar1 sunlardir:

a. k=1 ise klasik Fibonacci dizisinin genel terimi,

5
b= £ (21+1]

bi¢iminde ifade edilir.



b. k=2 ise Pell dizisinin genel terimi,

n 2n—1—2i8i
2i+1

ifadesi diizenlenerek

2oy,
50
i=0 2i+1

elde edilir.

Pn:

L

n—1
2" S

c. k=3 ise H, dizisinin genel terimi,

3 -zl 13Y
H”:(Ej ;[2141}(?J

bi¢iminde elde edilir.

14

Onerme 3.2.6. (k-Fibonacci dizisinin ardisik terimlerinin oranmin limiti) k,n e N ve

r (3.2) ile verilen karakteristik denklemin pozitif kokii olmak iizere,

esitliginde | p | < |a| oldugundan

~—
S

(3.8)
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olur ve boylece (3.8) esitligi elde edilir.

Bu 6nermenin bir sonucu olarak klasik Fibonacci dizisi i¢in « altin oran Pell dizisi

icin glimiis oran ve (H . )neN dizisi i¢in bronz orandir.

Onerme 3.2.7. (k-Fibonacci dizisinin genel terimi i¢in 3.formiil) 1, k,n,m € N olmak

uzere,

{2J[n l_l}(n—l—Zi (3.9)

Ispat. Tiimevarimla F, , tanimindan, » =2 igin

dogrulugu agiktir. Bu formiilin F, ,, veF, , icin dogru oldugu kabul edilsin. F,

tanimindan,

F}c,n+l_kF +E{n1

esitliginden ve tiimevarim hipotezinden,

HJ L G



{?J n—1-i . {?J n—1-i 4
F;c,n+1 =k"+ Z( . ]kﬂzz T Z[ . }("21

i=1

elde edilir.
m m m+1
+ =
i i—1 i
oldugundan,
m n—i :
E{,l’l+1 = . i
i=1 l
bulunur.

k-Fibonacci fonksiyonu i¢in verilen (3.9) 6zdesliginin 6zel durumlar1 sunlardir:

a. n>2 olmak iizere k=1 i¢in klasik Fibonacci dizisinin genel terimi,

.
w277
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b. /=2 i¢in Pell dizisinin genel terimi,

c. k=3 i¢in {H n}neN dizisinin genel terimi,

n—

H»_{;Jn_l_i3mpm
-2

i=

Onerme 3.2.8. (k-Fibonacci dizisinin kismi toplamlar dizisi). i,j,k,ne N, k-Fibonacci

dizisinin ilk #+1 teriminin toplami ,

I
wi—Fin)- (3.10)

Ispat. Binet formiiliinden S,.. su sekilde ifade edilebilir;

| ST, i
Sin :m;(a -p )

1 n ; 1 n
= a J—

a-pf % a—pf %

ﬂi

farki ig¢in j=1,2 ,Zr]' kismi toplamu ile,

i=0

S B 1 an+1 _1 ﬁnﬂ_l
ko T -
Ta-Bla-1  p-1

__an_an+l_ﬂ+1+ﬂn+a+ﬂn+l_1

(=) (a-1)(5-1)




_ 1 an+1_ﬁn+l+an_ﬁn_a_ﬂ
a-pf a-pf a-f a-pf

Boylece (3.10) esitligi elde edilir.
3.3. k-Fibonacci Sayillarinin Matris Temsili

Onerme 3.3.1. k,neZ, n>1 igin

F

k,n

(Mk—lN)” :[ F;c,n-H - F;(,n j
E{ F}c,n—l F}{,I1 + Ec,n—l

o+l -

Ispat. Tiimevarimla verilir. n=1 i¢in F, ;=0 ve F,, =1 veF,, =k,

MklN:[k_l IJZ[EC,Z _Ec,l E{,l J
k 1 Ec,z _Ec,O Fk,l +F;{,0
(3.11) esitligi n—1 i¢in dogru olsun. Bu durumda

(Mk—lN)n_l — (Fk,n - E{,nfl Ec,n—l J
F;c,n - Ec,n—2 F;c,n—l + Ec,n—2

olur. O halde,

F,

k,n

(M*IN)'=(M'N) (MW =[ i

NG

[(k_l)F;c,n +Ec,11—1 F;c,n ]
n—1

kE;, by, + Fy
:( F}c,n+l _Ec,n E{,n ]
Ec,n+1 - F;c,n—l F;c,n + F;c,n—l

bulunur.

k-l Ec,n—l k-1 1
F}c - F;c,n—2 F}c,n—l + F;c,n—2 k 1

|

18

(3.11)
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a. k=1 i¢in klasik Fibonacci dizisi elde edilir. , =0, F, =1 ve n>1 olmak iizere

F.,=F+F,_ ve

i (F F
F;’l F;Hl
klasik Fibonacci dizisinin matris temsili olur [8]. Belirtmek gerekir ki, N" matrisi

0= matrisi i¢in,
B

Qn FVl+l F:‘l
\E, F,

ile benzerdir.

b. k=2 i¢in Pell dizisi elde edilir. F, =0, B =1 ve n=>1 olmak iizere

n+l

P, =2P +P_ ve

w5 % )

2Pn Pn + Pn—l

c. k=3 ig¢in {Hn}neN dizisi elde edilir. H,=0,H =1 ve n2>1 olmak fizere
H

n+l

=3H, +H, , ve

(MzN)”:(SHn"'Hnl Hn j
3H H +H,

n

olur.
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3.4. (M""N)n Matrisinin Determinant Ozellikleri

Bu boliimde 7=M""'N alinacak ve k-Fibonacci dizileri i¢in 7" = (M N )n

matrisinden ve bu matrisin determinantindan elde edilen Ozelliklerde

yararlanilacaktir.

Onerme 3.4.1. (Catalan 6zdesligi)

E{,n+r+lF;c,n+r—l _sz,n+r = (_1)n+r (3 12)

Ispat. Onerme 3.3.1 ile verilen matriste n,n+r ile degistirilirse su matris elde

edilir.

(Mkle)’H" o E{,n+r—l - E{,n+r F}(,n+r
F;c F;c,nﬂ‘—l F;c,n+r - F;c,nﬂ‘—l

=1

ile verilen matrisin determinanti,

n+r

‘(Mk—lN) Fz

=F

,n+r+1F;c,n+r—l -

0 1 0 1
M = ve N =
-1 2 1 1

Boylece bu matrislerin determinantlar sirastyla |M | =1,

k,n+r

N|=-1 oldugundan

n+r

oy

-1

olur. Bu determinant i¢in 6zel durumlar sunlardir.
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a. Eger k=1 ve r=0 ise klasik Fibonacci fonksiyonlari i¢in Cassini ifadesi veya

Simson formili verilir.

F

n+l

F, —F} =(-1)

b. Eger k=2 ve r=0 ise Pell dizisi i¢in su formiil verilir.

c. Eger k=3 ve r=0 ise {Hn} dizisi i¢in su formil verilir.

0, ~ 7 (1)

n+l""n

(3.13)

(3.14)

(3.15)



BOLUM 4. FIBONACCI POLINOMLARI

4.1. Fibonacci Polinomlar1 Ve Ozellikleri

Tamim 4.1.1. k-Fibonacci sayilar1 taniminda verilen & bir x reel degiskeni ise

F,, =F,, olur ve buna kargilik gelen Fibonacci polinomlari,

I,n=0
F. (x)= X,n = (4.1)
xF, (x)+F,_ (x),n>1

seklinde tanimlanir.

Bu tanimla Fibonacci polinomlari tablo halinde asagidaki bicimde verilir.

Tablo 4.1. Fibonacci polinomlar:

n Ea()

0 1

1 X

2 x*+1

3 X +2x

4 x'+3x7 +1

5 X’ +4x +3x

6 x® +5xt +6x7 +1

7 X' +6x° +10x* +4x
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Tammm 4.1.2. Fibonacci polinomlarina karsilik gelen karakteristik denklem &-

Fibonacci sayilarindaki gibi
AP =kA+1 (4.2)

ve bu denklemin kokleri

R L A R L S (4.3)

olmak tiizere bu kokler ile katsayilar arasindaki bagintilar Tanim 3.1.2 deki

bagintilarla benzer bicimdedir.

Onerme 4.1.1.(Binet Formiilii) «, (4,2) karakteristik denklemin pozitif kokii olmak

iizere n. Fibonacci polinomu i¢in

F(x)= %= (4.4)

n

Ispat. Onerme 3.2.1 de verildi.

Onerme 4.1.2. (Ardisik terimlerinin orammnin asimptotik davramsi). o, (4.2)

karakteristik denklemin pozitif kokii olmak tizere,

: F;‘H—l (X) —
M (4.5)

Ispat.Onerme 3.2.5. te verildi.
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Onerme 4.1.3. F (x) Fibonacci polinomlar dizisinin agik bigimi n >0 olmak tizere

F, = (_]x (4.6)

Ispat. Onerme 3.2.7 de tiimevarimla ispatland.

Dikkat edilmelidir ki F,,(0)=0 i¢inx=0 tek reel koktiir ve F,

2n+l

(0)=1 igin reel
kok yoktur. Ayni zamanda x =4k €N igink -Fibonacci dizisinin elemanlar1 elde

edilir.

Onerme 4.1.4. »,n €N ve 1<r<n-1 olmak iizere

F.(x)=F, (x)'F:lf(r72) (x) +F, 1 (x)-F, 0y () (4.7)

Ispat. (4.7) ile verilen 6zdesligin sol tarafina Binet formiilii uygulanirsa ispat

tamamlanir.

Onerme 4.1.5. (Honsberger formiilii). n,m € Z igin
Fm+n = Fm+1 (x)F;l (x) + F;n (x)F;l—l (x) (48)

Ispat. (4.7) ozdesliginde n—r+2 yerine n ve r yerine m+1 alnirsa ispat

tamamlanir.
Ozel olarak,
a. m = n—11i¢in ¢ift dereceli polinomlarin bir ifadesi

F2n—1 = E12 (x) + Fn—12 (x)

ile verilir.
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b. m=n igin

F,,(x)=F,,,(x).F,(x)+ F,(x).F,_(x) = F, (x)(F,

n+l

(x)+Fn_1(x))

ve F

n+l

(x)=x.F,(x)—F,_ (x) ile birlikte,

. (x) —Z2antl \M)" Ton (4.9)

elde edilir. (4.9) ile verilen 6zdeslik m =2n,3n,... degerleri i¢in de uygulanabilir ve

bir r.n dereceli Fibonacci polinomu » ve n dereceli polinomlarin ¢arpimi olarak

bulunur. Boylece,

Ebob[Fm (x),Fn (x)] =F,,, [m,n] (x) (4.10)

olur.

Oneme 4.1.6. (Catalan Ozdesligi). n>r tamsayilar1 igin

E (X)E,, (x)-F2(x) =(-1)"" F(x) (4.11)
Ispat. (4.11) 6zdesliginin sol tarafina Binet formiiliinii uygulanirsa,

a"" _(_1)”_’” .a—n+r anJrr _(_1)”"" a "

a+a”’ ' a+a’

(an _(_l)n o Jz ) o _(_1)"+V a _(_l)n*" o+

(a—i—a*l )2



a2 e () ) a2

(a+a_] )2 (a+a" )2

\2
:(_l)n—r—l[a —0!1 J :(_l)n—r—l E(z’r

a+o

elde edilir.

Catalan 6zdesliginin bazi 6zel sonuglar su sekilde verilir.

a. =1 igin

F, (x)F;m (x)_F;z (x) = (_l)n

Cassini veya Simon 6zdesligi elde edilir.

b. n yerine 4n ve r yerine 2n alinirsa

E,(x)F, (x)=F,7 (x) =(-1)"" £, (%),
By (x)Fy, (x)+ B, (x)=F, (x)

veya

Fy (x)(Fy, (x)+ B, (%)) = i, (x)

0zdesligi elde edilir. Bu 6zdesligin sol tarafi tam karedir.

c. n yerine 2n +r alinirsa,

Fv2n (X)F'2m—2r2 (X) +E2 (X) = F'22n+r (X)

0zdesligi elde edilir. Bu 6zdesligin sol tarafi da bir tam karedir.

26
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F,(x) polinomunda x=1 ise F,(x)=F, elde edilir ve boylece F; (1)=F, (1)=1 ve

2n° " 2n+2°

{Fys Fopis Foss 4, By 0By, y b kiimesi Diophantine dortliidiir [8] ve bu kiimenin

herhangi iki elemaninin ¢arpiminin 1 fazlasi bir tam karedir. Ornegin,

+1=F, )}

2n+2

F.

2n+l1

? ::}gnZT

2n+2

+1,F F

2n~ 2n+4

oldugu agiktir.

Onerme 4.1.7. (Genel bilineer formiil). a+b=c+d sartin1 saglayan a,b,c,d €Z

i¢in
F(x)F, ()= F (1) F, (x) = (1) (F (1) F, (- FL (FL (x) (G1)

Ispat. ab,c,deR i¢in a+b=c+d ile (O bir kare matris ise

0" =0 olur.Q = (M MIN )n olarak alinirsa bu matris, Fibonacci polinomlari i¢in

O=(M"'NY :(FnH(X)—F,q(X) F,(x) ]

3, (x)  F(x)=F(x)

n

formunda yazilabilir. 0“.0"" = 0°.0"" oldugundan (4.11) 6zdesliginde » =1 igin,

F, () F, (x) = F (%) Fy (x) = (S)LF () By () = Fooy () By (%)
ve bu islem r defa tekrar edilirse (4.12) elde edilir.

Sonugc 4.1.1. (d’Ocagne 6zdesligi). n <m kosulunu saglayann,m € Z igin

E. (x)E, (x)=F,(x)F,, (x)= (—l)n_1 F,.,(x) (4.13)
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Ispat. (4.12) 6zdesliginde a=n+1, b=m, c=n, d=m+1 ve r=n-1 alinirsa
ispat tamamlanur.

Binet formiilii ilk » Fibonacci polinomun toplamini kolay bir yolla ifade etmek i¢in

1yi bir yontemdir.

Onerme 4.1.8. ilk » Fibonacci polinom toplami

n F(x) - F. (x)+F, (x)-1

i=1 X

(4.14)

bigimindedir.
4.2. x" Polinomunun Fibonacci Polinomlarinin Bir Fonksiyonu Olarak Ifadesi
Fibonacci polinomlari i¢in bir denklem sistemi

F=(F(x).F(x).F(x).) , X=(Lxx’x,)

olmak flizere F'= B.X matris formunda yazilabilir ve bu matrisin satirlar1 ise
Fibonacci polinomlarinin agilimindaki x ’in artan kuvvetlerinin katsayilarina gore

diizenlenmis bir alt liggen matristir.

1

0 1

1 0 1
B=0201

1 0 3 0 1

0 30 4 01

I 06 0 5 01

0 4 010 0 6 0 1
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Belirtmek gerekir ki B matrisinin sifirdan farkli girisleri Pascal {ii¢geninin
kosegenlerini olusturur ve ayni satirdaki elemanlarin toplami klasik Fibonacci

dizisini verir. Ayrica B matrisi tersinirdir ve tersi

1 )
0 1

-1 0 1
o -2 0 1

2 0 =3 0 1

o 5 0 -4 0 1

-5 0 9 0 =5 0 1
0 -14 0 14 0 -6 0 1

bi¢cimindedir. Boylece x”, Fibonacci polinomlarinin lineer birlesimi olarak asagidaki

bi¢imde yazilabilir.

1=F(x)

x=F, (x)

= F () F ()

x’ =F, (x)—ZF2 (x)

x* = F;(x)=3F,(x)+2F (x)

x* = Fy (x)=4F, (x)+5F, (x)

x° =F7()c)—5F5 (x)—i—9F3 (x)—SFl x)
x' = F(x)—-6F,(x)+14F,(x)-14F,(x)

Bu acilimlar, Fibonacci polinomlari i¢in Zeckendorf Teoreminin [14] bir versiyonu
olan asagidaki teoremde kapali formda verildi. Zeckendorf Teoremi, “her tamsay1

ardisik tamsayilarin toplami bigciminde tek tiirlii yazilabilecegini” ifade eder. O halde,

i,r €Z",neZ e =0,e =1ve e.e, =0 olmak iizere, Fibonacci sayilari,



30

seklinde ifade edilir.

Teorem 4.2.1. neZ n>1 igin x"', Fibonacci polinomunun lineer birlesimi olarak

[_nl] =0ile x"' = %(‘Ui H?] —(:lﬂﬂzi (x) (4.15)

biciminde yazilir.

Ispat. Tiimevarimla ispatlayalim. n =1 igin (4.15) saglanir. Kabul edelim ki (4.15)

esitligi n—1 den kiiciik veya esit olan her tamsayi i¢in dogru olsun. Bu durumda,

n

e %J - Knl—ll_(ﬂ_— llﬂ P ()

olur. Bu esitlik x ile carpilirsa ve x.F, ,  (x)=F,, (x)—F,,, (x) oldugundan

esitligin 2.terimden itibaren tiim terimler sifir olur ve her 7 icin ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.2.1. Her Pn(x)=2aixi polinomu Fibonacci polinomlarmin bir lineer
i=0

birlesimi olarak tek sekilde yazilir.



BOLUM 5. FIBONACCI POLINOMLARININ TUREVLERI

Bu boliimde Fibonacci polinomlarinin tiirevlerinden elde edilen diziler ¢alisilacaktir.

x=1,2,3,... tamsayilar1 i¢in tamsay1 dizileri liretilecektir. Bu dizilerin birkag 6zelligi

ve Fibonacci polinomlariyla onlarin tiirevleri arasindaki iliskiler ispatlanacaktir.

5.1. Fibonacci Polinomlarimin Tiirevleriyle Elde Edilen Polinomlar

Fibonacci polinomlarinin tiirevleri asagida verildi.

-

B>

o0

e

2

ol
/‘\/-\A/;/-\A/-\A
Il
N
=
w
+
N
=

e

Tilirev polinomlarinin yalnizca katsayilarimi diistinerek ikili tiggen olusturulabilir

(bkz.Tablo 5.1).

Bu iiggenin 6nemli bir ézelligi sudur. Iki alterne satirin (6rnegin 5.satir ve 7.satir
birbirine alternedir. Ciinkii 5.satirdan 7.satira gegilerek aradaki 6.satir atlanmaistir)
elemanlarinin toplanmasi bulunan sonucun ikinci alterne satirin satir numarasina
béliinmesiyle elde edilen say1 o siradaki Fibonacci sayisina karsilik gelir. Ornegin;

5.satir ve 7.satir elemanlarini toplayarak 7’ye bélersek F, (1) =13 elde edilir.
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Tiirev Pascal 2-iicgeninin terimlerinin tekrar diizenlenmesiyle yari-kdsegen kisimda

bulunan elamanlarinin satir olarak belirlenerek yeni bir tiggen olusur (Tablo 5.2).

Tablo 5.2.’de yari-kosegen liggenin ;. satir1 yine i ile boliiniirse klasik Pascal tiggeni

elde edilir.
Tablo 5.1. Tiirev Pascal 2-iiggeni
1 1
2 2
3 3 2
4 4 6
5 5 12 3
6 6 20 12
7 7 30 30 4
8 8 42 60 20
9 9 56 105 60 5
10 10 72 168 140 30
Tablo 5.2 Yari-kdsegen tiggen ve Pascal tiggeni
1 1
2 2 2 1 1
3 3 6 3 - 1
4 4 12 12 4 1 3 3 1
5 5 20 30 20 5 4 1

Ayrica Tablo 5.1°deki i.ci anti-kdsegenin her bir elemanini 1 ye boliiniirse asagidaki

Tablo 5.3 elde edilir. Bu tablodaki iiggen, ilk anti-kdsegeni hari¢ Pascal iiggeniyle

aynidir.
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Tablo 5.3 Anti-kdsegen Pascal 2-iiggenleriyle elde edilen tiirevler

—_—
—_—

2 2

3 1

4 4 3

5 5 6 1

6 6 10 4

7 7 15 10

8 8 21 20

9 9 28 35 15
10 10 36 56 35

Tekrar tiirev alinirsa, Fibonacci polinomlarinin ikinci tiirevleri asagidaki gibi elde

edilir.

F/(x)=0

£ (x)=0

E(x)=2

F,"(x)=6x
F'(x)=12x"+6x
F/(x)=20x"+24x
F"(x)=30x"+60x* +12"

I
— —

Be>)

x) =42x° +120x° + 60x

Bu tiirevlerdeki katsayilar tekrar liggensel bi¢imde yazilabilir (bkz.Tablo 4.4. sol
kisim). Bu tliggende i.anti-kdsegenin her bir elemanini i ye boliiniirse Tablo 4.4. iin
sag kismindaki ticgen elde edilir. Bu tiggen, ilk iki anti-kdsegeni hari¢ Pascal 2-

ticgenidir.
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Tablo 5.4. Ikinci tiirev Pascal 2-iicgeni

1 2 1

2 6 3

3 12 6 - 6 1

4 20 24 10 4

5 30 60 12 15 10 1
6 42 120 60 21 20 5

Ikinci tiirev Pascal-2-iicgeninin terimlerini, yukarida birinci tiirevde oldugu gibi
yeniden diizenlenirse yine bir klasik Pascal {liggeni elde edilir.(bkz.Tablo 5.5). Bu

diisiince, Fibonacci polinomunun her mertebeden tiirevi i¢in gecerlidir.

Tablo 5.5. Ikinci tiirevden elde edilen {iggen ve Pascal iicgeni

1 2 1

2 6 6 1 1

3 12 24 12 - 1 2 1

4 20 60 60 20 1 3 3 1

5 30 120 180 120 30 1 4 6 4 1

5.2. Fibonacci Polinomlarinin Tiirevlerinden Elde Edilen Say1 Dizileri

Bir onceki kesimde x tamsayisinin degerleri degistirilip, Fibonacci polinomlarinin
tiirevlerinde kullanilarak farkli sayisal diziler elde edilebilir. Ornegin, birinci tiirev

i¢in,

——
Il
—~—

0,1,2,5, 20,38,71,130,235,...}

0,1,4,14,44,131,376,1052,2888,7813,.. }

)=
)} ={0,1,6,29,126,516,2034,7807,29832,...}
)=

0,1,8,50,280,1475,7472,38636,17800,.. }



35

dizileri elde edilir. {Fn ' (x)} polinomlart i¢in verilen sema daha yiliksek mertebeden

tiirev dizilerinin olusturulmas igin kullanilabilir. Ornegin 2.tiirev igin,

14

n

1)}:{0 0,2,6,18,44,102,222,466,948,...}

"

F (2 0,0,2,12,54,208,732,2424,7684,23568,. }

14

NS

(
(
(
(

F,"(4);=10,0,2,24,198,1376,8652,50928,286036,...}

|7
{
{
{

)=
3)} {0,0,2,18,114,612,2982,13626,59474,...}
)=

dizileri elde edilir. Ayrica 3.tiirev i¢in,

1)} = {O, 0,0,6,24,84, 240,360,1536,3564,...}

0,0,0,6,48,264,1200,4860,18192,. }

)} =1
3)} {0,0,0,6,72,564,3600,20310,105408, ...}
)} {0,0,0,6,96,984,8160,59580,399264,...}

dizileri elde edilir.

Onerme 5.2.1. (Ardisik terimlerin oranimin asimptotik davranisi).

_k+NE +4

2

olmak iizere,

F;Hl (x) — llm E;Jrl ( ) _ llm Ellirl ( ) —
n—w F'n(x) n— F'n( ) n—w ]—7’,’"( )
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olur. Fakat, « (metalik orana) yakinsama derecesi tlirevin mertebesi arttikca azalir.

Ornegin, k=3 ve n=9 icin ilk sifir degerli terimler hari¢ diisiiniiliirse,

_3+\/E

O, >

=3,3027

bronz oran olmak iizere,

F,(3) 42837 Fy (3) 108923

=3,3027,

=3,7071,

F, (3) 514956

£ (3) 12970

tiirevin mertebesi arttikca metalik orana yakinsama orani azalmaktadir.
5.3. Fibonacci Dizisi le Tiirev Dizisi Arasindaki Bagintilar
Fibonacci dizisi ile tiirev dizisi arasinda asagidaki bagintilar vardir.
Onerme 5.3.1.

_n.F (x)—an ()C)-FI’ZF;_I (x)

x*+4

_a'+a

— Binet formiiliinde tiirev alinirsa,

Ispat. F, (x) -
a+a

x+x*+4

elde edilir. ¢ = —-——,
2

F(3) 29382 F"(3) 105408

4,8853

(5.1)



37

a’—l[lJr 2x J—l+ X _x+\/x2+4_ a
20 ¥t +4) 2 2XP+4 2P +4 atal
Ve

2
2 X
l—aizzl— _— = —
[x+\/x2+4J a

oldugundan,

F'(x):n Oln-i-a_nz_a _(_7?) X .
(a+a‘1) ata (a+0f1)
a'+(-a)"  xF,(x)

(a+a_l)2 (a+a_l)

=n

olur. Diger yandan,

Fpa (x) + F () = a+a’ i a+a’
- [a”’l (az +1)—(—0¢)_n_1 (1—1—052 )J
=a"+(-a)"

elde edilir ve birkag cebirsel islemden sonra ispat tamamlanir.

F

n+l

(x)=xF,(x)+F,_ (x) oldugundan (4.1) bagimtisi

F/(x)= - (5.2)

Ozel olarak (5.2) bagintis1 x =1 icin,

n—1)F, +2nF,_,
5

F'(l):(

n




elde edilir.

Onerme 5.3.2. F (x)=0 ikenn>1 igin,

ile verilir.

Ispat. (4.6) esitliginin tiirevi almirsa (5.2) esitligi elde edilir.

Onerme 5.3.3. n=1,2 i¢in F," (x)=0 ,n>2 igin,

F "

g

1

Ispat. (5.2) esitliginde tiirev alinirsa (5.3) esitligi elde edilir.

Daha yiiksek mertebeden tiirevler i¢in de benzer esitlikler elde edilebilir.

Onerme 5.3.4 F'(x)=0 ve n>1 igin,

n—

F ()= SR () ()

i

" ()= (n=2i)(n _1-2,-)(” ;ijxn—Z—zi

38

(5.3)

(5.4)

(5.5)

Ispat. Ispat1 timevarimla yapalim. FZ' (x) =F (x)Fl (x) =1 oldugundan ispat n =2

icin agiktir. k£ <n olmak tizere (5.5) esitligi dogru olsun. Bu durumda,

n—

FL(0)= SR E L (3) ve F ()=

1



yazilir. F,,, (x)=xF,(x)+F,_ (x) esitliginde tirev almirsa,

bulunur ve ispat tamamlanmis olur.

Ayrica (5.1) ve (5.5) esitlikleri ile birlikte, n > 1 igin,

n.(an (x) +F (x))—an (x) +nF, (x)

X +4
_x(n-1F, (x)+2nF,  (x)
x+4

olur. Bu, x =1 i¢in Fibonacci sayilarina karsilik gelen formiildiir.

39



40

5.3.5. k-Fibonacci dizileri i¢in iireten fonksiyonlar

X
e

bigimindedir.

Ispat. k-Fibonacci dizileri iireten fonksiyonlarin kuvvet seri agiliminin katsayilaridir.

k-Fibonacci sayilart f, (x) analitik fonksiyonlarinin Taylor seri agiliminin katsayilari
olsunlar. Bu durumda k-Fibonacci sayilart i¢in f,(x) fonksiyonlar1 {ireten

fonksiyonlardir. Boylece,
Fi(X)=F y+F x+F,x" +..+F x"+..

ve
locf;c (x) = kF}(’Ox+kF}(,1x2 +kF;(’2x3 +“.+kF;(’nxn+l + .

n+2

f(X)=F x +F X+ Foxt + .+ F X"+

Buradan, F, ,=0,F =1 veF  =kF,  _ +F_, ile,

(l—kx—xz)fk(x) =x
elde edilir.

Boylece {Em };O:O dizileri i¢in iireten fonksiyon,

X

e

olarak bulunur.



BOLUM 6. DUGUM POLINOMLARINA UYGULAMA

Bir diigiim polinomu, diigiim tipini belirleyen bir invaryanttir [28]. ilk diigiim
polinomu Alexander polinomudur. L yonlendirilmis bir diiglim (veya halka) olsun.

Alexander polinomu A, (7), tek degiskenli bir polinomdur. Alexander polinomunu

tanimlamanin degisik yollar1 vardir. Burada Conway versiyonu kullanilacaktir. En
son kesfedilen tek degiskenli 6nemli bir diiglim polinomu da Jones polinomudur. Bu

boliimde 6zellikle Jones polinomunun Fibonacci 6zellikleri verilecektir.

6.1. Alexander-Conway Polinomu

Tanim 6.1.1. L bir yonlendirilmis halka (veya diiglim) diyagram1 olsun. Alexander-
Conway polinomu, V, (z)e Z[z, 2’1], tek degiskenli bir Laurent polinomudur [6].

Halkanin bir kusatan izotopi invaryantidir [28] ve asagidaki aksiyomlari saglar.

V. (2)-V, (2)=2V, (2) (6.1)

V,(2)=1

burada L, ,L ve L, Sekil 6.1 de verilen skein diyagramlaridir ve O,

diiglimlenmemis diiglimiin herhangi bir diyagramidir.

XK )

L L L,

+

Sekil 6.1. Skein diyagramlar1

Alexander-Conway polinomu ile Alexander polinomu [5] arasinda
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V(t) = V(tl/z _1—1/2)
iligkisi vardir [6]. Alexander-Conway polinomunun bazi 6zellikleri sunlardir [27].
a. 0" =(0,0,0,...,0) n-bilesenli asikar diigiimiin ayrik birlesimi olmak iizere,

V.. (2) =0

b. L', L halka diyagraminin ayna goriintiisii ise,
\ (Z) =V, (z)

c. L=L #L, L ve L, halkalarinin baglantili toplamu ise,

V.(2)= vL1 (Z)VLZ (2)
Alexander-Conway polinomunu bulurken kolaylik acisindan (6.1) bagintisini,

\ (z) =zV, (z)+VL7 (z) (6.2)
\%

. (z)z—zVLn (z)+VL+ (2) (6.3)
agac diyagrami seklinde yazabiliriz.

Ornek 6.1.1. L, ve L,, Sekil 6.2°de gizilen iki bilesenli halka ve yonca yaprag

diiglimiiniin yonlendirilmis diyagramlar1 olsun. Bu diyagramlarin Alexander-Conway

polinomlar1 (6.2) bagintisindan sirastyla

V,(2)=z veV, (z)=z"+1

olarak bulunur.
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D

Sekil 6.2. Baz1 az gegitli diigiim diyagramlari

Teorem 6.1.1. L, (2,n)-tor halkasinin yénlendirilmis diyagrami olsun. (Burada 2,

ip sayisini ve n, kavsak sayisini verir ve yonlendirme sag ele gore verilmistir.) Bu

durumda, V, =V gosterimi ile

V,(2)=2zV,,(2)+V,,(2) (6.4)

olur.

Ispat. Sekil 6.3’te gizilen (2,n) -tor halkalarinin belirlenen bir kavsagi ayrilirsa n—1

kavsakli bir diyagram elde edilir. Benzer sekilde kavsagin isareti degistirilirse
II.Reidemaister hareketine gére n—2 kavsakli bir diyagram elde edilir. Bdylece

teoremde verilen baginti, (6.2) bagintisindan elde edilir.

Sekil 6.3. (2,n)-tor halkas1

Teorem 6.1.1 asagidaki sekilde bir tanim olarak verilebilir.

Tamm 6.1.2. (2,n)-tor halkalarinin Alexander-Conway polinomlar dizisi, {Vn }:; 0’

baslangig sart1 V (z) =1 olan bir

V,(2)=2V,,(2)+V,,(2) (6.5)

tekrarlama bagintisi ile tanimlanir.
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(6.5) bagintist Fibonacci polinomlari i¢in verilen (4.1) bagintisiyla aynmidir (z=x

ile). Boylece (2,n)-tor halkalarinin Alexander-Conway polinomu bir Fibonacci
polinomudur [30]. Bu tanima gore (2,n)-tor halkalarinin Alexander-Conway

polinomlar1 Tablo 4.1 ile verilen Fibonacci polinomlaridir.
6.2. Jones Polinomu

Tanmm 6.2.1. L bir yonlendirilmis halka (veya diiglim) diyagrami olsun. Jones
polinomu, V. (t) , Jt degiskenli bir Laurent polinomudur [7]. Halkanin bir kusatan

izotopi invaryantidir ve asagidaki aksiyomlar: saglar.

£, (0)=tV, (1) =" =, (1) (6.6)

V,(1)=1

burada L, ,L ve L, Sekil 6.1 de verilen skein diyagramlandir ve O,

diiglimlenmemis diiglimiin herhangi bir diyagramidir.

Jones polinomunu bulurken kolaylik agisindan (6.6) bagintisi,

V, ()= =12y, (1)+2°V, (1) (6.7)
veya
V, ()= =W, (t)+17V, ()

agac diyagrami seklinde yazilabilir.

Ornek 6.2.1. ki bilesenli asikar halkanin ve Sekil 6.2°de cizilen L ile L,

halkalarinin Jones polinomlari (6.7) bagintisindan sirasiyla,

s=—"-t", v, ()=—" 1" ve V (O)=t+-1

olarak bulunur.

Jones polinomunun bazi 6zellikleri sunlardir [7,8].
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a. 0" = (O 00... 0) n-bilesenli asikar diiglimiin ayrik birlesimi olmak {izere,

V (t) = (_tl/z _t*1/2)’1*1 — 5;1—1 )

o
b. L', L halka diyagraminin ayna goriintiisii ise
V.o=v(").

c. L=L #L,, L ve L,halkalarinin baglantili toplamu ise,
Vi@=v,or,@.

Teorem 6.2.1. L , (2,n)-tor halkasinin yonlendirilmis diyagrami olsun. Bu

durumda, V, =V gosterimi ile,

V,(0)=@" =12, (0)+1V,, (1)

n
veya

V.(t)=t@"” ="y, () +£V, (1)

tekrarlama bagmtisini saglar.

Ispat. Sekil 6.3’te cizilen (2,n)-tor halkalarmin belirlenen bir kavsag: ayrilirsa n—1
kavsakli bir diyagram elde edilir. Benzer sekilde kavsagin isareti degistirilirse II.
Reidemaister hareketine gore n—2 kavsakli bir diyagram elde edilir. Boylece

teoremde verilen baginti, (6.7) bagintisindan elde edilir.
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6.3. Fibonacci Polinomlarinin Bir Genellestirilmesi

Bu boliimde (2,n)-tor halkalarinin Jones Polinomlarin1 ve onlarin 6zelliklerini

caligmak i¢in bir genellestirilmis Fibonacci polinomu tanitilacaktir.

Tammm 6.3.1. iki degiskenli genellestirilmis Fibonacci polinomlar dizisi

{Pn (a,x )}neN H
Py(a,x)=0, B(a,x)=1 (6.8)
baslangi¢ sartlart »>2 olmak tizere,

P (a,x) =axP,

n—1

(a,x)+a’P,_,(a,x) (6.9)
tekrarlama bagintisiyla verilir.

(6.9) bagintist a =1 i¢in klasik Fibonacci polinomu oldugu asikardir. Ayn1 zamanda
P (a,x)=a""F,(x) (6.10)
oldugunu gérmek zor degildir. Burada F, klasik Fibonacci polinomudur.

(6.9) bagintisina karsilik gelen karakteristik polinom,

A —axd—a’ =0 (6.11)

ve bu denklemin kokleri, =%, =—'* olmak iizere kokler arasindaki bagmtilar

ise,

a—f|=avx*+4 (6.12)

a+p=ax ,af=-a’,
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ile verilir.

Onerme 6.3.1. {P, (a,x)} serisinin

g, (=3 P(a,x)2"

tireten fonksiyonu,

A
1—axA—a*A?

esitligiyle verilir.

gp(A)= (6.13)

Ispat. {Pn (a, x)}neN serisinin

g,(1)= B (a,x)+ B(a,x)A+P(a, )2’ +...

iireten fonksiyonunda axAg,(1) ve a’A’g,(1) carpimlari yapildiktan sonra,

(1-avZ —a*2*)g,(2) = By(a.x) +(P(a,x) ~ axPy(a, X)) A

+z (P.(a,x)—axP_(a,x)—a’P_,(a,x))A" =2

n=2

elde edilir. Buradan (6.13) esitligi bulunur.

P (a,x) polinomlar: i¢in Binet formiilii rasyonel genisleme teoremi kullanilarak

asagidaki gibi verilebilir.

Onerme 6.3.2. n>0 igin P (a,x) polinomunun Binet formiili,

P (a,x)= “a:ﬁ (6.14)
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olur.

Onerme 6.3.3 n>1 icin P,(a,x) polinomunun agik bigimi,

5
P (a,x)= ZZ: (n _l]:_lj a" 'y (6.15)
k=0

ile verilir.
Ispat. Onerme 4.2.7 nin ispatina benzer sekilde yapilir

6.4. Genellestirmis Fibonacci Polinomlar1 Olarak (2,n)-Tor Halkalarinin Jones

Polinomlari

Bu boliimde (2,n)-tor halkalarimin Jones polinomu bir genellestirilmis Fibonacci
polinomu gibi tanimlanacak ve biitiin Fibonacci 6zellikleri ispatlanacaktir. Bunun

icin, Teorem 6.2.1 agagidaki sekilde bir tanim olarak verilebilir.

Tammm 6.4.1. n>2 olmak lizere (2,n)-t0r halkalarinin Jones polinomlar dizisi,

{V,}”_,, baslangig sartlari

Vy(t)=6=—1"-t" ve V(1) =1
olan bir

V,(t) =t =W, (1) + 6V, , (1), (6.16)

n

tekrarlama bagitisidir.

Y2 _ 12

(6.16) bagintist ile verilen polinom a=¢ ve x=t¢ ile P(a,x) polinomunun

bir 6zel durumudur ve ayn1 zamanda bir genellestirilmis Fibonacci polinomudur.

Bu tanimla (2,7)-tor halkalarinin Jones polinomlari tablo halinde asagidaki bigimde

verilir.
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Tablo 6.1. (2,n) -tor halkalarinin Jones polinomlari

n
A0)
0 S=—f2_¢2
1 1
2 _tl/2 _t5/2
3 t+6 -t
4 2
5 P =2 428 =1

(6.16) tekrarlama bagintisinin karakteristik denklemi,

X =t(t =) a1 =0 (6.17)

ve bu denklemin kokleri & =¢¥?, f#=—1"* olmak iizere kokler arasindaki bagmtilar

ise

a+f=t" " ap=-1,

a-pl=t"+1"

ile verilir.

Simdi ¥, (¢) polinomunun baz1 dzelliklerini verelim.

Onerme 6.4.1. {V,(¢)} _ serisinin

g, (D=3 V.04

tireten fonksiyonu,

(77 =) A= +1
gVn (t) - (t5/2 —t7/2>12 +(t3/2 —2‘5/2>l+t3/2 —t1/2
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esitligiyle verilir.
Ispat. {V,(¢)} serisinin

2,(A)=V,(0)+ V(DA +V,()A +...

/2 _

iireten fonksiyonunda #(t"* -t "*)Ag, (1) ve t°A’g,(1) carpimlar1 yapildiktan

sonra,

(=t =)A= 20)g, (A) =V, () + V() — (1" 1YV, (1))
S VO -1 P, () -V, (A

=V (O)+ V()= t(t"* =t "), (1) A
elde edilir. Buradan V() polinomunun iireten fonksiyonu

V,@)+ V(1) —t(t"? =t "WV, (1) A
(l—t(tm —til/z)/l—tz/lz)

g, ()= (6.18)

veya
(7 =) A= +1
gVn (t) - (t5/2 —t7/2)12 n (t3/2 _ts/z)i n l‘3/2 _t1/2

olarak bulunur.

Onerme 6.4.2. {/ (1)} Jones polinomlar serisi igin Binet formiilii,

t P +t+1
=~ Ve BE—r——
12 (t+1) 12 (t+1)

olmak tzere

V.(1)= A" +BS"

esitligi ile verilir.
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Ispat. n=0 i¢in ¥, (¢)=5=—¢"" -+ ve boylece

A+B=—"? —¢ 72 (6.19)

olur.

n=1 icin V(¢) =l ile

Aa+Bp =1 (6.20)
olur. (6.19) ve (6.20) denklemleri ortak ¢oziiliirse 4 ve B bulunur.

Onerme 6.4.3. n>2 icin V() polinomunun agik bigimi,

k=0

E
Vn (t) _ {ZZIJ[}'Z —I]: - 1] tn_l (tl/z . t—1/2 )n—2k—l

Sl
+(1—t2) Z (n 2 thnl (tl/z _t—l/z)n—2k—3 (6.21)

k
Ispat. Onerme 5.2.7 nin ispatina benzer sekilde yapilir.

Onerme 6.4.4. (2,n)-tor diigiimlerinin Jones polinomu ¥, (¢) ile genellestirilmis

Fibonacci polinomu P,(a,x) arasinda, n>2 olmak iizere

V,(0)=P, (.t =t )+ (=72 =P, (1.0 —7"?) (6.22)

iliskisi vardir.

Ispat. V (t) polinomunun Onerme 6.4.3 deki agik bigimi P (a,x) polinomunun

Onerme 6.3.3 deki acik bicimiyle uyumlu yazilirsa
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V;(t) =P + (1-1 )Z[ } (tl/z / 1/2)n—2k—2 (t1/2 _t—1/2)(t1/2 _t—l/Z)—l

k _
: 1/(2t t_l)/z z[ k })1—2 (t1/2 _ t—l/Z )n—Zk—Z

bulunur. Bu son esitlik diizenlenirse ispat tamamlanir.
6.5. Genellestirilmis Fibonacci Polinomu I¢in Matris Temsilleri

Bu boliimde P (a,x) polinomuna ve V (¢) Jones polinomuna karsilik gelen matrisler

ve bu matrisilerin determinantlart bulunarak bu polinomlara ait o6zdeslikler

verilecektir.

Teorem 6.5.1 P = P (a,x) polinomuna iligkin matris,

(ax lj
A=|" (6.23)

olmak tizere, n>1 i¢in

Pn+1 I)n
A" = (6.24)
azP:, a2Pn—1

ile verilir.

Ispat. Tiimevarimla verilir. Teorem n=1 icin agiktir. k>1 olmak iizere, (n=k)

icin dogru olsun. Boylece n =k +1 icin

Akﬂ: Pk+1 Pk ax 1 _ Pk+2 Pk+1
ap aP )\a’ 0) \&R, P
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olur ve ispat tamamlanir.
Sonug 6.5.1. (Cassini 6zdesligi) n>1,

P P ~PB'=(-1)'a"" (6.25)

n+

Ispat. (6.23) ile verilen 4 matrisinin z. kuvvetinin determinanti |A” =(=1)"a™

bulunur. Diger yandan (6.24) matrisinin determinanti A"

= a2(Bz+l])rl—l - I)nz) olur.

Bu iki determinant degeri birlikte diisiiniiliirse ispat tamamlanir.

Teorem 6.5.2. n,m >0 igin,

P

n+m+l

P

n+l

P

i ta’BP,

ve Ozel olarak n =m i¢in,

P, =P, +a’F.

Ispat. 4" = A" A" esitliginden kolaylikla gériilebilir.
Teorem 6.5.3. (d’Ocagne 6zdesligi) m,neZ ,m,n>1,
P .P —-PP

> aP,—BP,., =(=1)"a"P,, (6.26)

Ispat. B, matrisi,

R7+2 Pn+2
B, = ) 2
a P a P

n+l n+l
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B, matrisi, ilk siitunu, 4" matrisinin ilk siitununun a’, B, matrisinin ilk siitununun
ax ile carpilip toplanmasiyla elde edilen ve 2. siitunu B, matrisiyle ayn1 olan matris

olsun. Yani

B = ])n+3 })n+2
'latp a’P

n+2 n+l

olsun. »>2 olmak tizere, benzer bir yolla, B matrisi, ilk stitunu B,_, matrisinin ilk

r—1
siitununu ¢ ve B, , matrisinin ilk siitununun ax ile garpilip ve bu matrislerin siitun

elemanlarinin toplanmasiyla elde edilen ve 2. siitunu B, matrisiyle ayn1 olan matris

olsun.
Boylece
})n+4 Pn+2 })n+5 })n+2
B,=| , 2 » By=| 2
a Pn+3 a Pn+1 a Pn+4 a Pn+1
ile verilir. Timevarim ile
Pn+r+2 Pn+2
B = R 5 (6.27)
a Pn+r+1 a Pn+1

oldugu kolayca goriiliir. Determinantinin toplamsal 6zelliginden (6.27) matrisin

determinanti,

B

r—2|

(6.28)

BV

2
= ax|BH|+a

(6.28) 6zdesligi {|Br|} dizisinin genellestirlimis Fibonacci dizisi oldugunu gosterir.
|B,| =0 oldugu Sonug 6.5.1°den kolaylikla goriilebilir. (6.28) esitligi ve Tanim 6.3.1

ile
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|Bl| — (_1)n+2a2n+4
veE

B

”

=(-1)" &P, (6.29)

yazilir. Diger yandan (6.27) matrisinin determinanti

|B,|=a’(P, =P,..P.) (6.30)

n+r+2 n+l n

olur. (6.30) esitliginde m =n+r alinir ve (6.29) esitligi kullanilirsa,

P P

m+27 n+l

Pm+1P

n+2

=(-1)" P, 6.31)
ve bu esitsizlikte m yerine m-1, n yerine n-1 alinirsa,

P .P-PP

m+1 n+l

( 1)n+2 a2n+2Pm_n

0zdesligi bulunur ve ispat tamamlanir.

Teorem 6.5.4. (Genellestirilmis Catalan 6zdesligi). m,n € Z , m,n> 1 igin

PP,-P_ P, =(-1)"a""P_ P (6.32)

m—-n+r—r

Ispat. C, matrisi,

C })n })n -r
0 a’P a’P

n+l n+l

ve

C PrH—l Pn—r+1
" dPP aPP

n n-r
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matrisi, B matrisinde »n yerine n-r-/ alindiginda elde edilen matris olsun. s>2
olmak iizere,C, matrisi, ilk satiri C, , matrisinin ilk satirimin @’ ve C, | matrisinin

ilk satirinin ax ile c¢arpilmasiyla elde edilen ve 2. satir1 B, matrisiyle ayni1 olan

matris olsun. Tiimevarimla gosterilebilir ki

C Pn+s BI*F+S (6 33)
A '

olur Determinantin toplamsalligindan,

+a*

C,

. c.| (6.34)

Cs—l

elde edilir. (6.34) gostermektedir ki {|C?|} bir Jones polinomlar dizisidir ve bu

dizinin ilk terimi |C,[=0 ve (6.29) ile |C|=(~1)"""a>?"P elde edilir.

Tiimevarimla ve (6.34) 6zdesligi ile Tanim 5.3.1 kullanilarak

C

s

— (_1)"’r+1 a2)z—2r+21)r])S (635)

(6.33) matrisinin determinanti ise

—a*(P_P. ~P _P) (6.36)

n—r- n+s n—r+s- n

CS

olur.s =m—n+r alinirsa (6.35) ve (6.36) esitlikleriyle

PP, -PP=(-1)""a""p P (6.37)

n—r= m+r m—n+r=r

0zdesligi diizenlenirse ispat tamamlanir.

Not 6.5.1. m=n olmak lizere (6.32) oOzdesligi P (a,x) icin asagidaki Catalan

0zdesligidir.
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P’-P_P. =(-1)"a""P’

Sonug 6.5.1 ile verilen Cassini 6zdesligi, Catalan 6zdesliginin » =1 ile 6zel halidir.
6.6. Jones Polinomu I¢in Matris Temsilleri

Tanmm 6.6.1. V =V (¢t), (2,n)-tor halkalarinin Jones polinomu olmak iizere bu

polinoma karsilik gelen 2x 2 boyutlu D matrisi,

pe PR

g 1
D :( J (6.38)

olarak tanimlanir. 4, (6.24) ile verilen matris ve / birim matris olmak {lizere a =¢ ve

12 _ 12

x=t t ile

D=A+ (-t =) I oldugu agikea goriilebilir.
Teorem 6.6.1. n>2,

DAn—l _ I/n-H I/n (6 39)
v, v, '

n—

Ispat. Matris carpimi ve (6.18) 6zdesligi ile

D V2 g2 1 P P
B £ _p2 i tzpn_l tZPn_z

_[ Pn+1 n (_ts/z _ )Pn Pn n (—t3/2 5 )Pn—l J
PR+ =P ) (B +(=t"7 =P, )

V.(t)=P(t)+ (-7 —t7%) P_,(¢) ile ifade diizenlenirse ispat tamamlanir.
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Sonug 6.6.1. (Cassini 6zdesligi). n>2 i¢in

%

n+l

%

n—1

V=) e D (6.40)

ispat. |[DA""|=|D||4""| ile

eV =V)= + +t+1) (BF,~F,) (6.41)
bulunur. (6.26) 6zdesligi (6.41) esitliginde kullanilir ve ifade diizenlenirse ispat

tamamlanir.

Sonug .6.6.2. n,m >0 i¢in

Vn+m+1 + (_t3/2 - IS/Z) Vn+m = Vn+1Vm+1 + tanVm (642)
ve Ozel olarak n = m i¢in

I/Zn+l + (_t3/2 - t5/2) I/Zn = I/n+12 + tzl/nz (643)
olur.

Ispat. DA" = A"D ile, bu sonuglar D(DA"™) = (DA")(DA™) esitliginden elde edilir.
Teorem 6.6.2. (d’Ocagne benzeri 6zdeslik). m>n > 2 igin

VnHVm - VnV

m+1

=(=)"""E+E +t+ )P, (6.44)

Ispat. E, matrisi,

E _ Vn+2 Vn+2 (6 45)
0 tzV tzV .

n+l n+l
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E, matrisi A" matrisinin ilk siitununun ¢* ve E, matrisinin ilk siitununun

t(t"* —t"?) carpilmasiyla elde edilen, 2.siitunu E, matrisiyle aym olan matris

olsun.

E_ Vn+3 Vn+2
U A

n+2 n+l

r>2 icin E matrisi E,_, matrisinin ilk siitununun #* ve E,_, matrisinin ilk

12 ,-1/2
—t

stitununun #(¢ ) carpilmasiyla elde edilen, 2.siitunu £, matrisiyle ayn1 olan

matris olsun.

E _( Vn+r+2 Vn+2 ] (6 46)
' t2Vn+r+1 t2Vn+l ‘

Determinantin toplamsalligindan,

E

s

=1 —")|E, |+ |E,,| (6.47)
elde edilir. (6.47) bagintisi ile ilk terimi |E0| =0 olan {|E;|} dizisi Jones polinomlar

dizisidir. Sonug 6.6.1 ile

|E| =D+ +1+1) 2 (6.48)
(6.47) esitligi ve (6.18) ile

E

”

=(-1)" 2 E 2+ 4 )P (6.49)

Diger yandan (6.46) matrisinin determinanti

=1*(V.

n+r+2

EI"

I/»H-I - V +r+lI/n+2) (650)

n
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(6.49) 6zdesliginde m=n+r alinir ve (6.50) esitligi birlikte diisiiniiliirse,

Vn+r+2Vn+] - Vn+r+an+2 = (_ 1)"+1 (t3 + 12 +i+ 1) 12n+2Rn—n (65 1)
ve (6.51) dzdesliginde m, m-1 ve n, n-1 ile degistirilse ispat tamamlanur.
Teorem 6.6.3. (Genellestirlmis Catalan benzeri 6zdeslik). m >n>1 icin
Vv —v. V. =" E + 2 +t+ )P, P (6.52)
Ispat. F, matrisi
’ tanJrl tanJrl .
olsun.
F _ Vn+1 Vn—r+l (6 54)
AT |

Matrisi, E, matrisinde n degiskenin n-r-2 degiskeni ile degistirilmesiyle elde edilen

matristir. s >2 igin F, matrisi F, , matrisinin ilk satirmnin t* ve F,_, matrisinin ilk

2 -1/2
—t

satirinin #(¢ ) ¢arpilmasiyla elde edilen matris olsun. Tiimevarimla,

F _ V:Hs I/n—r+s (6 55)
G AN |
Determinantin toplamsalligindan,

F; — t(tl/z _tfl/Z) F 2

s—1

F

s—2|

+1 (6.56)
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olur. (6.55) tekrarlama bagintist ile ilk terimi |Fo| =0olan {|E |} bir Jones polinomlar

dizisidir. (6.48) ile

|E| — (_l)n—r+1t2n—2r+2 (t3 +t2 i+ I)Pr

(6.55) esitliginde s iizerinde timevarim yapilarak ve Tanim 6.2.1 ile
|E| — (_1)n7r+lt2n72r+2 (t3 +t2 i+ I)Pr R

(6.54) matrisinin determinanti

£

= tz (Vn—rVn+s - Vrz—r+sV;1 )RR

(6.58) esitliginde s=m-n+r alinarak ve (6.57) esitligi kullanilarak

Vn V _ VmVn — (_l)n+lt2n—2r (ZB +t2 +i4+ 1) Pmﬂ”r})r

—r  m+r

ifadesi diizenlenirse ispat tamamlanir.

Not 6.6.2. (6.52) esitliginde m=n ile

Vnz_l/n V :(_l)n—r+lt2n—2r(t3+t2_I_t_l_l)})r2

—r- n+r

(6.57)

(6.58)

(6.59)

0zdesligi Catalan-benzeri bir 6zdesliktir. (6.40) Cassini esitligi =/ i¢in Catalan-

benzeri 6zdesligin 6zel bir halidir.



BOLUM 7. TARTISMA VE ONERILER

Birinci boliimde, diigiim teorisinin ve Fibonacci sayi dizilerinin tarihsel gelisiminden
ve uygulama alanlarindan biraz s6z edildi. Ayrica calismada ele alinan diigiim
polinomlar ile Fibinacci say1 dizileri ve Fibonacci polinomlar hakkinda da kisa bir

literatiir bilgisi verildi.

Ikinci béliimde, calisma boyunca kullanilan bazi temel tanim ve dzellikler ispatsiz
verildi. Sonraki boliimde, S. Falcon ve A. Plaza’nin caligmalar1 [13-15] takip

edilerek, k-Fibonacci say1 dizileri ve 6zellikleri ayrintili olarak incelendi.

Dordiincti boliimde, calismadaki esas sonuglarin elde edilmesine yol gosteren,
Fibonacci polinomlar1 ve ozellikleri detayli olarak incelendi. Bu boliimde kuvvet
polinomunun, Fibonacci polinomumunun bir fonksiyonu olarak nasil ifade

edilebilecegi de verildi.

Besinci boliimde, Fibonacci polinomlarinin tiirevleri iizerine calisildi. Fibonacci
polinomlarindan elde edilen tiirev polinomlar1 ve bu tiirev polinomlarindan elde
edilen say1 dizileri incelendi. Fibonacci say1 dizisi ile tlirevlerden elde edilen say1

dizileri arasindaki bagintilar verildi.

Altinc1 boliim, Fibonacci polinomlarin diigiim teorisine uygulamasi niteligindedir.
Bu boliimde, Alexander-Conway polinomlari tanitildi ve birkag 6rnek verilidi. (2,7)-
tor halkalarinin Alexander-Conway poinomlarinin klasik Fibonacci polinomu oldugu

bilinmektedir [29]. Bu boliimde esas olarak Jones polinomlari iizerine ¢alisildi. Jones

polinomunun tanim1 ve bazi 6zellikleri verildikten sonra, n>2 olmak iizere (Z,n) -

tor halkalarinin {Vn }:; , Jones polinomlar dizisinin, baslangi¢ sartlari

V(1) =8 =—" =1 ve V(1) =1
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olan bir

V,(t)=t@"” -t (6)+V, ., (2)
tekrarlama bagintisim1 sagladigi ispatlandi. Bu polinomlar dizisinin Fibonacci
ozellikleri detayli olarak incelendi. Oncelikle baslangi¢ sartlar;, Fibonacci
polinomunun baslangi¢ sartlart ile ve tekrarlama bagintisi, Jones Polinomlar dizisinin
tekrarlama bagintisi ile ayni olan bir genellestirilmis Fibonacci polinomu tanitildi. Bu
genellestirilmis polinomumun Fibonacci 6zellikleri ispatlandi. Daha sonra (2,n)-tor
halkalarmin Jones polinomlarinin sagladigi Fibonacci benzeri 6zellikleri ispatlandi.
Hem genellestirilmis Fibonacci polinomu hem de (2,n)-tor halkalarinin Jones
polinomlarmin matris temsilleri verildi. Bu matris temsillerinden faydalanarak
Catalan, Cassini ve d’Ocagne 6zdesligi gibi dnemli Fibonacci 6zdesliklerine benzer
Ozdeslikler ispat edildi. Sonug olarak, genellestirilmis Fibonaci polinomu dolayisiyla
Fibonacci polinomu ile ele alinan diiglim smifinin Jones polinomu arasinda iliski
kuruldu. Boylece birbirinden farkli diiglim polinomlar1 olan Alexander polinomu ile

Jones polinomu arasinda bir iliski kurulmus oldu.

Bu c¢alismada takip edilen yoOnteme benzer yontemlerle, (2,n)-tor halkalarinin
Kaufmann polinomlarinin da Fibonacci benzeri 6zellikleri sagladigi ispatlanabilir.
Ayrica baska diiglim siniflarinin (6rnegin burulmali diiglimler, rasyonel diigiimler
gibi) Jones polinomlarmin da Fibonacci benzeri tekrarlama bagintilarini
saglayabilecegi diisliniilmektedir. Boylece bu diigim smiflart ile Fibonacci
polinomlar1 arasinda iligki kurulabilecek ve Fibonacci benzeri 6zdesliklerin

sagladiklar ispatlanabilecektir.
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