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ÖZET

Anahtar kelimeler: Hiperbolik Spinor Darboux , Frenet

Bu tez 
bölümde . Ayr

Frenet ve .
Üçüncü bölümde hiperbolik spinorlar, Minkowski

Dördüncü bölüm . Tezin üç alt 

Birinci alt bölümde , ,T N B Frenet

hiperbolik

, ,T n g Darboux .

elde edildi örnekler .

bölümde bu tezin
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HYPERBOLIC SPINOR AND DARBOUX FRAME
IN MINKOWSKI SPACE

SUMMARY

Keywords: Hyperbolic Spinor, Minkowski Space, Darboux Frame, Frenet Frame.

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction.
In the second chapter, some basis definitions and necessary theorems in Minkowski 
space are given. Moreover, the relationships between Frenet frame and Darboux
frame of a spacelike curve are given. In the third chapter, the hyperbolic spinors are 
introduced by means of the orthonormal basis in Minkowski space.

The fourth chapter is the original part of this thesis. The original part of thesis 
consists of three subsections. In the first subsection, the relationship between the 

Frenet frame , ,T N B and frame of hyperbolic spinor are investigated. In the 

second subsection, the relationship between the Darboux frame , ,T n g and frame

of hyperbolic spinor are given. Moreover, the Darboux derivative equations are given
in terms of the hyperbolic spinors. In the third subsection, the relationship between 
the Frenet frame and the Darboux frame is obtained by means of hyperbolic spinors.
In addition, theorems are supported by examples.

In the fifth chapter, an evaluation of this thesis has been made and it has been made 
suggestions to researchs which will be done in future.



 

B

Spinorlar Bu

spinor 

, diferensiyel geometri, grup teorisi ve 

[1]. Di üç boyutlu 

formülasyonundan türetilen bir-indeksli spinorlara ve kuaterniyonlara yeni bir 

kuaterniyonlar ve bir-

ve b [2]. Spinorlar fizikte

de

Brauer ve Weyl teme [3]. Fakat 

spinorlar,

için Fakat son 

Bunlardan biri, Castillo ve Barrales’in

bir tör 

[4] ise 

inor formülasyonunu ve Frenet ile

[5]. Benzer olarak 3
, 

denklemleri ve [6]’da

. Ek olarak Ketenci ve ark., Minkowski ir 

[7]. ve ark.,

alternatif iperbolik sp [8].
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[5-8] 3
1

-

3
1

-

elde . Son olarak bulunan bu teoremler bir örnek ile destek
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BÖLÜM 2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde bize gerekli .

Bir Lie grubu, diferensiyellenebilir grup operatörlerine sahip 

diferensiyellenebilir bir manifolddur; yani G deki grup operatörü olan

: , ( , )G G G a b ab

ve G deki inversiyon operatörü olan

1: , ( )G G a a

G Lie grubunun bir otomorfizimi 

hem diffeomorfizim hem de grup izomorfizimi olan

:

     ( )

G G

a a

n üzerindeki özellikleri korur [9].

. G a olsun. Her g G için ( )al g ag olarak 

:al G G G ’nin sol denir. al bir 

diffeomorfizimdir. Her g G için ( )ar g ga :ar G G

G ’ ar bir diffeomorfizimdir [10].
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V

[ , ] :

                  ( ) [ , ] ( ) [ ]u v u v u v

V V V

, , ,

b ,u v w, V

( ,[ , ])V ikilisine de bir Lie cebiri denir.

i. [ , ] ikilineer,

ii. [ ] [ ]u v v u, , (antisimetrik),

iii. [[ ], ] [[ , ], ] [[ , ], ] 0u v w v w u w u v,

dir [10].

,a g G için ( )g agX Xadl ise, G Lie grubu üzerindeki X

Do

:

 ( )
a

a

l G G

g l g ag

: ( ) ( )

   ( )
a G G

a

dl T g T ag

dl
g g agX X X

X

diferensiyellenebilirdir.

G ’
lX G olsun. Vektör alanla

lX G cümlesini

yapar. 
lX G ’de [ , ] Bracket

lX G bir Lie cebiri olur. 

lX G , boyn G (sonlu) boyutuna sahiptir [11].
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Lemma 2.5.
lX GX e GT eX

: l Gf X G T e fonksiyonu bir lineer izomorfizimdir. Burada e , G ’nin grup 

:G G bir otomorfizim olsun. X lX G ise ld X GX dir ve

: l ld X G X G Lie cebiri izomorfizimine ’nin diferensiyeli denir. d

diferensiyeli :e G Gd T e T e dönü [11].

a G olmak üzere g 1aga

1

:a

a

C G G

g C g aga

aC bir diffeomorfizim olup onun 

diferensiyeli
aAd ile gösterilir. O halde 

a adC Ad dir. ,a b G

1 1 1
abC g abg ab a bgb a dir. Böylece Cab a bC C olur. Diferensiyel

ab a bAd Ad Ad

elde edilir. 
aa Ad grup homomorfizmine G ’nin adjoint gösterimi denir [11].

V , :V V fonksiyonuna ikilineer 

form, ikilineer form simetrik ise , formuna simetrik ikilineer form denir

[10].

, , V üstünde ikilineer form olsun.

i. ,  0 , 0v v v vV , formuna
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ii. ,  0 , 0v v v vV , formuna

iii. v V , , 0v v ise , formuna

iv. v V , , 0v v ise , formuna

v. ,  , 0 0w v w vV oluyor ise , formuna non-dejenere bir form

denir. , , V bilir. Bu indirgenen simetrik 

ikilineer form dejenere veya non-dejeneredir [11].

V olmak üzere,

:

,

q V

qv v v v

fonksiyonuna , formundan elde edilen kuadratik form denir. q kuadratik formu 

, Gerçekten,

1
,

2
v w v w v wq q q

dir. V 1 2, , , ne e e olmak üzere, ,ij i jg e e diyelim. ijg matrisine,

g nin 1 2, , , ne e e g

ijg matrisi de simetriktir [11].

Teorem 2.10. , simetrik ikilineer formu non-dejeneredir V

, formuna

a [11].
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V üstünde simetrik, non-dejenere bir , ikilineer 

formuna V üstünde bir skala , , V

, formuna V üstün [10].

V V üstünde bir skalar 

V [10].

V vektör uzay ve Vv olsun.

,v v v

v v vektörünün normu denir. Normu 1 olan vektöre de 

birim vek [11].

Teorem 2.14. V 0 olmak üzere, V V vektör 

orto [11].

V 1 2, , , ne e e ijg

Çünkü ,e ei j ij j dir. Burada ,e ej j j , 1

veya 1 dir. V

j

Teorem 2.15. 1 2, , , ne e e , V V nin her v

1

,v v e e
n

i i i

i

b [11].
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Teorem 2.16. V nin ortonormal 1 2, , , ne e e 1 2, , , n cümlesindeki 

, formunun , formunun indeksine v

indeksi denir [11].

Teorem 2.17. M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M üstündeki non-

dejenere, sabit indeksli ve (0, 2) tipindeki , tensör ala .

, , M üstünde bir metrik tensör ise M nin her bir p MT p üstünde 

bir ,
p

,
p

nin indeksi her p

[11].

Teorem 2.18. M diferensiyellenebilir manifoldu üstünde bir , metrik tensörü 

varsa M manifolduna -Riemann manifoldu denir. , metrik tensörünün v

indeksine ( , , )M -Riemann manifoldunun indeksi denir. M manifoldunun

boyutu n olmak üzere, M -Riemann manifoldu n

vM ile gösterilir [11].

( , , )M - 2n ve 1v ise

n

vM -Riemann manifolduna Lorentz manifoldu denir [11].

. M -Riemann manifoldu ve , formu da M üstünde bir metrik 

tensör olsun. Bu durumda M de bir v tanjant vektörü için,

i. , 0v v veya 0v ise vektörüne spacelike vektör,

ii. , 0v v ise v vektörüne timelike vektör,

iii. , 0v v ve 0v ise v vektörüne null vektör

denir [11].
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1. 1 ve 2boyV olan V

W , V , , V

üstündeki 

i.  ,  
W

W W

spacelike ,

ii.  ,  
W

1 indeksine sahip non-dejenere ise W timelike alt 

,

iii.  ,  
W

dejenere ise W null

denir [11].

Lemma 2.22. v , V bir vektör ise Sp v alt 

timelike ve V Sp Spv v dir.

W W in spacelike

W nin lightlike W lightlike 

W spacelike spacelike ve Schwarz 

,v w v w v ve w

vektörlerinin [11].

3. W , V a

i. W spacelike’t W

ii. W lineer vektör içerir,

iii. W timelike vektör içerir

[11].
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Lemma 2.24. W , V a

i. W lightlike’ olur,

ii. W null vektör içerir fakat timelike vektör içermez,

iii. W L 0 dir. Burada L , V Lorentz 

null konisidir

[11].

5. ,F V L vektörlerin cümlesi olsun. 

Fu için

, 0u u u vC F

cümlesi u vektörünü içeren V timekonisidir. konisi

, 0u u u u vC C F

dir. u spacelike F bu iki timekonisinin [11].

Lemma 2.26. v ve w

koni , 0v w [11].

. 3
1 2 3 1 2 3, , ,  , ,u u u v v vu v

1 1 2 2 3 3,u v u v u v u v
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ile birlikte 3 -

3
1

ikilineer, simetrik ve non-dejeneredir [11].

. 3
1

3
1 : , 0, 0u u u u

ile verilen cümleye null koni [11].

3
1 konisinin

içinde, lightlike (null) vektörler konisinin üzerinde ve spacelike vektörlerde 

konisinin

[11]

. 3
1 de Lorentz ve Hiperbolik birim küreler, ,

2 3
1 1 , 1u u uS

ve
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2 3
0 1 , 1u u uH

ile verilir [11].

[11]

0. 3
1 iki vektör u ve v olsun. 1 2 3, ,u = u u u , 1 2 3, ,v = v v v

olmak üzere

1 2 3 3 2 2 3 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

-

det , ,
1 2 3e e e

u v = u u u u v u v u v u v u v u v

v v v

vektörüne u ve v

1 2 3

1
, ,        

0   ise
ei i i i ij

i j ise

i j

dir [11].
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Teorem 2.31. 3
1u,v,w olsun. Bu takdirde

i. detu v,w u,v,w ,

ii. u v w u,w w v,w u ,

iii. u v,w u,w v u,w w ,

iv. , 0u v u ve , 0u v v ,

v.
2

u v u v u u v v u v, , , ,

dir [11].

. 3
1u de bir timelike vektör ve 3 0,0,1e

i. 3, 0u e ise u vektörüne future-pointing timelike vektör,

ii. 3, 0u e ise u vektörüne past-pointing timelike vektör

denir [12].

2.33. 3
1u,v

yorumlanabilir.

i. u ve v future-pointing (past-pointing) timelike vektörler olsun. Bu durumda,

, coshu v u v

0 ya u ve v vektörleri 

[12].

ii. u ve v spacelike vektörler olsun.

Bu durumda,

, coshu v u v
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0 u ve v vektörleri 

[12].

iii. u ve v spacelike vektörler olsun.

Bu durumda,

, cosu v u v

( 0 ) ya u ve v

vektörleri [12].

iv. u bir spacelike vektör ve v bir timelike vektör olsun. Bu durumda,

, sinhu v u v

0 u ve v vektörleri 

[12].

. I olmak üzere

3
1:

     ( )

I

s s

diferensiyellenebilir fonksiyonuna 3
1 ,

( )s

i. , 1 ise 

ii. , 1 ise 

iii. , 0 ise 

[11].
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. 3
1 , Minkowski 3

1 ise ( , )I

T ve U da sabit birim 

vektör olmak üzere s I için T ve U 3
1

[13].

. 2 , 2-

cos sin
( )

sin cos
A

dönme 2
1

cosh sinh
( )

sinh cosh
A

[12].

Lemma 2.40. ( )A

vektörler spacelike vektörlere ve lightlike vektörler [14].

1. 3
1: I

ve , ,T N B ve , 1B B B olmak üzere 

T spacelike vektör iken Frenet türev formülleri

0 0

0

0 0
B

T' T

N' N

B' B

(2.1)
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B , 1B ise 

N timelike asli normalli ve B

1B ise N spacelike asli normalli ve B timelike 

binormallidir. Burada s I

( )
( ) ( ),   ( ) ,   ( ) ( ) ( )

( ) B

s
s s s s s s

s
T N B T N

dir [15].

Ta . ,M 3
1 M

metrik b

bir yüzeydir [16].

. ,M 3
1 , 3 boyutlu Minkowski

(spacelike veya timelike) olmak üzere M de yatan 

olsun. 

, ,T N B M yüzeyi üzerinde 

, ,T n g ile gösterilir. , ,T n g ,T

vektörü, n , M yüzeyinin birim normal vektörü ve g ise gg = n T

birim vektördür. Burada ,g g g T birim tanjant vektörü Darboux ve 

,N ,B g ve n

düzlemdedirler.

M yüzeyi üzerinde yatan spacelike 
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1 0 0

0 cosh sinh

0 sinh cosh

T T

g N

n B

(2.2)

ile verilir. Burada T spacelike vektör olup N vektörü timelike (spacelike) ise g

g ile N

M yönlendirilebilir bir (timelike veya spacelike) yüzey 

olmak üzere M

0

0

0

g n

B g g

B n g

T T

n n

g g

(2.3)

ile verilir.

t nin bir benzeri

1 0 0

0 cosh sinh

0 sinh cosh

T T

n N

g B

(2.4)

verilebilir. Burada T spacelike vektör olup N vektörü timelike (spacelike) 

ise n n ile N

Bu durumda 

0

0

0

n g

B n g

B g g

T T

n n

g g

(2.5)
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geçerlidir. 

burulma coshn , sinhg ve
g

d

ds
[17].

Lemma 2.44. M yönlendirilebilir yüzeyi (timelike veya spacelike) üzerinde yatan 

,

i. ( )s 0g
,

ii. ( )s bir asimptotik çizgidir 0n
,

iii. ( )s 0g

dir [11].

n

v

n

v

matrislerin cümlesi ( )vO n ile gösterilsin. ( )vO n cümlesi ( , )GL n cümlesinin

( )vO n bir Lie grubudur. ( )vO n cümlesine

ortogonal grup denir.

Teorem 2.45. n n tipindeki bir A

i. ( )vA O n ,

ii. 1TA A e Lorentz anlamda ortogonal matris denir,

iii. A cümle cümlesi) n

v
u

iv. A , n

v

[11,18].

Teorem 2.46. ( )vO n in Lie cebiri, TC C C matrislerinin 

cümlesidir. Böyle C matrisleri 
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T

A B
C

B D

biçimindedir. Burada TA A , TD D ,
v vA , ( ) ( )n v n vD ve ( )v n vB biçiminde 

matrislerdir. ( )vO n ’nin Lie cebiri ( )vO n ile gösterilir. 
( 1)

( )
2v

n n
boy O n dir [11]. 



BÖLÜM 3. NOREquation Chapter (Next) Section 3

Bu bölümde, önc

.

geometrici Clifford, 2 1j kullanarak 

19]. Clifford’un 

, non-Öklid geometriye 

, toplama ve .

bir cisimdir. O halde ,x y olmak üzere ,Z x y . Bu 

cümlesi ile gösterilsin.

2, : ,  , ,  1,  j 1x y x jy x y j

ü [20].

,Z x y hiperboli olmak üzere x Z

y Z hiperbolik [20].

1 1 1 2 2 2, ,  ,Z x y Z x y olmak üzere 1Z ile 2Z

1 2Z Z [20].
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1 1 1 2 2 2, ,  ,Z x y Z x y olmak üzere

:

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , ,Z Z x y x y x x y y x x j y y

[20].

5. ,Z x y olmak üzere

Z X Z

X de 

0 0,0 ile gösterilir [20].

6. ,Z x y olmak üzere

0Z W

denkleminde W de 

denir ve ,W x y ile gösterilir [20].

Önerme 3.1.7.

geçerlidir.

i. 1 2 2 1Z Z Z Z
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ii. 1 2 3 1 2 3Z Z Z Z Z Z

[20].

Teorem 3.1.8. , ikilisi bir abel grubudur [20].

1 1 1 2 2 2, ,  ,Z x y Z x y olmak üzere

:

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1, ,Z Z x y x y x x y y j x y x y

’de çarpma [20].

,Z x y olmak üzere

Z Y Z

Y ’de 

1 1,0 ile gösterilir [20].

,Z x y olmak üzere

1 1Z Z
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denkleminde 1Z ’de 

denir [20].

0,1 j ile gösterilecektir yani 0,1 j k ve 

hiperbolik birim olarak ad [20].

Sonuç 3.1.13. 2 1j dir [20].

Önerme 3.1.14.

özellikler geçerlidir.

i. 1 2 2 1Z Z Z Z

ii. 1 2 3 1 2 3Z Z Z Z Z Z

iii. 1 2 3 1 2 1 3Z Z Z Z Z Z Z

[20].

O halde a

Teorem 3.1.15. , , [20].

Teorem 3.1.16. , , [20].

.

cümlesi

,x y

[20].
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8. x ve y Z x jy olsun. Bu takdirde 

x jy Z Z ile 

gösterilir [20].

Teorem 3.1.19. 1Z ve 2Z

i. 1 2 1 2Z Z Z Z ,

ii. 1 1Z Z ,

iii. 1 2 1 2Z Z Z Z ,

iv. 2 0Z olmak üzere 1 1

2 2

Z Z

Z Z
,

v. 1 1 12 ReZ Z Z , 1 1 12 ImZ Z j Z

[20].

Teorem 3.1.20. ,Z x y

ile gösterilir. Her bir ,x y

[20].

. Z x jy

2 2Z Z Z x y

Z [20].

. 1 1 1Z x jy ve 2 2 2Z x jy
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i.
2

1 1 1Z Z Z , 1 1 1Z Z Z ,

ii. 1 2 1 2Z Z Z Z ,

iii. 2 0Z olmak üzere 11

2 2

ZZ

Z Z

[20].

. 1 1 1Z x jy ve 2 2 2Z x jy

üzere hiperbolik düzlemde bu 1 2Z Z ile 

gösterilir ve

2 2

1 2 1 2 1 2Z Z x x y y

[20].

. hiperbolik

arctanh
y

x

[20].
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[20]

5.

cosh sinhje j

eklindedir [20].

.26. Z

cosh sinh jZ r j re

r Z ve Z

denir [20].

27. hiperbolik düzlemde je

cosh sinh

sinh cosh

eklindedir [20].
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3.2. Hiperbolik Spinor

Bu alt hiperbolik . Bu alt 

Ketenci ve ark. [7] 

3
1 , Minkowski (1,3)SO cümlesi 

ile 2 2 tipinde üniter matrisler grubu olan (2, )SU bir 

homomorfi 3
1 (1,3)SO cümlesinin

vektörleri harekete geçirirken, (2, )SU cümlesinin ise hiperbolik

1 2,

olmak üzere bir hiperbolik spinor

1

2

(3.1)

gösterilebilir. Bu spinoru, ja b izotropik vektör olmak üzere

ˆt tja b c (3.2)

3
1, ,a b c spacelike (veya timelike) 

Burada 2 1j , 1 2 3( , , ) hiperbolik, simetrik, 2 2 tipinde 

matrisler olan bir vektör ve t de transpozdur. Öyle ki, 1

0 1
P

1 0
, 2

0
P

0

j

j
, 

3

1 0
P

0 1
 Pauli matrisleri soldan

0 1

1 0
matrisiyle

1 2 3( , , ) vektörünün nin
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1 2 3

1 0 0 0 1

0 1 0 1 0

j

j
(3.3)

2 2 tipinde, hiperbolik, simetrik matrisler . Ek olarak,

1 2

2 1

0 1 0 1
ˆ

1 0 1 0
(3.4)

elde edilir. Burada ˆ , , gösteren 

[7].

Böylece (3.1), (3.2), (3.3) ve (3.4) 3
1, ,a b c spacelike 

(veya timelike) vektörleri

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

+ j ( , ( ), 2 )

( , ( ), )

j

j

a b

        c

=

=
(3.5)

. Burada 3
1, ,a b c spacelike (veya timelike) 

Lorentz anlamda Yani 

= 0, ,a b a c b c ve t
a b c dir. O halde 3

1, ,a b c spacelike 

(veya timelike) vektö Lorentz anlamda ortogonal ve bununla birlikte

det 0a b,c = (a,b,c) > { }, ,a b c ise

Tersine; Lorentz anlamda ortogonal ve 

0a b,c > olan 3
1, ,a b c spacelike (veya timelike) vektörlerine,

+ ,t tja b = c denklemleriyle verilen bir hiperbolik spinoru 

[7].

hiperbolik spinoru (2, )SU hiperbolik spinora 

Böylece herhangi bir (2, )U SU matrisi için, ' U olmak üzere,
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t t

. O halde ' hiperbolik spinoru

, ,a b c , hiperbolik spinoruna 

, ,a b c spacelike (veya timelike) vektörlerinin Bu 

yüzden (2, )SU cümlesinin 3
1 , , ,a b c

, , ,a b c

-birdir. Yani (2, )SU cümlesinin U ve U

3
1 , , ,a b c üçlüsü hiperbolik 

gelirken , ,b c a ve , ,c a b

Ek olarak ve

için (3.5) denkleminde hiperbolik spinoru yerine hiperbolik spinorunu 

Böylece homomorfizm ikiye-bir 

tipindedir [7].

(3.2), (3.3) ve (3.5) verilebilir.

Önerme 3.2.1. Herhangi ve iki hiperbolik spinor için,

i. ˆ ˆt t

ii. ˆ ˆ

iii. ˆ̂

Burada ve [7].

Önerme 3.2.2. Herhangi ve hiperbolik spinor çiftleri için

t t

dir [7].
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Örnek 3.2.3. Özel olarak 
1

0
seçilirse ˆ =

0

1
olur. Bu seçim (3.5)

denkleminde ye ,

(1,0,0) (0,1,0)  ve  (0,0,1)+a b cj j

o , ,a b c üçlüsü 3
1 (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)

[7].

Önerme 3.2.4 hiperbolik spinor ise ˆ, lineer 

[7].

3
1 , Minkowski { , , }N B T olsun. 

Bu F getirilirse (3.2) denkleminin benzeri olarak 

ˆ   ve   t tjN B T (3.6)

Teorem 3.2.5. hiperbolik spinoru, yay parametresi ile 

parametrelendirilen bir { , , }N B T

takdirde, Frenet türev formülleri

1
ˆ

2 B

d
j

ds

ve ,

[7].



 

 

BÖLÜM 4. MINKOWSKI VE 

Bu bölüm ncelikle, Ketenci ve ark. [7]

3
1 , Minkowski

3
1 (spacelike veya timelike) yüzeylerin Darboux

3
1

Frenet Darboux

Tezimizi destekleyen örnekler

4.1. Frenet Türev Formüllerinin Hiperbolik Spinor Gösterimi

3
1 , 3

1: I bir

Frenet { , , }N B T ve olmak üzere 

(3.2) denkleminin benzeri olarak

ˆ   ve   t tjN B T (4.1)

 

denklemleri . Bu takdirde, Frenet türev formülleri

1
ˆ

2
B

d
j

ds

hiperbolik Burada ve ,

, spacelike [7].
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3
1 Frenet { , , }B N T .

Frenet { , , }B N T

üçlüsüne hiperbolik T spacelike vektör 

olmak üzere (3.2) denkleminin benzeri olarak

ˆ,t tjB N T (4.2)

e hiperbolik spinoru 1t

ˆ, ikilisinin

ˆ
d

f g
ds

(4.3)

i Burada f ve g hiperbolik O halde 

(4.2) denklemlerinin ilkinin s parametresine göre türevi 

t
td d d d

j
ds ds ds ds

B N
(4.4)

. Buradan (2.1), (4.2) ve (4.3) denklemleri (4.4)

denkleminden

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ                                 2 2

                                 2 2

t t

B

t t t t

t t

j f g f g

f g

f g

f j g

N T B

B N T

bulunur. Burada matri ˆ ˆt t dir. Böylece

2 2Bj j j f j gT B N B N T
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elde edilir. Bu son denklemden s

,
2 2

Bjj
f g (4.5)

(4.3) denklemi ve (4.5)

ˆ
2 2
1

ˆ
2

B

B

jd j

ds

j j

denklemi elde edil

Teorem 4.1. , 3
1 Minkowski 

, ,B N T Frenet üçlüsü göz önüne al . hiperbolik spinoru , ,B N T

Bu durumda Frenet türev formülleri hiperbolik spinorlar 

1
ˆ

2
B

d
j j

ds

tek bir . Burada ve 

Örnek 4.2. 3
1: I olmak üzere sinh 1 coshs s s, ,

cosh 0 sinh

sinh 0 cosh

0 1 0

s s

s s

T , ,

N , ,

B , ,
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dir. Buradan 1T ,T , 1N , N ve 1B,B dir. Teorem 4.1. için 1
B

,

1 ve 0

ˆ
ˆ,

2 2

d j d j

ds ds

dir. 1 2,c c olmak üzere

1 2 1 2
ˆcos sin ,     sin cos

2 2 2 2

js js js js
c c c c

1 2 1 2
ˆcosh sinh ,     sinh cosh

2 2 2 2

s s s s
c c c c

elde edilir.

Örnek 4.3. 3
1: I olmak üzere 2sin 2coss s s s, ,

bi

2cos 2sin 0

sin cos 0

cos sin 2

s s

s s

s s

T , ,

N , ,

B , ,

dir. Buradan 1T ,T , 1N , N ve 1B,B dir. Teorem 4.1. için 1
B

,

2 ve 1

ˆ2 2
ˆ ˆ,

2 2 2 2

d j j d j j

ds ds
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dir. 1 2,c c olmak üzere

3 3
3 3

2 2
2 2

1 2

3 3
3 3

2 2
2 2

1 2

1 3 1 3
 ,

6 2 3

1 3 1 3
ˆ

2 3 6

j j
j j s s

s s

j j
j js s

s s

e ee e
c c

e e e e
c c

elde edilir.

4.2. Darboux Türev Formüllerinin Hiperbolik Spinor Gösterimi

M , 3
1 bir (spacelike veya timelike) yüzey ve , M yüzeyinde 

spacelike bir olmak üzere M yüzeyi üzerindeki ( )s

Darboux n, g,T olsun. , ,n g T Darboux hiperbolik spinoru 

gelirse (3.2) denklemlerine benzer olarak

ˆ,t tjn g T (4.6)

e 1t dir. hiperbolik spinoru 

, ,n g T üçlüsünü temsil eder ve 
ds

d
ise spacelike bir , ,n g T

ˆ, hiperbolik spinorlar için dan

ˆd
h k

ds
(4.7)



36
 

Burada h ve k hiper

(4.6) denklemindeki tjn g

t
td d d d

j
ds ds ds ds

n g
(4.8)

elde edilir. Böylece (2.3), (4.6) ve (4.7) denklemleri (4.8) denklemi

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ            2 2

t
t

B g g B n g

t t t t

t t

j h k h k

h k

h k

T g T n

                                     2 2h j kn g T

bulunur. Burada matrisleri simetriktir. D ˆˆ tt

geçerlidir.

2 2B g n gj j j h j kT n g n g T

ve

,
2 2

B g ng
jj

h k (4.9)

görülür. O halde (4.7) ve (4.9)

ˆ
2 2
g g n

B

j jd

ds

elde edilir. Buradan
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Teorem 4.4. M , 3
1 Minkowski bir (spacelike ya da 

timelike) yüzey olsun. M yüzeyi üzerinde spacelike bir . M

yüzeyinin s Darboux n, g,T olmak üzere Darboux türev 

formülleri

ˆ
2 2
g g n

B

j jd

ds

Burada 
g

,
g

ve n

M yüzeyinin s geodezik burulma, g

M , 3
1 (spacelike veya timelike) yüzey ve , M

bir olmak üzere , ,g n T Darboux

. Bu durumda , ,g n T Darboux

spinor olmak üzere

ˆ,t tjg n T (4.10)

denklemleri ve 1t Burada 

hiperbolik spinoru , ,g n T üçlüsünü temsil eder ve 
d

ds
, Darboux denklemleriyle 

verilen spacelike bir , ,g n T

ˆ, hiperbolik

ˆd
h k

ds
(4.11)
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Burada h ve k hiper

(4.10) denklemindeki tjg n

t
td d d d

j
ds ds ds ds

g n
(4.12)

elde edilir. Böylece (2.3), (4.10) ve (4.11) denklemleri (4.12) denklemi

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ             2 2

t
t

B n g B g g

t t t t

t t

j h k h k

h k

h k

T n T g

2 2h j kg n T

bulunur. Burada matrisleri simetrik ˆ ˆt t

mevcuttur. Bu 

2 2T g n g n TB n g gj j j h j k

ve

,
2 2

B n gg
jj

h k (4.13)

görülür. O halde (4.11) ve (4.13)

ˆ
2 2
g n g

B

j jd

ds

denklemi elde edilir. Buradan
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Teorem 4.5. M , 3
1 Minkowski bir (spacelike ya da 

timelike) yüzey olsun. M yüzeyi üzerinde spacelike bir verilsin. M

yüzeyinin s Darboux , ,g n T olmak üzere Darboux türev 

formülleri

ˆ
2 2
g n g

B

j jd

ds

eklinde bir tek hiperbolik spinor denklemine sahiptir. Burada 
g

,
g

ve n

M yüzeyinin s ki geodezik burulma, g

4.3. Frenet-Darboux pinor Gösterimi

N,B,T üçlüsünü temsil eden hiperbolik spinoru ile n, g,T

üçlüsünü temsil eden hiperbolik . O halde (4.1)

ve (4.6) denklemlerinden

ˆ,

ˆ,

t t

t t

j

j

N B T

  n g T
(4.14)

biliniyor n ile N olmak üzere (2.4)

denkleminden N,B,T Frenet ile n, g,T Darboux

cosh sinh

sinh cosh

T = T

N n g

B n g
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cosh sinh sinh cosh

                        cosh sinh cosh sinh

                        cosh sinh

t

j

j t

j j j

j j j

j j

e j

e

N B n g n g

n g

n g

n g

bulunur

Teorem 4.6. M , 3
1 y (spacelike ya da

timelike) yüzey olmak üzere, , M spacelike bir

N,B,T üçlüsünü temsil eden hiperbolik spinoru ile n, g,T

üçlüsünü temsil eden hiperbolik 

t j te

      T = T

, ,N B T üçlüsünü temsil eden hiperbolik spinoru ile , ,g n T

üçlüsünü temsil eden hiperbolik bulunsun. Bunun için

(4.1) ve (4.10) denklemlerinden

ˆ,

ˆ,

t t

t t

j

j

N B T

g n T
(4.15)

. g ile N olmak üzere (4.15) ve (2.2) 

denklemleri 
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sinh cosh cosh sinh

                        cosh sinh cosh sinh

                        cosh sinh

t

j

j t

j j j

j j j

j j

e j

e

N B n g n g

g n

g n

g n

elde edilir. 

Teorem 4.7. M , 3
1 Minkowski (spacelike ya da

timelike) yüzey olmak üzere, , M spacelike bir

, ,N B T hiperbolik spinoru ile , ,g n T s

üçlüsünü temsil eden hiperbolik 

      T T

t j te

Üçüncü olarak da , ,B N T üçlüsünü temsil eden hiperbolik spinoru ile , ,n g T

üçlüsünü temsil eden hiperbolik spinoru verilsin. Bunun için (4.2)

ve (4.6) denklemlerinden

ˆ,

ˆ,

t t

t t

j

j

B N T

  n g T
(4.16)

y , g ile N olmak üzere (2.2) ve (4.16)
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cosh sinh sinh cosh

                       cosh sinh cosh sinh

                       cosh sinh

t

j

j t

j j j

j j j

j j

e j

e

B N n g n g

n g

n g

n g

Teorem 4.8. M , 3
1 Minkowski uz (spacelike ya da

timelike) yüzey olmak üzere, , M spacelike bir

, ,B N T hiperbolik spinoru ile , ,n g T

üçlüsünü temsil eden hiperbolik ,

t j te

T T

Son olarak, dördüncü durumda ise , ,B N T üçlüsünü temsil eden hiperbolik 

spinoru ile , ,g n T üçlüsünü temsil eden hiperbolik 

(4.2) ve (4.10) denklemlerinden

ˆ,

ˆ,

t t

t t

j

j

B N T

g n T
(4.17)

. , n ile N (2.4) denklemleri ile 

(4.17)
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sinh cosh cosh sinh

                       cosh sinh cosh sinh

                       cosh sinh

t

j

j t

j j j

j j j

j j

e j

e

B N n g n g

g n

g n

g n

Teorem 4.9. M , 3
1 Minkowski (spacelike ya da

timelike) yüzey olmak üzere, , M spacelike bir

, ,B N T hiperbolik spinoru ile , ,g n T

üçlüsünü temsil eden hiperbolik ,

t j te

T T



BÖLÜM 5. SONUÇLAR VE

Difere

Bu orijin

(1,3)SO ile 2 2 tipinde üniter matrisler grubu olan (2, )SU

homomorfizm , hiperbolik spinorlar ile Frenet

ve hiperbolik spinorlar ile (spacelike veya timelike) M yüzeyinin

Darboux 3
1 , M

Yani 

hiperbolik spinorlar cinsinden ifade

Bu tezin hiperbolik spinorlar

fizik, mühendislik ve astronomi gibi bilimlere önemli

h üphe yoktur.
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