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OZET

Anahtar kelimeler: Hiperbolik Spinor, Minkowski Uzayi, Darboux Catisi, Frenet
Catisi.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismima ayrilmustir. Ikinci
boliimde Minkowski uzayinda temel tanimlar ve gerekli teoremler verilmistir. Ayrica
spacelike bir egrinin Frenet catis1 ve Darboux catist arasindaki iliskiler verilmistir.
Ucgiincii béliimde hiperbolik spinorlar, Minkowski uzayindaki ortonormal taban
yardimiyla tanitilmistir.

Dordiincili boliim tezin orijinal kismini olusturmaktadir. Tezin orijinal kismu ii¢ alt
bolim halinde diizenlenmistir. Birinci alt bolimde {7,N,B} Frenet gatis1 ile

hiperbolik spinor catis1 arasindaki iliskiler arastirilmustir. Ikinci alt béliimde
{T LN, g} Darboux catist ile hiperbolik spinor ¢atis1 arasindaki iligkiler verilmistir.

Ayrica Darboux tiirev denklemleri hiperbolik spinorlar cinsinden verilmistir. Ugiincii
alt boliimde ise Frenet ve Darboux catilar1 arasindaki iliski hiperbolik spinorlar
yardimiyla elde edildi. Ayrica bulunan teoremler 6rnekler ile desteklenmistir.

Besinci boliimde bu tezin bir degerlendirilmesi yapilmis ve bundan sonra yapilacak
arastirmalara yonelik onerilerde bulunulmustur.
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HYPERBOLIC SPINOR AND DARBOUX FRAME
IN MINKOWSKI SPACE

SUMMARY

Keywords: Hyperbolic Spinor, Minkowski Space, Darboux Frame, Frenet Frame.

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction.
In the second chapter, some basis definitions and necessary theorems in Minkowski
space are given. Moreover, the relationships between Frenet frame and Darboux
frame of a spacelike curve are given. In the third chapter, the hyperbolic spinors are
introduced by means of the orthonormal basis in Minkowski space.

The fourth chapter is the original part of this thesis. The original part of thesis
consists of three subsections. In the first subsection, the relationship between the

Frenet frame {T ,N ,B} and frame of hyperbolic spinor are investigated. In the

second subsection, the relationship between the Darboux frame {T A, g} and frame

of hyperbolic spinor are given. Moreover, the Darboux derivative equations are given
in terms of the hyperbolic spinors. In the third subsection, the relationship between
the Frenet frame and the Darboux frame is obtained by means of hyperbolic spinors.
In addition, theorems are supported by examples.

In the fifth chapter, an evaluation of this thesis has been made and it has been made
suggestions to researchs which will be done in future.
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BOLUM 1. GIRIS

Spinorlar 1913 yilinda Fransiz matematik¢i Elie Cartan tarafindan kesfedilmistir. Bu
matematiksel ifadenin sadece geometrik tanimini vererek sistematik olarak spinor
teorisini gelistirmeyi hedefleyen Cartan, diferensiyel geometri, grup teorisi ve
matematiksel fizige onemli katkilarda bulunmustur [1]. Diger yandan, iic boyutlu
Oklid uzayinda kati bir cismin yer degistirmesiyle ilgili Euler teoreminin vektor
formiilasyonundan tiiretilen bir-indeksli spinorlara ve kuaterniyonlara yeni bir
yaklasimda bulunan Vivarelli, kuaterniyonlar ve bir-indeksli spinorlar arasinda lineer
ve birebir bir baginti tanitmistir [2]. Spinorlar fizikte Quantum mekaniginde de
kullanilmaktadir. Spinorlar Quantum mekaniginde, bir spinorun bilesenlerinden
baska bir sey olmayan dort dalga fonksiyonlari ve elektron i¢in iinlii Dirac
denklemlerini olusturur. Bu alanda bir ¢ok calisma yayinlanmistir. Bunlardan biri
Brauer ve Weyl tarafindan temel olarak adlandirilabilecek bir ¢calismadir [3]. Fakat
bu ¢alismalarin ¢ogunda spinorlar, sezgisel bir geometrik goriis olmadan tanitildigi
i¢in spinorlarla ilgili mevcut literatiirlin anlagilmasi bir hayli giictiir. Fakat son
yillarda geometrik anlamda konu iizerine daha anlasilir birkag calisma yapilmistir.
Bunlardan biri, Castillo ve Barrales’in karsilikli ortogonal birim vektorlerden olusan
bir tgliiyii, spinor olarak adlandirilan iki kompleks bilesenli tek bir vektor
bakimindan ifade ettigi calismadir [4]. Ayrica diger bir ¢alismada ise yonlendirilmis
bir yiizey ilizerinde verilen Darboux catisinin spinor formiilasyonunu ve Frenet ile

Darboux catilarinin spinor gosterimleri arasindaki iliski Kisi ve Tosun tarafindan

verilmistir [5]. Benzer olarak [E’, Oklid uzayinda egrilerin spinor Bishop
denklemleri ve Bishop ile Frenet catisi arasindaki iliskiler [6]’daki calismada
verilmistir. Ek olarak Ketenci ve ark., Minkowski uzayinda null olmayan regiiler bir
egrinin hiperbolik spinor formiiliinii vermistir [7]. Erisir ve ark., Frenet gatisina

alternatif bir catiya karsilik gelen hiperbolik spinorlarin geometrisini inceledi [8].



Bu ¢aligmanin amaci ise, [5-8] ¢aligmalarina ek olarak, R’ Minkowski uzayinda
(spacelike ya da timelike) bir ylizeyin Darboux catisin1 2-hiperbolik bilesenli
spinorlar yardimiyla temsil etmektir. Ayrica R] uzayinda yonlendirilmis yiizey
tizerinde alinan spacelike egrinin Frenet catist ve 3-boyutlu Minkowski uzayinda

ayni noktada yiizeyin Darboux ¢atis1 arasindaki iliskinin hiperbolik spinor karsiligi

elde edilmistir. Son olarak bulunan bu teoremler bir 6rnek ile desteklenmistir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde bize gerekli olan bazi tanimlar ve teoremler verilecektir.

Tammm 2.1. Bir Lie grubu, diferensiyellenebilir grup operatorlerine sahip

diferensiyellenebilir bir manifolddur; yani G deki grup operatorii olan

u:GxG—->G, wp(a,b)y=ab

ve G deki inversiyon operatorii olan

E:G>G, Ea)=a

doniisiimlerinin ikisi de diferensiyellenebilirdir. G Lie grubunun bir otomorfizimi

hem diffeomorfizim hem de grup izomorfizimi olan

9:G->G
a— ¢(a)

dontigiimiidiir. Otomorfizimler Lie grubunun tizerindeki 6zellikleri korur [9].

Tamm 2.2. G Lie grubunun bir eleman1 a olsun. Her g € G i¢in [ (g) = ag olarak
tammlanan [ :G—> G dontsimine G ’nin  sol c¢arpimi  denir. [ bir
diffeomorfizimdir. Her ge€G i¢in r(g)=ga olarak tammlanan r,:G—>G

doniisiimiine G ’nin sag ¢arpimi denir. 7, bir diffeomorfizimdir [10].



Tanmim 2.3. V' bir vektor uzayi olsun.

[,] : VxV >V

(uv)—> [, J(uv)=[uy]

bi¢imindeki bir doniisiim her u,v,w €V i¢in asagidaki {ic onermeyi dogruluyorsa bu

doniisiime Bracket operatorii, (V,[ , ]) ikilisine de bir Lie cebiri denir.

i. [,] ikilineer,
ii. [w,v]=-]v,u] (antisimetrik),

iii. [[u,v],w]+[[v,w],u]+[[w,u],v]=0

dir [10].

Tamm 2.4. Eger her a,geG i¢in d/,(X,)=X,, ise, G Lie grubu lizerindeki X

vektor alant sol invaryanttir. Dolayisiyla

[:G>G
g—>1(g)=ag

sol ¢arpiminin

dl :T.(g)—>T1.(ag)
X, »>d, (X,)=X,

tirev donlisimii X in olusturdugu tanjant vektorleri yer degistirir. Sol invaryant

vektor alani diferensiyellenebilirdir.

G ’deki sol invaryant vektor alanlarmimn ciimlesi X,G olsun. Vektor alanlarinin
alisilmis toplama ve skalar ile carpma islemleri X,G ciimlesini bir vektor uzayi
yapar. X,G’de [,] Bracket operatorii de tammlanarak X,G bir Lie cebiri olur.

X,G, n=boyG (sonlu) boyutuna sahiptir [11].



Lemma 25. XeX,G elemanmi X, e7,(e) elemanina doniistiiren

[ X,G->T, (e) fonksiyonu bir lineer izomorfizimdir. Burada e, G ’nin grup

islemine gore birim elemanidir.

¢$:G—>G Dbir otomorfizim olsun. XeX,G ise d¢(X)eXlG dir ve
d¢:X,G— X,G Lie cebiri izomorfizimine ¢’ nin diferensiyeli denir. d¢

diferensiyeli d¢, : T, (e) > T, (e) doniisiimii ile ifade edilir [11].

1

Tamm 2.6. a € G olmak iizere g elemanini aga ' elemanina doniistliren

C,:G>G
g—)Ca(g):aga’

1

fonksiyonunu g6z Oniine alalim. Bu durumda C, bir diffeomorfizim olup onun

diferensiyeli A4d, ile gosterilir. O halde dC, = Ad, dir. a,beG oldugunda
C,(g)= abg (ab) "' = a(bglfl)cf1 dir. Boylece C,, =C,oC, olur. Diferensiyel

alindiginda ise
Ad, = Ad, o Ad,
elde edilir. @ - Ad, grup homomorfizmine G ’nin adjoint gdsterimi denir [11].

Tanim 2.7. V' bir reel vektor uzay iistiinde, < , >:V>< ) — R fonksiyonuna ikilineer

form, eger bu ikilineer form simetrik ise < , > formuna simetrik ikilineer form denir

[10].

Tanim 2.8. ( , ), V iistiinde ikilineer form olsun.

i. Vvel,v#0=(v,v)>0 dnermesi dogru ise (, ) formuna pozitif tanimli,



ii. Vwel,v£0=> <v, v> <0 onermesi dogru ise < , > formuna negatif tanimli,
iii. Vvel, <v,v> >0 ise < , > formuna yar1 pozitif tanimli,
iv. Vvel, <v,v> <0ise < , > formuna yar1 negatif tanimli,

v. VweV, (v,w)=0=v=0 oluyorise (, ) formuna non-dejenere bir form

denir. < , >, V' vektdr uzaymin alt uzayimna indirgenebilir. Bu indirgenen simetrik

ikilineer form dejenere veya non-dejeneredir [11].
Tanim 2.9. V' vektor uzayi olmak {izere,

qg:V-oR
v—)q(v)=<v,v>

fonksiyonuna ( , > formundan elde edilen kuadratik form denir. ¢ kuadratik formu

verildiginde, ( , > simetrik ikilineer formu verilmis demektir. Gerg¢ekten,

(vow)==[a(v+w)-q(v)-a(w)]

dir. V nin bir bazi {el,ez,...,en} olmak tizere, g; = <ei,e./.> diyelim. [gé/] matrisine,
g nin{el,ez,...,en} bazina gore bilesenlerinin matrisi denir. g simetrik oldugundan

[ gij] matrisi de simetriktir [11].

Teorem 2.10. < , > simetrik ikilineer formu non-dejeneredir gerek ve yeter sart V'

vektor uzaymin bir bazina gore < , > formuna karsilik gelen matrisin determinanti

sifirdan farklidir [11].



Tanmm 2.11. V' vektér uzayr iistiinde simetrik, non-dejenere bir <,> ikilineer
formuna V iistiinde bir skalar ¢arpim denir. (,), V istiinde bir pozitif tanimli

skalar ¢arpim ise < , > formuna V iistiinde bir i¢ ¢carpim denir [10].

Tamm 2.12. V' sonlu boyutlu reel vektoér uzayr olmak iizere V' iistiinde bir skalar

carpim varsa V' vektor uzayina skalar carpimli vektor uzayi denir [10].

Tanim 2.13. V' skalar ¢arpimli bir vektor uzay ve v €V olsun.

1=y

esitligiyle belirli ||v|| sayisina v vektoriiniin normu denir. Normu 1 olan vektore de

birim vektor ad1 verilir [11].

Teorem 2.14. V = {0} olmak iizere, V' skalar ¢arpimli bir vektdr uzay1 ise ¥ vektor

uzayinin ortonormal bazi vardir [11].

V' skalar carpimli vektér uzaymin ortonormal bir {el,ez,...,en} bazina gore [ gij]

matrisi kdsegensel bir matristir. Ciinkii <ei,ej> =0,¢, dir. Burada ¢, = <ej,ej>, -1

veya 1 dir. V' vektdor uzaymin ortonormal bir bazi sirali olarak g6z Oniine

alindiginda, ¢, sayilari negatif olan vektorlerin ilk sirada yazildigini varsayacagiz.

Teorem 2.15. {el,ez,...,en} , V nin ortonormal bir bazi olsun. /' nin her v elemani

bi¢iminde bir ve yalniz bir tiirlii yazilabilir [11].



Teorem 2.16. V' nin ortonormal {el,ez,...,en} baz1 i¢in {6‘1,82,...,8n} climlesindeki

negatif sayilarin sayis, ( , ) formunun indeksine esittir. {, ) formunun indeksine v

indeksi denir [11].

Teorem 2.17. M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M {istiindeki non-

dejenere, sabit indeksli ve (0,2) tipindeki < , > tensor alanina bir metrik tensor denir.
< , >, M iistiinde bir metrik tensor ise M nin her bir p noktasmna, 7, ( p) iistiinde

bir < , >p skalar carpimi karsilik gelir. < , >p nin indeksi her p noktasinda aynidir

[11].

Teorem 2.18. M diferensiyellenebilir manifoldu {istiinde bir <,> metrik tensorii
varsa M manifolduna bir yari-Riemann manifoldu denir. < , > metrik tensoriinlin v
indeksine (M ,< . >) yari-Riemann manifoldunun indeksi denir. M manifoldunun

boyutu n olmak iizere, M yari-Riemann manifoldu M ile gosterilir [11].

Tamm 2.19. (M ,< , >) bir yari-Riemann manifoldu olsun. Eger n>2ve v=1 ise

M yari-Riemann manifolduna Lorentz manifoldu denir [11].

Tamim 2.20. M yari-Riemann manifoldu ve < , > formu da M istiinde bir metrik

tensor olsun. Bu durumda M de bir v tanjant vektorii i¢in,

i. <v,v> >0 veya v =0 ise vektoriine spacelike vektor,
ii. <v,v> <0 ise v vektoriine timelike vektor,

jii. <v,v> =0 ve v #0 ise v vektoriine null vektor

denir [11].



Tamim 2.21. Indeksi 1 ve boyV >2 olan V skalar ¢arpim uzayina Lorentz vektdr
uzayr denir. W, V Lorentz vektér uzaymin bir alt vektdr uzayr ve <, >, 14

istiindeki skalar ¢arpim olsun. Bu durumda,

i. <, >|W pozitif tanimhi (yani W 1i¢ ¢arpim uzayi) ise W alt vektér uzayina

spacelike alt uzayi,

ii. < , >|W 1 indeksine sahip non-dejenere ise W alt vektor uzayina timelike alt
uzayl,

iii. < , >|W dejenere ise W alt vektor uzayia null alt uzay1

denir [11].

Lemma 2.22. v, V' Lorentz vektdr uzayinda spacelike bir vektor ise Sp{v}L alt

uzay1 timelike ve V = Sp{v} ® Sp {v}l dir.

W alt uzaymin timelike olmast igin gerek ve yeter kosul W* in spacelike olmasidir.

W nin lightlike olmast igin gerek ve yeter kosul W lightlike olmasidir.

W spacelike alt uzaymin her alt uzayr da spacelike ve Schwarz esitsizligi

|<v,w>| <|v[[l| olarak elde edilir. Esitlik olmas: igin gerek ve yeter kosul v ve w

vektorlerinin lineer bagimli olmasidir [11].
Tanim 2.23. W, V' Lorentz vektor uzayinin bir alt vektdr uzayi olsun. Bu durumda
asagidaki onermeler denktir.

i. W spacelike’tir. Boylece W nin kendisi de Lorentz vektor uzayidir,
ii. W lineer bagimsiz iki null vektor igerir,

iii. ¥ timelike vektor igerir

[11].
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Lemma 2.24. W, V' Lorentz vektor uzayinin bir alt vektor uzay1 olsun. Bu durumda

asagidaki onermeler denktir.

i. W lightlike’tir. Yani dejenere olur,

iil. W null vektor igerir fakat timelike vektor icermez,

iii. WmA:L—{O} dir. Burada L bir boyutlu alt uzaydir ve A, V' Lorentz

uzayinin null konisidir

[11].

Tamm 2.25. F, V' Lorentz vektor uzayindaki spacelike vektorlerin ciimlesi olsun.

uecF icin
C(u)={ueF(uv)<o}
climlesi u vektoriinii igeren V' Lorentz uzayinin timekonisidir. Karsit timekonisi
C(-u)=—C(u)={ueF|(u,v)>0
dir. {u}" spacelike oldugundan, F bu iki timekonisinin bilesimidir [11].

Lemma 2.26. Lorentz vektor uzayinda v ve w timelike vektorlerinin ayni time

konide olmalari i¢in gerek ve yeter kosul <v, w> <0 olmasidir [11].
Tamm 2.27. u=(u,,u,,u;), v=(v,v,,v;) € R* vektdrlerinin Lorentz i¢ ¢arpimi

<u, v> = UV, +UVv, — UV,
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bigiminde tanimlanir ise bu i¢ carpim ile birlikte R’ Afin uzay1, Minkowski 3-uzay1
adimi alir ve R] ile gosterilir. Lorentz metrigi olarak isimlendirilen bu i¢ ¢arpim

ikilineer, simetrik ve non-dejeneredir [11].

Tamim 2.28. R’ uzayinda
A:{ueRi’ :<u,u>:O,u¢0}
ile verilen ciimleye null koni ad1 verilir [11]. (Sekil 2.1.)
Asagidaki sekilde goriildiigii gibi R uzaymndaki timelike vektdrler A konisinin

icinde, lightlike (null) vektorler A konisinin {izerinde ve spacelike vektorlerde A

konisinin disinda bulunurlar. (Sekil 2.1)

v Timelike

4
K ~ w Lightlike
A Null koni /

' u Spacelike

I ¥

[
»

Sekil 2.1. Minkowski uzayinda vektorler [11]

Tamim 2.29. R} de Lorentz ve Hiperbolik birim kiireler, sirasiyla,

S’ = {u eR’ |<u,u> = 1}

Ve
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H} = {u eR; |<u,u> = —l}

ile verilir [11]. (Sekil 2.2.)

S;. Lorent:z

birim kiire

H:, Hiperbolik

birim kiireler

A, Null koni

Sekil 2.2. Minkowski uzayinda birim kiireler [11]

, wp . b _
Tamm 2.30. R} uzaymnda iki vektor u ve v olsun. u=(u,uy,uy), v=(v,,v,,;)

olmak tzere

€ ¢ -¢
unv=det|u, u, u; |=(—u, +u,vy,—uy, +uv,—uy, +u,v,)

i v, W

vektoriine # ve v nin vektorel ¢carpimi denir. Burada

1 i=j ise
e=(008) 000 e

dir [11].
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Teorem 2.31. u,v,w € R} olsun. Bu takdirde

i. (uAvw)y=det(u,y,w),

ii. (uAv)aw=—(uw)w+(v,whu,
iii. un(vw)=—(u,w)v+{u,w)w,
iv. (uAv,u)=0ve (urv,v)=0,

V. <u/\v,u/\v>:_<u,u><v,v>_<u,v>2
dir [11].
Tamm 2.32. u € R} de bir timelike vektor ve e, =(0,0,1) olsun. Eger

i. <u,e3> <0 ise u vektoriine future-pointing timelike vektor,

ii. <u,e3> >0 ise u vektdriine past-pointing timelike vektor

denir [12].

Tanmm 2.33. u,ve]R? vektorlerinin - Lorentz i¢ ¢arpimi asagidaki gibi

yorumlanabilir.

i. u ve v future-pointing (past-pointing) timelike vektorler olsun. Bu durumda,
(u,v) = =lul [v] cosh

olacak sekilde bir tek ¢ >0 reel sayist vardir. Bu sayiya u ve v vektorleri

arasindaki hiperbolik ac1 denir [12].

iil. u ve v spacelike vektorler olsun. Bu vektorlerin gerdigi alt vektdr uzayinin

timelike oldugunu varsayalim. Bu durumda,

(u,v) = u] [ cosh o
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olacak sekilde bir tek ¢ >0 reel sayis1 vardir. Bu sayiya u ve v vektorleri

arasindaki merkez a¢1 denir [12].

iii. # ve v spacelike vektorler olsun. Bu vektorlerin gerdigi alt vektdr uzayinin

spacelike oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

(w,v) = [uflv|cos ¢

olacak sekilde bir tek @ (0<@<x) reel sayisi vardir. Bu sayiya u ve v

vektorleri arasindaki spacelike a¢1 denir [12].

iv. u bir spacelike vektor ve v bir timelike vektor olsun. Bu durumda,
(u,v) = u ] sinh

olacak sekilde bir tek @ >0 reel sayisi vardir. Bu ¢ sayisina u ve v vektorleri

arasindaki Lorentziyen timelike ac1 denir [12].

Tanim 2.34. / < R olmak tlizere

a:l1—>R;

s — a(s)

diferensiyellenebilir fonksiyonuna RS, Minkowski uzaymda egri adi verilir. Eger

a'(s) hiz vektor alani igin

!

i. <a ,a'> =1 ise a ya birim hizl spacelike egri,
ii. <a',a’> =—1 ise a ya birim hizli timelike egri,

iii. (a',a’)=0 ise a yanull (lightlike) egri

adi verilir [11].
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Tamm 2.35. R}, Minkowski uzay1 ve @ cR; ise (I,a) koordinat komsulugu ile

verilen bir egri olsun. « egrisinin birim teget vektor alan1 T ve U da sabit birim

vektor olmak iizere Vs e[ i¢in T ve U arasindaki ag1 sabit ise o — R} egrisine bir

egilim ¢izgisi (helis) denir [13].

Tamm 2.39. R’ 2-boyutlu Oklid uzayimndaki

cos@d -—sind
sinf@ cos@

A(9) =(

onme matrisine karsili uzayindaki donme matrisi
d t karsilik, Rf yindaki d trisi,

cosh@ sinh@ J

A@@)=| |
sinh@ cosh@

biciminde olup iki timelike vektor arasindaki a¢1 hiperbolik aci, iki spacelike vektor

arasindaki ag1 merkez agidir [12].

Lemma 2.40. A4(f) matrisi altinda, timelike vektorler timelike vektorlere, spacelike

vektorler spacelike vektorlere ve lightlike vektorler lightlike vektorlere doniisiir [ 14].

Tamm 2.41. «:1 — R, birim hizh regiiler spacelike egrisi, bu egrinin egrilik ve
torsiyonu sirasiyla x ve 7, Frenet catisi {T, N ,B} Ve &, = <B,B> =F1 olmak lizere

T spacelike vektor iken Frenet tiirev formiilleri

T 0 « 0T
N'|=lgx 0 7| N (2.1)
B’ 0 7 OB



16

seklindedir. Ayrica &,, o spacelike egrisinin ¢esidini belirler. Eger ¢, =1 ise «
spacelike egrisi, /N timelike asli normalli ve B spacelike binormalli bir egridir.
Eger ¢, =-1 ise a spacelike egrisi, N spacelike asli normalli ve B timelike

binormallidir. Burada s € I olmak {izere birim hizli & spacelike egrisi i¢in

a”(s)

T(s)=a'(s), N(s) =W

, B(s)=¢, (T(s) A N(s))

dir [15].

Tamm 2.42. M, R} uzayimda bir yiizey olsun. Eger M yiizeyi iizerine indirgenmis

metrik bir Lorentz metrigi ise bu yiizey timelike yiizey, eger indirgenmis metrik
pozitif tanimli Riemann metrigi ise bu ylizey spacelike ylizey olarak adlandirilir.
Yani yiizeyin normal vektor alani spacelike (timelike) ise ylizey timelike (spacelike)

bir yiizeydir [16].

Tamm 2.43. M, R’, 3 boyutlu Minkowski uzaymda yénlendirilebilir bir yiizey

(spacelike veya timelike) olmak iizere M de yatan birim hizli regiiler spacelike bir

egri @ olsun. a egrisi ayn1 zamanda uzayda bir egri oldugundan egrinin her bir

noktasinda {T ,N,B } Frenet catis1 vardir. Ayrica o egrisi M yiizeyi lizerinde
yattigindan dolay1 egrinin Darboux catis1 olarak adlandirilan bir diger ¢at1 vardir ve
bu cat1 {T LN, g} ile gosterilir. {T LN, g} Darboux c¢atisinda 7', egrinin birim tanjant
vektorl, n, M ylizeyinin birim normal vektorii ve g ise g=g¢, (n/\T ) seklinde
birim vektordir. Burada ¢, = < g, g> dir. Ayrica T birim tanjant vektorii Darboux ve

Frenet catilarinin ortak vektorii oldugundan dolayr N, B, g ve n vektorleri ayni

diizlemdedirler.

M ylizeyi lizerinde yatan spacelike « egrisinin Darboux ve Frenet catilart

arasindaki iliski,
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T 1 0 0 T
g|=/0 coshff —sinhf | N (2.2)
n 0 —sinhfp coshp )\ B

ile verilir. Burada T spacelike vektor olup NV vektorii timelike (spacelike) ise g
vektorii de timelike (spacelike) vektordiir. Ayrica S hiperbolik agis1 g ile N

vektorleri arasindaki agidir. M ydnlendirilebilir bir (timelike veya spacelike) ylizey
olmak iizere M iizerinde yatan spacelike egrinin Darboux ¢atisinin tlirev formiilleri

(2.2) esitligine karsilik olarak

T 0 kK, &, \(T
n|=\-gx, 0 7, |n (2.3)
g' gBKn Tg O g

ile verilir.

Ek olarak (2.2) esitliginin bir benzeri

T 1 0 0 T
n|={0 coshf —sinhf| N (2.4)
g 0 —sinhf coshfp )\ B

seklinde verilebilir. Burada 7 spacelike vektor olup N vektorii timelike (spacelike)

ise n vektorl de timelike (spacelike) vektordiir. Ayrica £ hiperbolik acist n ile N

vektorleri arasindaki acidir. Bu durumda (2.3) esitligi yerine,

T 0 x, &, |(T
n'|=| gk, 0 7, |n (2.5)
g gk, 7, 0)\g
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esitligi gecerlidir. Burada sirasiyla normal egrilik, geodezik egrilik ve geodezik

burulma «, =xcosh f, k, =xsinh f ver, =7 —ci,—ﬂ seklindedir [17].
S

Lemma 2.44. M yonlendirilebilir yiizeyi (timelike veya spacelike) iizerinde yatan
o egrisi verilsin,

i. a(s) bir geodezik egridir & «, =0,

ii. a(s) bir asimptotik ¢izgidir < x, =0,

iii. a(s) bir egrilik ¢izgisidir < 7, =0

dir [11].

R” uzaymm biitiin lineer izometrilerine R” nin dogal bazina gore karsilik gelen
matrislerin climlesi O, (n) ile gosterilsin. O,(n) ciimlesi GL(n,R) climlesinin kapali
bir alt grubudur ve bundan dolayr O, (n) bir Lie grubudur. O, (n) ciimlesine yar1

ortogonal grup denir.

Teorem 2.45. nxn tipindeki bir 4 matrisi i¢in asagidaki onermeler denktir.

i. Ae0.(n),

ii. A" =sA4'¢ esitligini saglayan matrise Lorentz anlamda ortogonal matris denir,
iii. A4 nmn siitunlarinin climlesi (satirlarinin ciimlesi) R” uzayi igin ortonormal bir
bazdir,

iv. 4, R’ nin ortonormal bir bazin1 yine ortonormal bir baza doniistiiriir

[11,18].

Teorem 2.46. O, (n) in Lie cebiri, C" =—¢C¢ esitligini saglayan C matrislerinin

climlesidir. Boyle C matrisleri



19

A B
“li b
B" D

bigimindedir. Burada 4" =-4, D" =-D, A, D, i V¢ B, bi¢iminde

matrislerdir. O, (n) 'nin Lie cebiri O, (n) ile gosterilir. boy O, (n) = n(nT—l) dir [11].



BOLUM 3. HIPERBOLIK SPINOR

Bu bolimde, oncelikle hiperbolik say1r sistemi, daha sonra bu sayr sistemi

kullanilarak hiperbolik spinorlar tanitilmistir.

3.1. Hiperbolik Say1 Sistemi

Ingiliz geometrici Clifford, j°=1 kullanarak split karmasik sayilar veya double

karmagik sayilar olarak da adlandirilan hiperbolik sayilari tanittt [19]. Clifford’un
yaptigi hiperbolik sayilarin mekanige uygulamalari, non-Oklid geometriye

uygulamalar tarafindan desteklenmektedir.

Tamm 3.1.1. R reel sayilar ciimlesi, (+) toplama ve () carpma islemlerine gore
bir cisimdir. O halde x,yeR olmak iizere Z = (x, y) ikilisine siral ikili denir. Bu

sekilde tanimlanan RxR ctimlesi H ile gosterilsin.
H:{(x,y):x+jy, x,yeR, j* =1, j;tﬂ}
tizerinde iki i¢ islem ve bir esitlik su sekilde tanimlanir [20].

Tanim 3.1.2. Zz(x, y)eH hiperbolik say1r olmak iizere x reel sayisima Z

sayisinin reel kismi y reel sayisina da Z sayisinin hiperbolik kismi denir [20].

Tamm 3.1.3. Z, = ()c1 .Y ), Z,= (xz,yz) € H olmak iizere Z, ile Z, esittir denir ve

Z, = Z, seklinde gosterilir [20].
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Tamm 3.14. Z, =(x,,»,), Z, =(x,,»,) € H olmak iizere

@ HxH->H

i¢ islemi

Z,®Z, :(xl’yl)@(XZ’yz):(xl+x29yl +y2):(x1+x2)+j(y1 +y2)

seklinde tanimlanir ve H deki toplama olarak adlandirilir [20].

Tamm 3.1.5. Z =(x,y) € H olmak iizere

Z®X=Z

denkleminin ¢oziimii olarak tanimlanan X hiperbolik sayisina H de @ isleminin

birim elemani (etkisiz elemani) denir ve 0 = (0, 0) ile gosterilir [20].

Tamim 3.1.6. Z = (x, y) € H olmak iizere

ZOW =0

denkleminde W ile gosterilen hiperbolik sayiya H de @ isleminin ters elemani

denir ve W = (—x, - y) ile gosterilir [20].

Onerme 3.1.7. H hiperbolik say1 sisteminde toplama islemi i¢in asagidaki 6zellikler

gegcerlidir.

i. Z®Z, =27,&Z (Degisme ozelligi),
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ii. Z®(2,07,)=(Z,®Z,)®Z, (Birlesme Ozelligi)

[20].
O halde asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.1.8. (I, ®) ikilisi bir abel grubudur [20].
Tamm 3.1.9. Z, =(x,,»,), Z, =(x,,,) € H olmak iizere
O:HxH—>H
i¢ islemi
Z,0Z, =(xl,yl)®(x2,y2) =(x1x2 +yly2)+j(x1y2 +x2yl)

seklinde tanimlanir ve H ’de ¢arpma olarak adlandirilir [20].
Tanim 3.1.10. Z = (x,y) € H olmak iizere

Z0Y=Z7

denkleminin ¢6ziimii olarak tanimlanan Y hiperbolik sayisina H’de © isleminin

birim elemani (etkisiz elemani) denir ve 1= (l, 0) ile gosterilir [20].

Tamm 3.1.11. Z =(x, y) e H olmak iizere

ZOZ'=1
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denkleminde Z~' ile gosterilen hiperbolik sayiya H’de O isleminin ters elemani

denir [20].

Tamm 3.1.12. (0,1) hiperbolik sayis1 j ile gosterilecektir yani (0,1) = j alinacak ve

hiperbolik birim olarak adlandirilacaktir [20].
Sonug 3.1.13. j* =1 dir [20].

Onerme 3.1.14. H hiperbolik say1 sisteminde c¢arpma islemi igin asagidaki

ozellikler gegerlidir.

i. Z,07Z,=7,0Z, (Degisme Ozelligi),
ii. Z,0(Z,07,)=(%Z 02%,)0Z, (Birlesme Ozelligi),

iii. Z,0(2,82,)=(2,02,)®(Z,©Z,) (Dagilma Ozelligi)

[20].
O halde asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 3.1.15. (H,(—B, Q) ticliisti birimli ve degismeli bir halkadir [20].

Teorem 3.1.16. (H,®,0) iliisii bir cisim degildir [20].

Tamm 3.1.17. R reel sayilar ciimlesi olmak tizere

H=RxR

climlesi iizerinde toplama, carpma ve esitlik islemleri yukaridaki gibi tanimlanmais ise

H ciimlesine hiperbolik say1 sistemi ve V(x, y) e H elemanina da bir hiperbolik

say1 denir [20].
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Tammm 3.1.18. x ve )y reel say1 olmak iizere Z =x+ jyeH olsun. Bu takdirde

x—jyeH hiperbolik sayisma Z hiperbolik sayisinin eslenigi denir ve Z ile

gosterilir [20].

Teorem 3.1.19. Z, ve Z, iki hiperbolik say1r olmak iizere asagidaki ozellikler

saglanir.

i Z-=2

iii. Z0Z,=202,,
iv. Z, #0 olmak iizere ﬁ}:{i}
ZZ
V. Z,®Z =2Re(Z), Z,-Z =2jIm(Z,)
[20].

Teorem 3.1.20. Z = (x, y) hiperbolik sayilarin biitlintine hiperbolik diizlem denir ve

H ile gosterilir. Her bir (x, y) ikilisine de hiperbolik diizlemin bir noktasi denir

[20].

Tamim 3.1.21. Z = x + jy € H hiperbolik say1 olmak tizere

17| = |z 07| = ¥ -]
reel sayisina Z € H hiperbolik sayisinin modiilii denir [20].

Tanmm 3.1.22. Z =x,+jy,€H ve Z,=x,+jy,eH iki hiperbolik say1 olmak

tizere asagidaki 6zellikler saglanir.
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i |z['=z07,z|=\z 0z,

ii. |Z,02,)]|=|z]z,

3

Z

ZZ

_lzl

iii. Z, #0 olmak lizere =
2

[20].

Tanmm 3.1.23. Z =x,+jy,€H ve Z,=x,+jy,eH iki hiperbolik say1 olmak
tizere hiperbolik diizlemde bu iki hiperbolik say1 arasindaki uzaklik |Zl —Zz| ile

gosterilir ve

|Zl _Zz|:\/‘(x1 _xz)z —(yl —y2)2

olarak hesaplanir [20].

Tamm 3.1.24. H hiperbolik diizlemde ag1

@ = arctanh hd
X

seklinde tanimlanir [20]. (Sekil 3.1.)
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v

0

Sekil 3.1. Bir hiperbolik saymin hiperbolik diizlemde gosterilmesi [20]

Tanmim 3.1.25. H hiperbolik diizlemde Maclaurin serisi yardimiyla Euler formiilii
e’’ =cosh@+ jsinh @
seklindedir [20].
Tamm 3.1.26. Z € H hiperbolik sayisinin kutupsal ve iistel formu
Z =r(cosh@+ jsinh @) =re”

seklinde elde edilir. Burada r =|Z | ve O ifadeleri, sirasiyla, Z hiperbolik sayisinin

bliyiikliigii ve argiimenti denir [20].
Tamim 3.1.27. H hiperbolik diizlemde e/’ tarafindan tanimlanan dénme matrisi

cosh@ sinh@
sinh@ coshé@

seklindedir [20].



27

3.2. Hiperbolik Spinor

Bu alt boliimde ortonormal taban yardimiyla hiperbolik spinorlar tanitilmistir. Bu alt

boliimdeki referansimiz Ketenci ve ark. [7] olacaktir.

R, Minkowski uzayinda orijin etrafindaki donmelerin grubu olan SO(1,3) ciimlesi
ile 2x2 tipinde tniter matrisler grubu olan SU(2,H) cilimlesi arasinda bir
homomorfizm vardir. R} uzayinda SO(1,3) ciimlesinin elemanlari 3 reel bilesenli

vektorleri harekete gecirirken, SU(2,H) ciimlesinin elemanlar1 ise hiperbolik

spinorlar1 harekete gegirir.

Bu homomorfizm spinorlar araciligiyla asagidaki sekilde gosterilebilir. y,,y, € H

olmak tizere bir hiperbolik spinor

w{"’l] 3.1)
v,

seklinde gosterilebilir. Bu ¥ spinoru, a + jb izotropik vektor olmak iizere

a+ jb=y'oy c¢=-y'oy (3.2)

esitlikleri yardimiyla a,b,c € R; spacelike (veya timelike) vektorlerini tanimlar.

Burada j’=1, o=(0,,0,,0;), bilesenleri hiperbolik, simetrik, 2x2 tipinde

) 0 1 0 —j
matrisler olan bir vektor ve ¢ de transpozdur. Oyle ki, P, = (1 Oj , P, :[ i Oj] ,
J

1 0 1
P, =(O _J Pauli matrisleri, sirasiyla, soldan ( 0] matrisiyle carpilirsa,

o =(0,,0,,0,) vektoriiniin bilesenlerinin
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[1 Oj (] Oj (0 _1]
0, = 0, = ) 05 = (3.3)
0 -1 0 j -1 0

seklindeki 2x2 tipinde, hiperbolik, simetrik matrisler oldugu goriiliir. Ek olarak,

P e

elde edilir. Burada ¥, ¥ nin esini ve ¥, ¥ nin hiperbolik eslenigini gosteren

hiperbolik spinorlardir [7].

Boylece (3.1), (3.2), (3.3) ve (3.4) denklemleri yardimiyla a,b,c € R} spacelike

(veya timelike) vektorleri

atjb=’ -y, W +v;),2pw,)

A A (3.5)
c= (‘//ll//z + WlV/za](l//le _‘//1‘//2)a

'//1|2 _|‘//2|2)

seklinde verilir. Burada a,b,c € R; spacelike (veya timelike) vektorleri ikiger ikiser
Lorentz anlamda ortogonal ve boylar1 da  birbirine esittir.  Yani
(a,b) ={a,c)=(b,c) =0 ve ||a|| = ||b|| = ||c|| =y'y dir. O halde a,b,c e R} spacelike
(veya timelike) vektorleri ikiser ikiser Lorentz anlamda ortogonal ve bununla birlikte
(a Ab,c) =det(a,b,c) >0 oldugundan {a,b,c} sirali licliisii ise bir sag sistem
olusturur. Tersine; boylar esit, ikiser ikiser Lorentz anlamda ortogonal ve
{(a nb,c)>0 olan a,b,ce Rf spacelike (veya timelike) vektorlerine,
a+t jb=y'oy, c¢=-y'oy denklemleriyle verilen bir ¥ hiperbolik spinoru
karsilik gelir [7].

Ayrica ¥ hiperbolik spinoru SU(2,H) doniisiimii altinda yeni bir hiperbolik spinora
dontisiir. Boylece herhangi bir U € SU(2,H) matrisi i¢in, y'=Uy olmak {izere,
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1/711//’=;1// esitligi bulunur. O halde ' hiperbolik spinoruna karsilik gelen
a'.b',c¢' spacelike (veya timelike) vektorlerinin biiytikliigli, i hiperbolik spinoruna
karsilik gelen a,b,c spacelike (veya timelike) vektorlerinin biiyiikliigiine esittir. Bu
yiizden SU(2,H) ciimlesinin her bir eleman1 R}, Minkowski uzaymm {a,b,c}
ortogonal tabanini, {a',b',c’} ortogonal tabanina doniistiiren bir doniistim olusturur.
Bu doniistim ikiye-birdir. Yani SU(2,H) ciimlesinin U ve —U seklinde iki elemani
R}, Minkowski uzayinda ayni sirali {igliiyii olusturur. {a,b,c} tcliisti i hiperbolik
spinoruna karsilik gelirken {b,c,a} ve {c,a,b} ticliileri farkli hiperbolik spinorlara
karsilik gelir. Ek olarak ¥ ve —y hiperbolik spinorlar1 ayn1 ti¢litye karsilik geldigi
icin (3.5) denkleminde ¥ hiperbolik spinoru yerine —¥ hiperbolik spinorunu
aldigimiz takdirde sonu¢ degismemektedir. Bdylece homomorfizm ikiye-bir

tipindedir [7].
(3.2), (3.3) ve (3.5) denklemleri yardimiyla asagidaki 6nerme verilebilir.

Onerme 3.2.1. Herhangi ¢ ve ¥ iki hiperbolik spinor icin,

esitlikleri gegerlidir. Burada A ve u herhangi iki hiperbolik sayidir [7].

Onerme 3.2.2. Herhangi ¢ ve ¥ hiperbolik spinor ¢iftleri igin

p'oy =y'op

dir [7].
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.. . 1 0
Ornek 3.2.3. Ozel olarak l//=[0] secilirse 1/72[1) olur. Bu secim (3.5)

denkleminde yerine yazilirsa,

a+ jb=(1,0,0)+ j(0,1,0) ve ¢=(0,0,1)

oldugundan {a,b,c} iglisi R] uzaymn {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} kanonik bazim

olusturur [7].

Onerme 3.2.4. Eger ¥ sifirdan farkli bir hiperbolik spinor ise {l//,l/?} lineer

bagimsizdir [7].

R?, Minkowski uzayinda alinan bir spacelike egrinin Frenet catis1 {N,B,T} olsun.
Bu Frenet catisina ¢ spinoru karsilik getirilirse (3.2) denkleminin benzeri olarak

asagidaki denklemler yazilabilir.

N+ jB=¢'cp ve T=-¢ocp (3.6)

Teorem 3.2.5. Iki bilesenli ¢ hiperbolik spinoru, yay parametresi ile
parametrelendirilen bir « egrisinin {N,B,T} sirali Ug¢lisiini temsil etsin. Bu

takdirde, Frenet tiirev formiilleri

do 1, )
d—fZE(Jw—EBm)

olacak sekilde tek bir hiperbolik spinor denklemine esdegerdir. Burada = ve «,

strastyla, egrinin torsiyon ve egriligidir [7].



BOLUM 4. MINKOWSKI UZAYINDA SPACELIKE EGRILER VE
HiPERBOLIK SPINORLAR

Bu béliim tezimizin orijinal kismini olusturmaktadir. Oncelikle, Ketenci ve ark. [7]

tarafindan olusturulan R’, Minkowski uzaymda egrilere karsilik gelen hiperbolik
spinorlar kullanilarak R; uzayimndaki (spacelike veya timelike) yiizeylerin Darboux
catisina karsilik gelen hiperbolik spinorlar incelenmistir. Daha sonra R; uzayinda

alman bir spacelike egrinin Frenet catisi ile Darboux catisi arasindaki iliski
hiperbolik spinorlar vasitasiyla elde edilmistir. Tezimizi destekleyen Ornekler

verilmistir.

4.1. Frenet Tiirev Formiillerinin Hiperbolik Spinor Gosterimi

R?, Minkowski uzayinda «:/ —>R] egrisi spacelike bir egri olsun. Bu egrinin
Frenet catis1 {~N,B,T} ve bu icliiye karsilik gelen hiperbolik spinor ¢ olmak {izere

(3.2) denkleminin benzeri olarak

N+ jB=¢'cp ve T=-¢'ocp 4.1)

denklemleri yazilabilir. Bu takdirde, Frenet tiirev formiilleri

do 1, . )
d—f=5(ﬂ¢?—€gf<<p)

olacak sekilde tek bir hiperbolik spinor denklemine esdegerdir. Burada z ve «,

sirasiyla, spacelike egrinin torsiyon ve egriligidir [7].
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Simdi «a eR; spacelike egrisinin Frenet catist {B,N,T} lglisii olarak alinsin.
Frenet catisinin her bir sirali iigliisiine farkli spinor karsilik geldiginden {B,N,T}
icllistine » hiperbolik spinoru karsilik gelsin. Bu durumda 7 spacelike vektor

olmak iizere (3.2) denkleminin benzeri olarak
B+ N =y'oy, T=~y'oy (4.2)

esitlikleri yazilabilir. Burada y hiperbolik spinoru 7y =1 olacak sekilde segilmistir.

{ 7, ]7} ikilisinin hiperbolik spinorlar i¢in bir baz olusturdugu bilindigine gore

d A
—d7 = fy+gp (4.3)
A)

ifadesi yazilabilir. Burada f ve g hiperbolik degerli fonksiyonlardir. O halde

(4.2) denklemlerinin ilkinin s parametresine gore tiirevi alinirsa,

dB .dN dy' . dy
—tj—= +y'oc— 4.4
ds / ds ds oy ds 4

esitligi elde edilir. Buradan (2.1), (4.2) ve (4.3) denklemleri yardimiyla (4.4)

denkleminden

(TN)+j(EBKT+TB)=(f}/+g];)Z U}/+7ta(f7+g;9)
=f(Y'oy+y'oy)+g(7'or+r'op)
=2f(y'or)-2¢(-7'o7)
_2/(B+jN)-2¢(T)

esitligi bulunur. Burada o matrisleri simetrik oldugundan 7'cy = y'oy dir. Boylece

ngKT+jz'(B+jN):2f(B+jN)—2g(T)
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elde edilir. Bu son denklemden spacelike egriler i¢in

(4.5)

oldugu goriiliir. O halde (4.3) denklemi ve (4.5) denklemleri dikkate alinirsa

d_}/_ﬁ _jeBKA
ds 2 2

1, . A
=5 (Jor = jeun)
denklemi elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1. o, R Minkowski uzayinda birim hizli spacelike bir egri olmak iizere
egrinin {B, N,T} Frenet liliisii gbz Oniine almsim. y hiperbolik spinoru {B, N, T}

ticliisiine karsilik gelsin. Bu durumda Frenet tiirev formiilleri hiperbolik spinorlar

vasitastyla

dy 1, . .
d—ZZE(W—JgBW)

olacak sekilde tek bir hiperbolik spinor denklemi seklinde yazilabilir. Burada x ve

7 sirasiyla birim hizli spacelike egrinin egriligi ve burulmasidir.

Ornek 4.2. o :1 >R} olmak iizere a(s)z(sinh(s),l,cosh(s)) olsun. Bu egri

birim hizl1 ve timelike normalli spacelike bir egridir. Frenet ¢atisi

T =(cosh(s),0,sinh(s))
N = (sinh(s),O,cosh(s))
B=(0,-1,0)
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dir. Buradan <T,T>=1, <N,N>=—1 ve <B,B>=1 dir. Teorem 4.1. i¢in &, =+1,

k=1 ve 7 =0 oldugundan

dr __Jj, 47_J,
ds 277 ds 2

dir. ¢,,c, € H olmak tizere

Js . [ Js N . [ Js Js
Y = ¢, cos (?] —c, sin (7j , y=¢sin (7j +¢, cos (7J

oldugundan

s s . . [s s
y =c¢, cosh (Ej —¢, sinh (Ej , ¥ =¢sinh (E] + ¢, cosh (Ej

elde edilir.

Ornek 4.3. o : 1 - R} olmak iizere o(s)= (\/Esin(s),\/icos(s),s) olsun. Bu egri

birim hizli ve timelike binormalli spacelike bir egridir. Frenet catisi

(fcos( )s [SIH(S),O)
N:(—sin( ,—cos ( ,0)

B:(—cos( ),sin(s), \/5)

dir. Buradan <T,T>:1, <N,N>:1 ve <B,B>:—1 dir. Teorem 4.1. i¢in &, =—1,
2 ve 7 =-1 oldugundan
dy __j, . N2, di_j\2

.
L =Ly , ——= +L
as 27Tl T T



dir. ¢,,c, e H olmak iizere

JER
e’ —e

V=6 T

(1+43)

i,
2

i3
eZ

S+(—l+ﬁ)

(—1+\/§)e

J3 —j«/§S
e 2

]TS+(1+\/§)

+c,

-3
e 2

23

35
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elde edilir.

4.2. Darboux Tiirev Formiillerinin Hiperbolik Spinor Gosterimi

M, R de yénlendirilmis bir (spacelike veya timelike) yiizey ve o, M yiizeyinde
birim hizli spacelike bir egri olmak tlizere M ylizeyi tlizerindeki a(s) noktasindaki
Darboux ¢atis1 {n,g,T} olsun. {n,g,T} Darboux catisima I' hiperbolik spinoru

karsilik gelirse (3.2) denklemlerine benzer olarak

n+jg=I'ol, T=-I"ol (4.6)

esitlikleri yazilabilir. Burada T''T'=1 sekildedir. Ayrica T hiperbolik spinoru

{n,g,T} igliisinii temsil eder ve ™ ise spacelike bir a egrisi boyunca {n,g,T}

ticliislinlin degisimine karsilik gelir.

{F,f} iki bilesenli hiperbolik spinorlar i¢in bir taban olusturdugundan

d—F:hF+kf

— (4.7)
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denklemi yazilabilir. Burada % ve k& hiperbolik degerli fonksiyonlardir. Boylece

(4.6) denklemindeki n+ jg =T"ol esitliginin tiirevi alinirsa

t
@+jd_g=dr OT+F,0d_F (4.8)
ds ds ds ds

elde edilir. Boylece (2.3), (4.6) ve (4.7) denklemleri yardimiyla (4.8) denklemi

(—EBK‘gT + ng)+ j(é‘BK‘nT + rgn) = (hF - kf")t ol + F’a(hF - kf")
= h(T'ol +T"oT )+ k (ol +T'of")
= 2h(T"of") = 2k (~["oT)
—2h(n+ jg)-2k(T)

seklinde bulunur. Burada ¢ matrisleri simetriktir. Dolayisiyla Mol =T'ol esitligi

gecerlidir. Bu esitlik diizenlenirse
&y (—K‘g +an)T+jz'g (n+jg)=2h(n+ jg)-2k(T)

Ve

(4.9)

j K —JK. A
d_rz & r+83 g TR T
ds 2 2

elde edilir. Buradan asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 4.4. M, R} Minkowski uzayinda yonlendirilmis bir (spacelike ya da
timelike) ylizey olsun. M ylizeyi lizerinde spacelike bir « egrisi alinsin. M

yiizeyinin «(s) noktasinda Darboux catisi {n,g,T} olmak iizere Darboux tiirev

formulleri

T K —JK A
d_F: J_g F+SB _8& J n ] n F
ds 2 2

seklinde bir tek hiperbolik spinor denklemine sahiptir. Burada z,, x, ve «,

sirastyla M yiizeyinin a(s) noktasindaki geodezik burulma, geodezik egrilik ve

normal egriligidir.

Simdi M, R’ de yénlendirilmis bir (spacelike veya timelike) yiizey ve a, M
yiizeyinde birim hizli spacelike bir egri olmak iizere {g,n,T} Darboux gatis1 goz
Oniine alinsin. Bu durumda {g,n,7} Darboux ficliisiine karsilik gelen hiperbolik

spinor & olmak lizere

g+jn=E0cf, T=-EcE (4.10)

denklemleri verilebilir. Ayrica burada &'E=1 esitligi mevcuttur. Burada &

. L o : dg -

hiperbolik spinoru {g,n,T} Uglisiini temsil eder ve 7 Darboux denklemleriyle
s

verilen spacelike bir o egrisi boyunca {g,n, T} Ugliisiiniin degisimine karsilik gelir.

{f, f } iki bilesenli hiperbolik spinorlar i¢in taban oldugundan

ﬂ§=h¢j+k$ (4.11)
ds



38

yazilis1 tek tirliidiir. Burada /2 ve k hiperbolik degerli fonksiyonlardir. Boylece

(4.10) denklemindeki g+ jn=¢&'0E esitliginin tirevi alinirsa

dg, dn_d¢

dé
+&'0—= 4.12
ds ]dS ds % fads ( )

elde edilir. Boylece (2.3), (4.10) ve (4.11) denklemleri kullanilarak (4.12) denklemi

(EBI(”T+Tgn)+j(—8BKgT+ng)=(h§+ké)t O'§+§’0'<h§+kr§)
= h(&'os +&'of)+k(E'os +&'of )
=2h(§’a§)—2k(—$fa§)
=2h(g+ jn)—2k(T)

seklinde bulunur. Burada o matrisleri simetrik oldugundan ét(ff = .ftof esitligi

mevcuttur. Bu esitlik diizenlenirse
Ep (K'n —ng)T+jTg (g+jn) = 2h(g+jn)—2k(T)
ve
(4.13)
oldugu goriiliir. O halde (4.11) ve (4.13) denklemleri gbz Oniine alinirsa

TR UANNESY AT
a5

denklemi elde edilir. Buradan agagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 4.5. M, R’ Minkowski uzaymda yonlendirilmis bir (spacelike ya da
timelike) ylizey olsun. M yiizeyi lizerinde spacelike bir a egrisi verilsin. M

yiizeyinin «(s) noktasinda Darboux catisi {g,n,T} olmak iizere Darboux tiirev

formulleri

ﬁ_ ﬂ —K’n+jl(‘g A
e

seklinde bir tek hiperbolik spinor denklemine sahiptir. Burada z,, x, ve «,

sirastyla M yiizeyinin a(s) noktasindaki geodezik burulma, geodezik egrilik ve

normal egriligidir.
4.3. Frenet-Darboux Catilar1 Arasindaki Iliskinin Hiperbolik Spinor Gosterimi

Ik olarak {N,B,T} fgliisinii temsil eden ¢ hiperbolik spinoru ile {n,g,T}

ticliisiinii temsil eden I' hiperbolik spinoru arasindaki iliski arastirilsin. O halde (4.1)

ve (4.6) denklemlerinden

N+ jB=¢'cp, T=-¢ o
SEEvar vov (4.14)
n+jg=I"ol, T=-T"o
oldugu biliniyor. Ayrica n ile N vektorleri arasindaki agt @ olmak iizere (2.4)

denkleminden {N, B, T} Frenet gatist ile {n,g, T} Darboux gatis arasinda

T=T
N =ncosh@+ gsinh 6
B =nsinh @+ gcoshd

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler g6z 6niine alinirsa
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¢'cp=N + jB=ncosh@+ gsinh@+ jnsinh§+ jgcosh
=n(cosh @+ jsinh @)+ jg(coshd+ jsinhH)
=(cosh@+ jsinh@)(n+ jg)
=e’(n+jg)
= ¢/’ (I"ol)

esitligi bulunur. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.6. M, R’ Minkowski uzayinda yonlendirilmis bir (spacelike ya da

timelike) yiizey olmak {izere, o, M de birim hizli spacelike bir egri olsun.

{N,B,T} sirali iigliisiinii temsil eden ¢ hiperbolik spinoru ile {m,g,7T} sirah

ticliistinii temsil eden I' hiperbolik spinoru arasindaki iliski

p'op=eT ol
T=T

seklindedir.

Ikinci olarak {N,B,T} TUgcliisiinii temsil eden ¢ hiperbolik spinoru ile {g,n,T}
tcliistinli temsil eden & hiperbolik spinoru arasindaki iliski bulunsun. Bunun i¢in

(4.1) ve (4.10) denklemlerinden

N+ jB=¢'cp, T=-¢'cp

] (4.15)
g+jn=50s, T=-{'0

oldugu biliniyor. g ile N vektorleri arasindaki a¢1 # olmak tizere (4.15) ve (2.2)

denklemleri g6z oniine alinirsa
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¢'cp =N + jB=nsinh 8+ gcosh S+ jncosh S+ jgsinh
= g(cosh S+ jsinh B)+ jn(cosh B+ jsinh )
=(cosh B+ jsinh f)(g+ jn)
=e’’ (g+jn)
=/ (g”of)

elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.7. M, R} Minkowski uzayinda yonlendirilmis bir (spacelike ya da

timelike) yiizey olmak {izere, o, M de birim hizli spacelike bir egri olsun.

{N,B,T} sirali iglisiinii temsil eden ¢ hiperbolik spinoru ile {g,n,T} siral

tcliisiinii temsil eden & hiperbolik spinoru arasindaki iligki

p'op=e’S'of
T-T

seklindedir.

Uciincii olarak da {B,N,T} igliisiinii temsil eden y hiperbolik spinoru ile {n, g,T}

ticliisiinii temsil eden I hiperbolik spinoru arasindaki iliski verilsin. Bunun i¢in (4.2)

ve (4.6) denklemlerinden

B+ jN =y'oy, T=-}'oy

] (4.16)
n+jg=T"cl, T=-T"ol

yazilabilir. @, g ile N vektorleri arasindaki agi olmak lizere (2.2) ve (4.16)

denklemleri g6z Oniine alinirsa
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y'oy =B+ jN =ncoshw+ gsinh®+ junsinh ® + jgcoshw
=n(coshw+ jsinhw)+ jg(coshw+ jsinhw)
=(coshw+ jsinhw)(n+ jg)
=/ (n + jg)
=¢’(Iol)

elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.8. M, R’ Minkowski uzayinda yonlendirilmis bir (spacelike ya da

timelike) yiizey olmak {izere, o, M de birim hizli spacelike bir egri olsun.

{B,N,T} smal iglisiinii temsil eden y hiperbolik spinoru ile {nm,g,T} sirah

ticliisiinii temsil eden I" hiperbolik spinoru arasindaki iligki,

y'oy=eT'ol’
T=T

seklindedir.

Son olarak, dordiincti durumda ise {B,N,T} {gliisiinii temsil eden y hiperbolik
spinoru ile {g,n,T} igliistinii temsil eden & hiperbolik spinoru arasindaki iligki igin

(4.2) ve (4.10) denklemlerinden

B+ jN=y'oy, T=-}
J v oy 71 oy (4.17)
g+jn=¢'o, T=-('of
yazilabilir. ¢, n ile N vektorleri arasindaki ag1 olsun. Boylece (2.4) denklemleri ile

(4.17) esitlikleri goz oniine alinirsa
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y'oy =B+ jN =nsinh§ + gcosh & + jncosh S + jgsinh &
= g(cosh &+ jsinh &)+ jn(cosh S + jsinh &)
=(cosh& + jsinh &) (g + jn)
=e”’ (g+ jn)
=e”(¢ot)

elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.9. M, R’ Minkowski uzayinda yonlendirilmis bir (spacelike ya da

timelike) yiizey olmak {izere, o, M de birim hizli spacelike bir egri olsun.

{B,N,T} sirali {icliisiinii temsil eden y hiperbolik spinoru ile {g,n,T} siral

ticliisiinii temsil eden & hiperbolik spinoru arasindaki iligki,

y'oy=e o
T=T

seklindedir.



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Diferensiyel Geometride Darboux ¢atis1 ve Frenet ¢atis1 egri dizayninda 6nemlidir.

Bu caligmada Minkowski uzayinda orijin etrafindaki donmelerin grubu olan
SO(1,3) ile 2x2 tipinde {initer matrisler grubu olan SU(2,H) arasindaki
homomorfizm kullanilarak, hiperbolik spinorlar ile spacelike egrinin Frenet catisi

arasindaki bagint1 ve hiperbolik spinorlar ile (spacelike veya timelike) M ylizeyinin

Darboux ¢atis1 arasindaki bagmtilar verildi. Ayrica R}, Minkowski uzayinda M

ylizeyinin Darboux ¢atist ile « egrisinin Frenet ¢atis1 arasindaki iligki hiperbolik
spinorlar yardimiyla verildi. Yani bu calismada, Minkowski uzayinda ylizeylerin

hiperbolik spinorlar cinsinden nasil ifade edilecegi gosterildi.

Bu tezin hiperbolik spinorlarin yani sira bilesenleri dual sayilardan olusan dual
spinorlar i¢in yapilacak olan ¢aligmalara yardimei olacag: diisiiniilmektedir. Ayrica
bu calisma matematik, fizik, miithendislik ve astronomi gibi bilimlere 6nemli katki

yapacagina hig siiphe yoktur.
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