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ÖZET 

 

Anahtar kelimeler: Dual-Hiperbolik Sayılar, Dual-Hiperbolik Fibonacci Sayılar, 

Dual-Hiperbolik Lucas Sayılar 

  

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. İkinci 

bölüm ise beş alt başlığa ayrılmış ve gerekli temel kavramlar verilmiştir. Bu alt 

başlıkların birincisinde Fibonacci ve Lucas sayıları tanıtılmış ve gerekli özdeşlikler 

verilmiştir. İkincisinde hiperbolik sayı sistemi tanıtılmıştır. Üçüncüsünde dual sayı 

sistemi tanıtılmış ve gerekli teoremler verilmiştir. Dördüncüsün de ise kuaterniyonlar 

tanıtılmış ve alt başlık olarak reel kuaterniyonlar verilmiştir. Beşinci ve son alt 

başlıkta ise dual-hiperbolik sayı sistemi tanıtılmıştır. 

  

Üçüncü bölüm tezin orijinal kısmını oluşturmaktadır. Bu bölümde dual-hiperbolik 

Fibonacci ve Lucas sayıları tanımlanmıştır. Bu sayılar için toplama, çıkarma ve 

çarpma işlemleri verilmiştir ve bu sayılar için beş faklı eşlenik tanımı yapılmıştır. 

Daha sonra ise Fibonacci sayıları için olan üreteç fonksiyonu baz alınarak dual-

hiperbolik Fibonacci sayıları için üreteç fonksiyonu elde edilmiştir. Son olarak ise 

Fibonacci ve Lucas sayıları için önemli olan özdeşlikler dual-hiperbolik Fibonacci ve 

Lucas sayıları için tanımlanmıştır. 

 

Dördüncü bölümde bu tezin bir değerlendirilmesi yapılmış ve bundan sonra 

yapılacak araştırmalara yönelik önerilerde bulunulmuştur.  
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 DUAL-HYPERBOLIC FIBONACCI AND LUCAS NUMBERS 

 

SUMMARY 

 
Keywords: Dual-Hyperbolic Numbers, Dual-Hyperbolic Fibonacci Numbers, Dual- 

Hyperbolic Lucas Numbers. 

 

This thesis consists of four chapters. The first chapter is the introduction. The second 

part is divided into five sub-headings and basic concepts are given. In the first sub-

headings, Fibonacci and Lucas numbers are introduced and necessary identities are 

given. In the second chapter, hyperbolic number system is introduced. In the third, 

dual number system is introduced and necessary theorems are given. In the fourth, 

quaternions are introduced and real quaternions are given as subheadings. In the fifth 

and last subheadings, dual-hyperbolic number system is introduced. 

 

The third section comprises the original part of thesis. In this section, dual-hyperbity 

Fibonacci and Lucas numbers are defined. In addition, subtraction and multiplication 

operations are given for these numbers and five different conjugates are defined for 

these numbers. Then, based on the generator function for Fibonacci numbers, 

generator function is obtained for dual hyperbolic Fibonacci numbers. Finally, the 

identities that are important for Fibonacci and Lucas numbers are defined for dual-

hyperbolic Fibonacci and Lucas numbers. 

 

In the fourth chapter the general evaluation of thesis and recommendations for new 

researches are given. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 
 

 

 

BÖLÜM 1. GİRİŞ 

 

Fibonacci sayı dizisi ilk kez 12. ve 13. yüzyılları arasında (1170-1240) İtalya’da 

yaşamış olan İtalyan matematikçi Leonardo Fibonacci’nin Liber Abaci kitabında 

görülmüştür. Fakat Fibonacci sayı dizisi ilk olarak 6. yüzyılda Hint matematikçiler 

tarafından bulunmuş olmasına rağmen bu sayı dizisi tavşanların üremesiyle ilgili 

olan problemin hesaplanması sonucu Leonardo Fibonacci’nin Liber Abaci 

kitabında 1202 yılında ortaya konmuştur [1]. 

  

Bu sayı sitemi üç sebepten dolayı önemli bir sayı sistemi haline dönüşmüştür. 

Bunlardan birincisi insan bedeninde, bitki, böcek, inşaa edilen birçok antik yapıda ve 

daha başka birçok alanda çok sık olarak karşımıza çıkmasıdır. İkinci olarak dizinin 

bir terimini kendinden önceki terime bölünmesiyle elde dilen sabit bir sayı elde 

edilmesidir. “Altın oran” adı verilen bu sayı doğada bulunan birçok canlıdan 

Mısır’daki piramitlere kadar birçok alanda karşımıza çıkmaktadır. Üçüncü olarak ise 

Fibonacci sayı dizisinin sayılar teorisinde çok önemli ve ilginç özelliklerinin 

bulunmasıdır. Bu sayı dizisinin ilk iki terimi sırasıyla 0  ve 1  olmak üzere kendinden 

önceki iki terimi toplanmasıyla elde edilir [2].  

 

Fibonacci sayı dizisinin başlangıç değerleri değiştirilirse bu sayı dizisinden bağımsız 

başka bir sayı dizisi oluşturulur. Bu düşünceden hareketle Fransız matematikçi 

Edward Lucas başlangıç şartları için seçilebilecek sırasıyla 2 ve 1 değerlerini 

kullanarak Lucas sayı dizisini oluşturdu. Lucas sayı dizisinin Fibonacci sayı dizisi ile 

arasında birçok ilginç bağıntı olmasından dolayı literatürde çok fazla 

kullanılmaktadır. 
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Tavşan problemini çözmek için ortaya çıkan Fibonacci sayı dizileri gibi kompleks 

sayılar da üçüncü dereceden denklemelerin çözümünü ararken ortaya çıkan bir sayı 

sistemidir. Bu sayı sistemi ilk olarak İtalyan matematikçi Gerolamo Cardano 

tarafından cebirde ki üçüncü dereceden denklemleri çözmeye çalışırken bulunmuştur. 

Cardano denklemleri çözmeye çalışırken a b   ifadesini bulur fakat bu ifadeyi 

henüz tanımlayamaz. Cardanonın bulduğu ifadeden sonra Rafael Bombelli 1  

tanımladı ve bunun ismini de “piu’di meno” olarak tanımladı. 17. yüzyılda Leonard 

Euler 1i    ifadesini kullandı ve karmaşık sayıları kartezyen sistemin koordinat 

noktaları olarak görselleştirdi. Karmaşık sayılardan yola çıkılarak imajiner kısmı 

1i   ’den faklı alınıp farklı tanımlar bulundu. Buna örnek olarak 17. yüzyılda 

Clifford 2 0   ve 0   olan yeni bir sayı sistemi tanımladı. Bu sayı sitemine dual 

sayı sistemi denildi ve *A a a    *,a a   şeklinde tanımlandı [3]. Bu 

olaylardan sonra Kotelnikov (1895) ve Study (1903) dual sayıların uygulamalrını 

mekaniğe genelledi [4, 5]. 

 

Kompleks sayılara bir diğer benzer olan sayı sistemi de hiperbolik sayılardır. 

Hiperbolik sayılar z x jy    ,x y  şeklinde ifade edilir ve buradaki j  (
2 1j  ,

j ) hiperbolik imajiner kısım olarak adlandırılır. Aynı zamanda bu sayılar 

bölünmüş karmaşık sayılar, ikili sayılar da olarak bilinir. 20. yüzyılın sonunda Oleg 

Bodnar, Alexey Stakhov ve Ivan Tkachenko altın oran yardımı ile bir hiperbolik 

fonksiyon sınıfı ortaya koydu [6]. Daha sonra ise Stakhov and Rozin bu teoriyi temel 

alarak simetrik hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlarını geliştirdi. Bu 

çalışmalardan sonra Oleg Bodnar simetrik hiperbolik Fibonacci ve Lucas 

fonksiyonlarının botanik geometri de kullanılmasını sağlayan altın hiperbolik 

fonksiyonları buldu. Bu bulunan altın hiperbolik sayılar ve Binet formülü arasında 

bir benzerlik vardı. Bu yüzden bu yeni keşif hiperbolik Fibonacci ve Lucas 

fonksiyolarının yanında hiperbolik fonksiyonlarının bir yeni sınıfı olarak adlandırıldı. 

Burada Fibonacci ve Lucas sayıları ve hiperbolik Fibonacci ve Lucas sayıları çok 

benzerliklere sahiptir. Bir x  değişkeninin faklı değerleri için hiperbolik Fibonacci ve 

Lucas fonksiyonları Fibonacci ve Lucas fonksiyonlarına karşılık gelir. Bu yüzden 
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dual-kompleks Fibonacci, dual-kompleks Lucas sayı sistemleri tanımlanabilir ve bu 

sayı sistemleri için iyi bilinen özdeşlikler elde edilebilir [7]. 

 

Biz ise dual-hiperbolik Fibonacci, dual-hiperbolik Lucas sayılarını tanımladık. Daha 

sonra bu sayılar için toplama, çıkarma ve çarpma işlemlerini verdik. Dual- hiperbolik 

Fibonacci sayıları için modül tanımını yaptık. Daha sonra dual-hiperbolik Fibonacci 

sayıları için üreteç fonksiyonunu tanımlayıp, bu fonksiyon yardımıyla bulunan Binet 

fomülünü tanımladık. Aynı zamanda dual-hiperbolik Fibonacci ve Lucas sayıları için 

Binet fomülünü ispatladık. En son olarak Fibonacci ve Lucas sayıları için iyi bilinen 

D’Ocagne, Cassini ve Catalan özdeşliklerini dual-hiperbolik Fibonacci ve Lucas 

sayıları için verdik. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 

 
 

BÖLÜM 2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

2.1. Fibonacci ve Lucas Sayıları 

 

Tanım 2.1.1. Sırasıyla ilk iki terimi 0 0F  , 1 1F  olmak üzere 

              

1 1,       1n n nF F F n                                                          (2.1) 

 

şeklinde tanımlanan rekürans bağıntısıyla elde edilen tam sayılara Fibonacci sayıları 

denir. Bu bağıntının oluşturduğu tam sayı dizisine ise Fibonacci dizisi sayı dizisi 

denir. Bununla birlikte Fibonacci sayı dizisinin .n  terimi nF  ile ifade edilir [1]. 

 

Teorem 2.1.1. (Üreteç Fonksiyonu) Fibonacci sayıları için üreteç fonksiyonu 

 

  2

1

1
f x

x x


 
 

 

şeklindedir [8]. 

 

İspat. Fibonacci sayıları için üreteç fonksiyonu 

 

    
0

n

n

n

f n F x




   

 

olsun. Buradan 0 0F   olduğundan 

 

  
0 1

n n

n n

n n

f n F x F x
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eşitliği yazılabilir. O halde Fibonacci sayıları için rekürans bağıntısı gözönüne 

alınırsa yukarıdaki eşitlik 

 

    1 2 1 2

2 2 2 2

=n n n n

n n n n n

n n n n

f n x F x x F F x x F x F x
   

   

   

            

 

şeklinde yazılabilir. Yukarıda elde edilen iki toplamdan 

 

    1

1 1

2 2 1

n n n

n n n

n n n

F x x F x x F x x f x
  



 

  

       

 

ve 

 

    2 2 2 2

2 2

2 2 0

n n n

n n n

n n n

F x x F x x F x x f x
  



 

  

       

 

eşitlikleri bulunur. Buradan 

 

        2f x x x f x x f x     

 

denklemi sağlanır ve yukarıdaki denklemde  f x  fonksiyonu yalnız bırakılırsa 

 

     2

1

1
f x

x x


 
 

 

üreteç fonksiyonu elde edilir. 

 

Teorem 2.1.2. (Binet Formülü) Fibonacci sayı dizisinin .n  terimi nF  olmak üzere 

 

,       1
n n

nF n
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eşitliği ile ifade edilebilir ve bu ifadeye Binet formülü denir. Burada 

  

1 5
,

2

n


     
1 5

2

n


   

 

dir [1]. 

 

İspat. 
n  ve n  sayılarının eşiti 

1 5

2

n


   ve  
1 5

2

n


  olmak üzere  

 

2 1     ve  
2 1      

 

denklemlerinin sağlandığı kolaylıkla görülmektedir. Burada bulunan denklemler 

sırasıyla n  ve 
n  sayıları ile çarpılırsa  

 

2 1n n n       ve  
2 1n n n       

 

eşitlikleri elde edilir. Yukarıda bulunan denklemler taraf tarafa çıkarılırsa ve elde 

dilen denklem 
1

 
 ile çarpılırsa 

 

2 2 1 1n n n n n n     

     

     
 

  
  

 

eşitliği bulunur. Burada  

 

n n

nS
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olsun. O halde 1n   için 1 1n n nS S S    ve 1   , 5    eşitlikleri dikkate 

alınırsa 1 1S   ve 2S     elde edilir. Burada nS  dizisi bir Fibonacci sayı dizisi 

olur ve n nS F  olduğu görülür. Yani 

 

n n

nF
 

 





  

 

dir. 

 

Teorem 2.1.3. (Honsberger Özdeşliği) nF , .n  derceden Fibonacci sayısı ve m , n  

doğal sayılar olmak üzere  

 

   1 1m n m n m nF F F F F                                                             (2.2) 

 

eşitliği sağlanır [9]. 

 

İspat. m  herhangi bir doğal sayı olsun. O halde her n  doğal sayısı için 

1 1m n m n m nF F F F F     denkleminin doğru olduğunu gösterelim. Bunun için de ikinci 

tümevarım ilkesini kullanalım. 

1 2 1F F   olduğundan 

 

  1 1 1 2m m mF F F F F      ve   1 1m m mF F F     

 

eşitlikleri 1n   doğrudur. Kabul edelim ki 1 k n   için  

 

   1 1m k m k m kF F F F F      

 

denklemi doğru olsun. Bu durumda 

    

1 1m n m n m nF F F F F       ve   1 1 1m n m n m nF F F F F       
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eşitliği bulunur ve bu iki denklem taraf tarafa toplanırsa 

 

     
1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 2

           =

                    =

m n m n m n m n m n m n

m n m n n m n n

m n m n

F F F F F F F F F F

F F F F F F F

F F F F

      

    

  

    

  



  

 

denklemi elde edilir. Yukarıdaki eşitlikten görüldüğü üzere kabulümüz 1n  için de 

doğrudur. Buradan ikinci tümevarım ilkesine göre 1 1m n m n m nF F F F F     eşitliği her 

n  doğal sayısı için doğrudur. 

 

Teorem 2.1.4. nF , .n  dereceden Fibonacci sayısı olsun. O halde  

 

   2 2

2 1 1n n nF F F                                                                      (2.3) 

    1
n k

m n m k n k m k n kF F F F F F


                                            (2.4) 

 

eşitlikleri sağlanır [1]. 

 

Teorem 2.1.5. (D’Ocagne Özdeşliği) nF , .n  dereceden Fibonacci sayısı ve m n  

olmak üzere  

 

    1 1 1
n

m n m n m nF F F F F                                                     (2.5) 

 

dir [10]. 

 

İspat. Fibonacci sayıları için Binet formülü gözönüne alınırsa 
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1 1 1 1
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1 1 1 1 1 1 1 1

2

1 1 1 1
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2
                    

                        

m n n m

m n n m

       

 

   

 

  









 

eşitliği elde edilir. Burada 1    eşitliği ve m n  olduğu gözönüne alınırsa  

 

 
     

 1 1

1
1

nn n m n m n m n m n

n

m n m n m nF F F F F
     

   

   

  

  
    

 
 

 

bulunur ve ispat tamamlanır. 

 

Teorem 2.1.6. (Catalan Özdeşliği) nF , n. Fibonaci sayısı ve n r  olmak üzere 

  

 2 21
n r

n n r n r rF F F F


                                                       (2.6) 

 

dir [11]. 

 

İspat. Binet formülü ve 1    eşitliği kullanılırsa 
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n r
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denklemi elde edilir ve ispat tamamlanır. 

 

Teorem 2.1.7. (Cassini Özdeşliği) nF , n. derceden Fibonacci sayısı ve 1n   olmak 

üzere 

 

 2

1 1 1
n

n n nF F F                                                                 (2.7) 

 

dir [1]. 

 

İspat. Teorem 2.1.6. da (Catalan Özdeşliği) verilen özdeşlikte 1r   alınırsa ispat 

açık bir şekilde görülür. Buradan görüldüğü üzere Cassini özdeşliği, Catalan 

özdeşliğinin özel bir halidir. 

 

Teorem 2.1.8. nF , n. dereceden Fibonacci sayısı olsun. O halde 

 

2 2

1 1 2n n nF F F                                                                     (2.8) 
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eşitliği sağlanır [9]. 

 

Teorem 2.1.9. nF , .n  Fibonacci sayısını alalım ve 
1 5

1,618033
2




   altın oran 

olmak üzere 

 

   1lim n

n
n

F

F



   

 

dır [12]. 

 

İspat. Binet formülü ve 
1 5

2



  eşitliği gözönüne alınırsa 
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denklemi elde edilir. Burada 1



 , lim 0

n

n





 
 

 
 ve 

1

lim 0

n

n









 
 

 
 eşitlikleriden 

yararlanılırsa 

    

1

1

1

lim lim

1

n

n

nn n
n

F

F















 

  
  
    

  
  
   

  

 

eşitliği elde edilir. 

 

Teorem 2.1.10. (Nega Fibonacci Sayısı) Her n   sayısı için 
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1

1
n

n nF F


                                                                       (2.9) 

 

dir [2]. 

 

İspat. Fibonacci sayıları için Binet formülü ve 1    eşitliği kullanılırsa 

 

   

 
   

1 1

1 1

1
     1 1

n n

nn n n n

n

n n

n
n n

n n

n

F

F

 

   

     

 

 

   

 



 

             
  

 
 
         

  

  

 

eşitliği elde edilir ve ispat tamamlnır. 

 

Tanım 2.1.2. Sırasıyla ilk iki terimi 0 2L  , 1 1L  olmak üzere 

              

1 1,       2n n nL L L n                                                       (2.10) 

 

şeklinde tanımlanan rekürans bağıntısıyla elde tam sayılara Lucas sayıları denir ve bu 

bağıntının oluşturduğu tam sayı dizisine de Lucas sayı dizisi denir. Bununla birlikte 

Lucas sayı dizisinin .n  terimi nL  ile ifade edilir [13]. 

 

Teorem 2.1.11 (Üreteç Fonksiyonu) Lucas sayıları için üreteç fonksiyonu 

    

  2

2

1

x
l x

x x




 
  

 

eşitliği ile verilir [8]. 

 

İspat. Lucas sayıları için üreteç fonksiyonu 
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0

n

n

n

l n L x




   

 

olsun. Burada 0 2L   olduğu gözönüne alınırsa 

 

  
0 1

2n n

n n

n n

l n L x L x
 

 

       

 

eşitliği elde edilir. O halde Lucas sayıları için rekürans bağıntısı yukarıdaki eşitlikte 

gözönüne alınırsa 

 

  

   1 2

2 2

1 2

2 2

2 2

        =2 + 

n n

n n n

n n

n n

n n

n n

l n x L x x L L x

x L x L x

 

 

 

 

 

 

      

 

 

 
  

 

eşitliği yazılabilir. Burada yukarıda bulunan eşitliklerden 

 

     1

1 1

2 2 1

 n n n

n n n

n n n

L x x L x x L x x l x
  



 

  

       

 

ve 

 

    2 2 2 2

2 2

2 2 0

n n n

n n n

n n n

L x x L x x L x x l x
  



 

  

       

 

bulunur. Buradan ise 

 

        22  l x x x l x x l x      

  

denklemi sağlanır ve yukarıdaki denklemde  l x  fonksiyonu yalnız bırakılırsa 
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     2

2

1

x
l x

x x




 
 

 

Lucas sayıları için üreteç fonksiyonu elde edilir. 

 

Teorem 2.1.12. (Binet Formülü) Lucas dizisinin .n  terimi nL  olmak üzere 

 

,       1n n

nL n     

 

eşitliği yazılabilir ve bu eşitliğe Lucs sayıları için Binet formülü denir. Burada  

 

1 5
,

2

n


     
1 5

2

n


   

 

dir [1]. 

 

İspat. Birinci tümavarım ilkesi gözününe alınırsa  

 

   n n

nL      

 

denklemi 1n   için 

 

   1 1L       

 

olur ve 1 1L   olduğundan denklem 1n   için doğrudur. Şimdi ise denklemin n için 

doğru olduğunu kabul edelim ve 1n  için doğru olduğunu gösterelim. 21    ve 

21    olduğu gözönüne alınırsa 
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1 1

1 1

1 1 1 1

1 1

1 2 1 2

1 1

  =

      

      1 1

      

      

n n n n

n n n

n n n n

n n

n n

n n

L L L    

     

   

   

 

 

 

   

 

 

 

    

   

   

 

 

  

 

eşitliği sağlanır. n n

nL     denklemi 1n  için de doğru olduğundan birinci 

tümevarım ilkesi sağlanır. O halde Binet formülü  

  

   n n

nL      

 

her 1n   için ispatlanmış olur. 

 

Teorem 2.1.13. nL , .n  dereceden Lucas sayısı olmak üzere 2n   için 

 

    
12

1 1 5 1
n

n n nL L L


                                                           (2.11) 

 

eşitliği sağlanır [1]. 

 

Teorem 2.1.14. nF , n. dereceden Fibonacci sayısı ve nL , .n  derecedan Lucas sayısı 

olmak üzere 2n   için 

 

   2n n nF L F                                                                           (2.12) 

 

dir [1]. 

 

Teorem 2.1.15. nF , .n  dereceden Fibonacci sayısı ve nL , .n  dereceden Lucas sayısı 

olmak üzere 2n   için 

 

2 2n n nF F L                                                                     (2.13) 
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ve 

2 1n n nF F L  
                                                                  (2.14)

 

 

eşitlikleri elde edilir [13]. 

 

Teorem 2.1.16. nF , .n  dereceden Fibonacci sayısı ve nL , .n  dereceden Lucas sayısı 

olmak üzere 2n   için 

 

   
 

 

5 , 2 1

, 2 1

m n

m n m n

m n

F F n k k
L L

L L n k k
 

  
  

  

                        (2.15) 

 

eşitliği sağlanır [1]. 

 

Teorem 2.1.17. nF , .n  dereceden Fibonacci sayısı ve nL , .n  dereceden Lucas sayısı 

olmak üzere 2n   için 

 

 2 25 4 1
n

n nL F  
                                                             

(2.16) 

 

eşitliği sağlanır [1]. 

 

Teorem 2.1.18. (Nega Lucas Sayısı) nL , .n  dereceden Lucas sayısı olmak üzere her 

1n   tam sayısı için 

 

    1
n

n nL L                                                                       (2.17) 

 

dir [2]. 

 

İspat. Lucas sayıları için Binet formülü ve 1    eşitliği gözönüne alınırsa 
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1 1

  1
1

n n n n
nn n

n nn nn n
L L

   
 

  

 



 
       


  

 

denklemi bulunur ve ispat tamamlanır. 

 

2.2. Hiperbolik Sayı Sistemi 

 

Tanım 2.2.1.    toplama ve  .  çarpma işlemine göre bir cisim olan  reel sayılar 

cümlesi olmak üzere, her ,  x y  için  ,z x y ’ye bir sıralı ikili denir. Bu şekilde 

tanımlanan   cümlesi  olmak üzere 

 

  2 | ,  ve  1 1z x jy x y j j         

 

şeklinde tanımlanan cümleye hiperbolik sayılar cümlesi ve bu cümlenin her bir 

elemanına da hiperbolik sayı denir. Burada x  reel sayısına, z sayısının reel kısmı ve 

y  reel sayısına da z  sayısının hiperbolik kısmı denir [14]. 

 

Tanım 2.2.2. 1 2,  z z   olmak üzere 1 1 2z x jx   ve 2 1 2z y jy   için 1 1x y  ve 

2 2x y  eşitlikleri sağlanıyorsa 1z  eşittir 2z  denir ve 1 2z z  şeklinde gösterilir [14]. 

 

Tanım 2.2.3. 1 2,  z z   olmak üzere 1 1 2z x jx   ve 2 1 2z y jy   için 

:    toplama işlemi 

 

      1 2 1 1 2 2z z x y j x y        

 

şeklinde tanımlanır [14]. 

 

Tanım 2.2.4. z  ve z x jy   olmak üzere  

 

   z e e z z     
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denkleminin çözümü olan e  hiperbolik sayısına  hiperbolik sayı cümlesinin   

işlemine göre etkisiz elemanı denir ve bu eleman 0 0 0j   ile gösterilir [14]. 

 

Tanım 2.2.5. z  ve z x jy   olmak üzere 

 

   0z w w z      

 

denkleminin çözümü olan w  hiperbolik sayısına hiperbolik sayı cümlesinin   

işlemine göre ters elemanı denir ve  w x j y     şeklinde ifade edilir [14]. 

 

Teorem 2.2.1.  hiperbolik sayı cümlesi    işlemi ile birlikte bir abel gruptur 

[14]. 

 

Tanım 2.2.6. 1 2,  z z   olmak üzere 1 1 2z x jx   ve 2 1 2z y jy   için 

:    çarpma işlemi 

 

   1 2 1 1 2 2 1 2 2 1z z x y x y j x y x y      

 

şeklinde tanımlanır [14]. 

 

Tanım 2.2.7. z  ve z x jy   olmak üzere  

 

   z e e z z     

 

denkleminin çözümü olan e  hiperbolik sayısına hiperbolik sayı cümlesinin    

işlemine göre etkisiz elemanı denir ve 1 1 0j   ile gösterilir [14]. 

 

Tanım 2.2.8. z  ve z x jy   olmak üzere 

 

   1z w w z      



19 
 

 

denkleminin çözümü olan w  hiperbolik sayısına hiperbolik sayı cümlesinin    

işlemine göre ters elemanı denir [14].  

 

Teorem 2.2.2.  hiperbolik sayı cümlesi olmak üzere  

 

i. Her 1 2,  z z   için 1 2z z       (Kapalılık özelliği) 

ii. Her 1 2 3,  ,  z z z   için    1 2 3 1 2 3z z z z z z        (Birleşme özelliği) 

iii. Her 1 2,  z z 
 
için 1 2 2 1z z z z        (Değişme özelliği) 

v. Her 1 2 3,  ,  z z z 
 
için      1 2 3 1 2 1 3z z z z z z z         

                         2 3 1 2 1 3 1z z z z z z z         (Dağılma özelliği) 

 

özellikleri sağlanır [14]. 

  

Teorem 2.2.3. Hiperbolik sayılar üzerinde tanımlanan    ve    işlemlerine göre 

hiperbolik sayı cümlesi birimli ve değişmeli bir halkadır [14]. 

 

Teorem 2.2.4. Hiperbolik sayılar üzerinde tanımlanan    ve    işlemlerine göre 

hiperbolik sayı cümlesi cisim değildir [14]. 

 

Tanım 2.2.9. Her z  için z x jy   olsun. Bu taktirde z x jy    hiperbolik 

sayısına z  hiperbolik sayısının eşleniği denir. Burada z  ve z  hiperbolik sayıları x -

eksenine göre simetriktir [14].  

 

Teorem 2.2.5. Her 1 2,z z   için 1 1 2z x jx   ve 2 1 2z y jy   olmak üzere  

 

i. 1 2 1 2z z z z      

ii. 1 1z z   

iii. 1 2 1 2z z z z     
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iv. 2 0z   olmak üzere 1 1

2 2

z z

z z

  
   

   

  

v.  1 1 12Rez z z  ,   1 1 12 Imz z j z    

 

özellikleri sağlanır [14]. 

 

Tanım 2.2.10. Herhangi z x jy    sayısını alalım.Buradan 

 

   
2 2z z z x y      

 

reel sayısına z  hiperbolik sayısının modülü denir [14]. 

 

Teorem 2.2.6. Her 1 2,z z   için 1 1 2z x jx   ve 2 1 2z y jy   olmak üzere 

 

i. 
2

1 1 1z z z  ,  1 1 1z z z    

ii. 1 2 1 2z z z z    

iii. 2 0z   olmak üzere 
11

2 2

zz

z z
   

 

özellikleri sağlanır [14]. 

 

Teorem 2.2.7. Her 1 2,z z   için 1 1 2z x jx   ve 2 1 2z y jy   iki hiperbolik sayı 

olmak üzere hiperbolik düzlemde bu iki sayı arasındaki uzaklık 

 

      
2 2

1 2 1 1 2 2z z x y x y      

 

eşitliği ile hesaplanır [14]. 
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Tanım 2.2.11. Herhangi bir z x jy    hiperbolik sayısı için z  hiperbolik 

sayısının çarpma işlemine göre tersi 
2 2 0x y   olmak üzere 

 

   1

2

z
z

z

     

dir [14].  

 

Tanım 2.2.12. Hiperbolik düzlemde bir nokta z x jy   olsun. O halde hiperbolik 

düzlemde açı 

 

   arctan
y

h
x

    

 

eşitliği ile ifade edilir [14].  

 

Tanım 2.2.13. Hiperbolik düzlemde bir nokta z x jy   olmak üzere Maclaurin 

serisi yardımıyla Euler formülü 

 

   cosh sinhje j      

 

denklemi ile verilir [14]. 

 

Tanım 2.2.14. z x jy    olmak üzere z  hiperbolik sayısının üstel ve kutupsal 

formu 

 

    cosh sinh jz r j re       

 

eşitliği ile verilir. Burada 0z r   reel sayısına, z  hiperbolik sayısının büyüklüğü 

ve   açısına ise z  hiperbolik sayısının argümenti denir [14]. 

 

Tanım 2.2.15. Hiperbolik düzlemde je   tarafından tanımlanan dönme matrisi ise  



22 
 

 

   
cosh sinh

sinh cosh

 

 

 
 
 

  

 

matrisi ile ifade edilir [14]. 

 

2.3. Dual Sayı Sistemi 

 

Reel sayılar  ile ifade edilsin. O halde     toplama ve    çarpma işlemlerine 

göre bir cisimdir. Dolayısıyla bu cisim üzerinde yeni bir sayı sistemi aşağıdaki 

şekilde tanımlanabilir. 

 

Tanım 2.3.1. Her 
*,x x   sayıları için  *,X x x  ikilisine bir sıralı ikili denir. Bu 

şekilde tanımlanan   cümlesi  ile gösterilsin ve bu cümlesi 

 

     * *, :  ,x x x x    

 

ile ifade edilir.  üzerinde iki iç işlem ve bir eşitlik aşağıdaki şekilde verilir [15]. 

 

Tanım 2.3.2. dual sayı cümlesi olmak üzere 

 

:     

 

iç işlemi ve  *,X x x ,  *,Y y y  dual sayı cümlesinin iki elemanı olmak üzere  

 

        * * * *, , ,X Y x x y y x y x y        

 

şeklinde tanımlanır. Burada tanımlanan   işlemi dual sayı cümlesinde toplama 

işlemi olarak adlandırılır [15]. 

  

Tanım 2.3.3. dual sayı cümlesi olmak üzere 
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   :     

 

iç işlemi ve   *,X x x ,  *,Y y y  dual sayı cümlesinin iki elemanı olmak üzere 

 

        * * * *, , ,X Y x x y y xy xy x y     

 

şeklinde tanımlanır. Burada tanımlanan  işlemi dual sayı cümlesinde çarpma 

işlemi olarak adlandırılır [15]. 

 

Tanım 2.3.4.  *,X x x  ve  *,Y y y   için 

 

x y , * *x y   

 

eşitlikleri sağlanıyorsa X  ile Y  sayıları eşittir denir. Bu durum ise X Y  ile ifade 

edilir [15]. 

 

Tanım 2.3.5. Reel sayılar cümlesi  olmak üzere  

 

       

 

cümlesi üzerinde tanımlanan toplama, çarpma ve eşitlik işlemleri sırasıyla Tanım 

2.3.2., Tanım 2.3.3. ve Tanım 2.3.4. de verilen şekilde tanımlanmış ise  cümlesine 

dual sayılar sistemi denir ve her  *,x x   sıralı ikilisine ise bir dual sayı denir [15]. 

 

Teorem 2.3.1.  dual sayılar cümlesi olmak üzere  , ,  üçlüsü birimli ve 

değişmeli bir halka belirtir [15]. 

 

Teorem 2.3.2.  dual sayılar cümlesi üzerinde tanımlanan    ve    işlemleriyle 

birlikte bir cisim değildir [15]. 

İspat. Her  *,X x x   için  
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    1, 0X A A X    

 

olacak şekilde bir tek  *,A a a   ters elemanı yoktur. Çünkü bu eleman için 

Tanım 2.3.3. ve Tanım 2.3.4. gereğince  

 

          * * * *, , , 1, 0X A x x a a xa xa x a      

   1xa  ,  * * 0xa x a    

 

eşitlikleri sağlanır ve son denklemlerde a  ve *a  çözülürse 

 

   
*

2

1
,

x
A

x x

 
  
 

  

 

eşitliği bulunur. Daha sonra 

 

    1, 0A X    

 

eşitliğinden aynı şekilde 

 

   
*

2

1
,

x
A

x x

 
  
 

  

 

denklemi elde edilir. Bu durumda  *,A a a  elemanı, X  dual sayısının ters elemanı 

olması için 0x   olması gerekmektedir. Bu da  *0, x   elemanının tersi olan bir 

eleman yoktur demektir. O halde  , ,  üçlüsü bir cisim değildir. 

 

Sonuç 2.3.1.  dual sayılar cümlesi  çıkarma ve  0,X x  olmak üzere dual 

sayıları için bölmeye işlemlerine göre de kapalıdır [15]. 
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Tanım 2.3.6.  *,X x x  ve  *,Y y y  iki dual sayı olmak üsere X A Y   

denkleminin bir tek çözümü vardır. Bu denklemde  *,A a a  dual sayısı olmak 

üzere Tanım 2.3.2.’den  

 

      * * *, ,x a x a y y     

 

ve Tanım 2.3.4.’ten de 

 

    * *,A Y X y x y x        

 

eşitliği elde edilir [15]. 

 

Tanım 2.3.7. X A X   denkleminin çözümü olan A  dual sayısına ’nin sıfırı 

denir ve bu ifade  0 0, 0  eşitliği ile gösterilir [15]. 

 

Tanım 2.3.8.    *, , 0X x x x   ve  *,Y y y  iki dual sayı olmak üzere 

X A Y   denkleminin bir tek çözümü vardır. Bu denklemde A  dual sayısının eşiti 

 *,A a a  olmak üzere Tanım 2.3.3.’ten  

 

      * * *, ,x a x a y y     

 

ve Tanım 2.3.4.’te verilen tanım kullanılırsa 

 

   
* *

2
,

y xy x y
A

x x

 
  
 

  

 

eşitliği bulunur ve dolayısıyla A  elde edilir [15]. 
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Tanım 2.3.9. Her  *,X x x   dual sayısında " "x  reel sayısına X  dual sayısının 

reel kısmı, *" "x  reel sayısına da X  dual sayısının dual kısmı denir ve sırasıyla 

Re X x  ve *DuX x  şeklinde ifade edilir [15]. 

 

Tanım 2.3.10.  1, 0 1  dual sayısına  dual sayı cümlesinde çarpma işleminin 

birim elemanı veya  dual sayı cümlesinde reel birim denir [15]. 

 

Tanım 2.3.11.  0,1   dual sayısına dual birim denir. Burada  0,1   ile ifade 

edilir ve 2 0  ’dır [15]. 

 

Teorem 2.3.3. Her  *,X x x   dual sayısı  

 

   *X x x    

 

şeklinde ifade edilebilir. Yani 

 

    * *,x x x x    

 

eşitliği yazılabilir [15]. 

 

Teorem 2.3.4. İki dual sayının çarpımı sıfır ise çarpanlardan birinin sıfır olması 

gerekli değildir [15]. 

 

İspat.  *0,X x  ve  *0,Y y  dual sayıları için Tanım 2.3.3.’ten 

 

        * *0, 0, 0, 0X Y x y      

 

eşitliği sağlanır. Burada 0X   ve 0Y   olduğundan ispat tamamlanır. 
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Teorem 2.3.5. Her  *,X x x   ve   ise   ile X dual sayısının çarpımı 

 

 *,X x x     

 

dır [15]. 

 

Tanım 2.3.12.  *,X x x   dual sayılarının tamamına dual düzlem denir ve bu 

dual düzlem  ile gösterilir. Buradaki her bir  *,x x  ikilisine de dual düzlemin bir 

dual noktası denir [15]. 

 

Tanım 2.3.13. X  bir dual sayı olmak üzere *X x x   dual sayısının mutlak 

değeri x  reel sayısına karşılık gelir ve  

 

   *X x x x     

 

eşitliği ile ifade edilir. Fakat bu tanım  dual sayı cümlesinde bir metrik vermez 

[15]. 

 

Teorem 2.3.6. X  bir dual sayı olmak üzere 

 

 * 0          0X x x x        

 

dır [15]. 

 

Teorem 2.3.7. İki dual sayısının çarpımının mutlak değeri, mutlak değerlerinin 

çarpımına eşittir. Yani 

 

    * * * *

1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2   X X x x x x X X x x x x              
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dir [15]. 

 

Teorem 2.3.8. (Üçgen Eşitsizliği) 1 2,X X   dual sayıları için 

 

   1 2 1 2X X X X     

 

eşitsizliği sağlanır [15]. 

 

Tanım 2.3.14. Her *X x x    dual sayısı için 
*X x x   dual sayısına X  

dual sayısının eşleniği denir [15]. 

 

Teorem 2.3.9. X   olmak üzere 

 

i. X   ise X ’nin dual eşleniği X , yani  X X   

ii. 1 2,X X   için 1 2 1 2X X X X     

iii. 1 2,X X   için 1 2 1 2X X X X   ve  *

2 0,X x  için 1 1

2 2

X X

X X

 
 

 
  

iv. X   için 
2

X X X    

v. X   için 2ReX X X  , 2 DuX X X   ve X X  ise X   

 

özellikleri  sağlanır [15]. 

 

2.4. Kuaterniyonlar  

 

Kuaterniyon sayıları kabaca tanımlamak gerekirse nasıl karmaşık sayılar, gerçel 

sayıları kapsayan bir cümle ise kuaterniyonlar sayılar da karmaşık sayıları kapsayan 

bir cümledir. Ayrıca nasıl karmaşık sayılar iki boyutlu bir sistemdeki noktalar halinde 

düşünülebiliyorsa, kuaterniyon sayılar da dört boyutlu bir sistemdeki noktalar olarak 

düşünülebilir. Buradan da anlaşılacağı üzere her gerçel ve karmaşık sayı bir 

kuaterniyondur. 
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Kuaterniyolar 1843 yılında İrlandalı matematikçi Sir William Rowan Hamilton 

tarafından keşfedilmiştir. Hamilton kuaterniyonları tanımlamasıyla iki vektör için, 

bölümün de mümkün olabileceğini, yeni bir çarpma işlemini vektör cebirine dahil 

etmiş oldu. Böylece üç boyutlu uzayda hareketlerin tetkikini kolaylaştırmış oldu. 

 

Hamilton’un kuaterniyonları bulması şöyle bir katkı sağlamıştır. Biz biliyoruz ki 

Öklid uzayında vektörü vektöre bölemeyiz. Aslında kuaterniyonların çıkış noktası da 

budur. Hamilton kuaterniyonları tanımlayarak iki vektör için bölme işleminin de 

mümkün olabileceğini göstermiştir. Bu buluştan sonra karmaşık sayılar 2-boyutlu 

koordinat sistemindeki noktalar olarak düşünülebiliyorsa, kuaterniyonlar da 4-

boyutlu koordinat sistemindeki noktalar olarak düşünülmeye başlanmıştır [15]. 

Literatür incelendiği zaman [16-20] çalışmalarında kuaterniyonlar, split 

kuaterniyonlar, kompleks kuaterniyonlar, dual kuaterniyonlar, hiperbolik 

kuaterniyonlar ve bunların özellikleriyle ilgili çalışmaların olduğu görülmektedir. 

 

2.4.1. Reel Kuaterniyonlar 

 

Tanım 2.4.1.1. Bir reel kuaterniyon tanımı, sıralı dört sayının 1 2 31, , ,e e e  gibi 

dört birime eşlik etmesi ile tanımlanabilir. Burada, birinci birim 1  bir reel sayıdır, 

diğer üç birim ise 

 

i. 
2 2 2

1 2 3 1e e e      

ii. 1 2 3e e e  ,  2 3 1e e e  ,  3 1 2e e e    

iii. 2 1 3e e e   ,  3 2 1e e e   ,  1 3 2e e e     

 

özelliklerine sahiptir. Böylece bir kuaterniyon 

 

1 2 3q d ae be ce      
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şeklinde ifade edilir ve burada ,d ,a ,b c  reel sayılarına q  kuaterniyonunun 

bileşenleri denir. 1 2 3,  , e e e  birimleri ise 3-boyutlu reel vektör uzayının bir dik 

koordinat sisteminin baz vektörleri olarak alınabilirler ve dolayısıyla q  kuaterniyonu 

qS  ile gösterilen skaler kısım ve qV  ile gösterilen vektörel kısım olmak üzere iki 

kısma ayrılabilir: 

 

   qS d   ve  1 2 3qV ae be ce    

 

dir. Buradan bir kuaterniyon 

 

   qqq S V    

 

şeklinde yazılabilir. 

 

Reel kuaterniyonlar cümlesi Қ ile ifade edilsin ve bir reel kuaterniyonun dört 

biriminin özellikleri incelenecek olursa Қ cümlesinin özel halleri olan,  reel sayılar 

cümlesi, ₵ kompleks sayılar cümlesi ve 3  üç boyutlu vektörler cümlesi elde 

edilebilir [15]. 

 

Tanım 2.4.1.2. 1 2,  q q  Қ  kuaterniyonlarını alalım. O halde 

 

   :  ҚҚ Қ 

            1 2
1 21 2 1 2,  q qq qq q q q S V       

 

işlemi 

 

   
1 2 1 2q q q qS S S     ve  

1 2 1 2q q q qV V V     
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iki reel kuaterniyonun toplamı olarak tanımlanır. Burada 
1qS , 

2qS   ve + işlemi  

reel sayılar cümlesindeki toplama işlemidir ve 
1 2
,  q qV V  de birer vektör olup   

işlemi reel vektör uzayındaki abel grubu (vektörlerde toplama) işleminin aynısıdır. 

Buradaki etkisiz elemana sıfır kuaterniyon denir ve  0, 0, 0, 0  ile gösterilir [15]. 

 

Tanım 2.4.1.3. q  Қ kuaterniyonunu ve   reel sayısını alalım. Buradan 

 

   : Қ Қ 

           ,  qqq q q S V          

 

şeklinde tanımlanan dış işleme skaler ile reel kuaterniyonun çarpımı denir ve bu 

çarpım aşağıdaki özellikleri sağlar. 

 

i. Her 1 2,  q q  Қ  ve   için 

 

     1 2 1 2q q q q       

  

ii. Her q  Қ  ve  1 2,      için 

 

       1 2 1 2q q q        

  

iii. Her q  Қ  ve  1 2,      için 

 

     1 2 1 2q q       

  

iv. Her q  Қ için 

 

  1 q q   
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olur [15].  

 

Tanım 2.4.1.4. 1 2,  q q  Қ kuaterniyonlarını alalım. O halde 

 

   :x  ҚҚ Қ 

           1 2 1 2,  q q q x q   

 

iki kuaterniyon arasındaki çarpma işlemi 

 

i. 
2 2 2

1 2 3 1e e e      

ii. 1 2 3e e e  ,  2 3 1e e e  ,  3 1 2e e e    

iii. 2 1 3e e e   ,  3 2 1e e e   ,  1 3 2e e e     

 

eşitlikleri ile tanımlanır. O halde 1 2,  q q  Қ  kuaterniyonları için  

 

1 2 31 1 1 1 1q d a e b e c e       ve   1 2 32 2 2 2 2q d a e b e c e      

 

olmak üzere 

 

   1 2 3 1 2 31 2 1 1 1 1 2 2 2 2q xq d a e b e c e x d a e b e c e        

 

 

 

 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

11 2 1 2 1 2 1 2

21 2 1 2 1 2 1 2

31 2 1 2 1 2 1 2

         

         

         

q x q d d a a b b c c

d a a d b c c b e

d b b d c d a c e

d c d c a b b a e

   

   

   

   

  

 

ile kuaterniyon çarpımı tanımlanır. Ayrıca katerniyon çarpımı  

 

i. İki kuaterniyonun çarpımı yine bir kuaterniyondur. 

ii. Kuaterniyon çarpımı birleşimlidir. 

iii. Kuaterniyon çarpımı dağılımlıdır. 
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iv. Kuaterniyon çarpımı değişimli değildir. 

 

özelliklerini sağlar [15]. 

 

Tanım 2.4.1.5. Her 1 2,  q q  Қ iki kuaterniyon olmak üzere 

 

   
1 2

1 21 2  ve q qq qq q S S V V      

 

ile kuaterniyonlar için eşitlik bağıntısı tanımlanır [15]. 

 

Tanım 2.4.1.6. Her 1 2,  q q  Қ iki kuaterniyon olmak üzere 

 

      1 2
1 21 2 q qq qq q S S V V       

 

dir. Yani 

 

   
1 2 1 2q q q qS S S     ve  

1 2 1 2q q q qV V V     

 

ile verilen eşitliklerle iki kuaterniyon arasındaki fark tanımlanır [15]. 

 

Tanım 2.4.1.7. Her 1 2 3q d ae be ce      Қ için 

 

   :K  ҚҚ Қ 

                 qq K q K    

                     q qq q qq S V K S V       

 

işlemi ile eşlenik tanımlanır ve qK  kuaterniyonuna q ’nun eşleniği denir. Buradan 

qK qV V   olduğundan  
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2 2 2 2

q qqxK K xq d a b c        

 

dır. O halde eşlenik işleminin aşağıdaki  

 

i.  
1 21 2 q qK aq bq aK bK     

ii.  
1 21 2 q qK q x q K x K   

iii.  qK K q   

 

özelliklerinin sağlandığı görülür [15]. 

 

Tanım 2.4.1.8. Her 1 2 3q d ae be ce    Қ için 

 

   :N Қ   

           q q qq N q N qxK K xq      

 

veya 

   
2 2 2 2

q q qN qxK K xq d a b c        

 

pozitif reel sayısına q reel kuaterniyonunun normu denir [15]. 

 

Tanım 2.4.1.9. Bir kuaterniyonun normu bir ise bu kuaterniyona özel olarak birim 

kuaterniyon denir ve 0q  ile gösterilir [15]. 

 

2.5. Dual-Hiperbolik Sayı Sistemi  

 

Tanım 2.5.1. 1 2,z z   iki hiperbolik sayı olmak üzere  1 2,z z  sıralı ikilisinin 

hiperbolik birimi 1  ve dual birimi   olmak üzere  2 0, 0     

 

1 2z z    
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sayısına dual-hiperbolik sayı denir ve dual-hiperbolik sayılar cümlesi 

 

    2

1 2 1 2,  ve  0, 0z z z z           

 

eşitliği ile tanımlanır. Burada 1 2 1 2, , ,x x y y   ve 1 1 2z x jx   ve 2 1 2z y jy   için  

 

   1 2 1 2x x j y y j        

 

dual-hiperbolik sayısı yazılabilir [21]. 

 

Tanım 2.5.2. 1 2 1 2x x j y y j        dual-hiperbolik sayısı için 

 

   1Re x    

 

reel sayısı,   dual-hiperbolik sayısının reel kısmı olarak adlandırılır [21].  

 

Tanım 2.5.3. 1 2z z    dual-hiperbolik sayısı için 1z  ve 2z  hiperbolik sayıları 

sırasıyla hiperbolik ve dual kısım olarak adlandırılır [21]. 

 

Tanım 2.5.4. 1 1 2z z   , 2 3 4z z     dual-hiperbolik sayılar olmak üzere 

dual-hiperbolik sayılarda toplama ve çıkarma işlemi 

 

          1 2 1 2 3 4 1 3 2 4z z z z z z z z           

 

eşitliği ile tanımlanır [21]. 

 

Tanım 2.5.5. 1 1 2z z   , 2 3 4z z     dual-hiperbolik sayılar olmak üzere 

dual-hiperbolik sayılarda çarpma işlemi 
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     1 2 1 2 3 4 1 3 1 4 2 3z z z z z z z z z z              

 

şeklinde tanımlanır [21]. 

 

Tanım 2.5.6. 1 1 2z z   , 2 3 4z z     dual-hiperbolik sayılar ve 
2Re 0   

olmak üzere dual-hiperbolik sayılarda bölme işlemi 

 

   1 1 2

2 3 4

z z

z z

 

 





  

   
  

  
1 2 3 4 2 3 1 41

2

1 2 3 4 3 3

z z z z z z z zz

z z z z z z

 


 

  
 

 
  

 

şeklindedir [21]. 

 

Tanım 2.5.7.  2 2A |z z   cümlesini  dual-hiperbolik sayı cümlesinin sıfır 

bölen cümlesi olarak tanımlayalım.  O halde 1 2z z     dual-hiperbolik 

sayısı için beş farklı eşlenik 

 

 

 

 

1

2

3

4

†

1 2

†

1 2

†

1 2

†

1

,                                    eşlenik

,                                       dual eşlenik conjugation

,                                    çift eşlenik

1

hiperbolikz z

z z

z z

z

 

 

 



 

 

 

     

 5

2

1

†

2 1

A ,  dual - hiperbolik

,                         

 eşleni

           anti-dual eşlenik

k
z

z

z z

 

 

 
  

 

 

 

 

şeklinde verilir ve buradaki " "  sembolü hiperbolik eşleniği temsil eder [22]. 

 

Tanım 2.5.8. 1 2z z     dual-hiperbolik sayısını alalım. O halde w  dual-

hiperbolik saysının modülü 
†i

   1 5i   olmak üzere 
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1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

2 2†

1 1 2†

2 † 2

1†

2 2†

1 1 2†

2 2†

1†

2 † 2 2

1 2 2 1†

2 Re

2 Im

A

z z z

z

z j z z

z

z z z z

   

  

   

   

   

    

   

    

     

     

  

 

beş farklı modül tanımlanır [22]. 

 

Teorem 2.5.1. 1 2z z     dual-hiperbolik sayısını için  

 

i.    
†1

1 22Re 2Rez z       

ii.  
†2

12 z        

iii.    
†3

1 22Re 2Imz j z       

iv.   
†4 2 1

1 1 2

1

z z
z z z

z
  

 
     

 
   1 0z    

v.    
†5

1 2 2 1z z z z         

 

eşitlikleri sağlanır [22]. 

 

Teorem 2.5.2. 1 2, ,     dual-hiperbolik sayılar olmak üzere  

 

i.  
†

†
i

i

  ,    
†4

11,..., 4 ve için 0i z   

ii.  
†5

†5

    

iii.  
† † †

1 2 1 2

i i i

      ,   1,...,5i    

iv.  
† † †

1 2 1 2

i i i

   ,   
†4

11,..., 4 ve için 0i z    



38 
 

 

v. 

†

†

1 1
i

i 

 
 

 
,   1 0z   1,...,4i    

 

eşitlikleri sağlanır [22]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 

 

BÖLÜM 3. DUAL-HİPERBOLİK FİBONACCİ VE LUCAS 

SAYILARI 

 

Horadam ilk olarak bir kuaterniyonun başlangıç katsayılarını Fibonacci sayısı alarak 

Fibonacci kuaterniyonlarını tanımladı [23]. Son zamanlarda ise birçok yazar bu 

makaleyi temel alarak Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarını çalıştı. Biz de bu 

çalışmaları gözönüne alıp Fibonacci ve Lucas katsayılı dual-hiperbolik sayı sistemi 

üzerinde temel teorem ve işlemleri çalıştık. 

 

3.1. Fibonacci ve Lucas Katsayılı Dual-Hiperbolik Sayılar 

 

Tanım 3.1.1. nF  ve nL  sırasıyla .n  dereceden Fibonacci ve Lucas sayıları olmak 

üzere Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayılar ve Lucas katsayılı dual-hiperbolik 

sayılar sırasıyla 

 

    *

1 2 3F |  Fibonacci sayısın n n n n n n nF R R F jF F jF F         

  

     *

1 2 3L |  Lucas sayısın n n n n n n nL P P L jL L jL L            

 

şeklinde tanımlanır. Burada   dual  2 0, 0   , j  hiperbolik  2 1j   ve j  

hiperbolik-dual   2
0, 0j j    birim belirtir. Buradan görüleceği üzere 

Fibonacci ve Lucas katsayılı dual-hiperbolik sayılar sırasıyla aşağıdaki şekilde ifade 

edilebilir.  

 

   *

1 2 3 1 2 3n n n n n n n n n n nF R R F jF F jF F F j F F j                      (3.1) 

   *

1 2 3 1 2 3n n n n n n n n n n nL P P L jL L jL L L j L L j                      (3.2) 
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Tanım 3.1.2. Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayılar nF  ve mF  olsun. 

Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayı cümlesi için toplama ve çıkarma işlemleri 

aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

 

   * *

n m n n m mF F R R R R                                                              

                                 1 1 2 2 3 3n m n m n m n mF F F F j F F F F j             (3.3) 

 

Tanım 3.1.3. Lucas katsayılı dual-hiperbolik sayılar nL  ve mL  olsun. Lucas 

katsayılı dual-hiperbolik sayılar cümlesi için toplama ve çıkarma işlemleri aşağıdaki 

şekilde tanımlanır. 

 

   * *

n m n n m mL L P P P P       

                                 1 1 2 2 3 3n m n m n m n mL L L L j L L L L j              (3.4)  

 

Tanım 3.1.4. Reel kuaterniyonların baz elementlerinin  1, , ,j j   değişmeli çarpımı 

aşağıdaki şemayla tanımlanır. 

 

  1  j    j  

1  1  j    j  

j  j  1  j    

    j  0  0  

j  j    0  0  

             Tablo 3.1. Reel kuaterniyonların birimlerinin çarpımı 

 

Tanım 3.1.5. Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayılar nF  ve mF  olsun. 

Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayılar cümlesi için çarpma işlemi Tanım 3.1.4. 

gözönüne alınırsa 

 



41 
 

 

   
 

 

 

* *

1 1 1 1

2 1 3 2 3 1

1 2 3 3 2 1

                         =

 

 

n m n n m m

n m n m n m n m

n m n m n m n m

n m n m n m n m

F F R R R R

F F F F F F F F j

F F F F F F F F

F F F F F F F F j

 





   

     

     

   

  

   

   

                    (3.5) 

 

eşitliği ile verilir. 

 

Tanım 3.1.6. Lucas katsayılı dual-hiperbolik sayılar nL  ve mL  olsun. Lucas 

katsayılı dual-hiperbolik sayı cümlesi için çarpma işlemi Tanım 3.1.4. gözönüne 

alınırsa 

 

   
 

 

 

* *

1 1 1 1

2 1 3 2 3 1

1 2 3 3 2 1

                        

  

  

n m n n m m

n m n m n m n m

n m n m n m n m

n m n m n m n m

L L P P P P

L L L L L L L L j

L L L L L L L L

L L L L L L L L j

 





   

     

     

   

   

   

   

                    (3.6) 

 

eşitliği ile ifade edilir. 

 

Tanım 3.1.7. nF  Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayısını alalım ve bu 

Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayısı 

 

   *

1 2 3n n n n n n nF R R F jF F jF          şeklinde yazılabildiğinden dolayı 

beş farklı eşlenik mevcuttur ve bu eşlenikler 

 

   1†

1 2 3n n n n nF F F j F F j                  (hiperbolik eşlenik)           

   2†

1 2 3n n n n nF F F j F F j                 (dual eşlenik)                    

   3†

1 2 3n n n n nF F F j F F j                 (çift eşlenik)                       

 4† 2 3
1

1

1 n n
n n n

n n

F F j
F F F j

F F j
  





 
   

 
       (dual-hiperbolik eşlenik)  

   5†

2 3 1n n n n nF F F j F F j                 (anti-dual eşlenik)          
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şeklinde tanımlanır. 

 

Teorem 3.1.1. FnF   bir Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayı olsun.

nF  sayısı için eşleniklerle ilgili 

 

1)  1†

22n n n nF F F F                                                                           (3.12) 

2)  1†

2 1 2 1 32n n n n n n n nF F F F F F F F                                                    (3.13) 

3)  2†

12n n n nF F F jF                                                                           (3.14) 

4) 2†

2 1 12n n n n nF F F j F F                                                                       (3.15) 

5)  3†

32n n n nF F F j F                                                                         (3.16) 

6)  3†

2 1 2 1
n

n n n nF F F F j                                                                 (3.17) 

7)  4† 1
3 2

1

2
2 n

n n n n n

n n

F
F F F F jF

F jF
 

 



   


                                              (3.18) 

8) 4† 2 2

1n n n nF F F F                                                                                  (3.19) 

9)        5†

2 3 1 1 2n n n n n n n nF F F F F F j F F j                            (3.20) 

10) 5†

2 3 3 1 2 2 5 2 1( ) ( )n n n n n n n n nF F F F F F F j F F                                           (3.21) 

                                3 2 12 n n n nF F F F j      

 

eşitlikleri tanımlanır. 

 

İspat. 

 

          1) Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayısı nF  olmak üzere (3.1) ve (3.7) 

eşitliklerinden 
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1† * *

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

                          

                          

n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n n

F F R R R R

F jF F jF F jF F jF

F F j F F j F F j F F j

 

 

   

     

     

    

             

       

 

 

eşitliği bulunur ve  (3.3) denklemi gözönüne alınırsa 

 

                            1†

22n n n nF F F F      

 

eşitliği elde edilir. 

 

          2) Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayı nF  olmak üzere (3.1) ve (3.7) 

eşitlikleri gözönüne alınırsa 

 

   
       

   

1† * *

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

                          

                          

n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n n

F F R R R R

F jF F jF F jF F jF

F F j F F j F F j F F j

 

 

   

     

     

    

             

       

 

 

denklemi elde edilir. Yukarıda elde edilen denklem için (3.5) eşitliğinden 

yararlanırsa 

 

                              1†

2 1 2 1 32n n n n n n n nF F F F F F F F           

 

eşitliği elde edilir. 

 

          3) Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayı nF  olmak üzere (3.1) ve (3.8) 

eşitlikleri gözönüne alınırsa 
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2† * *

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

                          

                          

n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n n

F F R R R R

F jF F jF F jF F jF

F F j F F j F F j F F j

 

 

   

     

     

    

             

       

  

 

denklemi bulunur ve bu denklemde Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayılar için 

toplamı işlemi olan (3.3) eşitliği gözönüne alınırsa  

 

                             2†

12n n n nF F F jF      

 

bulunur. 

 

           4) Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayı nF  olmak üzere (3.1) ve (3.8) 

eşitlikleri gözönüne alınırsa 

 

   

       

   

2† * *

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

                          

                          

n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n n

F F R R R R

F jF F jF F jF F jF

F F j F F j F F j F F j

 

 

   

     

     

    

             

       

  

 

eşitliği elde edilir. Daha sonra Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayıların çarpma 

işlemi olan (3.5) eşitliği gözönüne alınırsa 

 

                       2†

2 1 12n n n n nF F F jF F      

 

denklemi bulunur. 

 

           5) Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayılar için (3.1) ve (3.9) eşitlikleri 

gözönüne alınırsa 
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3† * *

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

                          

                          

n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n n

F F R R R R

F F j F F j F F j F F j

F F j F F j F F j F F j

 

 

   

     

     

    

             

       

      
 

 

denklemi bulunur. Yukarıda elde edilen denklem için (3.3) eşitliği gözönüne alınırsa 

 

                         3†

32n n n nF F F j F      

 

elde edilir. 

 

        6) Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayı nF  olmak üzere (3.1) ve (3.9) 

eşitlikleri gözönüne alınırsa 

 

   
   

3† * *

1 2 3 1 2 3                         

n n n n n n

n n n n n n n n

F F R R R R

F F j F F j F F j F F j

 

        

    

       

  

 

denklemi bulunur. Buradan Fibonacci katsyılı dual-hiperbolik sayılar için çarpma 

işlemi ve (2.4) denklemi gözönüne alınırsa 

 

                         3†

2 1 2 1
n

n n n nF F F F j        

 

denklemi bulunur. 

 

        7) Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayı nF  olmak üzere (3.1) ve (3.10) 

eşitliklerinden 
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4

*
† *

2 3
1 2 3 1

1

1

                          1

n
n n n n n

n

n n
n n n n n n

n n

R
F F R R R

R

F jF
F jF F jF F jF

F jF

 

   
   



  
      

  

  
              

  

 

denklemi bulunur ve bu denklemde (3.3) gözönüne alınırsa 

 

 4† 1
3 2

1

2
2 n

n n n n n

n n

F
F F F F jF

F jF
 

 



   


  

 

denklemi elde edilir. 

 

           8) Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayı nF  olmak üzere (3.1) ve (3.10) 

eşitlikleri gözönüne alınırsa 

 

 

   

4

*
† *

2 3
1 2 3 1

1

1

                         1

n
n n n n n

n

n n
n n n n n n

n n

R
F F R R R

R

F jF
F F j F F j F jF

F jF

 

    
   



  
      

  

  
        

  

  

 

eşitliği bulunur ve bu eşitlikte (3.5) denklemi gözönüne alınırsa 

 

                      4† 2 2

1n n n nF F F F      

 

eşitliği bulunur. 

 

          9) Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayı nF  olmak üzere (3.1) ve (3.11) 

eşitliklerinden 
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5† * *

1 2 3 2 3 1                          

n n n n n n

n n n n n n n n

F F R R R R

F F j F F j F F j F F j

 

        

    

       
  

 

denklemi bulunur. Buradan Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayılarda toplama 

işlemi gözönüne alınırsa 

 

               5†

2 3 1 1 2n n n n n n n nF F F F F F j F F j              

 

eşitliği elde edilir. 

 

       10) Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayı nF  olsun. O halde (3.1) ve 

(3.11) eşitlikleri kullanırsa 

 

   
   

5† * *

1 2 3 2 3 1                          

n n n n n n

n n n n n n n n

F F R R R R

F F j F F j F F j F F j

 

        

    

       
  

 

denklemi elde edilir. Bulunan denklemde (3.5) eşitliği ve (2.3) denklemi gözönüne 

alınırsa 

 

   
 

5† * *

2 3 3 1 2 2 5 2 1 3 2 1                         ( ) ( ) 2

n n n n n n

n n n n n n n n n n n

F F R R R R

F F F F F j F F F F F F j

 

         

    

      
  

 

denklemi bulunur. 

 

Tanım 3.1.8. Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayısı nF  olmak üzere j-

modülü  1 5j 
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1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

2 †

†

2 †

†

2 †

†

2 †

†

2 †

†

n n n

n n n

n n n

n n n

n n n

F F F

F F F

F F F

F F F

F F F

 

 

 

 

 

   
          (3.22) 

 

eşitlikleri ile verilir. 

 

Teorem 3.1.2. nF  ve nL  sırasıyla Fibonacci ve Lucas katsayılı dual-

hiperbolik sayılar olmak üzere, 0n   için 

 

1) 1 2n n nF F F    

2) 1 2n n nL L L    

3) 1 1n n nF F L    

4) 2 2n n nF F L    

5) 2 2

1 2 1 2 3 2 2 2 5 2 3 2 4(2 ) 3n n n n n n n nF F F F F j F F F j               

6) 2 2

1 1 2 2 2n n n nF F F F      

7) 1 1 1 3 5 52 2 4n m n m n m n m n m n mF F F F F F i F F j                  

8) 1 2 3 1n n n n nF F j F F j F          

 

eşitlikleri verilir. 

 

İspat. 

 

1) Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayısı için (3.1) ve  (3.5) eşitliklerini 

kullanılırsa  
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* *

1 1 1

1 2 3 1 2 3 4

1 1 2 2 3 3 4

2 3 4 5

                           

                          

n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n

F F R R R R

F F j F F j F F j F F j

F F F F j F F F F j

F F j F F j

 

   

 

 

  

      

      

   

    

       

       

   

2 nF 

  

 

denklemi elde edilir. 

 

 

2) Lucas katsayılı dual-hiperbolik sayısı için (3.2)  ve  (3.4) eşitlikleri gözönüne 

alınırsa 

 

   
   

       

* *

1 1 1

1 2 3 1 2 3 4

1 1 2 2 3 3 4

                           

                           

                           

n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n n

L L P P P P

L L j L L j L L j L L j

L L L L j L L L L j

 

   

 

  

      

      

    

       

       

2 3 4 5

2

n n n n

n

L L j L L j

L

    



   



  

 

eşitliği bulunur.

 

 

3) Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayı nF  olmak üzere (3.1) eşitliğini ve 

(2.13) özdeşliği dikkate alınırsa 

 

   
   

       

* *

1 1 1 1 1 1

1 1 2 1 2 3 4

1 1 2 1 3 2 4

                            

                            

                   

n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n n

F F R R R R

F F j F F j F F j F F j

F F F F j F F F F j

 

   

 

     

      

      

    

       

       

1 2 3

n

         

                            

n n n nL L j L L j

L

      



 

 

eşitliği elde edilir. 
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4) Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayı 
nF  olmak üzere (3.1) eşitliğini ve 

(2.13) özdeşliği dikkate alınırsa 

 

   
   

       

* *

2 2 2 2 2 2

2 3 4 5 2 1 1

2 2 3 1 4 5 1

                            

                            

                  

n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n n

F F R R R R

F F j F F j F F j F F j

F F F F j F F F F j

 

   

 

     

      

      

    

       

       

1 2 3

n

          

                            

n n n nL L j L L j

L

      

  

 

denklemi bulunur. 

 

5) Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayısı için (3.1) eşitliğinin her iki tarafının 

karesini alınırsa  

 

     
2

2 * 2 2

1 1 2 1 3 3 1 22 2 2n n n n n n n n n n n n n n nF R R F F F F j F F F F F F F F j                 

 

   

 

2
2 * 2 2

1 1 1 1 2 1 2 1 3 2 4

1 4 2 3

2 2

                                        2

n n n n n n n n n n n

n n n n

F R R F F F F j F F F F

F F F F j

 



          

   

      

 
  

 

eşitlikleri elde edilir. 

 

Yukarıdaki eşitlikler için (2.8) ve (2.2) denklemleri gözönüne alınırsa aşağıdaki 

 

   
2 2

2 2 * *

1 1 1

2 1 2 3 2 2 2 5 2 3 2 4                           (2 ) 3

n n n n n n

n n n n n n

F F R R R R

F F F j F F F j

 

 

  

     

    

     
  

 

eşitliği elde edilir. 

 

6) nF  Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayı olsun. O halde Fibonacci katsayılı 

dual-hiperbolik sayılar için olan (3.3) ve (3.5) eşitlikleri ve Fibonacci sayıları için 

verilen (2.2) ve (2.8) eşitlikleri gözönüne alınırsa 
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2 2
2 2 * *

1 1 1 1 1 1

2 2

1 2 1 2 1 3 2 4

1 4 2 3

2 2

1 1 1

2 2
                            

2

2 2
                                

n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n

n n n n n

F F R R R R

F F F F j F F F F

F F F F j

F F F F j F F

 





     

       

   

  

    

    
  

   

  


 

 

1 2

1 2 1

2 2 2 2 1 2 2 2 4 2 3

2

                            ( 2 ) 3

n n n

n n n n

n n n n n n

F F

F F F F j

F F F j F F F j





 

 

  

    

 
 
   

     

 

 

denklemi bulunur. 

 

7) nF  Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayı olsun. O halde Fibonacci katsayılı 

dual-hiperbolik sayılar için olan (3.3) ve (3.5) eşitlikleri ve Fibonacci sayıları için 

verilen (2.2) ve (2.8) eşitlikleri gözönüne alınırsa 

 

           

 

* * * *

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1                                                               =

                                     

n m n m n n m m n n m m

n m n m n m n m

F F F F R R R R R R R R

F F F F F F F F j

        

   

             
   

  

 

 

2 1 3 2 3 1

n+1 m+2 n m+3 n+3 m n+2 m+1

                           

                                                                 + F F +F F +F F +F F jε

                                         

n m n m n m n mF F F F F F F F         

 

 

1 1 2 2 2 1 1 2

1 3 2 4 3 1 4 2

                       

                                                                

                                       

n m n m n m n m

n m n m n m n m

F F F F F F F F j

F F F F F F F F 

       

       

   

   

 

 

2 3 1 4 4 1 3 2

1 3 2 3 5

                         

                                                              2

                                   

n m n m n m n m

m n n m n m n m n m

F F F F F F F F j

F F F j F F





       

         

   

    

4                              3

                                                     

n mF j 

 

eşitliği elde edilir.  

 

8) nF  Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayı olsun. O halde Fibonacci katsayılı 

dual-hiperbolik sayılar için olan (3.3) ve (3.5) eşitlikleri ve Fibonacci sayıları için 

verilen (2.2) ve (2.8) eşitlikleri gözönüne alınırsa  
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1 2 3 1 2 3

1 2 3 4

2 3

                                 

                                                                          +

n n n n n n n n

n n n n

n n n

F F j F F j F F i F F j

F F j F F j j

F F j F

   

 

     

   

  

        

   

  

 

4 5

3 4 5 6

1

                                                                        

                                                                      

n

n n n n

n

F j

F F j F F j j

F

  

  



   





   


 

 

eşitliği elde edilir. 

 

Teorem 3.1.3. nF  ve nL  sırasıyla Fibonacci ve Lucas katsayılı negadual-

hiperbolik sayılar olsun. Buradan 0n   için  

 

a)      
1

1 1 2
n n

n n nF F L j j 


        

b)      
1

1 1 5 2
n n

n n nL L F j j 


      
 

 

özdeşlikleri sağlanır. 

 

İspat. 

 

a) nF  Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayı olmak üzere, Fibonacci sayıları 

için verilen (2.9) ve (2.14) eşitlikleri ve Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayıların 

tanımı kullanılırsa 

 

     

       

       

     

*

1 2 3

1 1

1 2 3

1 1 1 1

1 2 3

1 1 1

1 2 3

            1 1 1 1

            1 1 1 1

               1 1 1

       

n n n n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

n n n

n n n

F R R F F j F F j

F F j F F j

F F j F F j

F j F F j

 

 

 

 

         

 

  

   

  

  

  

     

       

       

     

     

             

       

     

1

1 2 3

1

1 1 2 2 3 3

1

1

        1 1 1

            1 1 1   1

            1 1 1 1 2

            1 1 2

n n n

n n n

n n n n

n n n n n n n

n n n n

n n n n

n n

n n

F j F F j

F F F j F F F F j

F L j L L j

F L j j
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eşitliği elde edilir. 

 

b) 
nL  Lucas katsayılı dual-hiperbolik sayı olmak üzere, Lucas ve Fibonacci 

sayıları için verilen (2.15) ve (2.17)  eşitlikleri kullanılırsa 

 

     

     

       

     

*

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

            ( 1) 1 1 1

            1 1 1 1

               1 1 1

               

n n n n n n n

n n nn

n n n n

n n n n

n n n n

n n n

n n n

L P P L L j L L j

L L j L L j

L L j L L j

L j L L j

 

 

 

 

         

  

  

  

  

     

       

       

     

      

             

       

     

1 2 3

1 2 3

1 1 2 1

1 1 2 2 3 3

1 1 1

1

1 1 1

            1 1 1 1

            1 5 1 5 1 10 1

            1 1 5 2

n n n

n n n

n n n n

n n n n n n n

n n n n

n n n n

n n

n n

L j L L j

L L L j L L L L j

L F j F F j

L F j j

 

 

 

 

  

  

   

     

  



   

          

       

     

 

denklemi elde edilir.  

 

Teorem 3.1.4. nF  Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayı ve 

0 1 2 31, , ,e e j e e j       olmak üzere Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayılar 

için üreteç fonksiyonu 

 

      
 

3

12
0

1
( )

1
s s s

s

g x F F x e
x x





 
 


  

eşitliği elde edilir. 

 

İspat. Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayılarının üreteç fonksiyonu 

 

 
0

n

n

n

g x P x
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olsun. Burada  1 2 3, , ,n n n n nP F F F F   ’dır. O halde üreteç 

fonksiyonu sırasıyla x ve 2x  ile çarpılırsa 

 

 

 

2

0 1 1

2 2 3

0 1 2

... ...

... ...

n

n

n

n

xg x P x Px P x

x g x P x Px P x





    

    
 

 

eşitlikleri yazılabilir. Daha sonra gerekli düzenlemeler yapılarak 

 

   
3

0 1 02
0

1
( )

1
s

s

g x P P P x e
x x 

  
 

  

 

eşitliği bulunur ve ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.1.5. Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayılar için Binet formülü 

 1 2 3, , ,n n n n nP F F F F    olmak üzere 

 

1 0 1n n nP PF P F    

 

eşitliği ile verilir. 

 

İspat. nP  sayısı için 
n n

nP A B    eşitliğini alalım. Bu eşitlikte 0n   ve 1n   

değerleri için 

 

1 0P P
A



 





 ,      0 1P P

B


 





 

 

olur. Bu durumda n n

nP A B    eşitliği 
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   1 0 0 1

1 n n

nP P P P P   
 

       

 

şeklinde yazılabilir. Daha sonra, 0P  ve 1P  sayılarının Teorem 3.1.4 olan karşılıkları 

yazılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

1 13 3

1

0 0

n n n n

n s s s s

s s

P F e F e
   

   

 



 

    
    

    
 

 

 

eşitliği bulunur ve 0 1 2 31, , vee e j e e j      karşılık gelir. Son olarak da 

 

1 0 1n n nP PF P F    

 

eşitliği elde edilir. 

 

Teorem 3.1.6. (Binet Formülü) nF  ve nL  sırasıyla Fibonacci ve Lucas 

katsayılı dual-hiperbolik sayılar olsun. Burada 1n   olmak üzere sırasıyla Fibonacci 

ve Lucas katsayılı dual-hiperbolik sayılar için Binet formülü sırasıyla 

 

n n

nF
  

 





 

n n

nL    
 

 

eşitkleri ile tanımlanır ve burada   ve   sayıları 
2 31 j j          ve 

2 31 j j          şeklinde ifade edilir. 
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İspat. Fibonacci ve Lucas sayıları için olan Binet formülü gözönüne alınırsa 

Fibonacci ve Lucas katsayılı dual-hiperbolik sayılar için  

 

   

*

1 2 3

1 1 2 2 3 3

2 3 2 3

          

1 1
          

n n n n n n n

n n n n n n n n

n n

F R R F F j F F j

j j

j j j j

  

       
 

       

           

 

  

     

     

   
   

   

      




 

 

ve 

 

     

   

*

1 2 3

1 1 2 2 3 3

2 3 2 3

           

           1 1

n n n n n n n

n n n n n n n n

n n

L P P L L j L L j

j j

i j j j

  

         

           

  

     

     

       

       

 

 

eşitlikleri yazılabilir. Daha sonra sırasıyla 
2 31 j j        ve 

2 31 j j        sayıları yerine   ve  yazılırsa sırasıyla Fibonacci ve Lucas 

katsayılı dual-hiperbolik sayılar için Binet formülü  

 

n n

nF
  

 





 

 

ve 

 

n n

nL      

 

eşitlikleri ile tanımlanır. 

 

Teorem 3.1.7. (D’Ocagne Özdeşliği) nF  ve mF  Fibonacci katsayılı dual-

hiperbolik sayılar olsun. O halde , 0n m    değerleri için 
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                1 1 1 (1 3 )
n

m n m n m nF F F F F j j          

 

Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayılar için d’Ocagne özdeşliği elde edilir. 

 

İspat. Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik için (3.1) ve (3.5) eşitlikleri gözönüne 

alınırsa  

 

     

 

 

* *

1 1 1 1 1 2 1 1 2

3 1 4 2 1 3 2

1 3 4 3 1 2 2

                             

                             

m n m m n n m n m n m n m n

m n m n m n m n

m n m n m n m n

F F R R R R F F F F F F F F j

F F F F F F F F

F F F F F F F F j

 





        

      

      

        

   

   

 

 

ve  

 

     

 

 

* *

1 1 1 1 2 1 2 1 1

1 2 2 3 3 4 1

2 2 1 3 4 3 1

                             

                             

m n m m n n m n m n m n m n

m n m n m n m n

m n m n m n m n

F F R R R R F F F F F F F F j

F F F F F F F F

F F F F F F F F j

 





        

      

      

        

   

   

 

 

eşitlikleri bulunur. Yukarıda elde ettiğimiz eşitliklerde (3.3) ve (2.5) denklemleri 

gözönüne alınırsa Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayılar için d’Ocagne özdeşliği  

 

     1 1 1 (1 3 )
n

m n m n m nF F F F F j j          

 

elde edilir. 

 

Teorem 3.1.8. (Cassini Özdeşliği) nF  ve nL  sıarsaıyla Fibonacci ve Lucas 

katsayılı dual-hiperbolik sayılar olsun. O halde bu sayılar için Cassini özdeşliği 

sırasıyla  

 

a)      2

1 1 1 3
n

n n nF F F j j       
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b)    
12

1 1 5 1 ( 3 )
n

n n nL L L j j


       

 

eşitlikleri ile verilir. 

 

İspat. 

 

a) Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayısının tanımı olan (3.1) eşitliği ve (3.5) 

denklemi kullanılırsa 

 

     
2

2 * 2 2

1 1 2 1 3 1 2 32 2 2n n n n n n n n n n n n n n nF R R F F F F j F F F F F F F F j                 

 

     

   

* *

1 1 1 1 1 1 1 2 2 1 1

2 2

1 2 3 1 4 1 2 1 4 3                               2

n n n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n

F F R R R R F F F F F F F F j

F F F F F F F F F F F F j

 

 

           

         

        

      

 

eşitlikleri elde edilir. Bulduğumuz eşitliklerde Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik 

sayılar için çıkarma işlemi yapılır ve (2.2), (2.3), (2.5) özdeşlikleri kullanılırsa

 

 

 

 
 

 

1 1 2 2 1 1

2 2 2

1 1 1 2 3 1 4

1 2 1 4 3

2 2

1 1 2 3 1

3 2 1

2

2 2( )
  

2( )

( 1) 3

n n n n n n n n

n n n n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n

n

F F F F F F F F j

F F F F F F F F F

F F F F F F j

F F F F j F F F F

F F F F j

j j











     

      

    

    

  

   
 

       
 
    

    
  

  

  

 

 

denklemi elde edilir. 

 

b) Lucas katsayılı dual-hiperbolik sayısı için (3.6) eşitliği ve Fibonacci sayısı için 

(2.11) eşitliği gözönüne alınırsa 
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1 1 2 2 1 1

2 2 2

1 1 1 2 3 1 4

1 2 1 4 3

2 2

1 1 2 3 1

3 2 1

1

2

2 2( )
   

2( )

5 1 (

n n n n n n n n

n n n n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n

n

L L L L L L L L j

L L L L L L L L L

L L L L L L j
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eşitliği elde edilir. 

 

Teorem 3.1.9. (Catalan Özdeşliği) Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayısı nF  

olsun. O halde Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayılar için Catalan özdeşliği  
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şeklindedir. 

 

İspat. Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayılar için (3.5) denklemi kullanılırsa 

 

 
   

2
2 * 2 2

1 1

2 1 3 1 2 3

2

              2 2

n n n n n n n

n n n n n n n n

F R R F F F F j

F F F F F F F F j



 

 

     

    

   
  

 

   
 

 

* *

1 1 1 1

2 1 3 2 3 1

                            

                             

            

n r n r n r n r n r n r

n r n r n r n r n r n r n r n r

n r n r n r n r n r n r n r n r

F F R R R R

F F F F F F F F j

F F F F F F F F

 



     

           

             

    

   

   

 1 2 3 3 2 1                  n r n r n r n r n r n r n r n rF F F F F F F F j                

 

 

eşitlikleri elde edilir. Fibonacci sayıları için olan (2.4) ve (2.6) eşitlikleri gözönüne 

alınıp gerekli işlemler yapılırsa 
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Fibonacci katsayılı dual-hiperbolik sayılar için olan Catalan özdeşliğini elde ederiz. 

   

 

 

 

 



 
 

 

 

 
 

BÖLÜM 4. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

 

Bu çalışmadaki orijinal kısım üçüncü bölüm olup bu bölümde ‘Dual sayıların 

bileşenleri hiperbolik sayılar olursa ne olur?’ sorusu üzerinde duruldu. Bunun için ilk 

olarak Fibonacci ve Lucas katsayılı dual-hiperbolik sayı sistemi tanımlandı. Bu sayı 

sistemi için toplama, çıkarma ve çarpma işlemleri verildi. Daha sonra ise Fibonacci 

ve Lucas katsayılı dual-hiperbolik sayı sistemi için beş farklı eşlenik tanımlandı ve 

bu beş farklı eşlenikle ilgili eşitlikler ispatlandı. Ayrıca Fibonacci katsayılı dual-

hiperbolik sayılar için üreteç fonksiyonu elde edildi. Sonrasında ise Fibonacci ve 

Lucas katsayılı dual-hiperbolik sayılar için Binet formülü tanımlandı. Son olarak ise 

bu sayılar için iyi bilinen Cassini, Catalan, D’Ocagne özdeşlikleri ve önemli eşitlikler 

tanımlandı. 

 

Bu tezde tanımlanan Fibonacci ve Lucas katsayılı dual-hiperbolik sayı sistemi 

sayesinde genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas katsayılı dual-hiperbolik sayısı sistemi 

ve genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas katsayılı dual-kompleks sayı sistemi 

alanlarına da yer açtık. Ayrıca tanımlanabilecek daha kapsamlı sayı sistemleri için de 

temel niteliğinde bir sayı sistemi tanımladık. 
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