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OZET

Anahtar kelimeler: Dual-Kompleks Sayilar, De-Moivre Formiilii, Euler Formiilii

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci bdliim giris kismina ayrilmistir. Ikinci
boliimde Reel, Kompleks ve Dual kuaterniyonlar tanitilmistir. Ayrica Reel, Kompleks
ve Dual kuaterniyonlar i¢in De-Moivre ve Euler formiilleri verilmistir.

Ucgiincii béliim tezin orijinal kismii olusturmaktadir. Tezin orijinal kismi bes alt
béliim halinde diizenlenmistir. ilk béliimde dual-kompleks sayilarin cebirsel yapilart
tanitilmig ve trigonometrik degerler verilmistir. Daha sonra dual-kompleks sayilarin
iistel gosterimi tiiretilmis ve bu gosterim ile Euler Formiilii verildi. Ayrica Euler
Formiilii yardimiyla De-Moivre Formiilii bulundu. Son olarak dual-kompleks sayilarin
Logaritmik ve Matris gosterimleri verildi.

Dérdiincii boliimde bu tezin bir degerlendirilmesi yapilmis ve bundan sonra yapilacak
arastirmalara yonelik 6nerilerde bulunulmustur.
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DE-MOIVRE FORMULA FOR DUAL-COMPLEX NUMBERS

SUMMARY

Keywords: Dual-Complex Numbers, De-Moivre Formula, Euler Formula

This thesis consists of four chapters. The first chapter is the introduction. In the second
part, Real, Complex and Dual quaternions are introduced. De-Moivre and Euler
formulae are given for Real, Complex and Dual quaternions.

The third part is the original part of the thesis. The original part of the thesis is
organized in five sub-sections. In the first chapter, algebraic strutures of dual- complex
numbers are introduced and trigonometric values are given. Then the exponential
representation of the dual-complex numbers is derived and the Euler formula is given.
Finally, logarithmic and matrix representations of dual-complex numbers are given.

In the fourth chapter of this thesis, the general evaluation of the study is given and a
suggestion is proposed for further investigations.
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BOLUM 1. GIRIS

Italyan matematikgiler G.Carden (1501-1576) ve Rafael Bombelli (1526-1572),
Fransiz filozof Rene Descartes (1596-1650) kompleks sayilar i¢in ¢esitli ifadeler
kullanmiglardir. Fakat kompleks sayilar igin ilk defa Leonard Euler (1707-1783)

i=v— ifadesini kullanmustir [1]. Daha sonra da Euler kompleks sayilarin iistel

gosterimi olarak €'’= cos@+isin@ esitligini gosterdi. Abraham de Moivre (1667-

1754) kendi adi ile bilinen De-Moivre formiiliinii,
(cos@+isin@)" = cos(nd) +isin(no)

ifadesini gostermistir.

19. Yiizyilin iizerinde en c¢ok ugrasilan konularindan biri kuaterniyonlardir.
Kuaterniyonlar irlandali matematik¢i W. R. Hamilton (1805-1865) tarafindan 1843
yillarinda kompleks sayilarin genellestirilmis hali olan 4-boyutlu yeni bir say1 sistemi
olarak tantmlanmustir [2]. Kuaterniyonlar da ayni reel sayilar ya da kompleks sayilar
gibi bir say1 sistemidir. Reel sayilar bir, kompleks sayilar iki bilesenden olusurken
kuaterniyonlar 4 bilesenden olusur. Bu say1 sistemi Hamiltonun matematige yapmis

oldugu en 6nemli katkilardan biri olarak gdsterilir.

Kuateniyonlar sistemi sonraki yillarda gelismeye devam etmis ve yeni tanimlamalar
yapilmistir. Tiirkiyede de gerek lisans gerekse lisaniistii egitim programlarinda

Ogretimine yer verilmis bir ¢cok akademik ¢aligmada kullanilmistir.

Kompleks sayilarda iyi bilinen bir formiil olan De-Moivre formiilii E. Cho tarafindan

kuaterniyonlar i¢inde uyarlanmistir [3].

Ingiliz geometrici William Kingdon Clifford (1843-1879) tarafindan dual sayilar

ortaya atilmig ve gelistirilmistir [4]. Dual sayilarin tanimlanmasi yeni birgok



calisgmayada yol agmistir. Kuaterniyonlar {izerine yapilan c¢alismalar dual
kuaterniyonlarin tiiretilmesine yol agmistir. Dual kuaterniyonlara ait bilinen en 6nemli
caligmalar Majernik [5] ve Yiice [6] tarafindan yapilmistir. Yeni bir kuaterniyon ¢esidi
olan dual kuaterniyonlarda calisan Majernik fizikteki bir ¢ok problem dual
kuaterniyonlar araciligtyla ¢oziilebilecegini sdylemistir [5]. Yiice tarafindan yapilan
calismada dual kuaterniyonlarin matris karsilig1 gosterilmis ve kompleks sayilar igin

gosterilen Euler ve De-Moivre formiilleri dual kuaterniyonlar i¢in de gosterilmistir [6].

Bu ¢alismanin amaci dual-kompleks sayilarin i¢in Euler ve De-Moivre formiillerini
gostermektir. Oncelikle dual-kompleks sayilar kiimesi tanitilacak ve cebirsel islemler
verilecektir. Dual-kompleks sayilara karsilik gelen agiin gosterimi yapilip ve Dual-
kompleks sayilarin iistel ifadesi yapilacaktir. Euler ve De-Moivre formiilleri ispat
edilecek ve son olarak Dual-kompleks sayilarin matris gosterimleride verilecektir. Son

olarak bulunan teoremler 6rnekler ile desteklenecektir.



BOLUM 2. REEL, KOMPLEKS VE DUAL KUATERNIYONLAR

Irlandali matematik¢i Sir William Rowan Hamilton’un matematige kattig1
kuaterniyonlar kompleks sayilarin {ist kiimesi olarak diisliniilebilir. Reel sayilarin
genisletilmesiyle elde edilen karmasik sayilar nasil iki boyutlu uzayda nokta ifade

ediyorsa kuaterniyonlarda dort boyutlu uzayda bir nokta gibi diistiniilebilir [7].
Kuaterniyonlarin gelistirilmesi fizik alaninda bir ¢ok hareketin anlamlandirilmasinida
kolaylastirmistir. Tiirk fizik¢i Prof. Dr. Feza Giirsoy kuaterniyonlarin 6nemini anlamis
ve fizik kanunlarin1 kuaterniyonlar ile ifade eden kitabin1 ¢ikarmistir [7].

2.1. Reel Kuaterniyonlar

Tamm 2.1.1. Reel sayilar kiimesinden keyfi  x,, x,, x;ve x, sayilar: alinsin. Bir reel

kuaterniyonun cebirsel ifadesi

q=X, + Xl + X3] + XK

seklinde ifade edilebilir. Burada ki I,jvek tg¢ boyutlu vektér uzayinda birim

vektorlerdir. Bu birim vektorler

ij=—ji=k jk=—kj=1i,ki=-ik= ]

denklemlerini saglar. Burada {1,i,j, k} birimlerinin ¢arpimi asagidaki tabloda

verilmistir.



1 i ] k
1 1 1 j Kk
i i -1 k —j
j j -k -1 i
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Tablo 2.1. Reel kuaterniyonlarin birimlerinin ¢arpimi

q reel kuaterniyonu i¢in S, =X; skaler kismive V, =x,i + X;j +x,k vektorel kismi

gostermek tizere q =S, +V, olarak yazilabilir [8].

Tamm 2.1.2. k= {q :q=S5, +V?} reel kuaterniyonlar kiimesi olmak iizere q,, g, ex

kuaterniyonlarini alalim. O halde

D KXK = K

(Q11 Q2)_) q,®q, = Sq1+q +\70n®q

islemi

S =S +S veVgeq =Vq @V

dqi+02 qu 92 12 1 2

reel kuaterniyonlar kiimesi lizerinde toplama islemi olarak tanimlanir. Toplama
isleminin etkisiz eleman1 sifir Kuaterniyonu olarak adalandirilir ve (O, 0,0,0) ile

gosterilir [9].
Tanim 2.1.3. 1 reel sayisin1 ve q reel kuaterniyonunu alalim. Buna gore

Ok xx K
(4,9) > 200 =Aq=4S,+ AV,



bi¢iminde tanim1 yapilan isleme skaler ile reel kuaterniyonun ¢arpim islemi denir [9].
Tanim 2.1.4. g, ve g, reel kuaterniyonlar1 alalim. Burada

X KXK—> K

(0, 0,) = 6 ¥ 0,
x lizerinde kuaterniyon ¢arpim islemi
iP=j=k’=-1
ij=—ji=k, jk=—kj=1i,ki=—-k=j
birimlerinin 6zellikleri dikkate alinarak

0. XQy= (X1+ Xl + X3 + X K )X(y1+ Yol +Ys] + YK )
=X Y1 XY= XYz — XY, t+ ( X Yo+ Xo Y1+ X3y, — X4y3)i +
(X1Y3+ X3Y1— X ¥yt X4y2) j+ (le4+ X Y1+ X Y3 — Xsyz)k

seklinde tanimlanir.

Burada reel kuaterniyonlarin ¢arpma islemi kapalilik, birlesim ve dagilim

ozelliklerini saglar fakat degisme 6zelligini saglamaz [9].

Tanim 2.1.5. Her g, veq, ikireel kuaterniyon olmak iizere kuaterniyonlar cebri

tizerinde

esitlik bagintisi tanimlanir [9].



igin ¢ = X+ X,i + X3j + X,k = S, +V, kuaterniyonu i¢in

Tanim 2.1.6. Her gqex

K: kxxx— K

q—>K(a)=g
q=Sq+Qq —_>q=STJ—Vq

islemi ile eslenik tanimlanir. q=S, +V—q kuaterniyonunun eglenigi az S, _V?

olarak gosterilir [8].

Tamm 2.1.7. Eger q=S,+V, reel kuaterniyonu igin skaler kismi S,=0 ise

0=V, =X + X +Xx,k olur. Bu ifadeye vektor kuaterniyonu denir.

Dolayisiyla vektor kuaterniyonun eslenigi

olur [8].
Tanmm 2.1.8. Her gex igin q=x, + X,i + X;j +x,k reel kuaterniyonu i¢in eslenik

islemi asagidaki 6zellikleri saglar [9]. (4, u €®

I AQ+ = A q+ puq,
. q_xq1=<_1><al

iii. (q)=q

Tanimm 2.1.9. I:|er Q=X+ X1+ X;] +X,K bir reel kuaterniyon olmak iizere



N:x—> R
q—>N(q)=N,=gxq=0xq

ile tanimlanan igleme q kuaterniyonunun normu denir veya

N,=qxq=0xq
islemini agik sekilde yazasak

Ny =0 x 0= (X Xl + Xa + XK )X (X=Xl = X3] — X,k )
= XXy + XoXp + XgXg + Xy Xg + (=X Xg + Xo X — XgXy + Xy Xg )i +
(=X Xs + XaXy + Xo Xy = X Xg ) J + (XX, + Xy X = Xo X5 + X5 X, ) K

2 2 2 2
Ny =X "+%"+%"+X
olur. Bu pozitif reel sayiya q reel kuaterniyonunun normu denir [8].

2.2. Reel Kuaterniyonlarin Kutupsal Formu

Tanim 2.2.1. g =X, + X,i + Xsj + X,k reel kuaterniyonu olmak {iizere, reel eksen ile g

arasinda @ kadar bir a¢1 olsun,
g= JNq (cos6’+e sin 0)

ifadesine q reel kuaterniyonunun kutupsal gosterimi denir.

Burada ki e birim vektorii ve @ acist,

( X X X \

e=(e,e,&)=l ) 3 4 |

L\/xz2 + X7+ X[ \/xj + X+ X%/ \/xj + X2+ X%/ J




olacak sekildedir. Gergektende bu kutupsal gosterim,

=X, + X, + X3 ] + XK

:\/Tq?( x4 1 (x2i+x3j+x4k)\|
W

(
— x X2+ X+ %] X X X 1

=JW| L4 N, K 2 +j 3 +k 4 ||
. F ’ L\/X22+X32+X42 X2+ %+ %, \/x22+x32+x42J|
(M )

= JNT(coséHsin 9(61,82,83))
= \/m(co&%; sin@)

islemlerini yaparak q= /N, (cos O-+esin H) seklinde gosterilebilir. Bu islemlerde e

vektoriinlin birim vektdr oldugu bilindiginden

Ne.:e12+e22+%2

2 2 2

X X, X

— a 2, a1 a ' a1 a 4, a
TXTEXTHEXTTT XTHEXTEXTTT XTHEXT+X

2 3 4 2 3 4 2 3 4
X2 + x# 4+ x4

TXS Xy XS
=1

ifadesi acik bir sekilde gortilebilir [8].



Eger reel kuaterniyonun normu N, = 1 ise reel birim kuaterniyon olarak adlandirilir.

q reel birim kuaterniyonu, kutupsal formda yazilacak olursa

) X2+ 2+ 2
cosO= L sing=N" % X (Nq :1) denklemlerinde
N N

cosfd=x, ve sinfd=

oldugu goriiliir. Boylece
XX+ %

q=cosf+esind
biciminde yazilir.

2.3. Reel Kuaterniyonlar icin De-Moivre Formiilii
Oklid garpimuni (- ) islemi, (x) islemi reel kuaterniyon i¢in kuaterniyon ¢arpmmim

ve (/\) islemi vektorel carpimi gostersin. Birim vektor kuaterniyonlar kiimesi

S? = {\7q eR* N =1V = —\7q} ve  birim reel  kuaterniyonlar  kiimesi
q

$°= {q eR*: N = 1} olmak iizere

—_— _— — —_— — —2

V.V, =1, VxV,=0veV, AV, =V, =-1 (2.1)

bagintilart saglanir [3]. Dolayisiyla asagidaki Lemma ve Teoremler verilebilir.

Lemma 2.3.1. \E e S? birim vektor kuaterniyonu olmak iizere,

(cosa+\7qsin a)(cosﬁ+vq sin ,8)=cos(a+,8)+\zsin(a+ﬁ)



olur.

10



11

Ispat. V; € S? i¢in (2.1) denkleminden

ve

cos(a+ f) = cosa cos - sinasin f
sin (a+ f) =sin acos S+ cosasin f

ozdeslikleri gozoniine alinirsa

(cosa+vqsin a)(cosﬁﬁ/&inﬂ):cosacosﬂ+T/q cosasinﬁ+ﬂsin acosﬁ'+\Z/\V?sin asin
= cosa cos B —sinasin B +(sina cos B +cosasin BV,
=cos(a+B) +Vsin (a+ )

esitligi elde edilir [3].

Teorem 2.3.2. (De-Moivre Formiilii) Kutupsal gosterimi q=cosé+V,sind

. Z
bigiminde olan kuateriyon, qe S° ve V, € S? olmak iizere,ne igin

q" =(cosf+V,sin @) =cos(ng)+V,sin (n6)

dir.

Ispat. qes® ve V, €S? olmak iizere kutupsal gosterimi q=cos@+V,sin@ olan

reel kuaterniyonun De-Moivre formiiliinii sagladigini timevarim yontemi ile

gosterelim.
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N negatif olmayan bir tamsayi olsun.

n = 2 i¢in teoremin dogru oldugu Lemma 2.3.1 kullanilarak,

(c030+%sin&)(cos&+vqsin¢9)
= c0s6 cos@ + V,cos@sing + V,sin@ cos@ + V, AV, sindsind
= cos #cos & —sin §sin 6 + (sin fcos &+ cos sin H)V,
=cos(0+ 0)+V,sin (0+ 0)
=c0s(260 )+ V,sin (20)

seklinde gosterilir.
n = kigin
o =(cosO+V, sin Q)k = cos (k@) +V,sin (k6)
oldugunu varsayalim,
n=k+1i¢in

qt= (00549+\quin H)M =cos(k +1)0+V,sin (k+1)6

esitliginin dogru oldugunu gdsterelim.

(cose +V-sin H)k+l = (cos@ +V-sin H)k (cos 0 +V-sin 0)

= ((cos (k&)+ V,sin (k@) ) (cos g+ V,sing)
= cos (k@ + 0)+ V,sin (k6+ 0)
=cos ((k +1)0)+V,sin ((k +1)8)

oldugu goriiliir.



N negatif bir tamsay1 olsun. Boylece

g =cosf-Vsing
q"= cos(n@)—v_;)in (@)
= cos(-n@ )+ V,sin (-n@)

oldugu asikardir. Boylelikle pozitif ve negatif tamsayilar icin De-Moivre formiilii

ispatlanmis oldu [3].
2.4. Reel Kuaterniyonlar icin Euler Formiilii

Teorem 2.4.1. Her qex kuaterniyonu i¢in qeS°® ve V, € S? olmak iizere

e’ =cosf+V,sind
esitligi saglanir.

Ispat. (2.1) denkleminde V—e S* ve V=AV—=V~2 = —1 oldugu gdzdniine almirsa
q q q q

seklide kuvvetleri yorumlanabilir. Herhangi bir 6 agis1 igin

0° 0" 0°,0°_
21 41 6! 8

esitlikleride ispat icerisinde kullanilirsa,

13
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¢ty or (0 (0O (o) (o) (o) (vo) (wo)

! o 3l 4! 5! 6! 7! 8!
92 — 94 — 06 N
:1+\/—9___Vq93+_+vq05___Vq97

+9_8+...
¢ 21 31 4 5 6 71 8l
(6.0 6.0 AN O &

| 2 41 61 8 | o 3 5 71 .
\ )\ )

=c0os0+V, sinf
esitligi yazilabilir [3].
2.5. Kompleks Kuaterniyonlar

Tanim 2.5.1. R reel sayilar kiimesini gostermek lizere, her X vey reel sayis1 i¢in

7= (X, y) ifadesine bir siral1 ikili denir. Bu sirali ikililerle tanimlanan kiimesi
RxR

bir € olmak iizere
Cz{zzxﬂ'y:x,yeR ve i’ =—1}

olarak tanimlanan kiimeye kompleks sayilar kiimesi ve bu kiimenin her bir elemanina
kompleks say1 denir. Burada X reel sayisina kompleks saymin reel kismi ve y reel

sayisina kompleks sayimin sanal(imajiner) kismi1 denir [10].

Bir X reel sayistile ( x,0) kompleks sayist de aym noktay: ifade ettiginden
RZ

x=(x,0) vyazlabilir. oldugu goriliiyor.  (0,1)
R=A=1{(x0):x R }

kompleks sayis1 ise R* deki y ekseni iizerinde 1 birim uzakliktaki noktaya karsilik
gelir. Bu say1 tanim olarak i=(0,1) simgesi ile gosterilir. Bu i sayisina € nin sanal

(imajiner) birimi diyecegiz.
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Tamm 2.5.2. z,z, e OlmakK lizere z,=x,+ix, ve z,=y,+iy, i¢in x, =y, Ve
C

x, =Y, esitlikleri saglaniyor ise bu iki kompleks say:r esittir denir ve z, =z,

seklinde gosterilir [10].

Tamim 2.5.3. z,,z, € C olmakiizere z,= x, + ix, ve z, =Yy, + iy, 1¢in

+. CxC —>C

toplama islemi

2,+12, :(x1+yl)+i(x2+y2)

seklinde tanimlanir [10].

Tamm 2.54.z € C vez=X+ Iy olmak tizere

Z+e=e+z2=12

denkleminin ¢6zlimii olan € kompleks sayisina € ’nin + islemine gore etkisiz

elemani denir ve 0=0+i0 olarak gosterilir [10].

Tamim 2.5.5. z,,z, e © olmak lizere z,=x,+ix,ve z, =Yy, +1iy, i¢in.: CxC —>C

carpma islemi

2,2, = (X1y1 + XzYz)"‘ i (X1y2 + Xzyl)

seklinde tanimlanir [10].

Tanim 2.5.6. Kompleks sayilar kiimesinden keyfi  z,,z,,z, ve z, kompleks sayilar

alinsin bir kompleks kuaterniyonun cebirsel ifadesi
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O, =2y + 2,0 + 23] + 2,K

seklinde ifade edilebilir [2]. Burada ki i, jvek ii¢ boyutlu vektér uzayinda birim

vektorlerdir. Bu birim vektorler

|J:—ji:k, jk:—kj:i,ki:_ik:j

denklemlerini saglar. Yukarida cebirsel ifadesi verilen kompleks kuaterniyonlarin

kiimesini Q, seklinde gosterecegiz. 0. kompleks kuaterniyonu igin S, =2z, skaler

kismive V. =2z,i+2z;j+2,k vektorel kismi gostermek tizere,

q(j = Sqﬁ.. +fq o
olarak yazilabilir [2].

Tanmm 25.7. Q. = {qj 1g.=S, #V: } kompleks kuaterniyonlar kiimesi olmak

tizere g, ve q ,kompleks kuaterniyonlarini alalim. O halde

@:Q.xQ. —» Q.
(et O) > 4@ A= S, ., TVapo,

islemi

S =S, +S, veVyoum=Vu® .

Qo1+ g2 )

kompleks kuaterniyonlar kiimesi iizerinde toplama islemi olarak tanimlanir.Toplama
isleminin etkisiz elemani sifir kuaterniyonuolarak adalandirilir ve (0,0,0,0) ile

gosterilir [2].
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Tamm 2.5.8. 4 reel sayisini ve (. kompleks kuaterniyonunu alalim. Buna gore

©: RXQC —)QC
(A ¢)>200. =40,= 1S, + AV,

seklinde tanimlanan isleme skaler ile kompleks kuaterniyonun ¢arpimi denir [2].

Tamm 25.9. ( ' ‘ Y +Yk)
o> Ger €Oc (Qa:1221+zzl +zy) + 2,k ve g =y + p,i

kuaterniyonlar1 alalim. Burada

X:Qux Q. — Q.
(G Uez) = Gy Xy

Q.. lizerinde kuaterniyon ¢arpim islemi

ij=—ji=k, jk=-kj=1,ki=-ik=j
birimlerinin 6zellikleri dikkate alinarak

Oy X0z = (Z1+ 2l + 23] + 2,k )X(y1+ Yol +Ys] + y4k)
=0,Y1= LYo~ Z3Y3— 24 Y4t ( 1Yot L1+ 23y, — 24y3)i +

(21Y3 + 23 —2,Y, + 1, )J +(Zly4 +2,Y, + 7Y — ZaYz)k
seklinde tanimlanir [2].

Tamm 2.5.10. Her q_, ve q,, iki kompleks kuaterniyon olmak iizere kuaterniyonlar

cebri lizerinde
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esitlik bagintis1 tanimlanir [2].

Tammm 2.5.11. Her 4 Q. icin q =z +zi+zj+zk=S  kompleks

c 1 2 3 4 o TV

kuaterniyonu igin

K:Q.xQ —Q,
qc_)K(qfc)zq_c

d. =S +\7q:—>q—‘C:SGL V.

islemi ile eslenik tammlamr. q.=S, +V,  kuaterniyonunun eslenigi

I =S, —V,.. olarak gosterilir [2].

Tanim 2.5.12. Eger q ~ kompleks kuaterniyonu i¢in skaler kismi1 S, =0
C = Sq'.'. +Vq “

iseq. = Vv 0. = Z,l + Z3j + 2,k olur. Bu ifadeye vektor kuaterniyonu denir.

Dolayistyla vektor kuaterniyonun eslenigi

q[C = _qlC
olur [8]. Ayrica kompleks kuaterniyonlar i¢in kompleks eslenikte tanimlanabilir.

Kompleks eslenik " =Z+ ZT+Z j+ Zk olarak gosterilebilir.

[ 1 2 3 4

Tamim 2.5.13. Her 0. =Z,+Z,i+Z;j+Z,K bir kompleks kuaterniyon olmak iizere

N:Q.—R
9. > N(d:)=N,_ =0 x0c = G x G
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ile tanimlanan isleme Q. kompleks kuaterniyonunun normu denir veya

Nqﬁ_-_ = (X @ = q_fc>< Oc

islemi acik sekilde yazilirsa

Ny, =0x Qe =(Z+ 2,0+ 23]+ 2,K)x(2, - 2,1 = 23] — 2,K)
=22, + 2,2, + 2,23 + 2,2, +(— 2,2, + 2,2, — 2,2, + 2,25 )i +
(-2,23+ 2,2, + 2,2, - 2,2, ) |+ (2,2, + 2,2, — 2,2, + 2,7, ) K

bulunur. Buradan norm
N, = 2°+2"+3°+2]
olur [2].
2.6. Kompleks Kuaterniyonlarin Kutupsal Formu

Tamm 2.6.1. q =1z +2z,i+zj+z,k kompleks kuaterniyonu olmak izere, ¢

[

kompleks ag1 olsun,

q =\/.Nw;(COS(p+T?Sin go)

ifadesine (. kompleks kuaterniyonunun kutupsal gdsterimi denir.

Burada ki e birim vektorii ve ¢ kompleks agisi,

( yA yA YA \

e=(e,e,6)=l ) 5 4 |

L\/222+Z32+Z42 \/222+z32+z42 \/222+z32+z42)
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cosgp =

olacak sekildedir. Ger¢ektende bu kutupsal gosterim,
0.=2,+Zi+2;j+ 2K

)

= /Nq» L+#(zzi + 2, +2,k) |

‘ \j Nq_‘ V Nq_' )

A

_ 2 zZ

\/— z, ,/z +z +z, (i z, i z, +k 4 “
2 \/222+Z32+Z42 \/222+Z32+Z42 )J

\/_ cosg+sing(e, ez,e3))
\/_(cosgo+esm go)

islemlerini yaparak ¢ = N (COS(p+gsin qo) seklinde gosterilebilir. Bu islemlerde

e vektoriiniin birim vektor oldugu bilindiginden

Né=e12+e22+%2

z z°? z°?
= 2 > 3 rt—o 5 5
L +71 " +1Z L +71 " +1Z L +72 +1Z
2 3 4 2 3 4 2 3 4
_zzzizfiuz

T+ + )
=1

ifadesi acik bir sekilde goriilebilir.
Eger kompleks kuaterniyonun normu N, =1 ise kompleks birim kuaterniyon olarak

adlandirilir.



0. kompleks birim kuaterniyonu, kutupsal formda yazilacak olursa

cosQ = A sin p=\Z +2; +2; (N :1)
%
I T

NL? Nk

q q

esitliklerinden

cosp=2z, Ve sing=

2 2 2
JZ,+ 2+,

olur. Boylece

Q. = COS@ + esing
bi¢ciminde yazilir [11].

2.7. Kompleks Kuaterniyonlar icin De-Moivre Formiilii

21

Oklid ¢arpimini (- ) islemi, (x) islemi kompleks kuaterniyon igin kuaterniyon

garptmum ve (A) islemi vektorel garpimi gostersin.

Birim vektor kompleks kuaterniyonlar kiimesi

SQ::2 = {\7QL, € QCS: N :11\7Q:. = _\7 q_}

VQ:',

ve birim kompleks kuaterniyonlar kiimesi

SQ:~3:{QJ eQ4- N, :1}
olmak uzere

Vq:.f/‘qk: = 1, f/‘q: XV.q: = 0 ve f/‘qk: /\f/.qk:: I;.q ;2 == _1

(2.2)
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bagintilar1 saglanir [11]. Dolayisiyla asagidaki Lemma ve Teoremler verilebilir.

Lemma2.7.1.Vy €S, birim vektdr kompleks kuaterniyonu ¢ ve § kompleks
2

acilar olmak tizere,

(cos¢+\7q: sin ¢)(cos5+\7qf sin 5)=cos((p+5)+\7q .sin(@+9)

olur.

Ispat. V,_ €S, ? i¢in (2.2) denkleminde

Ve

cos(a+ f) = cosa cos - sinasin f

sin (a+ f) =sin acos S+ cosasin f
trigonometrik 6zdeslikleri gozoniine alinirsa

(cos¢+\7q singo)(cos5+\7q, Sin5)=COS(DCOS5+\7q . cosgsin 5+Vq. sin ¢cos§+\7q AV g, sin @sin o

= C0S@ €SS — sin @ sin 5+ (Sin @ oSS + cosg sin E)V q
=cos (¢ +0) +Vgq sin (p+0)

esitligi elde edilir [3].

Teorem 2.7.2. (De-Moivre Formiili)) Kutupsal gdsterimi ¢ =cos@+V g Sing

. [
2

bi¢iminde olan kuateriyon, g . € SQ; veVq e SQT olmakiizere, nZ icin



23

g = (cos¢ +Vq. sin (p)n = cos(n(p)+v—q\: sin (ng)
seklindedir.
Ispat. g, e SQ”3 ve Vg €8S, olmak  {izere  kutupsal  gosterimi
- v ,

q[C:c05¢+\7qﬂsin(p olan kompleks kuaterniyonun De-Moivre formiiliini

sagladigini timevarim yontemi ile gosterelim.
N negatif olmayan bir tamsay1 olsun.

n = 2 i¢in teoremin dogru oldugu Lemma 2.7.1 kullanilarak,

(cosq)+\7q._. sin ¢)(cosw+\7q . singo)

:COS§DCOS¢+Vq: cosgsin go+Vq: sin ¢)003¢+qu A*Vq: sing sing

= COoSQ Cosgo—gn:gosin @+ (sin @ cosg + cosgsing )V 4
=cos(@+ @)+ Vg sin(p+e)
=c0s (29 )+ V qsin (2¢)

seklinde gosterilir.

n=kigin

. = (005g0+\7q .sin (p)k = cos(kgo)+\/—q.‘. sin (kp)

oldugunu varsayalim,

n=k+1i¢in

gt = (c03¢+\7q . sin (p)k+1 =cos(k+1)p+V q.sin (k+1)p

esitliginin dogru oldugunu gdsterelim.
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(COS(D+\7q: sin qo)k+1 :(COS¢+\7q: sin go)k (cosqo+\7 . sin¢)

qa

:(cos(k(p)+vq —sln(kgo))(cosgowq sin go)

= COS (kq)+ (p)+Vq sin (k(p+ (p)
=cos((k +1)p)+V gsin ((k +1) )

oldugu goriiliir.

N negatif bir tamsay1 olmak {izere

Qs = cosp -V q.sin ¢
ge "=cos(ng )~V q sin (ng)
=cos(—ng )+ V ¢ sin (-ng)

oldugu asikardir. Boylelikle pozitif ve negatif tamsayilar i¢in kompleks

kuaterniyonlarda De-Moivre formiilii ispatlanmis oldu [11].

2.8. Kompleks Kuaterniyonlar i¢in Euler Formiilii

Teorem 2.8.1. (Euler Formiilii) Her ¢, kompleks kuaterniyonu igin Q. ESQ”’3 ve

Vo e So.? olmak iizere

e/’ =cosp+Vq sing

esitligi saglanir.

Ispat. (2.2) denkleminden Vq €S, ve Vg AVq =V ,=-1 esitliklerini
v , Ya AV v
gbzoniine alalim. Buradan

3 — 4 - 5
Vq._. :_Vq:, Vq: =_1, Vq‘. :Vq._ geee
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seklide kuvvetleri yorumlanabilir. Herhangi bir 6 acis1 i¢in

0>, 0'_0°, 6°
21 E 61 8l
sing=60 o> o5 o7 09 —

31 5t 71 9l

esitlikleride ispat icerisinde kullanilirsa,

(Vo) ) (Vo) . (Vo) . (Vo) . (Vo) . (Vio) . (Voo) .

e =14V o+
: 3! 41 51 6! 7! 8!

14V @V(pcovqocovcoco
Va5 *ut 5 e 71 tgtT

=COoSQ +V g sin )

esitligi yazilabilir. Dolayisiyla kompleks kuaterniyonlar i¢in Euler formiili goriiliir

[11].

2.9. Dual sayilar ve Dual Kuaterniyonfar— — —

Tamm 2.9.1. vx x' ¢ R olmak iizere bir (x, x*) ikilisine sirali ikili denir. Bu

sekildeki (x, x") ikililerinin olusturdugu kR D={(xx):xx e



kiimesi Dile gosterilsin.

26
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iizerinde toplama ve carpma olmak tizere iki i¢ islem ve bir esitlik tanimlanir [6].

Tanim 2.9.2.
@®:DxD —D

icislemi A= (x, x*) Ve B= (y, y*) dual sayialr olmak iizere

A®B= (x, x*)@(y, y*)z (x +Y, x*+y*)
seklinde tanimlanir. Bu islem D deki toplama islemidir [6].

Tanim 2.9.3.

©:DxD—-D

ic islemi A= (x, x*) ve B= (y, y*) dual sayilar olmak iizere

AOB=(xx)O(y.y)=(xy,xy +xy)

seklinde tanimlanir. Bu islem D deki ¢arpma islemidir [6].

Tamm 2.9.4. A = (x, x*) ve B = (x, x*)eD olmak tiizere

X=yVve x' =y’
ise A ile B esittir denir ve A =B ile gosterilir [6].
Tamm 2.9.5. R reel sayilar kiimesi olmak iizere

D=RxR
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kiimesinde toplama, ¢arpma ve esitlik islemleri Tanim 2.9.2., Tanim 2.9.3 ve Tanim

2.9.4. de gosterildigi gibi tanimlanmig ise D kiimesine Dual sayilar sistemi denir ve

v(x, X' ) eD elemanina da Dual Sayi denir [6].

Tamm 2.9.6. (0,1) dual sayis1 kisaca ¢ ile gosterilmektedir. £=(0,1) dual birim

olarak adlandirilir [6].

® isleminin 6zelligi olarak dual birimin karesinin sifir oldugu goriiliir. Yani,

ce=¢°=(0,1)0(0,1)=(0,0)=0
olur [6].

Teorem 2.9.7. A= (x, x*) dual sayis1 A =X + X" seklinde ve tek tirli yazilir.

Ispat. i-) A= (x, x*) dual sayis1 @ toplama isleminin tanimina gore
A= (x, x*): (x,0)+ (O, x*)

seklinde olur. Dual birimin tanimi geregi
A= (x, x*): X+ &X'

biciminde yazilabilir.

ii-) A= (x, x*) =X+ &X" yazilisi tek tiirlidiir. Gergektende A= (x, ' ) dual sayisinin
bir baska yazilisida A= (x, x*) =y + ¢y biciminde olsun. Bu ifadeye gore

A:(x, x*)=x+gx*=y+8y*
olup iki dual saymin esitligi 6zelligi geregi
X=y Vex =y

olur. Bu da bize A= (x, x*): (x,0)+ (0, x*) yazilisinin tek tiirlii oldugunu gosterir.
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i ve ii giklarma gore A = (x, x*) =x + ex olarak tek tiirlii yazildig1 goriiliir [6].

Tamm 2.9.8. X, X,, X5 ve X, eD olmak tizere, dual kuaterniyonlar kiimesi I’ ile

gosterilir ve cebirsel sekli
Q, =X+ X, + X3] + X K

biciminde ifade edilir. Buradaki i,j vek ¢ boyutlu vektér uzayinda birim

vektorlerdir. Bu birim vektorler

= =k?=-1

ij=—ji=k jk=—kj=i ki=—ik=
denklemlerini saglar. Q, dual kuaterniyonu igin S, =X; skaler kismi ve

\7QJ = X,i+ X, j+ X,k vektorel kismi gostermek lizere,

Q=58 + Va
olarak yazilabilir [9].
Tanim 2.9.9. D= {Q 1 Q=5¢ + V—Q,!} dual kuaterniyonlar kiimesi olmak {izere
Q. ve Q ;. dual kuaterniyonlarini ele alalim. O halde
@:DxD — D
(@1 Q2)> Q18 Q=8 o, *Vore,

islemi

Sps0., =So, + S0, Ve Vo,00.=V 0, ®V 0,
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dual kuaterniyonlar kiimesi iizerinde toplama islemi olarak tanimlanir [9].

Tanim 2.9.10. 1 reel sayisim1 ve Q; dual kuaterniyonunu alalim. Buna gore

O: RxD —»D
(L, Q) >210Q,=1Q,= 1S, + AV q,

seklinde tanimlanan isleme skaler ile dual kuaterniyonun ¢arpimi denir [9].

Tanim  2.9.11. Q. =X +X,i+X;j+X,kveQ ,=Y,+Y,i+Y;j+Y,k dual

D D

kuaterniyonlarini alalim. Burada

X:DxD—>D
(Qu Qr) = Qu XQy

D {izerinde kuaterniyon ¢arpim islemi

ij=—jJi=k, jk=-kj=1,ki=-ik=j
birimlerinin 6zellikleri dikkate alinarak
Quy X Qpy = ( Xy + Xoi+ Xgj+ X K)X(Y +Y,i +Y5j +Y,k)

= XoY1 = X oYy = XY= X Yo+ (X0Yo+ XY 4 XY, — X Y,)i +
(X034 XY= XYy XY, ) 4 (Y + XYy + X,Ys = XoY, )k

seklinde tanimlanir [9].
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Tamim 2.9.12. Her Q,, ve Q,, iki dual kuaterniyon olmak ftizere kuaterniyonlar

cebri lizerinde

Q]IEl = Q]IEZ = SQ . = SQ_:z ve \LQl Z\LQZ

esitlik bagintis1 tanimlanir [9].

Tammm 2.9.13. Her Q €D igin Q,=X,+X,i+X;j+X,k=S, +Fo, dual

kuaterniyonu i¢in

K:DxID—D
Q %K(Qn):g

0=, +Vo >0,=8, Vo,

islemi ile eslenik tammlanir. Q =S, +Vo dual kuaterniyonunun eslenigi

]

Q, = Sy, —V o, olarak gosterilir [9].

Tamm 2.9.14. Eger Q, =S, +V o, dual kuaterniyonu igin skaler kism S, =0 ise

Q,= v Q, = X, i+ X;5]+ X, K olur. Bu ifadeye vektor kuaterniyonu denir.

Dolayistyla vektor kuaterniyonun eslenigi

olur [9].

Tamim 2.9.15. Her Q, =X, + X,i+X; ]+ X,K bir dual kuaterniyon olmak iizere
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N:D—>D
Q> N(Q)=Ny =Q xQ, =Q xQ,

ile tanimlanan isleme Q dual kuaterniyonunun normu denir veya

NQ:,:QHEXQ_ﬁ-:@XQE

islemini agik sekilde yazilirsa

No =QxQy = (Xy+ X + X gj + X Kk )x( X, = X i =X 5j = X k)
= Xy X4+ X, X 4 X X+ X X 4 (= X X 4 XX = X X+ X, X )i+
(=X, Xg + Xy X+ X, X, =X, X, ) J+ (=X, X + X, X, =X, X+ XX, )k
= X, X, 4 X, X o+ X Xg+ X, X,

Buradan norm

No, = X"+ X, 7+ X,* + X,°
olur. Bu dual sayitya Q, dual kuaterniyonunun normu denir [9].

2.10. Dual Kuaterniyonlarin Kutupsal Formu

Tamm 2.10.1. Q =X, +X,i+X,j+ X,k dual kuaterniyonu olmak iizere,

hl

@= 0+ £0" dual ac1 olsun,

Q =\/Nr(c05(p+_ésin (p)
I Kl

ifadesine Q, dual kuaterniyonunun kutupsal gdsterimi denir.
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Burada ki e birim vektérii ve ¢ dual agist,

( X X X )
ez(el,ez,e3)=| 2 3 s |

L\/x22+x32+x42 Jx22+x32+x42 \/x22+x32+x42J

X2+ X2+ X,
cosgo:L, sin go:\/ S

olacak sekildedir. Gergektende bu kutupsal gdsterim,

Q=X+ X, i+ X, j+ X kK

1
=N, I=Q.+T,§|:Q:(X2|+X31+X4k)|
\ J

7

( X, X+ X, +X, 2( . X, X4
- NQu + 2 +J 2 2 2 +k 2 2 2
e (N, \/X PXx X xex? X ex )

=M(cos¢+sin¢7(e1,e2,e3))
=M(cos¢+gsin (,/))

islemlerini yaparak Q = Ng (cos¢+gsin(p) seklinde gosterilebilir.  Bu

T

islemlerde e vektoriiniin birim vektor oldugu bilindiginden
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N. =e’+e’+e’
- Xzf o , Xsf . , X42n ,
TX XX T X XX T X X T+ XS
2 3 4 2 3 4 2 3 4
X2+X 24+X?
— 2 3 4
X2+ X2+ X7
=1
ifadesi acik bir sekilde goriilebilir.
Eger dual kuaterniyonun normu No =1 ise dual birim kuaterniyon olarak

adlandirilir.

Q, dual birim kuaterniyon olsun, kutupsal formda yazilacak olursa

cosgo:i, singo=\/x2+x2+>(2 (NQ -1)

2 3 4
bagintilar1 géz oniine alinirsa
cosp=X, ve singp= - - -
X2+ X3+ X,

olacak sekilde

Q, = Ccos¢ + esing

bi¢iminde yazilir [12].
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2.11. Dual Kuaterniyonlar i¢in De-Moivre Formiilii
Oklid ¢arpimini (- ) islemi, (x) islemi dual kuaterniyon i¢in kuaterniyon garpmini

ve () islemi vektorel garpimi gostersin.

Birim vektor dual kuaterniyonlar kiimesi S * = {1793 el’: V. = 1,?/Q= —VQ:} ve

birim kompleks kuaterniyonlar kiimesi S,°= {Q eD*:N Qo = l}olmak lizere,

Vo.Vo =1, V.o xVo =0 veVqo AV =Vo,=-1 (2.3)

bagintilar1 saglanir [12]. Dolayisiyla asagidaki Lemma ve Teoremler verilebilir.

Lemma2.11.1. Vo, € S birim vektdr dual kuaterniyonu =6+ 6" ve 5=+ g

dual agilar olmak tizere,

(COS(D+\7Q: sin ¢)(cos§+\7Q: sin 5):cos(¢+5)+\7Q: sin (¢+ )

olur.

Ispat. Vo, € S;” icin (2.3) denkleminden

Vo, Vo, =V, =-1
ve

cos(a+ f) =cosa cos - sinasin f

sin (a+ ) =sin a.cos B+ cosasin S

trigonometrik 6zdeslikleri gozoniine alinirsa
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(cos¢+\7Q_ sin(p)(cosé+\7Q sin5): cos¢cos5+\7o , cos<psin5+\7q, sin(pcos6+\7Q_, AV singpsin o

= COS@ COSS — sin @ sin &+ (sin @ cosd + cosg sin E)y Q
=cos (p+ ) +Vq sin(p+0)
esitligi elde edilir [3].

Teorem 2.11.2. (De-Moivre Formiilii) Kutupsal gosterimi Q =cosp+Vq Sing

. ™ ol

Z
i) T
bigiminde olan dual kuateriyon, Q, €S,’ ve Vo e S? olmak iizere, ne igin

Q" =(cosp+Va, sin p) =cos(np)+V ,sin(ng)
Q

dir

ispat. Q, €S, ve Vo € S? olmak iizere kutupsal gdsterimi Q = cosp+Vq sing
I Ts i il
olan dual kuaterniyonun De-Moivre formiiliinii sagladigini tiimevarim yontemi ile

gosterelim.
N negatif olmayan bir tamsay1 olsun.

n = 2 i¢in teoremin dogru oldugu Lemma 2.11.1 kullanilarak,

(COS¢+\7Q-; sin (p) (cos (p+\7Q .sin @ )

= COSgDCOSgD'FVQ: cosgsin (D"‘VQ“ sin@pcosg +VQt AV Q“ singsing

= COSQ cosgo—gin: @sin @+ (sin @ cosp+ cospsing )V o
=cos(@+ @ )+Vosin(p+¢)
=c0s (29 )+Vqsin (2¢)

seklinde gosterilir.
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n =k i¢in

Q= (cosgo+\7o sin (p)k =cos(kp)+V sin(kp)
Q
oldugunu varsayalim,
n=k+1 i¢in

k+

Q. = (COS¢+\7Q sin ¢) t_ cos(k +1)(p+\7o;; sin(k+1)p

esitliginin dogru oldugunu gosterelim.

(COS¢+\7Q_; sin ¢)k+l = (c05¢+\7 , sin (p)k (c05¢+\7 , Sin go)

Q D Q

- (COS(k(p)+V QHS_’i_n(kQ))(COS§0+VQ sin ¢)

=c0s (kg + @)+ Vosin (kg + @)
= cos((k +1)¢)+V esin ((k +1)¢)

oldugu gortiliir..

N negatif bir tamsay1 olsun.

Q, ' =cosp—Vo.sin @
Q, "=cos(np )-V g sin (ng)
=cos(-ng )+ V g sin (-ng)

oldugu asikardir. Boylelikle pozitif ve negatif tamsayilar i¢in dual kuaterniyonlarda

De-Moivre formiilii ispat1 tamamlanmis oldu [12].
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2.12. Dual Kuaterniyonlar i¢cin Euler Formiilii

Teorem 2.8.1. (Euler Formiilii) Her Q, dual kuaterniyonu ig¢in Q €Sy, Ve

L Ie

Vg, €S, olmak lizere
I

/%’ = cosp+V g, Sing
esitligi saglanir.

Ispat. (2.3) denkleminden Vo e S, Ve Vo AVe =Vo,=-1 bilinen esitlikleri

I

gbzoniine alalim. Buradan

— 3 . — 4 — 5
VQ< Z_VQ~: VQt :_19 VQ~ ZVQ',‘

geee

seklide kuvvetleri yorumlanabilir. Herhangi bir 6 acis1 i¢in

2 4 6 8
cos@=1—i+9——0—+0——...
21 41 ¢! 8l

sind=60 2 o5 a7 08 _
31 51 71 9l

bilinen esitlikleride ispat icerisinde kullanilirsa,

(Voo (vaop (vao) (veo} (veo} (voo) (vao)

e'%" =1+ Vop+
) 2! 3! 41 ol 6! 7! 8!

VQ:({)5 Q)S VQ:¢)7+¢8+.“

. 2 v, 3 4
= @~ Voo ¢
tVep-5 - Tat s Te 7t

2! 3! 41




3 5 .7
:(1—ﬁ+£_(p_6+ ﬁ_"'\_i_\é 1(¢_£+2_|¢ " \\
o am e s | el 3o 7 ]

\ )\ )

=cosp+ Vg sin g

esitligi yazilabilir . Dolayisiyla dual kuaterniyonlar i¢in Euler formiilii gosterilmis

olur [12].
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BOLUM 3. DUAL-KOMPLEKS SAYILAR

Majernik ¢ok bilesenli say1 sistemi lizerinde calismistir. Dort bilesenli say1 sisteminin
tizerinde kompleks, dual ve ikili (binary) kuaterniyonlari ile ¢alismalar yapmustir [12].
Daha sonra Ferid Messelmi bu calismalarin 1s181inda dual-kompleks sayilarin cebirsel
ozelliklerini tanimlamistir [13].

3.1. Dual-Kompleks Sayilarin Yapisi

Tanim 3.1.1. Dual sayilar ciimlesi D= { d=x+¢&y:6#0,6°=0,x,y e R} seklinde

gosterilir. Bu ciimle birimli, degismeli birhalkadir. i’ =-1 olmak iizere, bilinen

kompleks sayilar gosterimi z=X+iy seklindedir. Kompleks sayilar kiimesi

C= {z =x+iy:i’=-1,x,y e R} olarak gosterilir.

Eger, z=x,+ iy, Ve t = x,+ ix, kompleks sayilar1 alinip

w=(z,t)=z+te (52:g3=g4=55= ..... =0)

olacak sekilde tek tiirlii yazilirsa, (z,t) ikilileri dual-kompleks sayr olarak

tanimlanir. Buna gore dual-kompleks sayilar kiimesi
DC= {w=z+tg:z,t eCe*=0,6#0 }

olarak gosterilir. Dual-kompleks sayilarin cebirsel sekli,

W = X; + Xl + X3& + X, &l
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bi¢iminde ifade edilir [13].

Burada i kompleks say1 birimi, & dual birimve gi dual-kompleks birimi olarak

l,eVve & g boyutlu vector uzayinda birim vektorlerdir. Dolayisiyla  dual-kompleks

saymnin baz elemanlar {1,i,&,¢i}

li=i , le=¢ , lda=a ,ili=-1

ee=0, d=ig, ea=0, i(d)=-¢

ozelliklerini saglar.

Tanim 3.1.2. w=x, + X,i + X;6+ x,&i dual-kompleks sayis1 i¢in

Reel(w) =x,

sayisina dual-kompleks sayinin reel kismi1 denir [13].

Tamm 3.1.3. w, vew, dual-kompleks sayilar1 olmak iizere kiimesi {lizerinde
D

tanimlanan toplama islemi
@ :DCxDC —» DC

Wy, W, > W W, = (2,+ 1)@ (2,+1,)

=(z+2,4+1,)

bi¢iminde tanimlanir.

Buradaki toplama iglemini cebirsel seklinde yazacak olursak

W, = X + X, + X8+ X, 61 Ve W, =y, + Y,i + Y6+ V,&i dual-kompleks sayilari igin
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Wy + W, = (X, + Xl + X6+ X, 80 )+ (Yo + Yol + Va6 + Y, 60 )

= (X +Y)+ o+ Y,)i + (X+Ys) e+ (X, +Y, )i
ifadesi yazilabilir.

Tamm 3.1.4. 4 reel sayisini ve W dual-kompleks sayisini ele alalim. Buna gore

O: RxDC —>DC
(A w) > 1 0ow=Aw

seklinde tanimlanan isleme skaler ile dual-kompleks sayimnin ¢arpimi denir.

Teorem 3.1.5. {C,®, R, +,.,©} altilisi bir vektor uzayidir.

Ispat. DC kiimesi iizerinde tanimlanan @ toplama islemine gore
W, = X, + Xol + Xs&+ X,81 V& W, =Y, + Vi + Y&+ y,ei  dual-kompleks sayilar olmak

uzere;

Dc
i-) w, ®w, :(x1+y1)+(x2 + yz)i+(x3+ y3)g+(x4+y4)gi €

oldugundan kapalilik 6zelligini saglar.
H-)w, ®w, =w, ®w,

reel sayilarin degisme 6zelliginden,dual-kompleks sayilar1 toplama islemine gore

degismelidir.’

iii-) wy, w,,w,; e p¢ olmak iizere

W@ (W, Dw, )=(w, ®w,)Ddw,
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oldugundan birlesme 6zelligini saglar.

iV-) 3ee DC Oyle Ki e@w, =w,®e=w, olacak sekilde

e=0+0i+ O0g+ Osal

birim eleman1 vardir. Bu birim eleman e = 0 + 0i + 0 + 0 dir.

v-) W@ w, =W @ w=e sartin1 saglayan

W =X —Xi—X & X &

olacak sekilde W™ e mevcut oldugundan ters eleman Ozelligini saglar. Ters
DC
1

eleman toplama islemine gore W, " =—X, —X,i— X£—X, &l dir.

Dolaystyla i,ii,iii,iv ve v maddeleri sonucu (IDC, @) ikilisi bir abel grubudur.

DC kiimesi iizerinde tanimlana ©:RxDC — DC islemi asagidaki 6zellikleri saglar

) 20(m®w,)=(4 0w )®(10w,)
ii-) (4 +4,) 0w, =(10wW,)®(10w,)
i) (4.4) Ow,=40(40w)

iV-) 1 (DW1 =w

O halde {DC,®,R,+,.,0} altilis1 bir vektor uzayidir. DC =S, {1,i,5,&i} oldugundan

boy (DC)=4 tiir.

Tamm 3.1.6. w, =2z +tsvew, =z,+te dual-kompleks sayilar Reel(w,)=0



olmak tizere dual kompleks sayilarda bolme islemi
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W _ (z+te) (z+te)(z-te)
W, (Zz+tz<9) (Zz+t28)(22—t25)

2,+(t-2t)e 7z, RARXAY .
TZ°—ztetzte—-tte z° T z

2 22 22 22 2 2

2, t —zt
=ty _2g (z, #20)

ZZ 22

bigiminde tanimlanir [13].
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Tanim 3.1.7. w,=z+tsvew, =z,+ t,e dual-kompleks sayilar olmak iizere dual

kompleks sayilarda ¢ikarma islemi

W —W, =(z,+t8)— (2, +t,6)=(2,-2,)+(t, -t,)&

olarak tanimlanir [13].

Tanim 3.1.8. w, =z +t,evew, =z,+ t,e¢ dual-kompleks sayilar olmak iizere dual

kompleks sayilarda ¢carpma islemi

WX W, =(Z, +t.8)x(Z, +1,6) = 712, +(zt, +1,2,) &

bigiminde tanimlanir [13].

3.2. Dual-Kompleks Sayilarin Eslenik ve Modiilii

Tamm 3.2.1. Kompleks sayilarin ve dual sayilarin hem cebirsel hem de geometrik

ozelliklerine gore dual-kompleks sayilarin bes olast eslenigi tanimlanir [13].

w=z+te bir dual-kompleks say1 olmak iizere
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wh =z +te (kompleks eslenik)
w? =z-tg (dual eslenik)
wh =z-te - (sift eslenik )

wh=z1-"¢ (dual-kompleks eslenik )

w' =t-2z¢ (ters dual eslenik)
tanimlanan esleniklerdir.

Tamim 3.2.2. w = z + t¢ dual-kompleks sayisini alalim. W dual kompleks sayisi igin

bes farkli modiil tanimlanir.

Dual-kompleks saymim modiilleri |w|" (1<i <5) olmak tizere

|wi

i wxwh =(z +tg)(z_+t_g)= 77+ 2te+7te +0
(it )e

=z +2Re(zf)g eD

|w

" =wxw' = (z+te)(z-te) =2z~ 2t + 2t +0

=722 C

|W|T3 =wxw® =(z +tg)(z_—t:9): 27— 2te + 7te + 0
=|z IZ— (zt_— 7t )6‘

=l f-2 Im(zt_)gi ebC

W“=w><w"'4:(z+tg)(z_(1—tg\\:zz_—zz_tg+z_tg+0
| 7 Z
yA YA
L\ J)
=77 — It + 2te
2z

:|Z|26R (z;éO)
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|V\:1T5 =WxW" =(z+te)(t—z¢)
=zt+t’e—7’¢+0
=zt + (tz—zz)g eDC

seklinde beg farkli modiil tanimlanir [13].

3.3. Dual-Kompleks Sayilarin Ustel Gosterimi

Tanmmm 3.3.1. w=z+te dual-kompleks sayisini alalim, dual kompleks sayilar igin

kuvvet alma islemi

(T 2" (te) 4.t @)(tg)“

=7"+n"te (52:53:...:0)

n

w'=(z+te)" :(g]z +

seklinde yazilir [13].

Tamm 3.3.2. w=z+te dual-kompleks say1 ve ( z#0) olmak iizere dual-kompleks

sayilarin iistel ifadesi

W

e =ze’
bi¢imindedir [13].

LE
Tanmim 3.3.3. w=z +tg dual-kompleks sayisinin istel gosterimi e“ =ze? olsun.

ot .
Buradaki —  dual-kompleks agisi, dual-kompleks sayilarin argiimentidir ve
z

t
AW =_= @ olarak gosterilir [13].
z
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Tamm 3.34. Kompleks sayilardaki |z] , dual-kompleks saymn modiilii

(M.W“

t
= /|Z| ) Ve ®=  dual-kompleks saymin argiimenti olmak iizere
z

Il
<

cosg((p)z_Z =1, sing(p)
z

~
—

dir [13]. Burada ki galilean siniis ve cosiniis i¢in

cos g (x+y)=cosg(x)cosg(y) —&?sing(x)sin g(y) = cos g(x) cosg(y)
sing (x+y)=sing(x)cosg(y) +cos g(x)sin g(y)

cosg?(X) +&?sing®(x) =1
esitlikleri yazilabilir [14].

Tamm 3.3.5. Galilean geometri {izerine bir¢ok ¢aligmalar yapilmis olup en 6menlisi

1979 yilinda Yaglam tarafindan yayimlanan Galilean geometriyi tanitan “A simple

non-Euclidean Geometry and its Physical Basis” adl1 eseridir.

S, 0 merkezli birim ¢gember ve M , X ve y koordinath S iizerinde bir nokta olsun.

W

\/

7
;’\1:(.\'._1')2(1.singc{)/‘ M (x.v)
‘-)--'}r 4 .
0/{} _ = = =
_1/ P=1 - / x
X

g

Sekil 3.4 Galilean birim ¢gemberi Sekil 3.5 Euclid birim ¢emberi



I, OM dogrusunuve « ,5 agisini gostersin.

oD

Buradan
cosga= |OP| = %: 1
omM| 1
sin ga:@: Qo0 _ & _ a
(OM) 1 1
bulunur.

| dogrusu ile aralarindaki a¢1 S olacak sekilde I, dogrusu verilsin. Bu durumda

(i)

e

Sekil 3.6 Galilean Geometride Agt

cosg(a+p)=1
sing(a+p)=a+p
=oal+ [l

oldugundan
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cosg (a+ f) =cos ga cos gf
sing (a+ B) =singa cos gf+ cos gasin gf

yazilabilir [14].
{DC,®, R, +,.,0} dual-kompleks sayilarin vektor uzays, {G“,[+], galilean

IR+[]}

vektdr uzayina izomorftur. Burada [+] islemi G* uzayinda iki vektoriin toplama
islemi, [] islemi ise bir skalerle G* uzayinda bir vektoriin ¢arpimi olan dis islemidir

(]D)CC = G“) [14].

3.4. Dual-Kompleks Sayilarin Euler ve De-Moivre Formiilleri

Tanim 3.4.1. w =7z + te dual-kompleks say1 ve ¢ acis1t W dual kompleks sayisinin

esas argiimenti olsun. Her dual-kompleks say1

w =z (cos g(¢) + £sin g(¢))

olarak ifade edilebilir. Burada cos g(¢) =1 ve sing(¢)= ¢ olarak tanimlandi.

Teorem 3.4.2. (Euler Formiilii) w =z + te dual-kompleks sayi ve ¢ acist W dual

kompleks sayisinin esas argiimenti olmak iizere

w=ze” =z (cos g(¢) + £5in g(¢))

dir.
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LS
Ispat. w=z+tg dual-kompleks sayisinin istel gosterimi e" =ze? oldugunu ve

1
buradaki_  gyal-kompleks agismin ¢ esas argiimentine karsilik geldigini Tanim
z

3.3.3 de ifade edildi. Dolayisiyla
w [ o e )

w=ze =Zz|l+ep+_21 +_31 +..|
\ )

acilimi yapilirsa dual birimin 6zelliginden

w=2ze"=z(1+¢&p)
=7 (cos g(p) + &sin g((o))

oldugu goriiliir.

t
Teorem 3.4.3. w=z+te dual-kompleks say1 ve ?=— olmak lizere w=ze*
z

esitliginde z =1 olarak alinirsa

i — g¢(9)
e

dir.
Ispat. e ifadesi icin Euler formiiliinii acilirsa

1 1
e (l+8(p+ (Sﬁ)z N (og)° + ...\

y )

1
~cos g(¢) + sin g(o)




ifadesinin payda ve pay1 cosg(¢)—esing(e)

ile ¢carpilirsa
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1 _ 1 (cosa(@)—esina(@))
e’ cos g(¢) + £sin g(¢) (cos g(¢) — £sin g(¢))

_ cos g(¢) — esin g(@)
B cos g (¢)

elde edilir. Burada Tanim 3.3.4 de verilen cosg?(¢) =1 esitligi kullanilirsa

1 .
v =05 9(¢) - £sing(g)

elde edilir. Buradan

1 _ .
o = €05 9() — £5in g(¢) = cos g(=¢) + £sin 9(~¢)

&(-9)

1 -
yazilabilir. Dolayisiyla o =e elde edilir.

Teorem 3.4.4. (De-Moivre Formiilii) w = z + te dual-kompleks say1 ve
w =ze” =z (cos g(¢) + £sin g(@))

dual-kompleks sayinin kutupsal gosterimi olmak iizere,

w' = (ze“/’)n =(z(cos g(p) +esing(p))" = z"(cos g(ng) + sin g(ng))

esitligi her N negatif olmayan tamsay1 i¢in saglar.
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Ispat. Tanim 3.3.4 de verilen galelian trigonometrik 6zdeslikler ~gdzoniine alinirsa,

w = z + te dual-kompleks sayisi igin



w' = (ze‘“’)n =(z(cos g(p) +esing(p))" =z" (cos g(ng) +&sin g(ng))

ifadesini tiimevarim yontemiyle gosterelim. Oncelikle

n=2igin
(26)" = 2(cosg(p) + &sin ()2 (c0s 9 () + £sin g ()
= 2*(cos” g(¢) + £ (cos g (¢)sin g(¢) +sin 9 (¢) cos ()
=7*(cos g(2¢) + £5sin g(2¢))
dir.

n =k negatif olmayan bir tam say1 i¢in

(z(cos g(g) +esing(g))* = z* (cos g(ke) +esin g(ke))
ifadesi dogru olsun.
n=k+11i¢in

(z(cosg(p) +¢sin g(go))k+l =z(cosg(¢p) +esin g(¢)))k (z(cosg(p)+esing(p))

=7"(cos g(ke) + &sin g(kp))z (cos g(kg) + £sin g(kg))
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= 7" (cosg(kg)cosg(p) +&(cosg(kp)sing(p) +sing(kg) cosg(¢)))

= 2" (cos g((k +1) @) + £sin g((k +1)¢))

oldugundan n = k +1 i¢inde esitlik dogrudur. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Teorem 3.4.5. w = z + te dual-kompleks sayisi i¢in
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w' = (ze‘“” )n =(z(cos g(p) +esing(p))" =z" (cos g(ng) +&sin g(ng))
esitligi her N tam sayist1 igin saglar.
Ispat. i-) n negatif olmayan tam sayilar igin ispat Teorem 3.4.5 de gosterildi.

ii-) =N negatif tam say1 olmak tizere Teorem 3.4.3 kullanilarak

(w) ™" =z (cos g(p) —esin g(p))
w"=2"(cos g(ng) — &sin g(ny))
=7"(cos g(-ng) + &sin g(-ng))

esitligi gosterilir. Dolayistyla i ve ii’den her tam say1 degeri igin
w' = (ze‘“" )n =(z(cos g(p) +esing(p))" =z"(cos g(ng) +&sin g(ng))
esitligin sagladig: ispatlandi.

Ornek 3.4.6. w=1+i+¢&+¢i dual-kompleks sayisi igin W dual-kompleks sayisinin

dordiincii kuvvetini (W4) gostermeye calisalim. Burada W dual-kompleks sayisini

w=12z+te

seklinde yazarsak z=1+ivet=1+i kompleks sayilart olur. W dual-kompleks

sayisinin arglimenti _ = qlarak alimir W dual-kompleks sayisinin kutupsal formu
z

w =2z (cos g(¢) + £5sin g(¢))



54

olarak yazilir. Buradan Teorem 3.4.5 geregi

w' =7*(cos g(4¢) + sin g(4¢))

olur. Buradaki galilean trigonometrik fonksiyonlar esiti Tanim 3.4.1 de verilmisti.

Dolayisiyla
w' =(1+i) (1+4)
=—4(1+ e4) =-4-16¢

bulunur.

Ornek 3.4.7. w=1—i+&+3& dual kompleks sayis1 icin W’ vew degetlerini

C
bulalim. z,te ve z=1-i,t=1+3i alinsin. w=z+tg seklinde yazilan dual-

kompleks say1 i¢in + =1 @ argiimenti alinir. Doyisiyla W dual-kompleks
Zz

— i
143
sayisinin kutupsal formu w=z(cos g(¢) +&sin g(¢)) dir. Buradan
w? =7°(cos g(2¢) + £sin g(2¢)
( . 2? 2 l+3ig\ )

Z(l—l)|1+8 i |
\ ¢ ))

=-2i+8¢&+4¢ci

ve

W' =7"(cos g(10¢) + £sin g(10¢))

=-32i + 640¢ + 320i
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olarak bulunur.

Teorem 3.4.8. w=1z +tg bir dual-kompleks say1 olmak ftizere, W dual-kompleks

sayisinin N. dereceden kokii

([ (@) (@)

,‘/M_)z”\/LLcosgLnJ Jmc:sininJJ

seklindedir.

Ispat. W=z+te dual-kompleks say1sinin kutupsal gosterimi

w=z(cosg(¢)+e&sing(¢p)) seklindedir. Burada

w" =(z.(cos g(p)+&sin g(gp))" = 2" (cos g(np) +£sing(ng))

oldugunu Teorem 3.4.5 de gosterdik. Dolayisiyla

L1y (1 \\
Ny =W =2"|cosg| ¢ |+esing| @ |

L. n ) \n J)
(@) (@)

—"(;%g + &sin
ST

esitligi gosterilmis olur.

3.5. Dual-Kompleks Sayilarin Logaritma Fonksiyonu ve Matris Gosterimi

LL‘
Tamm 3.5.1. Her w =7z + te=ze? dual-kompleks sayisinin logaritma fonksiyonu
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AN ‘)
Inw=1In| ze* |=| Inz+Ine |
L\ )
t
:Inz+_g:Inz+(argr)g
7 Wz

bigiminde tanimlanir.

Tamim 3.5.2 x,, x,, x;ve x, reelsayilar olmak lizere w = x,+ x,i + x;e+x,&i dual-

kompleks sayisi olsun. Her r € DC igin sol lineer doniistim

L, :DC—DC
r—L,(r)=rw

seklinde tanimlanir. Bu doniisim bire bir ve 6rtendir. DC dual-kompleks sayilar

kiimesinin {1,i,8,8i} baz vektorleri kullanilarak;
Ly (1) =1(Xy + Xol + Xa& + X481 ) = Xy + X, + Xg& + X, &
Ly (8) =& (X + X0 + X6+ X,81) = X 6+ X, &

Ly(ei) = i (X+ Xd + X8+ X, 61 ) = X, 6 — Xp8

elde edilir. Boylece tanimlanan L, doniisiimiiniin temel matris temsili,

(& %9 9
LW:‘XZ XX —xl

3
K X4 X3 Xz Xl )|

seklindedir. Buradan



x, 0 0 x, O
det(L,)=XF% X —X|=(=X)K X
X; X, X X, X,

oldugu goriiliir.

Dual-kompleks sayilar degismeli oldugu igin sol ve sag matris temsili aynidir.
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BOLUM 6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde “Dual sayilarin bilesenleri kompleks say1 olursa ne olur?” sorusu iizerine
duruldu. Boylece dual-kompleks sayilar tanimlandi ve cebirsel yapisiyla ilgili
teoremler verildi. Daha sonra bilinen De-Moivre ve Euler formiillerinin dual-
kompleks sayilardaki karsiliklari arastirildi. Bu formiiller yardimiyla bir dual-
kompleks saymin n. mertebeden kuvveti ve kokleri elde edildi. Bulunan

denklemlerin dogrulugu ornekler ile desteklendi.

Bu tezde yapilan dual-kompleks sayilar sistemi sayesinde bilinen teoremler daha genis
say1 sistemlerine tasinmis oldu. Ayrica yapmis oldugumuz ¢alisma genel nitelikte
olup, bundan sonraki ¢alismalara temel olacak niteliktedir. Boylece benzer mantikla

dual-hiperbolik sayilarda ¢aligmalar yapilabilir.
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