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SİMGELER VE KISALTMALAR LİSTESİ 

 

 

𝑢(𝑥, 𝑡) : Bilinmeyen fonksiyon 

∇ : Gradiant operatörü 

∇2= ∆ : Laplace operatörü  

Ω : 𝑅𝑛’de düzgün sınıra sahip sınırlı bölge 

𝐻1(Ω),𝐻0
1(Ω) : Sobolev uzayları 

(𝑢, 𝑣) : ∫ 𝑢𝑣𝑑𝑥
Ω

 

‖. ‖  : ‖. ‖2 

‖𝑢‖𝐿𝑝(Ω)    : ‖. ‖𝑝 
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ÖZET 

 

 
Anahtar kelimeler: Sürekli Bağımlılık, Suspension Bridge Denklemi 

 

Bu tezde, kısmi türevli diferansiyel denklemlerin çözümlerinin katsayılara sürekli 

bağımlılığı ele alınmıştır.  6 bölümden oluşan bu çalışmanın birinci bölümünde kısmi 

türevli diferansiyel denklemler ile ilgili yapılan geçmiş çalışmalar hakkında bilgi 

verilmiştir. İkinci bölümde bu tezde kullanılan temel tanım ve kavramlara yer 

verilmiştir. Üçüncü bölümde, A.O. Celebi, V.K. Kalantarov, D. Uğurlu tarafından 

yazılan “On continuous dependence on coefficients of the Brinkman–Forchheimer 

eqations” adlı makale incelenmiştir. Dördüncü bölümde, G.N. Aliyeva ve V.K. 

Kalantarov tarafından yazılan “Structural stability for Fitzhugh-Nagumo equations” 

adlı makale incelenmiştir. Beşinci bölümde ise daha önce çalışılmamış olan asma 

köprü denkleminin çözümlerinin katsayılarına sürekli bağımlılığı ayrıntılı olarak 

incelenmiştir. 
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CONTINUOUS DEPENDENCE OF SOLUTIONS OF PARTIAL 

DIFFERENTIAL EQUATIONS 

 

SUMMARY 

 
Keywords: Continuous Dependence, Suspension Bridge Equation 

 

In this paper, the continuous dependence of the solutions of partial differential 

equations to the coefficients is discussed. In the first part of this study consisting of 6 

chapters, information about previous studies on partial differential equations is given. 

In the second chapter, the basic definitions and concepts used in this thesis are given. 

In the third chapter, the article “On continuous dependence on coefficients of the 

Brinkman Forchheimer equations”, written by A.O. Celebi, V.K. Kalantarov, D. 

Ugurlu, was examined. In the fourth chapter, the article “Structural stability for 

Fitzhugh-Nagumo equations” written by G.N. Aliyeva and V.K. Kalantarov was 

examined. In the fifth part, continuous dependence on the coefficients of the solutions 

of the Suspension bridge equation, which has not been studied before, has been 

examined in detail. 

 



 
 

 

 

 

BÖLÜM 1. GİRİŞ 

 

 

Kısmi türevli denklemler uygulamalı matematik alanında geniş bir kullanım alanına 

sahiptir. Mühendislik, fizik, kimya, biyoloji gibi birçok alanda problem kısmi 

diferansiyel denklemlerle ifade edilmektedir [1]. Son yıllarda, mühendislerin 

performans ve verimlilik konularıyla daha fazla ilgilenmeye başlaması matematiksel 

optimizasyon yordamlarının mühendislik tasarım tekniklerine dahil edilmesine yol 

açmıştır. Örneğin, uzay aracında ısıya duyarlı bileşenlerin kullanılması, enerjiyi 

verimli kullanan ve ancak uygulanabilir çalışma sıcaklıklarını koruyan sistemler 

tasarlama sorununu gündeme getirmektedir. Bu tasarım problemleri, durum 

kısıtlamaları olan optimal kontrol problemleri ile modellenebilir [2]. İkinci 

mertebeden kısmi diferansiyel denklemler teorisi, akışkanlar mekaniği, gözenekli 

ortamlarda akış, katılarda ısı iletimi, gözenekli ortamlarda yayılan kimyasalların 

yayılışı, tellerde ve zarlarda dalga yayılımı ve katıların mekaniğindeki sorunların 

araştırılmasında kapsamlı uygulamalar bulmuştur. Özellikle katıların mekaniğindeki 

çalışmalar ile ilgili olarak yüksek mertebeden kısmi diferansiyel denklemler 

geliştirilmiştir [3]. Parabolik tipte kısmi diferansiyel denklemlerin belirli bir sınıfı 

tarafından tanımlanan Cauchy probleminin açık çözümlerini elde etmek için yeni bir 

algoritma önerilmektedir. Algoritma, kısmi diferansiyel denklemleri sıradan bir matris 

diferansiyel denklemine dönüştürmek için problemin cebirsel yapısını kullanır ve daha 

sonra lie cebirsel tekniklerle çözülür[4]. Eliptik kısmi diferansiyel denklem 

problemlerinin çözümü için örtüşmeyen bir alan ayrışma metodu irdelenmiştir [5]. 

 

Kısmi diferansiyel denklem problemlerinin çözümünün denklemlerdeki katsayılar 

üzerine sürekli bağımlılığı sorunu, son yıllarda çeşitli problemler için yoğun olarak 

çalışılmıştır. Buna bazen yapısal kararlılık sorunu denir. Yapısal kararlılıkta vurgu, 

kısmi diferansiyel denklemlerin katsayılarındaki değişikliklerin, yapısal 
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parametrelerdeki değişikliklerle fiziksel olarak yansıtılabileceği anlamına gelir. Öte 

yandan, sürekli bağımlılık sonuçları, hem sayısal hesaplamada hem de verilerin 

fiziksel ölçümünde ortaya çıkan kaçınılmaz hata nedeniyle önemlidir. Bu hataların 

çözümlere etkisinin büyüklüğünü bilmek önemlidir. [6]. Sürekli bağımlılıkla ilgili 

birçok sonucu Ames ve Straughan [7] ele almıştır. Başlangıç-zaman geometrisine 

sürekli bağımlılık çalışması, Knops & Payne (1969) tarafından başlatıldı. Başlangıç- 

zaman geometrisine ek olarak doğrusal elastodinamikte yanlış ortaya çıkan problemler 

için sürekli bağımlılığın çeşitli yönlerini araştırdı ve geliştirdi. Özellikle kısmi 

diferansiyel denklemler için yanlış zamanlama problemlerinde başlangıç-zaman 

geometrisi problemlerinin ne kadar önemli olduğunu vurguladı [7]. 

 

Biz bu tezde sürekli bağımlılığı asma köprü denkleminde uygulayacağız. Asma köprü  

denklemi olarak,  

 

𝑢𝑡𝑡 + ∆
2𝑢 + 𝑘𝑢+ + 𝛿𝑢𝑡 + 𝑓(𝑢) = ℎ(𝑥)                                                                         

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),            𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥)                                               𝑥 ∈ Ω,                      

𝑢 = 0,                                        ∆𝑢 = 0                                                        𝑥 ∈ 𝜕Ω, t > 0       

 

lineer olmayan başlangıç ve sınır-değer problemini ele alacağız. Burada 𝑢(𝑥, 𝑡) yol 

düzleminin düşey düzlemdeki sapmasını temsil eden bilinmeyen fonksiyonu, 𝑘 > 0 

bağlantının yaylanma sabitini ve  𝛿 > 0 sabiti ifade eder. 𝑢+ = 𝑚𝑎𝑥{𝑢, 0} 𝑢’ nun 

pozitif kısmını temsil eder. Ω, ℝ𝑛’de sınırlı bir bölgedir. 

 

Literatürde araştırma yapıldığında, 1968 yılından itibaren Suspension Bridge 

denklemiyle ilgili çeşitli çalışmalar yapılmıştır. Suspension Bridge sapma 

denklemlerinin sayısal çözümleri üzerine Dickey, R. W. [8], Suspension Bridge 

denklemlerinin periyodik çözümleri üzerine Choi, Q-Heung (KR-INHA); Jung, 

Tacksun (KR-INHA) [9], Humphreys, Lisa Doolittle [10], An, Yukun; Zhong, 

Chenkui [11], Wang, Shanshan; An, Yukun [12] tarafından kapsamlı çalışma 

yapılmıştır. 

 

Bu tez çalışması üç ana bölümden oluşmaktadır. 

https://proxy.sakarya.deep-knowledge.net/MuseSessionID=021015fbh/MuseProtocol=https/MuseHost=mathscinet.ams.org/MusePath/mathscinet/search/author.html?mrauthid=615877
https://proxy.sakarya.deep-knowledge.net/MuseSessionID=021015fbh/MuseProtocol=https/MuseHost=mathscinet.ams.org/MusePath/mathscinet/search/author.html?mrauthid=316236
https://proxy.sakarya.deep-knowledge.net/MuseSessionID=021015fbh/MuseProtocol=https/MuseHost=mathscinet.ams.org/MusePath/mathscinet/search/author.html?mrauthid=305889
https://proxy.sakarya.deep-knowledge.net/MuseSessionID=021015fbh/MuseProtocol=https/MuseHost=mathscinet.ams.org/MusePath/mathscinet/search/author.html?mrauthid=305889
https://proxy.sakarya.deep-knowledge.net/MuseSessionID=021015fbh/MuseProtocol=https/MuseHost=mathscinet.ams.org/MusePath/mathscinet/search/author.html?mrauthid=853241
https://proxy.sakarya.deep-knowledge.net/MuseSessionID=021015fbh/MuseProtocol=https/MuseHost=mathscinet.ams.org/MusePath/mathscinet/search/author.html?mrauthid=316236
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Birinci bölümde, 2005 yılında A.O. Celebi, V.K. Kalantarov, D. Uğurlu’ nun birlikte 

hazırladıkları “On continuous dependence on coefficients of the Brinkman–

Forchheimer eqations” [13] isimli makale detaylı olarak incelenmiştir. Bu makalede 

Brinkman Forchheimer denklemlerinin çözümlerinin Brinkman ve Forchheimer 

katsayılarına sürekli bağımlılığı incelenmiştir. 

 

İkinci bölümde, G.N. Aliyeva ve V.K. Kalantarov’ un birlikte hazırladıkları “Structural 

stability for Fitzhugh-Nagumo equations” [14] isimli makale ayrıntılı olarak 

incelenmiştir. Bu makalede çok boyutlu Fitzhugh-Nagumo denklemleri için 

başlangıçta sınır değer probleminin güçlü çözümlerinin difüzyon katsayısı üzerine 

sürekli bağımlılığı belirlenmiştir. 

  

Üçüncü bölümde ise asma köprü denkleminin çözümlerinin katsayılara sürekli 

bağımlılığı incelenmiştir.



 
 

 

 

 

BÖLÜM 2. TANIM VE KAVRAMLAR 

 

 

2.1. Temel Tanımlar 

 

2.1.1. Tanım( 𝑳𝒑 Uzayı): 

 

𝑋 = [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ sınırlı kapalı aralığı üzerinde 

 

𝐿𝑝(𝑋) = {𝑓: 𝑓 ö𝑙çü𝑙𝑒𝑏𝑖𝑙𝑖𝑟 𝑣𝑒 (∫|𝑓|𝑝

𝑋

𝑑𝜇)

1
𝑝⁄

< ∞} , 1 ≤ 𝑝 < ∞ 

 

şeklinde tanımlanan uzaya 𝐿𝑝(𝑋) uzayı denir. Bu uzay üzerindeki norm 

 

‖𝑓‖𝑝 = (∫|𝑓|
𝑝

𝑋

𝑑𝜇)

1
𝑝⁄

 

 

şeklinde tanımlanır [15]. 

 

2.1.2. Tanım (Banach Uzayı): 

 

(𝑋, ‖. ‖) bir normlu uzay olsun. 𝑋’deki her Cauchy dizisi yakınsak ise bu uzaya normlu 

tam uzay veya Banach uzayı adı verilir [16]. 

  

2.1.3. Tanım (İç Çarpım Uzayı): 

 

𝑋 bir kompleks veya reel vektör uzay ve 〈. , . 〉, 𝑋 üzerinde bir iç çarpım ise (𝑋, 〈. , . 〉) 

ikilisine bir iç çarpım uzayı adı verilir [15]. 



5 

 

 
 

2.1.4. Tanım (Hilbert Uzayı): 

 

Bir iç çarpım uzayı, iç çarpımın indirgendiği normdan indirgenen metriğe göre tam ise 

bu uzaya bir Hilbert uzayı denir. 𝐿2(Ω) uzayı, 

 

〈𝑢, 𝑣〉 = ∫𝑢 𝑣 𝑑𝑥

Ω

 

 

iç çarpımı ile Hilbert uzayıdır [15,17]. 

 

2.1.5. Green Özdeşliği 

 

∫𝑣∆𝑢𝑑𝑥

Ω

= ∫𝑣
𝜕𝑢

𝜕𝑛
𝑑𝑠

∂Ω

− ∫∇𝑣∇𝑢𝑑𝑥

Ω

 

 

dır. Burada 𝑛 dışa doğru yönlendirilmiş birim vektör ve 
𝜕𝑢

𝜕𝑛
= 𝑛. ∇𝑢 dır [17]. 

 

2.2. Kullanılan Eşitsizlikler 

 

2.2.1. Cauchy – Schwarz Eşitsizliği 

 

(𝑋, 〈. , . 〉) bir iç çarpım uzayı ise her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

 

|〈𝑥, 𝑦〉|2 ≤ 〈𝑥, 𝑥〉〈𝑦, 𝑦〉 

 

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizlik normlu iç çarpım uzayında 

 

|〈𝑥, 𝑦〉| ≤ ‖𝑥‖‖𝑦‖ 

 

şeklinde yazılır [18]. 
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2.2.2. Young Eşitsizliği 

 

𝑎, 𝑏 ≥ 0 ve 𝑝 > 1 için 
1

𝑝
+
1

𝑞
= 1 olsun. Bu durumda 

 

𝑎𝑏 ≤
𝑎𝑝

𝑝
+
𝑏𝑞

𝑞
 

 

dır. Burada 𝑎 = (휀𝑝)
1

𝑝𝑋 ve 𝑏 =
𝑌

(𝜀𝑝)
1
𝑝

 alınırsa, 

 

𝑋𝑌 ≤ 휀𝑋𝑝 + 𝐶(휀)𝑌𝑞 

 

휀-Young eşitsizliği elde edilir. Burada 𝐶(휀) = (휀𝑝)
−
𝑞

𝑝𝑞−1 dır [17]. 

 

2.2.3. Hölder Eşitsizliği  

 

𝑝 > 1, 𝑞 > 1 ve 1 𝑝⁄ + 1 𝑞⁄ = 1 olacak şekilde seçilsin. 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿𝑝 ve 𝑔(𝑥) ∈ 𝐿𝑞 

olduğunu kabul edelim. Bu halde, 𝑓𝑔 ∈ 𝐿 şeklindedir ve 

 

|∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

| ≤ [∫|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

]

1
𝑝⁄

[∫|𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

𝑏

𝑎

]

1
𝑞⁄

 

 

eşitsizliği sağlanır [19]. 

 

2.2.4. Sobolev – Poincare Eşitsizliği 

 

2 ≤ 𝑞 < ∞ (𝑛 = 1,2) ve 2 ≤ 𝑞 <
2𝑛

𝑛−2
 (𝑛 ≥ 3) olsun. Bu durumda 𝑢 ∈ 𝐻0

1(Ω) ve 𝑐 =

𝑐(Ω, 𝑝) olmak üzere aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir [17]. 

 

‖𝑢‖𝑞 ≤ 𝑐‖∇𝑢‖2 
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2.2.5. İnterpolasyon Eşitsizliği  

 

1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < 𝑟 ve 0 < 𝜃 < 1 için  
𝜃

𝑝
+
1−𝜃

𝑟
=

1

𝑞
 olsun. Eğer 𝑢 ∈ 𝐿𝑝(Ω) ∩ 𝐿𝑟(Ω) ise 

𝑢 ∈ 𝐿𝑞(Ω) ve 

 

‖𝑢‖𝑞 ≤ ‖𝑢‖𝑝
𝜃‖𝑢‖𝑟

1−𝜃 

 

dır [17]. 

 

2.2.6. Aritmetik - Geometrik Ortalama Eşitsizliği 

 

𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛 ve (𝑥 − 𝑦)2 ≥ 0 olmak üzere, 

 

𝑥𝑦 ≤
𝑥2

2
+
𝑦2

2
 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

2.2.7. Gronwall Eşitsizliği 

 

𝑢(𝑡), [0, 𝑇] aralığında negatif olmayan mutlak sürekli bir fonksiyon, 𝜙(𝑡) ve 𝜓(𝑡) 

negatif olmayan [0, 𝑇] üzerinde toplanabilir fonksiyonlar olmak üzere, 

 

𝑢′(𝑡) ≤ 𝜙(𝑡)𝑢(𝑡) + 𝜓(𝑡) 

 

eşitsizliği sağlansın. Bu durumda 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 için 

 

𝑢(𝑡) ≤ 𝑒∫ 𝜙(𝜏)𝑑𝜏
𝑡
0 (𝑢(0) + ∫𝜓(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

) 

yazılabilir [17]. 

 



 
 

 

 

 

BÖLÜM 3. BRİNKMAN–FORCHEİMER DENKLEMLERİNİN 

KATSAYILARINA SÜREKLİ BAĞIMLILIĞI 

 

 

Bu bölümde A.O. Celebi, V.K. Kalantarov, D. Uğurlu tarafından 2005 yılında yazılan 

“On continuous dependence on coefficients of the Brinkman–Forchheimer equations” 

[17] adlı çalışma ele alınarak detaylı bir şekilde incelenmiştir. 

 

 

3.1.  Giriş ve Problemin İfadesi 

 

Bu çalışmada, Brinkman–Forchheimer denklemleri için  

 

𝑢𝑡 = 𝛾Δ𝑢 − 𝑎𝑢 − 𝑏1|𝑢|
𝛼𝑢 − ∇𝑝,         ∇. 𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0,                                  (3.1) 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),                                       𝑥 ∈ Ω,                                                               (3.2) 

𝑢 = 0,                                                          𝑥 ∈ 𝜕Ω, t > 0                                                  (3.3) 

 

başlangıç-sınır değer problemi incelenmiştir. Burada  𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) akış hız 

vektörü, 𝛾 > 0 Brinkman katsayısı, 𝑎 > 0 Darcy katsayısı, 𝑏 > 0 Forchheimer 

katsayısı, 𝑝 basınç, 𝛼 ∈ [1,2] verilen bir sayı, Ω; 𝜕Ω sınırı 𝐶2 sınıfından olan ℝ3’ün 

sınırlı bir bölgesidir. 

 

(3.1) − (3.3) probleminin çözümlerinin 𝐿2 normunda 𝑏 ve 𝛾 katsayılarına sürekli 

bağımlılığı ele alınmıştır. Aşağıda �̃�0
1(Ω,ℝ3) = {𝑢 ∈ 𝐻0

1(Ω,ℝ3): ∇. 𝑢 = 0} ve 

𝐿2(Ω,ℝ3) deki 𝐻0
1(Ω,ℝ3) nin kapanışı olan �̃�2(Ω,ℝ3) fonksiyon uzayları 

kullanılacaktır. 
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3.2.  Forchheimer Katsayısına Sürekli Bağımlılık 

 

Bu bölümde (3.1) − (3.3)  probleminin 𝐻1 normunda 𝑏 Forchheimer katsayısına  

sürekli bağımlılığı ispatlanmıştır.      

 

Teorem 3.2.1. Farzedelim ki 1 ≤  𝛼 ≤ 2 olsun. O halde herhangi bir 𝑢0 ∈ �̃�0
1(Ω) 

için, (3.1) − (3.3) probleminin tek bir 𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇]; �̃�0
1(Ω)) çözümü vardır. Ayrıca, 

herhangi bir 𝑇 >  0 için 

 

sup
𝑜≤𝑡≤𝑇

‖∇𝑢(𝑡)‖ ≤ 𝐷  𝑣𝑒  ∫‖𝑢𝑡(𝑡)‖
2𝑑𝑡

𝑇

0

≤ 𝐷                                                                   (3.4) 

 

eşitsizlikleri sağlanır, burada 𝐷 (3.1)’ in başlangıç verilerine ve parametrelerine bağlı 

olan pozitif  bir sabittir. 

 

İspat. (3.1) denklemi 𝐿2(Ω)’da (𝑢𝑡 + 𝑢) ile çarpılırsa, 

 

∫𝑢𝑡
Ω

(𝑢𝑡 + 𝑢)𝑑𝑥 = ∫𝛾Δ𝑢

Ω

(𝑢𝑡 + 𝑢)𝑑𝑥 − ∫𝑎𝑢

Ω

(𝑢𝑡 + 𝑢)𝑑𝑥 

                                 − ∫𝑏|𝑢|𝛼𝑢

Ω

(𝑢𝑡 + 𝑢)𝑑𝑥 − ∫∇𝑝

Ω

(𝑢𝑡 + 𝑢)𝑑𝑥                               (3.4) 

 

elde edilir. (3.4)’teki her bir ifade ayrı ayrı hesaplanırsa, 

 

∫𝑢𝑡
Ω

(𝑢𝑡 + 𝑢) 𝑑𝑥 = ∫𝑢𝑡  𝑢𝑡
Ω

 𝑑𝑥 + ∫𝑢𝑡
Ω

𝑢 𝑑𝑥 = ∫(𝑢𝑡)
2

Ω

𝑑𝑥 + ∫
𝑑𝑢

𝑑𝑡
Ω

𝑢 𝑑𝑥   

     = ∫(𝑢𝑡)
2

Ω

𝑑𝑥 + ∫
1

2

𝑑

𝑑𝑡
Ω

𝑢2 𝑑𝑥 = ‖𝑢𝑡‖
2 +

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢‖2 
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∫𝛾 Δ𝑢

Ω

 (𝑢𝑡 + 𝑢) 𝑑𝑥 = 𝛾 [∫Δ𝑢

Ω

 𝑢𝑡  𝑑𝑥 + ∫  Δ𝑢

Ω

 𝑢 𝑑𝑥]                                                       

= 𝛾 [( Δ𝑢 . 𝑢𝑡|𝜕Ω⏟      
0

− ∫∇𝑢

Ω

 ∇𝑢𝑡 𝑑𝑥) + (𝑢. ∇𝑢|𝜕Ω⏟    
0

− ∫  ∇𝑢

Ω

 ∇𝑢 𝑑𝑥)]

= 𝛾 [− ∫∇𝑢

Ω

 
d

dt
∇𝑢 𝑑𝑥 − ∫  ∇𝑢

Ω

 ∇𝑢 𝑑𝑥] 

                           = 𝛾 [−
1

2

d

dt
∫(∇𝑢)2

Ω

𝑑𝑥 − ∫  (∇𝑢)2

Ω

𝑑𝑥] 

= −
𝛾

2

𝑑

𝑑𝑡
‖∇𝑢‖2 −  𝛾‖∇𝑢‖2                                                   

 

∫𝑎 𝑢 

Ω

(𝑢𝑡 + 𝑢) 𝑑𝑥 = 𝑎 (∫𝑢 

Ω

𝑢𝑡  𝑑𝑥 + ∫𝑢 

Ω

𝑢 𝑑𝑥) 

                                     = 𝑎 (∫𝑢 
𝑑

𝑑𝑡
Ω

𝑢 𝑑𝑥 + ∫𝑢 2

Ω

𝑑𝑥) 

                                     = 𝑎 (∫
1

2

𝑑

𝑑𝑡
Ω

𝑢2 𝑑𝑥 + ∫𝑢 2

Ω

𝑑𝑥)   

                                     =
𝑎

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢‖2 + 𝑎‖𝑢‖2 

 

∫𝑏|𝑢|𝛼𝑢

Ω

(𝑢𝑡 + 𝑢) 𝑑𝑥 = 𝑏 (∫|𝑢|
𝛼𝑢

Ω

𝑢𝑡  𝑑𝑥 + ∫|𝑢|
𝛼𝑢

Ω

𝑢 𝑑𝑥) 

                                           = 𝑏 (∫|𝑢|𝛼𝑢

Ω

𝑑

𝑑𝑡
𝑢 𝑑𝑥 + ∫|𝑢|𝛼𝑢

Ω

𝑢 𝑑𝑥) 

         = 𝑏 (∫
1

𝛼 + 2
𝛺

𝑑

𝑑𝑡
|𝑢|𝛼+2𝑑𝑥 + ∫|𝑢|𝛼+2

𝛺

𝑑𝑥) 

   =
𝑏

𝛼 + 2

𝑑

𝑑𝑡
∫|𝑢|𝛼+2𝑑𝑥

Ω

+ 𝑏 ∫|𝑢|𝛼+2

𝛺

𝑑𝑥 
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∫∇𝑝

Ω

 (𝑢𝑡 + 𝑢) 𝑑𝑥 = ∫∇𝑝

Ω

 𝑢𝑡  𝑑𝑥 + ∫∇𝑝

Ω

 𝑢 𝑑𝑥 

                                   = (𝑢𝑡 . 𝑝|𝜕Ω − ∫∇𝑢𝑡 𝑝

Ω

𝑑𝑥) + (𝑢. 𝑝|𝜕Ω − ∫∇𝑢 𝑝

Ω

𝑑𝑥) 

                                   = 0 

 

eşitlikleri elde edilir. Elde edilen bu eşitlikler (3.4)’te yerine yazılırsa, 

 

‖𝑢𝑡(𝑡)‖
2 +

1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢(𝑡)‖2 = −

𝛾

2
 
𝑑

𝑑𝑡
‖∇𝑢(𝑡)‖2 −

𝑎

2
 
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢(𝑡)‖2 −  𝛾‖∇𝑢(𝑡)‖2 

                                               −𝑎‖𝑢(𝑡)‖2 −
𝑏

𝛼 + 2
 
𝑑

𝑑𝑡
|𝑢(𝑡)|𝛼+2𝑑𝑥 − 𝑏 ∫|𝑢(𝑥, 𝑡)|𝛼+2

Ω

𝑑𝑥 

2‖𝑢𝑡(𝑡)‖
2 +

𝑑

𝑑𝑡
[ 𝛾‖∇𝑢(𝑡)‖2 + (𝑎 + 1)‖𝑢(𝑡)‖2 +

2𝑏

𝛼 + 2

𝑑

𝑑𝑡
∫|𝑢(𝑥, 𝑡)|𝛼+2𝑑𝑥

Ω

]

+ 2𝑎‖𝑢(𝑡)‖2 + 2𝛾‖∇𝑢(𝑡)‖2 + 2𝑏 ∫|𝑢(𝑥, 𝑡)|𝛼+2

Ω

𝑑𝑥 = 0.            (3.5) 

 

elde edilir. Bu eşitsizlikten yola çıkarak, 

 

Φ(𝑡) = 𝛾‖∇𝑢(𝑡)‖2 + (𝑎 + 1)‖𝑢(𝑡)‖2 +
2𝑏

𝛼 + 2

𝑑

𝑑𝑡
∫|𝑢(𝑥, 𝑡)|𝛼+2𝑑𝑥

Ω

 

 

fonksiyonunun  
𝑑

𝑑𝑡
Φ(𝑡) +

2𝛼

𝛼+1
Φ(𝑡) ≤ 0 eşitsizliğini sağladığı görülür. Bu eşitsizliğin 

çözümü yapılırsa, 

 

𝑒
2𝛼
𝛼+1

𝑡 𝑑

𝑑𝑡
Φ(𝑡) + 𝑒

2𝛼
𝛼+1

𝑡 2𝛼

𝛼 + 1
Φ(𝑡) ≤ 0. 𝑒

2𝛼
𝛼+1

𝑡
 

∫
𝑑

𝑑𝜏
[𝑒

2𝛼
𝛼+1

𝜏Φ(𝜏)]

𝑡

0

𝑑𝜏 ≤ 0 

𝑒
2𝛼
𝛼+1

𝑡Φ(𝑡) − Φ(0) ≤ 0 

Φ(𝑡) ≤ 𝑒−
2𝛼
𝛼+1

𝑡Φ(0) 
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𝛾‖∇𝑢(𝑡)‖2 + (𝑎 + 1)‖𝑢(𝑡)‖2 +
2𝑏

𝛼 + 2

𝑑

𝑑𝑡
∫|𝑢(𝑥, 𝑡)|𝛼+2𝑑𝑥

Ω

≤ 𝐷1𝑒
−
2𝛼
𝛼+1

𝑡             (3.6) 

 

elde edilir, burada  

 

𝐷1 = 𝛾‖∇𝑢0‖
2 + (𝑎 + 1)‖𝑢0‖

2 +
2𝑏

𝛼 + 2

𝑑

𝑑𝑡
∫|𝑢0(𝑥)|

𝛼+2𝑑𝑥

Ω

 

 

şeklindedir. (3.6) eşitsizliğinden  

 

𝛾‖∇𝑢(𝑡)‖2 + (𝑎 + 1)‖𝑢(𝑡)‖2 +
2𝑏

𝛼 + 2

𝑑

𝑑𝑡
∫|𝑢(𝑥, 𝑡)|𝛼+2𝑑𝑥

Ω⏟                                    
𝛷 (𝑡)

≤ 𝐷1𝑒
−
2𝛼
𝛼+1

𝑡                       

 

𝛷 (𝑡)'nin sınırlılığı ve dolayısıyla her bir teriminin sınırlılığı, buradan da  

 

sup
0≤𝑡≤𝑇

‖∇𝑢(𝑡)‖ ≤ 𝐷 

 

elde edilir. Bu (3.4)’teki birinci kestirimdir. 

 

(3.5) eşitliğinin 0’dan 𝑇’ye integrali alınırsa ve 𝛷(𝑡)’nin sınırlılığı kullanılırsa, 

 

2∫‖𝑢𝑡‖
2

𝑇

0

𝑑𝑡 + ∫
𝑑

𝑑𝑡
Φ(t)dt

𝑇

0⏟        
𝑠𝚤𝑛𝚤𝑟𝑙𝚤

+ 2𝛾∫‖∇𝑢(𝑡)‖2𝑑𝑡

𝑇

0⏟        
𝑠𝚤𝑛𝚤𝑟𝑙𝚤

+ 2𝑎∫‖𝑢(𝑡)‖2𝑑𝑡

𝑇

0⏟        
𝑠𝚤𝑛𝚤𝑟𝑙𝚤

+ 2𝑏∫(∫|𝑢|𝛼+2

Ω

𝑑𝑥)

𝑇

0⏟          
𝑠𝚤𝑛𝚤𝑟𝑙𝚤

𝑑𝑡 = 0 

 

elde edilir. Buradan 
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∫‖𝑢𝑡(𝑡)‖
2

𝑇

0

𝑑𝑡 ≤ 𝐷                                                                                                                      

 

eşitsizliğinin sağlandığı görülür. Bu (3.4)’teki ikinci kestirimdir. 

 

Şimdi, 

 

𝑢𝑡 = 𝛾Δ𝑢 − 𝑎𝑢 − 𝑏1|𝑢|
𝛼𝑢 − ∇𝑝,    ∇. 𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0                                

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),                                                           𝑥 ∈ Ω                                                      

𝑢 = 0,                                                                              𝑥 ∈ 𝜕Ω, t > 0,                               

 

probleminin  çözümü (𝑢, 𝑝) ve  

 

𝑣𝑡 = 𝛾Δ𝑣 − 𝑎𝑣 − 𝑏2|𝑣|
𝛼𝑣 − ∇𝑞,    ∇. 𝑣 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0                                   

𝑣(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),                                                           𝑥 ∈ Ω    

𝑣 = 0,                                                                              𝑥 ∈ 𝜕Ω,       t > 0  

 

probleminin çözümü (𝑣, 𝑞) olsun. 𝑤 = 𝑢 − 𝑣  ve  π = 𝑝 − 𝑞 alalım. O halde ,  

 

𝑤𝑡 = 𝛾Δ𝑤 − 𝑎𝑤 − 𝑏1|𝑢|
𝛼𝑢 + 𝑏2|𝑣|

𝛼𝑣 − ∇𝜋,   ∇.𝑤 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0               (3.7)  

𝑤(𝑥, 0) = 0,                                                                                   𝑥 ∈ Ω                            (3.8)  

𝑤 = 0,                                                                                             𝑥 ∈ 𝜕Ω, t > 0             (3.9)  

 

probleminin çözümü (𝑤, 𝜋) olur.  

 

Teorem 3.2.1.  (3.7) − (3.9) probleminin çözümü 𝑤 olsun. O zaman 𝑤, 

 

‖∇𝑤(𝑡)‖2 + ‖𝑤(𝑡)‖2 ≤ 𝐾(𝑏1 − 𝑏2)
2, ∀𝑡 > 0                                                         (3.10)  

 

eşitsizliğini sağlar, burada 𝐾, (3.1)’in parametrelerine bağlı pozitif bir sabittir. 

 

İspat. (3.7) denklemine 𝑏2|𝑢|
𝛼𝑢 ifadesi eklenip çıkarılırsa, 
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𝑤𝑡 = 𝛾Δ𝑤 − 𝑎𝑤 − 𝑏1|𝑢|
𝛼𝑢 + 𝑏2|𝑣|

𝛼𝑣 + 𝑏2|𝑢|
𝛼𝑢 − 𝑏2|𝑢|

𝛼𝑢 − ∇𝜋  

𝑤𝑡 = 𝛾Δ𝑤 − 𝑎𝑤 − �̂�|𝑢|
𝛼𝑢 − 𝑏2(|𝑢|

𝛼𝑢 − |𝑣|𝛼𝑣) − ∇𝜋                                          (3.11)  

 

elde edilir. Burada �̂� = 𝑏1 − 𝑏2 dır. (3.11) denklemi  𝐿2(Ω)’de 𝑤 ile çarpılırsa, 

 

∫𝑤𝑡𝑤 𝑑𝑥

Ω

= 𝛾 ∫Δ𝑤 𝑤 𝑑𝑥

Ω

− 𝑎 ∫𝑤 𝑤 𝑑𝑥

Ω

− ∫ �̂�|𝑢|𝛼𝑢 𝑤 𝑑𝑥

Ω

 

                    − ∫𝑏2(|𝑢|
𝛼𝑢 − |𝑣|𝛼𝑣)

Ω

𝑤 𝑑𝑥 − ∫∇𝜋

Ω

 𝑤 𝑑𝑥                                          (3.12) 

 

elde edilir. (3.12)’deki ifadeler ayrı ayrı hesaplanırsa, 

 

∫𝑤𝑡𝑤 𝑑𝑥

Ω

= ∫
𝑑

𝑑𝑡
Ω

𝑤 𝑤 𝑑𝑥 = ∫
1

2

𝑑

𝑑𝑡
𝑤2

Ω

𝑑𝑥 = 
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤‖2 

𝛾 ∫Δ𝑤 𝑤 𝑑𝑥

Ω

= 𝛾(∇.𝑤 𝑤|𝜕Ω⏟      
0

− ∫∇𝑤 ∇𝑤 𝑑𝑥

Ω

 ) = −𝛾‖∇𝑤‖2 

𝑎 ∫𝑤 𝑤 𝑑𝑥

Ω

= 𝑎 ∫(𝑤)2 𝑑𝑥

Ω

= 𝑎‖𝑤‖2 

∫ �̂�|𝑢|𝛼𝑢 𝑤 𝑑𝑥

Ω

= �̂� ∫|𝑢|𝛼𝑢 𝑤 𝑑𝑥

Ω

= �̂�〈|𝑢|𝛼𝑢,𝑤〉 

∫𝑏2(|𝑢|
𝛼𝑢 − |𝑣|𝛼𝑣)

Ω

𝑤 𝑑𝑥 = 𝑏2 ∫(|𝑢|
𝛼𝑢 − |𝑣|𝛼𝑣)

Ω

𝑤 𝑑𝑥 = 𝑏2〈|𝑢|
𝛼𝑢 − |𝑣|𝛼𝑣,𝑤〉 

∫∇𝜋

Ω

 𝑤 𝑑𝑥 = 𝜋.𝑤|𝜕Ω − ∫𝜋

Ω

 ∇𝑤 𝑑𝑥 = 0 

 

elde edilir. Elde edilen ifadeler (3.12)’de yerine yazılırsa, 

 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤(𝑡)‖2 + 𝛾‖∇𝑤(𝑡)‖2 + 𝑎‖𝑤(𝑡)‖2 = −�̂�〈|𝑢(𝑡)|𝛼𝑢(𝑡), 𝑤(𝑡)〉 

                                                               −𝑏2〈|𝑢(𝑡)|
𝛼𝑢(𝑡) − |𝑣(𝑡)|𝛼𝑣(𝑡), 𝑤(𝑡)〉         (3.13) 

 

bulunur.  𝑇: 𝑅 3 → 𝑅 3 tanımlanan  𝑇 (𝑢) = |𝑢|𝛼𝑢  operatörü monotondur ve 
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〈|𝑢(𝑡)|𝛼𝑢(𝑡) − |𝑣(𝑡)|𝛼𝑣(𝑡), 𝑤(𝑡)〉 ≥ 0                                                                       (3.14)  

 

eşitsizliği sağlanır. Böylece (3.13)' ten  

 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤(𝑡)‖2 + 𝛾‖∇𝑤(𝑡)‖2 + 𝑎‖𝑤(𝑡)‖2 ≤ |�̂�〈|𝑢(𝑡)|𝛼𝑢(𝑡), 𝑤(𝑡)〉|                      (3.15)  

 

eşitsizliği elde edilir. (3.15) eşitsizliğinin sağ tarafındaki ifadeye Hölder, Sobolev ve 

aritmetik-geometrik ortalama eşitsizlikleri uygulanılırsa, 

 

|�̂�〈|𝑢(𝑡)|𝛼𝑢(𝑡), 𝑤(𝑡)〉| ≤ |�̂�||〈|𝑢(𝑡)|𝛼𝑢(𝑡), 𝑤(𝑡)〉|  

                                         ≤ |�̂�||𝑢(𝑡)|𝛼|𝑢(𝑡)||𝑤(𝑡)| 

                                          ≤ |�̂�| [∫(|𝑢(𝑡)|𝛼)𝑝𝑑𝑥]

1
𝑝⁄

[∫|𝑢(𝑡)|𝑞𝑑𝑥]

1
𝑞⁄

[∫|𝑤(𝑡)|𝑧 𝑑𝑥]

1
𝑧⁄

 

≤ |�̂�|‖𝑢(𝑡)‖𝑝
𝛼‖𝑢(𝑡)‖𝑞‖𝑤(𝑡)‖𝑧              

= |�̂�|‖𝑢(𝑡)‖3𝛼
𝛼 ‖𝑢(𝑡)‖6‖𝑤(𝑡)‖6                  

       ≤ |�̂�|𝑑0
𝛼‖∇𝑢(𝑡)‖𝛼𝑑0‖∇𝑢(𝑡)‖𝑑0‖∇𝑤(𝑡)‖    

= |�̂�|𝑑0
𝛼+2‖∇𝑢(𝑡)‖𝛼+1‖∇𝑤(𝑡)‖           

= |�̂�|𝑑0
𝛼+2‖∇𝑢(𝑡)‖𝛼+1‖∇𝑤(𝑡)‖

1

√𝛾
√𝛾 

                                          ≤
�̂�2𝑑0

2𝛼+4

2𝛾
‖∇𝑢(𝑡)‖2𝛼+2 +

𝛾

2
‖∇𝑤(𝑡)‖2                          (3.16) 

 

eşitsizliği elde edilir, burada 𝑑0, ∀𝑣 ∈  𝐻0
1(Ω,ℝ3) için geçerli 

 

‖𝑣‖𝑝 ≤ 𝑑0‖∇𝑣‖,          1 < 𝑝 ≤ 6                                                                                  (3.17)  

 

Sobolev eşitsizliğindeki bir sabittir. (3.15)’te (3.4) ve (3.16) kullanılırsa 

 

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤(𝑡)‖2 + 𝛾‖∇𝑤(𝑡)‖2 + 2𝑎‖𝑤(𝑡)‖2 ≤

�̂�2𝑑0
2𝛼+4

2𝛾
‖∇𝑢(𝑡)‖⏟    

≤𝐷

2𝛼+2
  

                                                                          ≤ �̂�2 𝑑0
2𝛼+4𝐷2𝛼+2𝛾−1⏟          

𝐾0

≤ 𝐾0�̂�
2           (3.18) 
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elde edilir, burada 𝐾0 = 𝐷
2𝛼+2𝑑0

2𝛼+4𝛾−1 dır. 

 

(3.11) denklemi 𝐿2(Ω)’de 𝑤𝑡 ile çarpılırsa, 

 

∫𝑤𝑡
Ω

 𝑤𝑡 𝑑𝑥 = ∫𝛾 ∆𝑤

Ω

 𝑤𝑡 𝑑𝑥 − ∫𝑎

Ω

 𝑤 𝑤𝑡 𝑑𝑥 − ∫𝑏2(|𝑢|
𝛼𝑢 − |𝑣|𝛼𝑣)

Ω

𝑤𝑡 𝑑𝑥

− ∫ �̂�|𝑢|𝛼𝑢 𝑤𝑡 𝑑𝑥

Ω

∫∇𝜋

−Ω

 𝑤𝑡 𝑑𝑥                                                        (3.19) 

 

elde edilir. (3.19)’daki ifadeler ayrı ayrı hesaplanırsa, 

 

∫𝑤𝑡
Ω

 𝑤𝑡 𝑑𝑥 = ∫𝑤𝑡
2

Ω

 𝑑𝑥 = ‖𝑤𝑡‖
2 

∫𝛾 ∆𝑤

Ω

 𝑤𝑡 𝑑𝑥 = 𝛾 (𝑤𝑡. ∇𝑤|𝜕Ω⏟      
0

− ∫∇𝑤

Ω

 ∇𝑤𝑡 𝑑𝑥) 

                            = −𝛾 ∫∇𝑤

Ω

 ∇
𝑑𝑤

𝑑𝑡
 𝑑𝑥 

                            = −𝛾 ∫
1

2
Ω

𝑑

𝑑𝑡
 (∇𝑤)2 𝑑𝑥 

                            =
−𝛾

2
 
𝑑

𝑑𝑡
 ‖∇𝑤‖2 

∫𝑎

Ω

 𝑤 𝑤𝑡 𝑑𝑥 = 𝑎 ∫𝑤

Ω

 
𝑑𝑤

𝑑𝑡
 𝑑𝑥 = 𝑎 ∫

1

2
Ω

 
𝑑

𝑑𝑡
 𝑤2 𝑑𝑥 =

𝑎

2
 
𝑑

𝑑𝑡
 ‖𝑤‖2 

∫𝑏2(|𝑢|
𝛼𝑢 − |𝑣|𝛼𝑣)

Ω

𝑤𝑡 𝑑𝑥 = 𝑏2 ∫(|𝑢|
𝛼𝑢 − |𝑣|𝛼𝑣)

Ω

𝑤𝑡 𝑑𝑥 = 𝑏2〈|𝑢|
𝛼𝑢 − |𝑣|𝛼𝑣,𝑤𝑡〉 

∫ �̂�|𝑢|𝛼𝑢 𝑤𝑡 𝑑𝑥

Ω

= �̂� ∫|𝑢|𝛼𝑢 𝑤𝑡 𝑑𝑥

Ω

= �̂�〈|𝑢|𝛼𝑢,𝑤𝑡〉 

∫∇𝜋

Ω

 𝑤𝑡 𝑑𝑥 = 𝜋 𝑤𝑡|𝜕Ω − ∫𝜋

Ω

 ∇𝑤𝑡 𝑑𝑥 = 0 
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elde edilir. Elde edilen bu ifadeler (3.19)’da yerine yazılırsa, 

 

‖𝑤𝑡(𝑡)‖
2 =

−𝛾

2
 
𝑑

𝑑𝑡
 ‖∇𝑤(𝑡)‖2 −

𝑎

2
 
𝑑

𝑑𝑡
 ‖𝑤(𝑡)‖2

− 𝑏2〈|𝑢(𝑡)|
𝛼𝑢(𝑡) − |𝑣(𝑡)|𝛼𝑣(𝑡), 𝑤𝑡(𝑡)〉 − �̂�〈|𝑢(𝑡)|

𝛼𝑢(𝑡), 𝑤𝑡(𝑡)〉 

‖𝑤𝑡(𝑡)‖
2 +

1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
 [𝛾‖∇𝑤(𝑡)‖2 + 𝑎‖𝑤(𝑡)‖2]

= −𝑏2〈|𝑢(𝑡)|
𝛼𝑢(𝑡) − |𝑣(𝑡)|𝛼𝑣(𝑡), 𝑤𝑡(𝑡)〉 − �̂�〈|𝑢(𝑡)|

𝛼𝑢(𝑡),𝑤𝑡(𝑡)〉 

‖𝑤𝑡(𝑡)‖
2 +

1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
 [𝛾‖∇𝑤(𝑡)‖2 + 𝑎‖𝑤(𝑡)‖2]

≤ |𝑏2〈|𝑢(𝑡)|
𝛼𝑢(𝑡) − |𝑣(𝑡)|𝛼𝑣(𝑡), 𝑤𝑡(𝑡)〉| + |�̂�〈|𝑢(𝑡)|

𝛼𝑢(𝑡), 𝑤𝑡(𝑡)〉| 

                                                                                                                                               (3.20) 

elde edilir.  (3.20)’nin sağ tarafındaki ilk terime Ortalama Değer teoremi ve Hölder 

eşitsizliği uygulanırsa, 

 

|〈|𝑢(𝑡)|𝛼𝑢(𝑡) − |𝑣(𝑡)|𝛼𝑣(𝑡), 𝑤𝑡(𝑡)〉| ≤ ∫(|𝑢(𝑡)|
𝛼+1 + |𝑣(𝑡)|𝛼+1)

Ω

 |𝑤𝑡(𝑡)| 𝑑𝑥 

≤ 3(𝛼 + 1) ∫(|𝑢(𝑡)|𝛼 + |𝑣(𝑡)|𝛼)

Ω

|𝑤(𝑡)| |𝑤𝑡(𝑡)| 𝑑𝑥 

≤ 3(𝛼 + 1)(∫(|𝑢(𝑡)|𝛼 + |𝑣(𝑡)|𝛼)𝑝

Ω

𝑑𝑥)

1
𝑝⁄

(∫|𝑤(𝑡)|𝑞

Ω

𝑑𝑥)

1
𝑞⁄

(∫|𝑤𝑡(𝑡)|
𝑧 𝑑𝑥

Ω

)

1
𝑧⁄

 

≤ 3(𝛼 + 1)[‖𝑢(𝑡)‖𝑝
𝛼 + ‖𝑣(𝑡)‖𝑝

𝛼] ‖𝑤(𝑡)‖𝑞‖𝑤𝑡(𝑡)‖𝑧 

≤ 3(𝛼 + 1)[‖𝑢(𝑡)‖3𝛼
𝛼 + ‖𝑣(𝑡)‖3𝛼

𝛼 ] ‖𝑤(𝑡)‖6‖𝑤𝑡(𝑡)‖                                             (3.21) 

 

bulunur. 1 ≤ 𝛼 ≤ 2 olmak üzere Sobolev eşitsizliği kullanılırsa 

 

≤ 3(𝛼 + 1)[𝑑0
𝛼‖∇𝑢(𝑡)‖𝛼 + 𝑑0

𝛼‖∇𝑣(𝑡)‖𝛼] 𝑑0‖∇𝑤(𝑡)‖‖𝑤𝑡(𝑡)‖ 

≤ 3(𝛼 + 1)𝑑0
𝛼+1 (‖∇𝑢(𝑡)‖𝛼⏟      

≤𝐷𝛼

+ ‖∇𝑣(𝑡)‖𝛼⏟      
≤𝐷𝛼

) ‖∇𝑤(𝑡)‖‖𝑤𝑡(𝑡)‖ 
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≤ 6(𝛼 + 1)𝑑0
𝛼+1𝐷𝛼‖∇𝑤(𝑡)‖‖𝑤𝑡(𝑡)‖ 

= 6(𝛼 + 1)𝑑0
𝛼+1𝐷𝛼‖∇𝑤(𝑡)‖‖𝑤𝑡(𝑡)‖√𝑏2

1

√𝑏2
 

≤ 18(𝛼 + 1)2𝑑0
2𝛼+2𝐷2𝛼𝑏2‖∇𝑤(𝑡)‖

2 +
1

2𝑏2
‖𝑤𝑡(𝑡)‖

2                                          (3.22) 

 

bulunur. Benzer şekilde (3.20)’nin sağ tarafındaki ikinci terime aynı eşitsizlikler 

uygulanırsa, 

 

|〈|𝑢(𝑡)|𝛼𝑢(𝑡), 𝑤𝑡(𝑡)〉| ≤ ∫|𝑢(𝑡)|
𝛼+1|𝑤𝑡(𝑡)|

Ω

 𝑑𝑥   

         ≤ [∫(|𝑢(𝑡)|𝛼+1)𝑝

Ω

𝑑𝑥]

1
𝑝⁄

[∫|𝑤𝑡(𝑡)|
𝑞𝑑𝑥

Ω

]

1
𝑞⁄

 

≤ ‖𝑢(𝑡)‖𝑝
𝛼+1‖𝑤𝑡(𝑡)‖𝑞                               

≤ ‖𝑢(𝑡)‖𝛼+1‖𝑤𝑡(𝑡)‖                                 

≤ 𝑑0
𝛼+1‖∇𝑢(𝑡)‖𝛼+1‖𝑤𝑡(𝑡)‖                   

≤ √�̂� 𝑑0
𝛼+1 ‖∇𝑢(𝑡)‖𝛼+1⏟        

𝐷

1

√�̂�
‖𝑤𝑡(𝑡)‖    

                                          ≤
1

2
 �̂� 𝑑0

2𝛼+2𝐷2𝛼+2 +
1

2�̂�
 ‖𝑤𝑡(𝑡)‖

2                                   

                                          ≤ 2−1 �̂� 𝑑0
2𝛼+2𝐷2𝛼+2 + (2�̂�)

−1
 ‖𝑤𝑡(𝑡)‖

2                      (3.23) 

 

eşitsizliği bulunur. Daha sonra (3.20)’de (3.22) ve (3.23) yerine yazılırsa 

 

‖𝑤𝑡(𝑡)‖
2 +

1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
 [𝛾‖∇𝑤(𝑡)‖2 + 𝑎‖𝑤(𝑡)‖2]  

≤ �̂� (2−1 �̂� 𝑑0
2𝛼+2𝐷2𝛼+2 + (2�̂�)

−1
 ‖𝑤𝑡(𝑡)‖

2)

+ 𝑏2 (18(𝛼 + 1)
2𝑑0

2𝛼+2𝐷2𝛼𝑏2‖∇𝑤(𝑡)‖
2 +

1

2𝑏2
‖𝑤𝑡(𝑡)‖

2) 

                           ≤
�̂�2

2
 (𝑑0𝐷)

2𝛼+2 +
1

2
 ‖𝑤𝑡(𝑡)‖

2

+  18𝑏2
2(𝛼 + 1)2𝑑0

2𝛼+2𝐷2𝛼‖∇𝑤(𝑡)‖2 +
1

2
 ‖𝑤𝑡(𝑡)‖

2 
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2‖𝑤𝑡(𝑡)‖
2 + 

𝑑

𝑑𝑡
 [𝛾‖∇𝑤(𝑡)‖2 + 𝑎‖𝑤(𝑡)‖2] 

                           ≤ �̂�2 (𝑑0𝐷)
2𝛼+2 + ‖𝑤𝑡(𝑡)‖

2 +  36𝑏2
2(𝛼 + 1)2𝑑0

2𝛼+2𝐷2𝛼‖∇𝑤(𝑡)‖2

+ ‖𝑤𝑡(𝑡)‖
2 

𝑑

𝑑𝑡
 [𝛾‖∇𝑤(𝑡)‖2 + 𝑎‖𝑤(𝑡)‖2]

≤ �̂�2  (𝑑0𝐷)
2𝛼+2⏟      

𝐾1

+ 36𝑏2
2(𝛼 + 1)2𝑑0

2𝛼+2𝐷2𝛼⏟                
𝐾2

‖∇𝑤(𝑡)‖2 

                           ≤ 𝐾1�̂�
2 + 𝐾2‖∇𝑤(𝑡)‖

2                                                                         (3.24) 

 

eşitsizliği elde edilir, burada 𝐾1 = (𝑑0𝐷)
2𝛼+2  ve 𝐾2 = 36𝑏2

2(𝛼 + 1)2𝑑0
2𝛼+2𝐷2𝛼 dir. 

Buradan (3.24) ifadesi  
𝛾

2𝐾2
  ile çarpılıp (3.18)’e eklenirse: 

 

𝑑

𝑑𝑡
 [
𝛾2

2𝐾2
‖∇𝑤(𝑡)‖2 + 

𝑎𝛾

2𝐾2
‖𝑤(𝑡)‖2] ≤

𝐾1�̂�
2𝛾

2𝐾2
+
𝛾

2
‖∇𝑤(𝑡)‖2 

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤(𝑡)‖2 + 𝛾‖∇𝑤(𝑡)‖2 + 2𝑎‖𝑤(𝑡)‖2 ≤ 𝐾0�̂�

2 

𝑑

𝑑𝑡
 [
𝛾2

2𝐾2
‖∇𝑤(𝑡)‖2 + 

𝑎𝛾 + 2𝐾2
2𝐾2

‖𝑤(𝑡)‖2] +
𝛾

2
‖∇𝑤(𝑡)‖2 + 2𝑎‖𝑤(𝑡)‖2

≤ (𝐾0 +
𝐾1𝛾

2𝐾2
) �̂�2                                                                                   (3.25) 

 

eşitsizliği bulunur. (3.25) eşitsizliği 

 

𝑌′(𝑡) + 𝛽𝑌(𝑡) ≤  𝐾3�̂�
2                                                                                                    (3.26) 

 

eşitsizliğini ifade eder, burada  

 

𝐾3 = 𝐾1 + 2𝐾2𝐾0𝛾
−1, 

𝛽 = 𝐾2min(𝛾
−1, 4𝑎(𝑎𝛾 + 2𝐾2)

−1)  

𝑌(𝑡) = 𝛾2‖∇𝑤(𝑡)‖2 + (𝑎𝛾 + 2𝐾2)‖𝑤(𝑡)‖
2 
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şeklindedir. (3.26) eşitsizliğinin çözümü yapılırsa 

 

𝑌′(𝑡) + 𝛽𝑌(𝑡) ≤  𝐾3�̂�
2 

𝑒𝛽𝑡𝑌′(𝑡) + 𝑒𝛽𝑡𝛽𝑌(𝑡) ≤  𝐾3�̂�
2𝑒𝛽𝑡 

[𝑒𝛽𝑡𝑌(𝑡)]
′
≤ 𝐾3�̂�

2𝑒𝛽𝑡 

∫
𝑑

𝑑𝜏
[𝑒𝛽𝜏𝑌(𝜏)]𝑑𝜏

𝑡

0

≤ 𝐾3�̂�
2∫𝑒𝛽𝜏
𝑇

0

𝑑𝜏 

𝑒𝛽𝑡𝑌(𝑡) − 𝑌(0) ≤ 𝐾3�̂�
2(𝑒𝛽𝑡 − 1) 

𝑒𝛽𝑡𝑌(𝑡) ≤ 𝐾3�̂�
2(𝑒𝛽𝑡 − 1) 

𝑌(𝑡) ≤ 𝐾3𝛽
−1(1 − 𝑒−𝛽𝑡)�̂�2 

 

elde edilir. Buradan 𝑡 > 0,  �̂� → 0 iken ‖∇𝑤(𝑡)‖ → 0 olduğu görülür. 

 

3.3. Brinkman Katsayısına Süreklilik Bağımlılık 

 

Bu bölümde (3.1) − (3.3) probleminin çözümünün 𝐻1(Ω) normunda 𝛾 Brinkman 

katsayısına sürekli bağımlılığını gösterelim. 

  

𝑢𝑡 = 𝛾1Δ𝑢 − 𝑎𝑢 − 𝑏|𝑢|
𝛼𝑢 − ∇𝑝,    ∇. 𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0                     (3.27) 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),                                                           𝑥 ∈ Ω                                          (3.28) 

𝑢 = 0,                                                                              𝑥 ∈ 𝜕Ω, t > 0                   (3.29) 

 

probleminin çözümünü (𝑢, 𝑝) ve 

 

𝑣𝑡 = 𝛾2Δ𝑣 − 𝑎𝑣 − 𝑏|𝑣|
𝛼𝑣 − ∇𝑞,    ∇. 𝑣 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0                      (3.30) 

𝑣(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),                                                           𝑥 ∈ Ω                                          (3.31) 

𝑣 = 0,                                                                              𝑥 ∈ 𝜕Ω, t > 0                   (3.32) 
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probleminin çözümünü (𝑣, 𝑞) olarak alalım. 𝑤 = 𝑢 − 𝑣 , 𝜋 = 𝑝 − 𝑞 ve 𝛾 = 𝛾1 − 𝛾2 

olsun. O halde (𝑤, 𝜋) 

 

𝑤𝑡 = 𝛾1Δ𝑤 + 𝛾Δ𝑣 − 𝑎𝑤 − 𝑏(|𝑢|
𝛼𝑢 − |𝑣|𝛼𝑣) − ∇𝜋, ∇. 𝑤 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0     (3.33) 

𝑤(𝑥, 0) = 0,                                                                                            𝑥 ∈ Ω                (3.34) 

𝑤 = 0,                                                                                                       𝑥 ∈ 𝜕Ω, t > 0  (3.35) 

 

probleminin çözümü olarak tanımlanır. 

 

Teorem 3.3.1. (3.33) − (3.35) probleminin çözümü (𝑤, 𝜋) ise o zaman aşağıdaki 

kestirim bulunur: 

 

‖∇𝑤(𝑡)‖2 + ‖𝑤(𝑡)‖2 ≤ 𝐿(𝛾1 − 𝛾2)
2                                                                           (3.36) 

 

burada 𝐿 , (3.1)’deki parametrelere bağlı pozitif bir katsayıdır. 

 

İspat.  (3.33) denklemi 𝐿2(Ω)’ de  𝑤 ile çarpılırsa, 

 

∫𝑤𝑡
Ω

 𝑤 𝑑𝑥 = ∫𝛾1 Δ𝑤

Ω

𝑤𝑑𝑥 + ∫𝛾 ̂Δ𝑣

Ω

 𝑤 𝑑𝑥 − ∫𝑎 𝑤

Ω

 𝑤 𝑑𝑥

− ∫𝑏(|𝑢|𝛼𝑢 − |𝑣|𝛼𝑣)

Ω

 𝑤 𝑑𝑥 − ∫∇𝜋

Ω

 𝑤 𝑑𝑥                                   (3.37) 

 

elde edilir. (3.37)’teki her bir ifadeyi ayrı ayrı hesaplanırsa, 

 

∫𝑤𝑡
Ω

 𝑤 𝑑𝑥 = ∫
𝑑𝑤

𝑑𝑡
Ω

 𝑤 𝑑𝑥 = ∫
1

2
Ω

 
𝑑

𝑑𝑡
 (𝑤)2 𝑑𝑥 =

1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
 ‖𝑤(𝑡)‖2 
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∫𝛾1 Δ𝑤

Ω

𝑤𝑑𝑥 = 𝛾1 ∫  Δ𝑤

Ω

 𝑤 𝑑𝑥 = 𝛾1 (𝑤 ∇w|𝜕Ω⏟      
0

− ∫∇𝑤 ∇𝑤 𝑑𝑥

Ω

) = −𝛾1‖∇𝑤(𝑡)‖
2 

∫𝛾 ̂Δ𝑣

Ω

 𝑤 𝑑𝑥 = 𝛾 ̂ ∫Δ𝑣

Ω

 𝑤 𝑑𝑥 = 𝛾 ̂ (𝑤 ∇w|𝜕Ω⏟      
0

− ∫∇𝑤 ∇𝑣 𝑑𝑥

Ω

) = −𝛾 ̂〈∇𝑤, ∇𝑣〉 

∫𝑎 𝑤

Ω

 𝑤 𝑑𝑥 = 𝑎 ∫  𝑤2

Ω

 𝑑𝑥 = 𝑎 ‖𝑤(𝑡)‖2 

∫𝑏(|𝑢|𝛼𝑢 − |𝑣|𝛼𝑣)

Ω

 𝑤 𝑑𝑥 = 𝑏〈|𝑢|𝛼𝑢 − |𝑣|𝛼𝑣,𝑤〉 

∫∇𝜋

Ω

 𝑤 𝑑𝑥 = 𝑤 π|𝜕Ω⏟    
0

− ∫π ∇𝑤  𝑑𝑥

Ω⏟      
0

= 0 

 

elde edilir. Elde edilen bu ifadeler (3.37)’de yerine yazılırsa, 

 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤(𝑡)‖2 = −𝛾1‖∇𝑤(𝑡)‖

2 − 𝛾 ̂〈∇𝑤, ∇𝑣〉 − 𝑎 ‖𝑤(𝑡)‖2 − 𝑏〈|𝑢|𝛼𝑢 − |𝑣|𝛼𝑣,𝑤〉 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤(𝑡)‖2 + 𝛾1‖∇𝑤(𝑡)‖

2 + 𝑎 ‖𝑤(𝑡)‖2 = −𝛾 ̂〈∇𝑤, ∇𝑣〉 − 𝑏〈|𝑢|𝛼𝑢 − |𝑣|𝛼𝑣,𝑤〉   

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤(𝑡)‖2 + 𝛾1‖∇𝑤(𝑡)‖

2 + 𝑎 ‖𝑤(𝑡)‖2 ≤ |𝛾 ̂〈∇𝑤, ∇𝑣〉| + |𝑏〈|𝑢|𝛼𝑢 − |𝑣|𝛼𝑣,𝑤〉| 

                                                                                                                                              (3.38) 

elde edilir. (3.38) eşitsizliğinin sağ tarafındaki ilk ifade hesaplanırsa, 

 

|𝛾 ̂〈∇𝑤, ∇𝑣〉| ≤ 𝛾 ̂‖∇𝑤‖‖∇𝑣‖ = 𝛾 ̂
1

√𝛾1
‖∇𝑤‖√𝛾1‖∇𝑣‖ ≤

𝛾 ̂2

2𝛾1
‖∇𝑣‖2 +

𝛾1
2
‖∇𝑤‖2 

                                                                                                                                              (3.39) 

elde edilir. (3.39) ve (3.12) eşitsizlikleri (3.38)’te yerine yazılırsa, 

1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
 ‖𝑤(𝑡)‖2 + 𝛾1‖∇𝑤(𝑡)‖

2 + 𝑎 ‖𝑤(𝑡)‖2 ≤
𝛾 ̂2

2𝛾1
‖∇𝑣‖2 +

𝛾1
2
‖∇𝑤‖2 
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𝑑

𝑑𝑡
 ‖𝑤(𝑡)‖2 + 2𝛾1‖∇𝑤(𝑡)‖

2 + 2𝑎 ‖𝑤(𝑡)‖2 ≤
𝛾 ̂2

𝛾1
‖∇𝑣‖2 + 𝛾1‖∇𝑤‖

2 

𝑑

𝑑𝑡
 ‖𝑤(𝑡)‖2 + 𝛾1‖∇𝑤(𝑡)‖

2 + 2𝑎 ‖𝑤(𝑡)‖2 ≤ 𝛾 ̂2𝛾1
1−‖∇𝑣‖2                                (3.40) 

 

elde edilir. Diğer yandan (3.33) denklemi 𝐿2(Ω)’de 𝑤𝑡 ile çarpılırsa, 

 

∫𝑤𝑡
Ω

 𝑤𝑡 𝑑𝑥 = ∫𝛾1Δ𝑤

Ω

 𝑤𝑡 𝑑𝑥 + ∫𝛾Δ𝑣

Ω

 𝑤𝑡 𝑑𝑥 − ∫𝑎𝑤

Ω

 𝑤𝑡 𝑑𝑥

− ∫𝑏(|𝑢|𝛼𝑢 − |𝑣|𝛼𝑣)

Ω

 𝑤𝑡 𝑑𝑥 − ∫∇𝜋

Ω

 𝑤𝑡 𝑑𝑥                                (3.41) 

 

elde edilir. (3.41)’deki ifadeler ayrı ayrı hesaplanırsa, 

 

∫𝑤𝑡
Ω

 𝑤𝑡 𝑑𝑥 = ‖𝑤𝑡‖
2 

∫𝛾1Δ𝑤

Ω

 𝑤𝑡 𝑑𝑥 = 𝛾1 ∫Δ𝑤

Ω

 𝑤𝑡 𝑑𝑥 = 𝛾1 (𝑤𝑡 ∇𝑤|∂Ω⏟      
0

− ∫∇𝑤 ∇𝑤𝑡
Ω

𝑑𝑥)

= −𝛾1 ∫∇𝑤 ∇
𝑑𝑤

𝑑𝑡
Ω

𝑑𝑥 = −𝛾1∫
1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
Ω

(∇𝑤)2𝑑𝑥 =
−𝛾1
2
 
𝑑

𝑑𝑡
‖∇𝑤‖2 

∫𝛾Δ𝑣

Ω

 𝑤𝑡 𝑑𝑥 = 𝛾〈Δ𝑣, 𝑤𝑡〉 

∫𝑎𝑤

Ω

 𝑤𝑡 𝑑𝑥 = 𝑎 ∫𝑤

Ω

 
𝑑𝑤

𝑑𝑡
𝑑𝑥 = 𝑎 ∫

1

2
Ω

 
𝑑

𝑑𝑡
(𝑤)2𝑑𝑥 =

𝑎

2
 
𝑑

𝑑𝑡
 ‖𝑤(𝑡)‖2 

∫𝑏(|𝑢|𝛼𝑢 − |𝑣|𝛼𝑣)

Ω

 𝑤𝑡 𝑑𝑥 = 𝑏〈|𝑢|
𝛼𝑢 − |𝑣|𝛼𝑣,𝑤𝑡〉 

∫∇𝜋

Ω

 𝑤𝑡 𝑑𝑥 = 𝑤𝑡 π|∂Ω⏟    
0

− ∫π ∇𝑤𝑡
Ω

𝑑𝑥

⏟      
0

= 0 

 

elde edilir. Elde edilen bu ifadeler (3.41)’de yerine yazılırsa,  
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‖𝑤𝑡‖
2 =

−𝛾1
2
 
𝑑

𝑑𝑡
‖∇𝑤‖2 − 𝛾〈Δ𝑣, 𝑤𝑡〉 −

𝑎

2
 
𝑑

𝑑𝑡
 ‖𝑤(𝑡)‖2 − 𝑏〈|𝑢|𝛼𝑢 − |𝑣|𝛼𝑣,𝑤𝑡〉 

𝛾1
2
 
𝑑

𝑑𝑡
‖∇𝑤‖2 +

𝑎

2
 
𝑑

𝑑𝑡
 ‖𝑤(𝑡)‖2+‖𝑤𝑡‖

2 = −𝛾〈Δ𝑣,𝑤𝑡〉 − 𝑏〈|𝑢|
𝛼𝑢 − |𝑣|𝛼𝑣, 𝑤𝑡〉 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
(𝛾1‖∇𝑤‖

2 + 𝑎 ‖𝑤(𝑡)‖2)+‖𝑤𝑡‖
2 = −𝛾〈Δ𝑣,𝑤𝑡〉 − 𝑏〈|𝑢|

𝛼𝑢 − |𝑣|𝛼𝑣, 𝑤𝑡〉   

1

2

𝑑

𝑑𝑡
(𝛾1‖∇𝑤‖

2 + 𝑎 ‖𝑤(𝑡)‖2)+‖𝑤𝑡‖
2 ≤ |𝛾〈Δ𝑣, 𝑤𝑡〉| + |𝑏〈|𝑢|

𝛼𝑢 − |𝑣|𝛼𝑣,𝑤𝑡〉|. 

                                                                                                                                              (3.42) 

eşitsizliği bulunur. (3.42) eşitsizliğinin sağ tarafındaki ikinci terim (3.22)’ye benzer 

şekilde hesaplanırsa,  

 

|𝑏〈|𝑢|𝛼𝑢 − |𝑣|𝛼𝑣,𝑤𝑡〉| ≤ 𝑏 ∫(|𝑢|
𝛼+1 − |𝑣|𝛼+1)|𝑤𝑡|

Ω

 𝑑𝑥 

                      ≤ 3(𝛼 + 1)𝑏 ∫(|𝑢|𝛼 − |𝑣|𝛼)|𝑤||𝑤𝑡|

Ω

 

                      ≤ 3(𝛼 + 1)𝑏 ∫(|𝑢|𝛼 + |𝑣|𝛼)|𝑤||𝑤𝑡|

Ω

 𝑑𝑥 

                      ≤ 3(𝛼 + 1)𝑏 (∫(|𝑢|𝛼 + |𝑣|𝛼)𝑝

Ω

𝑑𝑥)

1
𝑝⁄

(∫|𝑤|𝑞𝑑𝑥

Ω

)

1
𝑞⁄

(∫|𝑤𝑡|
𝑧

Ω

𝑑𝑥)

1
𝑧⁄

 

                      ≤ 3(𝛼 + 1)𝑏(‖𝑢‖𝑝
𝛼 + ‖𝑣‖𝑝

𝛼)‖𝑤‖𝑞‖𝑤𝑡‖𝑧 

                   ≤ 3(𝛼 + 1)𝑏(‖𝑢‖3𝛼
𝛼 + ‖𝑣‖3𝛼

𝛼 )‖𝑤‖6‖𝑤𝑡‖ 

                      ≤ 3(𝛼 + 1)𝑏(𝑑0
𝛼‖∇𝑢‖𝛼 + 𝑑0

𝛼‖∇𝑣‖𝛼)𝑑0‖∇𝑤‖‖𝑤𝑡‖ 

                      ≤ 6(𝛼 + 1)𝑏𝑑0
𝛼+1𝐷𝛼‖∇𝑤‖‖𝑤𝑡‖ 

                      ≤
1

2
‖𝑤𝑡‖

2 + 18[(𝛼 + 1)𝑏𝑑0
𝛼+1𝐷𝛼]

2
‖∇𝑤‖2                                      (3.43) 
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elde edilir.  (3.42) eşitsizliğinin sağ tarafındaki ilk terimi için (3.27) ve Cauchy-

Schwarz eşitsizliği kullanılırsa, 

 

|𝛾〈Δ𝑣,𝑤𝑡〉| =
|𝛾|

𝛾2
|〈𝑣𝑡 + 𝑎𝑣 + 𝑏|𝑣|

𝛼𝑣,𝑤𝑡〉| 

                      ≤
|𝛾|

𝛾2
‖𝑣𝑡 + 𝑎𝑣 + 𝑏|𝑣|

𝛼𝑣‖‖𝑤𝑡‖ 

                      ≤
1

2
‖𝑤𝑡‖

2 +
𝛾2

2𝛾2
2
‖𝑣𝑡 + 𝑎𝑣 + 𝑏|𝑣|

𝛼𝑣‖2 

                      ≤
1

2
‖𝑤𝑡‖

2 +
3�̂�2

2𝛾2
2
[‖𝑣𝑡‖

2 + 𝑎2‖𝑣‖2 + 𝑏2‖𝑣‖2𝛼+2
2𝛼+2]                          (3.44) 

 

elde edilir. 2𝛼 + 2 ≤ 6 olmak üzere, (3.38)’de (3.4) ve (3.15) kullanılırsa 

 

                      ≤
1

2
‖𝑤𝑡‖

2 +
3�̂�2

2𝛾2
2
‖𝑣𝑡‖

2 +
3�̂�2

2𝛾2
2 [𝑎

2𝑑0
2‖∇𝑣‖2 + 𝑏2𝑑0

2𝛼+2‖∇𝑣‖2𝛼+2] 

                      ≤
1

2
‖𝑤𝑡‖

2 +
3�̂�2

2𝛾2
2
‖𝑣𝑡‖

2 +
3�̂�2

2𝛾2
2
[(𝑎𝑑0𝐷)

2 + 𝑏2(𝑑0𝐷)
2𝛼+2]          (3.45) 

 

bulunur. (3.44) ve (3.45) eşitsizlikleri (3.42)’de yerine yazılırsa, 

 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
(𝛾1‖∇𝑤‖

2 + 𝑎 ‖𝑤(𝑡)‖2)+‖𝑤𝑡‖
2

≤
1

2
‖𝑤𝑡‖

2 + 18[(𝛼 + 1)𝑏𝑑0
𝛼+1𝐷𝛼]

2
‖∇𝑤‖2 +

1

2
‖𝑤𝑡‖

2

+
3�̂�2

2𝛾2
2
‖𝑣𝑡‖

2 +
3�̂�2

2𝛾2
2
[(𝑎𝑑0𝐷)

2 + 𝑏2(𝑑0𝐷)
2𝛼+2] 
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1

2

𝑑

𝑑𝑡
(𝛾1‖∇𝑤‖

2 + 𝑎 ‖𝑤(𝑡)‖2)

≤ 18[(𝛼 + 1)𝑏𝑑0
𝛼+1𝐷𝛼]

2
‖∇𝑤‖2 +

3�̂�2

2𝛾2
2
‖𝑣𝑡‖

2

+
3𝛾2

2𝛾2
2
[(𝑎𝑑0𝐷)

2 + 𝑏2(𝑑0𝐷)
2𝛼+2] 

𝑑

𝑑𝑡
(𝛾1‖∇𝑤‖

2 + 𝑎 ‖𝑤(𝑡)‖2) ≤ 𝐾4𝛾
2 +

3�̂�2

𝛾22
‖𝑣𝑡‖

2 + 𝐿0‖∇𝑤‖
2                             (3.46) 

 

eşitsizliği elde edilir, burada  

 

𝐾4 = 3𝛾2
−2[(𝑎𝑑0𝐷)

2 + 𝑏2(𝑑0𝐷)
2𝛼+2] ve  

𝐿0 = 18[(𝛼 + 1)𝑏𝑑0
𝛼+1𝐷𝛼]

2
  

 

dir. (3.13) eşitsizliği  𝜂 = 2𝐿0𝛾1
−1 ile çarpılıp (3.46)’ya eklenirse, 

 

2𝐿0
𝛾1

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤(𝑡)‖2 + 2𝐿0‖∇𝑤‖

2 +
4𝑎𝐿0
𝛾1

‖𝑤(𝑡)‖2 ≤
2𝐿0𝛾

2

𝛾12
‖∇𝑣‖2 

𝑑

𝑑𝑡
[𝛾1‖∇𝑤‖

2 + (𝑎 +
2𝐿0
𝛾1
) ‖𝑤(𝑡)‖2] + 𝐿0‖∇𝑤‖

2 +
4𝑎𝐿0
𝛾1

‖𝑤(𝑡)‖2

≤ 𝛾2 [𝐾4 +
3

𝛾22
‖𝑣𝑡‖

2 +
2𝐿0
𝛾12

‖∇𝑣‖2]                                                (3.47) 

 

elde edilir. 𝑘0 = 𝑚𝑖𝑛{𝐿0𝛾1
−1, 2𝜂𝑎(𝑎 + 𝜂)−1} olmak üzere, 

 

𝐿0‖∇𝑤‖
2 + 2𝑎𝜂‖𝑤(𝑡)‖2 ≥ 𝑘0[𝛾1‖∇𝑤‖

2 + (𝑎 + 𝜂) ‖𝑤(𝑡)‖2] , 

 

yazılabileceği görülür. Böylece (3.47)’den 

 

𝑧(𝑡) = 𝛾1‖∇𝑤‖
2 + (𝑎 + 𝜂) ‖𝑤(𝑡)‖2 

 

fonksiyonunun  
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𝑧′(𝑡) + 𝑘0𝑧(𝑡) ≤ 𝛾
2 [𝐾4 +

3

𝛾22
‖𝑣𝑡‖

2 + 𝜂𝛾1
−1‖∇𝑣‖2]                                           (3.48) 

 

eşitsizliğini sağladığı görülür. (3.4) ve (3.6) dikkate alınarak (3.48)’in integralini 

alalım, 

 

𝑒𝑘0𝑡𝑧′(𝑡) + 𝑒𝑘0𝑡𝑘0𝑧(𝑡) ≤ 𝑒
𝑘0𝑡𝛾2 [𝐾4 +

3

𝛾22
‖𝑣𝑡‖

2 + 𝜂𝛾1
−1‖∇𝑣‖2] 

[𝑒𝑘0𝑡𝑧(𝑡)]′ ≤ 𝑒𝑘0𝑡𝛾2 [𝐾4 +
3

𝛾22
‖𝑣𝑡‖

2 + 𝜂𝛾1
−1‖∇𝑣‖2] 

∫
𝑑

𝑑𝜏
[𝑒𝑘0𝜏𝑧(𝜏)]

𝑡

0

𝑑𝜏 ≤ ∫𝑒𝑘0𝜏𝛾2 [
3

𝛾22
‖𝑣𝑡‖

2 + 𝜂𝛾1
−1‖∇𝑣‖2] 𝑑𝜏

𝑡

0

+∫𝐾4

𝑡

0

𝑒𝑘0𝜏�̂�2𝑑𝜏 

𝑒𝑘0𝑡𝑧(𝑡) ≤ 𝑘0
−1𝛾2 [

3

𝛾22
𝐷 + 𝜂𝛾1

−1𝐷] (𝑒𝑘0𝑡 − 1) + 𝑘0
−1𝐾4𝛾

2(𝑒𝑘0𝑡 − 1) 

𝑧(𝑡) ≤ 𝑘0
−1𝛾2 [

3

𝛾22
𝐷 + 𝜂𝛾1

−1𝐷 + 𝐾4] (1 − 𝑒
−𝑘0𝑡) 

𝛾1‖∇𝑤‖
2 + (𝑎 + 𝜂) ‖𝑤(𝑡)‖2 ≤ 𝑘0

−1𝛾2 [
3

𝛾22
𝐷 + 𝜂𝛾1

−1𝐷 + 𝐾4] (1 − 𝑒
−𝑘0𝑡) 

 

elde edilir.  



 
 

 

 

 

BÖLÜM 4. FITZHUGH-NAGUMO DENKLEMLERİNİN 

YAPISAL KARARLILIĞI 

 

 

Bu bölümde G.N. Aliyeva ve V.K. Kalantarov tarafından yazılan “Structural stability 

for Fitzhugh-Nagumo equations” [18] çalışması ele alınarak detaylı bir şekilde 

incelenmiştir. 

 

4.1.  Giriş  

 

Fitzhugh-Nagumo denklemi için aşağıdaki başlangıç sınır değer problemini ele alalım: 

 

𝜕𝑡𝑢 − ∆𝑢 + 𝑔|𝑢|
𝑝𝑢 + 𝑐𝑢2 + 𝑎𝑢 − 𝑣 = 0, 𝑥 ∈ 𝐺, 𝑡 > 0,                           (4.1) 

𝜕𝑡𝑣 − 𝑘∆𝑣 + 𝑑𝑣 + 𝑏𝑢 = 0,                                   𝑥 ∈ 𝐺, 𝑡 > 0,                           (4.2) 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑣(𝑥, 0) = 𝑣0(𝑥),               𝑥 ∈ 𝐺,                                               (4.3) 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 0,                  𝑣(𝑥, 𝑡) = 0,                        𝑥 ∈ 𝜕𝐺, 𝑡 > 0                          (4.4) 

 

burada 𝑎 > 0, 𝑏 > 0, 𝑑 > 0, 𝑔 > 0, 𝑝 ≥ 2 ve 𝑐 ∈ ℝ1 sayıları, 𝐺 ⊂ ℝ𝑁(𝑁 ≤ 4) 𝜕𝐺 ile 

sınırlandırılmış yeterince düzgün sınırlı bir alanı, 𝑢0, 𝑣0 fonksiyonları ifade eder. Bu 

çalışmanın amacı, (4.1) − (4.4) probleminin çözümlerinin k difüzyon katsayısı 

üzerine sürekli bağımlılığını incelemektir. 

 

4.2.  Kestirimler  

 

Teorem 4.1. Varsayalım ki 𝑢0, 𝑣0 ∈ 𝐻0
1(𝐺) olsun. O halde (𝑢, 𝑣), (4.1) − (4.4) 

probleminin güçlü bir çözümü olur. Ayrıca aşağıdaki kestirimler doğrudur. 
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‖∇𝑢(𝑡)‖, ‖∇𝑣(𝑡)‖, ∫‖∇𝑢(𝜏)‖2𝑑𝜏

𝑡

0

, 𝑘 ∫‖∇𝑣(𝜏)‖𝑑𝜏

𝑡

0

,

∫‖∆𝑢(𝜏)‖2𝑑𝜏

𝑡

0

, 𝑘 ∫‖∆𝑣(𝜏)‖2𝑑𝜏

𝑡

0

≤ 𝐶1, ∀𝑡 ∈ ℝ+              (4.5) 

 

İspat. (4.1) denklemini 𝐿2(𝐺)’de 𝑏𝑢 ile çarpılırsa, 

 

∫𝑢𝑡𝑏𝑢𝑑𝑥

𝐺

− ∫∆𝑢𝑏𝑢𝑑𝑥

𝐺

+ ∫𝑔|𝑢|𝑝𝑢𝑏𝑢𝑑𝑥

𝐺

+ ∫𝑐𝑢2𝑏𝑢𝑑𝑥

𝐺

+ ∫𝑎𝑢𝑏𝑢𝑑𝑥

𝐺

− ∫𝑣𝑏𝑢𝑑𝑥

𝐺

= 0                                                                                                               (4.6) 

 

elde edilir. (4.6) denklemindeki her bir ifade ayrı ayrı hesaplanırsa, 

 

∫𝑢𝑡
𝐺

𝑏 𝑢 𝑑𝑥 = ∫
𝑑

𝑑𝑡
𝐺

 𝑢 𝑏 𝑢 𝑑𝑥 = 𝑏 ∫
1

2

𝑑

𝑑𝑡
𝐺

 𝑢2 𝑑𝑥 =
𝑏

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢‖2 

∫∆𝑢

𝐺

 𝑏 𝑢 𝑑𝑥 = 𝑏∫∆𝑢

𝐺

𝑢 𝑑𝑥 = 𝑏 (𝑢. ∇𝑢|𝜕𝐺⏟    
0

− ∫∇𝑢 ∇𝑢 𝑑𝑥

𝐺

) = −𝑏‖∇𝑢‖2 

∫𝑔|𝑢|𝑝𝑢 𝑏𝑢 𝑑𝑥

𝐺

= 𝑏𝑔∫|𝑢|𝑝+2 𝑑𝑥

𝐺

 

∫𝑐𝑢2 𝑏 𝑢

𝐺

 𝑑𝑥 = 𝑏𝑐 ∫𝑢3

𝐺

𝑑𝑥 

∫  𝑎𝑢 𝑏 𝑢

𝐺

 𝑑𝑥 = 𝑎𝑏 ∫𝑢2

𝐺

𝑑𝑥 = 𝑎𝑏‖𝑢‖2 

∫  𝑣 𝑏 𝑢

𝐺

 𝑑𝑥 = 𝑏∫  𝑢𝑣

𝐺

𝑑𝑥 

 

elde edilir. Elde edilen bu eşitlikler (4.6) denkleminde yerine yazılırsa, 
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𝑏

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢‖2 +  𝑏‖∇𝑢‖2 + 𝑏𝑔∫|𝑢|𝑝+2 𝑑𝑥

𝐺

+ 𝑏𝑐 ∫𝑢3

𝐺

𝑑𝑥 +  𝑎𝑏‖𝑢‖2 − 𝑏∫  𝑢𝑣

𝐺

𝑑𝑥 = 0 

                                                                                                                                                 (4.7) 

bulunur. (4.2) denklemi 𝐿2(𝐺)’de 𝑣 ile çarpılırsa, 

 

∫𝑣𝑡𝑣𝑑𝑥

𝐺

− ∫𝑘∆𝑣𝑣𝑑𝑥

𝐺

+ ∫𝑑𝑣𝑣𝑑𝑥

𝐺

+ ∫𝑏𝑢𝑣𝑑𝑥

𝐺

= 0                                                  (4.8) 

 

elde edilir. (4.8) eşitliğindeki her bir ifade ayrı ayrı hesaplanırsa, 

 

∫𝑣𝑡
𝐺

𝑣 𝑑𝑥 = ∫
𝑑

𝑑𝑡
𝐺

 𝑣 𝑣 𝑑𝑥 = ∫
1

2

𝑑

𝑑𝑡
𝐺

 𝑣 2𝑑𝑥 =
1

2

𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝑣 2

𝐺

𝑑𝑥 =
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑣‖2 

∫𝑘∆𝑣

𝐺

𝑣 𝑑𝑥 = ∫𝑘∆𝑣

𝐺

𝑣 𝑑𝑥𝑘 ∫∆𝑣

𝐺

𝑣 𝑑𝑥 = 𝑘 (𝑣. ∇𝑣|𝜕𝐺⏟    
0

− ∫∇𝑣

𝐺

∇𝑣 𝑑𝑥) = −𝑘‖∇𝑣‖2 

∫  𝑑𝑣  𝑣

𝐺

 𝑑𝑥 = 𝑑 ∫  𝑣2

𝐺

𝑑𝑥 = 𝑑‖𝑣‖2 

∫  𝑏𝑢

𝐺

𝑣 𝑑𝑥 = 𝑏 ∫  𝑢𝑣

𝐺

𝑑𝑥 

 

elde edilir. Elde edilen bu ifadeler (4.8) eşitliğinde yerine yazılırsa, 

 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑣‖2 +  𝑘‖∇𝑣‖2 +  𝑑‖𝑣‖2 + 𝑏∫  𝑢𝑣

𝐺

𝑑𝑥 = 0                                                      (4.9) 

 

bulunur. (4.7) ve (4.9) eşitlikleri toplanırsa, 

 

𝑑

𝑑𝑡
[
𝑏

2
‖𝑢‖2 +

1

2
‖𝑣‖2] + 𝑎𝑏‖𝑢‖2 +  𝑑‖𝑣‖2 + 𝑏‖∇𝑢‖2 + 𝑘‖∇𝑣‖2 + 𝑏𝑔∫|𝑢|𝑝+2 𝑑𝑥

𝐺

= −𝑏𝑐 ∫𝑢3

𝐺

𝑑𝑥                                                                                       (4.10) 
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eşitliği elde edilir. (4.10) eşitliğinin sağ tarafındaki terime 휀 =
𝑔(𝑝+2)

6𝑐
  olmak üzere 휀-

young eşitsizliği uygulanırsa, 

 

|𝑏𝑐 ∫𝑢3𝑑𝑥

𝐺

| ≤ 𝑏𝑐 ∫|𝑢|3

𝐺

. 1 𝑑𝑥 

                        ≤ 𝑏𝑐 ∫(
3휀

𝑝 + 2
. (|𝑢|3)

𝑝+2
3 +

𝑝 − 1

𝑝 + 2
.
1

휀
3
𝑝−1

)

𝐺

 𝑑𝑥 

                        = 𝑏𝑐 ∫(
3휀

𝑝 + 2
. |𝑢|𝑝+2 +

𝑝 − 1

𝑝 + 2
.
1

휀
3
𝑝−1

)

𝐺

 𝑑𝑥 

                        ≤ 𝑏𝑐 ∫

(

 
 𝑔

2𝑐
|𝑢|𝑝+2 +

𝑝 − 1

𝑝 + 2
.

1

(
𝑔(𝑝 + 2)
6𝑐 )

3
𝑝−1

)

 
 
𝑑𝑥

𝐺

 

                        ≤
𝑏𝑔

2
∫|𝑢|𝑝+2𝑑𝑥 + ∫

𝑝 − 1

𝑝 + 2
.

1

(
𝑔(𝑝 + 2)
6𝑐 )

3
𝑝−1𝐺

𝑑𝑥

𝐺

 

                        ≤
𝑏𝑔

2
∫|𝑢|𝑝+2𝑑𝑥 +

𝐺

 
𝑝 − 1

𝑝 + 2
.

1

(
𝑔(𝑝 + 2)
6𝑐

)

3
𝑝−1

. |𝐺|

⏟                
𝐶0

         

                        ≤
𝑏𝑔

2
∫|𝑢|𝑝+2𝑑𝑥 +

𝐺

𝐶0                                                                             (4.11) 

 

eşitsizliği bulunur. (4.10) eşitliğinde (4.11) eşitsizliği kullanılırsa, 

 

𝑑

𝑑𝑡
[𝑏‖𝑢‖2 + ‖𝑣‖2] + 2𝑎𝑏‖𝑢‖2 +  2𝑑‖𝑣‖2 + 2𝑏‖∇𝑢‖2 + 2𝑘‖∇𝑣‖2

+ 𝑏𝑔∫|𝑢|𝑝+2 𝑑𝑥

𝐺

≤ 𝐶0                                                                         (4.12) 

 

elde edilir. Burada ve sonrasında 𝐶0 ve 𝐶1sayıları 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑔, |𝐺|’ye ve başlangıç 

verilerine bağlı olan sabiti belirtir. 
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(4.12)’den aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

 

𝑑

𝑑𝑡
[𝑏‖𝑢‖2 + ‖𝑣‖2] + 2𝑎𝑏‖𝑢‖2 +  2𝑑‖𝑣‖2 + 2𝑏‖∇𝑢‖2⏟      

≥0

+ 2𝑘‖∇𝑣‖2⏟      
≥0

+ 𝑏𝑔∫|𝑢|𝑝+2 𝑑𝑥

𝐺⏟        
≥0

≤ 𝐶0 

𝑑

𝑑𝑡
[𝑏‖𝑢‖2 + ‖𝑣‖2] + 𝑎𝑏‖𝑢‖2 +  𝑑‖𝑣‖2 ≤ 𝐶0 

𝑑

𝑑𝑡
[𝑏‖𝑢‖2 + ‖𝑣‖2] + 𝑣1[𝑏‖𝑢‖

2 + ‖𝑣‖2] ≤ 𝐶0. 

 

Burada 𝑣1 = min{𝑎, 𝑑} şeklindedir. Bu eşitsizliğin 𝐾(𝑡) = 𝑏‖𝑢‖2 + ‖𝑣‖2 olmak 

üzere çözümü yapılırsa, 

 

𝑑

𝑑𝑡
𝐾(𝑡) + 𝑣1𝐾(𝑡) ≤ 𝐶0 

𝑒𝑣1𝑡
𝑑

𝑑𝑡
𝐾(𝑡) + 𝑒𝑣1𝑡𝑉1𝐾(𝑡) ≤ 𝐶0𝑒

𝑣1𝑡 

∫
𝑑

𝑑𝜏
[𝑒𝑣1𝜏𝐾(𝜏)]

𝑡

0

𝑑𝜏 ≤ ∫𝑒𝑣1𝜏
𝑡

0

𝐶0 𝑑𝜏 

𝑒𝑣1𝑡𝐾(𝑡) − 𝐾(0)⏟
0

≤
𝐶0
𝑣1
(𝑒𝑣1𝑡 − 1) 

𝐾(𝑡) ≤
𝐶0
𝑣1
(1 − 𝑒−𝑣1𝑡)

⏟        
𝐶1

 

𝑏‖𝑢‖2 + ‖𝑣‖2 ≤ 𝐶1, ∀𝑡 ∈ ℝ+.                                                                               (4.13) 

 

elde edilir. (4.12) denklemi 0’dan 𝑡’ye göre integrali alınıp (4.13) eşitsizliği 

kullanılırsa, 
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∫
𝑑

𝑑𝑡
[𝑏‖𝑢‖2 + ‖𝑣‖2]𝑑𝑡

𝑡

𝑜

+ 2𝑎𝑏∫‖𝑢‖2𝑑𝜏

𝑡

𝑜

+  2𝑑∫‖𝑣‖2𝑑𝜏

𝑡

0

+ 2𝑏∫‖∇𝑢‖2𝑑𝜏

𝑡

0

 

                                                              +2𝑘∫‖∇𝑣‖2𝑑𝜏

𝑡

0

+ 𝑏𝑔∫∫|𝑢|𝑝+2 𝑑𝑥

𝐺

𝑡

𝑜

𝑑𝜏 ≤ ∫𝐶0𝑑𝜏

𝑡

𝑜

 

𝐾(𝑡) − 𝐾(0) + 2𝑎𝑏∫‖𝑢‖2𝑑𝜏

𝑡

𝑜

+  2𝑑∫‖𝑣‖2𝑑𝜏

𝑡

0

+ 2𝑏∫‖∇𝑢‖2𝑑𝜏

𝑡

0

+ 2𝑘∫‖∇𝑣‖2𝑑𝜏

𝑡

0

+ 𝑏𝑔∫∫|𝑢|𝑝+2 𝑑𝑥

𝐺

𝑡

𝑜

𝑑𝜏 ≤ 𝐶0|𝐺| 

𝐾(𝑡)⏟
≤𝐶1

+ 2𝑎𝑏∫‖𝑢‖2⏟
≤𝐶1

𝑑𝜏

𝑡

𝑜

+  2𝑑∫‖𝑣‖2⏟
≤𝐶1

𝑑𝜏

𝑡

0

+ 2𝑏∫‖∇𝑢‖2𝑑𝜏

𝑡

0

+ 2𝑘∫‖∇𝑣‖2𝑑𝜏

𝑡

0

+ 𝑏𝑔∫∫|𝑢|𝑝+2 𝑑𝑥

𝐺

𝑡

𝑜

𝑑𝜏 ≤ 𝐶0|𝐺|⏟  
𝐶1

 

 

elde edilir bu da,  

 

𝑏∫‖∇𝑢‖2𝑑𝜏

𝑡

0

, 𝑘 ∫‖∇𝑣‖2𝑑𝜏

𝑡

0

, 𝑏𝑔∫∫|𝑢|𝑝+2 𝑑𝑥

𝐺

𝑡

𝑜

𝑑𝜏 ≤ 𝐶1                         (4.14) 

 

(4.7)’deki kestirimlerin bazılarını verir. Daha sonra (4.1) denklemi 𝐿2(𝐺)’de (−𝑏∆𝑢) 

ile çarpılırsa, 

 

∫
𝑑

𝑑𝑡
𝐺

𝑢(−𝑏∆𝑢) 𝑑𝑥 − ∫∆𝑢(−𝑏∆𝑢) 𝑑𝑥 + ∫𝑔 |𝑢|𝑝𝑢(−𝑏∆𝑢) 𝑑𝑥 + ∫𝑐𝑢2(−𝑏∆𝑢) 𝑑𝑥

+ ∫𝑎𝑢(−𝑏∆𝑢) 𝑑𝑥

𝐺

− ∫𝑣(−𝑏∆𝑢)𝑑𝑥

𝐺

= 0                                       (4.15) 

 

elde edilir. (4.15) eşitliğindeki her bir terim ayrı ayrı hesaplanırsa, 
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∫
𝑑

𝑑𝑡
𝐺

 𝑢(−𝑏∆𝑢) 𝑑𝑥 = −𝑏∫
𝑑

𝑑𝑡
𝐺

 𝑢 ∆𝑢 𝑑𝑥 

                                    = −𝑏(
𝑑

𝑑𝑡
𝑢. ∇𝑢|

𝜕𝐺⏟      
0

− ∫
𝑑

𝑑𝑡
𝐺

∇𝑢 ∇𝑢 𝑑𝑥) 

                                    = 𝑏∫
1

2

𝑑

𝑑𝑡
(∇𝑢)2𝑑𝑥 

                                    =
𝑏

2

𝑑

𝑑𝑡
‖∇𝑢‖2 

∫∆𝑢 (−𝑏∆𝑢) 𝑑𝑥 = −𝑏∫(∆𝑢)2𝑑𝑥 = −𝑏‖∆𝑢‖2 

∫𝑔 |𝑢|𝑝𝑢 (−𝑏∆𝑢) 𝑑𝑥 = −𝑏𝑔∫|𝑢|𝑝+1 ∆𝑢 𝑑𝑥 

                                          = −𝑏𝑔(|𝑢|𝑝+1. ∇𝑢|𝜕𝐺⏟        
0

− ∫(𝑝 + 1)|𝑢|𝑝 ∇u ∇𝑢 𝑑𝑥

𝐺

) 

                                          = 𝑏𝑔(𝑝 + 1)∫|𝑢|𝑝 (∇𝑢)2 𝑑𝑥

𝐺

 

∫𝑐𝑢2(−𝑏∆𝑢) 𝑑𝑥 = −𝑏𝑐∫𝑢2 ∆𝑢 𝑑𝑥 

                                  = −𝑏𝑐 (𝑢2. ∇𝑢|𝜕𝐺⏟      
0

− ∫2𝑢∇𝑢∇𝑢𝑑𝑥

𝐺

) 

                                  = 2𝑏𝑐 ∫𝑢|∇𝑢|2𝑑𝑥

𝐺

 

∫𝑎𝑢 (−𝑏∆𝑢) 𝑑𝑥

𝐺

= −𝑎𝑏∫𝑢∆𝑢 𝑑𝑥

𝐺

= −𝑎𝑏(𝑢. ∇𝑢|𝜕𝐺⏟    
0

− ∫∇𝑢∇𝑢𝑑𝑥

𝐺

) = 𝑎𝑏‖∇𝑢‖2 

∫𝑣 (−𝑏∆𝑢)𝑑𝑥

𝐺

= −𝑏∫𝑣∆𝑢 𝑑𝑥

𝐺

= −𝑏(𝑣. ∇𝑢|𝜕𝐺⏟    
0

− ∫∇𝑣∇𝑢 𝑑𝑥

𝐺

) = 𝑏∫∇𝑣∇𝑢 𝑑𝑥

𝐺

 

 

elde edilir. Elde edilen bu eşitlikler (4.15)’te yerine yazılırsa, 
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𝑏

2

𝑑

𝑑𝑡
‖∇𝑢‖2 + 𝑏‖∆𝑢‖2 + 𝑏𝑔(𝑝 + 1)∫|𝑢|𝑝 (∇𝑢)2 𝑑𝑥

𝐺

+ 2𝑏𝑐 ∫𝑢|∇𝑢|2𝑑𝑥

𝐺

+ 𝑎𝑏‖∇𝑢‖2 − 𝑏∫∇𝑣∇𝑢 𝑑𝑥

𝐺

= 0                                                       (4.16) 

 

eşitliği bulunur. (4.2) denklemi 𝐿2(𝐺)’de  −∆𝑣 ile çarpılırsa, 

 

∫
𝑑

𝑑𝑡
𝑣(−∆𝑣)𝑑𝑥

𝐺

− ∫𝑘∆𝑣(−∆𝑣)𝑑𝑥

𝐺

+ ∫𝑑𝑣(−∆𝑣)𝑑𝑥

𝐺

+∫𝑏𝑢(−∆𝑣)𝑑𝑥

𝐺

= 0   (4.17) 

 

elde edilir. (4.17) eşitliğindeki her bir terim ayrı ayrı hesaplanırsa, 

 

∫
𝑑

𝑑𝑡
𝑣(−∆𝑣) 𝑑𝑥

𝐺

= −(
𝑑

𝑑𝑡
𝑣. ∇𝑣|

𝜕𝐺⏟      
0

− ∫
𝑑

𝑑𝑡
∇𝑣∇𝑣 𝑑𝑥

𝐺

) 

                                = ∫
1

2
𝐺

𝑑

𝑑𝑡
(∇𝑣)2 𝑑𝑥 =

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖∇𝑣‖2 

∫𝑘∆𝑣(−∆𝑣) 𝑑𝑥

𝐺

= −𝑘∫∆𝑣∆𝑣 𝑑𝑥

𝐺

= −𝑘‖∆𝑣‖2 

∫𝑑𝑣 (−∆𝑣)𝑑𝑥

𝐺

= −𝑑∫𝑣∆𝑣 𝑑𝑥

𝐺

= −𝑑(𝑣. ∆v|𝜕𝐺⏟    
0

− ∫∇𝑣∇𝑣 𝑑𝑥

𝐺

) = 𝑑‖∇𝑣‖2 

∫𝑏𝑢 (−∆𝑣)𝑑𝑥

𝐺

= −𝑏∫𝑢∆𝑣 𝑑𝑥

𝐺

= −𝑏(𝑢. ∆v|𝜕𝐺⏟    
0

− ∫∇𝑢∇𝑣 𝑑𝑥

𝐺

) = 𝑏∫∇𝑢∇𝑣 𝑑𝑥

𝐺

 

 

elde edilir. Elde edilen bu eşitlikler (4.17)’de yerine yazılırsa, 

 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖∇𝑣‖2 + 𝑘‖∆𝑣‖2 + 𝑑‖∇𝑣‖2 + 𝑏∫∇𝑢∇𝑣 𝑑𝑥

𝐺

= 0                                           (4.18) 
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eşitliği bulunur. (4.16) ve (4.18) eşitlikleri toplanırsa, 

 

𝑑

𝑑𝑡
[
𝑏

2
‖∇𝑢‖2 +

1

2
‖∇𝑣‖2] + 𝑎𝑏‖∇𝑢‖2 + 𝑑‖∇𝑣‖2 + 𝑏‖∆𝑣‖2 + 𝑘‖∆𝑣‖2

+ 𝑏𝑔(𝑝 + 1)∫|𝑢|𝑝 (∇𝑢)2 𝑑𝑥

𝐺

= −2𝑏𝑐 ∫𝑢|∇𝑢|2𝑑𝑥

𝐺

                    (4.19) 

 

eşitliği elde edilir. (4.19)’un sağ tarafındaki terime 휀 =
𝑝𝑔(𝑝+1)

4𝑐
 olmak üzere young ve 

interpolasyon eşitsizliği uygulanırsa, 

 

|2𝑏𝑐 ∫𝑢|∇𝑢|2 𝑑𝑥

𝐺

| ≤ 2𝑏𝑐 ∫|𝑢||∇𝑢|2 𝑑𝑥

𝐺

= 2𝑏𝑐 ∫|𝑢||∇𝑢|
2
𝑝|∇𝑢|

2𝑝−2
𝑝  𝑑𝑥

𝐺

 

≤ 2𝑏𝑐 ∫(
휀|𝑢|𝑝. |∇𝑢|2

𝑝
+
(𝑝 − 1)|∇𝑢|2

𝑝. 휀
1
𝑝−1⁄

)  𝑑𝑥

𝐺

 

                           ≤ 2𝑏𝑐 ∫

(

 
 𝑔(𝑝 + 1)|𝑢|𝑝. |∇𝑢|2

4𝑐
+

(𝑝 − 1)|∇𝑢|2

𝑝. (
𝑝𝑔(𝑝 + 1)

4𝑐 )

1
𝑝−1⁄

)

 
 
𝑑𝑥

𝐺

 

                                 =
𝑏𝑔(𝑝 + 1)

2
∫|𝑢|𝑝. |∇𝑢|2𝑑𝑥

𝐺

+
2𝑏𝑐(𝑝 − 1)

𝑝. (
𝑝𝑔(𝑝 + 1)

4𝑐 )

1
𝑝−1⁄

∫|∇𝑢|2𝑑𝑥

𝐺

 

                          =
𝑏𝑔(𝑝 + 1)

2
∫|𝑢|𝑝. |∇𝑢|2𝑑𝑥

𝐺

+
2𝑏𝑐(𝑝 − 1)

𝑝. (
𝑝𝑔(𝑝 + 1)

4𝑐 )

1
𝑝−1⁄

‖∇𝑢‖2 

                                  ≤
𝑏𝑔(𝑝 + 1)

2
∫|𝑢|𝑝. |∇𝑢|2𝑑𝑥

𝐺

+
2𝑏𝑐(𝑝 − 1)

𝑝. (
𝑝𝑔(𝑝 + 1)

4𝑐 )

1
𝑝−1⁄

‖∇𝑢‖‖∆𝑢‖ 

                               ≤
𝑏𝑔(𝑝 + 1)

2
∫|𝑢|𝑝. |∇𝑢|2𝑑𝑥

𝐺

+
2𝑏𝑐(𝑝 − 1)

𝑝. (
𝑝𝑔(𝑝 + 1)

4𝑐 )

1
𝑝−1⁄

‖𝑢‖‖∆𝑢‖ 
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≤
𝑏𝑔(𝑝 + 1)

2
∫|𝑢|𝑝. |∇𝑢|2𝑑𝑥

𝐺

+
𝑏

2
‖∆𝑢‖2 + 𝑏

[
 
 
 
 

2𝑐(𝑝 − 1)

𝑝. (
𝑝𝑔(𝑝 + 1)

4𝑐 )

1
𝑝−1⁄

]
 
 
 
 
2

⏟                
𝐶0

‖𝑢‖2 

=
𝑏𝑔(𝑝 + 1)

2
∫|𝑢|𝑝. |∇𝑢|2𝑑𝑥

𝐺

+
𝑏

2
‖∆𝑢‖2 + 𝐶0‖𝑢‖

2                                                (4.20) 

 

eşitsizliği elde edilir. (4.20) eşitsizliği (4.19)’da kullanılırsa,  

 

𝑑

𝑑𝑡
[𝑏‖∇𝑢‖2 + ‖∇𝑣‖2] + 2𝑎𝑏‖∇𝑢‖2 + 2𝑑‖∇𝑣‖2 + 𝑏‖∆𝑢‖2⏟    

≤𝐶1

+ 2𝑘‖∆𝑣‖2⏟      
≤𝐶1

+ 𝑏𝑔(𝑝 + 1)∫|𝑢|𝑝 (∇𝑢)2 𝑑𝑥

𝐺⏟                
≤𝐶1

≤ 𝐶0‖𝑢‖
2⏟    

≤𝐶1

                                        (4.21) 

 

eşitsizliği elde edilir. 𝑉2 = 2min{𝑎, 𝑑} olmak üzere, 

 

𝑑

𝑑𝑡
[𝑏‖∇𝑢‖2 + ‖∇𝑣‖2] + 𝑉2[𝑏‖∇𝑢‖

2 + ‖∇𝑣‖2] ≤ 𝐶1 

 

eşitsizliği yazılır.  𝐸2(𝑡) = 𝑏‖∇𝑢‖
2 + ‖∇𝑣‖2 olmak üzere son eşitsizliğin çözümü 

yapılırsa, 

 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸2(𝑡) + 𝑉2𝐸2(𝑡) ≤ 𝐶1 

𝑒𝑉2𝑡
𝑑

𝑑𝑡
𝐸2(𝑡) + 𝑒

𝑉2𝑡𝑣2𝐸2(𝑡) ≤ 𝑒
𝑉2𝑡𝐶1 

[𝑒𝑉2𝑡𝐸2(𝑡)]
′ ≤ 𝑒𝑉2𝑡𝐶1 

∫
𝑑

𝑑𝜏
[𝑒𝑉2𝜏𝐸2(𝜏)]𝑑𝜏

𝑡

0

≤ ∫𝑒𝑉2𝜏𝐶1 𝑑𝜏

𝑡

0

 

𝑒𝑉2𝑡𝐸2(𝑡) − 𝐸2(0)⏟  
0

≤
𝐶1
𝑉2
𝑒𝑉2𝜏|

0

𝑡

=
𝐶1
𝑉2
(𝑒𝑉2𝑡 − 1) 
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𝐸2(𝑡) ≤
𝐶1
𝑉2
(1 − 𝑒−𝑉2𝑡) ≤ 𝐶1 

𝑏‖∇𝑢‖2 + ‖∇𝑣‖2 ≤ 𝐶1 

 

eşitsizliği bulunur. (4.21) eşitsizliğinin 0’dan 𝑡’ye integrali alınırsa, 

 

∫
𝑑

𝑑𝑡
[𝑏‖∇𝑢‖2 + ‖∇𝑣‖2] 𝑑𝑡

𝑡

0

+ 2𝑎𝑏∫‖∇𝑢‖2 𝑑𝜏

𝑡

𝑜

+ 2𝑑∫‖∇𝑣‖2 𝑑𝜏

𝑡

0

+ 𝑏∫‖∆𝑢‖2 𝑑𝜏

𝑡

0

+ 2𝑘∫‖∆𝑣‖2 𝑑𝜏

𝑡

0

+ 𝑏𝑔(𝑝 + 1)∫∫|𝑢|𝑝 (∇𝑢)2 𝑑𝑥

𝐺

 𝑑𝜏

𝑡

0

≤ 𝐶1∫𝑑𝜏

𝑡

0

 

𝑏‖∇𝑢‖2 + ‖∇𝑣‖2⏟          
≤𝐶1

+ 2𝑎𝑏∫‖∇𝑢‖2 𝑑𝜏

𝑡

𝑜⏟          
≤𝐶1

+ 2𝑑∫‖∇𝑣‖2 𝑑𝜏

𝑡

0⏟        
≤𝐶1

+ 𝑏∫‖∆𝑢‖2 𝑑𝜏

𝑡

0

+ 2𝑘∫‖∆𝑣‖2 𝑑𝜏

𝑡

0

+ 𝑏𝑔(𝑝 + 1)∫∫|𝑢|𝑝 (∇𝑢)2 𝑑𝑥

𝐺

 𝑑𝜏

𝑡

0⏟                    
>0

≤ 𝐶1 

 

elde edilir. Buradan,  

 

∫‖∆𝑢‖2 𝑑𝜏

𝑡

0

, 𝑘 ∫‖∆𝑣‖2 𝑑𝜏

𝑡

0

≤ 𝐶1 

 

görülür.  

 

 

4.3.  Sürekli Bağımlılık Sonucu 

 

Bu bölümde (4.1) − (4.4) probleminin çözümünün 𝑘 difüzyon katsayısı üzerine 

sürekli bağımlılığıyla ilgili aşağıdaki teorem ispatlanmıştır. 
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Teorem 4.3.1.  

 

𝜕𝑡𝑢𝑖 − ∆𝑢𝑖 + |𝑢𝑖|
𝑝𝑢𝑖 + 𝑐𝑢𝑖

2 + 𝑎𝑢𝑖 − 𝑣𝑖 = 0 , 𝑡 > 0,                                      (4.22) 

𝜕𝑡𝑣𝑖 − 𝑘𝑖∆𝑣𝑖 + 𝑑𝑣𝑖 + 𝑏𝑢𝑖 = 0,                                    𝑥 ∈ 𝐺,           𝑡 > 0,                (4.23) 

𝑢𝑖(𝑥, 0) = 𝑢0, 𝑣𝑖(𝑥, 0) = 𝑣0,                                         𝑥 ∈ 𝐺,                                     (4.24) 

𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) =  𝑣𝑖(𝑥, 𝑡) = 0,                                                 𝑥 ∈ 𝜕𝐺, 𝑡 > 0                (4.25) 

 

[𝑢𝑖 , 𝑣𝑖], 𝑖 = 1,2 için  (4.22) − (4.25) probleminin güçlü çözümü olsun. O zaman 

aşağıdaki önemli kestirimin doğruluğu geçerli olur: 

 

‖𝑢1 − 𝑢2‖ ≤ 𝑘𝐶1𝑒
𝐶1𝑡, ∀𝑡 ∈ ℝ+.                                                                                    (4.26) 

 

İspat.  

 

𝑖 = 1 için 𝜕𝑡𝑢1 − ∆𝑢1 + |𝑢1|
𝑝𝑢1 + 𝑐𝑢1

2 + 𝑎𝑢1 − 𝑣1 = 0 

𝑖 = 2 için  𝜕𝑡𝑢2 − ∆𝑢2 + |𝑢2|
𝑝𝑢2 + 𝑐𝑢2

2 + 𝑎𝑢2 − 𝑣2 = 0 

 

𝑤 = 𝑢1 − 𝑢2, 𝑧 = 𝑣1 − 𝑣2 olmak üzere, 

 

𝜕𝑡𝑤 − ∆𝑤 + |𝑢1|
𝑝𝑢1 − |𝑢2|

𝑝𝑢2 + 𝑐(𝑢1 + 𝑢2 )𝑤 + 𝑎𝑤 − 𝑧 = 0 

 

elde edilir. 

 

𝑖 = 1 için 𝜕𝑡𝑣1 − 𝑘1∆𝑣1 + 𝑑𝑣1 + 𝑏𝑢1 = 0 

𝑖 = 2 için 𝜕𝑡𝑣2 − 𝑘2∆𝑣2 + 𝑑𝑣2 + 𝑏𝑢2 = 0 

 

𝑘 = 𝑘1 − 𝑘2 olmak üzere, 

 

𝜕𝑡𝑧 − 𝑘1∆𝑧 + 𝑑𝑧 + 𝑏𝑤 = 𝑘∆𝑣2 

 

elde edilir. Yani  
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𝜕𝑡𝑤 − ∆𝑤 + |𝑢1|
𝑝𝑢1 − |𝑢2|

𝑝𝑢2 + 𝑐(𝑢1 + 𝑢2 )𝑤 + 𝑎𝑤 − 𝑧 = 0, 𝑥 ∈ 𝐺, 𝑡 > 0, (4.27) 

𝜕𝑡𝑧 − 𝑘1∆𝑧 + 𝑑𝑧 + 𝑏𝑤 = 𝑘∆𝑣2,                                                           𝑥 ∈ 𝐺, 𝑡 > 0, (4.28) 

𝑤(𝑥, 0) = 0, 𝑧(𝑥, 0) = 0,                                                                𝑥 ∈ 𝐺,            (4.29) 

𝑤(𝑥, 𝑡) = 0,          𝑧(𝑥, 𝑡) = 0,                                                             𝑥 ∈ 𝜕𝐺, 𝑡 > 0, (4.30) 

 

[𝑤, 𝑧] = [𝑢1 − 𝑢2, 𝑣1 − 𝑣2] fonksiyon çiftinin (4.27) − (4.30) probleminin bir 

çözümü olduğunu görmek kolaydır. 

 

(4.27) denklemi 𝐿2(𝐺)’de 𝑏𝑤 ile çarpılırsa, 

 

∫𝜕𝑡𝑤

𝐺

𝑏𝑤 𝑑𝑥 − ∫∆𝑤

𝐺

 𝑏𝑤 𝑑𝑥 + ∫|𝑢1|
𝑝𝑢1

𝐺

 𝑏𝑤 𝑑𝑥 − ∫|𝑢2|
𝑝𝑢2

𝐺

 𝑏𝑤 𝑑𝑥

+ ∫𝑐(𝑢1 + 𝑢2 )𝑤

𝐺

 𝑏𝑤 𝑑𝑥 − ∫𝑧

𝐺

𝑏𝑤 𝑑𝑥 = 0                                  (4.31) 

 

elde edilir. (4.31) eşitliğindeki her bir terim ayrı ayrı hesaplanırsa, 

 

∫𝜕𝑡𝑤

𝐺

𝑏𝑤 𝑑𝑥 = ∫
𝑑

𝑑𝑡
𝐺

𝑤 𝑏𝑤 𝑑𝑥 = 𝑏 ∫
1

2

𝑑

𝑑𝑡
𝐺

𝑤2 𝑑𝑥 =
𝑏

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤‖2 

∫∆𝑤

𝐺

 𝑏𝑤 𝑑𝑥 = 𝑏 (𝑤. ∇𝑤|𝜕𝐺⏟      
0

− ∫∇𝑤

𝐺

 ∇𝑤 𝑑𝑥) = −𝑏‖∇𝑤‖2 

∫|𝑢1|
𝑝𝑢1

𝐺

 𝑏𝑤 𝑑𝑥 = 𝑏 ∫|𝑢1|
𝑝+1

𝐺

𝑤 𝑑𝑥 

∫|𝑢2|
𝑝𝑢2

𝐺

 𝑏𝑤 𝑑𝑥 = 𝑏 ∫|𝑢2|
𝑝+1

𝐺

𝑤 𝑑𝑥 

∫𝑐(𝑢1 + 𝑢2 )𝑤

𝐺

 𝑏𝑤 𝑑𝑥 = 𝑏𝑐 ∫(𝑢1 + 𝑢2 )𝑤
2

𝐺

 𝑑𝑥 

∫𝑎𝑤

𝐺

 𝑏𝑤 𝑑𝑥 = 𝑎𝑏∫𝑤2

𝐺

𝑑𝑥 = 𝑎𝑏‖𝑤‖2 

∫𝑧

𝐺

𝑏𝑤 𝑑𝑥 = 𝑏 ∫𝑧

𝐺

𝑤 𝑑𝑥 
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elde edilir. Elde edilen bu eşitlikler (4.31)’de yerine yazılırsa, 

 

𝑏

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤‖2 + 𝑏‖∇𝑤‖2 + 𝑏∫|𝑢1|

𝑝+1

𝐺

𝑤 𝑑𝑥 − 𝑏 ∫|𝑢2|
𝑝+1

𝐺

𝑤 𝑑𝑥

+ 𝑏𝑐 ∫(𝑢1 + 𝑢2 )𝑤
2

𝐺

 𝑑𝑥 + 𝑎𝑏‖𝑤‖2 −  𝑏 ∫ 𝑧

𝐺

𝑤 𝑑𝑥 = 0,             (4.32) 

 

eşitliği bulunur. (4.28) denklemi 𝐿2(𝐺)’de 𝑧 ile çarpılırsa, 

 

∫𝜕𝑡𝑧 𝑧

𝐺

𝑑𝑥 − ∫𝑘1∆𝑧 𝑧

𝐺

𝑑𝑥 + ∫𝑑𝑧 𝑧

𝐺

𝑑𝑥 + ∫𝑏𝑤 𝑧

𝐺

𝑑𝑥 = ∫𝑘∆𝑣2 𝑧

𝐺

𝑑𝑥               (4.33) 

 

elde edilir. (4.33) eşitliğindeki her bir terim ayrı ayrı hesaplanırsa, 

 

∫𝜕𝑡𝑧 𝑧

𝐺

𝑑𝑥 = ∫
𝑑

𝑑𝑡
𝑧 𝑧

𝐺

𝑑𝑥 = ∫
1

2

𝑑

𝑑𝑡
𝑧2

𝐺

𝑑𝑥 =
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑧‖2 

∫𝑘1∆𝑧 𝑧

𝐺

𝑑𝑥 = 𝑘1∫∆𝑧 𝑧

𝐺

𝑑𝑥 = 𝑘1(𝑧. ∇𝑧|𝜕𝐺⏟    
𝑜

− ∫∇𝑧 ∇𝑧 𝑑𝑥

𝐺

) = −𝑘1‖∇𝑧‖
2 

∫𝑑𝑧 𝑧

𝐺

𝑑𝑥 = 𝑑 ∫𝑧2

𝐺

𝑑𝑥 = 𝑑‖𝑧‖2 

∫𝑏𝑤 𝑧

𝐺

𝑑𝑥 = 𝑏 ∫𝑤 𝑧

𝐺

𝑑𝑥 

∫𝑘∆𝑣2 𝑧

𝐺

𝑑𝑥 = 𝑘∫∆𝑣2 𝑧

𝐺

𝑑𝑥 

 

elde edilir. Elde edilen bu eşitlikler (4.33)’te yerine yazılırsa, 

 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑧‖2 + 𝑘1‖∇𝑧‖

2 + 𝑑‖𝑧‖2 + 𝑏∫𝑤 𝑧

𝐺

𝑑𝑥 = 𝑘∫∆𝑣2 𝑧

𝐺

𝑑𝑥                              (4.34) 

 

eşitliği bulunur. (4.32) ve (4.34) eşitlikleri toplanırsa, 
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𝑑

𝑑𝑡
[
𝑏

2
‖𝑤‖2 +

1

2
‖𝑧‖2] + 𝑑‖𝑧‖2 +  𝑏‖∇𝑤‖2 + 𝑘1‖∇𝑧‖

2 + 𝑏∫|𝑤|𝑝+2

𝐺

 𝑑𝑥 + 𝑎𝑏‖𝑤‖2

= 𝑘〈∆𝑣2, 𝑧〉 −  𝑏𝑐 ∫(𝑢1 + 𝑢2 )𝑤
2

𝐺

𝑑𝑥                                               (4.35) 

 

elde edilir. (4.35) eşitliğinin sağ tarafındaki ilk terim düzenlenirse, 

 

|𝑘〈∆𝑣2, 𝑧〉| ≤ |𝑘|‖∆𝑣2‖‖𝑧‖ = |𝑘|
√𝑑

√𝑑
‖∆𝑣2‖‖𝑧‖ ≤

𝑑

2
‖𝑧‖2 +

𝑘2

2𝑑
‖∆𝑣2‖

2           (4.36) 

 

eşitsizliği bulunur. (4.35) eşitliğinin sağ tarafındaki ikinci terim için Hölder,Sobolev 

eşitsizliği ve (4.13) kullanılırsa, 

 

|∫(𝑢1 + 𝑢2 )𝑤
2

𝐺

 𝑑𝑥| ≤ ∫|𝑢1 + 𝑢2||𝑤|
2

𝐺

 𝑑𝑥 

                          ≤ (∫|𝑢1 + 𝑢2|
2 𝑑𝑥

𝐺

)

1
2⁄

. (∫|𝑤|4

𝐺

 𝑑𝑥)

1
2⁄

                        

(𝑢1 − 𝑢2 )
2 ≥ 0 

𝑢1
2 + 𝑢2

2 − 2𝑢1𝑢2 ≥ 0 

𝑢1
2 + 𝑢2

2 ≥ 2𝑢1𝑢2 

(𝑢1 + 𝑢2 )
2 = 𝑢1

2 + 𝑢2
2 + 2𝑢1𝑢2 ≤ 2(𝑢1

2 + 𝑢2
2) 

       ≤ (∫2|𝑢1
2 + 𝑢2

2| 𝑑𝑥

𝐺

)

1
2⁄

. (∫|𝑤|4

𝐺

 𝑑𝑥)

1
2⁄

 

               = √2(∫|𝑢1
2 + 𝑢2

2| 𝑑𝑥

𝐺

)

1
2⁄

. [(∫|𝑤|4

𝐺

 𝑑𝑥)

1
4⁄

]

2

 

                          = √2([∫|𝑢1
2 + 𝑢2

2|
1
2⁄  𝑑𝑥

𝐺

]

2

)

1
2⁄

. [(∫|𝑤|4

𝐺

 𝑑𝑥)

1
4⁄

]

2

 



43 

 

 
 

                                       ≤ √2‖√𝑢12 + 𝑢22‖‖𝑤‖4
2 

                                       ≤ √2
√
‖𝑢1‖2⏟  
≤𝐶1

+ ‖𝑢2‖2⏟  
≤𝐶1

. ‖𝑤‖4
2 

                                       = 2𝐶1‖𝑤‖4
2 

 

‖𝑢‖4 ≤ 𝑐0‖∇𝑢‖ olduğundan, 

 

                                   ≤ 2𝐶1𝑐0
2‖∇𝑤‖2 

 

2𝐶1𝑐0
2 = 𝐶2 denirse, 

 

                                        ≤ 𝐶2‖∇𝑤‖
2                                                                                 (4.37) 

 

eşitsizliği elde edilir. (4.36) ve (4.37) eşitsizlikleri (4.35) eşitliğinde yerine yazılırsa, 

 

𝑑

𝑑𝑡
[
𝑏

2
‖𝑤‖2 +

1

2
‖𝑧‖2] + 𝑑‖𝑧‖2 +  𝑏‖∇𝑤‖2 + 𝑘1‖∇𝑧‖

2 + 𝑏∫|𝑤|𝑝+2

𝐺

 𝑑𝑥 + 𝑎𝑏‖𝑤‖2

≤
𝑑

2
‖𝑧‖2 +

𝑘2

2𝑑
‖∆𝑣2‖

2 − 𝐶2‖∇𝑤‖
2 

𝑑

𝑑𝑡
[𝑏‖𝑤‖2 + ‖𝑧‖2] + 𝑑‖𝑧‖2 +  2𝑏‖∇𝑤‖2 + 2𝑘1‖∇𝑧‖

2⏟      
>0

+ 2𝑏 ∫|𝑤|𝑝+2

𝐺

 𝑑𝑥

⏟          
>0

≤
𝑘2

𝑑
‖∆𝑣2‖

2 −  2𝐶2‖∇𝑤‖
2⏟      

>0

 

𝑑

𝑑𝑡
[𝑏‖𝑤‖2 + ‖𝑧‖2] + 𝑑‖𝑧‖2 +  2𝑏‖∇𝑤‖2 ≤

𝑘2

𝑑
‖∆𝑣2‖

2 

𝑑

𝑑𝑡
[𝑏‖𝑤‖2 + ‖𝑧‖2] ≤

𝑘2

𝑑
‖∆𝑣2‖

2 −  2𝑏‖∇𝑤‖2 − 𝑑‖𝑧‖2                                        (4.38) 

 

elde edilir. Buradan  𝐸3(𝑡) = 𝑏‖𝑤‖
2 + ‖𝑧‖2 ve 𝑣3 = max{−2,−𝑑} olmak üzere, 

 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸3(𝑡) ≤

𝑘2

𝑑
‖∆𝑣2‖

2 + 𝑣3𝐸3(𝑡) 
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eşitsizliği yazılır. Son eşitsizliğe Gronwall eşitsizliği uygulanırsa, 

 

𝐸3(𝑡) ≤ 𝑒
∫ 𝑣3𝑑𝜏
𝑡
0 (𝐸3(0) + ∫

𝑘2

𝑑
‖∆𝑣2‖

2𝑑𝜏

𝑡

0

) = 𝑒𝑣3𝑡

(

 
 
𝐸3(0)⏟  
0

+
𝑘

𝑑
. 𝑘 ∫‖∆𝑣2‖

2𝑑𝜏

𝑡

0⏟        
≤𝐶1 )

 
 

 

𝑏‖𝑤‖2 + ‖𝑧‖2 ≤
𝐶1𝑘

𝑑
𝑒𝑣3𝑡 

 

elde edilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 

 

BÖLÜM 5. ASMA KÖPRÜ DENKLEMLERİNİN 

ÇÖZÜMLERİNİN KATSAYILARA SÜREKLİ 

BAĞIMLILIĞI 

   

 

Bu bölümde sürekli bağımlılık ile ilgili literatür taraması yapılarak, daha önce 

çalışılmamış olan asma köprü denkleminin çözümlerinin katsayılara sürekli 

bağımlılığı incelenmiştir. 

 

 

5.1.  Giriş  

 

Bu çalışmada aşağıdaki asma köprü denklemi için lineer olmayan başlangıç ve sınır 

değer problemini ele alalım: 

 

𝑢𝑡𝑡 + ∆
2𝑢 + 𝑘𝑢+ + 𝛿𝑢𝑡 + 𝑓(𝑢) = ℎ(𝑥)                                                                        (5.1) 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),           𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥)                 𝑥 ∈ Ω,                                           (5.2)   

𝑢 = 0,                              ∆𝑢 = 0                                   𝑥 ∈ 𝜕Ω, t > 0.                            (5.3) 

 

Burada 𝑢(𝑥, 𝑡) yol düzleminin düşey düzlemdeki sapmasını temsil eden bilinmeyen 

fonksiyonu, 𝑘 > 0 bağlantının yaylanma sabitini ve  𝛿 > 0 sabiti ifade eder. 𝑢+ =

𝑚𝑎𝑥{𝑢, 0} 𝑢’ nun pozitif kısmıdır. Ω, ℝ𝑛’de sınırlı bir bölgedir. ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω) 𝑥’e 

bağlı bir fonksiyondur. 𝑓(𝑢) fonksiyonu 𝑘1 ≥ 0 olmak üzere, 

 

−𝑘1 ≤ 𝐹(𝑢) ≤ 𝑓(𝑢)𝑢, 𝑢 ∈ ℝ                                                                                   (5.4) 

 

koşulunu sağlayan bir fonksiyondur. Burada 𝐹(𝑢) = ∫ 𝑓(𝑠)𝑑𝑠
𝑢

0
 dir. 
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5.2.  Ön Kestirimler 

 

Teorem:  𝑘 >
1

2
 olsun ve (5.4) eşitsizliği sağlansın. Bu durumda (𝑢0, 𝑢1) ∈

𝐻0
2(Ω) × 𝐿2(Ω) için (5.1) − (5.3) probleminin çözümü olan 𝑢(𝑥, 𝑡), 

 

‖𝑢𝑡‖
2 ≤ 𝑀, ‖∆𝑢‖2 ≤ 𝑀,   ‖𝑢‖2 ≤ 𝑀                                   (5.5) 

 

eşitsizliklerini sağlar. Burada 𝑀 pozitif sabiti, (5.1) denkleminin başlangıç verilerine 

ve parametrelerine bağlıdır. 

 

İspat: (5.1) denklemi 𝐿2(Ω)’de  𝑢𝑡 ile çarpılırsa, 

 

∫𝑢𝑡𝑢𝑡𝑡𝑑𝑥

Ω

+ ∫𝑢𝑡∆
2𝑢𝑑𝑥

Ω

+ ∫𝑢𝑡𝑘𝑢
+𝑑𝑥

Ω

+ ∫𝑢𝑡𝛿𝑢𝑡𝑑𝑥

Ω

+ ∫𝑢𝑡[𝑓(𝑢) − ℎ(𝑥)]𝑑𝑥

Ω

= 0 

                                                                                                                                                 (5.6) 

elde edilir. (5.6) eşitliğindeki her bir terim ayrı ayrı hesaplanırsa, 

 

∫𝑢𝑡  𝑢𝑡𝑡  𝑑𝑥

Ω

= ∫𝑢𝑡  
𝑑

𝑑𝑡
𝑢𝑡  𝑑𝑥

Ω

= ∫
1

2

𝑑

𝑑𝑡
 (𝑢𝑡)

2 𝑑𝑥

Ω

=
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢𝑡‖

2 

∫𝑢𝑡  ∆
2𝑢 𝑑𝑥

Ω

= 𝑢𝑡  ∇(∆𝑢)|∂Ω⏟        
0

− ∫∇𝑢𝑡 ∇(∆𝑢)𝑑𝑥

Ω

= −∫∇𝑢𝑡  ∇(∆𝑢)𝑑𝑥

Ω

 

                         = −(∇𝑢𝑡  ∆𝑢|∂Ω⏟      
0

− ∫∆𝑢 ∆𝑢𝑡 𝑑𝑥

Ω

) = ∫∆𝑢
𝑑

𝑑𝑡
 ∆𝑢 𝑑𝑥

Ω

 

                         = ∫
1

2

𝑑

𝑑𝑡
 (∆𝑢)2 𝑑𝑥

Ω

=
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖∆𝑢‖2 

∫𝑢𝑡  𝑘𝑢
+ 𝑑𝑥

Ω

= 𝑘 ∫
𝑑

𝑑𝑡
𝑢 𝑢+ 𝑑𝑥

Ω

=
𝑘

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢‖2 

∫𝑢𝑡  𝛿𝑢𝑡 𝑑𝑥

Ω

=  𝛿 ∫(𝑢𝑡)
2 𝑑𝑥

Ω

= 𝛿 ‖𝑢𝑡‖
2 
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∫𝑢𝑡  [ 𝑓(𝑢) − ℎ(𝑥)] 𝑑𝑥

Ω

 

 

elde edilir. Elde edilen bu eşitlikler (5.6)’ da yerine yazılırsa, 

 

𝑑

𝑑𝑡
[
1

2
‖𝑢𝑡‖

2 +
1

2
‖∆𝑢‖2 +

𝑘

2
‖𝑢‖2] + 𝛿 ‖𝑢𝑡‖

2 + ∫𝑢𝑡  [ 𝑓(𝑢) − ℎ(𝑥)] 𝑑𝑥

Ω

= 0     (5.7) 

 

eşitliği elde edilir. (5.6) eşitliği 𝐸3(𝑡) =
1

2
‖𝑢𝑡‖

2 +
1

2
‖∆𝑢‖2 +

𝑘

2
‖𝑢‖2 olmak üzere  

0’dan 𝑡’ye integre edilirse, 

 

∫
𝑑

𝑑𝑡
𝐸3(𝑡)

𝑡

o

𝑑𝑡 + 𝛿∫‖𝑢𝑡‖
2𝑑𝑡

𝑡

0

 + ∫ ∫𝑢𝑡 [ 𝑓(𝑢) − ℎ(𝑥)] 𝑑𝑥

Ω

𝑑𝑡

𝑡

0

= 0 

𝐸3(𝑡) − 𝐸3(0) + 𝛿∫‖𝑢𝑡‖
2𝑑𝑡

𝑡

0

 + ∫∫𝑢𝑡  [ 𝑓(𝑢) − ℎ(𝑥)] 𝑑𝑥

Ω

𝑑𝑡

𝑡

0

= 0 

𝐸3(𝑡) + 𝛿 ∫‖𝑢𝑡‖
2𝑑𝑡

𝑡

0

 + ∫∫
𝑑

𝑑𝑡
𝑢 [ 𝑓(𝑢) − ℎ(𝑥)] 𝑑𝑥

Ω

𝑑𝑡

𝑡

0

= 𝐸3(0) 

𝐸3(𝑡) + 𝛿 ∫‖𝑢𝑡‖
2𝑑𝑡

𝑡

0

 + ∫  [ 𝑓(𝑢)𝑢 − ℎ(𝑥)𝑢] 𝑑𝑥

Ω

= 𝐸3(0)                                       (5.8) 

 

bulunur. (5.8) eşitliğinin sol tarafındaki üçüncü terim (5.4) kullanılarak düzenlenirse, 

 

∫  [ 𝑓(𝑢)𝑢 − ℎ(𝑥)𝑢]𝑑𝑥

Ω

≥ ∫  [ 𝐹(𝑢) − ℎ(𝑥)𝑢]𝑑𝑥

Ω

 

                                             = ∫𝐹(𝑢)𝑑𝑥

Ω

− ∫ℎ(𝑥)𝑢 𝑑𝑥

Ω

 

                                             ≥ −𝑘1 ∫𝑑𝑥

Ω

− ∫ℎ(𝑥)𝑢 𝑑𝑥

Ω

                                                 (5.9) 

 

elde edilir. Ayrıca (5.9) eşitsizliğinin sağ tarafındaki ikinci terime 휀 =
1

2
 , 𝑝 = 2,   
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𝑞 = 2 olmak üzere, 휀-young eşitsizliği uygulanırsa, 

 

ℎ(𝑥)𝑢 ≤
휀𝑢𝑝

𝑝
+
[ℎ(𝑥)]𝑞

𝑞휀
≤
1

4
𝑢2 + [ℎ(𝑥)]2                                                                 (5.10) 

 

eşitsizliği bulunur. Elde edilen (5.10) eşitsizliği (5.9) eşitsizliğinde yazılırsa, 

 

∫  [ 𝑓(𝑢)𝑢 − ℎ(𝑥)𝑢]𝑑𝑥

Ω

≥ −𝑘1 ∫𝑑𝑥

Ω

−
1

4
∫𝑢2 𝑑𝑥

Ω

− ∫[ℎ(𝑥)]2 𝑑𝑥

Ω

 

                                             = −𝑘1|Ω| −
1

4
‖𝑢‖2 − ‖ℎ(𝑥)‖2                                     (5.11) 

 

bulunur. (5.11) eşitsizliği (5.8) eşitsizliğinde yazılırsa, 

 

𝐸3(𝑡) + 𝛿 ∫‖𝑢𝑡‖
2𝑑𝑡

𝑡

0

 − 𝑘1|Ω| −
1

4
‖𝑢‖2 − ‖ℎ(𝑥)‖2 ≤ 𝐸3(0) 

1

2
‖𝑢𝑡‖

2 +
1

2
‖∆𝑢‖2 +

𝑘

2
‖𝑢‖2 + 𝛿∫‖𝑢𝑡‖

2𝑑𝑡

𝑡

0

−
1

4
‖𝑢‖2 ≤ 𝐸3(0) + 𝑘1|Ω| + ‖ℎ(𝑥)‖

2 

‖𝑢𝑡‖
2 + ‖∆𝑢‖2 + 𝑘‖𝑢‖2 + 2𝛿 ∫‖𝑢𝑡‖

2𝑑𝑡

𝑡

0

−
1

2
‖𝑢‖2 ≤ 2(𝐸3(0) + 𝑘1|Ω| + ‖ℎ(𝑥)‖

2) 

‖𝑢𝑡‖
2 + ‖∆𝑢‖2 + (𝑘 −

1

2
) ‖𝑢‖2 + 2𝛿 ∫‖𝑢𝑡‖

2𝑑𝑡

𝑡

0⏟        
≥0

≤ 2(𝐸3(0) + 𝑘1|Ω| + ‖ℎ(𝑥)‖
2)⏟                  

𝑀

 

 

elde edilir.  𝑀 = 2(𝐸3(0) + 𝑘1|Ω| + ‖ℎ(𝑥)‖
2) ve 𝑘 −

1

2
> 0 olmak üzere,  

 

‖𝑢𝑡‖
2 ≤ 𝑀, ‖∆𝑢‖2 ≤ 𝑀, ‖𝑢‖2 ≤ 𝑀  

 

şeklinde elde edilir. 
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5.3.  𝛅 Katsayısına Sürekli Bağımlılık 

 

Bu bölümde (5.1) − (5.3) probleminin çözümlerinin δ katsayısına sürekli bağımlılığı 

incelenecektir.  

 

𝑢𝑡𝑡 + ∆
2𝑢 + 𝑘𝑢+ + 𝛿1𝑢𝑡 + 𝑓(𝑢) = ℎ(𝑥)                                                                    (5.12) 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),              𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥)               𝑥 ∈ Ω,                                       (5.13)   

𝑢 = 0,                                           ∆𝑢 = 0                       𝑥 ∈ 𝜕Ω, t > 0                          (5.14) 

 

probleminin çözümü 𝑢, 

 

𝑣𝑡𝑡 + ∆
2𝑣 + 𝑘𝑣+ + 𝛿2𝑣𝑡 + 𝑓(𝑣) = ℎ(𝑥)                                                                    (5.15)   

𝑣(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),              𝑣𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥)                𝑥 ∈ Ω,                                      (5.16)   

𝑣 = 0,                                          ∆𝑣 = 0                         𝑥 ∈ 𝜕Ω, t > 0                         (5.17)   

 

probleminin çözümü 𝑣 olsun. 𝑤 = 𝑢 − 𝑣 olmak üzere, (5.12)’den (5.15) çıkarılırsa 

 

𝑤𝑡𝑡 + ∆
2𝑤 + 𝑘𝑤+ + 𝛿1𝑢𝑡 − 𝛿2𝑣𝑡 + 𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣) = 0                                           (5.18) 

𝑤(𝑥, 0) = 0,                     𝑤𝑡(𝑥, 0) = 0                         𝑥 ∈ Ω,                                      (5.19)   

𝑤 = 0,                                         ∆𝑤 = 0                        𝑥 ∈ 𝜕Ω, t > 0                         (5.20) 

 

bulunur. (5.18) denklemine  𝛿2𝑢𝑡 ifadesi eklenip çıkarılırsa, 

 

𝑤𝑡𝑡 + ∆
2𝑤 + 𝑘𝑤+ + 𝛿1𝑢𝑡 − 𝛿2𝑣𝑡 + 𝛿2𝑢𝑡 − 𝛿2𝑢𝑡 + 𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣) = 0 

 

elde edilir. 𝛿 = 𝛿1−𝛿2 > 0 olmak üzere, 

 

𝑤𝑡𝑡 + ∆
2𝑤 + 𝑘𝑤+ + 𝛿𝑢𝑡 + 𝛿2𝑤𝑡 + 𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣) = 0                                            (5.21) 

𝑤(𝑥, 0) = 0,                     𝑤𝑡(𝑥, 0) = 0                           𝑥 ∈ Ω,                                    (5.22)   

𝑤 = 0,                                         ∆𝑤 = 0                          𝑥 ∈ 𝜕Ω, t > 0                       (5.23) 

 

problemi elde edilir.  
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Teorem: 𝑓 fonksiyonu aşağıdaki şartı sağlasın: 

 

|𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)| ≤ 𝑘0(1 + |𝑢|
𝑝 + |𝑣|𝑝)|𝑢 − 𝑣|   𝑢, 𝑣 ∈ ℝ .                                       (5.24) 

 

Bu durumda, (5.21) − (5.23) probleminin çözümü olan 𝑤(𝑥, 𝑡), 

 

 ‖𝑤𝑡‖
2 + ‖∆𝑤‖2 + ‖𝑤‖2 ≤

𝑀

2𝐶1
𝛿2(1 − 𝑒−𝐶1𝑡) 

 

eşitsizliğini sağlar. Burada M pozitif sayısı, (5.21)’deki başlangıç verilerine ve 

parametrelere bağlıdır. 

 

İspat: (5.21) denklemi 𝐿2(Ω)’de 𝑤𝑡 ile çarpılırsa, 

 

∫𝑤𝑡 𝑤𝑡𝑡 𝑑𝑥

Ω

+ ∫𝑤𝑡∆
2𝑤𝑑𝑥

Ω

+ ∫𝑤𝑡𝑘𝑤
+𝑑𝑥

Ω

+ ∫𝑤𝑡𝛿𝑢𝑡𝑑𝑥

Ω

+ ∫𝑤𝑡𝛿2𝑤𝑡𝑑𝑥

Ω

+ ∫𝑤𝑡[𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)]𝑑𝑥

Ω

= 0                                                             (5.25) 

 

elde edilir. (5.25) eşitliğindeki her bir terim ayrı ayrı hesaplanırsa, 

 

∫𝑤𝑡 𝑤𝑡𝑡 𝑑𝑥

Ω

= ∫𝑤𝑡  
𝑑

𝑑𝑡
𝑤𝑡 𝑑𝑥

Ω

= ∫
1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
(𝑤𝑡)

2 𝑑𝑥

Ω

=
1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤𝑡‖

2 

∫𝑤𝑡 ∆
2𝑤 𝑑𝑥

Ω

= 𝑤𝑡. ∆(∇𝑤)|𝜕Ω⏟        
0

− ∫∇𝑤𝑡 ∆(∇𝑤)𝑑𝑥

Ω

 

                          = −∫∇𝑤𝑡 ∆(∇𝑤)𝑑𝑥

Ω

 

                          = −(∇𝑤𝑡. ∆𝑤|𝜕Ω⏟      
0

− ∫∆𝑤𝑡 ∆𝑤 𝑑𝑥

Ω

) 

                          = ∫∆𝑤𝑡 ∆𝑤 𝑑𝑥

Ω

= ∫
d

dt
∆𝑤 ∆𝑤 𝑑𝑥

Ω

= ∫
1

2

d

dt
(∆𝑤)2 𝑑𝑥

Ω

=
1

2

d

dt
‖∆𝑤‖2 
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∫𝑤𝑡 𝑘𝑤
+ 𝑑𝑥

Ω

= 𝑘 ∫
𝑑

𝑑𝑡
𝑤 𝑤 𝑑𝑥

Ω

= 𝑘 ∫
1

2

𝑑

𝑑𝑡
𝑤 2𝑑𝑥

Ω

=
𝑘

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤‖2 

∫𝑤𝑡 𝛿 𝑢𝑡 𝑑𝑥

Ω

= 𝛿〈𝑤𝑡, 𝑢𝑡〉 

∫𝑤𝑡 𝛿2𝑤𝑡 𝑑𝑥

Ω

= 𝛿2 ∫𝑤𝑡
2 𝑑𝑥

Ω

= 𝛿2‖𝑤𝑡‖
2 

∫𝑤𝑡 [𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)] 𝑑𝑥

Ω

= 〈𝑤𝑡, 𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)〉 

 

elde edilir. Elde edilen bu eşitlikler (5.25)’te yerine yazılırsa, 

 

1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤𝑡‖

2 +
1

2

d

dt
‖∆𝑤‖2 +

𝑘

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤‖2

= −𝛿2‖𝑤𝑡‖
2 − 𝛿〈𝑤𝑡, 𝑢𝑡〉 − 〈𝑤𝑡, 𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)〉 

𝑑

𝑑𝑡
[
1

2
 ‖𝑤𝑡‖

2 +
1

2
‖∆𝑤‖2 +

𝑘

2
‖𝑤‖2] + 𝛿2‖𝑤𝑡‖

2 = −𝛿〈𝑤𝑡, 𝑢𝑡〉 − 〈𝑤𝑡, 𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)〉 

𝑑

𝑑𝑡
[
1

2
‖𝑤𝑡‖

2 +
1

2
‖∆𝑤‖2 +

𝑘

2
‖𝑤‖2] + 𝛿2‖𝑤𝑡‖

2 ≤ |𝛿〈𝑤𝑡, 𝑢𝑡〉| + |〈𝑤𝑡, 𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)〉| 

                                                                                                                                               (5.26) 

 

eşitsizliği elde edilir. (5.26) eşitsizliğinin sol tarafındaki ilk terime Cauchy-Schwarz 

ve Aritmetik-Geometrik ortalama eşitsizlikleri uygulanır ve düzenlenirse, 

 

|𝛿〈𝑤𝑡, 𝑢𝑡〉| ≤ ∫|�̂�| |𝑤𝑡| |𝑢𝑡| 𝑑𝑥 ≤ 𝛿 ‖𝑤𝑡‖ ‖𝑢𝑡‖

Ω

= |𝛿| ‖𝑤𝑡‖ ‖𝑢𝑡‖ √�̂� .
1

√�̂�
                  

                     ≤ |𝛿| (
1

2�̂�
‖𝑤𝑡‖

2 + 
𝛿

2
‖𝑢𝑡‖

2  ) ≤
1

2
‖𝑤𝑡‖

2 + 
𝛿2

2
‖𝑢𝑡‖

2                    (5.27) 

 

elde edilir. (5.26)’daki ikinci terime (5.24) kullanılıp sırasıyla Hölder, Sobolev-

Poincare ve Aritmetik-Geometrik ortalama eşitsizlikleri uygulanırsa, 

 

|〈𝑤𝑡, 𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)〉| ≤ ∫|𝑤𝑡| | 𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)| 𝑑𝑥

Ω
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                                      ≤ ∫|𝑤𝑡| 𝑘0 (1 + |𝑢|
𝑝 + |𝑣|𝑝)|𝑢 − 𝑣| 𝑑𝑥

Ω

 

                                      = ∫|𝑤𝑡| 𝑘0 (1 + |𝑢|
𝑝 + |𝑣|𝑝)|𝑤| 𝑑𝑥

Ω

 

                                      ≤ 𝑘0 (|Ω|
𝑝

2(𝑝+1) + ‖𝑢‖2(𝑝+1)
𝑝 + ‖𝑣‖2(𝑝+1)

𝑝 ) ‖𝑤‖2(𝑝+1)‖𝑤𝑡‖ 

                                      ≤ 𝑘0  (|Ω|
2(𝑝+1) + ‖𝑢‖⏟

√𝑀

𝑝
+ ‖𝑣‖⏟

√𝑀

𝑝
)‖𝑤‖ ‖𝑤𝑡‖ 

                                 ≤ 𝑘0  (|Ω|
2(𝑝+1) +𝑀

𝑝
2⁄ +𝑀

𝑝
2⁄ )⏟                    

𝑲

‖𝑤‖ ‖𝑤𝑡‖ 

                                      = 𝐾‖𝑤‖ ‖𝑤𝑡‖ 

                                      ≤
𝐾2

2
‖𝑤‖2 +

1

2
‖𝑤𝑡‖

2 

                                      ≤
𝐾2𝑑0

2

2
‖∇𝑤‖2 +

1

2
‖𝑤𝑡‖

2 

                                      ≤
𝐾2𝑑0

2

2𝜆
‖∆𝑤‖2 +

1

2
‖𝑤𝑡‖

2                                                      (5.28) 

 

eşitsizlikleri elde edilir. (5.27) ve (5.28) eşitsizlikleri (5.26) eşitsizliğinde yerine 

yazılırsa, 

 

𝑑

𝑑𝑡
[
1

2
 ‖𝑤𝑡‖

2 +
1

2
‖∆𝑤‖2 +

𝑘

2
‖𝑤‖2] + 𝛿2‖𝑤𝑡‖

2

≤
1

2
‖𝑤𝑡‖

2 + 
𝛿2

2
‖𝑢𝑡‖

2 +
𝐾2𝑑0

2

2𝜆
‖∆𝑤‖2 +

1

2
‖𝑤𝑡‖

2 

𝑑

𝑑𝑡
[
1

2
 ‖𝑤𝑡‖

2 +
1

2
‖∆𝑤‖2 +

𝑘

2
‖𝑤‖2] + 𝛿2‖𝑤𝑡‖

2

≤ ‖𝑤𝑡‖
2 + 

𝛿2

2
‖𝑢𝑡‖

2 +
𝐾2𝑑0

2

2𝜆
‖∆𝑤‖2 

 

bulunur. ‖𝑢𝑡‖
2 ≤ 𝑀 kestirimi kullanlırsa, 

 

𝑑

𝑑𝑡
[
1

2
 ‖𝑤𝑡‖

2 +
1

2
‖∆𝑤‖2 +

𝑘

2
‖𝑤‖2] + (𝛿2 − 1)‖𝑤𝑡‖

2 −
𝐾2𝑑0

2

2𝜆
‖∆𝑤‖2 ≤ 

𝑀

2
𝛿2 
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𝑑

𝑑𝑡
[‖𝑤𝑡‖

2 + ‖∆𝑤‖2 + 𝑘‖𝑤‖2] + 2(𝛿2 − 1)‖𝑤𝑡‖
2 −

𝐾2𝑑0
2

𝜆
‖∆𝑤‖2 ≤  𝑀𝛿2 

 

eşitsizliği bulunur. Son eşitsizliğin sol tarafından ‖𝑤‖2 ≥ 0 ifadesi çıkarılırsa, 

 

𝑑

𝑑𝑡
[‖𝑤𝑡‖

2 + ‖∆𝑤‖2 + 𝑘‖𝑤‖2] + 2(𝛿2 − 1)‖𝑤𝑡‖
2 −

𝐾2𝑑0
2

𝜆
‖∆𝑤‖2 − ‖𝑤‖2

≤  𝑀𝛿2 

 

bulunur.  Burada 𝐶1 = 𝑚𝑖𝑛 {2(𝛿2 − 1),− (
𝐾2𝑑0

2

𝜆
) , − 

1

𝑘
},  𝐸1(𝑡) =  ‖𝑤𝑡‖

2 +

‖∆𝑤‖2 + 𝑘‖𝑤‖2 olmak üzere, 

 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸1(𝑡) + 𝐶1𝐸1(𝑡) ≤  𝑀𝛿

2                                                                                           (5.29) 

 

eşitsizliği yazılır.  (5.29) eşitsizliğinin çözümü yapılırsa, 

 

𝑒𝐶1𝑡
𝑑

𝑑𝑡
𝐸1(𝑡) + 𝐶1𝑒

𝐶1𝑡𝐸1(𝑡) ≤  𝑀𝛿
2𝑒𝐶1𝑡 

∫
𝑑

𝑑𝜏
[𝑒𝐶1𝜏𝐸1(𝜏)]

𝑡

0

𝑑𝜏 ≤ 𝑀𝛿2∫  𝑒𝐶1𝜏 𝑑𝜏

𝑡

0

 

𝑒𝐶1𝑡𝐸1(𝑡) − 𝐸1(0)⏟  
0

≤
𝑀

𝐶1
𝛿2( 𝑒𝐶1𝑡 − 1) 

𝐸1(𝑡) ≤
𝑀

𝐶1
𝛿2(1 − 𝑒−𝐶1𝑡) 

 

elde edilir.  Burada 𝛿 → 0 ise 𝐸1(𝑡) → 0 olur. 

 

 

5.4.  𝒌 Katsayısına Sürekli Bağımlılık 

 

Bu bölümde (5.1) − (5.3) probleminin çözümlerinin 𝑘 katsayısına sürekli bağımlılığı 

incelenecektir.  
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𝑢𝑡𝑡 + ∆
2𝑢 + 𝑘1𝑢

+ + 𝛿𝑢𝑡 + 𝑓(𝑢) = ℎ(𝑥)                                                                   (5.30) 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),               𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥)            𝑥 ∈ Ω,                                         (5.31)   

𝑢 = 0,                                           ∆𝑢 = 0                     𝑥 ∈ 𝜕Ω, t > 0                            (5.32) 

 

probleminin çözümü 𝑢, 

 

𝑣𝑡𝑡 + ∆
2𝑣 + 𝑘2𝑣

+ + 𝛿𝑣𝑡 + 𝑓(𝑣) = ℎ(𝑥)                                                                    (5.33) 

𝑣(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),               𝑣𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥)             𝑥 ∈ Ω,                                        (5.34)   

𝑣 = 0,                                           ∆𝑣 = 0                     𝑥 ∈ 𝜕Ω, t > 0                            (5.35) 

 

probleminin çözümü 𝑣 olsun.𝑤 =  𝑢 − 𝑣 olmak üzere, (5.30)’dan (5.33) çıkarılırsa, 

 

𝑤𝑡𝑡 + ∆
2𝑤 + 𝑘1𝑢

+ − 𝑘2𝑣
+ + 𝛿𝑤𝑡 + 𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣) = 0                                          (5.36) 

𝑤(𝑥, 0) = 0,                      𝑤𝑡(𝑥, 0) = 0                      𝑥 ∈ Ω,                                        (5.37)   

𝑤 = 0,                                          ∆𝑤 = 0                     𝑥 ∈ 𝜕Ω, t > 0                           (5.38) 

 

bulunur. (5.36) denklemine  𝑘2𝑢
+ ifadesi eklenip çıkarılırsa, 

 

𝑤𝑡𝑡 + ∆
2𝑤 + 𝑘1𝑢

+ − 𝑘2𝑣
+ + 𝑘2𝑢

+ − 𝑘2𝑢
+ + 𝛿𝑤𝑡 + 𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣) = 0 

 

elde edilir. �̂� = 𝑘1−𝑘2 > 0 olmak üzere, 

 

𝑤𝑡𝑡 + ∆
2𝑤 + �̂�𝑢+ + 𝑘2𝑤

+ + 𝛿𝑤𝑡 + 𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣) = 0                                           (5.39) 

𝑤(𝑥, 0) = 0,                       𝑤𝑡(𝑥, 0) = 0                     𝑥 ∈ Ω,                                        (5.40)   

𝑤 = 0,                                           ∆𝑤 = 0                     𝑥 ∈ 𝜕Ω, t > 0                          (5.41) 

 

problemi bulunur. 

 

Teorem: 𝛿 − 1 < 0 koşulu ve |𝑢+| ≤ |𝑢| eşitsizliği sağlansın. (5.24) yardımıyla 

(5.39) − (5.41) probleminin çözümü olan 𝑤(𝑥, 𝑡), 
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‖𝑤𝑡‖
2 + ‖∆𝑤‖2 ≤

𝑀

2
�̂�2(𝑒𝐶2𝑡 − 1) 

 

eşitsizliğini sağlar. Burada 𝑀 ve 𝐶2, (5.39) başlangıç verilerine ve parametrelerine 

bağlı pozitif sabitlerdir. 

 

İspat: (5.39) denklemi 𝐿2(Ω)’de 𝑤𝑡 ile çarpılırsa, 

 

∫𝑤𝑡 𝑤𝑡𝑡 𝑑𝑥

Ω

+ ∫𝑤𝑡 ∆
2𝑤 𝑑𝑥

Ω

+ ∫𝑤𝑡 �̂�𝑢
+ 𝑑𝑥

Ω

+ ∫𝑤𝑡 𝑘2𝑤
+ 𝑑𝑥

Ω

+ ∫𝑤𝑡 𝛿𝑤𝑡 𝑑𝑥

Ω

+ ∫𝑤𝑡 (𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)) 𝑑𝑥

Ω

= 0                                                          (5.42) 

 

elde edilir. (5.42) eşitliğindeki her bir terim ayrı ayrı hesaplanırsa, 

 

∫𝑤𝑡 𝑤𝑡𝑡 𝑑𝑥

Ω

= ∫𝑤𝑡  
𝑑

𝑑𝑡
𝑤𝑡 𝑑𝑥

Ω

= ∫
1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
𝑤𝑡

2 𝑑𝑥

Ω

=
1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
∫𝑤𝑡

2 𝑑𝑥

Ω

=
1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤𝑡‖

2 

∫𝑤𝑡 ∆
2𝑤 𝑑𝑥

Ω

= 𝑤𝑡. ∇(∆𝑤)|𝜕Ω⏟        
0

− ∫∇𝑤𝑡  ∇(∆𝑤)𝑑𝑥

Ω

 

                          = −∫∇𝑤𝑡  ∇(∆𝑤)𝑑𝑥

Ω

 

                          = −(∇𝑤𝑡. ∆𝑤|𝜕Ω⏟      
0

− ∫∇𝑤 ∆𝑤𝑡𝑑𝑥

Ω

) 

                          = ∫∇𝑤 ∆𝑤𝑡𝑑𝑥

Ω

= ∫∇𝑤 
𝑑

𝑑𝑡
∆𝑤 𝑑𝑥

Ω

= ∫
1

2

𝑑

𝑑𝑡
(∆𝑤)2 𝑑𝑥

Ω

 

                          =
1

2

𝑑

𝑑𝑡
∫(∆𝑤)2 𝑑𝑥

Ω

=
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖∆𝑤‖2 

∫𝑤𝑡 �̂�𝑢
+ 𝑑𝑥

Ω

= �̂�〈𝑤𝑡, 𝑢
+〉 

∫𝑤𝑡 𝑘2𝑤
+ 𝑑𝑥

Ω

= 𝑘2 ∫
𝑑

𝑑𝑡
𝑤 𝑤 𝑑𝑥

Ω

= 𝑘2 ∫
1

2

𝑑

𝑑𝑡
𝑤2 𝑑𝑥

Ω

=
𝑘2
2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤‖2 
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∫𝑤𝑡 𝛿𝑤𝑡 𝑑𝑥

Ω

= 𝛿 ∫𝑤𝑡
2 𝑑𝑥

Ω

= 𝛿‖𝑤𝑡‖
2 

∫𝑤𝑡 (𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)) 𝑑𝑥

Ω

= 〈𝑤𝑡, 𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)〉 

 

elde edilir. Elde edilen bu eşitlikler (5.42)’de yerine yazılırsa, 

 

𝑑

𝑑𝑡
[
1

2
 ‖𝑤𝑡‖

2 +
1

2
‖∆𝑤‖2 +

𝑘2
2
‖𝑤‖2] + 𝛿‖𝑤𝑡‖

2 = −�̂�〈𝑤𝑡, 𝑢
+〉 − 〈𝑤𝑡, 𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)〉 

𝑑

𝑑𝑡
[
1

2
 ‖𝑤𝑡‖

2 +
1

2
‖∆𝑤‖2 +

𝑘2
2
‖𝑤‖2] + 𝛿‖𝑤𝑡‖

2 ≤ |�̂�〈𝑤𝑡, 𝑢
+〉| + |𝑤𝑡, 𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)| 

                                                                                                                                          (5.43) 

eşitsizliği bulunur. (5.43) eşitsizliğinin sağ tarafındaki ilk terime sırasıyla Cauchy-

Schwarz, Aritmetik-Geometrik ortalama eşitsizlikleri uygulanırsa, 

 

|�̂�〈𝑤𝑡, 𝑢
+〉| ≤ |∫ �̂� 𝑤𝑡 𝑢

+ 𝑑𝑥

Ω

| ≤ ∫|�̂�|| 𝑤𝑡||𝑢
+| 𝑑𝑥

Ω

≤ �̂� ∫| 𝑤𝑡||𝑢| 𝑑𝑥

Ω

 

                      = �̂�‖𝑤𝑡‖‖𝑢‖ ≤ �̂� (‖𝑤𝑡‖‖𝑢‖√�̂�
1

√�̂�
) 

                      ≤ |�̂�| (
�̂�

2
‖𝑢‖2⏟
≤𝑀

+
1

2�̂�
‖𝑤𝑡‖

2) 

                      ≤ |�̂�| (
�̂�

2
𝑀 +

1

2�̂�
‖𝑤𝑡‖

2) =
𝑀

2
�̂�2 +

1

2
‖𝑤𝑡‖

2                                      (5.44) 

 

elde edilir. (5.43) eşitsizliğinin sağ tarafındaki ikinci terim (5.28) eşitsizliğine benzer 

şekilde yapılırsa, 

 

|𝑤𝑡, 𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)| ≤
(𝐾𝑑0)

2

2𝜆
‖∆𝑤‖2 +

1

2
‖𝑤𝑡‖

2                                                        (5.45) 

                                                                                                      

eşitsizliği elde edilir. Burada 𝐾 = |Ω|
𝑝

2(𝑝+1) + 2𝑀
𝑝

2 dır. (5.44) ve (5.45) eşitsizlikleri 

(5.43)’te yerine yazılırsa, 
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𝑑

𝑑𝑡
[
1

2
‖𝑤𝑡‖

2 +
1

2
‖∆𝑤‖2 +

𝑘2
2
‖𝑤‖2] + 𝛿‖𝑤𝑡‖

2 

                                                              ≤
𝑀

2
�̂�2 +

1

2
‖𝑤𝑡‖

2 +
(𝑘0𝐾𝑑0)

2

2𝜆
‖Δ𝑤‖2 +

1

2
‖𝑤𝑡‖

2 

𝑑

𝑑𝑡
[
1

2
 ‖𝑤𝑡‖

2 +
1

2
‖∆𝑤‖2 +

𝑘2
2
‖𝑤‖2] + (𝛿 − 1)‖𝑤𝑡‖

2 −
(𝑘0𝐾𝑑0)

2

2𝜆
‖Δ𝑤‖2 ≤

𝑀

2
�̂�2 

 
𝑑

𝑑𝑡
[ ‖𝑤𝑡‖

2 + ‖∆𝑤‖2 + 𝑘2‖𝑤‖
2] + 2(𝛿 − 1)‖𝑤𝑡‖

2 −
(𝑘0𝐾𝑑0)

2

𝜆
‖Δ𝑤‖2 ≤ 𝑀�̂�2 

                                                                                                                                              (5.46) 

elde edilir. (5.46) eşitsizliğinin sol tarafından ‖𝑤‖2 ifadesi çıkarılırsa, 

 

 

𝑑

𝑑𝑡
[ ‖𝑤𝑡‖

2 + ‖∆𝑤‖2 + 𝑘2‖𝑤‖
2] + 2(𝛿 − 1)‖𝑤𝑡‖

2 −
(𝑘0𝐾𝑑0)

2

𝜆
‖Δ𝑤‖2 − ‖𝑤‖2 

                                                                                                                                         ≤ 𝑀�̂�2 

 

bulunur. Burada  

 

(𝛿 − 1) < 0,  

𝐶2 = 2𝑚𝑖𝑛 {(𝛿 − 1),−
(𝑘0𝐾𝑑0)

2

2𝜆
}, 

𝐸2(𝑡) =  ‖𝑤𝑡‖
2 + ‖∆𝑤‖2 + 𝑘2‖𝑤‖

2  

 

olmak üzere, 

 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸2(𝑡) + 𝐶2𝐸2(𝑡) ≤ 𝑀�̂�

2                                                                                           (5.47) 

 

eşitsizliği yazılır. (5.47) eşitsizliğinin çözümü yapılırsa, 

 

𝑒𝐶2𝑡
𝑑

𝑑𝑡
𝐸2(𝑡) + 𝐶2𝑒

𝐶2𝑡𝐸2(𝑡) ≤ 𝑒
𝐶2𝑡𝑀�̂�2 

∫
𝑑

𝑑𝜏
[𝑒𝐶2𝜏𝐸2(𝜏)]𝑑𝜏

𝑡

0

≤ 𝑀�̂�2∫𝑒𝐶2𝜏 𝑑𝜏

𝑡

0
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𝑒𝐶2𝑡𝐸2(𝑡) − 𝐸2(0)⏟  
0

≤
𝑀

𝐶2
�̂�2(𝑒𝐶2𝑡 − 1) 

𝐸2(𝑡) ≤
𝑀

𝐶2
�̂�2(1 − 𝑒−𝐶2𝑡) ≤

𝑀

𝐶2
�̂�2 

 

bulunur. Bu da �̂� → 0 iken 𝐸2(𝑡) → 0 demektir. 



 
 

 

 

 

BÖLÜM 6. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

 

Bu tezde “On continuous dependence on coefficients of the Brinkman–Forchheimer 

eqations” ve “Structural stability for Fitzhugh-Nagumo equations” adlı makaleler 

detaylı bir şekilde incelenmiştir. Asma köprü denkleminin çözümlerinin katsayılara 

sürekli bağımlılığı üzerine tez çalışması yapılmıştır. 

 

Diğer kısmi türevli diferansiyel denklemler için de benzer işlemler yapılabilir.
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