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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

E, : n. Fibonacci sayisi

F(x) : Fibonacci sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

G(x) : Genellestirilmis Fibonacci kuaterniyonlarinin iirete¢ fonksiyonu
J(x) : Genellestirilmis Lucas kuaterniyonlarinin tirete¢ fonksiyonu
K, : n. Genellestirilmis Lucas kuaterniyonu

L, : n. Lucas sayisi

L(x) : Lucas sayilarinin {irete¢ fonksiyonu

N : Dogal sayilar kiimesi

Qn : Genellestirilmis Fibonacci kuaterniyonu

R : Reel sayilar kiimesi

Uy : n. genellestirilmis Fibonacci sayisi

U(x) : Genellestirilmis Fibonacci sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

V, : n. genellestirilmis Lucas sayis1

V(x) : Genellestirilmis Lucas sayilarinin tireteg¢ fonksiyonu

Z : Tam sayilar kiimesi



OZET

Anahtar Kelimeler: Fibonacci sayilari, Lucas sayilari, genellestirilmis Fibonacci
sayilari, genellestirilmis Lucas sayilari, Fibonacci kuaterniyonlari, Lucas
kuaterniyonlar1, genellestirilmis Fibonacci kuaterniyonlari, genellestirilmis Lucas
kuaterniyonlari, iirete¢ fonksiyonlar.

Bu tez dort bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde Fibonacci ve Lucas sayilari,
Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari ve (p, q) genellestirmeleri ile ilgili genel literatiir
bilgisi verilmistir.

Ikinci boliimde Fibonacci ve Lucas sayilari ile ilgili dzellikler, Cassini ve Catalan
Ozdeslikleri ile baz1 kombinatorik 6zellikler ispatlanacaktir.

Ugiincii  boliimde genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilarinin  dzellikleri
anlatilacaktir.

Dordiincii boliimde makalemize konu olan genellestirilmis Fibonacci ve Lucas
kuaterniyonlar1 ile ilgili tanim ve teoremler verilerek, kuaterniyonlardaki Catalan

0zdesligi ile bazi kombinatoryel 6zellikler ve iirete¢ fonksiyonlar ele alinacaktir.

Besinci boliim, sonug ve onerilerden olugmaktadir.



GENERALIZED FIBONACCI AND LUCAS QUATERNIONS
AND SOME APPLICATIONS

SUMMARY

Keywords: Fibonacci numbers, Lucas numbers, generalized Fibonacci numbers,
generalized Lucas numbers, Fibonacci quaternions, Lucas quaternions, generalized
Fibonacci quaternions, generalized Lucas quaternions, generating functions.

This thesis consists of four parts. In the first part, general literature on Fibonacci and
Lucas numbers, Fibonacci and Lucas quaternions, and (p, q) generalizations are given.

In the second part, properties related to Fibonacci and Lucas numbers, Cassini and
Catalan identities and some combinatorial properties will be proved.

In the third part, some properties of generalized Fibonacci and Lucas numbers will be
explained.

In the fourth part, the definitions and theorems related to the generalized Fibonacci
and Lucas quaternions which are subject to our article will be given and the Catalan
identity in quaternions and some combinatorial properties and generating functions
will be discussed.

The fifth part consists of conclusions and recommendations.



BOLUM 1. GIRiS

Italyan matematik¢i Fibonacci, 13. yiizyilda Liber Abaci adli kitapta bir ¢ift tavsan
sorusundan bahsetmistir. “Bir ¢ift tavsanin her ay yeni bir ¢ift tavsan dogurmasi ve
yeni dogan ¢iftin ergenlesmesi bir ay siirerse 100 ay sonunda kag tane tavsan olacagini
bulunuz” sorusunun cevabi olarak 1, 1, 2, 3, 5, ... sayilar1 olan Fibonacci sayilari
olmustur. Dogada pek c¢ok yerde Fibonacci sayilarina uygun dizilimler bulunur.

Ornegin; ¢am kozalag1 ve aygekirdeginin dizilimleri Fibonacci sayilarma drnektir [1].

Bircok matematik¢i Fibonacci sayilar1 iizerine c¢alismuistir. Bunlardan Italyan
matematik¢i Giovanni Domenico Cassini (1625-1712) kendi adiyla anilan 6zdesligi
bulmustur. Daha sonra bu 6zdesligin daha genel bigimi Eugene Catalan (1814-1894)

tarafindan verilmistir [1].

Fibonacci sayilariyla ilgili pek ¢ok 6zdesligi bulmamizi saglayan Binet formiillerini,

Fibonacci sayilarinin indirgeme bagintisini kullanarak ilk olarak De Moivre (1718) ve
sonrasinda da Jacques-Philippe-Marie Binet (1786-1856) ispatlamistir. Binet
formiillerini kullanmanin avantaji, Fibonacci sayilarini her terimi kendinden 6nceki iki
terimin toplami olarak yazarak istedigimiz n. Fibonacci sayisini bulmak yerine,

indirgeme bagintisiyla direkt olarak hesaplamamizi saglamasidir [1, 2].

Daha sonra Fibonacci sayilarina benzer sekilde fakat farkli baslangi¢ kosullar ile,
kendisinden 6nceki iki terimin toplami seklinde yazilan sayilar olarak Lucas sayilari,

Pell sayilari, Pell-Lucas sayilar1 gibi say1 dizileri de tanimlanmustir [1].



Fibonacci ve Lucas sayilarinin arasindaki 6zdesliklerin ispatinda pek ¢ok yontem
kullanilmistir. Matrisler kullanilarak Demirtiirk [3] tarafindan Fibonacci ve Lucas
sayilar arasindaki 6zellikler, Siar ve Keskin [4] ise genellestirilmis Fibonacci ve Lucas
sayilar1 arasindaki bazi 6zdeslikleri bulmuslardir. C. A. Church ve Bicknell ise iistel
fonksiyonlar: kullanarak Fibonacci ve Lucas sayilart arasinda toplamsal esitlikleri

bulmustur [5].

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilar1 ise Horadam [6,7] tarafindan
tanimlanmistir. Burada genellestirilmis Fibonacci sayilart Uy, = 0, U; = 1 Dbaslangig
sartlar1 ve p,q € R ve her n > 2 olmak tizere, U, = pU,_; + qU,_, bigiminde
tanimlanir. Ayni sekilde genellestirilmis Lucas sayilariise Vy = 2,V; = p Dbaslangi¢
sartlart ve p,q € R ve her n > 2 olmak tizere, V,, = pV,,_; + qV,,_, bigiminde

tanimlanir.

Esiyle birlikte Brougham kopriisiinde yiiriirken Kuaterniyonlarin temel bilesenlerini
bulan Sir William Hamilton kuaterniyonlarin Kuantum fiziginden, mekanik
kuramlarina, ii¢ boyutlu uzayda donme hareketlerine ve uzay kinematigine kadar pek
cok alanda olmak iizere bu kadar genis bir kullanim alan1 olacagini tahmin etmemistir.
Genel olarak kuaterniyonlar karmasgik sayilara benzeyen ii¢ boyutlu bir matematiksel
yapt olusturma calismalarinda ortaya ¢ikan carpma ve bdlme sorunlarini, 4. boyut

ekleyerek yok etmistir [8, 9, 10].

Fibonacci ve Lucas kuaterniyonu kavramlart ve genellestirilmis Fibonacci
kuaterniyonlar1 ilk olarak Horadam tarafindan tanimlanmistir. Daha sonra bir¢ok
matematik¢i tarafindan Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar1 {izerine cesitli
genellestirmeler ve dzellikler elde edilmistir. Kuaterniyonlar i¢in indirgeme bagintilar

ilk defa Horadam tarafindan tanimlanmistir [11, 12].



Halic1 tarafindan Fibonacci kuaterniyonlarimin iirete¢ fonksiyonlar1 ve bazi
kombinatoryel Ozellikleri verilmistir. Ramirez tarafindan ise p = k ve ¢ =1 igin
Cassini ve Catalan 6zdesligi, kuaterniyonlarin iireteg¢ fonksiyonlar1 ve bazi 6zdeslikler
verilmistir. Polatli ve Kesim ise p = kve ¢ = 1 i¢in Catalan 6zdesliginin ispatini
yapmuglardir [13, 14, 15, 16, 17].

Demirtiirk Bitim ve Topal, [18] de dncelikle (p, q)-Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari
icin Cassini ve Catalan 6zdesliklerinde kullamlan @B, f&, @&, Bf carpimlarmimn
esitlerini bularak daha sonra bu ¢arpimlari kullanarak Cassini 6zdesligine gore daha
genel bir 6zdeslik olan Catalan 6zdesliginin ispatint yapmustir. Ayrica genellestirilmis
Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari i¢in iirete¢ fonksiyonlar1 ve bazi kombinatoryel

Ozelliklerin ispatlar verilmistir.

Ayrica Demirtiirk Bitim ve Topal iistel fonksiyonlar1 kullanarak genellestirilmis

Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari i¢in toplamsal ifadeler elde etmislerdir [19].



BOLUM 2. FIBONACCI VE LUCAS SAYILARI

Tanmm 2.1. Hern >2 icin F, = F,,_; + F,,_, tekrarlama bagintisina ve F, = 0,
F; = 1 baslangi¢ kosullarina sahip olan (F,) dizisi, Fibonacci dizisi olarak adlandirilir.
Burada F, sayisina n. Fibonacci sayisi denir. Bu sayilar Leonardo Fibonacci tarafindan

tanimlanmustir [1].

Her n>2 ig¢in L, =L,_1+ L,_, tekrarlama bagintisina ve Ly =2, L; =1
baslangi¢ kosullarina sahip olan (L,,) dizisi, Lucas dizisi olarak adlandirilir. Burada
L, sayisina n. Lucas sayisi denir. Bu sayilar Frangois Edouard Anatole Lucas (1842-
1891) tarafindan 1878 tarihinde tanimlanmustir [1].

Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi x? = x + 1 bi¢imindedir. Bu karakteristik

denklemin kokleri a = %g ve = 1_2—\/3 olmak iizere a+f =1 ve af = -1

esitlikleri saglanir. Ayrica @®> = @ + 1 ve f% = B + 1 oldugu goriiliir. Buradan her
n € Nigin a™ = aF, + F,_; ve ™ = BE, + F,_; oldugu timevarimla gosterilebilir.
Benzer sekilde Lucas dizisinin elemanlar1 arasinda her n € N igin

V5a® = aly + Ly_y, —V5B" = fLly + Ly_y , @™ = aF, + Fy_y, f* = BE, + Fp_y
0zdesliklerinin saglandig tiimevarimla gosterilebilir.

Tammm 2.2. Hern € N igin F, = % ve L, = a™ + ™ bicimindeki gosterime

(E,) ve (L) dizilerinin Binet formiilii denir. Bu formiiller De Moivre tarafindan
1718’de, daha sonra da Jacques-Philippe-Marie Binet tarafindan 1843 yilinda
ispatlanmustir [1, 2].



vn=>1 i¢in F,, = (—1)"E, ve L_, = (—1)"L, olarak tanimlanir. Dolayisiyla

a—gn

a-p

Lucas sayilari i¢in pek ¢ok 6zelligin ispat1 Binet formiilleri kullanilarak yapilabilir.

V neZ igin Binet formiilleri F, = , L, = a™ + B™ bigimindedir. Fibonacci ve

Koshy, Vajda, Hoggat, Ribenboim [1, 20, 251, 22, 25] numarali kaynaklarda pek

¢ok 0zdesligi vermistir.

Ayrica Fibonacci ve Lucas sayilar arasinda da
Ly—1+ Lyy1 = 5K,

Fooq+ Fppa =Ly

F,+ L, =2F, 44

2F, = Fpy1 + Fra

Fi + B = Fanyq

Fi— B = Fpyo

Fon = Fpa By + FyFpyq = Fily

Fri1lny1s — Foly = Fonyq

E? —3F2_ | + F*X_, = 2(—1)"*!

Fram = (=1)™Fy_m = EnLy

LyFEy + LyEy = 2Fpim

Frnin = Fin—1Fy + FnFoyq

(Fac1Fni2)? + QFFpy1)? = (FayrFniz — Fpo1Fy)?

FaFniq

p

(3R G R Gt R G B G R

gibi pek ¢ok 6zellik vardir [1, 20, 22, 23].

q"Fg +q T 4 q T 4 e qF B =

Rabinowitz [25] asagidaki 6zdeslikleri ispatlamustir.
_ F(k—l)nLn + L(k—l)nFn
B 2

_ 5F(k—1)nLn + L(k—l)nFn
kn — 2

Fkn




Lm+n - (_1)an—n
5

LypLy = Lipyn + (=1)™Lppy_y,
Fnly = Fnyn + (C1D)"Eyy
Lyp —2(—=1)"
e
L2 = Ly, + 2(—1)"

EnF, =

F? =

Fan_Fan
E, .=CF1)"————
e = (-1

LyyLy — SEnF,
Lyn = (="
m-n = (=1) 5

Matrisler kullanilarak da Fibonacci ve Lucas sayilar1 arasindaki 6zellikler bulunabilir.

Demirtiirk [3] te,

o1 . n_[Fnt1 Fa ]
Q= [ 1 O] olmak lizere, Q™ = E. F,, ve
s ln S
S=|2 ?|olmak iizere, S® = |2 2 | matrislerini kullanarak
11 Fo Ln
2 2 2 2

[2 — 5F2 = 4(—1)"

2Lyem = LyLm + 5E,Fn
2Fm = EyLm + LyFp,
2(=1)™L,_p = LyLy, — 5E,E,
2(=1)™E,_, = FyLyy, — Ly Fy,
Lyply = Lyym + (D)™ Ly
LynFy = Fpom + (D™ B

n
Z B = Fie — Fonimak +* COD™Fnsk — Freem)
o 1+ (-D)™ = Ly,
]:

n
Z Lo = Ly — Lynimsk + (D)™ (Lmn+k — Lk—m)
—o mithe 1+ (_1)m - Lm
J:

n
Z(_l)jF ' _ Fk + an+m+k + (_1)m(an+k + Fk—m)
- mj+k 14+ (D)™ + L,

]:



n

1)/, _ Ly + Lynsm+r + (_1)m(l’mn+k + Lk—m)
D L = 1+ (D™ + Ly,

j=o

0zdesliklerini ve toplam formiillerini ispatlamistir.

Giovanni Domenico Cassini (1625-1712) tarafindan bulunan ve Cassini 6zdesligi

olarak adlandirilan 6zdeslik asagidaki teoremde verilsin.

Teorem 2.1. (Cassini Ozdesligi)
Her n € N icin F,,_;Fp,,; — E? = (—=1)™ dir [1].

Ispat. Binet formiilii, «ff = —1 ve F; = 1 oldugu kullamilirsa,

Fo (Fypy — F2 = <an—1 _ Ign—1) <an+1 _ 'Bn+1> ) (a” B ﬁn)z

5 V5 V5
B a2n + ,an _ an—lﬁn+1 _ an+1ﬁn—1 aZn + ﬁZn _ Zdnﬁn
- ; )-(—="5)
B _an+1'8n—1 _ an—lﬁn+1 + Zdnﬁn
B 5
2402 _
-~y (S
_ n-1 a—p ’
= —(ap) (f)
= —(ap)" 1 (F)?
= (-1
bulunur.

Lucas sayilari i¢in Cassini 6zdesligine benzer 6zdeslik de asagidaki gibidir.
Teorem 2.2. Hern € Nigin L,,_;L,4; — L2 = 5(—=1)""1 dir [1].
Ispat. Binet formiilii, ®f = —1 ve F; = 1 oldugu kullanilirsa

Ly-1lpsr — L5 = (@™ 1+ D (@™ + ™) — (a™ + )3
— (aZn + ,an + an—lﬁn+1 + an+1ﬁn—1) _ (aZn + ﬂZn + Zanﬁn)



— an+1ﬁn—1 + an—lﬁn+1 _ Zanﬁn

= (ap)* ' (a®+p* — 2ap)

= (@)™ (2) 5 = 5(ap)(F)? = 5(- )"

bulunur.

Fibonacci sayilari i¢in Cassini 6zdesliginin daha genel hali asagidaki teoremde Eugene

Catalan tarafindan verilmistir.

Teorem 2.3. Hern,r € Z i¢in E,_,F,,, — E? = (=)™ "*1E2 dir [1].

Ispat. Binet formiilii ve a8 = —1 oldugu kullanilirsa,
o . (an—r _ ﬁn—r) <an+r _ ﬁn+r> (an _ ﬁn)z
n—-r: n+r n \/g \/g \/g
a?n + ﬁZn _ an—rﬁn+r _ an+rﬁn—r a’m 4+ ﬁZn _ Zanﬁn
- ; )-(—="5)
_an+rﬁn—r _ an—rﬁn+r + Zanﬁn
- 5
3 ( )n—r a2r+ﬁ2r _ Zarﬁr
= aﬁ z
2

- ~@pr (22

V5

= ~(@p)" " (5)?
= (~D" )’

bulunur.

Ayrica Catalan 6zdesligi Lucas sayilari igin asagidaki gibi verilebilir.
Teorem 2.4. Hern,r € Z igin L,_ L., — L% = 5(=1)"""(E.)? dir [1].
Ispat. Binet formiilii ve @8 = —1 oldugu kullanilirsa,

Lnorlnsr = iy = (@77 + )@ + f™47) = (o + 7’
— ((in + ,an + an—rﬁn+r + an+rﬁn—r) _ (aZn + BZn + Zanﬁn)



— an+r’3n—r + an—an+r — 2a™B"
— (aﬁ)n—r(aZr_l_ﬁZr —_ Zarﬁr)
= (@p)" " (a" - p")?

n-r a" —p" ’
= 5ap)" (~=)
= 5(ap)" " (F)?
=5(-D)"7(K)?

elde edilir.

Teorem 2.3 ve Teorem 2.4’ten agsagidaki sonug verilebilir.
Sonu¢2.1. Hern,r €Z igin Ly,_y Ly, — L3 = —5(Fy_,Fpyr — E?) dir.
Fibonacci ve Lucas sayilariyla ilgili pek ¢ok 6zelligin ispati yapilmistir. Fibonacci

sayilarinin toplamlar ile ilgili olarak teleskopik toplam, Binet formiilii, tiimevarim,

matrisler gibi yontemler kullanilmistir.

n
Z Fi2 - FnFn+1

i=0

n
Z L? =LpLlpy1 — 2
i=1

n
> Faiy = Fan
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n
z Fyi =Fpy— 1
i=1

n-2

E,+Fp_ 1+ Z F2n27k = n
k=0

n
Z F . = Frn+m (_1)man — Fn
pr ™ Ly — (_1)m -1

i

n
Z L _ mn+m (_1)man - Fm
m m - (_1)m -1
i=0
toplam formiillerine [1, 5, 20, 21, 22, 24] kaynaklarinda rastlamak miimkiindiir.

Asagida Binet formiilleri kullanilarak daha genel toplam formiilleri verilecektir.

Teorem25. HerneNvem,r € Zigin,

n
F _ Fronsm+r — (_1)man+r B (_1)rFm—r — F

dir [1].

Ispat. Binet formiilii ve geometrik dizi toplami kullanilirsa,
mi+r ﬁmi+r

n n
a —
ZFer:Z J5

WZ( ami —%i(ﬁ’n)i

(am)n+1 ('Bm)n+1
ﬁm—l

amn+m+r _

VE

i l 1 pgmntmtr _ﬁrl
sl et |l

1 [(@™ ™ —aN) (™ - 1) — (@™ - DT - ﬁr)l
V51 (@™ =™ -1)

1

V5

1

V5

amn+m+rﬁm _ arﬁm — gmnimir 4 o7
amle_’Bm_am+1

amﬁmn+m+r _ ﬁmn+m+r _ amﬁr + ﬁr
amﬁm_ﬁm_am+1
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_ i((aﬁ)m(amn+r _ an+r) _ (amn+m+r _ 'an+m+r)>
5 (ap)™ = (a™+p™) +1
+i<(aﬁ)r(0{m—r _ 'Bm—r) + (ar _ Br))

V5 (ap)™ = (@™ +p™) + 1

(_1)man+r - an+m+r + (_1)rFm—r + P;“
- (—D™— L, +1

_ Frn+m+r — (_1)man+r B (_1)rFm—r - F
Lyn = (D™ =1

bulunur.

Teorem 2.6. Hern € Nvem,r € Z igin,

n
Z L _ Lyn+m+r — (_1)mLmn+r + (_1)er—r — L,
mi+r — — (_1\m _
£ Lp— (—Dm—1
dir [1].

Ispat. Binet formiilii ve geometrik dizi toplami kullanilirsa,

n n
Z Lmi+r — Z(amiﬂ" + ﬁer)
i=0 i=0

- ari(am)i +ﬂri<ﬁm>i
i=0 i=0

_ a,r l(a,m)n+1 _ 1] N 'Br l(ﬁm)n+1 _ 1]

am—1 pm—1
gmntmtr _ o7 'an+m+r _ 'Br
- e

[(amn+m+r —an)(B™ = 1) + (a™ — 1)(pmnimiT — 'Br)l
(a™-1D(PE™-1)

<amn+m+rﬂm _ arﬁm — gmntmtr ar)

am'gm_ﬁm_am+1
amﬁmn+m+r _ len+m+r _ amﬁr + ’Br
amﬁm_ﬁm_am+1

<(aﬁ)m(amn+r _|_ ’an+r) _ (amn+m+r _|_ ’an+m+r)>
(ap)™ —(a™+p™) +1

+




N (—(aﬁ)r(am‘r +B™7) + (a” + BU)
(@p)™— (@™ +p™) +1
(_1)mLmn+r - Lmn+m+r - (_1)TLm—r + Lr
- (—D)™ =L, +1

_ Lyn+m+r — (_1)mLmn+r + (_1)TLm—r — L,
Ly = (=DM -1

bulunur.

Ayrica Binom formiillerinden faydalanarak, her n € N icin

n

2. () r =P

(7)2i = L2

(?) Fivj = Fanyj

(%) Lies = Lans

(7) Fnet = P

() i, = i,
(%) 0y = 1,
() Fior = Fancs

(:L) FrﬁlFrﬁ:llFi = Fnn

‘M: H'M: F'M: F'M: F'M: W'M: W'M: W'M: W'Mz N
(=) = (=) (=) o o o o o

(1:) FrﬁLFrrrll:llLi = Linn
=0

12

oldugu kolaylikla gosterilebilir [23, 25]. Daha genel toplam formiilleri Teorem 2.7 ve



13

Teorem 2.8’ de verilecektir

Teorem 2.7. Hern € Nvem,r € Z i¢in

n

n ; .
Z (i)FrﬁlFrTrll—llFHr = Fnn+r

i=0

dir [1].

Ispat. Binom agilimi ve Binet formiilii kullanilarak

n n

n n ] » ai+r_ﬁi+r
20 L= =ZO (7) mirn <—v§
n n
(lrz n . . ﬁr n . .
= — )ELFM ol —— C)ELEREBY
S (e -E0Y () et
al Br
\/—(F ma + Fpy_ 1)n_F(Fm,B+Fm Dk
a’ myn B myn
=ﬁ(6¥ ) \/—(ﬁ )
amn+r_ﬁmn+r
V5
= Fonr
elde edilir.

Teorem 2.8. Hern € Nvem,r € Z igin,
n
n . _:
Z (L) FnFpn iLivr = Linnsr
i=0

dir [1].

Ispat. Binet formiilii ve a™ = aF,, + Fp_1, ™ = BE, + Fp— oldugu kullanilirsa,
n n
n
Z(i)F Fn 11L1+r _Z( )Fan ll(al+r +ﬁl+‘r’)
i=0 i=0
n

n
arz ELER- 10: +BTZ(?)F%F£:§B"

i=0 i=0
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ar(Fma + Fm—l)n + .Br(Fm.B + Fm—l)n
= a"(a™" + BT (™)™
= gMnir 4 ﬁmn+r

Lmn+r

bulunur.

Tanmm 2.3. Hern € N igin f(x) = Y7-, a,x™ bicimindeki kuvvet serileri tireteg

fonksiyon olarak tanimlanir. Burada f(x)’e (a,) dizisinin iirete¢ fonksiyonu denir.

Fibonacci dizisi (F,) ve Lucas dizisi (L) nin ireteg¢ fonksiyonlari sirastyla

F(x) = E,x™ (2.1)
ve
L(x)= ) L,x" (2.2)

biciminde gosterilmek iizere

F,
z x" 1—x—x2

iL n 2—x
T — X2
n=0
= 1
ZFon 1 _x—x2
n=0
- 1+ 2x
ZLon T1—x—x2
n=0
inx”— x — x?

YT 1 —2x — 2x2%2 4+ x3
n=0
in 1—x

neaX” T 1 2x— 222+ x°
n=0
- y 14 2x —x?
ZFn+2xn:

1—2x —2x2%2+x3



X
Z Fafpa ™ = 1—2x —2x2 + x3

ZL 4 —T7x — x?
~ 1—2x—2x2+x3
- 5 1+ 7x — 4x?
ZLon
1—2x—2x2+x3
n=0
- 5 9 — 2x — x?
ZLn+2x
1—2x —2x2%2 + x3
n=0
iFF X
ne1X" T1—2x—2x2+x°
n=0
- x—2x% —x3
ZF,fxnz
1—3x —6x2%2+3x3+ x*
n=0
iF 1—2x —x?
X" T 1—3x— 6x2 + 3x3 + x*
n=0
- 5 145x—3x%—x3
zF X" =
nt 1—3x —6x2 4 3x3 + x4
n=0
- n 2x
Z)FF”“F”*Z" ~1—3x— 6x% + 3x3 + x*
n=
Z.O:F Fix
L ey g v

S
Il
o

tirete¢ fonksiyonlar1 Hoggatt ve Lind tarafindan 1967 yilinda bulunmustur [26].
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Simdi Fibonacci ve Lucas sayi dizileri i¢in iirete¢ fonksiyonlarinin daha genel ifadeleri

ispatlanacaktir.

Teorem2.9. Hern e Nvem,r € Z i¢in,

ZF o E + (—1)"F,_x
mn+r 1—Lyx+ (—1)mx2

dir [26].



Ispat. Binet formiilleri ve (2.1) kullanilarak

had o QM 'an+r
F x" = Z ( > x™
Z mn+r \/E
n=0

ar N mn,n Br mn,n
=ﬁ;a x _ﬁ 4 ,8 X

==Y @y -2 Z(ﬁw

a” 1

ﬁ (1 — amx) (1 — ,Bmx)

1 B

E(l —a™x 1-— ,Bmx)

i( a’(1-B"x)=p"(1—a™ X)>

V5 (1—a™x)(1 - pmx)

i(“ IBr + (amﬁr _ arﬁm)x>

VE\1= (@™ +pm™)x + (@p)"s>

i a — 'Br + (aﬁ)r(am r ﬁm—r)x

VE\ 1—(a™+p™)x + (af)™x?

B+ (-1)"Ey
" 1= Lyx + (—1)mx?2

elde edilir.

Teorem 2.10. Hern e Nve m,r € Z igin,

Z L x™ = Ly — (_1)er—rx
mn+r 1— me + (_1)mx2

dir [26].

Ispat. Binet formiilleri ve (2.2) kullanilarak

[ee] [ee]
2 Lmn+rxn — Z(amn+r + len+r)xn
n=0 n=0
[ee] [ee]
=’ Z a™txn _l_ﬁrz ﬁmnxn

n=0 n=0

16



= i(«xmx)n +p7 i(ﬁmx)”
n=0 n=0
a” 'Br

:1—amx+1—,8mx
_a"(1-p"x)+ (1 —a™x)
(1—-am™x)(1—p™mx)
_a"+pT = (@Bt a’ fM)x
1—(a™+ p™)x + (af)™x?
_ @+ = (@B) @+ f )
1—(a™+ p™)x + (aff)™x?
L= (D) Ly
1—Lyx+ (—1)mx?

bulunur.

C. A. Church and Bicknell [5] fonksiyonlar kullanarak Fibonacci ve Lucas sayilari

ile ilgili toplamsal ifadeler bulunmustur. Kuvvet serileri kullanilarak

n
et = £
n!
=0
® ngn
a“t
at
¢ Z n!
i=0
® 'B‘n n
t
ﬁt —_—
€ n!

Ozdeslikleri elde edilir. Bu 6zdeslikler kullanilarak asagidaki

eat_eﬁt_i<an_ﬁn>tn_iF tn
a—-f a—pB /n! " n!

i=0 i=0

eakt _ eﬂkt i akn _ ﬁkn tn iF tn
a—f = z a— n! ~ Zs Kl
i=0

ve

o)

k k tn had tn
e®t +eh't =2(an+,8n)m=ZLn—

n!
i=0 i=0

17
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n

St
et 4+ Pt = Z(akn + ,Bk")— = Z kn oy

i=0
Ozdeslikler kolaylikla gosterilebilir.

n

A(t) = i an%

n=0

ve

oo tn
BO =) bu
n=0

istel fonksiyonlari i¢in

A(t)B(t)—[Zan ” bn::]=

n=0 Lk=0

z Z (%) anbn_k] = (2:3)

A(t)B(-t) = [Z; a, :l—r:] [Z;(—l)”bn %
Y @ a5 2
n=0 Lk=0

Ozdeslikleri elde edilir. Bu verilen o6zdeslikler kullanilarak asagidaki teoremler

ispatlanacaktir [1, 5].

Teorem 2.11. Her neN ig¢in,

n

XOLE

k=0
dir [5].
ispat.
Bt
A(t) = Z——ve B(t) = e' alinirsa,
_ Bt > 2 [« n
e n t
: [z J5 eSS el
n=0 n=0 Lk=0
elde edilir. Diger taraftan
et _ oBt  pla+t _ o(B+Dt  paPt _ oB%t had n
t = = = F —_
¢ a—p a—p a—p Z 2l



bulunur. iki denklemin esitliginden

n

> ()=

k=0

elde edilir.

Teorem 2.12. Her neN igin,

n

S ()1 r =

k=0

dir [5].

Ispat. (2.3) ve (2.4) te

A(t) = et - ve B(t) = et alinirsa,

[>’

gy

bulunur. Diger taraftan
@t _ oB%t ., (@@=t _ (-1t gat _ oft 4

a—p a—p a—pB

olup iki denklemin esitliginden

n

> (p) O Ry =,

k=0

elde edilir.

eat_eﬁt
Ayrica A(t) = ———ve B(t) = e® + ePt alinirsa, (2.3) ten

n [ele}
Y1) et = T e
k=0 n=0

olur. Buradan da

n

> (p) Felno = 2"Fan

k=0

elde edilir. Ayni sekilde agagida verilen 6zdeslikler de kolaylikla ispatlanabilir [5].
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n
n 2"L, — 2
z (k) Fan—k - 5
k=0
n
z (Z) LiLy_ = 2"L,, + 2
k=0
n
n
Z (k) FokLlmn-mk = Znan
k=0
> onL — 2U0
mn m
Z (k) FokFmn-mk = f
k=0
n
n
Z (k) Lk Lmn—mk = Zann + 2L¢n

20



BOLUM 3. GENELLESTIRILMIS FIBONACCI VE LUCAS
SAYILARI

Tamm 3.1. p,q €ER ve her n>2 ve olmak iizere, U, = pU,_; + qU,,_»
tekrarlama bagintisina ve U, = 0, U; = 1 baslangi¢ kosullarina sahip olan (U,,) dizisi,
genellestirilmis Fibonacci dizisi olarak adlandirilir. Burada U, sayisina n.

genellestirilmis Fibonacci sayis1 denir.

p,q € Rve hern > 2 ve olmak iizere, V,, = pV,,_; + qV,,_, tekrarlama bagintisina ve
Vo = 2, V; = p baslangi¢ kosullarina sahip olan (V},) dizisi, genellestirilmis Lucas
dizisi olarak adlandirilir. Burada V}, sayisina n. genellestirilmis Lucas sayis1 denir

[6, 7].

Genellestirilmis Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi x? = px + q bicimindedir.

+VA
ALYy

A= p? + 4q > 0 olmak iizere, bu karakteristik denklemin kokleri a = e

L= %Z biciminde olup a + f = p ve aff = —q esitlikleri saglanir. Ayrica

a? = pa + q ve f% = pB + q oldugu goriiliir. Buradan her n € N igin

a =alU, +qU,_4 (3.1)
ve
" = BUy + qUn_q (3.2)

oldugu tiimevarimla gosterilebilir.

Benzer sekilde Lucas dizisinin elemanlar1 arasinda her n € N igin

VAa" = aVy +qVy_, ve _\/Z.Bn = BVu+ qVn—1
Ozdesliklerinin sagladigi timevarimla gosterilebilir [20, 22, 23, 24].
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Tannm3.2. Uy,=0, U;=1 ve V,=2, V; =p baslangic degerleri icin
genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilarinin tekrarlama bagintisi

U, =pUp_1 + qUp_, Ve V,, = pV,_1 + qV,_, olup x% — px — g = 0 karakteristik

denkleminin kokleri, A=p?+4q >0 icin, @ =2 ve g =2 dir. Aynica
genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilarinin Binet formiilleri U,, = aZ:ﬁ“ ve

V, = a™ + g™ dir [20, 22, 24, 27].

Her terim kendisinden 6nce gelen iki terimin lineer birlesimi seklinde yazildigindan

_1 _ P _ pr*+q
U_l—E,U_z—_q_Z, U_3— q3 ) e
ve

I _ p*+2q _ p3+3pq
Voi=—=,V_,= y Vy=—— ...

q q? q3

olup buradan negatif indisli genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilarinin
U_p=—-(=)"U,

ve

Vo= (=)

esitliklerini sagladigi Binet formiilleri kullanilarak gosterilebilir [20, 22, 23, 25].

Kalman ve Mena tarafindan genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilarini

Apyp = alyyq + bA,, bigciminde tanimlanmis, A, ve A; baslangi¢ sartlarina bagh
olarak R(a, b) sayilari igin asagidaki say1 dizileri bulunmustur [24].

R(1,1), A, = 0 ve A; = 1 igin Fibonacci sayilar1 {0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, ... }
R(1,1), Ay = 2 ve A; = a i¢in Lucas sayilan {2,1,3,4,7,11,18,29,47,76, ... }
R(2,1), Ay = 0 ve A; = 1 igin Pell sayilar1 {0,1,2,5,12,29,70,169, ... }

R(2,1), Ay = 2 ve A; = a i¢in Pell-Lucas sayilan {2,2,6,14,34,82, ... }
R(2,—1),A, =0ve A, =1i¢in{0,1,2,3,4,5,6, ...} dogal say1 dizisi

R(2,—-1), A, = 2 Ve A, = a icin {2,2,2,2,2,2,2, ... } sabit dizi

R(3,-2),A, = 0 ve A; = 1 igin Mersenne dizisi 2" — 1 = {0,1,3,7,15,31, ... }
R(3,-2),A, = 2 ve A; = a i¢in Fermat dizisi 2" + 1 = {2,3,5,9,16,33, ... }
R(1,-1),A, =0ve A, =1i¢in{0,1,1,0,—1,—1,0,1, ... } periyodu 6 olan dizi
R(1,-1),A, =2ve A, =ai¢in{2,1,-1,-2,-1,1,2,1,... } periyodu 6 olan dizi
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R(3,—-1),A, =0ve A; =1i¢in {0, 1,3,8,21,55,... } ¢ift indisli Fibonacci dizisi
R(3,—-1),A, =2ve A, =aigin{2,3,7,18,47, ...} cift indisli Lucas dizisi bulunur.

Ayrica Kalman ve Mena genellestirilmis Fibonacci ve Lucas matrislerini

0 17"[Ao] _ An] . 0 171" _ [bFn-1 Fn]_'.
[b a] [Al]_[An+1 olmak tizere [b a] =\ bE. F,., biciminde

tanimlamugtir [24].

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilari i¢in Binet formiilleri kullanilarak daha
once verilen Cassini ve Catalan 6zdeslikleri genellestirilmis Fibonacci ve Lucas

sayilari i¢in de verilebilir.

Teorem 3.1. (Cassini 6zdesligi)
Hern € Ni¢in U,,_q U4+, — U2 = —(—q)™ 1 dir [23].

Ispat. Binet formiiliinde U,, = aZ:ﬁn ve aff = —q oldugu kullanilirsa
a1 — 'Bn—l an+l — ﬁn+1 a — ﬁn 2
Un-sUnis = UF = (—= ——)- (=)
a—p a—p a—p

aZn + '3211 _ an—lﬁn+1 _ an+1[))n—1 aZn + ﬁZn _ zanﬁn

‘( (a — B)? )‘( (a - p)? )
_an+1’3n—1 _ an—lﬁn+1 + zanﬁn

B (a — B)?
_ n—1 (@*+B*-2aB\ _ _ n-1_ _(_\n—-1
= —(@p)" () = ~ (@)™ = —(=q)

olarak bulunur.

Teorem 3.2. Hern € NiginV,,_,V,,; — V.2 = (—q)™ 1A dir [23].

ispat. Binet formiilinde V, =a™+p" af=-q ve a—f=+A oldugu
kullanilirsa

VieaVer = V2 = (@714 B (@ + ) = (@ + )2

— (aZn + ,an + an—lﬁn+1 + an+1ﬁn—1) _ (aZn + ﬂZn + Zanﬁn)

— an+1'8n—1 + an—lﬁn+1 _ Zanﬁn



= (af)" 1 (a?+p? — 2ap)
= (ap)" H(a - p)?
=(-q"'A

bulunur.

Teorem 3.3. (Catalan 6zdesligi)
Her n,r € Zi¢in U,_, Uy, — U2 = —(—q)"*"UZ dir [23].

Ispat. Binet formiilii ve a8 = —q oldugu kullanilirsa,

a—-p a—p a—p
~ a? + BZn — QT RNAT — gntTgneT ~ a? + ﬁZn — 2q"B"
(a = B)? (a —p)?

_ _an+rﬁn—r _ an—rﬁnw + Za"ﬁ”

(a — B)?

. a2r+,82r _ 2ar,8r

= ()

a’ — BT\2
=
= —(ap)" " (U,)?
= (=" TU?
elde edilir.

Teorem 3.4. Hern,r € Zigin V,,_.V,., — V;2 = 5(=1)"""(U,)? dir [23].

ispat. Binet formiilii, ¢ = —qve a — f = VA oldugu géz éniine alinirsa
Vg Vier = U2 = (@7 4 BR) (@ + B — (@ + B2

= (@2 + B2 + Q" FHT 4 qMHT T — (@t + B2M 4 207 M)

= QMR 4 QTR _ gnpn

= (@f)" " (a? +B%" — 22" B7)

= @p)""(a" — T)?

24
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r. 2
- @y (=5) @-pr
= (ap)" U (a - B)?

= ()" TUZA

bulunur.

Teorem 3.3 ve Teorem 3.4’ten asagidaki sonug bulunur.
Sonuc¢ 3.1. Hern,r € Zicin V,,_,Vyiy — V2 = =AU, Upyr — U2) dir.

Horadam 1961°de H; = p, H, = p + q baslangi¢ sartlarina bagl olarak her n € N ve
n > 3 i¢in H, = H,_; + H,_, dizisini tammmlamstir [6, 7]. Koshy 2001°de ise p, q
genellestirilmis Fibonacci sayilari tanimlanmistir. Bu ¢alismada p, g genellestirilmis

Fibonacci ve Lucas sayilarinin bazi kombinatoryel 6zellikleri verilecektir.

Patel ve Ray [28] tarafindan genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilari i¢in
m, n € Z olmak iizere

Unsn = UnUns1 + qUp1Up ,

()" Umn = Up-1Up = U Up-1

Vinen = UnVins1 + qUn—1Vin

(=) "Vin-n = Uns1V = Vi1 Unm

ézdeshklerl bulunmustur.

Siar ve Keskin [4] ise

[ ]Ve[ n: q%Ln]:

matrislerini kullanarak

Vi = (p* +4U7 = 4(—q)"

Un+n = UnUny1 + qUp—1Uy

(=" Upn = U1 Up — UppUp 4
Vien = UnVins1 + qUn—1Vi
2(—qQ) " Vop—p = Vi, Vi, — AU, U,
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2(=q@)"Um-n = UnVy — UnVin

ViV = Vian + (=) Vip—n

AUnmUpn = Vinen = (=@)" Vin-n

UmVn = Upan + (=@)"Um-n

(=) "Vin-n = Ums1Vn = V41 Un
ViV = Vi = (—q)7A

UrUnsnir = UngrUngr — (=q) U Uy,
UrUmsn-r = UnUpn = (=@)" U Un—y
UrUmsn = UnUnsr = (=@) U Un
ViVinentr = Viar Vaer + (=@)"AUR Uy
ViVinin—r = (=@) " Vin—yVo—y + AU U,
VilUmsn = UnVisr + (=@) Vo Uy
ViirVor — AUF = (=)™
UnsrUn—r — Uz = =(=)""U}

0zdesliklerinin ispatlarint yapmislardir.

Un+1 + qUn -1

Ui: p

Vier +qVp+p—2
p

~

_ Umn+m - (_Q)mUmn - Um
Vi — (_Q)m -1

<
g

an+m - (_q)men + Vm -2
Vm — (_q)m -1

toplam formiillerine [20, 22] kaynaklarinda rastlamak miimkiindiir. Burada bu

Vini =

DM iV IV= BV

Il
=}

l

toplamlarin daha genel halleri Binet formiilleri kullanilarak elde edilecektir.

Teorem3.5. Hern e Nvem,r € Z i¢in,

n

Z U _ Unn+m+r — (_q)mUmn+r B (_Q)rUm—r - Uy
mi+r — — (_\m _

L V= (=)™ =1

dir.



27

Ispat. Binet formiilii ve geometrik dizi toplami kullanilirsa

n

n . .
z U Z aml+1‘ _ Bml+r
. mi+r a — B
1=0

i=0

-Z Bi(oﬂﬂ)i -£ Bi(ﬁm)i

a’ ((am)n+1 _ 1> B ﬁr <(Bm)n+1 _ 1)

=a—[3 am™—1 a—p pm—1
B 1 amn+m+r —a” 1 an+m+r _ ﬁr
_a—ﬁ( am—1 >_a—/3< pm—1 >
1 (amn+m+r _ ar)(ﬁm _ 1) _ (am _ 1)(ﬁmn+m+r _ ﬁr)l
(@™ -D(B™-1)

a

B
amn+m+r'8m _ ar'Bm — gmntmtr 4 o
B amﬁm_ﬁm_am_{_l

1

1 <am'8mn+m+r _ Ian+m+r _ amﬁr + ﬁ?‘)
- B

1

amﬁm_ﬁm_am+1
((aﬁ)m(amnw" _ ﬁmn+r) _ (amn+m+r _ ﬁmn+m+r)>
B (@p)™ — (@™ +p™) +1
- ((aﬁ)r(am-r — B + (o - m)
=B\ @ —@ +pm+1
_ (_Q)mUmn+r - Umn+m+r + (_q)TUm—r + Ur
B (_Q)m - Vm +1

_ Umn+m+r - (_Q)mUmnH‘ - (_q)TUm—r - Ur
Vm - (_Q)m -1

a
a
a

elde edilir.

Teorem3.6. Hern e Nvem,r € Z i¢in,

n
V. _ Vinntm+r — (_Q)mvmn+r + (_Q)rvm—r -V
mi+r — — _\m _

Zi:o Vn = (=)™ =1

dir.

Ispat. Binet formiilii ve geometrik dizi toplami kullanilirsa
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n n
z Vmi+r — Z(aer + ﬁmi+r)
i=0 i=0

- afimm)i +ﬁri(ﬁm)i

. (am)n+1 -1 , ('Bm)n+1 -1
R ey
(amn+m+r _ ar) (an+m+r _ Br)
am—1 + pm—1
(amn+m+r _ ar)(ﬁm _ 1) + (am _ 1)(ﬁmn+m+r _ ﬁr)
(@™ -1D(PF™-1)
_ (amn+m+rﬁm _ arﬁm — gmntmtr ar)
amlgm_ﬁm_am+1
(amﬁmn+m+r _ ﬁmn+m+r _ amﬁr + ﬁr)
amﬁm_'gm_am+1
_ (aﬁ)m(amnﬂﬂ + ﬁmn+r) _ (amn+m+r + ﬁmn+m+r)
(@p)™ — (@™ +p™) +1
N —(aB) (@™ + ")+ (a" +B7)
(@p)™ — (@™ +p™) +1
_ (_Q)mvmn+r - an+m+r - (_Q)rvm—r + V;‘
B (_Q)m - Vm +1
_ an+m+r - (_q)men+r + (_Q)rvm—r - V;‘
Vm - (_Q)m -1

bulunur.

Binom acilimi kullanilarak da genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilariyla ilgili

bazi toplam formiilleri elde edilebilir.

Teorem3.7. Hern € Nvem,r € Zigin

n

n . P
z (l) UnUn=19"  Uir = Unngr
i=0

dir [28].

Ispat. Binet formiilii, (3.1) ve (3.2) kullanilirsa,



n n . .
n . . . n . . s a‘”—ﬁ”r
> (D vhvscia v, = () vhUszig™ (—a —5
i=0 i=0
n n
a’ n . e o Br n . _ o
= =5 . (Duhunzieriat — = ) (7) vhuizia gt
i=0 i=0
aT‘ BT
= a—p (Uma + qUp )" — a—p (UmB + qUpm )"
aT ﬁT
— myn __ myn
5@ 5 M
amn+r _ 'an+r
_ =
= Unn+r
bulunur.

Teorem3.8. Hern e Nvem,r € Z igin
n
n . i s
Z (l) UnUn=19" " Vier = Vinar
i=0

dir [28].

Ispat. Binet formiili, (3.1) ve (3.2) kullanilirsa,

n n

Z (:l) UTinUTrYll_—ilqn_iVi+r = § (?) UTinU#l__ilqn_i(aiﬂ” + ﬁi+r)
i=0 i=0
n

n
n ; IR n . IR
=y (D uhvnziamial + 57 ) (1) UhUzZiam g
i=0 i=0
=a"(Upa + qUp— )" + BT (Ui + qUip )"
— ar(am)n + Br(ﬁm)n
mn+r +an+7"

=a

= Vinn+r

elde edilir.

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri i¢in iireteg¢ fonksiyonlari sirasiyla
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n=0
ve

- 2 —px
Z Vx™ ~1—px — qx?
n=0
bicimindedir [22].
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Asagida genellestirilmis Fibonacci ve Lucas say1 dizilerinin iirete¢ fonksiyonlar1 igin

daha genel ifadeleri ispatlanacaktir.

Teorem3.9. Herne Nvem,r € Z i¢in,

Z u x™ = Up + (=q)" Upn—rx
T 1= Vyx + (—q)™x?

dir.

Ispat. Binet formiilleri ve a8 = —q oldugu kullanilirsa

0 . o QAT _ gmn+r .
Z Unnrx" = Z a—R x
B N mn,.n
Ca-— B Z pTx
n=0

x)™

sz
=
S
8 ng
]
3
:
3

- < amx) aﬁ—rﬁ (1 —1ﬁmx)

_ B
Ca-— ﬂ(l—amx 1—ﬁmx>
1 [a"(1—p"x)—B"(1 —a™x)
=Bl A-am0U-pmx) l
1 'ar_lgr_l_(amﬁr_arﬁm)x
a—LF|1-(a™+p™)x + (aﬁ)mle
B 1 'ar — ﬁr + (aﬁ)r(am—r — ’Bm—r)x
a—pB| 1-(a™+p™)x+ (af)mx?

Q




_ Ur + (_Q)rUm—rx
1—Vypx + (—q)™x?
bulunur.

Teorem 3.10. Hern e Nve m,r € Z i¢in,

Z — (=) Vi
an+7" _ MAr2
Vinx + ( q) x
dir.
Ispat. Binet formiilleri ve a8 = —q oldugu kullanilirsa

oo oo
Z an+rxn — Z(amn+r + ﬁmn+r)xn
n=0 —

oo

=a z s +ﬁrzﬁm

Z(a 0" +ﬁr2<ﬁmx)"
o r
- (1 — amx) * (1 —ﬁﬁmx)
a"(1—-B"x)+B"(1 —a™x)
(1—-am™x)(1 —p™x)
B a”+B" — (@mB" +a"pm)x"
1—(a™+ p™)x + (af)™x?
_ BT = @)@+ f
1—(a™+ p™)x + (aff)™x?
Il GO/
1—Vux+ (—q)™x?
elde edilir.
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BOLUM 4. GENELLESTIRILMIS FIBONACCI VE LUCAS
KUATERNIYONLARI

Irlandali matematik¢i Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) tarafindan 1843

yilinda kuaterniyonlar su sekilde tanimlanmstir [8].

Tamm4.1. a,b,c,d € Rvei?=-1,j2=-1,k*=—-1,ij=k=—ki,jk=i=
—kj, ki = j = —ik olmak iizere q = a + bi + ¢j + dk formunda yazilabilen hiper
kompleks sayilara kuaterniyon denir. 1,i,j,k ifadelerine kuaterniyonun tabani

(karakteristik elemanlar1) denir.

Tanim 4.2. aq,ay, 03,0y, bl’ bz, b3, b4 eER lgln a=aq + azi + a3j + a4k ve
b = by + b,i + b3j + b,k iki kuaterniyon olmak iizere kuaterniyonlarda toplama ve

carpma islemleri asagidaki gibidir.

a+b = (a, + ayi + asj + ask) + (by + byi + bsj + bsk)
a+b=(a1+b1)+(a2+b2)i+(a3+b3)j+(a4+b4)k

ab = (a1 + azi + a3j + a4k)(b1 + bzl + b3] + b4k)
= (a1by — azb,—azb; — ayb,) + i(a;by+ayby + azb, — asbs)
+j(a1b3 + a3b1 - a2b4 + a4b2) + k(a1b4 + a4b1 + a2b3 - a3b2)

q =a—bi—cj—dk kuaterniyonuna q =a + bi+cj+dk kuaterniyonunun

eslenigi denir ve g kuaterniyonunun normu N(q) = ||q|| bigiminde gosterilir. Ayrica

N(q) = llgll = \/qq = Va? + b2 + c2 + d? esitligi saglanir [9, 10, 31].

Bu boliimde genellestirilmis Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar1 tanimlanarak, bu

kuaterniyonlarin 6zellikleri incelenecektir.
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Tamm 4.3. U, n. genellestirilmis Fibonacci sayisi ve her n € N olmak {izere,
Q,=U,+ Uyl + Uy + Uk  biciminde  tanimlanan  kuaterniyonlara

genellestirilmis Fibonacci kuaterniyonu denir.

Benzer sekilde V},, n. genellestirilmis Lucas sayisi ve her n € N olmak iizere,
Ky, =V, + Vi + VyyoJ + Viisk biciminde  tanimlanan  kuaterniyonlara

genellestirilmis Lucas kuaterniyonu denir [8, 9, 10, 30].

Teorem 4.1. Hern € N i¢in
@=1+ai+a?+a’k ve f =1+ i+ ?%+B%k olmak iizere, genellestirilmis

Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari

ngs np
Rl
ve
K, =a™a+ p"p
bigimindedir [30].

Ispat. Q, = U, + U,yqi + Upynj + Uyisk esitliginde Binet formiilii kullanilarak

a,n _ 'Bn a,n+1 _ 'Bn+1 . an+2 _ 'Bn+2 . an+3 _ 'Bn+3

Q, = a—,8+ " i+ " j+ " k
_ (an+a’n+1i+an+2j+an+3k)—(ﬁn+ﬁn+1i+ﬁn+2j+ﬁn+3k)
a—p
_a*(1+ai+a?j+a’k) — (1 + i+ p2j+Bk)
a—p

elde edilir. Burada @ = 1+ ai + a?j + a®k ve B = 1 + Bi + B2j+B3k oldugu goz
Ontine alinirsa,
at@ - p"p
OQp=—""7—
a—p

bulunur.

Benzer sekilde K, =V, +V, 10+ Vo) +Vyy3k esitliginde Binet formiilii
kullanilirsa

Kn — (an + 'Bn) + (an+1 + ,Bn+1)i + (an+2 + ,Bn+2)j + (an+3 + ﬁn+3)k
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= (a™ + @™ + @™ + a"3k) + (B + BT + B2 + BH3K)

=a™(1+ ai + a?j + a3k) + (1 + Bi + B2j+B3k)

bulunur. Ayrica @ = 1+ ai + a?j + a’k ve B =1+ Bi + B%j+B3k oldugu goz
Oniline alinirsa,

K, = a™a@ + "B

olarak bulunur.

lakin tarafindan negatif indisli genellestirilmis Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar1 da
Qn =U_n+U_pyql + Uopyaj + Uopysk

ve

Kopn =V +Vopial +Vopiof + Vopysk

bigiminde tanimlanmigtir [31].

Ornegin;

1
Q_l:U_l+U0l+U1]+U2k:5+Ol+_]+pk

K=V +Voi+Vj+V,k = —§+2i+pj+(p2+2q)k

dir.

Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlart ise Q,, = F, + F, 410 + Fpy2j + Fpy3k ve
K, =L, + Lyy1i + Lyyoj + Lo 3k olarak tanimlanmistir. Benzer sekilde negatif
Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarida Q_,, = F_,, + F_,, 10 + F_p4oj + F_,, .3k ve

K ,=L_,+L_pqi+L_,.]+ L_, .3k biciminde tanimlanmistir.

Ayrica lyer tarafindan Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlart ile ilgili asagidaki 6zellikler
verilmistir [32].

Qn = iQn+1 — JQni2 — kQniz = Lyys

Qh-1+ Qf = 2Qzn—1 — 3Lons2

Qh+1— Q-1 = QuKn = (2Q2n — 3Lapys) + 2(=1)™(Qo — 3k)

Qn—2Qn-1+ QnQn+1 = 6F,Qn_1 — Fonyp + 2(=1)"1(Q-4 — 3k)

Qn-1Qn+3 = Qva = (D2 + 4i +3j + k]

Qn-1Qn+1 — Qn_2Qns2 = (=D"[2K, — k] + 4(—1)n+1[Q0 — 2k]



Qn-3Qn-2 T QnQn41 = 4Q2n-2 — 6L2n 41

Q121—1 + Qr21+1 = 6Fp410Qn-1 — YFonyz + 2(-1)"Q_;

Quir + (=17 Qn—r = Qul,

Qni1—rQnitsr — Qnrr = (D" T [E*Ky + Fp-(Qo — 37)]
QnirLlnsr = Qanizr + (=1)™7Q,

Qn-rLln—r = Qan_zr + (=1)™"7Q,

QnirLlnsr + Qnorln_y = Qanlayy + 2(=1)™7Q,
QnirLlnir = Qn-rLn—r = ForKon

QnarLn-r = Q2n + (=" Q2

35

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari i¢in Catalan 6zdesligini vermeden

once 6n ispat niteligindeki lemmalar ispatlanacaktir.

Lemmad.l. &=1+ai+a? +a’k, f=1+pi+p%+B%kve
A=Ky— (1 -q)(1+4g?),B=(—q)i+ (—p)j + k olmak iizere,

a@f = A+ qBVA

ve

p& = A — qBVA

dir.

Ispat. Kuaterniyon ¢arpimi ve a8 = —q oldugu kullamilirsa,

ap = (1+ai+ a?j + a®k)(1 + Bi + B%j+p3k)

= (14 Bi+ B%+B3k) + ai(1 + Bi + B%j+p3k)

+a?j(1 + Bi + B%j+B3k) + a®k(1 + Bi + B2j+B3k)

= (1 + Bi+ B?j+B3k) + (ai + aBi® + aB?ij+aB3ik)

+(a?j + a?Bji + a?B?j2+a?B3jk) + (a3k + a3Pki + a3p?kj+a3B3k?)
= (1 + Bi + B?j+p3k) + (ai — af + aB?k—af3))

+(a?j — a?Bk — a?B?+a?B3i) + (a3k + a®Bj—a’B2i—a3p?)

=1 -af —a?B?—a3p?®) + (a + p+a?B3—a3p?)i

+(a? + p?—af® + a3p)j + (a® + B3 + ap? — a?p)k

=[24+ (@a+B)i+ (@*+B2)j+ (@ +Bk]—[1+ ap + a?B? + B3]

(4.1)

(4.2)
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—af(a—p)lapi— (a+ B)j + k]

=Ko— (1 +ap)(1 +a’?) —af(a—Plapi— (a + p)j + kI
=Ko — (1 = q)(1+ ¢*) + qVA[—qi — pj + K]

=Ko — (1 — )1 + ¢*) + qVA[(=q)i + (—p)j + k]

= A+ qBVA

elde edilir.

fa=1+pi+p%+p3k)(A + ai + a?j + a’k)

= (14 ai + a?j+a’k) + i(1 + ai + a?j + a3k)

+B%j(1 + ai + a?j + a3k) + B3k(1 + ai + a?j + a3k)

= (14 ai + a?j+a3k) + (Bi + aBi? + a?Bij + a3pik)

+(B?%j + aB?ji + a?B?j2 + a3B?jk) + (B3k + aB3ki + a?B3kj + a3 B3k?)
=1+ ai + a?j+a3k) + (Bi — af + a?Lk — a®B))

+(B?%j — af?k — a?B? + a3B%i) + (B3k + af3j — a?B3i — a3p?)
=(A—-af —a?B?—a3B3® + (a+ B+ a3p? — a?B3)i
+(a?+p%—aB+aB?®)j+ (a® + B3+ a?f — af?k

=2+ @+B)i+ @ +p3)j+ @+ BHk]l— A+ ap +a?B? + aB3)
+[(@®? — a?B)i+ (—a®B + af®)j + (a® — aBf?)k]

=Ko — (1 +ap)(1 + a’p?) + ap(a - Pl(ap)i - (a + B)j + kI

=Ko — (1 — (1 + g% — qVA[(—=q)i — (p)j + kI

=A—qBVA

bulunur.

Lemmad.2. @a=1+ai+a? +ak, f=1+pi+p%*+L%k ve r €N olmak
uzere,

appT — paa”
% = qBV. — AU, (4.3)

ve
appT + faa” = AV, — qABU, (4.4)
dir.
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Ispat. (4.1) ve (4.2) kullanilirsa,
app” — paa”  (A+qBVA)B" — (A —qBVA)a"

a—p a—p
_qBVA(a" + ") — A(a” - B")
a—p
= qBV, — AU,
bulunur.

app” + faa” = (A+ qBVA)B" + (A — gBVA)a"
= A(a" + B") — qBVA(a" — B7)

= A(a” + B") —qBA(aa:g )(a—,B)
= AV, — qABU,
elde edilir.

Lemmad.3. &@=1+ai+a? +alkvep =1+ pi+p%+p3kigin

ap — fa = (—q)VAQ_, (4.5)
ve

ap” — pa” =VA(-q9)"Q_, (4.6)
dir.

Ispat. Binet formiilii kullanilirsa

ap — pa = (ap)(@a™ —pB™)

~ -1 _ fp-1
- @a-p(“ =)
= (_Q)\/ZQ—1
elde edilir.

ap — Pa” = @py (aa~ - Bp~)
- @) () = VEare.,

bulunur.
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Iyer [32] de Fibonacci sayilar1 i¢in Cassini 6zdesligini, kuaterniyon matrislerini
kullanarak Q,,_10Q,+1 — Q5; = (—1)™(2Q, — 3k) bigiminde bulmustur.

Ramirez [14] de p = kve q = 1 olarak alarak k-Fibonacci kuaterniyonlar1 igin
Cassini 6zdesligini Q,_1Qny1 — Q2 = (=1)"[2Q, — (k? + 2k)k] seklinde oldugunu

gostermistir.

Daha sonra Polathh ve Kesim [16] da k-Fibonacci kuaterniyonlari igin Catalan

ozdesligini Q,_,Qpir — Q2 = (=)™ "1 2U,.Q, — V,U,, k] bi¢iminde elde etmistir.

Daha genel olarak yukarida tanimlanan genellestirilmis Fibonacci kuaterniyonlar1 igin

Catalan 6zdesligi ispatlanacaktir.
Teorem4.2. Hern,r € Zigin
Qn—rQnsr — Qrzl = (—@)" U, [qBV; — AU, ]

dir.

Ispat. Binet formiilii ve (4.3) kullanilirsa

n-r QT — n+r Ga™ — 5 pn 2
0t = (M) () (2
_ = 2n_l_[?[?BZn_&Ban—rﬁnw_ﬁ“danwﬁn—r
(a —B)?

P 2n+ﬁ“'éﬁ2n_&3anﬁn_3aanﬁn
- (a — p)?

_&'B"an—rﬁn+r _ 3&an+r’3n—r + &3anﬁn +3@anﬁn
B (a — B)?

(afp)™ o — BT T gr
=gl () ()
_(@p)"(a” - B") [ﬁ_ﬁ_a

(a —B)?

_(@p)"(a” - B") [&ﬁﬁr - ﬁ@ﬁrl
(a - B)? (aB)"
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- (228

app” —B&ﬁrl

B a—p
— n-r a’ _ﬁr _
= (@p) (=) laBY, — AU,
= (_Q)n_rUr [qBVr - AUr]
elde edilir.

Teorem4.3. Hern,r € Z igin
Ky rKnsr — Kf = =(=q@)" U, A[qBV, — AU,]
dir.

Ispat. Binet formiilii ve (4.5) kullanilirsa

KnrKnsr — K2 = (@a™ + BB77)(@a™ + BB™7) — (@a™ + BB™)°
— (&&am + '8*'8"3271 _ &3a"_rﬁn+r _ B&anwﬁn—r)

—(aaa® + BRR?™ — afanf™ — faampr)

= —&Ra™ TR — fRa™T BT + @Ba" B + faa"B"

- [ab () )

ﬁ?"
= —(ap)"(a” ﬂr)[%—ﬁ—a
~ neor_ o (BBBT = BABT
= _(aﬂ) (a p )< (aB)" >
g (T BT (3BET—BapTY
-~y () (P -
— n-r aT_[))T —
= —(ap) A(a_ﬁ)[qBVr AU,]
= —(—@)" U, AlgBV, — AU, ]
bulunur.

Teorem 4.2 ve Teorem 4.3’ten asagidaki sonug bulunur.

Sonu¢ 4.1. Hern,r €Z i¢in K, Ky — K2 = —A[Qp_rQnyr — Q2] dir.



Halic1 [13] de Fibonacci kuaterniyonlarinin toplam ifadelerini

n
D 0= 1,
i=0

n
z QZi = Q2n+1 - (1POP1P1)P

i=0

ve

n
z Q2i+1 = Q20 — Qo
i=0

olarak bulmustur. Bu toplamlar tiimevarim yoluyla ispatlanabilir.

Ramirez [14] de k-Fibonacci kuaterniyonlari igin toplam ifadelerini

. 1
Z Q= E(Qn + Qn+1 — Q1 — Qo),
i=0

i Q L (_1)anm - Qnm+m + Qm + QO
L™ (D)™ =V, +1 ’

{(_1)QOn+j - an+m+j + (_1)ij—j + Qj

i(z =1 (—D)™ — ¥y + 1 S

L) (CD™ Qe — Qe = D™ Q0

- m
\ D"V + 1 o

olarak ispatlamistir.

Her n € N ve m € Z i¢in, genellestirilmis Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari i¢in

_ (—)[Qn — Q-1] — Qn+1 + Qo
1-p—q '

_ () [Kn — K_1] — Kn+1 + Ko
1-p—9q

)

1- Vm + (_Q)m '

_ (_Q)m[Kmn - K—m] - Kmn+m + KO
1- Vm + (_Q)m

i 0 = O = Q-] = Qnim + Qo
=0
2.

40
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Bu toplam formiilleri timevarim ya da Binet formiilleri yardimiyla kolaylikla elde

edilebilir. Burada bu toplamlarin daha genel halleri ispatlariyla verilecektir.

Teorem4.4. Hern € N,vem,r € Z i¢in,

Zn: Q ' _ (_Q)m[anH' - Qr—m] - an+m+r + Qr
LT 1=V + (=)™

dir.

Ispat. Binet formiilleri ve (4.4) kullanilarak,

n n &amiﬂ" _ 'B"'Bmi+r
Z Qmisr = z a—p
=0

i=0

- Zn()(am)i B ;Z(ﬁm)i

B aa’ [qMmtm _ 1 Bﬁr an+m -1
a—B( am™—1 >_a—,8< pm -1 )
&\ar(amn+m _ 1)(5111 _ 1) _ 3Br(ﬁmn+m _ 1)(6(7" _ 1)
(¢ —B)am™—-1)(™—-1)
aa” (@™ —1)(™ ~ 1) = BBT(E™" — (@™ ~ 1)
(@ =)@ —am =+ 1)
a;(amn+m+r _ ar)(ﬁm _ 1) _ 3(ﬁmn+m+r _ ﬁr)(am _ 1)
(@~ A)@p™ —am —pm+ 1)
_ &(amnﬂ*amﬂm — gmntm+r _ arﬁm + ar)
(a =P @mp™ —am —pm+ 1)
_ﬁ(ﬁmnﬂ"am'gm _ ﬁmn+m+r _ amﬁr 4+ Br)
(@ =)@ —am —pm+1)
_ amﬁm(&amnﬂ" _ ﬁ“ﬁmnﬂ") _ (damn+m+r _ ﬁﬁmn+m+r)
(@~ A @ p™ —am —pm+ 1)
N _(a,ﬁ)m(a;ar—m _ 3ﬁr—m) + (&ar _ 3ﬁr)
(@)@ —am —pm+1)
_ (_Q)QOrHr - an+m+r - (_q)mQr—m + Qr
B (_Q)m - Vm +1

_ (_Q)m[anﬂ' - Qr—m] - an+m+r + Qr
- (_q)m - Vm +1




elde edilir.

Teorem 4.5. Hern € N,vem,r € Z i¢in,

K _ ( Q) [ mn+r r m] - Kmn+m+r + Kr
mi+r — 1 _ + ( q)m

dir.

Ispat. Binet formiilleri ve (4.4) kullanilarak,

n n
Z Kmi+r — Z(aamiﬂ* + BIBer)
i=0

- aarimm)i —Bﬁriwm)i
i=0 i=0

. amn+m_1 5o 'an+m_1
@ (W)*ﬁﬁ (W)

I

C’Z‘a ( mn+m 1)(5711 _ 1) + Bﬁ?"(ﬁmn-l-m 1)(am _

42

1)

(@™ -D(E™-1)

&ar(amnﬂn _ 1)(ﬁm _ 1) + 3ﬁr(ﬁmn+m _ 1)(am _

1)

(@B — am — pm + 1)

a;(amn+m+r _ ar)(ﬁm _ 1) + 3(ﬁmn+m+r _ ﬁr)(am

-1

(a™p™ — a™ — f+ 1)
&(amnﬂ"amﬁm _ amn+m+r _ C(Tﬁm + ar)
) (amp™ —a™ = ™ +1)

B(ﬁmn—FT mlgm ﬁmn+m+r _ amﬁ'l" + ﬁ?")
(@™ —am ="+ 1)

amﬂm(d\amnﬂ* +ﬁﬁmn+r) — (@gmntmtr +3ﬁmn+m+r)

(@B = o™~ pT 1)

N —(ap)™(@a™™ + fBT™) + (&a” + BBT)
(@™ — am — B+ 1)

_ (_Q)men+r - Kmn+m+r - (_q)mKr—m + Kr

B (_Q)m - Vm +1

( CI) [ mn+r Kr—m] - Kmn+m+r + Kr
(_Q)m - Vm +1

bulunur.
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Binom acilim1 kullanilarak bazi genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilar ile ilgili

Ozdeslikler verilebilir. Halic1 [13] de Fibonacci kuaterniyonlari igin

> (D=

i=0

ve

> (D Evie=nre.,
i=0

toplam formiillerini bulmustur.

Ramirez [14] de k-Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar1 i¢in Binom agilim1 kullanarak

n

> (ke =
i=0

> (e =

i=0

toplam ifadelerini elde etmistir.

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarmin toplam formilleri binom

acilimi kullanilarak agagida ispatlanacaktir.

Teorem 4.6. Her n e N i¢in,

n

Z () p'a" Qi = Qun

i=0

dir [28].

Ispat. Binet formiilii, binom agilimi, (3.1) ve (3.2) kullanilirsa,

n n . A s

i n—i P ‘BB
;(?)pq QF;(?)M ao;T
2 i n—i i p Y i n—i pi
- (et =Ly (e
2 N

=a_ﬁ(CI+pa)"—a’%ﬁ(q+pﬁ)”
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a@)" "

a—pf a—pf
_ e —
= o
= QZn
elde edilir.

Teorem 4.7. Her n e N i¢in,

n

Z (7)pla™ ik = Ko

i=0

dir [28].

Ispat. Binet formiilii, binom agilimi, (3.1) ve (3.2) kullanilirsa

Z( LK, z piq"(aat + BBY)

i=0
n n

Z ~igi g 32 (7;) pign=i gi

i=0 i=0
= a(q +pa)" + (g +pB)"
= &(a®)" + B(BH"
= Qa?™ + B2
= Kjn

bulunur.

Fibonacci kuaterniyonunun {irete¢ fonksiyonu Serpil Halici [13] ve Patel, Ray
tarafindan [28] de

G(x) = i Qnx™
n=0

olmak iizere,

Qo+ (@1 —Qo)x x+i+(x+1)j+(x+2)k
1—x—x2 1—x—x2

G(x) =

olarak verilmistir. Ayrica
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Z Qminx" = O & O

1—x—x2

0zdesliginin ispat1 yapilmistir.

Yine benzer sekilde k-Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari i¢in Ramirez [14] de
x+i+(k+x)j+Ek2+1+kx)k Qo+ (Qr —kQo)x

G(x) = 1 — kx — x2 1 —kx — x?
ve
Q—kx)+ (k+2x)i+ K> +2+kx)j+ (k2 + 1+ (k2 +2)x)k
J(x) = >
1—kx—x
Ko+ (Ky — kKp)x
T 1 —kx —x?

oldugunu gostermistir. Ayrica,

(o]

ZQ + xn:Qm+Qm—1x
m+n

n=0

1—kx — x2
ve

Ky + Kp_1x
sz+"x kxn—lx2

esitliklerini elde etmistir.

Demirtiirk Bitim ve Topal [18] tarafindan genellestirilmis Fibonacci ve Lucas
kuaterniyonlar1 i¢in iireteg fonksiyonlari ve bazi toplamsal ifadeleri asagidaki gibi

verilmistir.

Teorem 4.8. G(x) genellestirilmis Fibonacci kuaterniyonlarmin iireteg fonksiyonu

olmak tizere,

N n _XFit[p+xqli+[@* +q) +paxlk
6() = Qui™ = p——

dir.

Ispat. Q,, kuaterniyonu igin kuvvet serisi agilim1
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G(x) = Z Qux™ = Qo + Q1x + Qzx% + Q3x° + Qux* + -+
n=0

bi¢imindedir. Buradan

—pG(x)x = —pQox — pQ1x* — pQyx® — pQax* — pQux® + -

ve

—qG(X)x* = —qQox* — qQ:1x> — qQx* — qQ3x> — qQ4x° + ---

olup bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa

(1—px—qx*)G(x) = Qo + (@1 = PQo)x + (Q2 = PQ1 — qQ)x* + -
olur. Ayrica Q, = pQ,_1 + qQ,,_, oldugundan

(1 —px —qx*)G(x) = Qo + (Q1 — PQo)x

elde edilir. O halde

Qo + (Q1 — pQo)x

G = 1—px —qx?
yani
Qo +qQ-1x
Gx) = —2—1_
() 1—px —qx?
dir. Burada,

Qo=Uy+ Ui+ Uy,j+ Uk =0+i+pj+ ®*+qk

ve
Q_4 =U_1+U0i+U1j+U2k=%+0i+j+pk
oldugu g6z oniine alinirsa

. , 2 1 o
Q+qQyx 0+i+pj+( +q)k]+q[q+ol+]+pk]x

G(x)=1—px—qx2_ 1—px —qx?
_li+pj+ @*+ Okl + 1 +4qj +pgk ]x
1—px —qx?

_x+it+(p+qx)j+ (@*+q+pg0k
B 1—px — qx?

bulunur.

Teorem4.9. J(x) genellestirilmis Lucas kuaterniyonlarinin {iirete¢ fonksiyonu

olmak tizere,



) = Z Koxm = (2 —px) + (p + 2qx)i + (p* + 29 + pgx)j + (p* + 3pq + p*qx + 2¢°x)k
] n 1—px — qx?
n=

dir.

Ispat. K, kuaterniyonu igin kuvvet serisi agtlimi

J(x) = Z K,x" = Ky + Ky x + Kx% + K3x® + Kyx* + -
n=0
bi¢ciminde yazilabilir. Buradan
—pJ(O)x = —pKox — pK1x? — pKox® — pKax™ — pKyx® + -
ve
—q] (X)x* = —qKox? — qK;1x° — qKpx* — qK3x® — qKyx® + -+
olup bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa
(1 —px — qx*)](x) = Ko + (K1 — pKo)x + (K; — pK; — qKo)x? + -
bulunur. Ayrica K,, = pK,,_1 + qK,,_, oldugundan
(1 —px — qx?)J(x) = Ko + (K; — pKo)x
bulunur. O halde
Ko + (K1 — pKo)x

JG) =— p——
yani
_ Ko +qK_4x

dir. Boylece
Ko =Vo+Vii+Vyj+Vsk=2+pi+ (p?+2q)j + 3+ 3pq)k
ve

K_1=V_1+Voi+V1j+V2k=—§+2i+pj+(p2+2q)k

oldugu kullanilirsa,

Ky + qK_1x
](x)=13—1

px — qx?

[2+pi+ (p?+2q)j + (p® + 3pqk] + q [—§+ 2i +pj + (P + Zq)k]x

1—px — qx?
[2 + pi + (p? + 2q)j + (P> + 3pk] + [-p + 2qi + pqgj + (p?q + 2q*)k 1x

1—px —qx?
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2 =px)+ (p+2qx)i + (p* + 29 + pqx)j + (p* + 3pq + p?qx + 2¢°x)k
- 1—px —qx?

elde edilir.

Teorem 4.10. Hern € Nvem,r € Z igin,

Z an+rxn _ Qr — (_Q) Qr-mX
n=0

1= Vpx + (—q)™x?

dir.

Ispat. Binom formiilii ve (4.4) kullanilirsa

—
n=0 n=0

—_ aar N mn.,n ﬁﬁr N mna,.n
e g

— a\ar N m n Bﬁr m n
_a—B;(a x) ‘a—ﬁ;(ﬁ )

_@a’ 1 BB 1
_a—B<1—amx)_a—ﬁ(1—,8mx)
1 &a™(1-pB™x)— BB (1—a™x)
a—p (1—-a™x)(1—-p™x)
1 (a?ar - ﬁﬁr) - (&arﬁm - ﬁﬁram)x
a—pF 1—(a™+f™)x + (af)mx?
1 (@aa"—BB") — (ap)™(@a"™ - BBT™)x
T a-p 1—Vpx + (—q)™x?
_ Qr - (_q)mQr—mx
1= Vpx + (—q)™x?
elde edilir.

Teorem 4.11. Hern € Nve m,r € Z igin,

~ K. — (—q)™K._ x
2 K, an = (@)K _m
n=0

1= Vux + (—q)mx?

dir.



Ispat. Binom formiilii ve (4.4) kullanilirsa

(o] (00
Z Kmn+rxn — Z(&amnﬂ" + B'an+r) x"

Z mnxnwﬁrzﬁmn .

= ta Z(a 0" +Bﬁr2(ﬁmx)”

_ aa BB

T 1l—amx 1-pMx
_@a"(1-pMx) + BBT(1 — a™x)

B (1 —a™x)(1 — p™x)

B (&ar + B,Br) — (&arﬁm + ,[?Bram)x
B 1—(a™+ B™)x + (af)™x?
_(@a™ + ") — (ap)™(@a™ ™ + BT™)x
B 1—Vpx + (—q)™mx?2

_ — ()" Kr_mx

1= Vux + (—q)mx?

bulunur.

Ayrica Patel ve Ray [28] tarafindan m, k,n € Z* ve m > n igin,
Qin+m = UnQikn+1 + qQUim—10Qkn,

(=" 'Qm-rn = UknQm-1 — Uin-1Qm,

Kin+m = UknKm+1 + QUgn—1Km,

(=) " Kn-tn = VinQm+1 — Vin+1Qm

0zdesliklerinin ispatlar1 yapilmistir.

Ek olarak Polatli ve Kesim [15], Patel ve Ray [28] iireteg fonksiyonlar1 kullanarak

[00]

x™ ame® kyx ﬁmeﬁ x
Z an+mm = a—p )
n=0

n
z : X k k
Kkn+m n! =ae®  + ﬁmeﬁ Y,

esitliklerini ispatlamislardir.
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Asagidaki teoremlerde Demirtiirk Bitim ve Topal [19] tarafindan iistel fonksiyonlar

kullanilarak kuaterniyon toplamlarinin farkli bir yoldan ispatlart verilmistir.

Teorem 4.12. Her neN ve reZ igin,

n

Z(Tll) ot lQl+r Q2n+r

i=0

dir.

araepax_ﬁrﬁepﬁx
a-p
Binet formiilii ile pa + ¢ = a? ve pf + q = ? dzdesliklerini kullanarak

Jax al GePox — ﬁrﬁepﬁx _ a’ Ge®Pata)x _ lgrﬁe(PﬁﬂI)x

Ispat. (2.3)ve (2.4)te A(x) = e ve B(x) =

alinmak tizere,

a—pf B a—pf
a’ Ge®’x _Brﬁ"eﬁzx a’ Ge®’x ar'éeazx
B a—p  a-— a—pf

o (o] (o]
ar& o xn ,BT,B xn Z 2n+r A ﬁ2n+rﬁ X

= BZTL_ =
a— n' a- n! a — n'
3 n=0 n=0 n=0 B

a—p
bulunur. Diger taraftan

a’ GePax — rﬁepﬁx e L X rﬁ @ , nxn
o~ [Z" ”a—ﬁz” = ”BF]

n=0

a’ GePax — lBrBepﬁx ©
e = Z Q2n+r (4.7)
n=0

_ i nﬁ- i a a™T & ﬁn+rﬁx
-n=0q Tl!_ Ln=0 P a- 'B TL!
= | [ x" > [ n - x"
= anm Z p Qn+rn :Z Z(i)qn_l ann+r |
| n=0 "1ln=o0 n=0 Li=0

> (e (49

dir.
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(4.7) ve (4.8) esitliklerinden

n

z (Tll) qn—i P"Qisr = Qznsr

i=0

elde edilir.

Teorem 4.13. Her neN ve reZ igin,

n

z (Tll) qn_ipiKHr = Kon+r

i=0

dir.

Ispat. Binet formiilii ile pa + q = a? ve pf +q = B? 6zdeslikleri kullanilarak
(2.3) ve (2.4) te

© n
A(x) = e9* = Z q" x_,
n!

n=0
. - . x™"
B(x) = a"@eP® + BT fePB* = z p"(a”@eP™ + ﬁrﬁepﬁx)ﬁ
=0
olarak alinirsa,
e®(a” @eP™ + fePh*) = a”@ePITDX 4 BT Re@WFDX = g7 ged® | BT Reh
n

i _' Bi i( 2n+r'~+32n+rﬁ)_ ZKan ’

n=0 n=0

eqx(arc?ep“x + ,[?epﬁx) = Z Kopir (4.9)

n=0

bulunur. Diger taraftan

% (a” @eP + T fePFr) = [i qn%?] [ar i pnan +ﬁrﬁz pngn ]

n=0 n=0
[ee] xn' r OO
— anH Z n(a +r'\+ﬁn+rﬁ) ]
Lln=0 g =
< X[ - . x™
= Z an Z ann+r Z Z n lann+r F ’
Lln=0 g n=0 Li=0
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n

. X
eCIx(ar&epax + ﬁrﬁepﬁx) z [ qn lanm_r]F (4.10)

dir.
(4.9) ve (4.10) esitliklerinden

n

z (Tll) qn—i P"Kiyr = Konyr

i=0

i=0

bulunur.

Teorem 4.14. Her neN ve reZ igin,

n

Z (:L) (_Q)n_inHr = ann+r

i=0

dir.

Ispat. Binet formiilii ile @? —q = pa ve B% —q = pf 6zdeslikleri kullanilarak

(2.3)ve (2.4) te
A(x) = e™%%,

_ ar&eazx _ Brﬁeﬁzx
B(x) = "

olarak alinirsa,

a a,ea x —,Brﬁeﬁ x ar&e(az—q)x _ ﬁr'ge(ﬁz—q)x

e” ¥ =
a—p a—p
al GePax — 'Brﬁ"epﬁx al GePax ﬁrﬁepﬁx
- a—p ~a-B  a-p

= ar& N pn Tl Z nﬁn —
a—ﬁ — nl -f

= i p" - ﬁwﬁ < z P"Qn+r

n=0

ar&eazx _'BrlB"eﬁzx o
e = " Cnir (4.11)

bulunur. Diger taraftan

n=0
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omaxd aeazx_ﬁr'éeﬁzx: i:(—q)”i i iaZnﬁ_ BB N ﬁznﬁ
a—pf n! _a—ﬁnzo nl a-—-pf n!

[ & n| [, . 2n+rs 2n+r B o1

=-;(_q)n% -nz::‘)a Z_ﬁ ﬁjl_'

= -i(—Q)ni—T— i Qan+r ] i [zn: ( Q" _lQn+r] nl’
n=0 41ln=0 n=0 Li=0

T, a%x _ T B%x ®
e_qxa ae BT Pe Z[
a —_—

: )~ Q] - (412)

l
dir.
(4.11) ve (4.12) esitliklerinden

n

Z (Tll) (_Q)n_iQHr =p"Qnsr

i=0

elde edilir.

Teorem 4.15. Her neN ve reZ i¢in,

n

n .
Z (l) (D" ' Kaiyr = P Knir

i=0

dir.

Ispat. Binet formiilii ile a? —q = pa ve B% —q = pf Ozdeslikleri kullanilarak
(2.3) ve (2.4) te

A(x) = e™9%,

B(x) = a"@e®’ ™ + ﬁrﬁeﬁzx

olarak alinirsa,

e—qx(ar&eaﬂx +ﬂrﬁ"eﬁzx) — ar&e(aﬂ_q)x +ﬁrﬁ~e(ﬁz_q)x

= q" @eP* +'Brlgepﬁx = a azpnan__l_ﬁrﬁzpnﬁn

— Z pn(anﬂ”\ + ﬁn+rﬁ) Z p Kn+r )
n=0
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e_qx(ar&eazx + Brﬁeﬁzx) = Z P Kpsr (4.13)

bulunur. Diger taraftan

e~ (a"qe™* — pTfel ) = [Z( Q" ”araia ——,3 ,325271
= :Z(—q)”i—rz:

= _;(—q)"i—r:

( 2n+rA+’82n+r’8) ]

-2 0o |5

(4.14)

e~ (a"@e™’* — pTfeF *) = i[zn: ( " _lKn+r gy

dir.
(4.12) ve (4.13) esitliklerinden

n
n .
Z (l) (_q)n lKi+r = ann+r
i=0

elde edilir.

Teorem 4.16. Her neN icin,

n

D (D) Vaci€r = 2700 + 7,

i=0

dir.

Ispat. Binet formiiliiile a + 8 = p 6zdesligi kullanilarak (2.3) ve (2.4) te
@e® — Bebx
A =
(x) o
B(x) = e%* + ef*
olarak alinirsa,
Qe — Aeﬁx Qe 2ax ezﬁx Qeb* — Aepx
—'B (e“x + eﬁx) = 5 + B
a—p a—p a—p
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Zznaa _'B'Bnn:l+z ZZnQn+p QO
n=0 n=0
(M> (e +eP¥) = i[Z"Q +p"Qol (4.15)
“=F ) n=0 TP '

bulunur. Diger taraftan

ae ﬁeﬁx . N i S 4 - © rn o
( a—pB )(e +eﬁ)—[;Qnm][; "W]_;[;(?)Vn—LQl ol

peP* 2 [ n

<ae - ﬁe ) (e®* + ef*) = ; [; (’;‘) v, .0, x—' (4.16)

dir.
(4.15) ve (4.16) esitliklerinden

n

> (1) Vacii = 200 + 9700

i=0

elde edilir.

Teorem 4.17. Her neN i¢in,

n

D (1) Unoiki = 2700 - 500

i=0

dir.

Ispat. Binet formiiliiile a + 8 = p 6zdesligi kullanilarak (2.3) ve (2.4) te
A(x) = @e™ + fef*,

ex _ eﬂx

B(x) = =

olarak alinirsa,

ex e[)’x aBZQx _ 'Bezﬁx deP* — 'Bepx
a —

(&ea“’ﬁeﬁx)( a—p «—p
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. e — ghx -
@e™ + Beb~) (—a =7 > = z[Z”Qn —p"Qol — (4.17)
bulunur. Diger taraftan

ax _ ,Bx
omssn )

(4.18)

dir.
(4.17) ve (4.18) esitliklerinden

n

> (D) vaci€r = 2700 - ",

i=0

bulunur.

Teorem 4.18. Her neN igin,

n

Z (TLL) Up-iQi = M

i=0

dir.

Ispat. Binet formiiliiile a + 8 = p 6zdesligi kullanilarak (2.3) ve (2.4) te

ae®* — ,[?eﬁx
A =
0 =——5
edx eﬁx
B(x) =
- B

olarak almirsa,

de®™ — Bebx\ (e®* — oB* _&ez"‘x+ﬁezﬁx a+p px
< a—p )( a—ﬁ>_ (a—B)? ‘(a—ﬁ)ze

o)

=2 g B Z( @+



Qe — ﬁ"eﬁx edx _ oBx B i [ZnKn _ anO xn
a—pf a—pf - A n!

bulunur. Diger taraftan

Qe — Be[)’x e* _ oBx i XM d xn
< a—p )( a—p )z[nonnH”ZUnH]

dir.
(4.19) ve (4.20) esitliklerinden

n

n an - anO
S (o, - Zha s
i=0

bulunur.

Teorem 4.19. Her neN icin,

n

Z () Vamii = 2Ky + 9K

i=0

dir.

Ispat. Binet formiiliiile a + 8 = p 6zdesligi kullanilarak (2.3) ve (2.4) te

A(x) = @e™ + fel*,
B(x) = e + B

olarak alinirsa,

(@e™ + ﬁeﬂx)(e“x + ef¥) = ge?** + fe?Bx 4 (a+ ﬁ)e’”‘
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(4.19)

(4.20)
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oo A xn ©o A xn oo xn
— n(sn n n(s — n
—ZZ(aa + 66 )H+Zp (a+B)H—ZZK+p KO]—'
= = n=0
Tl
(@e®™ + peb*) (e + ef¥) = Z [2"K, +p Ko]—' (4.21)

n=0

bulunur. Diger taraftan

( ax +ﬁe[>’x)(eax+ eﬁx)

n=0 n=0 n=0 Li=0
( ax 4 ﬁe,b’x)(eax + eﬁx) = z [Z Vo lK — (4.22)
n=0Li=0

dir.
(4.19) ve (4.20) esitliklerinden

n

Z (%) Vmiks = 27K, + p"K,

i=0

bulunur.

Teorem 4.16 ve Teorem 4.17 den asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 4.2.  Her neN ig¢in,

n

Z (7) [Vn-iQi + Up—iK;] = 2"1Qy,
i=0

Z(n)[ —iQi — Un_iK;]1 = 2p™Q,,
i=0
i (:l) [AUn_iQi + Vn—iKi] = 2n+1Kn )
i=0

n
(7) WaiKi = AU,_Qi] = 2p™Ko ,



BOLUM 5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada ilk olarak Fibonacci ve Lucas sayilariyla ilgili temel tanimlar ve
ozellikler verilmistir. Daha sonra Cassini ve Catalan Ozdeslikleri verilerek bazi
toplamsal ifadeler bulundu, Fibonacci ve Lucas sayilarinin iirete¢ fonksiyonlari
ispatlandi. Ardindan Fibonacci ve Lucas sayilari ig¢in verilen tanim ve ozellikler
genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilart i¢in elde edildi. Son bolimde ise
genellestirilmis Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari i¢in daha genel olan Catalan
Ozdesligi elde edildi. Binom ve Binet formiilleri kullanilarak bazi kombinatoryel
ozelliklerin ispatlar1 yapildi. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari i¢in
tirete¢ fonksiyonlar elde edildi ve sonuglari ispatlandi. Bu tezin 4. boliimiinii olusturan
teorem ve ispatlarin bir kismi1 Sci-Expanded kapsaminda taranan bir dergide kabul
almig olup [18], diger bir kismi ise ESCI tarafindan taranan bir dergide yayina
sunulmustur [19]. Ayrica literatiirde bilinmekte olan genellestirilmis split-dual
Fibonacci-Lucas kuaterniyonlari ve oktonyonlari ele alinip incelenebilir. Bunlarla

ilgili benzer formiillerin elde edilip edilemeyecegi arastirilabilir.
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