T.C.
SAKARYA UNIVERSITESI

FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

DEGISMELI BiR KUBIK VE BIR KUADRATIK
MATRISIN LINEER BILESIMININ KUADRATIKLIGI

YUKSEK LISANS TEZi

Burak Tufan GOKMEN

Enstitii Anabilim Dah :  MATEMATIK
Enstitii Bilim Dal . UYGULAMALI MATEMATIK
Tez Damismani . Prof. Dr. Halim OZDEMIR

Mayis 2018



T.C.
SAKARYA UNIVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

DEGISMELI BiR KUBIK VE BiR KUADRATIK
MATRISIN LINEER BILESIMININ KUADRATIKLIiGi

YUKSEK LiSANS TEZi

Burak Tufan GOKMEN

Enstitii Anabilim Dal :  MATEMATIK

Enstitii Bilim Dal : UYGULAMALI MATEMATIK

Bu tez 14/05/2018 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan oybirligi ile kabul
edilmistir.

0 ] Dog. Dr. ~ Dr. Ogr. Uyesi
Halim OZDEMIR Murat SARDUVAN Sinem SIMSEK
Jiiri Baskam Uye Uye



BEYAN

Tez igindeki tiim verilerin akademik kurallar gergevesinde tarafimdan elde edildigini,
gorsel ve yazili tiim bilgi ve sonuglarin akademik ve etik kurallara uygun sekilde
sunuldugunu, kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapilmadigini, bagkalarinin
eserlerinden yararlanilmasi durumunda bilimsel normlara uygun olarak atifta
bulunuldugunu, tezde yer alan verilerin bu {iniversite veya bagka bir iiniversitede

herhangi bir tez ¢calismasinda kullanilmadigim beyan ederim.

Burak GOKMEN
14/05/2018



ONSOZ

Lisanstistii 6grenimim siiresince bilgi ve tecriibelerinden faydalandigim Sayin Prof.
Dr. Halim OZDEMIR’e ve bu calismada bana her tiirlii yardimi saglayan Sayin
Ars.Gor. Dr. Tugba PETIK e en igten sayg1 ve tesekkiirlerimi sunarim.

Ozellikle, egitimim ve Ogrenimim siiresince maddi ve manevi desteklerini
esirgemeyen annem Fatma GOKMEN ve babam Mustafa GOKMEN’e sonsuz sevgi
ve minnettarligimi belirtmek isterim. Lisansiistli 6grenimim boyunca her tiirlii
manevi destek veren sevgili esim Begiim GUREL GOKMEN’e de bir tesekkiirii borg

bilirim.



ICINDEKILER

(01N 1] /2RO i
ICINDEKILER ....ooviieeieieieececeete ettt sttt en ettt n st an e i
SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESI .....cccooiiveeieeeece e, iv
TABLOLAR LISTESI ..ot v
(074 2 OO vi
SUMMARY et e e e s e e e s bt e e e s ebb e e e e e abeeeessnbreeeenans Vil

[ 128 £ 1
1.1. Calismanin Igerigi ve Onemi........cocovovverveevieieceeeeeeeeee e 1
1.2, Literatlir CallSMAST ...cc.eeieeiiieiieeiee st 2
BOLUM 2.
BAZI TEMEL KAVRAMLAR VE OZELLIKLER ........ccoooviniiiinininneieinene. 6
2.1. Tanimlar ve Kavramlar ...........ccccooiiiiiiiiiiiiece e 6
2.2. Ozdeger, Ozvektdr, Benzerlik ve Kdsegenlestirme ...........coceeceeuenee.e. 8
2.3. Bazi1 Ozel Tipli Matrisler ve Bu Matrislerin Baz1 Ozellikleri.............. 11
2.4. Kuadratik, Genellestirilmis Kuadratik, Kiibik Matrisler ve
Bu Matrislerin Bazi OzelliKIeri ............ccveveveveveeereeereeeeeeeeeee e, 13
BOLUM 3.
DEGISMELI BIR KUBIK VE BIR KUADRATIK MATRISIN LINEER
BILESIMININ KUADRATIKLIGT ....coviviviieceeceeceeeee e 18
R T B € 55 PSSP PPRTPR 18
3.2. Bir Kiibik Matrisin Genellestirilmis Kuadratik Matrislere
GOTE TFAAESI ..cvvvvvececeeeee ettt 18
3.3. Bir Kuadratik Matrisin Bir Skaler-Potent Matrise Gore Ifadesi .......... 21



3.4. Degismeli Bir Kiibik ve Bir Kuadratik Matrisin Lineer

Bilesiminin KuadratikliZi..........cooeiiiiiiiiiiiiiiii e 22
3.5. Calismanin Sonuglarinin Literatiirdeki Baz1 Sonuglarla
Karstlagtirtlmast ........oocuviieiiiiic e 44
BOLUM 4.
TARTISMA VE ONERILER .....cccviiiiiitieieeeeceee ettt 65
KAYNAKLAR .ottt s be et e e sraeanbeenreeasee s 67
(07461 20 @11, 1 13RO 69



SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

C : Karmasik sayilar kiimesi

o : Sifirdan farkli karmagik sayilar kiimesi
Cn . mxn boyutlu karmagik matrisler kiimesi
C, : Nxn boyutlu karmagsik matrisler kiimesi
aon . n boyutlu karmasik vektorler kiimesi
on . n boyutlu reel vektorler kiimesi

l, : nxn boyutlu birim matris

I - Uygun boyutlu birim matris

P, : Ildempotent matrisler kiimesi

0 : Uygun boyutlu sifir matrisi

[ s -1

MT : M matrisinin devrigi

det(M) : M matrisinin determinanti

p(M) : M matrisinin p polinomu altindaki resmi
€ : Elemanidir

2 : Eleman1 degildir

(- : Alt kiimesidir

:a, b swral ikilisi

—~
»
oy
~

: Gerektirir

- Toplam

® M U

: Direkt toplam

L : Benzer
bkz. : Bakiniz
n : Ispat sonu



TABLOLAR LiSTESI

Tablo 3.1. Teorem 3.5. ve Teorem 3.6.’daki durumlarin kesistirilmesi ..............

Tablo 3.2. Teorem 3.9.’un siklarinin pargalanmig halleri ..........cc.ccoveverviienennns



OZET

Anahtar Kelimeler: Kuadratik matris, genellestirilmis kuadratik matris, kiibik matris,
idempotent matris, kosegenlestirme, lineer bilesim.

Ik bolimde calismaya iliskin bazi onbilgiler verilmekte ve literatiirdeki bazi
calismalardan bahsedilmektedir.

Sonraki boliimde c¢alismada zaman zaman kullanilacak olan bazi temel tanim ve
teoremler verilmektedir.

3. Boliim’de kosegenlestirilebilen bir kiibik matrisin spektral karakterizasyonu ortaya
konulmakta ve bu matrisin idempotent matrisler ve genellestirilmis kuadratik
matrisler tlirlinden birer karakterizasyonu ayr1 ayr1 verilmektedir.

Sonraki boliimde ¢alismanin esas amaci olan degismeli bir kiibik ve bir kuadratik
matrisin lineer bilesiminin kuadratikliginin karakterizasyonu ile ilgili ana sonug
verilmekte, daha sonra literatiirdeki benzer galisma ve bu calisma birbirleriyle
kiyaslanmaktadir. Boylece ¢alismada ortaya koyulan ana sonucun, literatiirdeki pek
¢ok sonucu kapsadigi goriilmektedir.

Son kisimda caligma ile ilgili bazi tartisma ve oneriler bulunmaktadir.

Vi



THE QUADRACITY OF LINEAR COMBINATIONS
OF A QUADRATIC AND A CUuBIC MATRIX THAT COMMUTE

SUMMARY

Keywords: Quadratic matrix, generalized quadratic matrix, cubic matrix, idempotent
matrix, diagonalization, linear combination.

In the first chapter, some premilinary information are given and it is mentioned from
some studies in the literatiire.

In the next chapter, some basic definitions and theorems which will be used from
time to time in the study are given.

In Chapter 3, the spectral characterization of a cubic matrix which can be
diagonalized is presented, and the characterization of this matrix with respect to
idempotent matrices and generalized quadratic matrices are given seperately.

In the next chapter, the main result related to quadraticity of the linear combination
of a cubic and a quadratic matrix, which is the main aim of the study, is given, and
then the similar studies and this study are compared with each other. Thus, it is seen
that the main result established in the study covers many of the results in the
literature.

In the last part, there are some discussions and suggestions about the study.

Vii



BOLUM 1. GIRiS

1.1. Cahsmamn Icerigi ve Onemi

Uygulamali bilimlerin hemen hemen tiim alanlarinda matematigin éneminin yani
sira, Ozellikle matrislerin de bir hayli dnemi vardir. Ornegin; karsilasilan ¢ok
degiskenli bir lineer denklem sisteminin ¢oziimii, denklem sisteminin matris bi¢imi
olusturularak bulunabilir. Yine bazi uygulamali bilimlerde (matematik, fizik,
bilgisayar miihendisligi, makine miihendisligi vs.) kullanilan Matlab, Mathematica
gibi paket programlarin temelinde matris kavrami vardir. Bunun yani sira
matematiksel veya fiziksel problemlerin birgogunda 6zel tipli matrisler yardimiyla
birgok problem temsil edilebilmektedir veya ¢dziilebilmektedir. Ornegin; idempotent

matrislerin istatistik teorisiyle dogrudan iliskisi vardir. S6yle ki, C nxn boyutlu bir

reel simetrik matris ve x nx1 boyutlu N,(0,1) normal dagilimma sahip ¢ok

degiskenli rastgele bir reel vektdr olmak iizere x'Cx kuadratik formunun ki—kare
dagilimina sahip olmasi igin gerek ve yeter kosul C matrisinin idempotent matris
(yani C? =C) olmasidir [1]. Diger yandan involutif tipinde matris olan Pauli spin ve

Dirac spin matrisleri ise kuantum mekaniginde kullanilmaktadir [2].

Calismay1 olusturan kuadratik matrisler ailesi idempotent, involutif matris ailelerini
ve kiibik matrisler ailesi tripotent matris gibi 6zel tipli matrisler ailesini kapsayan
oldukca genis bir matris ailesidir. Bununla beraber idempotent ve involutif matrisler

ayni zamanda kuadratik matrisler iken tripotent matrisler ise kiibik matrislerdir.

Idempotent matrislerin istatistik teorisiyle olan iligkisine benzer bi¢imde kuadratik
matrislerin de istatistik teorisiyle dogrudan bir iligkisi vardir. Oyle ki, C nxn

boyutlu bir reel simetrik kuadratik matris olmak {izere, kuadratik matrislerin iki



idempotent matrisin lineer bilesimi seklinde yazilabildigi goz oniline alinarak X nx1

boyutlu N,(0,1) normal dagilimina sahip ¢ok degiskenli rastgele bir vektor ise

x"Cx kuadratik formu iki ki —kare degiskeninin toplami seklinde ifade edilebilir.

Buradan anlasilacagi tiizere kuadratik matrisler ile 1ilgili yapilan caligmalar
idempotent matrisler ile ilgili yapilan ¢alismalar1 kapsayici nitelikte olup, bu
calismalarin daha genel halidir. Bu sebeple kiibik matrisler ile ilgili yapilacak
calismalar ise kuadratik matrisler ile ilgili yapilacak calismalar1 kapsayacaktir.

Bunun neticesi olarak ise daha da genel sonuglar elde edilecektir.

Bu ¢aligmada A,A €0, , a,a,ecll” ve A matrisi kiibik matris, A, matrisi ise

kuadratik matris olmak lizere

A=aA+a,A, (1.1)

lineer bilesiminin kuadratik matris olmasmin karakterizasyonu problemi ele
alinacaktir. Elde edilecek olan sonuglar ise literatiirde mevcut olan iki o6zel tipli
matrisin (idempotent, involutif, tripotent) lineer bilesiminin yine bir 6zel tipli matris
olma problemlerinin pek ¢ogunu kapsayacaktir. Hatta literatiirde bulunmayan farkli

0zel sonuglar da ortaya koyulacaktir.

1.2. Literatiir Calismasi

Calismamiza iligkin literatiir aragtirmasina baktigimizda Baksalary ve Baksalary P,
ve P, matrisleri idempotent matrisler olmak iizere P =cP, +C,P, lineer bilesim
matrisinin idempotentligi lizerine ¢alismislardir [5]. Bu ¢alisma yiiritiilirken P, ve
P, matrislerinin birbirleriyle degismeli oldugu ve olmadigi durumlar ayr ayri ele

alinmis ve bunlara iliskin bazi sonuclar verilmistir. Yontem olarak ise elementer

matris islemleri kullanilmistir.



Bu calismanin sonrasinda ise Baksalary, Baksalary ve Ozdemir degismeli iki
tripotent matrisin lineer bilesimlerinin tripotentligi problemini ele alip bunun iizerine
baz1 sonuglar vermislerdir [6]. Calisma neticesinde ise degismeli iki idempotent
matrisin lineer bilesiminin tripotentligi de agik bir sonug¢ olarak verilmistir.

Calismanin genelinde ise yontem olarak elementer matris islemleri tercih edilmistir.

2004 yilinda ise Ozdemir ve Ozban idempotent matrislerin lineer bilesimlerinin
idempotentligi adli makale yaymnlamiglardir [7]. Yayinlanan bu makalede diger
[5]°teki ¢aligmadan farkli olarak {i¢ tane idempotent matrisin lineer bilesimi ele
alimmigtir. Yapilan bu calismada ise yontem olarak es zamanli kdsegenlestirme

kullanilmuistir.

2008 yilina gelindiginde, Ozdemir ve Sarduvan, iki involutif matrisin lineer
bilesiminin tripotentligi, iki involutif matrisin lineer bilesiminin idempotentligi, iki
tripotent matrisin lineer bilesiminin involutifligi ve iki involutif matrisin lineer
bilesiminin involutifligi problemlerini karakterize etmis olup oldukca genis bir
calisma ortaya koymuslardir [8]. Bu ¢alismada ele alinan problemlerin tiimii lineer
bilesimi olusturan matrislerin degismeli olmalar1 ek kosulu altinda irdelenmistir ve

bu irdelemelerde ise yontem olarak elementer matris islemleri kullanilmistir.

Ozdemir ve arkadaslart 2009 yilinda degismeli iki tripotent matrisin lineer
bilesiminin idempotentligi ve tripotentligini elementer matris islemlerini kullanarak

karakterize etmislerdir [9].

Idempotent ve involutif matrisler ailesini kapsayan kuadratik matrisler ailesi ile ilgili
yapilan c¢alismalara bakildiginda Aleksiejczyk ve Smoktunowicz kuadratik
matrislerin Moore-Penrose tersi 6zelligini karakterize etmislerdir [10]. Daha sonra
ise Farebrother ve Trenkler kuadratik matrislerin tanimini genellestirilmis kuadratik
matrislere genisletmis olup genellestirilmis kuadratik matrislerin Moore-Penrose ve

grup tersi 6zelligini irdelemislerdir [11].



Bununla beraber yakin déonemde kuadratik veya genellestirilmis kuadratik matrislerin
lineer bilesiminin tipinin karakterizasyonu {izerine yapilan pek ¢ok ¢alismaya
rastlamak miimkiindiir. Ornegin; 2015 yilinda Ug ve arkadaslari, iki kuadratik
matrisin lineer bilesiminin kuadratik matris oldugu durumlar1 ele almiglardir [12].
Ele alinan bu ¢alismada ilk olarak degismeli olmayan iki idempotent matrisin ve
birim matrisin lineer bilesiminin idempotentligi incelenmistir. Daha sonra ise
degismeli iki esas kuadratik matrisin lineer bilesiminin kuadratik matris olmasi igin
saglanmasi gercken matris esitlikleri ve bunlara iliskin katsayir esitlikleri blok
matrisler kullanarak ortaya koyulmustur. Yapilan bu ¢aligmanin sonuglar1 ise daha
onceden yapilmig idempotent ve/veya involutif matrislerin lineer bilesiminin

idempotentligi veya involutifligi problemlerini kapsar niteliktedir.

Petik ve arkadaslar1 [12]’deki ¢alismanin bir iist basamagi olarak iki genellestirilmis
kuadratik matrisin lineer bilesiminin genellestirilmis kuadratikligini elementer matris
islemleri kullanarak ele almiglardir [13]. Ele almman bu lineer bilesimin
genellestirilmis kuadratik matris olmasi i¢in saglanmasi gereken matris esitlikleri ve
bunlara iligskin katsay1 esitlikleri verilmistir. Bu matris ve katsay1 esitliklerine 6zel
degerler verildiginde bu ¢alismanin bugiine dek yapilmis 6zel tipli matrislerin lineer
bilesiminin karakterizasyonu ile ilgili pek ¢ok calismayr kapsadigimi goérmek

mumkindiir.

2016 yilinda ise Ug ve arkadaslar1 degismeli iki kuadratik matrisin lineer bilesiminin
genellestirilmis kuadratik oldugu tiim durumlari, blok matrisleri kullanarak,
saglanmas1 gereken matris esitlikleri ve bu matris esitliklerine iligkin katsay1
esitlikleri seklinde karakterize etmislerdir [14]. Yapilan bu g¢alisma idempotent
ve/veya involutif matrislerin lineer bilesiminin idempotentligi veya involutifligi
problemlerini kapsadigi gibi bu tipli lineer bilesimlerin tripotentligini de

kapsamaktadir.

Bugiine kadar 6zel tipli matrislerin lineer bilesimleri ile ilgili pek c¢ok c¢alisma
yapilmasina ragmen kiibik matrislerle ilgili herhangi bir ¢alisma yoktur. Yalnizca

U¢’un 2015 yilindaki kuadratik matrislerin lineer bilesiminin kuadratikligi adl



doktora tezinin sonuglar ve oneriler boliimiinde kiibik matrislerin tanimi1 gegmektedir
[15]. Dolayisiyla ele alinan bu ¢aligma kiibik matrisler ile ilgili oncii bir ¢aligma

niteligindedir.

Cahigmada A, A €l ., a,a,€l]l” ve A bir kiibik matris ve A, bir kuadratik matris

olmak tiizere (1.1) lineer bilesiminin kuadratikliginin karakterize edilmesi problemi
ele alinmaktadir. Ele alinan calisma su sekilde diizenlenmistir. ilk kisimda, énce bir
kuadratik matris ile bir idempotent matris arasindaki iligki, sonra bir kiibik matris ile
bir genellestirilmis kuadratik matris arasindaki iliski ortaya koyulmaktadir. Daha
sonra esas problem ele alinmaktadir: (1.1)’deki lineer bilesimin AA, = AA ek

kosulu altinda, kuadratik matris olmasi igin gerek ve yeter sartlar, blok matrisler ve
elementer matris islemleri kullanilarak elde edilmektedir. Daha sonra saglanmasi
gereken sartlar matris esitlikleri ve bunlara iliskin katsayi esitliklerini igeren bir tablo

sunulmaktadir.

Son olarak literatiirdeki sonuglarla karsilastirma yapilmaktadir ve bu kiyaslama
sonucunda yapilan bu caligmadan literatiirdeki benzer caligmalarin nasil elde

edilebilecegi agikca ifade edilmektedir.



BOLUM 2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR VE OZELLIKLER

Bu kisimda, sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanimlar ve ispatsiz

olarak bazi teoremler verilmektedir.

2.1. Tanimlar ve Kavramlar

Tamm 2.1. Bir M, eC, matrisi i¢cin, M\M,=M,M, =1 olacak sekilde bir
M, eC, matrisi varsa, M; matrisine bir tersinir matris denir. Bu durumda M,

matrisine de M, matrisinin tersi denir ve M, = M, ile gosterilir [16].

Bundan sonra tez siiresince, i. satir ve j. siitundaki eleman1 m; sayist olan bir

M el . matrisi M :[mij] seklinde gosterilecektir.

Tamm 2.2. Bir D=[d;]eC, matrisi, i# ] i¢in d; =0 kosulunu sagliyorsa, D
matrisine bir késegen matris denir. d, =d, olmak tizere, D kosegen matrisi genel

itibariyle diag(dl,...,dn) seklinde gosterilir [3].

Tammm 2.3. o €[] olmak lizere D €l] | kdsegen matrisinin tim kosegen elemanlari

esit (yani D=l ) ise, D matrisine bir skaler matris denir [3].

Tanmm 2.4. Bir M eC__ matrisinin alt matrisi, baz1 satir ve/veya siitunlarinin

n

silinmesi ile elde edilen matris seklinde ifade edilir [2].



Tamm 2.5. Bir M, € C, matrisi, satirlar1 veya siitunlar1 arasina yatay veya dikey

cizgiler ¢izilerek alt matrislere pargalanabilmektedir. Bu durumda bu M matrisine

bir par¢alanmis matris ve alt matrislerine ise bloklar denir. Dolayisiyla M ell

parcalanmis matrisinin genel bigimi

M11 I\/|12 Mlc
M21 Mzz Mzc
Mkl Mkz Mkc

seklinde ifade edilir. Burada, M; (i=1...k; j=1...,c); m,....m ve n,...,n
saytlart m +---+m,=m ve n +---+n =n olacak sekildeki pozitif tamsayilar

olmak lizere M; xN; boyutlu bir matristir. Eger

Mn M12 Mlc
le Mzz M2c
Mkl Mk2 Mkc

matrisi bir parcalanmig matris ise, i. satirdaki M,,..., M, alt matrislerinin her biri

ayni sayida satir igerir ve benzer sekilde j. siitundaki M .»M,; alt matrislerinin

1o
her biri ayni sayida siitun igerir. k =c olmak iizere i= j ise,M; alt matrisine M

matrisinin bir késegen blogu denir [2].

Caligma boyunca [M;] gdsterimi, i, j —blogu uygun boyutlu M; matrisi olan mxn

boyutlu bir pargalanmis matrisi temsil edecektir. Ayrica, par¢alanmis matris ifadesi

yerine yer yer blok matris ifadesi kullanilacaktir.

[
Tamm 2.6. M; eC, (i=1...,k)ve D n; =n olmak iizere

i=1



bigimindeki M € C_ matrisine bir blok késegen matris denir. Boylece bu sekildeki
k

blok kdsegen bir matrisi M =M, @---®M, = PM;; seklinde yazmak miimkiindiir.
i=1

Bu yazima ise, M,,,..., M, matrislerinin direkt toplam: denir [2].

Tamim 2.7. Asagidaki Ozellikleri saglayan bir matrise, Satir indirgenmis egelon

bicimdedir denir.

i) Tim elemanlar sifirdan farkli olan herhangi bir satirda, sifir olmayan ilk
eleman 1°dir (bu elemana bir 1 bas eleman: denmektedir).

i) 1 bas elemanini igeren herhangi bir siitundaki diger tiim elemanlar sifirdir.

iii) Sifirdan farkli eleman iceren herhangi iki satirda, daha biiyiik numarali
satirin 1 bas elemani daha sagda bulunur.

iIv) Sadece sifir elemanlarindan ibaret olan herhangi bir satir, sifirdan farkli
eleman iceren diger satirlardan daha asagidadir [16].

Tamm 2.8. Herhangi bir M elJ = matrisinin ranki, M matrisinin satir indirgenmis

n
eselon bi¢iminde biitiin elemanlar1 sifirdan farkli satirlarin sayisidir ve bu sayi

rank(M) ile gosterilmektedir [16].
2.2. Ozdeger, Ozvektor, Benzerlik ve Késegenlestirme

Tamm 2.9. M €0 | verilmis olsun.



Mx = AX
esitligini saglayacak bigimde sifirdan farkli bir xeJ" vektorii ve bir 4[] skaleri
var ise, bu A skalerine M matrisinin bir ozdegeri ve bu Xxvektorine de M

matrisinin 4 6zdegeri ile iliskili bir 6zvektorii denir [3].

Tanmm 2.10. Bir M €C_ matrisinin spektrumu, tiim 6zdegerlerinin kiimesi olarak

adlandirilir ve o(M) seklinde gosterilir [3].

Teorem 2.11. M €[l | olmak iizere, t yerine M matrisi yazildiginda sifir matrisini
veren en kiigiik dereceli bir tek q,, (t) monik (en yiiksek dereceli teriminin katsayisi
1 olan) polinomu vardir. Bu polinomun derecesi en fazla n olabilir. Eger p(t);
p(M)=0 olacak sekildeki herhangi bir polinom ise, q,,(t) polinomu p(t)
polinomunu béler ve ayrica bu @, (t) monik polinomu, M matrisinin minimal

polinomu olarak tanimlanir [17].

Teorem 2.12. Her M el matrisi igin, ¢, (t) minimal polinomu p, (t)
karakteristik polinomunu bdler. Ayrica @, (1) =0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A
skalerinin M matrisinin bir 6zdegeri olmasidir. Dolayisiyla p,,(t) =0 denkleminin

her kokii g, (t) =0 denkleminin de bir kokiidiir [17].

Tamm 2.13. M,, M, €C, olmak iizere M, =S"M,S olacak sekilde bir SeC,
tersinir matrisi varsa, M, matrisi M, matrisine benzerdir denir [3].

(M, 0 M, : M, matrisi M, matrisine benzerdir.)

Tamim 2.14. Bir M € C | matrisinin bir kdsegen matrise benzer olmas: durumunda,

M matrisine kosegenlestirilebilirdir denir [3].

Bir matrisin kdsegenlestirilebilir olup olmadigini belirlemenin bir¢ok yolu vardir.

Bunlarla ilgili olarak asagida bazi teoremler verilmektedir.
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Teorem 2.15. Asagidaki kosullarin  her biri, bir M el matrisinin

kosegenlestirilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosuldur.

(i) g, (t)=0 minimal polinomu birbirinden farkli dogrusal c¢arpanlara

sahiptir.
(i) gy (t) =0 denkleminin her bir kokii tek kathidir.

(iii)  q,, (t) =0 olacak sekildeki her bir t degeri i¢in ¢, (t) polinomunun tiirevi
sifirdan farklidir [17].

Teorem 2.16. M €C_, A:diag(ﬂl,...,ﬂk) ve Dell,, (1<k<n) olmak iizere,

M matrisinin
A C 2.1)
0 D '

bigimindeki bir blok matrise benzer olmasi igin gerek ve yeter kosul [ "’de her biri
ayni1 zamanda M matrisinin birer 6zvektorii olan k tane lineer bagimsiz vektoriin
mevcut olmasidir. Benzer sekilde M matrisinin kosegenlestirilebilir olmasi igin
gerek ve yeter kosul her biri M matrisinin 6zvektorii olan N tane lineer bagimsiz

vektorin mevcut olmasidir. Eger X9, x™ M  matrisinin lineer bagimsiz

ozvektorleri ve S=[x® ... x™] ise, bu durumda S™MS bir kdsegen matristir.
Eger M matrisi (2.1) seklinde bir matrise benzer ise, A matrisinin kosegen
elemanlart M matrisinin 6zdegerleridir; bu durumda M, bir A kdsegen matrisine

benzer ise, A matrisinin kosegen elemanlari, M matrisinin 6zdegerlerinin timiidiir

[3].

Teorem 2.17. M, [ oo My €l olmak tizere, M matrisi, bunlarin direkt

un

toplamu1 yani,
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olsun. Dolayisiyla M matrisinin kosegenlestirilebilir olmasi igin gerek ve yeter

kosul her bir M,,...,M,, matrisinin kdsegenlestirilebilir olmasidir [3].

Tanmm 2.18. M,, M, €C, olmak iizere S™M,S ve S*'M,S carpimlarinin her
ikisinin de kosegen olmasini saglayan bir S € C tersinir matrisi varsa, bu M, ve

M, matrislerine eszamanli olarak késegenlestirilebilirdir denir [3].

Teorem 2.19. M,, M, € C_ matrislerinin kdsegenlestirilebilir olmasiyla beraber M,
ve M, matrislerinin eszamanl olarak kdsegenlestirilebilir olmast i¢in gerek ve yeter
kosul M, ve M, matrislerinin degismeli olmasi, yani M,;M, =M,M, kosulunun
saglanmasidir [3-2]. Eger MM, =M,M, =0 kosulu saglaniyorsa M, ve M,

matrislerine ayrik matrisler denir [2].

2.3. Baz1 Ozel Tipli Matrisler ve Bu Matrislerin Baz1 Ozellikleri

Bu boliimde, bazi 6zel tipli matrislerin tanimlar1 ve onlara iligkin bazi temel

teoremler ispatsiz olarak verilmektedir.

Tamm 2.20. M €C_ olmak iizere M*=cM esitligini saglayan bir cell” sayis

varsa, M matrisine bir skaler-potent matris denir [18].

Tamm 2.21. Bir matrisi M* =M esitligini saglayacak sekilde bir M € C_ matrisi

varsa bu M matrisine bir idempotent matris denir [19]. Bu ¢alisma boyunca tiim bu

idempotent matrislerin kiimesi P, ile gosterilecektir.
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Ayrica buradan bir idempotent matrisin bir skaler-potent matris oldugu acikca

goriiliir.

Tamm 2.22. M? = | esitligini saglayacak sekilde bir M € C_ matrisi varsa bu M

matrisine bir involutif matris denir [3].

Tammm 2.23. Bir M eC, matrisi M® =—M esitligini saghyorsa, M matrisine bir
ters idempotent matris, M? = -1 esitligini sagliyorsa, M matrisine bir ters involutif

matris denir [20].

Tanim 2.24. P matrisi birim matristen farkli bir idempotent matris olmak iizere

M? =P ozelligini saglayan bir M eC,_ matrisi varsa bu M matrisine bir

genellestirilmig involutif matris denir [11]. Bir M € C_, matrisi, P matrisi birim

matristen farkli bir idempotent matris olmak tizere M*=—P 6zelligini saglayan bir

M e C, matrisi varsa bu M matrisine bir genellestirilmis ters involutif matris denir

[11].

Tamm 2.25. Bir M e[l matrisi icin, M* =0 olacak sekilde bir pozitif K

tamsayist varsa, M matrisine bir nilpotent matris denir [20].

Tanmmm 2.26. M®=M esitligini saglayacak bir M €C,_ matrisi varsa bu M

matrisine bir tripotent matris denir [19].

Tanim 2.27. M®=M, M?*2M ve M?#-M ozelliklerini saglayan bir M €C,

matrisi varsa bu M matrisine bir esas tripotent matris denir [9].

Yukaridaki verilen tanimlar 1s1ginda, idempotent ve involutif matrislerin ayni
zamanda birer tripotent matris olduklar1 ve involutif matrislerin ise birer tersinir

tripotent matrisler oldugu goriilmektedir.
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Teorem 2.28. M matrisi bir idempotent matris ise (M) < {0, 1} dir [19].

Teorem 2.29. M €[l | matrisi, m<n olmak iizere m rankli herhangi bir matris

olsun. Eger M Dir idempotent matris ise, M matrisinin m tane sifirdan farkl

0zdegeri vardir ve bu 6zdegerlerin timi 1’e esittir [19].

Teorem 2.30. M matrisi bir tripotent matris ya da involutif matris ise bu M

matrisinin spektrumu sirasiyla o(M) < {-1, 0, 1} ve o(M) < {-1, 1} dir [19, 20].

Teorem 2.31. Idempotent, involutif ve tripotent matrisler kdsegenlestirilebilirdir [20,
21].

Teorem 2.32. M el | olmak iizere bir M matrisinin bir tripotent matris olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul M =X -Y olacak sekilde iki ayrik (yani XY =YX =0)

idempotent X ve Y matrislerinin mevcut olmasidir. Ayrica, bu matrisler

X = %(M P M) Ve Y = %( M2 —M ) olacak bigimde tek tirli olarak belirlidir [1].

2.4. Kuadratik, Genellestirilmis Kuadratik, Kiibik Matrisler ve Bu Matrislerin
Baz1 Ozellikleri

Bu boliimde, caligmada esas olarak ele alinan ve yine birer 6zel tipli matris olan
kuadratik, genellestirilmis kuadratik ve kiibik matris tanimlar1 verilmekte olup bu
matrislerin temel oOzelliklerinden s6z edilmektedir. Sonrasinda ise bu matris

ailelerinin pek ¢ok ozel tipli matris ailelerini kapsadigi gosterilmektedir.

Tamm 2.33. Bir M € C, matrisi igin, (M —pl_)(M —ql ) =0 esitligini saglayacak
bicimde p, qel] sayilari varsa, M matrisine bir kuadratik matris denir [10].
Bu tip kuadratik matrislerin kiimesi ise bu c¢alismada Q(p,q) seklinde ifade

edilecektir.
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Bundan bdyle, yukaridaki tanimda bahsedilen p ve g karmasik sayilari ile

belirlenen M €[l | matrisine, kisaca bir {p, q}-kuadratik matris denilecektir. p=q

ise Ozel olarak M € C matrisine kisaca bir { p} -kuadratik matris denilecektir.

Teorem 2.34. M €1, p, gell olmak iizere asagidaki durumlar birbirine denktir.

@  MeQ(p,q).

(i) M matrisi kdsegenlestirilebilirdir ve o(M) c{p,q} dir.

(i) M=pX+qY, X+Y=I  ve XY=YX=0 olacak sckilde
X,Y el , idempotent matrisleri vardir.

(iv) M=(p-q)X+ql olacak sekilde bir X €1~ idempotent matrisi
vardir [4].

Bir M e[l matrisi bir {p}-kuadratik matris ise o(M)={p} oldugu agik¢a

goriilmektedir.

M matrisi bir idempotent matris, bir involutif matris, bir ters idempotent matris, bir

ters involutif matris veya bir nilpotent matris ise M matrisinin 6zdegerleri olan p
ve q sirastyla (p, q)e{(O, 1), (4, 0)}, (p, q)e{(—l, 1), (4, —l)},
(p, @)e{(-1,0), (0, -}, (p,q)e{(-i, i), G, -} ve (p a)=(0,0)

bi¢imindedir. Bu sebeple kuadratik matrisler ailesi, idempotent, involutif, ters

idempotent, ters involutif ve nilpotent matrisler ailelerini kapsamaktadir.

Tanmm 2.35. Bir M €[] matrisi igin (M —pP)(M -gP)=0 ve MP=PM =M
kosullarin1 saglayan p,qell sayilar1 ve bir P idempotent matrisi varsa bu M

matrisine genellestirilmis kuadratik matris denir [11]. Ayrica bu ¢alisma boyunca

yukarida tamimlanan M €[]~ matrisine P idempotent matrisine gére bir

genellestirilmis { P, Q} -kuadratik matris denilecektir.
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Bu calismada ise, p#q olma iizere bu tip M matrislerinin kiimesi r (P; p, q) ile

gosterilecektir. Bir P idempotent matrisine gore bir genellestirilmis {p,q}-
kuadratik matris tanimindan hareketle, P =1 olmasi durumunda, MP =PM =M
kosulu zaten saglanacagindan ve ayrica (M —pl )(M —ql,)=0 olacagindan, bu

durumda bir P idempotent matrisine gore bir genellestirilmis {p,q} -kuadratik

matrisin, bir {p,q} -kuadratik matrise indirgendigi agikga bellidir.

Teorem 2.36. M ell ., PeP,, p, gell olmak iizere asagidaki durumlar birbirine

denktir.

i) MeL(P;p q).

(i) M=pX+qY, X+Y =P ve XY =YX =0 olacak sekilde X,Y e[l |
idempotent matrisleri vardir.

(iii) M=(p-q)K+gP ve KP=PK=K olacak sekilde bir K

idempotent matrisi vardir [4].

Teorem 2.37. a # 8 olmak iizere M €L (P; &, ) olmas igin gerek ve yeter kosul
M=aX+p8Y, X+Y =P ve XY=YX=0
olacak sekilde X ve Y idempotent matrislerinin mevcut olmasidir [13].

Teorem 2.38. M eL (P; a, ﬂ) olsun. Bu durumda, M matrisinin miimkiin olan

Ozdegerlerinin timi O, o ve S karmasik sayilarindan ibarettir, yani

o(M) {0, a, B} dir [11].
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Teorem 2.30.’a gore, bir M tripotent matrisinin 6zdegerlerinin  kiimesi

o(M) e{L -1, O} seklinde olur. Diger yandan, Teorem 2.32.’ye gore, M matrisi bir
- . - 1 2 1 2  Aewr * - . PP
tripotent matris ise M :E(M +M )_E(M — M) esitligini saglayacak sekilde iki

ayrik idempotent matrisin farki olarak yazilabilir. X = %(M 24 M) ve

Y = %(M 2 - M) bigiminde tanimlanirsa X +Y =M? olur. M matrisi tripotent

matris oldugundan, M? matrisi idempotent matristir. Dolayisiyla Teorem 2.37. g6z
oniine alindiginda, bir esas tripotent M matrisi, M? matrisine gore bir
genellestirilmis {1, —1} -kuadratik matris olarak diisiiniilebilir. Ote yandan, tripotent

matrisler ailesi; esas tripotent matrisler ailesinin, idempotent matrisler ailesi ve ters
idempotent matrisler ailesinin bilesimidir. Ayrica, genellestirilmis kuadratik matrisler
ailesi, kuadratik matrisler ailesini, kuadratik matrisler ailesinin de idempotent ve ters
idempotent matrisler ailelerini  kapsadigi bilinmektedir. Buradan hareketle,

genellestirilmis kuadratik matrisler ailesi tripotent matrisler ailesini kapsar.

Bir M v (P; p, q) matrisi i¢in; (p,q)=(-11) ve P=—M ise M matrisinin bir
ters idempotent, (p,q) e {(-i,i),(i,—i)} ve P=1 ise M matrisinin bir ters involutif,
(p,q)e{(—l,l),(l, —1)} ve P=| ise M matrisinin bir genellestirilmis involutif

matris oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla tiim bu bilgiler dogrultusunda
genellestirilmis kuadratik matrisler ailesinin, idempotent, involutif, ters idempotent,
ters involutif, nilpotent, tripotent, genellestirilmis involutif ve genellestirilmis ters

involutif matris ailelerini kapsadig1 dikkate alinmalidir.

Tamm 2.39. M €C_ olmak iizere, (M —pl.)(M —ql, )(M —rl ) =0 olacak sekilde
p, ,r €l sayilar1 varsa, M matrisine bir kiibik matris denir ve p=q, q=#r,

p # I olmak tizere bu tip kiibik matrislerin kiimesi x(p,q,r) ile gosterilecektir.
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Eger bir MeC, matrisi bir tripotent matris ise

(p,q,r) e {(0,1, -1),(0,-1,1),(1,0,-1),(1,-1,0),(-11,0), (-1, 0,1)} yazilabilir.  Bu

sebeple kiibik matrisler ailesi tripotent matrisler ailesini kapsamaktadir.

Teorem 3.1°de bahsedilecegi iizere bir M €C kiibik matrisinin 6zdegerlerinin

kiimesi o(M)c{p,q,r} oldugundan, Teorem 2.38. dikkate alindifinda kiibik

matrisler ailesinin genellestirilmis kuadratik matrisler ailesini kapsayan genis bir

matris ailesi oldugu goriiliir.



BOLUM 3. DEGISMELI BiR KUBIK VE BiR KUADRATIK
MATRISIN LINEER BILESIMININ
KUADRATIKLIGI

3.1. Giris

Bu boliimde oncelikle, degismeli bir kiibik ve bir kuadratik matrisin lineer
bilesiminin kuadratikligini karakterize eden bir ana sonu¢ verilmekte, daha sonra
literatlirde Ozel tipli matrislerin lineer bilesiminin karakterizasyonu ile ilgili mevcut
olan pek c¢ok sonucun, calismadaki ana sonugtan nasil elde edilebilecegi

gosterilmektedir.

Ana sonu¢ verilmeden Once, kiibik matrisler ve kuadratik matrisler ile ilgili bazi

yardimc1 sonuglar ve tartismalar verilecektir.
3.2. Bir Kiibik Matrisin Genellestirilmis Kuadratik Matrislere Gore Ifadesi

Bu kisimda, kiibik matrislerle genellestirilmis kuadratik matrisler arasindaki iliski
ortaya koyulacaktir. Bunun igin Once bir kiibik matris ile idempotent matrisler
arasindaki iliskiyi ortaya koyan asagidaki teorem ifade ve ispat edilecektir. Bu
teorem sayesinde bir kiibik matris, bir genellestirilmis kuadratik matris ile birim

matrisin skaler bir katinin toplami seklinde ifade edilebilecektir.

Teorem 3.1. M ex(p,q,r), Mell, p,q,rell olsun. Asagidaki durumlar

birbirine denktir.

(i) M ex(p,q,r).
(ii) M kosegenlestirilebilirdir ve o(M) c{p,q,r}.
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(iii) M=pX+q¥+rZ, X+Y+Z=1, XY=YX=0, YZ=ZY=0 e
XZ =ZX =0 olacak sekilde X,Y,Z e[l | idempotent matrisleri vardir.
(iv) M=(p-nX+(@-r)Y+rl, ve XY=YX=0 olacak sekilde X,Y el

idempotent matrisleri vardir.

Ispat. (i)= (ii). Herhangi bir matrisin kosegenlestirilebilir olmasinin gerek ve yeter
kosulu o matrisin minimal polinomunun basit kdklere sahip olmasidir. Dolayisiyla bu

kismin ispat1 agiktir.

(iiy= (iii). Hipotezden M =S(pl,®ql,®rl)S™ , ab,ce{0,1..,n} ve
a+b+c+=n olacak sekilde bir S tersinir matrisi vardir.

Simdi,

X =S(I, ®0®0)S™,
Y =S(0®1, ®0)S*,

Z=S(0®0®1)S™

olarak tanimlayalim.

Aciktir ki M =pX+qY+rZ, X+Y+Z=I1, XY=YX=0, YZ=2ZY =0 ve

XZ =ZX =0 esitlikleri saglamr. Ayrica X*=X , Y?’=Y ve Z*=2Z dir.
Dolayisiyla, (ii) sikkinin (iii) sikkini sagladigi goriiliir.

(iil) = (iv). M=pX+qY+rZ ve Z=1,-X-Y oldugundan,
M=pX+qY+r(l,-X=Y)=(p-r)X+(Qq-r)Y +rl, esitligi yazilabilir.

Dolayistyla istenilen sonug elde edilmis olur.

(iv)y=(1). X ve Y idempotent matrisleri degismeli ve ayrik matrisler

olduklarindan,
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X =S(I, ®0®0)S™* ve Y =S(0@1, ®0)S™*

esitliklerini saglayan bir tersinir S matrisi vardir. Burada a=rank(X) ve

b =rank(Y) olarak tanimlanmigtir. Buradan hareketle, c =n—(a+b) olmak iizere

M =(p-r)X+(q-r)Y +rl =S(pl, &ql, +rl )S™

esitligi yazilabilir. Buradan

M-—pl,=S(0@(q-p)l,®(r-p)I)S™,
M —ql,=S((p-g)l, ®0@(r—q)l,)s™,
ve

M-rl, =S(p-r)I,®(Q-r)l,®0)S™".

oldugu goriilebilir. Boylece, (M — pl ) )(M —ql )(M —rl ) =0 esitligi elde edilmis

olur.

Dolayisiyla ispat tiim siklariyla birlikte tamamlanmus olur. u

a#pf,f#y,a=y olmak lzere, bir A {«a,f,y}—kibik matrisini ele alalim.

Teorem 3.1°e gore

A=(a—y)X+(B-p)Y +yI. (3.1)

olacak sekilde X ve Y ayrik idempotentleri vardir. Eger C=(a—y)X +(8-y)Y

denirse (3.1) ifadesindeki A matrisi

A=C+7l (3.2)

seklinde yazilabilir.
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Diger yandan Teorem 2.36°dan yukarida tanimlanan C=(a—y)X +(8-y)Y
matrisinin X +Y idempotent matrisine gore bir genellestirilmis {0{—7/,,8—7}-
kuadratik matris oldugu agiktir. Calisma boyunca (3.2) ifadesindeki A matrisine C
genellestirilmis kuadratik matrisiyle iligkili bir {a,ﬂ,y} -kiibik matris denilecektir.
Bu sekilde tanimlanan tim A matrislerinin kiimesi (e, £,7,C, X +Y) seklinde

gosterilecektir. Dolayisiyla bir kiibik matrisin aslinda bir genellestirilmis kuadratik
matris yardimiyla yazilabildigi goriilir ve bu da kiibik matrisler ailesinin
genellestirilmis kuadratik matrisler ailesini kapsadigini agik¢a gdstermis olur. Hatta
genellestirilmis kuadratik matrisler ailesinin kuadratik matrisler ailesini kapsadigi
g6z oOniinde bulundurulursa, kiibik matrisler ailesinin ayn: zamanda kuadratik

matrisler ailesini kapsadig1 goriiliir.
3.3. Bir Kuadratik Matrisin Bir Skaler-Potent Matrise Gore ifadesi

a # [ olmak lizere, eger bir A matrisi bir {«, f}—kuadratik matris ise Teorem

2.34.(iv) geregi bir Q idempotent matris yardimiyla
A=(a-p)Q+pI 3.3)

seklinde yazilabilir. (3.3) ifadesindeki (o —)Q matrisi aslinda bir skaler-potent

matristir. Eger bu skaler-potent matris, B=(a—f)Q seklinde tanimlanirsa, (3.3)
ifadesindeki A matrisine B skaler-potent matrisiyle iliskili bir {c, }-kuadratik

matris denilecektir. Calisma boyunca bu sekilde tanimlanan A matrislerinin kiimesi

Q(a, S, B) ile gosterilecektir.

Buraya kadar yapilan tartismalardan sonra bu c¢alismayr olusturan asil teoreme

gecilebilir.
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3.4. Degismeli Bir Kiibik ve Bir Kuadratik Matrisin Lineer Bilesiminin
Kuadratikligi

Teorem 3.2. A ex(a,3,7,,B,R), A €, 5,,B,), A,A el ,, a,a,€ll ve
AA, = A /A olsun. Bu durumda,

K 0)._ X 0)__
81:8(0 Ojsl ve Bzzs[ jsl

olacak sekilde bir S tersinir matrisi vardir.

Ispat. Teoremin hipotezinden
A=B+nl, A =B,+5l (3.4)

esitlikleri yazilabilir. Ayrica B, matrisi P, matrisiyle iliskili bir {al— 7 B— 7/1}-

genellestirilmis kuadratik matris oldugundan asagidaki ifadeler yazilabilir.
(B.~(~%)R)(B.~(A~~)R)=0, PB=BR=B (3.5)

Benzer sekilde A, matrisi B, skaler-potent matrisiyle iligkili bir {az, ,82} -kuadratik

matris oldugundan,
B, =(a, - B,W (3.6)
olacak sekilde bir W idempotent matrisi vardir. Dolayisiyla

Bzz =(a, - ,)B, (3.7)
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yazilabilir. AA, = A/A oldugundan, (3.4) esitliginden agikca BB, =B,B, oldugu

goruliir.

Simdi, P, matrisi bir idempotent matris oldugundan, genelligi bozmaksizin
P=S(1®0)S™ (3.8)
olacak sekilde bir S tersinir matrisi vardir.

P, matrisinin rank1 r olmak lizere
K LY.,
B,=S ST, Kell, (3.9

olsun. (3.9) ve (3.5) ifadesinin ikinci esitliginden L=0, M =0, N =0 elde edilir.

Boylece B, matrisi

(K 0] .
B,=S S (3.10)

olarak yazilabilir. Eger (3.8) ve (3.10) esitlikleri (3.5) ifadesinin birinci esitliginde

yazilirsa

(K =(a=7)1)(K=(B,-7)1)=0 (3.11)
esitligi elde edilir. (3.11) esitliginden acik¢a goriilir ki K  matrisi bir
{o, —y,, B, — . }—kuadratik matristir ve o, #y,, S, #y, oldugundan K matrisi

tersinir bir matristir.

Xel, veT el olmak iizere
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olsun. B,B, = B,B, olma sartiyla beraber (3.10) esitligi kullanilirsa B, matrisi

B,=S X0 s (3.12)
2 0 T .

seklinde olur. (3.10) ve (3.12)’den, istenilen elde edilir. [ |
Teorem 3.3. X, T, K matrisleri Teorem 3.2’deki matrisler olmak lizere
X=(,=)M;, T=(,-B)M, ve K=(a~-B)Z,+(B—n)l

olacak sekilde M,,M,,Z, € P, matrisleri vardir.

Ispat. S(M, ®M,)S™ =W olarak alinirsa (3.6) ve (3.12) esitliklerinden
X=(a,— )M, and T =(, — 5,)M, (3.13)

olacak sekilde M,,M, € P, vardir. Ayrica (3.11) ifadesinden de anlasilacag: lizere K

matrisi  {og —y,, B, — 7, }—kuadratik matris oldugundan Teorem 2.34.°tin  (iv)

sikkindan
K=(an=B)Z+ (B -1l (3.14)
olacak sekilde Z, € P, matrisi vardur. |

Simdi, A ve A, matrisleri Teorem 3.2’deki matrisler olmak iizere
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A=aA+aA (3.15)

lineer bilesimini gdz oniine alalim. B, ve B, matrisleri Teorem 3.2.’deki gibi olmak

tizere (3.15) ifadesi asagidaki gibi yazilabilir.
A =aB +a,B, +(ay +a,5)! . (3.16)
Bu caligmadaki asil amag (3.15) ifadesindeki lineer bilesimin {e,, B,}— kuadratik

olmasinin karakterizasyonu oldugundan, kuadratiklik tanimi1 ve (3.16) ifadesi birlikte

kullanilirsa
(a181 +a,B, +(a171 +a,0, _ae,) I )(3181 +8,B, +(a171 +8,0, _ﬂe,) I ): 0 (3.17)

ifadesi elde edilir. (3.11)’de sadelik ve islem kolayligi agisindan a, =ay, +a,/5,

olarak alinirsa
(aB +a,B,+(a,~a)1)(aB +a,B,+(a,~4)1)=0 (3.18)
olur. (3.18) ifadesi diizenlenirse asagidaki esitlik elde edilir:

312812 +23,3,B,B, +a22822 + a1(233 —a; _ﬂs) B,

(3.19)
+a2(2a3—a3—/33)82 +(a3_a3)(ae_ﬂs)| =0

(3.5) ve (3.7) esitliklerinden
(aiz (al +/ _271)+a1(2a3 — _,Bs)) B,

(azz (0{2 _ﬂz)"'az (Zaa — _133)) B, (3.20)
+2a,a,B,B, _a12(a1_71)(:61_71)|31+(as —053)(a3—ﬂ3)| =0
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esitligi elde edilir. Elde edilen bu esitlikte yine sadelik ve kisalik i¢in

¢ =a’(+h-2n)+aa—a—f),
C, = a22(a2 -B)+a,(28,—a,— ;)
o=’ (&~ n)B.~n),

¢, =(—)@—5)

olarak alinirsa (3.20) ifadesi

¢,B, +c¢,B,+2aa,BB, +c,P,+c,1 =0 (3.21)

ifadesine doniisiir. Tiim bunlardan sonra eger (3.8), (3.10) ve (3.12) ifadeleri (3.21)

esitliginde yerlerine yazilirsa asagidaki ifade elde edilir:

cK+c, X +2aa,KX +(c,+c,)l =0

3.22
c,IT +¢,1 =0 (3.22)

B,B, =B,B, oldugundan, (3.10) ve (3.12) esitlikleri géz oniine alinirsa KX = XK
esitligi yazilir. o, # B, ve a, # [, oldugundan (3.13) esitliklerinin ilki ve (3.14)
esitlikliginden Z,M, =M,Z, ifadesi agikca elde edilir. Eger (3.13) ifadesindeki X

matrisini ve (3.14) ifadesindeki K matrisini (3.22) ifadesinin ilk esitliginde yazarsak

asagidaki esitlik elde edilir:

Cl(al _ﬁl)zl +(C2 (0‘2 —,82)+2a1a2 (:81 —}/1)(0(2 _ﬂz))Ml
I

(3.23)
+2a,3, (o, — ) (@, = B,) Z M, +(C1(131 ~7)+GC +C4) =0

(3.13) ifadesinin ikinci esitligindeki T matrisinin, (3.22) ifadesinin ikinci kisminda

yerine yazilmasi
c,(a, — B, )M, +¢,1 =0 (3.24)

esitligine gotiirlir. Bu da agagidaki sonucu ortaya koyar.
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Sonu¢ 3.4.  (3.15) ifadesindeki lineer bilesimin {e, B,}—kuadratik olmasi igin

gerek ve yeter sart (3.23) ve (3.24) esitliklerinin birlikte saglanmasidir.

Teorem 3.5. Teorem 3.2.’nin kosullar1 altinda (3.24) denkleminin saglanmasi igin

gerek ve yeter sart M, matrisi, Teorem 3.3.’deki gibi olmak {iizere asagidaki

esitliklerin saglanmasidir.

() c,=0veM,=0,
(i)  c(x,—B,)+c,=0ve M,01@]1,

(i) c,=c,=0ve M, 1®0.

Ispat. (3.24) ifadesi M, idempotent matrisiyle carpilirsa

(Cz(az_ﬂ2)+c4)M2 =0 (3.25)

esitligi elde edilir. M, matrisi idempotent oldugundan iki durum s6z konusudur.

Durum 1. M, =0. Dolayistyla (3.24) esitliginden

G ¢,=0

ifadesi elde edilir.

Durum 2. M, #0. M, idempotent matrisinin késegen formu igin iki durum s6z

konusudur: M, 1 @1 veya M, [l | ©0. Dolayisiyla (3.25) esitliginden sirasiyla

(ii) Cz(az_ﬂ2)+c4=0
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ve
(i) c,=c¢,=0
esitlikleri elde edilir. [ |

Teorem 3.6. Teorem 3.2’nin kosullar1 altinda (3.23) denkleminin saglanmasi igin

gerek ve yeter kosul Z, ve M, matrislerinin Teorem 3.3.’deki gibi olmak iizere

asagidaki esitliklerin saglanmasidir.

@ (B -rn)+cla,-£)+2a8,(8 -r)a, - B)+c+c, =0,
Z,=0ve M, 1D,

0)  clB-n)=-C-¢, C=-2aa(5-7)
Z,=0ve M, 10,

©  ca(B-n)+c+c,=0,
Z,=0 ve M, 0®0,

(d) C (g —y)+c+C, =0,
Z,01®1 ve M, 080,

(e) c,=C+¢c, =0,
ZU1®0 ve M;10®0,

0 c+c=—cla—n)=-C(a-5)-2a8,(8 -r)a-£)-c(f-n),
Z,01®0 ve M, 081,

@ &=0,¢=-2a3(4-n) ¢;=-C,
Z,01®060 ve M, 10®1®0,

() ala-n)+c(a,-£)+2a8,(a -7 ), - B)+c+¢, =0,
Z,01 veM,O1,

K cla-n)=-¢-C , ¢, =-2aa,(x-7n),
Z,01®l ve M, 1160,
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()] C1(131_71):C1(a1_7/1)+02(a2 —,32)4—28182(0(1—]/1)(0(2—ﬂ2)=—03—04,
Z,01@0 ve M, 1 ®0,

(m) ¢ =-2aa,(a, - fB,), C,(a,— ) =—C;—C,,
ZU1®0veM UlI®I,

() ¢ (=) =c (B —n)+C,(a,—B,)+2aa,(8 —n)a, - B,)=-C,—c,
C, :_23132 (a1_71) ’

Z,01®1®0ve M, 11901,

(p) ¢,=0,c,=-2aa,(a,-7),Cc=-C,,
ZUl®el®0ve M, [ 1020,

(B -n)=-C—-c,, c,=-2a3,(8-n)

© ¢ (e, =) +cy(a, — B;) +2a3, (o, — 7 ), — B,) +Cy +C, = 0’

Ispat. (3.23) ifadesi soldan Z, matrisi ile garpilir ve Z,” = Z, oldugu kullanilirsa

(¢,(ay — 1) +c+¢,)Z, + (¢, (o, — B,) + 283, (a, — 1, )@, — 3,))Z,M, =0 (3.26)

esitligi yazilir. Daha sonra (3.26) ifadesi sagdan M, matrisiyle ¢arpilir ve M,> = M,

oldugu kullanilirsa agagidaki esitlik elde edilir.

(c(ey =) +C,(a, - B,) + 28,3, (c, — y )@, — B,) +Cy +C, ) Z,M, =0 (3.27)

Simdi buradan hareketle iki durum mevcuttur.

Durum 3. Z M, =0. Dolayisiyla (3.26) ifadesinden

(C1(051_71)+C3+C4)Zl =0 (3.28)

esitiligi elde edilir. (3.28) esitliginden iki durum s6z konusudur.
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Durum3.a. Z,=0.Budurumda (3.23) esitliginden

(c,(a, = B,) +2a8, (B, — y ), = B)IM, + (¢ (B, — 7)) +C, +¢,)1 =0 (3.29)

esitligi yazilir. Ayrica Z, =0 oldugundan, (3.14) esitliginden

K :(ﬂ1_71)| (3.30)

esitligi elde edilir.
Diger taraftan M, € P, oldugundan, M, matrisinin kdsegen formlar1 M, 1 @1,

M, 010 veya M, J0®0 seklindedir. Dolayisiyla (3.29) esitliginden M,

matrisinin kdsegen formlar1 kullanilarak sirasiyla

(@) ¢, (B —n)+C(a, — B) +2a3,(B - n)la, — B,)+¢;+¢, =0
(b) G(B-n)=-C-¢,c,=-2a3(8-n),
(c) ¢(B-n)+c,+c, =0

esitlikleri elde edilir.

Durum 3.b. Z, #0.(3.28) esitliginden

C (g —y)+c,+c, =0 (3.31)

ifadesi elde edilir. Dahast Z,M,; =0 oldugundan, Z, ve M, matrislerinin miimkiin

olabilecek tiim kdsegen formlar1 asagidaki gibidir.

ZU1®l ve M,J0®0,
Z,[11®0 ve M, 00 veya 01,
ZUI®0®0ve MLl 0®1®0.
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Dolayisiyla (3.31) esitligi goz oniine alinirsa, (3.23) ifadesinden yukaridaki kdsegen

formlar kullanilarak sirasiyla asagidaki katsayi esitlikleri bulunur.

(d) C(y—y)+c+c, =0,

(e) ¢, =¢C+¢c, =0,

0+ =—Cla-7)=-Cla-£)-288,(f-r) e - F)-c(b-7).
@ ¢=0,6=-2a8(5-n) GG=-C .

Durum 4. Z M, #0. Bu durumda Z, ve M, matrisleri sifirdan farkli matrisler

olmak zorundadir. Boylece ¢, # £, oldugu da dikkate alinira Z, ve M, matrislerinin

miimkiin olabilecek tiim kdsegen formlari asagidaki gibidir.

Z Ul veM I,

Z,01®1 ve M, 1160,
ZUI®0ve MUI®0veya 1@1,
ZUl®l®0ve MU 101,
Z,01®1®0ve M, 10080,
Z,11®0©0ve M, 11 @0.

Boylece ¢, #0, o # 5, ve «,# [, oldugundan, (3.23) esitliginden yukaridaki

kosegen formlar yerlerine yazilarak sirasiyla asagidaki katsay1 esitlikleri yazilir.

() ala-n)+c(a,-£)+2a8,(a-7)a, - B)+c+¢, =0,

k)  ala-n)=-c-c, ., c,=-2aa,(xn-7),

0 calB-n)=cla-—n)+c,(a,-L£)+2a8,(q—-r)a, - f)=-C—C,,
(m) ¢ =-2aa,(a,-f,) C(a,—f)=—C;—C,,
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¢ (a—n)=c(B—n)+C(a,—B,)+2aa,(8 - ) (e, — B,) =—C,—C,,
¢, =-2a3,(o4 — 1),

(p) ¢, =0, c,=-2aa,(a-7) , ¢;=-C,,

(r) C1(:81 _71) =—C—C, G :_Za1a2(ﬁ1 _71)’
c(a,—n)+c,(a,— B,)+2aa,(a, — ), — B,) + ¢, +¢, =0.

(n)

Boylece ispat tiim siklariyla birlikte tamamlanmis olur. [ |

Buraya kadar elde edilen sonuglar birlikte diisiiniiliirse asagidaki teorem yazilabilir.

Teorem 3.7. A ex(a,f5,7,B,,B), A eQ(a,, f5,,B,), AA el  ve
a,a,€ll” olsun. AA =AA olmak iizere A =aA +a,A, lineer bilesiminin
{a,, B,}—kuadratik olmas: i¢in gerek ve yeter sart

¢ =a’(a+f-2n)+a(28, -~ ) .0, =, (o, — ) +8,(28,~ 0, — 3,),
C=-a (e, ~7)B~7), ¢ =@ —a) (&~ f) ve & =ay, +a,5,

olmak tizere asagidaki durumlarin birinin saglanmasidir.

(&) G (@ —n)+c(a,—B,)+¢+2a8, (v — ), - 5,) =0, ¢,=0,
Bl = (a)u _71)Pl’ Bz =(0(2 _ﬁZ)Pli i =1veya 2, (0)11602) :(alugl) '

(a,) C, =—2a,3,(x -7), ¢ =—C (v —n), ¢ =0,
B, =(w-n)R, BB, =(w-7)B,, i=1veya 2, (&,w,)=(, B),

(83) Cs =—C(aw -7) ¢, =0,

Bl :(a% _71)Pl’ Bz =0, i=lveya 2, (a)pa)z):(ayﬂl)’

(a,) ¢, =—2a3,(a,— ), ¢,=-2a3,(®, 1), ¢;=2a3,(o -1)(a,—p,), ¢, =0,
BB, + (@ —»)(, - B)R—B,)=(a,— £)B,, i =1veya 2, (&, ®,) =(, ),
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() C (@ —7)+C;=0,¢,(a, - B,) +Ci(@; — 1) + 288, (0, — 11 )(a, — ) + ¢, =0,
¢, =0,(a, = B,)B + (@ —®;)B, = (& — 7)), — B,) P,
(0, = @))BB, +(@; — 71 )(er, = £,)(B, — (@ — 1) R) =0,
(i, ))=@2) veya (i, ) =(21), (&, ®,) =(en, ),

(3) ¢, =-2a3,(a, - ), ¢;=—C,(a,— f3,), ¢, =0,
B, =(a,— £,)R,

(a;) C(® 1) +c+2aa,(w — e, - B,) =0, ¢, (o, — f,) +¢, =0,

Blz(a)l _71)Pl’ BZ=(062—,32)|, i=1veya 2, (a)ﬂa)z):(al’ﬂl)!

() C, =—2a,3,(® — 1), C; =—(o —n)(C +2aa,(a, - 5,)),
¢, =2a3,(w — ), — ),
B, =(o -n)R, BB, +(@ -1)(«, - )1 =B, — (o, - B,)R) =0,
i=1veya?2, (&, ®,)=(x.5),

(a) ¢ (@ —n)+c=Cy)(a, - B,) =—C,,
B, =(@ -7)R, B,+(a, - B,)(R-1)=0,
i=1veya?2, (o,m,)=(x,p),

(ay) ¢, =0, ¢,=-2a8,(w —n), ¢;=-2a8(a -n)a,-£)=-C¢,,
BB, +(a —7)(a, - £,)1 =B, - (o, - B,)R) =0,
I=1veya?2, (o,m,)=(x,f),

¢ (@ —n)+c+¢,=0, ¢,(a, - B)+¢, =0,

Cl(a)j _71)+2a1a2(a)j —}/1)(0!2 _ﬁ2)+C3 =0,
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(@,)
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(@)
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@ _a)j)(BZ — (= B)) + (e, - B,)(B, _(a’j -7)R)=0,
(@ _a)j)BlBZ +(a)j 1)@, = B)(B - (@ -7)R) =0,
(i, ))=@@2) veya (i, j) =(22), (&, ®,) =(x, B),

G =0, 02(0(2 _ﬂz) =C;=—C,,
B, +(a,-3)(R—-1)=0, BB, =0,

~
I
o

¢ (@ —n)+c+2aa) (e —y)(a, - B)=0,¢,=0,c¢
B = (@ -7)R, BB, =(a -1)(e, - £,)R,

i=1veya2, (o,m,)=(c,5),

¢(@—-y)+c,=0,¢,=0,c, =0,
Blz(a)l_yl)Pli Blezoy

i=1veya2, (o,®,)=(a,p),

C (@) =71) +C (@, = ) + 28,8, () = 71)(, = ) + €5 +€, =0,
¢,=0,c,=0,c;+¢ (@ —7,) =0,

(& —@;)BB, +(o; - 71)(@, - ,)(B, - (@ —,)R) =0,

(i, J)=(12) veya (i, ) = (2,), (@, @) =(a, B).

Ispat. K; Teorem 3.5°deki (i) veya (ii) veya (iii) ve L; Teorem 3.6’daki (a) veya (b)

veya ... veya (r) olmak iizere Teorem 3.5’in K. durumu ile Teorem 3.6’nin L. durumu

sirasiyla karsilikli olarak dikkate alindiginda teoremin ifadesindeki katsayi esitlikleri

elde edilir. Ornegin; Teorem 3.5’in (i). durumu ile Teorem 3.6 nin (a). durumunu ele

alalim. Dolayisiyla

(i)
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ve

@ (B —-n)+C(a,—B)+2a8,(8—r)a,—B)+c,+¢,=0

oldugundan (i) esitligi (a) esitliginde yerine yazilirsa
Q(B—n)+c(a,-B)+c+2a8,(8 —rn)a, - p,)=0 ve c,=0

seklinde (i-a) kesisimine ait katsayi esitlikleri bulunmus olur. Diger katsay1 esitlikleri
de benzer sekilde kolaylikla elde edilir. Bu sekilde elde edilen katsayr esitlikleri
(3.21) ifadesinde yazildig1 zaman sirasiyla asagidaki matris esitlikleri elde edilir.
(Bundan boyle kisalik adina her kesisime ait elde edilen katsay1 esitligi verilmeyip

direkt olarak matris esitliklerinin nasil bulundugu verilecektir ve bu boliimiin en

sonunda elde edilen katsay1 ve matris esitlikleri tablo halinde sunulacaktir.)

(i-a) ¢,(B,— (B -7n)R)+¢,(B,—(a, - B,)R) +2a,3,(BB, = (B —»)(a, - 3,)P) =0

Bu esitlikte B, B,, P, matrislerinin ilgili kosegen formlar1 yerlerine yazilirsa

Bl :(ﬂ1_71)P1 ve Bz :(az _ﬂZ)Pl

bulunur. Bundan boyle diger matris esitlikleri de benzer sekilde B, B,, P,

matrislerinin ilgili kosegen formlar1 yerlerine yazilarak bulunacaktir ve bundan her

seferinde bahsedilmeyecektir.

(i-b) ¢ (B —(4-n)R)+222,(BB, -(4-n)R)=0

Buradan

B, =(8-n)R ve BB,=(8-%)B,
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bulunur.

(i-c) ¢(B-(B-n)P)=0

Bu esitlikten

B, =(f,- )R ve B, =0

olur.

(i-d) ¢ (B~(n-7)R)=0

Buradan

B, =(a,-7)R ve B,=0.

bulunur.

(i-e) ¢, =0 bulunur ve bu da hipotezle celisir. Dolayisiyla bu kesistirmeden bir

sonu¢ elde edilemez.

Cz(az -5 B, - (= 7)), = 5,) P+ Bz]

(. f) 2 _ﬂl o = ﬂl
|-
200, (Ble BBy (-n)Bi-r)e-B)p j o
o —p o —p

Dolayisiyla bu esitlikten

{(0{2 = B,)B +(a,— B)B, =(a, — 1 )(a, — B,)R,
(o, —B)BB, + (B — ), — B,)(B,— (e, —11)R) =0



olur.

(i-g) Hipotezin aksine ¢, =0 bulunur ve geligki elde edilir.

(i-h) ¢, (B, — (= 1)P) +¢,(B, — (o, — 5,)PR) +2a,8,(B,B, — (&, — 11)(a, — 5,)P) =0.

Buradan

Bl :(a1_71)P1 ve Bz =(0€2 _ﬂZ)Pl

matris esitlikleri bulunur.

(i‘k) cl(B1_(a1_71)Pl)+231a2(Ble_(a1_71)82)20

Buradan

B, =(a,—7)R ve BB,=(a,-5,)B,

matris esitlikleri elde edilir.

Cz(az—ﬂz g Bimr)@=5) P1+sz
ﬂ1_a1 ﬁl_al
+2a,a, (BlB2 + (& =), = B,) B — (e =1)(B = 1), = ) Pl] -0

1
B—a Bi—oy

(i-1)

Buradan

(a, = B,)B, + (o, — B)B, = (o, =y, )(, = B,) P, ve
(a, = B)BB, + (B, — ), = B,)(B,—(a, = 1,)R)

37
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matris esitlikleri bulunur.

(i-m) 2aa,(BB,—(a,-5)B)+¢,(B,— (o, - 5,)R)=0

ifadesi elde edilir ve asagidaki matris esitlikleri elde edilir.

B,=(a,—$,)R Ve BB,=(a,—-4)B

(i-n)  2aa,(BB,+(oq — ), —B,)R —(a, - 3,)B, —(a,—7,)B,) =0

Buradan

BB, + (al —]/1)((052 _:Bz)Pl - Bz) = (0!2 _/Bz)Bl

matris esitligi elde edilir.

(i-p) Hipotezin aksine ¢, =0 bulunur ve geliski elde edilir.

(i-r) ZalaZ(BlBZ +(ﬂ1 —7/1)(0(2 _ﬂz)a —(0(2 _ﬂZ)Bl _(ﬂl _71)82) =0

Buradan asagidaki matris esitligi bulunur.

Ble + (ﬂl —]/1)((0(2 _ﬂZ)Pl - Bz) = (0!2 _ﬂz)Bl

Kalan matris esitlikleri ise tamamen benzer sekilde ilerlenerek kolayca bulunur.
Kabalik olmamasi adina bunlara burada yer verilmemektedir. (ii) sikki (a)-(r)
siklartyla ve (iii) sikki (a)-(r) siklariyla kesistirilir. Bu kesistirmede (ii-m), (ii-n), (ii-

r), (iii-e) ve (iii-m) durumlarinda ¢, =0 olmasindan kaynakli, (iii-b), (iii-g) ve (iii-r)

durumlarinda ise S, =y, olmasindan kaynakli ve (iii-k), (iii-n) ve (iii-p)
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durumlarinda «; =y, olmasindan kaynakli ¢eliskiler elde edilmektedir, dolayisiyla

bu durumlarda ¢6ziim mevcut degildir ve bu durumlar elenmektedir.

Bulunan tiim sonuglar, igerdikleri matrislerin kdsegen formlari, katsayr ve matris
esitlikleri de belirtilerek asagidaki tabloda sunulmustur. Tablodaki (i-a), (i-b), (i-c)
stklart Durum 1 ve Durum 3.a’nin sonuglaridir; (i-d), (i-f), (i-h), (i-k), (i-1), (i-m), (i-
n), (i-r) siklar1 Durum 1, Durum 3.a ve Durum 4’iin sonuglaridir; (ii-a), (ii-b), (ii-c),
(iii-a), (iti-c) siklar1 Durum 2 ve Durum 3.a’nin sonuglaridir; (ii-d), (ii-e), (ii-f), (ii-
g), (ii-h), (ii-k), (ii-1), (ii-p), (iii-d), (iii-f), (iii-h), (iii-I) Durum 2, Durum 3.b ve

Durum 4’iin sonuclaridir.
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Tablo 3.1. Teorem 3.5 ve Teorem 3.6’daki durumlarin kesistirilmesi

Esitlik Kosegen Katsay1 Esitlikleri Matris Esitlikleri
Ad1 Formlar
(M,M,)

(i-a) (1©1,000) c(B-r)+c (e, -B) B, =(8-7)P, B, =(a,-B,)F,
+2aa (B -y Ne, - p,)+c =0,
c, =0,

() (190,000 ¢ = (g -7), B = (8 ~7)R. BB, =(5,-7)8,
¢, =-2aa (B -7) ¢c =0,

(i-c) (0®0,0®0) c,=—(B-7) ¢ =0, B =(8-7)P,B =0

(M,M,,Z)

(i) (090,000.1@1) ¢ _g ¢ = ¢ (q7), B —(a )P, B, =0

(i-f) (O@1,080,1 ®0) c,=0, ¢, =—¢(a —7,), (o, - B,)B, +(a, - B)B,
2aa (B -7)a, - B) =(a, =7 )a, - B,)P,
+¢ (a, - B)=c(a —p) (051 —,31)B1B2 +(,31 —71)(052 —ﬂz)B1

(e, =y B -y N, = B,)P =0

(i) (enoeolel ¢ o B =(a,—7)P. B =(a - )P
¢ (e -r)+c (e, -4)
+2aa, (o —y e, - pB,)+c, =0,

() (0®1.0901SN ¢ —0 ¢ =¢(a,-7,) B = (- 7)R, BB, =(a,~ )8,
¢, =-2aa, (a ~-7,),

(i-1) (1©0,0©0,1 ®0) . =—(B-7) (o, - B,)B + (B -a,)B,
2aa (a, -y )a, - B,) =B, —r N, = B,)P,
+C (o —p)=c (B —a), (B, —,)BB, +(a, —7,)(a, - B,)B,
¢ =0, —(B -r e, -y e, - B,)R =0,

(l-m) (I®1,000,1 ®0) CAZOY Clz_zalaz(az_ﬂz)' Bzz(aQ_ﬂz)El
Caz_cz(az_ﬂz)' B1Bz :(az_ﬂz)BN

(i-n) (I®O®IYO®O®OV CA:O’ 01:_2a1a2(az_ﬂ2)‘ B1Bz+(a1_71)(a2_ﬁz)P1

1®1@0)

¢, =2aa,(a -7)a, - p,)

cz = _Zalaz (a1 - }/1)’

—(a, -7,)B, =(a, - 5,)B,
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Esitlik Kosegen Katsay: Esitlikleri Matris Esitlikleri
Adi Formlar
(Ml‘MZ’Z1)
() (1O1S008080 ¢ —0 ¢ =-2aa,(,-4) BB, + (4 ~7)(a, - B)P -B)
|®0®0) C3:2a1a2(/81_71)(a2_ﬂ2)’ :(az_ﬂz)Bl'
Cz :_Zalaz(ﬂ1 _7/1)’
M, M,)
() (eLieh  c-p)re =0 B, = (@, ~7)R: B, =(a,~A).
2a1a2(ﬂl _71)(a2 _'Bz)+cs
+¢ (B -7)=0,
(ii-b) (l@o01@1) (8 -7) B = (e, —7)P,
+2a1a2(ﬁ1 —}/1)(6{2 _ﬂz) = _C3'
285 (8 | BB, + (8 -7 )a, = B,)1-PF)
C. =—-Zaa - ,
2 12 1 7/1 :(ﬂ1_71)P1!
C4 = 2a1a2(/81 —}/1)(a2 _182)’
(ii-c) O®0,1@1) ¢ (a,-pB)+c, =0, B =(a,-7,)P,
c.(B-r)+c,=c(a,-B) B, +(a,-B)PR -1)=0,
(ii-a) — (1e1,190) c.(B-7)+2a3,(8 -7)a,-B) B =(a-7)P,
+C3:0' C2:C4:O' Blez(ﬂl_%)(az_ﬂz)e’
(I”-C) (0630’ I ®O) C3 = _Cl(ﬂl _71)’ Cz = CA = O’ Bl = (ﬂl _}/1)Pl’ Ble :O‘
(Ml‘MQ‘Z1)
(ii-d) @0, 1@1,1®1) ¢,(a,~B)+c, =0, B =(a,-7)P,
¢ (a,—7)+c =c(a,-p) B, +(a, - B,)(P -1)=0,
(ii-e) @01 @1L1®0) ¢ (5 —B)+c, =0, B =(a,-B)P-1), BB =0,
c,=c(a,-p) c =0,
(ii-f) O@l, 1al1,1®0) c, =, (a,-B) (¢, - B)B, - (e, - p)I)

2aa, (B, -y )Na, - )

+c,(@, - B,) =c(a - p)
—2aa,(a, -7 )a, - B)B -7)
=<, (o, =B)B, 1) =¢(a, = B)

=(a, - B)(B -7, -B),
(a, = BB~y e, —7)P
_(a2 _ﬁz)(ﬂi _}/1)81 = (al _ﬂ1)B1Bz'
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Esitlik Kosegen Katsay: Esitlikleri Matris Esitlikleri
Ad1 Formlar
M, M,,Z)
(i-g) (©eleololel, ¢ =0 c =-2aa(f—7) BB, — (/- 7,)B,
1©0e0) ~2a3,(8 - 7,)(@, - B) = (@, = BB, -7 )R- 1),
=c,=-C,
(i) (@LIOLI®N 202 (4 1)@ - A) B — (@ 7P,
+c (a,—7,)+c, =0, B, = (a, - B
c,(a,-p)+c, =0,
(i) O®LIOLI®D ¢ _gaa (@ )@ - f), B — (@ —7)P,
¢, =-2aa(a ~7,) BB, —(a, -7,)B,
2aa, (a, - 7,)a,-p,) =(a, = B )N, =7 ) -1),
+c (e, -7)=-c,
(i) (0TS LIS0) 233 (@, -y)a,-A) (B, ~a)(®, ~ (@, ~B)I)
+C, (o, - B,) =c, (B, —a,), =(a, =B, -7,)F -B),
¢,(a,-B,)+c, =0, (a, = ), =y (B -7,)F -B)

-2aa,(a, - )N, -y )(B -7) =(B-a)BB,
—(a, =B ), —7,)c, =, (B -a,)

(ii-p)  (1©0O0I@I®L ¢ _o ¢ - 2aa(a -7) BB, — (o, —7,)B,
&1 ®0) — _ _ —

~2a2,(a, - 7,)(@, - 4,) ~le = Ao )G -
:Ca :_C4

(Ill-d) (0@0,|@0,|®|) (:3:_(:1(131_}/1)Y C2=CAZO, Blz(a1_7/1)Pl’ BIBZZO:

(@i OOLIS01S0) 234 (4 -7,)(a, - A) (e, - ), = 7)(B,~ 7P ~B)
=c,(@,~A) = (2, -7,)BB,,
2aa,(a, ~7)f, ~7)a, ~B)
=—C3(0!l _ﬂl)l

(ii-h)  (e@n1e01el) ¢ _¢ _q B —(a —7)P,
2aa,(a, ~7,)(a, - 8) BB, = (@, /)@ ~7)P,
+C (e, —y)+c, =0,

@iii-) (1 ®0,1®0,1 ®0) ¢, =c, =0, (a, - B)(a - 7)(B ~7,)P -B)
2a8,(8, ~7)a, - B) = (B, -a)BB,
=c,(@, - A)

2aa,(a, -y )(B, -7 )Na, - B,)
=—, (8 -a),
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Yukaridaki tablo goz Oniline alindiginda ise bazi durumlarin birbirine benzerligi
goriilecektir ve bu nedenle bu durumlar arasinda indisleme yapilirsa teoremin

ifadesindeki siklar elde edilecektir. indisleme yapilan siklar su sekildedir:

(i-a) ile (i-h), (i-b) ile (i-k), (i-c) ile (i-d), (i-n) ile (i-r), (i-f) ile (i-1), (ii-a) ile (ii-h),
(ii-b) ile (ii-k), (ii-c) ile (ii-d), (ii-f) ile (ii-1), (ii-g) ile (ii-p), (iii-a) ile (iii-h), (iii-c) ile
(iii-d), (iii-f) ile (iii-I) siklarinda indisleme yapilmistir. Ayrica (i-m) ve (ii-e)
durumlarinin benzerleri olmadig1 i¢in indisleme yapilmamistir. Tim bu indisleme
sonucunda tablodaki elemanlar diizenlendiginde teoremin ifadesindeki siklar elde

edilmis olur.

(i-a) ile (i-h) siklar1 ele alinirsa, (i-a) sikkimin katsayi esitliklerinde kullanilan f,
katsayis1 (i-h) sikkinda «; olmustur ve diger katsayilar ayni kalmistir. Benzer
bigimde (i-a) sikkinin matris esitlerindeki f, katsayisi (i-h) sikkinda ¢; olmustur ve
kullanilan diger katsay1 ve matrisler ayni kalmistir. Bu sebeple her iki sikta S, ve o,
katsayilari i¢in @, doniisimil ve i =1veya 2 olmak iizere (@, ®,) = (g, f,) seklinde

indisleme yapilmigtir. Boylece bu indisleme sonucunda (i-a) ve (i-h) siklarinin
birlesimi olarak teoremin ifadesindeki (al) sikki elde edilmis olunur. Dolayisiyla (al)
sikkinda yukaridaki doniisiime ait olarak i=1 alinirsa (i-h), i =2 alinirsa (i-a) sikki

elde edilir.

Kalan diger ikili siklarda ayni indisleme yapilirsa Tablo 3.7.’deki tiim ifadeler agikca
elde edilir.
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3.5. Calismanin Sonuc¢larimin Literatiirdeki Baz1 Sonug¢larla Karsilastirilmasi

Calismanin bu kism1 5 asamadan olusmaktadir. ilk asamada [22]’deki Teorem 2,

A ve A, matris g¢iftinin degismeli olmasi durumunda yeniden diizenlenmektedir.

Ayrica [22]’deki Teorem 2.’deki eksik sonuglara da vurgu yapilmaktadir. Sonraki

asamada [8]’deki Teorem 2.2.’deki matris ¢iftinden A, matrisi idempotent alinarak,

teorem degismeli bir tripotent ve bir idempotent matrisin lineer bilesiminin
idempotentligi olarak yeniden diizenlenmistir. Daha sonraki asamada ise yenilenen
bu iki calisma sayesinde bazi tartigmalar diisiinlilerek yeni bir sonu¢ elde
edilmektedir. Dordiincli asamada, bu ¢aligmanin ana sonucunun, elde edilen yeni
sonucu kapsadigi ifade edilmektedir. Son asamada [23]’deki matris ¢iftinin degismeli
olmasi durumunda yeniden diizenlenmektedir ve c¢alismadaki ana sonucun yine

yenilenen bu ¢alismay1 kapsadigi gosterilmektedir.

Yao ve arkadaglari bir idempotent ve bir tripotent matrisin lineer bilesiminin
karakterizasyonu ile ilgili tiim durumlart [22]’deki ¢alismada asagidaki gibi elde

etmislerdir.

Teorem 3.8. A ve A, sirastyla sifirdan farkli kompleks tripotent ve idempotent

matrisler olsun. a,a, €[] olmak iizere A=aA +a,A, lineer bilesim matrisini ele

alalim. Asagidaki durumlar A matrisinin idempotent oldugu tiim durumlan

icermektedir:

(i) AA+AA+aA’~-A=0 ile aell’,a=1; eger a #+1 ise p=q’dur
burada p+q =rankA ’dir;

(i) AA+AA=A L (AT +A) ile 3 =—La,=2:

1
1a2:

(i) AA+AA=A+2A-A"ile a = >

N -

(iv) A1A2+A2A1=—A2+%(A1—Af) ilea, =1a,=2;
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1

(V) AA+AA=ATH2A-A, ile g =2, =.

Onceki teorem A A, = A/A olmas1 durumunda asagidaki sekli alir:

Teorem 3.9. A ve A, swrastyla sifirdan farkli kompleks tripotent ve idempotent
matrisler olsun. a,,a, €[] olmak iizere A=a A +a,A, lineer bilesim matrisi olsun.

AA, = A /A kosulu altinda asagidaki durumlar A matrisinin idempotent oldugu tiim

durumlari icermektedir:

(i) 2AA+aA*-A=0ileae{-11} a,=1;
(ii) 2A1A2:A2+%(A12+A1) ile a =—1a =2
(iii) 2AA =A +2A—-A’ile a =

ya, =

N| -
N |-

(V) 28R =-A -+ (A-A") ile 3, ~La,~2;

(V) 2AA =AT+2A-Ale s =28,

Teorem 3.8.(i)’de a, €[]~ olmasima ragmen, Teorem 3.9.(i)’de a, =-1 veya a =1

olduguna dikkat edelim. Simdi bu durumu ispatlayalim.

A, sifirdan farkli bir idempotent matris oldugundan

—SI 08’1 3.32
A= [0 0] (332

olacak sekilde bir S tersinir matrisi vardir.

A matrisini, A, matrisinin bloklarina uygun olarak
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_g[ K Llge 3.33
A= o (333

bigiminde pargalayalim. (3.32) ve (3.33) ifadeleri AA, = A A sartiyla beraber ele

alindiginda L =0 ve M =0 elde edilir. Dolayisiyla A matrisi
A =S K0 s (3.34)
Lo N '

seklinde elde edilir. A®=A oldugundan K* =K ve N®=N “dir. Diger yandan (i)
sikkindan

2AA +aA’~A =0
oldugu bilinmektedir. Eger (3.32) ve (3.34) ifadeleri bu esitlikte yerlerine yazilirsa

K+aK?=0veaN*-N=0 (3.35)

bulunur. (3.35)’in ilk esitligi a,K ile carpilir ve K°®=K oldugu hesaba katilirsa
a,K*+a’K =0 olur. aK? =—K oldugundan, a°K —K =0 bulunur. Benzer sekilde
(3.35)’in ikinci esitligi aN ile carpihir ve N°®=N oldugu kullanilirsa,
a’N—aN?=0 olur. 3 N*=N oldugundan a°’N—N =0 bulunur. Boylece (3.35)

esitliklerinden
K=a’Kvea’N=N (3.36)

esitlikleri elde edilir.
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A #0 oldugundan, K ve N matrislerinin ikisi ayn1 aynda sifir olamaz. Dolayisiyla

K =0 yada N =0 olmalidir.

Eger K =0 ise, (3.36)'mn ilk kismindan a”=1’dir ve dolayisiyla a =+1 elde
edilir. Benzer bigimde N =0 ise, (3.36) esitliginin ikinci kismindan a,° =1’dir yani
a, ==1 elde edilir. Dolayisiyla her iki durumda da a ==1’dir. a =1 oldugunda

Teorem 3.9.(1) sikki asagidaki esitlige dontistir:

2AA +A*~A =0. (3.37)

a, =1 oldugundan (3.35) esitlikleri

K?=-K ve N*=N (3.38)

esitliklerine doniisiir. (3.38) esitliginden goriilecegi tizere K matrisi bir ters
idempotent matris, N matrisi ise idempotent matristir. (3.32)’deki | matrisi ile
(3.34)’deki K matrisinin degismeli olduguna, benzer bigimde (3.32)’deki 0 matrisi
ile (3.34)’deki N matrisinin degismeli olduguna dikkat edelim. Bu sebeple, bu

matrislerin sadece kdsegen formlar ile calismak yeterlidir.

K matrisinin miimkiin olan tiim kdésegen formlar1 0,—1 veya —1 @0 seklindedir ve
benzer bicimde N matrisinin miimkiin olan tiim kosegen formlar1 0,1 veya |l ©0

seklindedir.

Diger yandan K ve N matrislerinin ikisi birden sifir olamayacagindan K ve N

matris ¢ifti icin miimkiin olan tiim durumlar asagidaki gibidir:

(1) KOOveN[I,
2) KOOveN[(1®0),

3) Ki-=lIveNDDO,
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(4 KO-lveNDOI,

() KO-lveNO(I®0),

6) KO(-1®0)veNO,

(7) KO(-1®0)veNI,

8) KI(-1®0)veN(I®0).

(1)-(8) durumlarinin her biri (3.32), (3.34) ve (3.37) ifadeleriyle birlikte g6z Oniine

alinirsa sirasiyla asagidaki matris esitlikleri bulunur:

1)  A+A=1LA"=A,
(2)  A’=A,AA =0,
B) A'=-A=A,

@) A=l A=Z(-A)

6) A= (AT-A) (3:39)
6) A'=-A=-AA,
(1) -AA=Z(A-A)
®) -AA=(AT-A)

Boylece Teorem 3.9.(i)’deki (a,,a,) =(L,1) durumu i¢in yukaridaki matris esitlikleri

elde edilmis olur.

Simdi &, =—1 durumu ele alinirsa (3.35) esitliklerinden

K>=K veN2=-N (3.40)

elde edilir. (3.40) esitliklerinden agiktir ki K matrisi idempotent matris, N matrisi

ters-idempotent matristir ve A #0 oldugundan K, N matrislerinin ikisi birden sifir

olamaz. Dolayisiyla K ve N matrislerinin miimkiin olabilecek tiim kosegen

formlar1 agagidaki gibidir:



(a)
(b)
(©)
(d)
(€)
()
@)
(h)
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KOOveNDO-—I,
KOOveN[ (-1®0),

KOIveNDO,
KOI'veNO-I,
KOlveND(-1®0),

KO(®0)veNO,
KO (1®0)veND -1,
KO (1®0)veNT (-1 ®0).

(@)-(h) durumlart (3.32), (3.34) ve (3.37) ifadeleriyle beraber ele alinirsa sirasiyla

asagidaki matris esitlikleri elde edilir:

(9)
(M)

A =Z(AT+A) (3.41)

AR =Z(A'+A),

AR =2 (A +A),

Boylece Teorem 3.9.(i)’deki (a,a,)=(-11) durumu i¢in yukaridaki matris

esitlikleri elde edilir.

Dikkat edilmelidir ki (7') sikki ile (8') sikki ayni sonucu igermektedir ve benzer

bicimde (g') sikku ile (h") sikk1 ayn1 sonucu icermektedir.

Simdi Teorem 3.9.(i1) sikkini ele alalim. Eger
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2AA = A2 (A +A) (342)

esitligi 2 ile garpilirsa, 4AA =2A +A’+A elde edilir ve bu esitlik soldan A

matrisi ile garpilirsa, A® = A oldugundan

AN'A, =2AA +A+A’ (3.43)

esitligi elde edilir. Eger (3.43) esitligi A22 = A, bilgisi altinda sagdan A, matrisi ile
carpilirsa 4A°A, =2AA +AA +A’A, yani A’A, = AA, bulunur. (3.32) ve (3.34)
esitlikleri A?A, = A A, ifadesinde yerine koyulursa K® =K bulunur. Diger yandan

(3.32), (3.34) ve (3.42) esitliklerinden, K*=K oldugu da hatirlanarak, K =1 ve
N?=—N oldugu goriiliir.

Boylece

N B R YR (3.44)
A=Slo n)° N '
elde edilir.

N matrisi ters-idempotent oldugundan miimkiin olan tiim kosegen formlari

asagidaki gibi yazilabilir:

i) O
G) -1 (3.45)
k) -1@®0

(3.42) ifadesi (3.32), (3.44) ve (3.45) esitlikleriyle birlikte ele alinirsa sirasiyla

asagidaki matris esitlikleri elde edilir:
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(i) A*=A=A,
() A*=I veAz=%(l+Al), (3.46)

(k) A =Z(AT+A).

Boylece, Teorem 3.9.(ii) sikkindaki matris esitlikleri (i')-(j") esitliklerine boliinmiis

olur.

Simdi Teorem 3.9.(iii)’yi ele alalm. Eger (3.32) ve (3.34) ifadeleri
2AA =A +2A - A° (3.47)

esitligide yazilirsa K> =1 ve N? =2N elde edilir. Diger yandan N matrisi tripotent
oldugundan N®=N ve N?=2N esitliklerinden agiktir ki N =0’dir. Bdylece

=S K os-1 K2=1 3.48
a-s[S Ut o

yazilabilir.

K matrisinin involutifliginden dolayi, bu matrisin miimkiin olan tiim koésegen

formlar1 asagidaki gibidir:

(1 1
(m) -1 (3.49)
(n) 1&-I

Eger (3.47) esitligi (3.32), (3.48) ve (3.49) esitlikleriyle birlikte ele alinirsa agsagidaki

matris esitlikleri elde edilir:
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I A’=A=A,
(m) A®=-A=A, (3.50)
(M) A*=A,

Boylece (3.50) esitligi (3.47) esitliginin boliinmiis halidir.

Simdi Teorem 3.9.(iv) sikkini ele alalim. Eger
1 2
2 =R, + 2 (A= A?) (351)

esitligi 2 ile carpilirsa, 4AA =-2A,+A —A® elde edilir ve elde edilen esitlik
A® = A bilgisi altinda soldan A ile ve benzer sekilde A> = A, bilgisi altinda sagdan

A, ile garpilirsa 4A°A, =—2AA, + A’A, —AA, yani A°A, =—AA, elde edilir.

(3.32) ve (3.34) esitlikleri A*A, =—AA, esitliginde yerlerine yazilirsa K?=-K

bulunur. Diger yandan (3.51) esitligi (3.32), (3.34) ve K?=-K ile birlikte goz

oniine alinirsa K =—1 ve N? =N elde edilir. Dolayisiyla

A=S NN R (3.52)
Slo N)T T '

bulunur.

N matrisi idempotent oldugundan miimkiin olan tiim kodsegen formlar asagidaki

gibidir:

(0) 0O

(P) | (3.53)
(n 1®0
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Eger (3.52) esitliginde, (3.53)’deki (0)-(r) formlar1 yerlerine koyulur ve daha sonra
(3.32) ve (3.51) esitlikleri de g6z Oniine alinirsa, asagidaki matris esitlikleri elde

edilir:
) A’=-A=A,
(P) A*=I VeAz=%(|—Al), (3.54)

, 1
() A =2(A-A).
(3.54) esitligi (3.51) esitliginin boliinmiis halidir.
Son olarak Teorem 3.9.(v) sikkini ele alalim. Eger (3.32) ve (3.34) esitlikleri

2AA =N +2A - A (3.55)

esitliginde yerlerine yazilirsa K? =1 ve N?=-2N elde edilir. N*=N oldugundan

N?=-2N ifadesinden N =0 olarak bulunur. K involutif matris oldugundan

miimkiin olan tiim kdsegen formlari asagidaki gibidir:

s) I,
®» -1, (3.56)
u) 1®-I.

N =0 oldugundan, (3.34) esitliginden

=S K Os—1 K2=1 3.57
a-s[S Sst e os7

esitlikleri yazilabilir.
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(3.56) esitlikleri ilk olarak (3.57) esitlikleriyle birlikte g6z oniine alinir ve daha sonra

(3.32) ve (3.55) esitlikleri de hesaba katilirsa asagidaki matris esitlikleri bulunur:

() A'=A=A,
t) A'=-A=A,
) A=A,

Dolayisiyla (3.58) esitlikleri (3.55) esitliginin boliinmiis halidir.

(3.58)

Asagida, (3.32), (3.34), (3.46), (3.50), (3.54) ve (3.58)’deki matris esitliklerini ve

bunlarla iliskili katsay: esitliklerini igeren 6zetleyici bir tablo verilmektedir.

Tablo 3.2. Teorem 3.9’un siklarinin pargalanmus halleri

(@.a) (L1 (-11) (-12) (L2) (1 1)
1 9, —,—|veya
2 2
22
Ath=l TATA = A=A=A,  A=-A=A, A =A=A,
A12: 1! A :_Al’
A" =A, A’ =-A, A= A’ =1, A"=A=A,
AA =0 AA =
C z:_(I+A1)’ z:_(I_Al)‘
ASATA ASASA L Az A=cioa) ATA
=
2 :
= A =1 =1,
%
o A =—(1-A), A=—(1+A),
g
<
= ASSW AL A=C(ATHA)
AT=-A AT=A=AA,
__AlAz’
-AA AA =
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Bu tablo, [22]’deki Teorem 2.’nin AA, = A/A olmast durumundaki sonuglarinin

detayli bir incelemesini sunar.

Tablo 3.2.’de, dolayisiyla [22]’deki Teorem 2.’de tarafimizca farkedilmis olan bazi
eksik sonuglar mevcuttur. Simdi, eksik sonuglarin ilkini gorebilmek igin [8]’deki

Teorem 2.2.’yi goz Oniine alalim.

Ozdemir ve arkadaslari [9] galismasmin Teorem 2.2.’sinde A #+A, olmak sartiyla
sifirdan farkli ve degismeli A, A, tripotent matrislerinin lineer bilesiminin

idempotentliginin gerek ve yeter sartlarin1 ortaya koymuslardir. Diger yandan
biliyoruz ki her idempotent matris ayn1 zamanda bir tripotent matristir. Dolayisiyla

[9’un  Teorem 2.2.’sinde A=A, olarak alinirsa asagidaki teorem elde edilir.

Boylece elde edilen teorem sifirdan farkli ve degismeli bir idempotent ve bir

tripotent matrisin lineer bilesiminin idempotentligine doniismiis olur.

Teorem 3.10. A, A €[l | matrisleri sirasiyla bir tripotent matris ve bir idempotent
matris olsun. a,a, €[l” olmak iizere AA, =AA veA #+A, sartlariyla beraber

A=aA +a,A, lineer bilesiminin idempotent olmasi igin gerek ve yeter sart

asagidaki ifadelerden birinin saglanmasidir.

@ (%a»a{[%é}(—%éj} ve AZ=A,

) (3a)=(L-Dve Z(A+A)+A+AA =0,
© (@a)-hve Z(A-AT)= Ak,

@ (aa)=(1Dve 2(AT+A)=AA,
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©  (@a)=@-Dve ~(AT-A)+A-AA =0,
M (a.3,)=012) veA, :%(Af_Ai)

© @a)=(12)ven=2(A"+A)

[9]°daki Teorem 2.2.°de A=A, durumu dikkate alinirsa bazi giklarda A =+A,
veya A =0veyaA =0 secklinde g¢eliskiler ortaya c¢ikmaktadir. Dolayisiyla

yukaridaki teoremde ¢eliskiden kaynaklanan durumlar gériinmemektedir.

Teorem 3.10.’un (a) sikki, Tablo 3.2.’deki 4. ve 6. siitunlarin kapali halidir. Fakat,

Teorem 3.10.’un A #=+A, kosulu geregince Tablo 3.2.’deki 4. ve 6. siitunlarin 1. ve

2. satirlar1 Teorem 3.10.’da ihmal edilmektedir. Yine Teorem 3.10.’un (c), (d), (f),
(g) siklar1 ve Tablo 3.2.’nin swrastyla 1., 2., 5., 3. siitunlar1 arasinda da yukaridakine

benzer bir iliski mevcuttur.

Dikkat edilirse Tablo 3.2.de Teorem 3.10.’daki (b) ve (e) siklar1 gériinmemektedir.

Dolayisiyla [22]’deki Teorem 2.”de bazi eksik sonuglar mevcuttur.

Simdi, Teorem 3.10.’daki (b) sikkini ele alahm. A ve A, matrisleri sirasiyla (3.34)

ve (3.32)’deki gibi yazilabilir. Diger yandan
1
S(AT+A)+ A +AA =0 (359)

oldugundan AA, =AA sarti altinda (3.59)’dan AA, =—A°A, elde edilir. Eger
(3.32) ve (3.34) esitlikleri AA, =—A?A, esitliginde yerlerine yazilirsa K?=-K

elde edilir. Ayrica (3.59) esitligi (3.32), (3.34) ve K? =—K esitlikleri ile birlikte goz

oniine alinirsa K =—1 ve N? =—N bulunur. Dolayistyla
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1 0)_
A1=S[ jS L, N?=-N (3.60)

olur.

N matrisi bir involutif matris ve A # +A, oldugundan N matrisinin miimkiin olan

tiim kosegen formlari asagidaki gibidir:

w) -1

x) -1@0 (3.61)

(3.61) ifadesi (3.60) ifadesiyle birlikte géz oniine alinir ve daha sonra (3.32) ve
(3.59) esitlikleri kullanilirsa asagidaki matris esitlikleri elde edilir:

W) Azz - (3.62)
X) A" =-AVeAA =-A,.

Benzer sekilde Teorem 3.10.(e) sikkini ele alalim.

S(AT-A)+ A - AA =0 (363)

oldugundan AA, = A A sarti altinda (3.63)’den A’A, =AA esitligi elde edilir.
(3.32), (3.34) ve A’A, =AA esitlikleri goz 6niine alinirsa K? =K bulunur. Eger

(3.63) ifadesi (3.32), (3.34) ve K?*=K esitlikleri ile birlikte goz 6niine alinirsa

K =1 ve N*=N olur ve dolayistyla

| 0)ey 2
A=S(O st , N*=N (3.64)

elde edilir.
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N matrisi idempotent matris ve A #+A, oldugundan, N matrisinin miimkiin olan

tiim kosegen formlar1 asagidaki gibidir:

@ |

@ 160 (3.65)

(3.65), (3.64) ile birlikte gbz Oniine alinir ve daha sonra (3.32) ve (3.63) esitlikleri

kullanilirsa asagidaki matris esitlikleri elde edilir:

@) A=l

: (3.66)
@) A=A VeAA =A

Sonug olarak (3.62) ve (3.66) ifadeleri Teorem 3.10.’un (b) ve (e) siklarinin

boliinmiis halleridir.

Farkina varilirsa, [9]’daki Teorem 2.2.°de A #=*A, olmasma ragmen [22] deki
Teorem 2.°de A #=xA, kosulu yoktu. Dolayisiyla, [22]’deki Teorem 2’nin
AA =AA kosulu altinda doniistiiriildiigii Teorem 3.9.°da, A #+A, kosulu

koyulmadi. A = A, veya A =—A, olsaydi durum ne olurdu?

A=A ise

(aA+a,A,) =aA +ahA, (3.67)

olacak sekildeki a, ve a,’yi irdeleyelim.
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A=A, oldugundan (3.67) esitliginden ((a +a,)A) =(a +a,)A olup, A
idempotent  oldugundan (a3, +a,)°A =(a,+a,)A bulunur.  Buradan

(a,+a,)(a,+a,—1)A =0 olup, A #0 oldugundan
a+a,=0veyaq +a,=1 (3.68)

elde edilir.

A=-A ise, (367)den ((a,-a)A) =(a,—a)A, olup, A, idempotent

oldugundan (a,—a)*A, =(a,—a,)A, ve dolayisiyla (a,—a,)(a, —a, —1)A, =0 olur.
A, #0 oldugundan

a,-a, =0veyaa,—a =1 (3.69)

elde edilir. Fakat [22]’deki Teorem 2.’den doniistiiriilen Teorem 3.9.’da A #tA,

kosulu olmamasina ragmen, (3.68) ve (3.69) sonuglart Teorem 3.9.’da

gorinmemektedir.

Eger Tablo 5; (3.62), (3.66), (3.68) ve (3.69) esitlikleri ile birlikte gbz oniine alinirsa,

asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.11. A, A €l | matrisleri sirasiyla bir tripotent ve bir idempotent matris

olmak iizere AA, =AA kosulu altinda a,a, e[]” olacak sekilde A=aA +a,A,

lineer bilesim matrisini ele alalim. A matrisinin idempotent matris olmasi i¢in gerek

ve yeter sart asagidaki durumlardan herhangi birinin saglanmasidir:

(@ (a,a,)=(1) ve asagidaki matris esitliklerinden herhangi biri:
(a1) A—I—A2=|,A12=A&,
(@2) A=A, AA =0,



(a3)

(a4)
(as)

(a6)

(b)
(b1)
(b2)

(b3)

(b4)
(b5)

(b6)

(©)
(c1)
(c2)

(d)
(d1)
(d2)

(€)

(e1)
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A=Z(A-A),
AP=—A =-AA,
~AA=Z(A-A),

(a,8,) =(-11) ve asagidaki matris esitliklerinden herhangi biri:
~A+A=1veA =-A,
A’ =-A, AA =0,

AP=1 A =2 (14A).
A=2(A+A),
AT=A=AA,

Af =~ (AT+A),

(a,a,) =(-1,-1) ve asagidaki matris esitliklerinden herhangi biri:
A=,
AP =-A, A’ =-A,

(a,a,) =(L,—-1) ve asagidaki matris esitliklerinden herhangi biri:
A=1,
AP =A, A=A,

(a,3,) =(-1,2) ve asagidaki matris esitliklerinden herhangi biri:

AZ=1, AZ:%(I+A),
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€ A=Z(AT+A).

(f (a,a,)=(2) ve asagidaki matris esitliklerinden herhangi biri:
1
() A*=1, A=(1-A),

@) A=2(A-A)

(@) (aia){@%j[—%j} ve AT= A,

() a+a,=0veyaa +a, =L A=A,
& -8 =0veyaa —a,=-1 A=-A,.

Not edelim ki, Tablo 3.2.°nin her siitununda A = A, veya A =—A, olacak sekilde

matris esitlikleri mevcuttu. Fakat bu esitlikler zaten Teorem 3.11.’in (h) sikkinin 6zel
durumlart oldugundan, Tablo 3.2.°deki veriler Teorem 3.11. ¢ tasinirken, (h)

sikkindan 6nceki siklardaki bu tip matris esitlikleri silindi.

Baksalary ve arkadaslar1 [23]’deki ¢alismanin Teorem 1.’inde bir esas tripotent ve
bir idempotent matrisin lineer bilesiminin idempotentligi ile ilgili tim durumlart

vermislerdir.

Simdi, sdz konusu teoremdeki matris ¢iftini degismeli olarak alalim. Eger A matrisi
esas tripotent matris ise, A =B, —B, olacak sekilde sifirdan farkli ayrik B, ve B,

idempotent matrisleri mevcuttur.

A, matrisi idempotent matris ve AA, = A/A olsun. B, ve B, matrislerinin sirasiyla
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B=2(A*+A) veB, = (A7~ A) (3.70)

olarak yazilabildigi bilinmektedir. Dolayistyla, AA, =AA sartt AB =BA, ve
AB, =B,A, esitliklerine denktir. Buradan hareketle A A, = A/A durumunda sadece

[23]’deki Teorem 1.’in (a) sikki ele alinacaktir. Teorem 1.(a), (3.70) esitliklerine

gore A ve A, matrislerine gore ifade edilirse asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.12. AA, =AA olmak iizere A matrisi bir esas tripotent ve A, matrisi
bir idempotent matris olsun. a A +a,A, lineer bilesiminin idempotent olmasi i¢in

gerek ve yeter sart agagidaki durumlardan herhangi birinin saglanmasidir:

() (@a)-0hveAr =2(A-A")
(i) (32) =02 veA = —(AT-A)
(i) (32) = (-10) ve AR, = (A +A?)

(V) (@a)=(12)ver =2(A+A7)
11)( 11 ,
(v) (%%)6{(5,5),(—5,5} ve A =A%

Teorem 3.12.°nin (i) ve (iii) durumlart sirastyla Teorem 3.11.’deki (a6) ve (b6)
durumlarma karsilik gelir. Dikkat edilmelidir ki (a3) ve (a4) durumlar1 (a6)

durumunun o6zel halleridir. Ayrica (a) sikkinin kalan durumlarinda A matrisi

idempotent veya ters-idempotent matristir yani esas tripotent matris degildir.

Benzer sekilde Teorem 3.11.°deki (b3) ve (b4) durumlart (b6) durumunun &zel

halleridir. Ayrica (b) sikkinin kalan durumlarinda A matrisi idempotent veya ters-

idempotent matristir yani esas tripotent degildir.
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Diger yandan Teorem 3.12.’deki (ii) ve (iv) siklar1 sirasiyla Teorem 3.11.’deki (f2)
ve (e2) siklarina karsilik gelir. Dikkat edilmelidir ki, (f1) ve (el) siklar1 sirasiyla (f2)
ve (e2) siklarmin 6zel halleridir. Teorem 3.12.’deki (v) durumu Teorem 3.11.’in (Q)

durumuna karsilik gelir.

Not edelim ki, Teorem 3.11.”in (h) sikkinda A ==+A, oldugundan (yani A tripotent

matrisi 6zel olarak idempotent veya ters-idempotent oldugundan), Teorem 3.12.°de

bu sikka karsilik bir sonug yoktur ¢iinkii Teorem 3.12.°deki A tripotent matrisi esas

tripotenttir. Dolayisiyla Teorem 3.11. ve Teorem 3.12. birbiriyle uyumludur.

o # B, o #y,, B, #, olmak iizere bir A #0 {e, B, 7, }—kibik matrisi,

(o, B 1) €4(1,0,-1),(1,-1,0),(0,1,-1),(0,-11),(-11,0),(-1,0,1)} (3.71)

oldugunda bir tripotent matrise; «a,# f, olmak lizere bir A, #0

{a,, B,} —kuadratik matrisi,

(0(2,,82)6{(1,0),(0,1)} (372)

oldugunda bir idempotent matrise doniisiir.

Ote yandan biliyoruz ki, & # f3,, o4 #7,, B, # 7, olmak iizere bir A kiibik matrisi,
B, matrisi P, matrisine gore bir genellestirilmis {e; —7,, B, — 7, } —kuadratik matris

olmak tlizere

A =B +y, (3.73)

seklinde yazilabilir. Genellestirilmis kuadratik matrisin tanimina gore de
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(B,—(,—7)R)(B.~(A-%n)R)=0, BR=RB =B (3.74)

dir. (3.74)’lin ilk esitliginde gerekli matris islemleri yapilir ve o, # 7, B, # y, oldugu

dikkate alinirsa, P = L [Blz—(al+,81—27/1)81] bulunur. Bu son

(n—a)(B.—n)
esitlikte (3.73) esitligi kullanilirsa,

1 2
R= i) (B—7) [(Al -n) —(a+B.-2n)(A-nl )} (3.75)

elde edilir.

Dolayisiyla Teorem 3.7.°de «y, B, 14, @, 5, Skalerleri (3.71) ve (3.72)’deki gibi, P,

matrisi de (3.75)’deki gibi alinir ve

(s, ) €{(1,0),(0,)} (3.76)

almirsa Teorem 3.11. ve Teorem 3.12.°deki tiim sonuglar elde edilir. Bdylece

Teorem 3.7., literatiirdeki pek ¢cok sonucu kapsayici niteliktedir.

Ayrica (@, 3,) €{(L,-1),(-11)} ve o, B,y skalerleri (3.71)’deki gibi, «,f;
skalerleri de (3.76)’daki gibi alinirsa, bir tripotent ve bir involutif matrisin lineer
bilesiminin idempotentligi; o, 5,7, Skalerleri (3.71)’deki gibi, «,,f, skalerleri
(3.72)deki gibi, (e, /f;) e{(l, —1),(—1,1)} alinirsa, bir tripotent ve bir idempotent

matrisin lineer bilesiminin involutifligi gibi farkli ve yeni bircok karakterizasyon

elde edilebilir.



BOLUM 4. TARTISMA VE ONERILER

Birinci boliimde, oncelikle 6zel tipli matrislerle ilgili olarak ele alinacak problemin
icerigine ve Onemine vurgu yapilmistir. Sonra ilgili literatlir arastirmasinin kisa bir
ozeti verilmistir. Ikinci bolimde, temel tanim, kavram ve bazi temel teoremler

ispatsiz olarak verilmistir.

Uciincii boliimde, ¢alismanin esas amaci olan degismeli bir kiibik ve bir kuadratik
matrisin lineer bilesiminin kuadratikliginin karakterizasyonu problemi ele
alinmistir. Elde edilen sonuglardan literatiirde var olan bir c¢ok sonucun

tiretilebilecegi goriilmiistiir.

Ele alinan problemde A matrisi o, =5, o=y, B =y ve o(A)={a,B.n}
olacak sekilde kiibik ve A, matrisi a, # 8, ve o(A)={a,,p,} olacak sekilde
kuadratik matris matristir. Bu nedenle eger, A matrisi tripotent matris ve A, matrisi

idempotent veya involutif matris oldugunda A ve A, matrisleri ¢aligmada ele alinan

esas problemin kosullarini saglar.

Literatirde A matrisi tripotent matris hatta genellestirilmis kuadratik matris ve A,

matrisi idempotent veya involutif matris olmak tizere

A=a A +a,A

lineer bilesim matrisinin idempotentligi veya involutifligi ile ilgili bir¢ok sonug
mevcuttur. Bu nedenle bu calismada elde edilen sonuglardan literatiirdeki bu tiir

caligmalardaki ayn1 kosullar altindakilerini ilgilendiren sonuglar tiiretilebilir.
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Ancak dikkat etmek gerekir ki bizim ele aldigimiz problemdeki kosullar ile
literatlirde ele alinan problemlerdeki kosullar birbirinden farklidir. Boyle olmakla
beraber literatiide ele alinan problemlerdeki kosullar bu caligmada ele alinan
kosullara kisitlandiginda ortaya ¢ikacak 6zel matris siniflar1 bu ¢alismada ele alinan
matris siniflar1 tarafindan kapsanmaktadir. Bu bakis agisiyla bu ¢alismada elde edilen

sonugclar literatiirdeki sonuglarin bir genellestirilmesidir.

Sonug olarak, A’deki o, =8, oy #y,, B #y, ve A ’deki a,# f, kosullarinin
tamami veya bir kismi kaldirilarak ele alinan problem tekrar ¢alisilabilir ve sonuglar
daha da genellestirilebilir. Hatta literatiirdeki baz1 6zel tipli alt sinif matrisleri i¢in ele
alan problemlerde oldugu gibi degismelilik kosulu da kaldirilarak yine problem

tekrar ele alinabilir. Bu durumda ayrik sonuglarin elde edilebilecegi ongoriilmektedir.

Calismada elde edilmis ve yukarida belirtilen durumlarda elde edilebilecek sonuglar
teorik acidan Onemlidir. Biitiin bunlarin reel problemlere uygulanabilirligi ve

uygulamasi ise ayrica arastirmaya degerdir.
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