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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

| A| : A matrisinin determinanti
[AB] : AB dogru pargasi
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OZET

Anahtar kelimeler: Fibonacci sayilari, Lucas sayilari, altin oran, matris

Bu c¢alismada, Fibonacci sayilari, Lucas sayilari ve altin oranin, matrislerle olan
iliskisi incelenmistir.

Ik béliimde, ¢alismanin konusunun 6nemi hakkinda kisaca bazi bilgiler verilmekte
ve ¢alismanin ilerleyen boliimlerinde kullanilacak olan ispat yontemleri, matrisler ve
denklem sistemleri ile ilgili bazi temel kavramlar verilmektedir.

Calismanin ikinci boliimiinde, Fibonacci sayilari, Lucas sayilar1 ve altin oranla ilgili
temel kavram ve teoremler verilmistir. Yine bu kavramlarin matrislerle iligkisi ile
ilgili olarak, oncelikle Q ve R matrislerinden, daha sonra iligkili diger matrislerden

bahsedilecektir.

Calismanin ticiincii boliimiinde, Q ve R matrislerinin lineer bilesimleri incelenerek,
literatiir taramasinda rastlanmayan bazi Gzellikler ile literatiirde mevcut olan bazi
ozelliklerin farkli ispatlar1 iizerinde durulacaktir. Dordiincti bolimde ise, kuvvetleri
Fibonacci ve Lucas sayilari ile iligkili olan, 3x3 boyutlu matrislerin elde edilmesi ile
ilgili bir yontem gelistirilerek, bu yontemle bazi 6zel matrisler elde edilecektir.

Calismanin son boliimiinde, calisma ile ilgili bazi tartisma ve Onerilere yer
verilecektir.



ON THE LINEAR COMBINATIONS OF MATRICES
ASSOCIATED WITH FIBONACCI AND LUCAS NUMBERS

SUMMARY

Keywords: Fibonacci numbers, Lucas numbers, golden ratio, matrices

In this study, the relationship between Fibonacci numbers, Lucas numbers and
golden ratio with matrices has been examined.

In the first chapter, a brief information about the importance of the study and some
basic concepts about proof methods, matrices and equation system which will be
used later in the study were given.

In the second chapter, basic concepts and theorems about Fibonacci numbers, Lucas
numbers and golden ratio are given. Regarding the relation of these concepts to the
matrices, first of all the matrices Q and R will be mentioned later in relation to the

other matrices.

In the third chapter, different proofs of some features present in the literature will be
discoursed together with some features not found in the literature by examining the
linear combinations of the matrices Q and R. In the fourth chapter, some special
matrices will be obtained by developing a method for obtaining 3x3 dimensional
matrices, whose powers are related to Fibonacci and Lucas numbers.

In the last part of the study, some arguments and suggestions about study will be
given.

Vi



BOLUM 1. ON BILGILER

1.1. Giris

Fibonacci sayilari, yaygin kullanim alanlarma sahiptir ve matematigin onemli
konularindan birisidir. Bu alanda yapilmis bir¢ok farkli ¢alisma mevcuttur. Fibonacci
sayilarinin ve yine Fibonacci sayilari ile iligkili olan altin oranin, dogada ve sanatta
farkli 6rnekleri goriilmektedir. Bunun yaninda matematiksel bir dizi olarak Fibonacci
dizisinin terimleri ile iligkili olarak bir¢ok 6zellik mevcuttur. Giiniimiizde bu

alandaki ¢aligmalara devam edilmektedir ve yeni 6zellikler ortaya konulmaktadir.

Bu calismada, oncelikle Fibonacci sayilari, Lucas Sayilari ve altin oranla ilgili temel
ozellikler verilecektir. Daha sonra Fibonacci Sayilari, Lucas Sayilar1 ve altin oranin
matris temsillerinden bahsedilecektir. Bu temsillerden yola ¢ikilarak bazi temel
problemler ele alinacak ve bu problemler ¢oziilerek Fibonacci ve Lucas sayilarina
iliskin bir¢ok 06zdeslik ortaya konulacaktir. Bu 6zdesliklerin bir kismi literatiirde

mevcut olmasina ragmen farkl bir sekilde elde edilisleri sunulmus olacaktir.

1.2. Matematiksel Tiimevarim

Bilimsel aragtirmalarda tlimevarim ve tiimdengelim kavramlari birbirini tamamlayan
kavramlardir. Genelden Ozele ulasma tiimdengelim ve Ozelden genele ulagma

tiimevarim olarak nitelendirilir. Simdi tiimevarim kavrami iizerinde kisaca

durulacaktir.

Tamm 1.1. (Birinci Tiimevarim filkesi) neN" olmak iizere, P(n) bir 6nerme

olsun ve asagidaki iki sart saglansin:

(i) P(2) dogru olsun.



(ii) Her k e N* i¢in P(k) dogru iken P(k +1) de dogru olsun.

Bu iki sart saglandiginda, P(n) her ne N* igin dogrudur [1].

Tamm 1.2. (ikinci Tiimevarim Ilkesi) ne N* olmak iizere P(n) bir 6nerme olsun

ve asagidaki iki sart saglansin:

(i) P(2) dogrudur.
(ii) Her k e N* i¢in P(1), P(2),..., P(k) dogruiken P(k+1) de dogrudur.

Bu iki sart saglandiginda, P(n) 6nermesi her ne N* i¢in dogrudur [1].

1.3. Matris Cebiri ile Tlgili Baza Kavram ve Ozellikler

Bu kisimda vektor ve matrisler ile iliskili baz1 kavramlar ve ispatsiz olarak bazi

ozellikler verilecektir.

Tamm 1.3. R" {izerinde taniml bir vektor, v =(V,,V,,...,v,) seklindedir [2].

Tamm 1.4. R" iizerinde tanimh V= (V,,V,,...,V,) Ve W= (W, W,,...,W, ) birer vektor

ve k bir skaler olmak tizere;

V+W=(V,+W, V, +W,,...,V, + W,)

kv = (kv,, kv,,...,kv.)

seklindedir [2].

Tamm 1.5. k;’ler skalerler ve v, ’ler vektorler olmak iizere; KV, +K,v, +...+K.v,

seklindeki yazilisa, v; vektorlerinin bir lineer bilesimi denir [2].



Tanim 1.6. Kk ’ler skalerler ve v, ’ler vektorler olmak tizere,
kv, +K,v, +...+Kkv, =0

esitligi ancak k =k, =...=k, =0 olmasi ile gerceklesiyorsa, v, vektorlerine lineer

bagimsizdir denir. Aksi halde bu vektorlere lineer bagimlidir denir [2].

Tamim 1.7. Skalerlerin dikdortgensel bir diizenlemesine bir matris denir. Bir matrisin

genel bi¢cimi, genel olarak,

8 A, . Ay,
d,; Ay ... Gy,

a a a

ml m2 *** mn

seklinde gosterilir. m satir ve n siitundan olusan bir A matrisine, mxn boyutludur

denir. A matrisi kisaca A=(a;) seklinde gosterilir. Burada a; elemam A

matrisinin i. satir ve . siitun elemanidir [3].

Matrisler genellikle skalerlerin bulundugu cisim ile anilir. Ornegin matrisin
elemanlar1 reel ise reel matris, kompleks ise kompleks matris gibi. Bu ¢alisma

boyunca matris denildiginde reel matris anlagilacaktir.

Tammm 1.8. A ve B aynm boyutlu iki matris olsun. A ve B matrislerinin tiim
elemanlar1 karsilikli olarak ayni ise bu matrislere esit matrisler denir ve A=B

seklinde gosterilir [3].

Tamm 1.9. A ve B ayni boyutlu iki matris olsun. A ve B matrislerinin toplami

A+B ile gosterilir. Iki matris toplanirken ij. elemanlari karsilikli olarak toplanir.

A=(a;) ve B=(b;) olmak iizere, A+B=(a; +b;) seklindedir [3].



Tamm 1.10. Bir A matrisinin bir k skaleri ile garpim1 kA seklinde gosterilir. Matris

bir skalerle carpilirken tiim elemanlari bu skalerle ¢arpilir. A=(g;) olmak iizere,

kA=(ka,) seklindedir [3].

Tamm 1.11. A matrisi mxn boyutlu ve B matrisi nx p boyutlu matrisler olsun.
A ve B matrislerinin ¢arpilmasiyla olusan AB matrisi mx p boyutludur. AB

matrisinin ij. elemant,

in™nj

n
> aby =ab; +a,b, +..+a,b
k=1

seklindedir [3].

Tamm 1.12. A, mxn boyutlu bir matris olsun. A matrisinin satir ve siitunlarinin

yerlerinin degistirilmesiyle elde edilen nxm boyutlu matrise A matrisinin transpozu

denirve AT ile gosterilir [2].

Tammm 1.13. A matrisi nxn boyutlu ise A matrisine kare matris denir. Kare
matrisin sol {iist kosesinden, sag alt kosesine kadar olan elemanlarina kdsegen

elemanlart denir [3].

Tamim 1.14. A bir kare matris olmak lizere A matrisinin kosegen elemanlarinin

toplamima A matrisinin izi denir ve iz(A) ile gosterilir [3].

Tammm 1.15. A kare matrisinin kosegen elemanlar1 disindaki tiim elemanlar1 0 ise

A matrisine kdsegen matris denir. Kdsegen matris



seklindedir [3].
d 0..0 d 0.. 0
0 .. 0 ‘o : :
Teorem 1.16. D=| . * " _ | olmak iizere, D* = 0 d_2 0 seklindedir [2].
0 0..d, 0 0..df

Tamm 1.17. Kdsegen elemanlariin hepsi 1 olan kdsegen matrise birim matris denir

ve bu matris I ile gosterilir [3].

Tamm 1.18. Bir A kare matrisi igin AB =BA=1 olacak sekilde bir B matrisi varsa
B matrisine A matrisinin tersi denir ve B=A" ile gosterilir. A matrisinin tersi

varsa A matrisine tersinirdir denir [3].

Tanmm 1.19. A kiimesinin elemanlarinin her bir siralanéisina A kiimesinin bir
permiitasyonu denir. A kiimesinin n tane elemani varsa tiim permiitasyonlarinin

sayist n! seklinde bulunur. [4].

Tamm 1.20. A kiimesi n elemanli bir kiime ve iji,..i, de A kiimesinin bir
permiitasyonu olsun. Bu permiitasyonda bir I tamsayisi kendisinden daha kiigiik

olan bir i, tamsayisindan 6nce geliyorsa, iji,...i, permiitasyonunda bir inversiyon

n
vardir denir. Bir permiitasyondaki toplam inversiyon sayisi tekse buna tek

permiitasyon, ¢iftse buna ¢ift permiitasyon denir [4].

Tamm 1.21. 1,2,...,n i¢in bir permiitasyon p olsun. Bu permiitasyonun isareti € ile

gosterilir. p ciftise e, =+1 ve p tekise e, =—1 dir [4].

Tanmm 1.22. A, nxn boyutlu kare matrisinin determinanti |A| ile gosterilir.

1,2,...,n’in tiim permiitasyonlar1 p = (i,,i,,...,1,) seklinde olmak iizere,



|A| = ZepaillaiZZ"'ainn
p

seklindedir [4].

Teorem 1.23. A=(a11 aﬁ] matrisinin determinanti |A| =a,,a,, —a,,8,, seklindedir
aZl a22

[2].
a; 8, &

Teorem 1.24. A=|a, a,, &, | matrisinin determinanti
8 8y 8y

|A| = auazzass + a12a23a3l + a13a21a32 - a13a22a31 - a12a213-33 - a11a23a32
seklindedir [2].

Teorem 1.25. A ve B ayni boyutlu kare matrisler olsun. Bu durumda |AB| :|A||B|

esitligi vardir [2].

Teorem 1.26. A, nxn boyutlu kare matris olsun. Her pozitif k sayisi igin

‘Ak‘ = |A|k esitligi vardir [3].

Tammm 1.27. A, nxn boyutlu kare matris olsun. A matrisinin i. satir ve j.

siitununun silinmesiyle elde edilen alt matris M, olsun. |M;| determinantina, a;

elemanmin mindrd denir. A = (™!

Mij‘ ifadesine ise a; elemaninin kofaktoru

denir [2].

Teorem 1.28. A, nxn boyutlu kare matris olsun. A matrisinin determinanti

i=12,...,n igin,



n

|A| :ZaijAj = A +a,A, +. A,
i

ve j=12,...,n i¢in,

|A|=leaijA,- =a A ey A o FagA

dir. Tk yazilisa determinantin i. satira gére agilimi ve ikinci yazilisa determinantin

J. stitun ag¢ilimi1 denir [3].
0 d,..0|.
Teorem1.29. D=| . ? "  |ise |D|=d,d,..d, olur [3].

Teorem 1.30. A, nxn matrisinin tersinin mevcut olmas i¢in gerek ve yeter kosul

|A| # 0 olmasidir [3].

1,

|A| dir [2].

Teorem 1.31. A tersinir bir matris olsun. Bu durumda, ‘A‘l‘ -

Tamm 1.32. A, nxn boyutlu kare matris olsun. A matrisinin, a; elemaninin
yerine, A, kofaktorinii yazarak elde edilen matrisin transpozuna, A matrisinin
adjoint matrisi denir ve adj(A) ile gosterilir [2].

1

Teorem 1.33. A, nxn boyutlu tersinir kare matris olsun. A™ = madj(A) “dir [3].

Tanmm 1.34. X, X,, ..., X, bilinmeyenler olmak lizere, aX +a,X,+...+a,X, =b

seklindeki denkleme n bilinmeyenli lineer denklem denir. Burada, b ve hepsi birden



sifir olmayan a,,a,,...,a, katsayilart sabitlerdir [2].

Tamm 1.35. X, X,, ..., X, bilinmeyenler olmak {izere;

ag X, +apX, ..+, X, = bl
A, % +a,X, +...+a,, X, =b,

n

a X +a.,X,+...+a,X, =b

seklindeki sonlu tane lineer denklemden olusan sisteme, n bilinmeyenli ve m
denklemli bir lineer denklem sistemi denir. n=m ise bu sisteme kare lineer sistem
denir [2].

Bundan bdyle bir lineer denklem sistemi kisaca lineer sistem veya sistem diye ifade

edilecektir. Lineer denklem sistemi,

a; A, A, (X% by
a‘21 a‘22 aZn X2 b2

a X b

mn n n

a a

ml m2 **°

seklinde gosterilebilir. Bu sistem AX =B seklinde yazilabilir. Burada, A=(g;),

X b,

X =|"?| ve B=| ?| matrislerine sirastyla katsayilar, bilinmeyenler ve sabitler

X b

n n
matrisi denir. X ve B ’nin her ikisinin de siitun vektorii olmasi durumunda, bunlarin

yerine genellikle sirasiyla x ve b yazilir ve sistem Ax =b ile gosterilir [2].

Teorem 1.36. (Cramer Metodu) Ax=b, n bilinmeyenli n denklemden olusan

lineer denklem sistemi olsun. A=(g;) katsayilar matrisi olmak tizere,

A= 0 ise bu

sistemin tek ¢6ziimii vardir ve bu ¢6ziim;



Al _IA A

Xl:W' X2 :|T,..., Xn:W

ile belirlenir. Burada A matrisleri (i=1,2,...,n), A matrisinin i.siitunu silinerek

yerine b siitununun yazilmasiyla elde edilen matrislerdir [2].

Tammm 1.37. A bir nxn matris olsun. Eger Ax=2AXx olacak sekilde sifirdan farkli

bir xe R" vektorii varsa A skalerine A’nin bir 6zdegeri denir. X vektoriine de A

0zdegerine iliskin (karsilik gelen) bir 6zvektor denir [2].

Tanmim 1.38. A bir kare matris olmak tizere P(K):|A—M| polinomuna, A

matrisinin karakteristik polinomu ve |A—M|=O denklemine de A matrisinin

karakteristik denklemi denir [2].

Teorem 1.39. A matrisi bir kare matris olsun. A’nin A matrisinin bir 6zdegeri

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul |A— M| =0 olmasidir [2].

Teorem 1.40. (Cayley Hamilton Teoremi) Her matris kendi karakteristik

denklemini saglar [2].
Teorem 1.41. Bir kosegen matrisin 6zdegerleri, onun kdsegen elemanlaridir [2].

Teorem 1.42. A matrisi nxn boyutlu bir kare matris ve A matrisinin 6zdegerleri

Ahy, . A, ise

A=A

esitligi vardir [3].

Teorem 1.43. A matrisi nxn boyutlu kare matris ve 6zdegerleri A,,A,,..., A, ise
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1iZ(A)=A, +A,+...+ A,

seklindedir [3].

Teorem 1.44. A, nxn boyutlu matrisinin tersinin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

A matrisinin 6zdegerlerinin tiimiiniin sifirdan farkli olmasidir [2].

Tanmim 1.45. A ve B Kkare matrisleri icin B=P AP olacak sekilde tersinir bir P

matrisi varsa A ve B matrislerine benzer matrisler denir [2].

Tamm 1.46. Bir A kare matrisi, bir kosegen D matrisine benzer ise bu A matrisine

kosegenlestirilebilirdir denir [2].

Teorem 1.47. A kare matrisinin tim Ozdegerleri farkli ise A matrisi

kosegenlestirilebilirdir [2].

Teorem 1.48. A kare matrisi kosegenlestirilebilir olsun. A matrisinin
kosegenlestirilmesi ile olusan kosegen matris D olmak iizere A“=PD*P™" esitligi

saglanir [2].



BOLUM 2. FIBONACCI VE LUCAS SAYILARI

2.1. Giris

Leonardo Pisano (1170-1250), Orta Cag’da yasamis Italyan matematikgidir.

Matematikle ilgili yazilarinda verdigi birka¢ bilgi disinda hayatiyla ilgili pek fazla
bilgi yoktur [5].

Fibonacci; 1170 yilinda Pisa’da diinyaya geldi. Babasi Guglielmo (William), basarili
bir tliccardi. Oglunun da kendisi gibi ticaretle ugrasmasini istiyordu. Guglielmo,
1190 yilinda glimriik gorevlisi olarak Cezayir’in Bugia (bugiinkii ad1 Bejaia) sehrine
atand1 ve Leonardo’yu da beraberinde Cezayir’e gotiirdii. Fibonacci, burada egitim
aldi. Oncelikle, Hint-Arap say1 sistemini ve bu sistemle hesaplama ydntemlerini

ogrendi [6].

Fibonacci, ilerleyen yillarda Misir, Suriye, Yunanistan, Fransa ve Istanbul’a is
gezileri icin sik sik gitti. Gittigi bu yerlerde, farkli sayr sistemleri tizerinde
aragtirmalar yapti. Daha sonra Fibonacci, 1200 yilinda Pisa’ya geri dondii. Burada
Hint-Arap say1 sisteminin Roma say1 sistemine kars1 tstiinliiklerini savundu. Sonug
olarak, Fibonacci’nin son yillarinda, Avrupalilar Hint-Arap say1 sisteminin dnemini
anlamaya ve yavas yavas bu sistemi kullanmaya baslamiglardi. 18. yiizyilin sonunda

Avrupa’nin biiyiik bir kismi bu say1 sistemini kabul etmisti [6].

Otuzlu yaslarinda Fibonacci ilk kitabi olan ve Hesap Kitabi anlamina gelen Liber
Abaci’yi yayinladi. Misirlhh matematik¢i Abu Kamil’in bu kitaba ilham kaynagi
oldugu sdylenmektedir. Kitabin bas kisminda Hint-Arap say1 sistemi hakkinda su
aciklama vardir: >’Hint say1 sisteminde dokuz rakam vardir: 9 8 76 543 2 1. Bu
dokuz rakam ve sifirn kullanarak biitlin sayilarin  yazilabilecegi asagida

gosterilmistir’” [7].
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Fibonacci doneminde, Liber Abaci aritmetik bilgi igin eksiksiz bir kaynak olarak
kabul edilmistir. Bu kitap, cebir ve aritmetikte yeni aragtirmalara ilham kaynagi
olmus ve yiizlerce yildir anahtar matematik kaynagi olarak kullanilmaya devam

etmistir [5].

Arap rakamlar1 Avrupa’da daha once de biliniyordu. Yarim asir énce Gerard bu
sistemi Avrupa’ya getirmisti. Fakat daha once yazilan hicbir kitapta, Arap sayilarinin
Roma rakamlaria kars1 tstiinliikleri bu kadar zengin orneklerle gosterilmemisti.
Liber Abaci, Fibonacci’nin yasadigi donemdeki tiim aritmetik yasalar1 igermekteydi.
Orta Cag’mn 6nemli bir eseri olmasinin yani1 sira, Liber Abaci gelecek yiizyillar i¢in
de bir model olarak kalacaktir [7].

Liber Abaci’den sonra Fibonacci {i¢ kitap daha yazmustir. 1220 yilinda yazdigi
Practica Geometriae sckiz boliimden olusmaktadir. Bu kitap trigonometri ve

geometri konularini biiyiik bir ustalikla sunmaktadir [8].

Fibonacci’nin diger iki kitabi; Flos ve Liber Quadratorum kitaplar1 1225 yilinda
yazilmistir. Flos ¢esitli problemler tizerine yazilmistir. Bu kitapta Fibonacci ikinci
dereceden denklemlerin ¢6ziimiinde negatif degerlerin iizerinde durmustur. Liber
Quadratorum’da ise Fibonacci, ikinci dereceden diophant denklemlerin ¢oziimleri

tizerinde durmustur [5].

Fibonacci, kendinden 6nce yapilmis Arap matematikgilerin ¢alismalarinin 6tesine
geemedi. Fakat onun eserleri, eski sorularin ¢oziimlerine orijinal kanitlar verecek
yeni bakis agilar1 kazandirdi. Cok ¢esitli matematiksel problemleri yaratici bigimde
¢ozme becerisi, Fibonacci’nin Orta Cag’in biiyiik matematik¢ilerinden birisi olmasini

saglamistir [5].

Fibonacci’nin giinlimiizde hatirlanmasinin esas sebebi; Fibonacci sayr dizisidir.
Fransiz say1 kuramci Edouard Lucas, Fibonacci’nin adim Liber Abaci’deki bir

problemde goriilen diziye vermistir. Bu problem iinlii tavsan problemidir [7].
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Tavsan problemi su sekildedir: Bir adam etrafi duvarla ¢evrili kapali bir alana, biri
erkek biri disi olmak iizere yeni dogmus bir ¢ift tavsan birakmistir. Yeni dogan bir
cift tavsan, bir ay sonunda erigkin hale gelmektedir ve ikinci aydan sonra ise bu ¢iftin
her ay, bir erkek ve bir disi olmak {izere, bir ¢ift yeni yavrusu olmaktadir. Bu kural
tim tavsan giftleri i¢cin gegerlidir. Y1l boyunca higbir tavsan 6lmedigine gore, bir

yilin sonunda odadaki toplam tavsan ¢iftlerinin sayisini bulunuz [7].

Bu problemin ¢6zliimiinii su sekilde yapabiliriz: Kolaylik olmasi agisindan ilk ¢ift
tavsanin 1 Ocak’ta dogdugunu ve kapali alana birakildigini1 diisiinelim. Ocak ay1
boyunca bir ¢ift tavsan olacaktir. 1 Subat geldiginde bu ¢ift eriskin hale gelmis olur
fakat yeni bir ¢ift dogmayacagi i¢in subat ayinda da odada bir ¢ift tavsan bulunur. 1
Mart geldiginde, baslangigtaki ¢iftin dogumundan itibaren iki ay gectigi igin, bu
¢iftin bir ¢ift yavrusu olur. Boylece mart ayinda iki ¢ift tavsan olacaktir. 1 Nisan
geldiginde, ilk ciftin bir ¢ift yavrusu daha olur, ikinci ¢ift ise erigkin hale gelir. Nisan
ayinda odada ii¢ ¢ift tavsan olur. 1 Mayis geldiginde ise ilk ¢iftin ve ikinci ¢iftin birer
¢ift yavrusu daha olur ve {igiincii ¢ift ise erigkin hale gelir. Boylece 1 Mayis tarihinde
bes ¢ift tavsan olur. Bu sekilde devam edilecek olursa, aylardaki toplam tavsan g¢ifti

sayisinin,

1,1,2,3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...

seklinde bir dizi olusturdugu goriiliir [8].

Tavsan probleminin ¢dzlimiine bakildigi zaman, herhangi bir aydaki tavsan cifti
say1s1, onceki iki aydaki tavsan cifti sayisinin toplamina esittir. Tavsan probleminin
¢oziimiinde ortaya ¢ikan bu dizi Fibonacci dizisi olarak bilinir. Bu dizinin elemanlari

olan sayilar ise Fibonacci sayilari olarak adlandirilir [7].

Fibonacci, muhtemelen kendi dizisi ile ilgili bu &zelligin farkindaydi. Fakat dizi ile
ilgili formiilii kendisi ortaya koyamamustir. Fibonacci dizisi ile ilgili formiil ilk defa

1634 yilinda Albert Girard tarafindan yayinlanmistir [9].
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Fibonacci dizisinden baska 6zel diziler de mevcuttur. Bunlardan birisi de Lucas

dizisidir. Bu dizi Edouard Lucas tarafindan bulunmustur.

Frangois Edouard Anatole Lucas ya da bilinen adiyla Edouard Lucas, 1842 yilinda
Fransa’nin Amiens sehrinde diinyaya geldi. Matematik alanindaki yetenegi
sayesinde, 1861 yilinda Fransa’nin o donem en prestijli yiiksek 6grenim kurumu olan
Ecole Normale’de egitimine basladi ve 1864 yilinda buradaki egitimini bitirdi. Daha
sonra asistan olarak ¢alismaya basladi. 1872 yilinda, Lycée of Moulins’de matematik
alaninda profesor oldu. Lucas ¢ok yetenekli ve eglenceli bir 6gretmendi. Lucas’in
kariyeri ¢ok uzun siirmedi. 1891 yilinda Marsilya’da katildig: bir toplantida yasadigi

bir kaza sonucunda olusan enfeksiyon sebebiyle 61dii [10].

2.2. Fibonacci Sayilari, Lucas Sayilari ve Altin Oran

Tanmm 2.1. n>0 ve F,, n. Fibonacci sayisi olmak iizere; F, =0, F =1 ve n>2

icin F, =F_, +F, _, seklinde tanimlanan diziye Fibonacci dizisi denir [6].

n

Fibonacci sayilari;

1,1,2,3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, ...

seklindedir. Fibonacci dizisinde, her terimin kendisinden 6nceki iki terimin toplami

oldugu bagintisindan yola ¢ikilarak negatif indisli Fibonacci sayilari da tiiretilebilir:

T T
w
I
Ul
|
T
N
I
T
T
N
I
N

—F,=-1-2=-3

Tanmm 2.2. L, n. Lucas sayist olmak iizere; L,=2, L,=1 ve n>2 i¢in

L, =L,,+L,, seklinde tanimlanan diziye Lucas dizisi denir [5].
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Lucas sayilari;

1,3,4,7,11, 18, 29,47, ...

seklindedir. Yine Fibonacci dizisinde oldugu gibi Lucas dizisinde de negatif indisli

Lucas sayilar tiiretilebilir:

L,=L-L,=1-2=-1
L,=L,-L,=2-(-1)=3

L,=L,-L,=-1-3=-4
L,=L,-L,=3-(-4)=7

Goriildugii tizere her k €Z igin L, # 0 dur.

1+
Tanim 2.3. sayisina altin oran adi verilir [11].

Altin oran, eski ¢aglardan bu yana bir¢ok matematikei, fizik¢i, filozof, mimar hatta
miizisyenin ilgisini ¢ekmistir. Altin oran ile ilgili bilinen ilk kitap, Luca Pacioli
(1445-1519) tarafindan yazilan ve 1509 yilinda yayimlanan, De Divina Proportione
adli kitaptir [11].

1+\/§

2
cokea karsimiza cikar. Bu say1 genellikle o ile gosterilir [12].

sayisi, X°—X—-1=0 denkleminin pozitif kokiidiir. Bu oran matematikte

Altin oranin geometrideki 6rneklerinden birisi asagida verilmistir.

|AB| =1 olacak sekilde, [AB] dogru pargasini ele alalim. Bu dogru pargasini [AC]

ve [BC] olacak sekilde iki pargaya boélelim. Bu bolme islemini, dogru pargasinin
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tamaminin biiylik parcaya orani, biiylik parcanin kiigiik parcaya oranina esit olacak

sekilde yapalim.

Biiyiik parcaya X ve kiigiik pargaya 1—x denirse bu durumda;

1 x e
X 1-x '
veya (2.1) esitligine denk olarak,

x> —x-1=0 (2.2)

denklemi elde edilir. (2.2) denkleminin pozitif kokii olan altin orana esittir.

Boyle bir C noktasindan bdolme islemine altin bolme denir [12]. (2.2) denkleminin

negatif kokii ise sayisidir. Genellikle bu say1 f ile gosterilir [8].

o ve P sayilari arasinda asagidaki iliskiler vardir [6].

o’ =a+1 (2.3)
B*=p+1 (2.4)
at=—B (2.5)

Bl =—o (2.6)
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ap=-1 (2.7)
a®+p2=3 (2.8)
oa-p=+5 @9)
a+p=1 (2.10)

Altin oran bir¢ok kaynakta Yunanca semboller olan ®@ ve 1 harfleri ile de gosterilir.

Yine B sembolii yerine de birgok kaynakta ¥ sembolii kullanilmaktadir.

+\/§ 1—\/5

Bu tez boyunca o = T ve B= 5 olarak kullanilacaktir.

2.3. Fibonacci Sayilari, Lucas Sayilari ve Altin Oranla ilgili Bazi Ozellikler
Fibonacci sayilari, Lucas Sayilar1 ve altin oranla iliskili bircok 6zellik literatiirde

mevcuttur. Bu bolimde, sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi teoremler,

geleneksel yontemlerin gosterilmesi amaciyla ispatlari ile beraber verilecektir.

Teorem24. F+F, +..+F =F, ,-1’dir [13].

Ispat. Ispat igin, n iizerinden birinci tiimevarim ilkesini kullanalim.
F, =1=2-1=F, -1 oldugundan n=1 i¢in iddia dogrudur.

n=K igin esitlik dogru olsun. n=Kk +1 igin de esitligin dogru oldugu gosterilmelidir.

F+F+.+F,.,=(R+F+.+F)+F., =(FR.,-D+F,

F+F+.+F, =K., ,+F.,-1=F ;-1

olur. Yani esitlik n=k+1 i¢in de dogrudur. Boylece ispat tamamlanir. |
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Teorem 2.5. (Binet Formiilii) Her n>1 icin F, = =P - gir [8].

n

an_Bn

Ispat. u = 7 olsun. (2.9) ve (2.10) esitlikleri gbz 6ntine alindiginda, n=1 ve

N =2 i¢in sirastyla,

ot p? _(a—p)(a+B) =ﬁ=1
BB b

elde edilir. n>3 igin; (2.3), (2.4) esitlikleri dikkate alinirsa,

0Ln—l_Bn—l . 0(‘n—2 _Bn—z _ 0Ln—2 (a+1)_Bn_2(B+1)

n-1 n-2 \/g \/g \/g
B an72a2 _BFFZBZ B an _Bn

N3 N3

c
+
[
Il

=u

n

yani u,,+U, ,=U

n-1 n

. elde edilir. Boylece, u,=F, u,=F, ve n>3 igin

U,,+U,, =u, bulunur. O halde her n>1 i¢in F, =u, elde edilir. Buradan n>1

1¢in,
Fn:an_Bn:an_Bn
5 oa—f
olur. m

Teorem 2.5’te verilen formiil Binet formiilii olarak adlandirilir. Fransiz matematik¢i
Jacques Phillipe Marie Binet (1786-1856) tarafindan 1843 yilinda bulunmustur.
Fakat gercekte bu formiilii 1718 yilinda ilk bulan Fransiz matematik¢i Abraham De
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Moivre (1667-1754)‘dir. Ayrica bunlardan bagimsiz olarak 1844 yilinda, Fransiz
matematik¢i ve mithendis Gabriel Lame (1795-1870) tarafindan da bulunmustur [8].

Yardimer Teorem 2.6. n>1 i¢in F =(-1)""F, dir [8].

Ispat. Teorem 2.5 ile (2.5) ve (2.6) esitlikleri kullanilirsa;

p 0BT OB —(a) ('@ —a) (D" ) ap

T a-B o—P a—P o—P
elde edilir ve ispat tamamlanir. [

Yardimer Teorem 2.7. n>0 i¢in o" =aF, +F_, dir [8].

Ispat. n iizerinden birinci timevarim ilkesi uygulanirsa;

n=0 i¢in a® =1=0a+1= Fo+ F, seklindedir ve esitlik dogrudur.

n=1 i¢in o' = =1o+0= Fa+F, seklindedir ve esitlik dogrudur.

n=Kk igin esitligin dogrulugunu kabul edelim n=Kk+1 i¢in esitligin dogrulugunu

gosterelim. Tanim 2.1 ve (2.3) esitligi kullanilarak

a'=a‘a=(aF +F_)a=a’F +aF, _,

=(a+DF +oR =aR +aF_ +F =a(R +F_)+F

=ak,, +F
bulunur ve n=Kk +1 i¢in esitligin dogrulugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir. [
Bu teoremin bir sonucu olarak asagidaki ifade elde edilir.

Sonu¢ 2.8. n>0 icin B" =BF, +F,_, dir [8].
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Sonu¢ 2.9. n>1 i¢in o™" = (-1)"*(aF, — F,,,) "dir [8].

Ispat. Sirastyla, Yardimci Teorem 2.7 ve Yardimci Teorem 2.6 dikkate aliirsa,

o= OLF—n + F—n—l = oLF—n + I:—(n+l) = a(_l)ml I:n + (_1)n+2 Fn+1

= (_1)n+1 ((XFn - Fn+1)

elde edilir. ]

Sonug 2.10. n>1i¢in " = (-1)"*(BF, - F,,,) *dir [8].

Ispat. Sonug 2.8 ve Yardimci Teorem 2.6 dikkate almirsa,

B’n = BF—n + F—n—l = BF—n + F—(n+1) = B(_]_)Wrl Fn + (_1)n+2 Fn+1

= (_1)n+1(l3 Fn - Fn+1)
elde edilir. -

Teorem 2.11. (Lucas Sayilari i¢in Binet Formiilii)

n>1i¢in L =a"+p" dir [14].

Ispat. ikinci tiimevarim ilkesini uygulayalim.
(2.10) esitliginden; L, =1=o" +B' olur. Onerme n=1 i¢in dogrudur.
n=12..K i¢in P(n) dogru olsun. n=k+1 igin de P(n)’nin dogru oldugunu

gosterelim. Sirasiyla, Tanim 2.2, tiimevarim hipotezi, Sonu¢ 2.9 ve Sonug¢ 2.10

kullanilarak

LkJrl — Lk71+Lk =0Lk_1+Bk_l+OLk +Bk :ak—l+ak +Bk_l+Bk

= @+a )+ A+B ) = (l+a-1)+BA+B-1) = o " +p**
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elde edilir. Boylece P(n), n=k+1 i¢in de dogrudur. ]
Yardimer Teorem 2.12. n>1i¢in L , =(-1)"L, dir [15].

Ispat. (2.5) ve (2.6) esitliklerine gore o™ =(-1)"B" ve B"=(-1)"a" yazilabilir.

Buradan, Teorem 2.11 kullanilarak

Ly=a 4B =(-1)"F"+(-1)a" = (-1 (" + ")
= ("L,

elde edilir. -

Teorem2.13. n>1i¢in L, =F _, +F

., dir [15].
Ispat. Sirasiyla Teorem 2.5, (2.7) ve Teorem 2.11 dikkate alindiginda,

~ 0(‘n—l _ Bn—l . 0Ln+l _ Bn+1 B (an—l _ Bn—l) + (am—l _Bm—l)

I:n—l + I:n+1 - -
oa—P o—p o—P
_ o™ = (aB)o + (@B)pT B o (o —p)+p" (e —p)
o—P oa—P
o' +B" =L,
elde edilir. [
Teorem 2.14. 5F, =L, +L, , dir [16].

Ispat. Teorem 2.13ten L ,=F ,+F ve L ,=F +F _, yazlabilir. Bu esitlikler

taraf tarafa toplanarak

Ln—l + Ln+1 =M + Fn + I:n + I:n+2
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L,+L.,=F,+F+F+F+F  =F ,+F

n+1

+3F,

=F_,+F,,+F +3F =F +F +3F =5F
elde edilir. m

Teorem 2.15. F

n+h

I:n+k - l:n I:r1+h+k = (_1)" I:h l:k “dir [17]

Ispat. Sirastyla, Teorem 2.5, (2.9) ve (2.7) dikkate alinirsa,

O(’n+h _Bn+h O(’n+k _Bn+k O(’n _Bn O(’n+h+k _Bn+h+k

F.F..—FF

n+h nek = Tnfnehek = OC_B OC_B OL—B OC_B

0L2n+h+k _an+th+k _Bn+han+k +[32n+h+k ~ 0L2n+h+k _aan+h+k _Bnan+h+k +B2n+h+k
- 5 5

_an+th+k _ Bn+han+k + G,an+h+k + Bnan+h+k
- 5
_ ~(ap)"o"B* ~ (ap)"B e + (aB)"B" + ()"

5
_ (_1)n[Bh+k +ah+k _ath —Bhak] _ (_l)n[ah (ak _Bk)_Bh (ak _Bk)]
5 5
P (C —B“)S(ock BN _ gy (@) (o =)
a-p a-p

=(-)'RF,
elde edilir. -

Teorem 2.16. a,b,c,d,reZ ve a+b=c+d olmak iizere;

F.FR-FF =(-)"(F_F_ —F_F,) dir [18].

Ispat. Teorem 2.15’te n=c, h=a—c ve k =b—c alinirsa,

FF,-FF

¢’ at+b—c

=(-D°F_F. (2.11)
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elde edilir. Yine Teorem 2.15’te n=c—r, h=a—c ve k=b—c almirsa,

F. R —F l:a+b—c—r = (_1)04’ Fa_c Fb_c (212)

a-r' b-r c-r

elde edilir. (2.11) ve (2.12) esitlikleri birlestirildiginde,

FF,—FF

¢’ a+b-c

=-)'(F,_,F.,-F._F ) (2.13)

—r " a+b—c-r

ve (2.13) esitliginde a+b=c+d yazilirsa,

FF-FF, =()(F, F_, -F_ F.)

c—r’ d-r

elde edilir. -

Sonuc¢ 2.17. a,b,c,d,reZ ve a+b=c+d olmak iizere,

I:al‘b - Fch = (_1)r(Fa—r Lb—r - I:c—r Ld—r) "dir [18]

Ispat. Teorem 2.16’ya gére, sirasiyla, once b yerine b—1, d yerine d —1 ve sonra

b yerine b+1, d yerine d +1 yazilirsa,

FR.-FRFR, =)' (R Ry R Fiyy) (2.14)

c—r’ d-1-r

ve

FR.-FRFR.=C)"(F. R —F. Fa,) (2.15)

+1-r ~ ' cr! d+l-r

esitlikleri elde edilir. (2.14) ve (2.15) ifadeleri taraf tarafa toplanirsa,

Fa(Fb—l + Fb+1) - Fc (Fd—l + Fd+1) = (_1)r[Fa—r ( I:b—l—r + Fb+l—r) - I:c—r ( I:d—l—r + I:d+1—r )]
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bulunur. Teorem 2.13 dikkate alinirsa, buradan da,

I:al‘b - Fch = (_1)r(Fa—r Lb—r o FC—" Ld_")

elde edilir ve ispat tamamlanir. [

2.4. Fibonacci ve Lucas Sayilarimin Matrislerle iliskisi

Bu boliimde Fibonacci ve Lucas Sayilarinin matrislerle olan iliskisi incelenecektir.

2.4.1. Fibonacci Q Matrisi

Fibonacci sayilar1 ve matris iliskisi denilince ilk akla gelen Fibonacci Q matrisidir:

Bu matrisin kuvvetleri alindig1 zaman,

olur. Q matrisinin, Q°, Q® ve Q' matrislerinin elemanlarmin Fibonacci

sayllarindan ibaret oldugu goriilmektedir. Bu durumun genel ifadesi asagidaki

teoremde verilmektedir.
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n n-1

.. 1 1 . n I:n+l Fn H
Teorem 2.18. n>1i¢in Q= 10 olmak tizere Q" = E F dir [15].

Ispat. Ispat1 birinci tiimevarim ilkesini kullanarak yapalim.

, (11 (F, F
g P

oldugundan iddia n=1i¢in dogrudur. Simdi n=k i¢in iddianin dogrulugunu kabul

edelim ve n=k +1 i¢gin de dogru oldugunu gorelim.
Qk+1 — QkQ — I:k+l I:k 11 _ Fk+l + Fk Fk+l _ Fk+2 Fk+l
R Ry)1 0 F+F. R Fea R

elde edilir. Boylece iddia n=k +1 igin de dogrudur. Ispat tamamlanur. »

Teorem 2.18, Q matrisinin tim tamsay1 kuvvetleri igin kullanilabilir. Q° =1 olur ve
I matrisinin elemanlar1 Teorem 2.18’1 saglar. Ayrica Q matrisinin negatif tamsay1

kuvvetleri i¢in de negatif indisli Fibonacci sayilari ile karsilasilacaktir. Bunun igin

ise Yardimeci Teorem 2.6 kullanilabilir.

Q matrisinin tarihgesi incelendiginde, bu matrisin Charles King’in, Some Properties

of Fibonacci numbers of the Fibonacci Numbers (San Jose State College, 1960)

isimli master tezine dayandigi goriilmektedir [19].

Simdi Q matrisinin veya kuvvetlerinin determinantlar ile iliskili bazi1 sonuglar

verilecektir.

Teorem 2.19. n>1 i¢in = (-1)"’dir [15].

QI’]

Ispat. |Q| = -1 oldugu aciktir. Buradan,
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Qn

=Q =(-D"

elde edilir. n

Teorem 2.20.(Cassini Formiilii) n>1 i¢in F,_F _ —F”=(-1)" esitligi vardir [8].

n+l" n-1

-F

n+l

Ispat. Q matrisinin tanim1 dikkate alindiginda, F_,—F? scklindedir.

n

Qn

Teorem 2.19’a gore, =(-1)" esitligi vardir. Béylece F ,F _,—F?=(-1)" elde

n+l" n-1

Qn

edilir. n

Teorem 2.21. Her ne Z i¢in Q" =Q" ™" +Q"? esitligi saglamr [20].

Ispat. Teorem 2.18 ve Fibonacci sayilarinin tanimindan,

Qn: I:n+l I:n — I:n I:n—l + I:n—l I:n—2 :Qn—1+Qn—2
F K I:n—l Fn—z I:n—2 n-3

elde edilir. m

Q matrisi ile altin oran arasindaki iliski asagidaki teoremde verilmistir.
Teorem 2.22. Q matrisinin 6zdegerleri o ve B ’dir [15].

Ispat. Q matrisinin 6zdegerleri; | Q—AI |=0 denkleminin kokleridir:

R

ve buradan,



27

| Q=AI|=A%-A-1

denkleminin koklerinin o ve B oldugu goriiliir ve ispat tamamlanur. n

Sonuc 2.23. (a, (fn ve (B, (f n Q matrisinin iliskili ozdeger Szvektor

ikililerindendir [5].

Ispat. Qx=ox ve Qx=px lineer denklem sistemleri kullanilarak kolaylikla elde

edilir. _
2.4.2. R MATRISI

R matrisi,

seklinde olan matristir. Bu matris Q matrisi yardimiyla Lucas sayilarini bulmaya

yarayan matristir ve Hoggatt ile Ruggles tarafindan 1963 yilinda ortaya konulmustur

[8].

Bu matrisin Lucas sayilari ile olan iligkisi asagidaki teoremde verilmektedir.

I‘n+1 Ln -
Teorem 2.24. RQ" = Lo dir [8].

n n-1

Ispat. Sirasiyla, Teorem 2.18 ve Teorem 2.13 dikkate alinirsa,

ror (L 2)Fou Fo|_[Fut2F FeF,
- 2 - Fn I:n—l - 2Fn+l_Fn 2Fn_Fn—1
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n+l

I:n+2 + I:n Fn+l + Fn—l I‘n+1 I‘n
RQH = =
F.+F., F+F, L, L,
elde edilir. -

2.4.3. Kuvvetleri Fibonacci Sayilari ile iliskili Diger Matrisler

Bu boliimde kuvvetleri Fibonacci Sayilari ile iliskili olan 2x2 boyutlu farkl

matrislerin elde edilmesi incelenecektir.

Yardimer Teorem 2.25. X bir kare matris ve X? = X +1 olsun. Her neZ igin,

X" =F X +F,,Idr [21].

Ispat. X° =1=0X +1=F X +F,I oldugundan n =0 igin iddia dogrudur.

n>1 igin birinci tiimevarim ilkesini kullanalim.

X'=X =X +0I=FX +F,]I oldugundan iddia n=1 i¢in dogrudur.

n =k i¢in iddia dogru olsun. Gosterilmesi gereken n=Kk +1 i¢in de iddianin dogru

oldugudur.
X1 =X*X =(F X +F_I)X =F X*+F_X
elde edilir. Buradan, X? = X +1 oldugundan,

X*'=F (X+D)+F_X=(F +F_)X+FI
=F X +FI

elde edilir. Béylece n=0 ve her n>1 icin iddianin dogru oldugu gériiliir. Ispatin
tamamlanmas1 igin, n>1 i¢in X" =F X +F I oldugunu gostermek gerekir.
Oncelikle X? = X +1 oldugundan, X (X —I)=1 ve buradan X ’in tersinir olup

X'= X —1 veya denk olarak, —X *=1—X oldugu goriiliir. Simdi
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Y=1-X=-X"

olsun. Buradan,

Y2=(I-X)?=T1-2X+X?*=1-2X+ X +I =1+1-X

veya

Y2 =1+Y (2.16)

elde edilir. (2.16) esitligi dikkate alinarak birinci tiimevarim ilkesinden her n>1 i¢in

Y"=FY +F I oldugu kolayca goriiliir. Buradan, her n>1i¢in,

(X' =F (-X"+F_I=F (I-X)+F_,I

=-FX+(F ,+F)I=-FX+F, I

n+1

olur. Buradan Yardimci Teorem 2.6 dikkate alinarak,

X" =(=D"FX+(-D"F I
=F X+F I

elde edilir. m

Bu sonug kullanilarak Teorem 2.18’in Z tamsayilar kiimesine genellestirilmesi olan

asagidaki sonug elde edilir.

n n-1

.« . l 1 . n I:n+1 I:n H
Sonu¢ 2.26. neZ i¢in Q = 10 olmak tizere Q" = . “dir [21].

Kuvvetleri Fibonacci sayilari ile iligkili olan ve Q matrisinden farkli olan 2x 2
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boyutlu matrisler elde etmeye calisalim. Ozdegerleri, . ve B olan, keyfi 2x2
boyutlu matrisleri ele alalm. K bu 6zelligi saglayan herhangi bir matris olsun. Bu

durumda K ’nin karakteristik denklemi x*—x—1=0 olacaktir. Cayley Hamilton

Teoremine gore K matrisi kendi karakteristik denklemini saglayacaktir. Dolayisiyla
K? =K +1 elde edilir. Béylece Yardimci Teorem 2.25°ten dolay1, her neZ igin
K'=sFK+F, I
olacaktir. Genelligi bozmaksizin;

ab
K =

c d

olsun. Ozdegerlerin toplami1 matrisin izi, carpimi matrisin determinant1 olacagindan

ve a+B=1ile afp =-1 esitliklerinden

a+d=1

2.17
ad -bc=-1 ( )

bulunur. Eger b=c=0ise,

a 0
K =
o
elde edilir. Bu nedenle genelligi bozmaksizin b ve c’den en az biri, diyelim ki
b =0 olsun. Bu durumda, (2.17) esitliklerinden,

K= 14a_a2 (2.18)

elde edilir. Bununla birlikte K ’nin 6zdegerlerinin o ve B oldugu hipotezi dikkate



31

alindiginda, K?=K +1 kosulunu saglandigi kolaylikla gosterilir. Dolayisiyla K

matrisi Yardimci Teorem 2.25°in kosullarini saglar. Buradan,

aF. +F bF,
K" = a2 (2.19)
mTa F (-a)F +F,

elde edilir [22].

(2.18) ve (2.19) esitlikleri dikkate alinarak asagidaki 6zel matrisler ve iliskili

ozellikler elde edilir.

1/2 5/2
1/2 1/2

L /2 5F /2

Sonug 2.27. S =
onue [ F/2 L /2

] olmak iizere; S" =( j’dir [21].

F, -F

n n-2

2 l . n Fn+2 I:n H
Sonu¢ 2.28. S = olmak tizere; S" = “dir [22].

Elde edilen bu matrisler yardimiyla bazi &zelliklerin ispati yapilabilir. Ornegin,

Teorem 2.20°de, Q matrisinin determinantit kullanilarak Cassini formiiliiniin ispati
yapilmisti. Bu formiile benzer olarak, Sonu¢ 2.27°de elde edilen matrisin

determinanti almarak, L2 —5F7 =4(-1)" esitligi elde edilir [21].



BOLUM 3. Q VE R MATRISLERIi iLE ILiSKIiLI
KOMBINASYONEL OZELLIKLER

Bu boliimde, 6nce Q matrisinin herhangi iki tamsay1 kuvvetinin lineer bilesiminin
yine Q matrisinin bir tamsay1 kuvveti olmasi problemi ele alinacaktir. Elde edilen

sonuglar yardimiyla, Fibonacci sayilari ve Lucas sayilarina dair iyi bilinen bazi
Ozelliklerin ispatlar1 farkli bir bi¢imde verilecektir. Bundan baska literatiir

taramasinda rastlamadigimiz bazi ilave 6zellikler de elde edilecektir.

3.1. aQ" +bQ™ = Q" Matris Denkleminin Céziimleri

Teorem 2.21°e gére neZ igin Q" =Q" ' +Q"? seklindedir. Buradan, bu 6zelligin i¢

ice kullanilmasindan,
Qn — Qn—l +Qn—2 — Qn—2 + Qn—3 + Qn—Z — 2Qn72 +Qn—3 =

oldugu goriiliir. Buradan, n, m ve k birer tamsay1 olmak iizere Q% matrisinin, Q"

ve Q™ matrislerinin lineer bilesimi seklinde yazilabilmesi problemi ele alinabilir:
aQ" +bhQ™ = Q" (3.1)

(3.1) denkleminde, Q", Q™ ve QY matrisleri yerine Teorem 2.18 yardimiyla elde

edilen degerler yazilirsa,

11 (11" (11)
a +b =
10 10 10
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esitliginin

I:n+1 Fn I:m+1 I:m I:k+1 Fk

a +b = (3.2)
I:n I:n—l I:m I:m—l I:k Fk—l

esitligine denk oldugu goriilir. (3.2) denkleminden,

[ale +bF_, aF, +bF, j ~ (FM F. j (3.3)

aF, +bF, aF, ,+bF_ ., F. k.

n+1
elde edilir. iki matrisin esitligi dikkate aliarak (3.3) esitliginden,

al:n+1 + me+l = I:k+l

aF, +bF, =F, (3.4)
aF,_,+bF, ,=F_,

lineer denklemler sistemi elde edilir. (3.4) denklem sistemindeki ikinci ve igiincii
denklemler taraf tarafa toplanirsa, ilk denklem elde edilir. Yani, ilk denklem diger iki
denklemle lineer bagimlidir. O halde sadece ikinci ve iiglincii denklem alinarak

olusan,

aF, +bF, = F,

(3.5)
aF,  +bF,  =F .

denklem sistemi (3.4) sistemine denktir. Yani (3.5) sistemini ¢ozmek yeterli

olacaktir. (3.5) denklem sisteminin matris bigimi,

F,. F, a) F i
[Fnl lej[bJ_{ Fklj ( ' )

seklindedir. (3.6) matris denkleminin ¢6ziimii ve ¢6zliim sayisi,
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katsayilar matrisinin determinant1 ile iligkilidir. Bu matrisin determinanti,

" " I|=FF_,-FF

n’ m-1 m’ n-1

(3.7)

n-1 m-1

olur. (3.7)’de n+(m-1)=m+(n-1) oldugundan a=n, b=m-1, c=m, d=n-1

ve r =n-1 alinarak, Teorem 2.16’dan,

n m

= Fn Fm—l - I:m I:n—l = (_1)n_1(FlFm—n - I:m—nJrlFO) = (_1)”—1 I:m—n (38)

n-1 m-1

elde edilir. (3.8) esitliginde goriildiigii izere determinant n=m igin sifir olur. n=m

icin ise sifirdan farklidir. Dolayisiyla bu iki durumu ayri ayri ele alalim.

Durum I. n=m Durumu:

Bu durumda (3.5) sistemi,

F, +bF,=F
a n + n k (39)
aF, _,+bF ,=F
veya (3.9) sistemine denk olarak,
b)F,=F
(a+b)F, =P, (3.10)

(@+b)F., =F,

sistemine doniisiir. Simdi (3.10) sistemini k *nin degerlerine gore inceleyelim.

(i) k =n durumu: Bu durumda (3.10) sistemi diizenlenirse,
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(a+b)F, =F,

(3.11)
(@a+b)F ,=F,,

elde edilir. Buradan, teR olmak iizere (a,b)=(t,1-t) seklindeki her sirali ikili
(3.11) sisteminin bir ¢6ziimii oldugu gorilir. Yani, n=m=Kk i¢in (3.1) matris
denkleminin veya denk olarak (3.4) sisteminin, teR olmak iizere (a,b)=(t,1-t)

seklinde sonsuz ¢oklukta ¢6ziimii elde edilir.

(i) k = n durumu: Bu durumda (3.10) sistemi,

(a+b)F, =F,

(3.12)
(a+b)F, ,=F,

sistemine doniisiir. (3.12) denklem sistemi asagidaki gibi incelenebilir.

n=0 olsun. (a+b)F,=F,  denkleminden, F, =0 ve buradan k =0 bulunur. Bu ise

n =k olmasi ile gelisir.

n=1 olsun. (a+b)F ,=F, _, denkleminden, F,_, =0 ve buradan k=1 bulunur. Bu

ise n=k olmasi ile ¢elisir.

Simdi, n=0 ve n=1 olsun. Bu durumda; F_, ve F, sifirdan farkl olur. (3.12)

denklem sistemindeki denklemlerden,

a+b=er_ B (3.13)

esitligi elde edilir. (3.13) diizenlenirse

FF,-FF_=0 (3.14)

k-1" n n-1 =
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bulunur. Teorem 2.16°da a=k-1, b=n, c=k, d=n-1 ve r=n-1 alinarak
(3.14)’ten,

0=F,FR-RFR.,=CD)"(F.,F-F..R)=(D""F, (3.15)

—n+l

elde edilir. (3.15)’ten F_,=0 ve n=k bulunur. Bu ise celiskidir. Yani, (3.12)

denklem sistemini saglayan a ve b sayilar1 yoktur. Sonug¢ olarak, m=n=k igin,

(3.1) denkleminin veya denk olarak (3.4) denklem sisteminin ¢oziimii yoktur.

Durum Il. nm Durumu

n=m olmasi durumunda; (3.7) determinanti sifirdan farklidir. Bu durumda, (3.5)

denklem sisteminin tek ¢Oziimii vardir. Bu sistem Cramer metodu ve Teorem 2.16

yardimiyla
Fk I:m

a= Fk—l Fm—l — I:k I:m—l B Fm Fk—l — (_1)mil(Fk—m+1FO B I:1|:k—m) — (_1)m I:k—m — I:k—m
Fn Fm Fn I:m—l - Fm Fn—l (_1)m71(Fn—m+1 I:O - Fl I:n—m) (_1)m Fn—m I:n—m
Fn—l I:m—l
Fn Fk

b= Fn—l |:k—l — Fn Fk—l_ Fk Fn—l — (_l)nil(Fle_n — Fk—n+lFO) — (_1)n71 Fk—n — Fk—n
Fn I:m I:n I:m—l - I:m Fn—l (_1)”*1(F1 I:m—n - I:m—n+1|:0) (_1)”*1 I:m—n I:m—n
anl mel

olarak bulunur. Yani, n=m igin (3.1) matris denkleminin veya denk olarak (3.4)

) .. e .. F F
sisteminin tek ¢6ziimii vardir. Sonug olarak, n=m i¢in a = ﬁ ve b=—" tek
n-m m-n

¢Oziimii elde edilir.

Biitiin bu yapilanlar asagidaki teoremin ispatidir.
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Teorem 3.1. aQ" +bQ™ = Q" matris denklemi,

(i) n=m=Kk olmas: durumunda sonsuz ¢oklukta ¢dziime sahiptir; (a,b) = (t,1-t),

teR.

(i) n=m=Kk olmasi durumunda ¢6ziime sahip degildir.

(ilf) n#m olmas1 durumunda her k tamsayisi i¢in yalnizca, a B ve b= P
n-m m-n

¢Ozlimiine sahiptir.

Simdi Teorem 3.1’°deki durumlar1 agiklamak amaciyla sayisal 6rnekler verecegiz.

) 11y (1 1) (11y o
Ornek 3.2. a +b = esitligini saglayan a ve b degerlerini
10 10 10

bulmaya calisirsak; n=m=k =5 oldugundan, teR olmak iizere (a,b)=(t,1-t)

seklinde sonsuz ¢oklukta ¢6ziim vardir. Gergekten de,

(1 1)5 [1 1}5 (1 1}5

a +b =

10 10 (10

[8 SJ (8 5} (8 5]

a +b =

5 3 5 3) (5 3
8 5) (8 5

(a+b)[5 3}2(5 3]

a+b=1

elde edilir. Buradan teR olmak iizere (a,b)=(t,1-t) seklinde sonsuz coklukta

¢Ozlim vardir.

) 1 1Y o1y oy o
Ornek 3.3. a +b = esitligini saglayan a ve b degerleri
10 10 10

n=m=k oldugundan dolay1 yoktur. Gergekten,
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o ol 2 )

veya denk olarak,

3a+3b=5
2a+2b=3
a+b=2

elde edilir. Bu sistemin ¢oziimii olmadigi kolayca goriiliir.

) 11y 11y (1Y e
Ornek 3.4. a +b = esitligini saglayan a ve b degerlerini
10 10 10

bulamaya calisirsak; N#m oldugu i¢in denklemin tek ¢6zliimii vardir. Bu degerler;

g Fn R _F_1
I:n—m F3—6 F—3 2
p_Fn _Fs_F_5
I:m—n F6—3 F3 2

seklinde bulunur. Gergekten,

3 2 13 8 34 21
a +b =

[2 J [8 5) [21 13)
matris denkleminden,

3a+13b =34
2a+8b =21 (3.16)
a+5b=13

sistemi elde edilir. Bu sistemde ikinci ve li¢lincii denklem taraf tarafa toplandiginda
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ilk denklem elde edilir. Yani (3.16) sistemine denk olarak,

2a+8h =21
a+5b=13

(3.17)
elde edilir. (3.17) sistemi ¢oziildiigiinde, a = 3 ve b= 3 olacak sekilde tek ¢6ziimiin
oldugu gortiliir.

Teorem 3.1’de N#M i¢in a= % ve b= % yazilarak,

n—-m m-n

F F_.,

—n I:n+l + I:m+l = Fk+1

I:k—m Fn + Fk—n Fm — Fk (318)
I:n—m m-n

F -m -n

F:—m Fat F;_n Foa=Faa

esitlikleri elde edilir. (3.18)’de birinci ve ikinci esitlik taraf tarafa toplanir ve Tanim

2.1 dikkate alinirsa,

F -m F -n
F:_m I:n+2 + F,:_n Fm+2 = Fk+2 (319)

esitligi de elde edilir. Bu yolla (3.19) gibi esitlikler ¢ogaltilabilir. Tiim bu esitlikleri

kapsayacak genellestirme asagidaki sonugta igerilmektedir.

m+c — ' k+c

Sonu¢ 3.5. n#m olmak ilizere her n,m,k,ceZ igin E‘m F..+ Ek” F =F

n—-m m-n

esitligi vardir.

ispat. n,m,k € Z olmak iizere, N#m igin aQ" +bQ™ =Q* denkleminin tek
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¢Oziimiiniin oldugu gosterilmisti ve bu denklemin sonucu olarak (3.18)’de,

F R

ﬁFn +F =F esitligi elde edilmistir. Bu esitlikte ceZ olmak iizere, n

yerine n+c, m yerine m+c ve k yerine k+c yazilirsa;

F F
(k+c)—(m+c) (k+c)—(n+c) _
F— I:n+c + I:m-H: - Fk+c

(n+c)—(m+c) (m+c)—(n+c)

Fk—m Fn+c + Fk—n Fm+c = Fk+c
F . F

m-n
elde edilir. m

Sonug 3.5 kullanilarak farkli esitlikler elde edilebilir.

Sonug 3.5’te m yerine n+1, k yerine 2n ve ¢ =0 alnarak,

F,, =%F +F (3.20)

elde edilir. Yardimci Teorem 2.6’ya gore F , =1’dir. Bu (3.20)’de yazilirsa,
I:Zn = I:n—an + I:n I:n+1 = I:n(I:n—l + I:n+1) (321)

esitligi bulunur. (3.21) esitliginde, Teorem 2.13 dikkate alinirsa, [8] calismasinda
Corollary 5.5 olarak yer alan agagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 3.6. Her neZ igin F,, = F,L dir [8].

Sonug 3.5°te n yerine n+1, m yerine n—1, k yerine 2n ve c=0 alinir ve
Yardimci Teorem 2.6 dikkate alinirsa, [11] ¢alismasinda Lemma 7 olarak yer alan

asagidaki sonug elde edilir.
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Sonu¢ 3.7. Her neZ i¢in F,, =F2, —F?, “dir [11].

n+l

Sonu¢ 3.5’de n yerine p, m yerine p-1, k Yyerine r ve ¢c=0 konulur ve

Yardimer Teorem 2.16 dikkate alinirsa, [8]’in 88. sayfasindaki 6. 6zellik olarak yer

alan asagidaki ozellik elde edilir.

Sonu¢3.8. Her r,peZ i¢in K =FF_ ,+F _,F_ ’dir[8].

p’ r—p+l

Sonu¢3.9. F, ,=F’ +2F F

n' n+l

“dir [23].

nil

Ispat. Sonug 3.5°de ¢ =2 ve c=-n+2 alinirsa sirasiyla,

F F,

F:—m Foo+ Fr:—n Foi2 =Fe (3.22)
ve

F F,

F:—m F+ F:l—n Fonie = Fcnez (3:23)

elde edilir. (3.22) esitliginden; (3.23) esitligi taraf tarafa ¢ikarilirsa,

F F
Fk—m (Fn+2 _1) + Fk—n I:m+2 - Fm—n+2) = Fk+2 - Fk—n+2 (324)

elde edilir. (3.24) esitliginde, k yerine 2n—1, myerine n+1 yazilir ve Yardimci

Teorem 2.6 dikkate alinirsa,

F F
—n-ind (Fn+2 _1) +-2okn (Fn+l+2 - Fn+1—n+2) = FZn—l+2 - I:Zn—l—n+2
n-n-1 n+l-n
F F
2 (R D+ (F-FR)=F.,—F.,

F 1 Fl "
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FooFe— anz + Fn—lF 3 2Fn—l = F2n+l -F

n-2" n+2 n n+1

F,F,-F ,+F F

n-2" n+2 n+3

- 2Fn—l + I:n+l = I:2n+1 (325)

esitligi bulunur. (3.25) esitligi Tanim 2.1 kullanilarak diizenlenirse,

F2n+1 = Fn—z Fn+2 - Fn—z + Fn—lF

n+3

+F,,

—F _,F.,+F_F

n-2" n+2 n+3

= (Fn - Fn—l)F + I:n—l(I: + I:n+2)

n+2 n+l

=FF..- I:n—1|:n+2 + I:n—lF

n' n+2 n+l

+F F

n+2

-FF.,+FF

n' n+2 n+l

—F (F

n+1l

+F)+F ,(F,+F)

=FF +FF +F F +F F

n' n+l

=FF.,+F(F+F )+F_F,

n' n+l

~FF,+FF ., +FF,

n' n+l n' n+l

yani,
l:2r1+l = I:nz—l + 2Fn Fn+l (326)
esitligi elde edilir. n

n+1

Sonu¢ 3.10. n>1i¢in F,) F+F,, > F=F, ;—F,, dir.
i=1 i=1

Ispat. (3.24) esitliginde, m yerine n+1, k yerine 2n+1 alinir ve Tanim 2.1 ile

Yardimci Teorem 2.6 dikkate alinirsa,

i (Fn+2 —l) + I:n-¢—1

F 1 I:l

(F

n+3

Fs) = F2n+3 -F

n+3
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F

n+3

I:n (Fn+2 _1) + I:n-¢—l(|:n+3 - 2) = FZ

n+3

I:n (Fn+2 _1) + I:n-*—l(I:n+3 _1) - I:n+1 = I:2n+3 - l:n-¢—3
I:n (Fn+2 _1) + Fn+l(Fn+3 _1) = I:2n+3 - Fn+3 + I:n+1
I:n (Fn+2 _1) + Fn+1(Fn+3 _1) = I:2n+3 - I:n+2 (327)
esitligi elde edilir. (3.27) esitliginde n>1 i¢in Teorem 2.4 dikkate alinirsa,
n n+l
Fnz I:I + Fn+lz I:I = F2n+3 - I:n+2
i=1 i=1
bulunur. -

+5 1-5

: 1 .
Kisim 2.4.3’te 6zdegerleri, a:T ve B= 5 olan 2x2 boyutlu K matrisi

incelenmisti. Simdi K matrisi, bu 6zelliklere sahip herhangi bir matris olsun. (3.1)

matris denklemi, Q matrisi yerine K matrisi alinarak, yeniden incelenebilir:
aK" +bK™ = K* (3.28)

K matrisinin 6zdegerleri farkli iki reel deger oldugu ig¢in K  matrisi

kosegenlestirilebilirdir. Buradan genelligi bozmaksizin, S tersinir matris ve

a 0
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olmak iizere K = SAS™ seklinde yazilabilir. K matrisinin bu sekli, (3.28) esitliginde

yazilirsa,

a(SA"S™)+b(SA"S ™) =SA*S™ (3.30)



elde edilir. Sonra (3.30) esitligi diizenlenirse,
S(aA" +bA™)S™ = SA*S™

veya denk olarak,

aA” +bA™ = A"

elde edilir. (3.31)’de, (3.29) dikkate alindiginda,

(a Ojn (a ij (a OJK
a +b =
0B 0B 0B

veya denk olarak,

{a”OJ (amO] (ockOJ
a +b =
0o B 0 B" 0 p*

olur. (3.32) diizenlenerek,

aa" +ba™ 0 B a¥ 0
0 ap"+bp" ) |0 B

veya denk olarak,

aa" +ba™ = ok

ap" +bp" =p*
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(3.31)

(3.32)

(3.33)

denklem sistemi bulunur. Bu denklem sistemi ile, (3.28) matris denklemi denktir.

(3.33) denklem sisteminde, Yardimci Teorem 2.7 ve Sonug 2.8 kullanilirsa,
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a(aF +F ) +b(aF,+F ,)=aF +F

(3.34)
aBF, +F,,)+b(BF, +F,,)=BFR +F_,

sistemi elde edilir. (3.34) sistemi diizenlenirse,

o(aF, +bF,)+aF ,+bF, ,=aF +F

(3.35)
B(aF, +bF,)+aF ,+bF ,=pF +F

ve (3.35) esitlikleri taraf tarafa ¢ikarilirsa,

(a_B)(aFn +me) = ((X—B) I:k

aF, +bF, =F, (3.36)

elde edilir. Yine, (3.35) esitlikleri taraf tarafa toplanir ve (3.36) esitligi dikkate

alinirsa,

(a+P)(aF, +bF,)+2aF, , +2bF, , = (a+B)F, +2F,
(aF, +DbF,)+2aF, ,+2bF ,=F +2F ,

F +2aF,_ +2bF_ =F +2F_

yani,

aF _,+bF, ,=F, (3.37)

elde edilir. Sonug olarak, (3.28) matris denklemi veya denk olarak (3.33) denklem

sisteminin,

aF, +bF, =F,

(3.38)
aF _ +bF_ =F
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denklem sistemine denk oldugu goriiliir. Boylece, (3.1) matris denklemi ile (3.28)

matris denklemlerinin denk oldugu goriiliir.
(3.28) denklemi i¢in kdsegenlestirme yardimiyla yapilan ispat (3.1) denklemi i¢in de

yapilabilir. Ciinkii Q matrisi de yukaridaki K matrisinin 6zel bir halidir. Diger bir

deyisle, (3.1) matris denklemi (3.28) matris denkleminin 6zel halidir.
3.2. aRQ" +bRQ™ = RQ* Matris Denkleminin Coziimleri

(3.1) denkleminin ¢oztimleri kullanilarak, baz1 esitliklerin  bulunabilecegi

goriilmiistiir. Simdi buna benzer olarak Q ve R matrislerini igeren benzer

denklemler incelenecektir.

1
n, m ve k birer tamsay1 ve R :(2 j olmak iizere,

aRQ" +bRQ™ = RQ" (3.39)

denklemini inceleyelim. R matrisi tersinir oldugundan, (3.39) denkleminin her iki

yani soldan R™ ile ¢arpilirsa ve (3.39) diizenlenirse,

R'R(aQ" +bQ™) = R*RQ*

veya denk olarak,

aQ" +bQ" = Qk

elde edilir. Buradan, (3.39) matris denklemi ve (3.1) matris denkleminin denk oldugu

goriiliir. Yani bu matris denklemleri aym ¢oziime sahiptirler. Ote yandan, Teorem
2.24 ve (3.39) denklemi dikkate alinirsa,
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Ln+l I‘n Lm+l I‘m I‘k +1 Lk
a +b = (3.40)
I‘n Ln—l Lm Lm—l I‘k Lk -1

denklemine doniistiigii goriiliir. (3.40) matris esitligi

a'Lnﬁ-l + bI‘m+1 = I‘k+l
al, +bL_=L, (3.41)
aL, ,+bL, =L,

denklem sistemini verir. (3.41) sistemindeki ikinci ve tiglincti denklemler taraf tarafa
toplanirsa birinci denklem elde edilir. Yani, ilk denklem, diger iki denklemle lineer

bagimlidir. O halde sadece ikinci ve ii¢lincii denklem alinarak elde edilen,

aL +bL, =

b+ bby =L (3.42)
aLn—l +b|—m—1 = Lk—l
denklem sistemi (3.41) denklem sistemine denktir. Sonug olarak, (3.42) sistemi ile

(3.5) sistemi ayni1 ¢Oziime sahip olacaktir. Buradan yola ¢ikilarak asagidaki sonug

verilebilir.
.. F_ F .
Sonuc¢ 3.11. n,m,k,ceZ Ve n=m igin F_mL“+°+F_n L..=L. dir

ispat. (3.18)’de elde edilen,

K F..

::: ot Fm—n Foa=Fa
ve

F F..

ka I:n+l + Fk I:m+1 = I:k+l
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esitlikleri, Once sirasiyla taraf tarafa toplanirsa ve daha sonra Teorem 2.13

kullanilirsa,

F -m F -n
Fk_ (Fn—l + I:n+1) + Fk_ (Fm—l +F

m+1

): Fk—l + Fk+1

n-m m-n

ve

%Ln-i_%l‘m: L, (3.43)

n m-n

elde edilir. (3.43) esitliginde, n yerine n+c, m yerine m+c ve k yerine k+c

yazilirsa,

F

-m F -n
Fk_ Ln+c +Fk_ Lm+c = Lk+c

elde edilir. -
Sonug 3.11 kullanilarak bazi 6zelliklerin ispat1 asagidaki gibidir.

Sonug 3.11°de n yerine p, m yerine p—1, k yerine r ve ¢ =0 konur ve Yardimci

Teorem 2.6 dikkate alinirsa, [8] c¢alismasindaki, 88. sayfadaki 7. 6zellik olan

asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢3.12. Her r,peZ i¢in L =L F_  +L ,F_ ’dir[8].

Sonug 3.11°de dnce m yerine n+1, k yerine 2n, c=0 alinirsa ve sonra Yardimci
Teorem 2.6 kullanilirsa, [8] ¢alismasindaki, Corollary 32.3 esitliginin, n=m ig¢in
0zel hali olan asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.13. Her neZ i¢in, L,, = F L, +F L

n—n+l

“dir [8]
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Sonug¢ 3.11°de 6nce n yerine p+2r, m yerine p, k yerine 2p+2r, ve ¢=0

alinirsa ve sonra Yardimci Teorem 2.6 dikkate alinirsa,

F F F F
F — p+2r F + p F — p+2r p F
2p+2r Fzr p+2r F_ p FZ p+2|’ ( 1)2r+l F p

r

F2
PR =2 P (3.44)

veya (3.44) esitligine denk olan ve [8] ¢alismasinda; 90. sayfadaki 55. 6zellik olarak

gecen asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.14. Her r,peZ igin, F>, —F?=F, . F, ’dir [8].

p+2r ' p 2p+2r ' 2r

Sonug 3.11°de m yerine n+1, k yerine 2n+2 ve ¢ =0 alinirsa,

F.L +F.L. =L

n+l—n n+2-n+l T T2n+2 (345)
elde edilir. (3.45) esitligi ile Sonug 3.13’te verilen esitlik taraf tarafa toplanirsa,

L (F + F +1) + I—n+1(|: + Fn+2) L 2n + L2 (346)

n+2

olur. (3.46) esitliginde, Teorem 2.13 dikkate alinirsa, [8] ¢alismasindaki, 93. sayfada

bulunan 130. 6zellik olan asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.15. Her neZ igin, L2 +L2, =L, +L, , dir [8].

3.3. aQ" +bQ™ = RQ* Matris Denkleminin Céziimleri

n, m ve k birer tamsay1 olsun. Kisim 3.1°de aQ" +bQ™ = Q* ve Kisim 3.2°de
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aRQ" +bRQ™ = RQ* lineer bilesimleri ele alinmist. Bu kisimda ise
aQ" +bQ™ = RQ* (3.47)
lineer bilesimi ele alinacak ve benzer inceleme yapilacaktir.

(3.47) denklemi diizenlenirse,

veya denk olarak,

aF,+bF,, aF +bF, ) (L, L,
aF, +bF, aF _ +bF ) (L L,

elde edilir. Buradan,

aF, ,+bF .. =L,

n+1
aF, +bF =L, (3.48)
aF, _,+bF =L,

denklem sistemi elde edilir. (3.48) sisteminin

aF, +bF, =L,

(3.49)
aF, _,+bF =L,

lineer denklem sistemine denk oldugu agiktir. (3.49) denklem sisteminin matris

bigimi,

g 3.50
[Fnl lej(bJ_(Lklj ( . )



o1

olur. (3.50) sisteminin katsayilar matrisi ile (3.6) sisteminin katsayilar matrisi
aynidir. Bu matrisin determinantt n=m i¢in sifir ve n=m i¢in sifirdan farklidir.
Simdi, bu iki durumu yine ayr1 ayri ele alalim:

Durum I. n=m Durumu

Bu durumda, (3.49) denklem sistemi,

(a+b)F =L,
(3.51)
(@+b)F =L,
denklem sistemine doniisiir. (3.51) sisteminde;
n=0 icin; (a+b)F,=L, denkleminde (a+b)F,=L, ve 0=L, celiskisi,
n=1 i¢in; (a+b)F, =L, , denkleminde (a+b)F,=L, , ve 0=L, , celiskisi
elde edilir. Yani n=0 ve n=1 ig¢in (3.51) denklem sisteminin ¢6ziimii yoktur.
Simdi, n=0 ve n=1 olsun. (3.51) denklem sisteminde,
a+b=ter ke (3.52)
I:n—l I:n
esitlikleri elde edilir. (3.52) esitliginden,
Lk—an - Lk Fn—l =0 (353)

elde edilir. (3.53) esitliginde a=n, b=k-1, c=n-1, d=k ve r=n-1 alarak,
Sonug 2.17 dikkate alinirsa,

0=L iR~ LR = (D" (L R LR = () L
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ve buradan, L _, =0 olur. Fakat Lucas sayilarinda sifir olmadigi i¢in, bu bir

celiskidir.

Sonug olarak, n=m igin (3.47) matris denklemini veya denk olarak (3.48) lineer

denklem sistemini saglayan a ve b sayilar1 yoktur.
Durum Il. n=m Durumu
N#mMmM i¢in katsayilar matrisinin determinant1 sifirdan farkli oldugundan (3.49)

sisteminin tek ¢Oziimii vardir. Bu sistem, Sonug¢ 2.17 de dikkate alinarak, Cramer

metodu ile ¢oziiliirse,

Lk Fm

a= Lk—l I:m—l — Lk Fm—l — Fm Lk—l — (_1)m71( Lk—m+1F0 — FlLk—m) _ (_1)m Lk—m — Lk—m
Fn Fm Fn Fm—l - I:m I:n—l (_1)m71(Fn—m+1 FO - Fl I:n—m) (_1)m I:n—m I:n—m
Fn—l I:m—l
I:n I‘k

b= Foa b — Rl —LF, — (_l)nil(FlLk—n _ Lk—n+1F0) — (_1)n71 L — L
Fn I:m I:n I:m—l - I:m Fn—l (_1)”*1(F1 I:m—n - I:m—n+1|:0) (_1)”*1 I:m—n I:m—n
Fn—l I:m—l

elde edilir. Yani n=m i¢in (3.47) matris denkleminin tek ¢6ziimii vardir ve bu

- L L .
¢oziim, a=—="" ve b === "dir.

n—-m m-n
Boylece asagidaki teoremin ispat1 yapilmis oldu.

Teorem 3.16. aQ" +bQ™ = RQ* matris denklemi,

(i) n=m olmasi durumunda ¢6ziime sahip degildir.

. . L
(ii) n#m olmasi durumunda her tamsayi i¢in yalnizca, a = =" ve b =" tek

n—-m m-n
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¢ozlimiine sahiptir.

Bulunan a ve b degerleri (3.48) denklem sisteminin de ¢6ziimii olacaktir. Bu

degerler (3.48) denklem sisteminde yerine yazilirsa N M igin,

(3.54)

esitlikleri elde edilir.

Sonu¢ 3.17. n,m,k,ceZ ve n=m igin ?Fﬂﬁﬁﬁ F..=L. dir

n—-m m-n

Ispat. n,m k e Z olmak iizere N#m icin (3.48) denklem sisteminin tek ¢oziimiin

oldugu gosterilmis ve bunun sonucu olarak da (3.54)’te FE‘+% F =L

esitligi elde edilmisti. Bu esitlikte, ceZ olmak iizere, n yerine n+c, myerine

m+c ve k yerine k+c yazilirsa,

L L
(k+c)—(m+c) (k+c)—(n+c) _
——F, +—F, . =L

- “k+c
(n+c)—(m+c) (m+c)—(n+c)

veya denk olarak,

L L
—em o en po_
Fn_m n+c Fm_n m+C Lk+C

elde edilir. n
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3.4. aQ" +bRQ™ = Q* Matris Denkleminin Céziimleri
Bu kisimda, n, m ve k birer tamsay1 olmak iizere;
aQ" +bRQ™ =Q* (3.55)

matris denklemini ele alacagiz. (3.55) matris denklemi diizenlenirse,

veya denk olarak,

(aFn+l+bLm+l aF. +bL_ j_(FM F ] (3.56)

aF +bL, aF_,+bL, F. F.

elde edilir. (3.56) esitligi,

aF,,+bL. .=F.

n+1
aF, +bL, =F, (3.57)
aF, ,+bL, ,=F,

lineer denklem sistemine doniisiir. (3.57) lineer denklemler sisteminin,

aF, +blL, =F,

(3.58)
aFn—l + bLm—l = Fk—l

lineer denklemler sistemine denk oldugu kolayca goriiliir. Bu sistemin matris

gdsterimi,

A R 3.59
(Fn_l Lm_lj(bJ_(Fk_lj (3.59)
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seklindedir. (3.59) sisteminin katsayilar matrisinin determinanti,

" ™I|=FL ,-LF (3.60)

ntm-1 T Bmtna
n-1 m-1

dir. (3.60) esitliginde, Sonug 2.17 dikkate alinirsa,

Fn Lm—l - LrnFn—l = (_1)nil(Fle—n - Lm—n+lF0) = (_1)”*1 Lm—n

veya denk olarak

n m

= (_1)”—1 Lm—n #0

n-1 m-1

elde edilir. Yani (3.58) lineer denklemler sisteminin katsayillar matrisinin
determinant1 sifirdan farklidir. O halde bu sistem tek ¢oziime sahiptir. Buradan

Cramer metodu ile a ve b ¢oziiliir ve sirasiyla Sonug 2.17 ve Teorem 2.13 dikkate

alinirsa,
I:k I—m
a= Fk—l I‘m—l — Fk Lm—l — I-m Fk—l — (_1)mil(Fk—m+1L0 — Lle—m)
I:n I‘m I:n Lm—l - Lm Fn—l (_1)m71(Fn—m+lL0 - Lan—m)
I:n—l I‘m—l
— 2Fk—m+1 — I:k—m — l:k—m+l + I:k—m—l — Lk—m
2Fn—m+1 - I:n—m I:n—m+1 + I:k—m—l Ln—m
ve
Fn Fk
b= I:n—l |:k—l — Fn Fk—l — Fk Fn—l — (_1)n71(F1Fk—n — Fk—n+1FO) — (_1)n71 Fk—n — Fk—n
Fn I‘m Fn Lm—l - I—m Fn—l (_1)n71(|:1 Lm—n - Lm—n+1FO) (_1)n71 I-m—n I—m—n

F 1 Lm—l

n—:
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elde edilir. Yani (3.55) matris denkleminin a= ve bz% seklinde tek

n—m m-n

L

¢Oziimi bulunur.

Boylece asagidaki teoremin ispati yapilmis oldu.
Teorem 3.18. aQ" +bRQ™ =Q* matris denkleminin her n,m,k,c e Z igin yalmz ve

: F :
yalniz bir ¢6ziimii vardir ve bu ¢éziim a = Len ve b =—""dir.

n-m m-—n

Simdi, a= ben ve b=h degerleri, (3.57) lineer denklem sisteminde yerine

n—-m m-n
yazilirsa,
tk = I:n II_:kn Lm+1= Fk+1
tkmF+FknL_F (361)
L

Lk Fo+ kan Lns=Fy

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerinin genel hali ile asagidaki sonug da verilebilir.

Sonuc 3.19. n,m,k,c e Z i¢in % F. +%Lm+C F.. dir.

—m —n

spat. n,m,k €Z olmak iizere aQ" +bRQ™ =Q* denkleminin tek ¢dziimiin oldugu

gosterilmis ve bu denklemin sonucu olarak (3.61) esitliklerinde;

Lk—m F + I:k—n Lm — Fk

Ln—m " Lm—n

esitligi elde edilmisti. Bu esitlikte ¢c e Z i¢in; n yerine n+c, m yerine m+c ve k



yerine k +c yazilirsa,

L f
(k+C)—(m+c) (k+c)—(n+c) _
F . +—o@a) _F

(n+c)—(m+c) (m+c)—(n+c)

h Fn+c +£ I—m+c = I:k

Ln—m Lm—n ¢

+C

elde edilir.

3.5. aQ" +bRQ™ = RQ* Matris Denkleminin Céziimleri
Bu kisimda n, m ve k birer tamsay1 olmak {izere

aQ" +bRQ™ = RQ*

matris denklemini ele alacagiz.

Teorem 2.18 ve Teorem 2.24 dikkate alinarak, (3.62) denkleminin

veya denk olarak,

aF,,+bl,, aF+blL, ) (L, L
aF, +bL aF_ +bL ) \L L,

denklemine denk oldugu goriiliir. (3.63)’ten

aFn+l + bI‘m+1 = Lk+1
aF, +bL =L,

aF, ,+bL, =L,

S7

(3.62)

(3.63)

(3.64)
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lineer denklem sistemi elde edilir. Onceki kisimlardakine benzer sekilde (3.64) lineer

denklem sisteminin

aF, +bL, =L,

(3.65)
aFn—l + bLm—l = Lk—l

denklem sistemine denk oldugu agiktir. (3.65) sisteminin matris bigimi,

A NEn 3.66
1 o5

dir. (3.66) sisteminin katsayilar matrisi ile (3.59) sisteminin katsayilar matrisi
aymidir. Dolayisiyla benzer irdeleme ile, (3.66) sisteminin de tek ¢oziimii vardir. Bu

sistem Cramer metodu ile ¢oziildiigiinde,

Lk Lm

a= Lk—l Lm—l _ Lk Lm—l — I—m Lk—l (3.67)
I:n I-m Fn Lm—l - Lm Fn—l
Fn—l Lm—l

olur. Teorem 2.13 dikkate alindiginda, (3.67) esitliginden

a= (Fk—l + Fk+l) Lm—l — (Fm—l + Fm+l) Lk—l

I:n Lm—l - Lm Fn—l
— (Fk—le—l — Fm—lLk—l) + (Fk+1Lm—l — Fm+1Lk—1) (3.68)
Fn I‘m—l - I-m l:n—l

bulunur. (3.68) esitliginin payindaki iki parantezde ve paydasinda ayri ayri Sonug
2.17 kullanilirsa
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a= (_1)m_1(Fk—m Lo — Fo Lk—m) + (_1)m_1(Fk—m+2 Lo — Fz Lk—m)
(_l)mil(Fn—erlLO - Lan—m)
_ 2Fk—m + 2Fk—m+2 — Lk—m _ 2(Fk—m + Fk—m+2) — Lk—m
Fn Fn—m+1 + Fn—m—l

—m

2 n-m+l

olur. Buradan, 6nce Teorem 2.13 ve sonra Teorem 2.14 uygulanirsa,

a= 2Lk*m+l - Lk*m — Lk’m'*'l + Lk7m71 = 5Fk7m
Ln_m Ln_m Ln—m

elde edilir. Yine Cramer metodu ile (3.66)’dan

I:n Lk

b= Fﬂ—l Lk—l — I:n Lk—l — I‘k Fn—l
I:n I-m Fn Lm—l - Lm Fn—l
I:n—l Lm—l

bulunur. Buradan Sonug 2.17 dikkate alinirsa,

b= (_1) n_l(l:lLk—n — Lk—n+1FO) — (_1) i Lk—n — Lk—n
(_1) i ( Fl I-m—n - I—m—n+1 FO) (_1) " Lm—n Lm—n

olur.
Boylece asagidaki teoremin ispat1 yapilmis olur.

Teorem 3.20. aQ" +bRQ™ = RQ* matris denkleminin bir tek ¢6ziimii vardir ve bu

Fin ye b:—Lk’n "dir.

—m m-n

¢ozlim a=

a= Fn ve b= Lo degerleri (3.64) denklem sisteminde yerlerine yazilirsa,

—-m m-n
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Lnk:: Fn+1 + Lm,n Lm+l: Lk+1

5Fk—m Fn + I—k—n Lm — Lk (369)
Ln—m m-n

SF ., .

Lnk_m 1 T Lr:—n Loa=Ly

esitlikleri elde edilir. Ote yandan (3.69) esitliklerini de igeren genel sonug asagidaki
gibidir.

Sonuc 3.21. n,m,k,c € Z i¢in T&FM + L L,..=L, dir.

n—-m —

Ispat. n,m k eZ olmak iizere aQ" +bRQ™ =RQ" matris denkleminin tek ¢oziime

sahip oldugu gosterilmis ve bu ¢6ziimiin a=5Fﬂ ve b=ﬂ oldugu Teorem

n—-m m-—n

3.20’de verilmistir. Sonra (3.69) esitliklerinde goriildiigii gibi,

5K,
L

L
—mF k—n —
n+| an Lk

n—-m —

elde edilmisti. Bu esitlikte ¢ € Z keyfi olmak iizere, n yerine n+c, m yerine m+c

ve k yerine k +c yazilarak,

5F L
(k+c)—(m+c) (k+c)—(n+c) _
L Fn+c + Lm+c - Lk+c
(n+c)—(m+c) (m+c)—(n+c)

veya denk olarak

Mg poenl =1
I—n—m I-m—n

elde edilir. n
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Sonug 3.21 kullanilarak elde edilebilecek sonuglardan bazilar1 agagidaki gibidir.

Sonug 3.21°de m=n, k=0 ve ¢=0 koyulur ve Yardimec1 Teorem 2.6 ile Yardimci

Teorem 2.12 kullanilirsa,

SFap Loy _

n n

yani,

n+1 n
D p S L o (3.70)

olur. (3.70) esitliginden, [15] ¢alismasinin, 29. sayfasindaki 10. 6zellik olarak verilen

asagidaki sonug elde edilir.
Sonug¢ 3.22. Her ne Z i¢in L2 —4(-1)" =5F7 esitligi vardir [15].

aeZ olmak iizere Sonu¢ 3.21°de n=m=2a, k =c=0 yazilir ve Yardimc1 Teorem
2.6 ile Yardimci Teorem 2.12 dikkate alinirsa, [24] c¢alismasinda yer alan (24)

esitliginin 6zel hali olan asagidaki sonug elde edilir.
Sonug¢ 3.23. Her aeZ i¢in L5, =5F7 +4 dir [24].

Simdi de Sonu¢ 3.21°de m yerine n, k yerine 2n ve c=0 yazlarak, [24]

calismasinda; (22) esitligi olarak verilen asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.24. Her neZ igin L,, =%(5Fn2 +12) “dir [24].

3.6. aRQ"+bRQ™ = Q* Matris Denkleminin Coziimleri
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n, m ve k birer tamsay1 olmak iizere
aRQ" +bRQ™ = Q* (3.71)

matris denklemini ele alalim. R matrisi ve Teorem 2.8 dikkate alinirsa, (3.71)

esitligi

a Ln+l Ln + b Lm+l Lm _ Fk+l I:k
I‘n Ln—l I—m Lm—l Fk Fk—l
veya denk olarak

(aLn+l+bLm+l al, +bL_ j_[FM = ) 372

aL, +bL, aL, ,+bL_ F. k.

esitligine dontsiir. (3.72) esitligi de

aLn+l + bLm+1 = Fk+l
aL, +bL =F, (3.73)
aL, ,+bL ,=F,

denklem sistemine denktir. (3.73) denklem sisteminin,

aL,+bL, =F

(3.74)
aLn—l + bLm—l = Fk—l

denklem sistemine denk oldugu kolaylikla goriiliir. (3.74) denklem sisteminin matris

bigimi

C e 3.75
(Ln_l Lm_J[bJ_(Fk_l] (3.75)
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olur. (3.75) sisteminde katsayilar matrisinin determinanti hesaplanirsa

" "l=LL ,-LL

n—m-1 m —n-1

n-1 m-1

bulunur. Buradan, Teorem 2.13, Sonug 2.17 ve Teorem 2.14 dikkate alinarak

L

n m

= (Fn—l + Fn+l) Lm—l - (Fm—l +F +1)Ln—1

m

n-1 m-1

= (Fn—l Lm—l - I:m—l Ln—l) + (Fn+1 Lm—l - I:m+1 Ln—l)
= (_1) i ( Fn—m LO - FO Ln—m) + (_1) rrlil(lzn—m+2 LO - FZ Ln—m)
= (_1)m71(2 I:n—m + 2Fn—m+2 - Ln—m) = (_1)m71 (2 Ln—m+l - Ln—m) = (_1)mil(|—n—m+l + Lh—m—l)

yani
"M I=5(-)"™'F (3.76)
n-1 m-1

elde edilir. Simdi (3.76) determinantt n=m ve N#m durumlar igin ayri ayri

incelenmelidir.

Durum I. n=m Durumu

n=m igin (3.74) denklem sistemi;

(a+b)L,=F,

(@+b)L,,=F, G710

sistemine doniistir. (3.77) denklem sisteminde,
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(a+b)= e - Fi

Ln—l L_n
ve buradan da
Fal, KL, =0 (3.78)

elde edilir. (3.78) esitliginde Sonug 2.17 dikkate alinirsa

Fal —RlLa= (_1)k_1(|:o L — Fan—k) = (_1)k L.«=0 Ve buradan L=0
celiskisi elde edilir. Yani (3.74) denklem sisteminin ve (3.71) matris denkleminin

m =n i¢in ¢éziime sahip olmadig1 goriiliir.
Durum Il. n#m Durumu
n=m i¢in (3.74) denklem sisteminin katsayilar matrisinin (3.76) ile elde edilen

determinanti sifir degildir. Dolayisiyla (3.74) denklem sisteminin tek ¢oziimii vardir.

Bu sistem Cramer metodu ile ¢6ziildiigiinde,

I:k I-m

a= Fo Lo _RL-LFRgy (3.79)
I-n I-m Ln I-m—1 - Lm Ln—l
Ln—l Lm—l

bulunur. (3.79) esitliginde sirasiyla Sonug 2.17, (3.83) esitligi ve Teorem 2.13

dikkate alinirsa,

5(-1)™*F, 5F 5 5F

n-m

a= (_1)m_l(Fk—m+lL0 — Lle—m) _ 2Fk—m+1 — I:k—m _ I:k—erl + I:k—m—l _ Lk—m

olur. (3.74) sisteminden, Cramer metodu ile
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I‘n I:k

b= L R _ LR, -RlL, (3.80)
L L | LL,-LL,
Ln—l Lm—l

bulunur. (3.80) esitliginde sirasiyla Sonug 2.17, Teorem 2.13 ve Teorem 2.14 dikkate

alinirsa

_ (_l)nil(LiFk n_ Fk—n+lL0)
(F +F +1) Lm (Fm—l + Fm+l) I—n—l

_ ( 1)n71(Fk n_ k n+l)
F Lo +F L —F an |-

(_1)n(2Fk n+l Fk n)
( le 1 m an l)+( +1Lm 1 m+an—1)

— ( 1)n(Fk n 1+Fk n+1)
(_1)n_l(FOLm—n L0)+( 1) _l(F Lm m n+2L0)

m+1

_ D"L.,
(_1)n—1( 2F, )+( 1)n 1(Lm m n+2)
i (DL, i ('L,
(_1)“ (2 Fm—n) + (_1)“ (2 I:m—n+2 - Lm—n) (_1)“(2 Fm—n +2F m-n+2 Lrn )
_ (_1) Lk n _ Lk n _ I‘k—n
(_1)“ (2 Fm—n +2F m-n+2 Lrn ) 2Lm n+l Lrn—n Lm—n+1 + Lm—n—l
_ Lk—n
~5F

elde edilir. Yani n#m igin, (3.74) denklem sisteminin veya denk olarak (3.71)

matris denkleminin, a=5|;;—m ve b_ Lo

n-m m-n

seklindeki tek ¢oziimii bulunur.

Boylece asagidaki teoremin ispat1 yapilmis oldu

Teorem 3.25. aRQ" +bRQ™ = Q* matris denklemi n,m,k € Z olmak iizere,
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(i) n=m olmasi durumunda ¢6ziime sahip degildir.

(if) n= m olmasi durumunda yalnizca a = L ve b= 5|;:k—” ¢Oziimiine sahiptir.
n—-m m-n

Teorem 3.25’te bulunan a= 5';;‘”‘ ve b= 5|‘Fk‘“ degerleri (3.73) sisteminde yerine

n-m m-n
yazilirsa,
L. L.
5; Ln+l + 5Fk I-m-v-l = I:k+1
Lk—m Ln + I‘k—n Lm — Fk (381)
SF . Sk, .
L. L.
5; Lo+ 5Fk Loa=F

esitlikleri elde edilir. Ote yandan (3.81) esitliklerini de iceren genel sonug asagida

verilmigtir.

Sonu¢ 3.26. n=m olmak ilizere n,m,k,ceZ igin E)I_k—_ml‘n+c+5ll_:ﬁl-m+c:l:k+c

n-m m

esitligi dogrudur.

Ispat. n=m olmak iizere her n,m,k €Z i¢in aRQ"+bRQ™ =Q* denkleminin tek

¢oziime sahip oldugu gosterilmis ve bu denklemin sonucu olarak (3.81)

esitliklerinde,

ben |y ben ) _F
5F, 5F,

n—-m m-n

elde edilmisti. Bu esitlikte ¢ eZ igin, n yerine n+c, m yerine m+c ve k yerine

k +c yazilirsa,
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L(k+c)—(m+c) L + L(k+c)—(n+c) L _F
5F n+c 5F m-+C k+c

(n+c)—(m+c) (m+c)—(n+c)

L -m -n
5|;—m Ln+c +5ET Lm+c = I:k+c

elde edilir. -
Sonug 3.26 kullanilarak asagidaki sonuglar elde edilebilir.

Sonug¢ 3.27. Her ne Z i¢in L2 + 12, =5F, , dir.

+1 2n+1

Ispat. Sonug 3.26’da m yerine n+1, k yerine 2n+1 ve ¢ =0 almirsa,

Fona = 5IL:”1 L, +;n_|;ll |_n+1:% L+ Lgl o +5 L.

veya denk olarak,

b+ =5Fnn (3.82)
elde edilir. _

(3.82) esitligi [8] ¢alismasindaki, 97. sayfadaki 37. 6zelliktir.

Sonug 3.28. Her neZ i¢in L,L.,— Lﬁ = 5(_1)”_1 esitligi vardir.

Ispat. Sonug 3.26’da m yerine n+1, k=1 ve ¢=0 almirsa

L
—n |+ =F
5F71 I‘n 5F1 I‘n+l 1

olur. Yardimci Teorem 2.12 dikkate alinarak
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_1\n _1\n-1
(1) LnL+( 1) Ln—lL

5 n 5 n+l=1

ve buradan

D"+ ()", L, =5

elde edilir. Bu esitligin her iki yan1 (-=1)"" ile garpilarak

(_1)2n—1 LTZ1 + (_1)2n—2 H71H+1 — 5(_1)n—1

veya denk olarak,

Ll — Li =5(-1)"" (3.83)

esitligi elde edilir. ]

(3.83) esitligi, [8] ¢alismasindaki, 97. sayfadaki 38. 6zelliktir.

Sonug 3.29. aeZ olmak iizere L2, —L> , =5F,,  dir.

Ispat. Sonug 3.26°da n yerine a+1, m yerine a—1, k yerine 2a ve ¢ =0 alinirsa,

2 2
an = ﬂ Lc1+1 + La_l La—l = i_i
5|:2 5F72 5 5

veya denk olarak

I~2a+1 - de—l =9k, (3.84)

esitligi elde edilir. n
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(3.84) esitligi, [8] ¢alismasindaki, 97. sayfadaki 44. 6zelliktir.
Sonuc 3.30. Her neZ igin L L, +4(-1)" =5F, ,F, ., esitligi dogrudur.
Ispat. Oncelikle, n=1 igin,

L L, +4(-1)* =5F,F,

olup esitlik n=1 ig¢in dogrudur. n=1 olsun. Sonu¢ 3.26’da m yerine 1, k yerine

n+3 ve ¢ =0 alinirsa

3= I—n+2 Ln+ L3 le Ln+2 Ln+ 4 — Ln+2 n+ 4;1
5Fn—1 5F1—n 5Fn—l 5F—(n—l) 5Fn—1 5(_1) I:n—l

ve buradan
Ln Ln+2 + 4(_1)n = 5Fn—1 I:n+3 (385)
esitligi elde edilir. m

(3.85) esitligi [8] calismasinin, 91. sayfasindaki, 93. 6zelliktir.



BOLUM 4. FIBONACCI VE LUCAS SAYILARI ILE ILISKILi
3x3 TIPINDE OZEL MATRIiSLER

Bolim 2’de kuvvetleri Fibonacci ve Lucas sayilari ile iligkili olan, 2x2 tipindeki
baz1 6zel matrisler incelemisti. Bu tiir 6zel matrislerin, Fibonacci ve Lucas sayilari
ile iliskili dzelliklerin ispatlarinda dnemli bir yeri oldugu goriilmektedir. Ornegin, Q
matrisinin determinant: sayesinde; Teorem 2.20 ile verilen esitligin ispatlanabildigi
goriilmiistiir. Yine, Sonu¢ 2.27 ve Sonug¢ 2.28°de iki 6zel matris gosterilmisti ve
Sonu¢ 2.27°de bulunan matrisin determinanti kullanilarak farkli bir 6zellik elde

edilmisti.

Fibonacci ve Lucas sayilari ile iliskili olan, 6zel matrisler elde etmenin Onemi
goriilmektedir. Bu boliimde, 3x3 boyutlu benzer 6zellikteki matrislerin 6rnekleri

verilmeye ¢aligilacaktir.

Teorem 2.22°de, Q matrisinin d6zdegerlerinin o ve B oldugu gosterildi. Daha sonra

Ozdegerleri, o ve B olan 2x2 tipindeki matrislerin kuvvetlerinin Fibonacci sayilari

ile iliskili oldugu incelenmisti. $imdi, 6zdegerleri A, =a :%, A, zﬁzﬁ
ve A, =0 olan 3x3 tipindeki matrisleri inceleyelim.
abc
A=|d e f | matrisi 6zdegerleri oo, B ve O olacak sekilde bir matris olsun. Bu
g h i

ozdegerlere karsilik gelen dzvektorler X, Yy ve z olsun. Buradan 6zdeger 6zvektor

X Y1 Z
ikililerini genelligi bozmaksizin, | a,| X, ||, [B,| Y, ||, | 0,| Z, || ile gosterelim.

X3 Ys Z3
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Ozdeger ve dzvektdr tanimindan Ax=ax, Ay =y ve Az=0 esitlikleri saglanir.

Bu esitliklerden sirasiyla,

ax, +bx, +cx; = ax,
dx, +ex, + fx; = ax, (4.1)
gX, + hx, +ix; = ax,

ay, + byz +Cy; = BY1
dyl +€y, + fys = Byz (4-2)
ay, +hy, +iy; =By,

ve

az, +bz,+cz; =0
dz, +ez, + fz; =0 (4.3)
gz, +hz, +iz, =0

elde edilir.

A matrisi 6zdegerleri farkli ve reel oldugundan kosegenlestirilebilirdir. Bu durumda

genelligi bozmaksizin,

(4.4)

>

Il
o o Q
© = o
o o o

ve S tersinir bir matris olmak tizere

A=SAS™

seklinde yazilabilir. Buradan her n e Z igin,
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A" =SA"S™

olur. Buradan, (4.4), Yardimci1 Teorem 2.7 ve Sonug 2.8 dikkate alinarak,

Fo+F 0 0
A"=S|0 B" 0|S*=S 0 FB+F_, 0 |S™
0 0 O 0 0 0
elde edilir. Bu esitlikten
a 0 0 100
A"=S|F|0 B O|+F_,/0 1 0[S
0 0O 0 0O
o 0 100 000
=S| F|0 B +F /0 1 0|-F,/0 0 O[|S™
0 00 0 01 0 01
00O
=S|FA+F_JI-F /0 0 0 [|S™
0 01
000
=F (SAS™)+F _,(SISY)-F _,/S|0 0 0|S™
0 01
olur. Boylece
000
A"=FA+F _I-F _,[S|0 0 0|S™ (4.5)
0 01

elde edilir. (4.5) esitliginden gortildigi tizere, A matrislerinin kuvvetleri Fibonacci
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sayilart ile iligkilidir. Bu sekilde bulunacak olan A matrislerinin determinant1 0O

olacag i¢in bu matrislerin tersi yoktur. Dolayisiyla (4.5) esitligi n>1 icin gecerlidir.

Simdi S matrisinin siitunlar;, A matrisinin o, B ve 0 6zdegerlerine iliskin lineer

bagimsiz vektorler olmak iizere,

D=S|0 0 0|S™ (4.6)
X N4
olsun. Buradan genelligi bozmaksizin S =(X y Z)= X, Y, Z, | olmak {izere,
X3 y3 23
XX Y, z |(0 0 O 0 0 gz
D={X, ¥, z, ||[0 0 0|S*=/0 0 z, |S™ (4.7)
X; Y3 Zg 0 01 00 Zy

elde edilir. Ayrica,

Y223 —2,Y, 2,Y; — Y145 YiZ, =41,
S_l = ﬁ Z2)(3 - Xzzs X253 =2, Xg 41X, = X2, (4-8)

X Y3 = Yo X ViXs =X Y3 XY, Y%
oldugundan, (4.7) ve (4.8) esitliklerinden,

Z1()(2 Y3 — Y2X3) Zl(XSyl - X1y3) Zl(xlyZ - ylx2)
D= E Z, (Xz Ys— yzxs) Zz(x3y1 - X1y3) Z, (X1y2 - Y1Xz) (4.9)
23(X2 Ys— yzxs) ZS(XByl - X1y3) 23(X1y2 - y1X2)

oldugu goriiliir. Ote yandan,
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|S| = Z1()(23/3 - yzxs) + ZZ(XSyl - X:I.yB) +1 (X1y2 - y1X2) (4-10)
esitligi vardir.

Amacimiz elemanlart ve kuvvetleri Fibonacci ve Lucas Sayilari olan matrisler
bulmaktir. Bunun i¢in (4.1), (4.2) ve (4.3) denklem sistemlerini saglayan uygun X,

y ve z vektorleri bulmaliyiz. Bunun i¢in birtakim 6zel kosullarla inceleme yapmak

kolaylik saglayacaktir.

X, Y, zZ vektorleri (4.1), (4.2) ve (4.3) denklemlerini saglayacak vektorler olsun.
Ayrica, (4.10) determinantinda bulunan, (X,Y;—VY,X;), (XY, —VYaX), (XY, —VY;X,)

ifadelerini birbirlerinin esiti ya da negatifi olacak sekilde secerek, (4.9)’daki D

matrisinin elemanlar1 tam say1 yapilmaya ¢alisilabilir.

Sonu¢ 2.23’te Q matrisinin Ozvektorlerinin, o ve [ Ozdegerlerini icerdigi
goriilmektedir. Yine istenilen A matrislerini, 6zvektorleri o ve B degerlerini

icerecek sekilde bulmak, istenilen sartlara ulasmayi kolaylastirabilir.

X a Y1 B
AL x, =X, |=| B|sY.=| Y, |=| a |Secimi
Xg -1 Y, -1
X o Y1 p
X, =% |=| Bl.Y,=|Y,|=| o] olarak secilirse, bu vektdrlerin A matrisinin
Xq -1 Y3 -1

ozvektorleri olmast i¢in (4.1), (4.2), ve (4.3) denklemlerini saglamalari

gerekmektedir.

Ik olarak (4.1) ve (4.2) sistemlerindeki ilk denklemlerin saglanmast icin,



75

g : g (4.11)
o[58 o55)e{58 '
2 2 2

olmalidir. (4.11)’deki denklemler taraf tarafa sirastyla toplanarak ve ¢ikarilarak

a+b-2c=3

412
a-b=1 (4.12)

denklem sistemi elde edilir. Sonra (4.1) ve (4.2) sistemlerindeki ikinci denklemlerin

saglanmasi igin,

(5}

2 2

(4.13)
d 1-5 +e 145 f=-1
2 2
olmalidir. (4.13)’teki denklemler taraf tarafa sirasiyla toplanarak ve ¢ikarilarak
d+e-2f=-2 (4.14)
e—d=0

denklem sistemi elde edilir. Son olarak (4.1) ve (4.2) sistemindeki igiinci

denklemlerin saglanmasi igin

() (5

2 2 2
o[58
2 2 2

olmalidir. Buradan, (4.15)’teki denklemler taraf tarafa sirasiyla toplanarak ve

(4.15)

&
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cikarilarak

+h-2i=-1
9 (4.16)
g—-h=-1
denklem sistemi elde edilir. (4.12), (4.14) ve (4.16) denklemlerinin saglanmasi

demek (4.1) ve (4.2) denklem sistemlerindeki denklemlerin saglanmasi demektir.

Secilen X, ve Yy, vektorleri icin (X,Y,—Y,X;) = J5, (XY, — Y5X) = J5 ve

(XY, = YiX,) = J5 olur. Simdi z vektoriinii istenilen kosullara gore degerlendirelim.

A matrisinin 6zdegerlerinden biri 0 oldugundan (4.3) homojen denklem sistemi
sonsuz ¢oklukta ¢oziime sahiptir. Bu durumda z vektorini (4.3) sistemini
saglayacak sekilde farkli bi¢cimlerde segebiliriz. Bu sekilde her bir secimle olusacak
sistem ve (4.12), (4.14) ve (4.16) sistemleri saglanmalidir. Bu nedenle z vektoriiniin
degisik secimleri ile birlikte bahsi gegen tiim sistemleri saglayacak sekilde farklt A
matrisleri bulunabilir. Simdi Z vektOriiniin 0zel segimleri i¢in birka¢ A matrisi

tiiretecegiz ve Fibonacci ve Lucas sayilari ile iligkilerini ortaya koyacagiz.

Secim 1. kK € Z keyfi olmak tizere z, =k, z, =k, z, =—k olsun:

Bu se¢ime gore (4.9)’daki D matrisi

seklinde olur. z, =k, z, =k, z, =-k seklinde segildigi i¢in (4.3) denklemi,
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a+b-c=0
d+e—f =0 (4.17)
g+h-i=0

halini alir. Buradan; (4.12), (4.14), (4.16) ve (4.17) denklem sistemlerinin saglanmasi
gereklidir. Diger bir deyisle, dokuz bilinmeyenli dokuz denklemli lineer denklem
sisteminin saglanmasi gerekir. Bu sistemin katsayilar matrisinin determinanti sifirdan

farklidir. Bu durumda A matrisinin elemanlarn tek tirlii olarak belirlenebilir.

Buradan,
-1 -2 -3

A=l 1 1 2 (4.18)
0 1 1

bulunur. (4.18)’de bulunan matris igin (4.5) esitligi kullanilarak her ne Z" igin

-1 -2 -3 100 1 1 1
A=F| 1 1 2|+F,|0 1 0|-F,| 1 1 1
0 1 1 0 01 -1 -1-1
_Fn - 2Fn - I:n—l _3Fn - I:n—l
= I:n - I:n—l I:n 2Fn - I:n—l
F. F.+F., F,+2F,
_Fn - Fn+2 - Ln+1
= Fn 2 l:n I‘n—l
n-1 I:n+1 Ln
elde edilir.

Boylece asagidaki teoremin ispati yapilmig oldu.
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-1 -2 -3 _Fn _Fn+2 _Ln+1
Teorem4.1. n>1i¢in A= 1 1 2 |ise, A= F, F L., |’dir.
0 1 1 F., F.

Secim 1. k € Z keyfi olmak iizere z, =k, z, =-k, z, =k olsun:
Se¢im I’deki tartismalar g6z Oniine alinarak (4.9) ile verilen D matrisi,

1
D=|-1-1 -

11
seklinde bulunur ve (4.3) denklem sistemi
a-b+c=0
d-e+f=0 (4.19)
g-h+i=0

sistemine doniisiir. (4.12), (4.14), (4.16) ve (4.19) denklemlerinin olusturdugu

sistemin ¢oziimiinden,

1 0 -1
A=-1-1 0 (4.20)
0 1 1

matrisi elde edilir. (4.20)’de bulunan matris igin (4.5) esitligi dikkate alinarak her

neZ" igin
1 0 -1 100 1 11
Al=F|-1-1 0 ||+F,/0 1 0|-F,-1-1-1
0O 1 1 0 01 1 11
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I:n - I:n—l - I:n - I:n—l
Azn = _Fn + I:n—l - Fn + 2Fn—1 Fn—l
_Fn—l I:n - I:n—l Fn
I:n - I:n—l - Fn+l
= _Fn—2 Fn—3 Fn—l
_Fn—l I:n—2 Fn
elde edilir.

Boylece asagidaki teoremin ispati yapilmis oldu.

1 0 -1 I:n - I:n—l - I:n+1
Teorem4.2. n>1i¢in A=|-1 -1 0 |ise, A"=|-F,, F, F_ |'dir
0 1 1 -F, F., F

Secim 111. k € Z keyfi olmak tizere z, =k, z, =k, z, =k olsun:

z,=—k, z,=k, z; =k seklinde secilirse yine Se¢im I’deki tartigmalar gdz Oniine

alinarak, (4.9) ile verilen D matrisi

e
e
L

seklinde bulunur ve (4.3) denklem sistemi

-a+b+c=0
—-d+e+f =0 (4.21)
-g+h+i=0

seklini alir. Buradan (4.12), (4.14), (4.16) ve (4.21) denklemlerinden olusan lineer

denklemler sistemi ¢oziildiiglinde,
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3 2 1
A=-1-1 0 (4.22)
-2 -1 -1

matrisi elde edilir. (4.22)’de bulunan matris i¢in (4.5) esitligi dikkate alinarak,

3 2 1 100 -1-1-1
A=F|-1-1 0|+F,0 10|-F, | 1 1 1
-2 -1 -1 0 01 111
3F,+2F , 2F+F F.+F
= _Fn - I:n—l - I:n - Fn—l
-2 I:n - Fn—l - I:n - I:n—l - I:n
I:n+3 I:n+2 Fn+1
= _Fn+1 - I:n - I:n—l
_Fn+2 - I:n+l - I:n
elde edilir.

Boylece asagidaki teoremin ispat1 yapilmis oldu.

3 2 1 Fn+3 I:n+2 I:n+l
Teorem4.3. n>1i¢in A=|-1 -1 0 |ise A"=|-F, -F,  —F_ [dir
-2 -1-1 _Fn+2 - I:n+1 - Fn
Xy a Y1 B
42. X, = X, |=| B |, Y,=| Y, |=| - | Secimi
Xs 1 Y, 1
X a Y1 p
X, =X, |=| B |, Y,=| Y, |=| —a | olarak secilirse bu vektorlerin A matrisinin
Xq 1 A 1
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Ozvektorleri olmast i¢in  (4.1), (4.2) ve (4.3) denklemlerini saglamalari

gerekmektedir.

Oncelikle (4.1) ve (4.2) sistemlerindeki ilk denklemlerin saglanmasi i¢in

{55 e

: ° ° (4.23)
(SR 55 {58 '
2 2 2

olmalidir. (4.23)’teki denklemler taraf tarafa sirasiyla toplanarak ve ¢ikarilarak,

a-b+2c=3

4.24
a+b=1 ( )

denklem sistemi elde edilir. Sonra (4.1) ve (4.2) deki ikinci denklemlerin

saglanmalari igin

(5

? ? (4.25)
d(#]—e(l+2\/§j+ f=1

olmalidir. (4.25)’teki denklemler sirasiyla taraf tarafa toplanarak ve ¢ikarilarak,

d-e+2f =2 (4.26)
e+d=0
denklem sistemi elde edilir. Son olarak (4.1) ve (4.2) sistemindeki {giincii

denklemlerin saglanmasi i¢in;
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(4.27)

olmalidir. (4.27)’deki denklemler sirasiyla taraf tarafa toplanarak ve ¢ikarilarak

g—-h+2i=1

4.28
g+h=1 (4.28)

denklem sistemi elde edilir. (4.24), (4.26) ve (4.28) denklemlerinin saglanmasi

demek (4.1) ve (4.2) denklem sistemlerindeki denklemlerin saglanmasi demektir.

Secilen X, ve vy, vektorleri icin  (X,Y;—Y,X)= J5, (XY, — Yo%) = -5,
(XY, = YiX,) = 5 olur. Simdi yine z vektoriinii istenilen kosullara gore

degerlendirelim.
Secim 1. kK € Z keyfi olmak tizere z, =k, z, =k, z; =k olsun:
Bu sec¢ime gore (4.9)’daki D matrisi

-1 11
D=-1 11
-1 11

olur. z, =k, z, =k, z, =k seklinde secildigi i¢in (4.3) denklemi

a+b+c=0
d+e+f=0 (4.29)
g+h+i=0



83

sekline gelir. (4.24), (4.26), (4.28) ve (4.29) denklemlerinin ¢oziimiiyle olusan matris

3 -2 -1
A=1 -1 0 (4.30)
2 -1 -1

seklindedir. (4.30)’da bulunan matris i¢in (4.5) esitligi kullanilarak her n e Z" igin

3 -2 -1 100 -1 11
Al=F|1 -1 0|+F,/0 1 0|-F /-1 11
2 -1 -1 0 01 -1 11
3F,+2F , -2F-F, -F-F_,
= I:n + Fn—l - Fn - Fn—l
2F.+F,, -F-F_, -F,
Fn+3 o I:n+2 B I:n+l
= Fn+1 - Fn - Fn—l
Fn+2 - I:n+1 - I:n
elde edilir.
Boylece agagidaki teorem ispatlanmis oldu.
3 -2 -1 Fn+3 - I:n+2 - Fn+1
Teorem4.4. n>1i¢in A=|1 -1 O |ise A"=|F, —-F —F,_ |’dir.
2 -1-1 Fn+2 - I:n+1 - I:n

Secim 11. k € Z keyfi olmak tizere z, =k, z, =k, z; =—k olsun:

Bu se¢ime gore (4.9)’daki D matrisi
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1 -1-1
D= 1 -1 -1
-1 1 1

olur ve (4.3) denklem sistemi

a+b-c=0
d+e-f=0 (4.31)

g+h-i=0

halini alir. (4.24), (4.26), (4.28) ve (4.31) denklemlerinin olusturdugu sistemin

¢Oziimiinden

(4.32)

Il
o B
|
R = O
r O

matrisi elde edilir. (4.32)’deki matris igin (4.5) esitligi dikkate alinarak her ne Z"

i¢in

0 11 -1 1 1
Fn I:n—l I:n + Fn—l
= Fn_Fnl _Fn+2Fn1 I:n—l
I:n—l I:n - I:n—l I:n
Fn I:n—l n+l
= Fn—2 Fn—3 Fn—l
I:n—l anz I:n

elde edilir.
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Boylece asagidaki teorem ispat edilmis oldu.

1 O 1 Fn Fn—l n+l
Teorem4.5. n>1i¢cinA={1 -1 0 |ise A"=|F,, F_, F,_ |'dir
0 11 F. F., F,
Secim 111. k € Z keyfi olmak tizere z, =k, z, =-k, z, =k olsun:
Bu se¢ime gore (4.9)’daki D matrisi
1 -1 —
D=|-1 1
1-1—
seklinde bulunur ve (4.3) denklem sistemi
a-b+c=0
d-e+f=0 (4.33)
g—h+i=0

sistemine doniislir. (4.24), (4.26), (4.28) ve (4.33) denklemlerinin ¢6ziimiiyle olusan

matris
-1 2 3

A=l-112 (4.34)
011

seklindedir. (4.34)’deki matris i¢in (4.5) esitligi kullanilirsa

123 100 1-1-
Al=F|-11 2|+F_[0 1 0|-F -1 1
011 001 1-1-
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-F 2F+F, ., 3F+F
A\? = _Fn + Fn—l I:n 2Fn - Fn—l
-F F.+F., F+2F
_Fn I:n+2 n+1
= _Fn—Z Fn Ln—l
_Fn—l I:n+1 n
elde edilir.

Buradan asagidaki teorem verilebilir.

-1 23 _Fn n+2 Ln+1
Teorem4.6. n>1i¢in A=|-1 1 2 |ise A"=|-F _, F, L., |’dir.
0 11 _Fn 1 n+l n
X1 -a Y1 -p
A43.x, =X, |=| B |1 Ys=| Y, |=| o | Secimi
Xy 1 A 1
X - Y1 -B
X=X |=| B | Ys=|VY,|=| o] olarak secelim. Yine bu vektorlerin A
Xy 1 Ys 1

matrisinin 6zvektorleri olmasi igin (4.1), (4.2) ve (4.3) denklemlerini saglamasi

gerekmektedir.

(4.1) ve (4.2) sistemlerindeki ilk denklemlerin saglanmasi igin

—a(l+\/§]+b[%}tc= 36

2 2 2

—a{%J+b(l+\/§J+c= ~3+15

2 2 2

(4.35)
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olmalidir. (4.35)’teki denklemler sirasiyla taraf tarafa toplanarak ve ¢ikarilarak

a-b-2c=3

4.36
a+b=1 ( )

denklem sistemi elde edilir. Sonra (4.1) ve (4.2)’deki ikinci denklemlerin saglanmasi

icin
—d[l+J§J+e[l_J§J+f::—l
2 2
(4.37)
—d[l_JgJ+e(l+J§J+f::—l
2 2

olmalidir. (4.37)’deki denklemleri sirasiyla taraf tarafa toplanarak ve ¢ikarilarak

d-e-2f=2

4.38
d+e=0 ( )

denklem sistemi elde edilir. Yine (4.1) ve (4.2) sistemindeki ti¢iincii denklemlerin

saglanmasi i¢in;

Sl

2 2 2
(4.39)
o5 (5
2 2 2

olmalidir. (4.39)’daki denklemler sirasiyla taraf tarafa toplanarak ve ¢ikarilarak

g-h-2i=-1

4.40
g+h=-1 (4.40)

denklem sistemi elde edilir. (4.36), (4.38) ve (4.40) denklemlerinin saglanmast ile
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(4.1) ve (4.2) denklem sistemleri saglanir.

Secilen X, ve Yy, vektorleri icin (xzys—yzxs):—\/g , (x3yl—y3x1):\/§ ,
(XY, —YiX,) = —J5 olur. Simdi z vektdriinii istenilen kosullara gore

degerlendirelim.

Secim 1. kK €7 keyfi olmak iizere z, =k, z, =k, z, =k olsun:

Bu se¢ime gore (4.9)’daki D matrisi

1 -11
D=/1 -1 1
1-11

seklinde olur. z, =k, z, =k, z, =k seklinde se¢ildigi i¢in (4.3) denklem sistemi,

a+b+c=0
d+e+f=0 (4.42)
g+h+i=0

sekline gelir. (4.36), (4.38), (4.40) ve (4.41) denklem sistemlerinin ¢oztiimiiyle olusan

matris
1 0 -1

A=1 -1 0 (4.42)
0 -1 1

seklindedir. (4.42)’deki matris i¢in (4.5) esitligi kullanilarak



1 0 -1 100 1 11
Al=F|1 -1 0|+F,/0 1 0|-F,/1 -1 1
0 -1 1 0 01 1 -11
I:n Fn—l - I:n - I:n—l
= Fn - Fn—l - Fn + 2Fn—l - Fn—l
_Fn—l - I:n + Fn—l Fn
I:n I:n—l - I:n+l
= I:n—2 Fn—s - I:n—l
_Fn 1 |:n—2 |:n
elde edilir.
Boylece asagidaki teorem ispatlanmis oldu.
1 0 -1 F F -F

n+1l

Teorem4.7. n>1igin A=|1 -1 0 |ise A"=| F
0 -1 1 -F, -F, F

Secim 11. k € Z keyfi olmak tizere z, =k, z, =k , z; =—k olsun:

Bu sec¢ime gore (4.9)’daki D matrisi

-1 1-1
D=-11-1
1-1 1

olur ve (4.3) denklem sistemi

a+b-c=0
d+e-f=0
g+h-i=0

., F., —F_ [’dir.

89

(4.43)
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seklinde elde edilir. (4.36), (4.38), (4.40) ve (4.43) denklemlerinin ¢6ziimiiyle olusan
matris,

3 -2 1
A= 1 -1 0 (4.44)
2 1 -

seklindedir. (4.44)’teki matris i¢in (4.5) esitligi kullanilirsa;

3 -2 1 10 0 -1 1-1
A=F| 1 -1 0|+F,|0 1 0|-F -1 1 -1
-2 1 -1 0 01 1-1 1
3F. +2F, -2F—F, F+F.
= I:n + I:n—l - I:n I:n—l
_2Fn _Fn—l I:n +Fn—1 _Fn
I:n+3 _Fn+2 I:n+1
= I:n+1 _Fn I:n—l
_Fn+2 I:n+1 _Fn
elde edilir.
3 -2 1 I:n+3 _Fn+2 n+l
Sonu¢4.8. n>licnA=| 1 -1 0 |ise A'=| F, —-F  F |dir.
—2 1-1 _Fn+2 Fn+1 _Fn

Secim 111. k € Z keyfi olmak tizere z, =k, z, =k, z, =k olsun:

Bu secime gore (4.9)’daki D matrisi
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seklinde bulunur ve (4.3) denklem sistemi

a-b-c=
d-e-f=0 (4.45)
g-h-i=0

olur. (4.36), (4.38), (4.40) ve (4.45) denklemlerinin ¢éziimiiyle olusan matris

-1 2 -3
A=-1 1 -2 (4.46)
0 -1 1

seklindedir. (4.46)’daki matris icin (4.5) esitligi dikkate alinirsa

-1 2 -3 100 1 -
A=F|-1 1 -2|+F,/0 10|-F, -1 —
0 -1 1 0 01 -1 —
-F 2F+F,, -3F -F_
=|-F,+F_, F, -2F +F,
I:n—l - I:n - Fn—l I:n + 2Fn—l
- Fn I:n+2 - I—n-¢—1
= _Fn—Z Fn - Ln—l
Fn—l - I:n+1 Ln
elde edilir.
Bu sekilde asagidaki teorem ispat edilmis oldu.
-1 2 _3 _Fn Fn+2 - I_r‘|+1
Teorem4.9. n>1igin A=|-1 1 -2 |ise A"=|-F,_, F, -L,, [’dir

0 -1 1 F, -F L,

n-1 n+1
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Bulunan bu matrisler kullanilarak, bazi 6zelliklerin ispatlar1 yapilabilir. Simdi

1 0 -1
Teorem 4.2°deki A=| -1 —1 0 | matrisini ele alalim.
0O 1 1
Fn - I:n—l - I:n+1
n>1 ve m>1 pozitif tamsayilann i¢cin A"=-F, F ., F_,| ve
_Fn 1 I:n—2 I:n
I:m - Fm—l T T
A"=|-F,, F,, F,, | yazilabilir. Buradan, matris ¢arpimi tamimina goére
_Fm—l mez I:m
A" = A"A™ esitliginden
l:n+m - I:n+m—1 - I:n+m+l Fn - I:n—l - I:n+1 I:m - l:m—l - I:m+1
_Fn+m—2 I:n+m—3 I:ner—l = _Fn—?_ n-3 I:n—l _Fm—z Fm—3 I:m—l
- I:n+m—l I:n+m—2 I:n+m - I:n—l n-2 I:n - I:m—l mez I:m

elde edilir. Bu esitlikten baz1 esitlikler tiiretilebilir. Ornegin, esitligin sag tarafindaki

matris ¢arpimi yapilarak ve matris esitligi dikkate alinarak

I:n+m = I:n I:m + I:n—lFm—Z + I:n+1Fm—1
= Fn I:m + I:n—lFm—Z + (Fn + Fn—l) I:m—l
-FF +F F ,+FF ,+F_F |

n' m-1

= I:n (Fm + Fm—l) + Fn—l(Fm—Z + I:m—l)

veya denk olarak

Fn+m = Fn I:erl + l:n—lFm (447)

elde edilir.
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(4.47) esitligi [8] calismasindaki Corollary 32.2 esitligidir.

Bu kisimdakine benzer sekilde, farkli A matrisleri ve bunlarin yardimiyla farkli

Ozdeslikler tiiretmek miimkiindiir.



BOLUM 5. SONUCLAR VE TARTISMALAR

Fibonacci sayilari, Lucas sayilar1 ve altin Oranin, farkli alanlarla iliskili bir¢ok

Ozelligi mevcuttur. Bu konularda yapilmis 6nemli ¢alismalar bulunmaktadir.

Bu c¢alismanin ikinci bdliimiinde, Fibonacci sayilari, Lucas sayilar1 ve altin oranin
baz1 temel Ozellikleri ile bunlarin matrislerle olan iliskisi incelenmistir. Fibonacci ve

Lucas sayilarmin matrisler ile olan iliskisi, 6ncelikle Q wve R matrislerinin

ozellikleri ile [8] ¢alismasinda gosterilmektedir. Yine Q matrisinin dzdegerlerinin,

1++5 1-5

ve PB=
2 P 2

ozdegerleri o ve P olan, 2x2 boyutlu matrislerin kuvvetlerinin, Fibonacci sayilari

oldugu bilinmektedir. Bu iliskiden yola ¢ikilarak,

ile olan iligkisi [22] caligmasinda goriilmektedir. Bu tiir matrislere 6rnek olarak, [21]
ve [22] calismalarindaki matrisler gosterilmistir. Elde edilen bu matrisler
kullanilarak, bazi ozelliklerin ispatinin nasil yapilacagi incelenmistir. Literatiirde
mevcut olan bu 6zellik kullanilarak, 2x2 boyutlu, farkli 6zel matrislerin bulunmasi
incelenebilir. Bu sekilde, ozdegerleri o ve B olan yeni matrislerin elde edilmesi,
gelisime aciktir. Yine bulunacak yeni matrislerin determinant ve matris ¢carpimi gibi
bazi1 Ozellikleri kullanilarak, Fibonacci ve Lucas sayilar ile iligkili 6zelliklerin elde

edilebilmesi tizerinde ¢alisilabilir.

Q matrisinin kuvvetleri incelendiginde, Q"=Q""+Q"? &zelliginin oldugu [20]
calismasinda gosterilmistir. Bu 6zellikten hareketle, ¢alismanin tiglincii boliimiinde,
n, m ve k tamsayilar olmak iizere, dncelikle aQ" +bQ™ = Q" esitligindeki a ve b

sayilarinin bulunmas1 incelenmistir. Bu temel problemden yola ¢ikilarak, literatiir
taramasinda karsilasmadigimiz bazi ozellikler elde edilmistir. Bunun yanisira, bu

¢oziimden yararlanarak, literatiirde sik karsilagilan bazi 6zelliklerin farkli ispatlari
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verilmistir. Daha sonra bu probleme benzer olarak, aRQ"+bRQ™ =RQ*,

aQ"+bQ"=RQ*, aQ"+bRQ"=Q", aQ"+bRQ"=RQ", aRQ"+bRQ"=Q"
denklemleri incelenerek yine literatiir taramasinda rastlamadigimiz bazi 6zellikler ile,
literatiirde mevcut olan bazi1 6zelliklerin farkli ispatlar1 elde edilmistir. Bulunan bu
sonuglar, gelistirilebilirdir. Ozellikle elde edilen temel teoremler kullanilarak, yeni

ozelliklerin elde edilmesi ve uygulanabilirlikleri izerinde ¢aligmalar yapilabilir.

Calismanin dordiincii boliimiinde, Fibonacci ve Lucas sayilar ile iligkili olan 3x3
boyutundaki bazi o6zel matrisler incelenmistir. Bu boliimde, ikinci boliimde

gosterilmis olan, o ve B ozdegerlerine sahip, 2x2 boyutlu matrislerin, Fibonacci
sayilari ile iliskisinden yola ¢ikilarak, dzdegerleri oo, B ve 0 olan, 3x3 boyutlu

matrisler incelenmistir. Bu tiir matrislerin elde edilmesi igin, Oncelikle matrisin
kosegenlestirilmesi  Ozellikleri  kullanilarak, matris kuvveti elde edilmeye

calisilmigtir. Daha sonra elde edilen esitlik kullanilarak o, B ve 0 ozdegerlerine

karsiik gelecek oOzvektorlerin, bazi  kosullara uygun olarak, bulunmasi
diistinilmiistiir. Bu sekilde farkli 6zvektor kiimeleri yardimiyla farkli matrisler elde
edilmistir. Daha sonra elde edilen matrisler kullanilarak, Fibonacci ve Lucas sayilari
ile ilgili ozelliklerin nasil elde edilebilecegi gosterilmistir. Bu yontemle bulunan
3x3 boyutlu matrislerin sayisi artirilabilir. Yine bu boyuttaki 6zel matrislerin elde
edilmesi i¢in, farkl yaklasimlar ve yontemler gelistirilebilir. Benzer diisiincenin daha

biiylik boyutlu matrislere tasinabilmesinin de miimkiin olabilecegi diistintilmelidir.
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