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OZET

Anahtar kelimeler: Hiperbolik Spinor, Lie Gruplari, Split Kuaterniyon, Kinematik

Bu tez alti boliimden olusmaktadir. Birinci béliim giris kismima ayrilmustir. Ikinci
boliimde Minkowski uzayinda temel tanimlar ve gerekli teoremler verilmistir. Ayrica
Hiperbolik say1 sistemi tanitilmistir. Ugilincii boliimde 3-boyutlu Oklid uzayinda yeni
bir yaklasim olan reel kuaterniyon ve bir indeksli spinorlar arasindaki iligkiler
verildi. Dordiincii bolimde vektor kinematigi ve split kuaterniyon kinamatigi
tanitilmistir.

Besinci boliim tezin orijinal kismini olusturmaktadir. Tezin orijinal kismu iki alt
boliim halinde diizenlenmistir. Birinci alt boliimde hiperbolik spinor ile ilgili bilgiler
verilmistir. Ikinci alt béliimde split kuaterniyonlar ve hiperbolik spinorlar, Euler
teoreminin vektor formiilasyonundan tiiretilmistir. Bu teori Minkowski uzayinda
sabit bir cismin genel bir yer degistirmesiyle ilgilidir. Hiperbolik spinorlar ile split
kuaterniyonlar arasindaki iliski bu vektor formiilasyonu ile verilir. Dahasi, split
kuaterniyonlarin bir uzantist olan bir hiperbolik spinor formiilasyon elde edildi.

Altinc1 boliimde bu tezin bir degerlendirilmesi yapilmis ve bundan sonra yapilacak
arastirmalara yonelik onerilerde bulunulmustur.
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SPLIT QUATERNIONS AND HYPERBOLIC SPINORS

SUMMARY

Keywords: Hyperbolic spinors, Lie groups, Split quaternions, Kinematics

This thesis consists of six chapters. The first chapter is for preface. In the second
chapter basic definitions and neccessary theorems at Minkowski space have been
given. Also hyperbolic number system is intoroduced. In the third chapter, relations
between the real quaternion and the indexed spinors were given as a new approach in
the 3-dimensional Euclidean space. In the fourth section vector kinematics and split
quaternion kinematics are introduced.

The fifth section comprises the original part of thesis. This section is organized as
two subsections. In the first subsection information about hyperbolic spinor is given.

In the second subsection, the split quaternions and the hyperbolic spinors are derived
from the vector formulation of the Euler’s teorem. This theory is on the general

displacement of a rigid body with a fixed point in the Minkowski space R:. Then,

the relationship between the hyperbolic spinors and the split quaternions is given by
this vector formulation. Moreover, a hyperbolic spinor formulation of rotations
which is an extension of the split quaternions is obtained.

In the sixth chapter the general evaluation of thesis and recommendations for new
researches are given.
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BOLUM 1. GIRIS

Kinematik, kuvvet ve kiitle kavramini igcermeyen mekanigin bir dali olarak Miiller
tarafindan 1963 yilinda ortaya ¢ikmistir. Yani kinematik, sadece bir nokta veya nokta
sisteminin zamana bagli olarak yer degistirmesini inceler [1]. Kuaterniyonlar
Hamilton tarafindan 1843 yillarinda tanimlanmig ve kinematikte hareketlerin

incelenmesinde 6nemli bir rol oynadigi bir¢ok arastirmada ifade edilmistir.

1979 yilinda reel kuaterniyonlarin uzay Kinematigine uygulamalar1 Bottema ve Roth
tarafindan ifade edilmistir. Ayrica hareket matrislerinin formlarimi vermislerdir [2].
Hacisalihoglu tarafindan 1983 yilinda reel kuaterniyonlar1 ve sagladiklar1 6zelliklleri

teoremlerle ifade etmistir [3]. Karger ve Novak tarafindan 1985 yilinda reel

kuaterniyonlar yardimiyla E® Oklid uzayinda bir eksen etrafinda dénmeyi adjoint
gbsterimiyle ifade etmislerdir [4]. Ward tarafindan 1997 yilinda 3 ve 4 boyutlu Oklid
uzaylarinda reel kuaterniyonlar kullanilarak donme matrisleri kuaterniyonik anlamda

verilmistir [5].

Inoguchi tarafindan 1998 yilinda split (bolinmiis) kuaterniyonlart tanimlamis ve
Minkowski 3-uzayinda sabit ortalama egrilikli timelike (zamansi) yiizeylerin temel
denklemleri split (boliinmiis) kuaterniyonlar yardimiyla yeniden formiile edilmistir
[6]. Kula tarafindan 2003 yilinda timelike (zamansi) birim split (boliinmiis)
kuaterniyonlarin Lie grubu ve onun Lie cebirini elde etmistir. H" split (bolinmiis)
kuaterniyonlar uzaymin E; yari Oklidyen uzayma ve Lie grubunu Lie cebirinin E?
Minkowski 3-uzayina 6zdeslenmesi, bu iki uzayda ¢alisma imkani olusturmustur.

Kula, bu 6zdeslesme ile Minkowski 3-uzayinda donme matrislerini, donme ekseninin

spacelike (uzaysi) ve timelike (zamansi) olmasina gore elde etmistir [7].



Rooney 1977 yilinda sabit bir nokta etrafinda bir cismin déonme hareketini metodlar
halinde ifade etmis, yani 3 x 3 reel ortogonal matrisler, 2 x 2 iiniter matrisler, Pauli
spin matrisleri ve 3 x 3 6zel {initer matrisler yardimiyla bir eksen etrafinda dénme

matrislerini siniflandirmustir [8].

Spinorlar fizikte Quantum mekaniginde de kullanilmaktadir. Spinorlar Quantum
mekaniginde, bir spinorun bilesenlerinden baska bir sey olmayan dort dalga
fonksiyonlar1 ve elektron i¢in {inlii Dirac denklemlerini olusturur. Brauer ve Weyl
tarafindan yapilan calisma temel olmak iizere bu alanda bir c¢ok c¢alisma
yayinlanmigtir [9]. Fakat bu c¢alismalarin ¢ogunda spinorlar, sezgisel bir geometrik
goriis olmadan tanitildig1 i¢in spinorlarla ilgili mevcut literatiiriin anlagilmasi bir
hayli giictiir. Fakat son yillarda geometrik anlamda konu tizerine daha anlasilir birkag
calisma yapilmistir. Spinorlar hakkinda, ilk kez modern bir galismay1r Fransiz
matematik¢i Cartan yapmistir. Cartan’in ¢aligmasindaki temel amaglardan biri Lie
gruplarinin sadece geometrik tanimimi vererek sistematik olarak spinor teorisini
gelistirmektir ve bununla birlikte diferensiyel geometri, grup teorisi ve matematiksel

fizige 6nemli katkilarda bulunmaktir [10].

3-boyutlu Oklid uzayinda orthogonal birim vektdrlerden olusan iigliiyii, iki kompleks
bilesenden olusan tek bir spinor vektoriine karsilik getiren galigmay1 Castillo ve
Barrales yapmistir [11]. Ayrica diger bir ¢aligmada ise yonlendirilmis bir ylizey
tizerinde verilen Darboux catisinin spinor formiilasyonu ve Frenet ile Darboux
catilarinin spinor gdsterimleri arasindaki iliski Kisi ve Tosun tarafindan verilmistir
[12]. Benzer olarak E®, Oklid uzayinda egrilerin spinor Bishop denklemleri ve
Bishop ile Frenet ¢atis1 arasindaki iligkiler [13]’deki ¢aligmada verilmistir. EK olarak
Ketenci ve ark. Minkowski uzayinda null olmayan regiiler bir egrinin hiperbolik
spinor formiiliinii vermistir. Erisir ve ark. Frenet catisina alternatif bir ¢atiya karsilik

gelen hiperbolik spinorlarin geometrisini incelemistir [14].

Diger yandan, {i¢ boyutlu Oklid uzayinda kat1 bir cismin yer degistirmesiyle ilgili

Euler teoreminin vektdr formiilasyonundan tiiretilen bir-indeksli spinorlara ve



kuaterniyonlara yeni bir yaklasimda bulunan Vivarelli, kuaterniyonlar ve bir-indeksli

spinorlar arasinda lineer ve birebir bir baginti tanitmistir [15].

Bu galismanin amact R} Minkowski uzayinda dénme hareketlerinin hiperbolik

spinor temsilini vermektir.  Bunun igin Oncelikle H' split (bolinmiis)
kuaterniyonlar tanitilmistir. Daha sonra split kuaterniyonlar ve hiperbolik spinorlar
arasinda lineer ve birebir benzerlikler sunulmustur. Diger taraftan Minkowski 3-
boyutlu uzayda bir eksen etrafinda donme hareketi split kuaterniyon matrisleri
tarafindan ifade edilmistir. Boylece split kuaterniyonlar ile hiperbolik spinorlar

arasinda iligki kurularak R} Minkowski uzaymdaki donme denklemlerinin yeni ve

kisa bir ifadesi elde edilmistir.



BOLUM 2. TANIMLAR

2.1. Lie Gruplan

Bu boliimde bize gerekli olan bazi tanimlar ve teoremler verilecektir.

Tamim 2.1.1. Bir Lie grubu, diferensiyellenebilir grup operatérlerine sahip olan

diferensiyellenebilir bir manifolddur; yani G deki grup operatorii olan

1:GxG—-G, u(ab)=ab

ve G deki inversiyon operatorii olan

£:GoG, fa)=at

dontigtimlerinin ikisi de diferensiyellenebilirdir. G Lie grubunun bir otomorfizmi

hem diffeomorfizim hem de grup izomorfizimi olan

$.:G—>G
a—¢(a)

doniistimiidiir. Otomorfizimler Lie grubunun iizerindeki 6zellikleri korur [16].

Tamm 2.1.2. G Lie grubunun bir elemani a olsun. Her g €G igin |,(g) =ag olarak

tanimlanan |,:G —G doniisiimiine G Lie grubunun sol ¢arpimi denir. |, sol

a

carpimi bir diffeomorfizimdir. Her geG i¢in r,(g)=0a olarak tammlanan



Ir,:G—G donisimine G Lie grubunun sag carpimi denir. I, sag carpimui bir

a

diffeomorfizimdir [17].
Tanim 2.1.3. V bir vektor uzayi olsun.

[,] : VxV oV
(uv)—>[,1@Uv)=[uVv]

bigimindeki bir dontisim V U,V,WeV i¢in asagidaki {i¢ 6nermeyi dogruluyorsa bu
doniisiime Bracket operatorti, (V,[ , ]) ikilisine de bir Lie cebiri denir.

i) [,]ikilineer,

i) [U,v]=-v,u] (antisimetrik),

iii) [[d,v],W]+[[V,W],d]+[[W,0G],v]=0,

[17].

Tanmm 2.1.4. Eger Va geG igin dla(f(g) = )Zag ise G Lie grubu iizerindeki X

vektor alani sol invaryanttir. Dolayisiyla

l,L:G—>G
g—l,(9)=ag

sol ¢carpiminin

dl, :Te(9) > Te(ag)
X, —>dl (X)) =X,

tiirev doniistimii X vektor alaninin olusturdugu tanjant vektorleri yer degistirir. Sol

invaryant vektor alani diferensiyellenebilirdir.



G Lie grubundaki sol invaryant vektdr alanlarinin ciimlesi X,G olsun. Vektor
alanlarinin alisilmis toplama ve skalar ile carpma islemleri X,G ciimlesini bir vektor
uzay1 yapar. X,G ’de [, ] Bracket operatorii de tanimlanarak X,G bir Lie cebiri olur.

X,G Lie cebiri n=DboyG (sonlu) boyutuna sahiptir [18].

Lemma 215 XeXG elemamm X .€Ts(e) elemanina  déniistiiren

f:X,G > T;(e) fonksiyonu bir lineer izomorfizimdir. Burada e, G Lie grubunun

grup islemine gore birim elemanidir.

$:G—>G bir otomorfizim olsun. X eX,G ise d¢(X)eX,G dir ve
d¢g: X,G— X,G Lie cebiri izomorfizimine ¢’nin diferensiyeli denir. d¢

diferensiyeli d¢, :Ts (e) > T (e) déniisiimii ile ifade edilir [18].
Tamm 2.1.6. a € G olmak iizere ¢ elemanini aga™ elemanina donistiiren

C,:G G
g—>C,(g)=aga™

fonksiyonunu goz Oniine alalim. Bu durumda C, bir diffeomorfizim olup onun

diferensiyeli Ad, ile gosterili. O halde dC,=Ad, dir. a,beG oldugunda
Cab(g):abg(ab)fl:a(bgb‘l)a‘1 dir. Bdylece C, =C,-C, olur. Diferensiyel

alindiginda ise
Ad,, = Ad_ - Ad,

elde edilir. a — Ad, grup homomorfizmine G ’nin adjoint gosterimi denir [18].



Tanmmm 2.1.7. V bir reel vektdr uzayr istinde, (,):V xV — Rfonksiyonuna

ikilineer form, eger bu ikilineer form simetrik ise (, ) formuna simetrik ikilineer

form denir [17].

Tamm 2.1.8. (, ) ,V istinde ikilineer form olsun.

i) WeV,v£0= <\7,\7>L >0 Onermesi dogru ise < : >L formuna pozitif tanimli,

i) WeV,v£0= <\7,\7>L <0 6nermesi dogru ise (, ), formuna negatif tanimls,
i) wev, <\7,\7>L >0 ise (, ), formuna yar pozitif taniml,

iv) VeV ,(V,V) <Oise (,) formuna yar: negatif tanimls,

V) YWweV, (V,W) =0=V =0 oluyor ise (', ), formuna non-dejenere bir form
denir.(,)_, V vektér uzaymmn alt uzaymna indirgenebilir. Bu indirgenen simetrik

ikilineer form dejenere veya non-dejeneredir [18].

Tamim 2.1.9. V vektor uzayi olmak iizere,

q:V->R

V—q(V)=(V.V),

fonksiyonuna < : >L formundan elde edilen kuadratik form denir. q kuadratik formu

verildiginde, < , >L simetrik ikilineer formu verilmis demektir. Ger¢ekten,

dir. V nin bir bazi {él,éz,...,é

.} olmak iizere, g; =(6,& )diyelim. [ g; | matrisine,
gnin {él, éz,...,én} bazina gore bilesenlerinin matrisi denir. g simetrik oldugundan

[gij] matrisi de simetriktir [18].



Teorem 2.1.10. (, ), simetrik ikilineer formu non-dejeneredir gerek ve yeter sart V

vektor uzayinin bir bazina gore < : >L formuna karsilik gelen matrisin determinanti

sifirdan farklidir [18].

Tamm 2.1.11. V vektor uzay: istiinde simetrik, non-dejenere bir () ikilineer
formuna V iistinde bir skalar ¢arpim denir. (,) , V iistinde bir pozitif tamml

skalar garpim ise ( , ), formuna V vektor uzay: iistiinde bir i¢ carpim denir [17].

Tamim 2.1.12. V sonlu boyutlu reel vektor uzayr olmak lizere V iistiinde bir skalar

carpim varsa V vektor uzayina skalar ¢arpimli vektor uzayi denir [17].

Tamim 2.1.13. V skalar ¢arpiml1 bir vektor uzay ve V €V olsun.
91, = 9.9,

esitligiyle belirli ||\7||L sayisina V vektoriiniin normu denir. Normu 1 olan vektore de

birim vektor adi verilir [18].

Teorem 2.1.14. V i{a} olmak tizere, V skalar carpimli bir vektdr uzayr ise V

vektor uzayinin ortonormal bazi vardir [18].

V skalar ¢arpimli vektor uzaymin ortonormal bir {él,é'z,...,é'n} bazina gore [gij]
matrisi kosegensel bir matristir. Ciinkii <éi’éi>|_ = 0;¢; dir. Burada &, =<éj,éj>L, -1

veya 1dir. V vektor uzayinin ortonormal bir bazi sirali olarak g6z 6niine alindiginda,

&; sayilar negatif olan vektorlerin ilk sirada yazildigini varsayacagiz.

Teorem 2.1.15. {€,&,,...,€,}, V nin ortonormal bir bazi olsun. V nin her V

elemani



bigiminde bir ve yalniz bir tiirlii yazilabilir [18].

Teorem 2.1.16. V nin ortonormal {é’l,éz,...,én} bazi igin {gl,gz,...,gn}

climlesindeki negatif sayilarin sayisi, <,>L formunun indeksine esittir. <,>L

formunun indeksine v indeksi denir [18].

Teorem 2.1.17. M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M istiindeki non-

dejenere, sabit indeksli ve (0,2) tipindeki <,>L tensor alanina bir metrik tensor

denir [18].

Teorem 2.1.18. M diferensiyellenebilir manifoldu iistiinde bir (, ) metrik tensorii
varsa M manifolduna bir yari-Riemann manifoldu denir. (, ) metrik tensoriiniinv
indeksine (M,( , )L) yari-Riemann manifoldunun indeksi denir. M manifoldunun

boyutu n olmak iizere, M yari-Riemann manifoldu M ile gosterilir [18].

Tamm 2.1.19. (M, (, ) ) bir yar-Riemann manifoldu olsun. Eger n>2 ve v=1 ise

M, yari-Riemann manifolduna Lorentz manifoldu denir [18].

Tanim 2.1.20. M yari-Riemann manifoldu ve ( , >L formu da M istiinde bir metrik
tensor olsun. Bu durumda M de bir V tanjant vektorii igin,

) <\7,\7>L >0 veya V =0 ise V vektoriine spacelike vektor,

i) <%,\7>L <0 ise V vektoriine timelike vektor,

i) (ﬁ,\7>L =0 ve V=0 ise V vektoriine null vektor

denir [18].
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Tamim 2.1.21. Indeksi 1 ve boyV >2 olan V skalar ¢arpim uzaymna Lorentz vektor

uzayr denir. W, V Lorentz vektér uzaymin bir alt vektor uzayr ve < > \%

L 1
uistiindeki skalar carpim olsun. Bu durumda, < , >L‘W pozitif tanimlhi (yani W i¢

carpim uzayi) ise W alt vektor uzayina spacelike alt uzay, < , >L‘W 1 indeksine

sahip non-dejenere ise W alt vektdr uzayimna timelike alt uzayi, ( )L‘W dejenere ise

W alt vektor uzayima null alt uzay:r denir [18].

Lemma 2.1.22. V, V Lorentz vektdr uzaymda spacelike bir vektdr ise Sp {\7}l alt

uzay! timelike ve V = Sp{V}® Sp{v}" dir.

W alt uzaymin timelike olmasi igin gerek ve yeter kosul W* uzaymin spacelike

olmasidir.

W nin lightlike olmast igin gerek ve yeter kosul W= lightlike olmasidir.

W spacelike alt uzaymin her alt uzayr da spacelike ve Schwarz esitsizligi

|<\7,v*\/>|L <|\v||_|w, olarak elde edilir. Bu esitsizligin esit olmasi igin gerek ve yeter

kosul V ve W vektorlerinin lineer bagimli olmasidir [18].

Tamim 2.1.23. W, V Lorentz vektor uzayimin bir alt vektor uzayi olsun. Bu durumda

asagidaki onermeler denktir.

i) W spacelike’tir. Boylece W nin kendisi de Lorentz vektor uzayidir,
i) W lineer bagimsiz iki null vektor igerir,

iii) W timelike vektor igerir

[18].
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Lemma 2.1.24. W, V Lorentz vektér uzaymnin bir alt vektdr uzayr olsun. Bu

durumda asagidaki 6nermeler denktir.

1) W lightlike’tir. Yani dejenere olur,

I1) W null vektor igerir fakat timelike vektor igermez,
i) WmA:L—{f)} dir. Burada L bir boyutlu alt uzaydir ve A, V Lorentz

uzayinin null konisidir [18].

Tamim 2.1.25. F, V Lorentz vektor uzayindaki spacelike vektorlerin ciimlesi olsun.

U e F igin
C(u)={ueF|(uv) <0
ctimlesi U vektoriinii igeren V' Lorentz uzayimin time konisidir. Karsit time konisi
C(-t)=-C(u)={ueF|(uv) >0}

dir. {H}L spacelike oldugundan, F bu iki time konisinin bilesimidir [18].

Lemma 2.1.26. Lorentz vektor uzayinda V ve W timelike vektorlerinin ayni time

konide olmalar1 igin gerek ve yeter kosul <\7, W> <0 olmasidir [18].

Teorem 2.1.27: G, V ve W Minkowski 3-uzayinda ii¢ vektor olsun. Bu durumda
i) <UA_V,W), =det(U,v,w)

i) (UA V)A, W=—U,W), V+(V, Wy U

i) A, (VA W) =—0, W), V+(0,V), W

iV) (GA V,0), =0 ve (GA, V,0), =0
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esitlikleri mevcuttur.

Burada U = (u,,u,,u,) ve V=(v,,V,,v,) olmak iizere

|
D!
M(m

<l
>
<
<
I
c
£
N

€
Uy| = (UsV, —UyVg, UgVy —U,Vg, UV, —ULV,)
Vs

<
< C
N

ve
(U, V), =—U\V, +U,V, +U,V,
dir [18].

Tamm 2.1.28. R? uzaymda

ile verilen ciimleye null koni adi verilir [18].

Asagidaki sekilde goriildiigii gibi R? uzayindaki timelike vektdrler A konisinin
iginde, lightlike (null) vektorler A konisinin {izerinde ve spacelike vektorlerde A

konisinin disinda bulunurlar. (Sekil 2.1)



r

v Timelike

w Lightlike

A, Null koni
u Spacelike

Sekil 2.1. Minkowski uzaymda vektorler

Tanim 2.1.29. ]R?I’ de Lorentz ve Hiperbolik birim kiireler, sirasiyla,

s¢ ={ueRr}|(d.a), =1

ve

ile verilir [18]. (Sekil 2.2.)

Sf L Loreniz

birim kiire

H, Hiperbolik

birim kiireler

A, Null koni

Sekil 2.2. Minkowski uzayinda birim kiireler

Tamm 2.1.30. G eR? de bir timelike vektor ve & =(0,0,1) olsun. Eger
i) (U,€;), <0 ise Uvektdriine future-pointing timelike vektdr,

i) (0, §3>L >0 ise U vektoriine past-pointing timelike vektor

denir [12].

13
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Tamm 2.1.31. U,V ERf vektorlerinin Lorentz skaler c¢arpimi asagidaki gibi

yorumlanabilir.

u ve v future-pointing (past-pointing) timelike vektorler olsun. Bu durumda,
(6.9), =[], ¥, cosh

olacak sekilde bir tek @>0 reel sayis1 vardir. Bu sayiya U ve vV vektorleri

arasindaki hiperbolik ac1 denir [12].

U ve v spacelike vektorler olsun. Bu vektorlerin gerdigi alt vektor uzaymin timelike

oldugunu varsayalim. Bu durumda,
(1.9), =], 7], cosho

olacak sekilde bir tek @>0 reel sayis1 vardir. Bu sayiya U ve vV vektorleri

arasindaki merkez ag¢1 denir [12].

U vev spacelike vektorler olsun. Bu vektorlerin gerdigi alt vektor uzaymin spacelike

oldugunu kabul edelim. Bu durumda,
(6.9), =[], I, cose

olacak sekilde bir tek ¢ (0<¢@ <) reel sayisi vardir. Bu sayiya U ve vV vektorleri

arasindaki spacelike a¢1 denir [12].

U bir spacelike vektor ve V bir timelike vektor olsun. Bu durumda,

(6.9), =], v, sinhp
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olacak sekilde bir tek >0 reel sayisi vardir. Bu ¢ sayisina U ve v vektorleri

arasindaki timelike a¢1 denir [12].

Tanim 2.1.32. | < R olmak tizere

a:l >R
s—a(s)

diferensiyellenebilir fonksiyonuna R}, Minkowski uzayinda egri ad1 verilir. Eger

a'(s) hiz vektor alani i¢in
) <07',07'>L =11ise « ya birim hizli spacelike egri,
i) <07',07’>L =-1 ise o ya birim hizl timelike egri,

i) (a',a’), =0 ise « yanull (lightlike) egri

ad1 verilir [11].

Teorem 2.1.33. nxn tipindeki bir A matrisi igin asagidaki 6nermeler denktir.
i) AcQ,(n),
i) A" =gA's esitligini saglayan matrise Lorentz anlamda ortogonal matris denir,

Iii) A nin siitunlarinin ciimlesi (satirlarinin cimlesi) R uzayi igin ortonormal bir

bazdir,

iv) A, R! nin ortonormal bir bazini yine ortonormal bir baza doniistiiriir.

-1 00
Burada isaret matrisi ¢ =| 0 1 0 | dir [11,18].

0 01
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Teorem 2.1.34. O,(n) in Lie cebiri, C" =—&Ce¢ esitligini saglayan C matrislerinin

climlesidir. Boyle C matrisleri

{ B}
c=| .
B D

bigimindedir. Burada A" =—A, D' =-D, A_, Dy Ve B

vy DICIMinde

matrislerdir. O,(n) ’nin Lie cebiriOQ,(n) ile gosterilir. boy O, (n) :@ dir [18].
2.2. Hiperbolik Say Sistemi

Ingiliz geometrici ve matematikgi Clifford, j*=1 esitligini kullanarak split karmagik
sayilar veya double karmasik sayilar olarak da adlandirilan hiperbolik sayilar1 tanitti

[19]. Clifford’un yaptig1 hiperbolik sayilarin mekanige uygulamalari, non-Oklid

geometriye uygulamalar tarafindan desteklenmektedir.

Tanmmm 2.2.1. R reel sayilar climlesi, (+) toplama ve () carpma islemlerine gore

bir cisimdir. O halde x,y €e R olmak iizere Z = (X, y) ikilisine siral ikili denir. Bu

sekilde tanimlanan R xR ctimlesi H ile gosterilsin.
H={(x,y):x+ iV, X, yeR, j*=1,j ¢¢1}
tizerinde iki i¢ islem ve bir esitlik asagidaki sekilde tanimlanir [20].

Tanmm 2.2.2. Z =(X, y)eH hiperbolik say1 olmak {izere X reel sayisina Z

sayisinin reel kismi y reel sayisina da Z sayisinin hiperbolik kismi denir [20].

Tamm 2.2.3. Z, =(X, Y,), Z, =(X,, Y, ) € H olmak iizere Z, ile Z, esittir denir ve

Z, = Z, seklinde gosterilir [20].
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Tamm 2.2.4. Z, =(X,Y,), Z, =(X,, Y, ) € H olmak iizere
@:HxH—H
i¢ islemi
Z,®Z,=(%Y)® (% Yo ) = (X + %, Vi + Y, ) = (X +% )+ J (Y1 +Y,)
seklinde tanimlanir ve H deki toplama olarak adlandirilir [20].
Tanmm 2.2.5. Z = (X, y) € H olmak tizere
LOX =L

denkleminin ¢6ziimii olarak tanimlanan X hiperbolik sayisina H de @ isleminin

birim elemani (etkisiz elemani) denir ve 0 = (0, 0) ile gosterilir [20].

Tamm 2.2.6. Z = (X, y) € H olmak tizere

ZBW =0

denkleminde W ile gosterilen hiperbolik sayiya H de @ isleminin ters elemani

denir ve W = (—x,—y) ile gésterilir [20].
Onerme 2.2.7. H hiperbolik say1 sisteminde toplama islemi icin asagidaki 6zellikler
gecerlidir.

i) Z,®2Z,=2,®Z, (Degisme zelligi),

i) 2,®(Z,82,)=(2,®Z,)®Z, (Birlesme Ozelligi)
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[20].
O halde asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 2.2.8. (I, ®) ikilisi bir abel grubudur [20].
Tamm 2.2.9. Z, =(X,Y,), Z, =(X,, Y, ) € H olmak iizere
O HxH->H
i¢ islemi
Z,0Z,=(%, Y1) O (% ¥, ) = (X% + V1Y, )+ § (XY, +%Y;)
seklinde tanimlanir ve H ’de ¢arpma olarak adlandirilir [20].
Tamm 2.2.10. Z = (X, y) € H olmak tizere
Z0Y =7

denkleminin ¢6ziimii olarak tanimlanan Y hiperbolik sayisina H’de © isleminin

birim elemani (etkisiz elemani) denir ve 1= (1, 0) ile gosterilir [20].

Tamm 2.2.11. Z =(X,y) € H olmak iizere

ZozZ'=1

denkleminde Z7" ile gosterilen hiperbolik sayiya H’de © isleminin ters elemani
denir [20].
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Tamm 2.2.12. (0,1) hiperbolik sayist J ile gosterilecektir yani (0,1)= j alinacak

ve hiperbolik birim olarak adlandirilacaktir [20].
Sonug 2.2.13. j* =1 dir [20].

Onerme 2.2.14. H hiperbolik say1 sisteminde ¢arpma islemi igin asagidaki

ozellikler gecerlidir.
i) Z,0Z,=2,®Z, (Degisme Ozelligi),
i) Z,0(Z,0Z;)=(2,0Z,)0Z, (Birlesme Ozelligi),

i) Z,0(Z,©2,)=(2,0Z,)®(Z,0Z,) (Dagilma Ozelligi)
[20].

O halde asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 2.2.15. (H, ®, Q) tigliisii birimli ve degismeli bir halkadir [20].

Teorem 2.2.16. (H,®,0) iigliisii bir cisim degildir [20].

Tanmim 2.2.17. R reel sayilar ciimlesi olmak {izere
H=RxR

climlesi iizerinde toplama, ¢carpma ve esitlik islemleri yukaridaki gibi tanimlanmis ise
H ciimlesine hiperbolik say1 sistemi ve V(X, y) e H elemanina da bir hiperbolik

say1 denir [20].

Tanmmm 2.2.18. X ve Yy reel say1 olmak iizere Z =X+ jyeH olsun. Bu takdirde

X—jyeH hiperbolik sayisina Z hiperbolik sayisinin eslenigi denir ve Z ile

gosterilir [20].
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Teorem 2.2.19. zZ, ve Z, iki hiperbolik sayr olmak iizere asagidaki ozellikler

saglanir.

IV) Z, #0 olmak tizere £]=£=],
Z,

V) Z,®Z,=2Re(Z,), Z,-Z,=2jIm(Z,)

[20].

Teorem 2.2.20. Z = (X, y) hiperbolik sayilarin biitiiniine hiperbolik diizlem denir ve

H ile gosterilir. Her bir (X, y) ikilisine de hiperbolik diizlemin bir noktasi denir

[20].

Tamm 2.2.21. Z = x+ jy € H hiperbolik say1 olmak iizere

- Jeoz]- 7]

reel sayisina Z € H hiperbolik sayisinin modiilii denir [20].

Tamm 2.2.22. Z =x +jy,eH ve Z,=x,+ jy, eH iki hiperbolik sayr olmak

tizere agagidaki ozellikler saglanir.
i) |Zl|2 =7, OZ—l 1 |Zl| - \”Zl GZ_1‘ ,

i) |21®ZZ| =|Zl||ZZ|’
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_lzl

1z

iii) Z, #0 olmak iizere |=*
2

[20].

Tamm 2.223. Z =x +jy,eH Ve Z,=x,+ jy, eH iki hiperbolik sayr olmak
iizere hiperbolik diizlemde bu iki hiperbolik sayi arasindaki uzaklik |Z,—Z,| ile

gosterilir ve

|Zl—Zz|=\/‘(X1—X2)2 _()/1_)/2)2

olarak hesaplanir [20].

Tamim 2.2.24. H hiperbolik diizlemde ac1

@ = arctanh Y
X

seklinde tanimlanir [20]. (Sekil 3.1.)

Sekil 3.1. Bir hiperbolik sayinin hiperbolik diizlemde gosterimi [20]

Tanmm 2.2.25. H hiperbolik diizlemde Maclaurin serisi yardimiyla Euler formiili

e’ =cosh @+ jsinh &
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seklindedir [20].
Tamim 2.2.26. Z € H hiperbolik sayisinin kutupsal ve iistel formu

Z =r(cosh@+ jsinh@)=re”

seklinde elde edilir. Burada r =|Z| ve 6 ifadeleri, sirasiyla, Z hiperbolik sayisinin

biiytikliigii ve arglimenti denir [20].
Tamm 2.2.27. H hiperbolik diizlemde e’ tarafindan tanimlanan dénme matrisi

cosh@ sinh@
sinh@ cosh@

seklindedir [20].



BOLUM 3. REEL KUATERNIYON VE SPINORLAR

Bu boliimde, normu 1 olan kuaterniyonlarin Lie grubu ve onun Lie cebiri yardimiyla
reel uzayda donme matrisleri elde edilmistir. Simdi

H={q=a)1+a¢ +a6,+ae : a,a,a,a cR}

ciimlesini ele alalim. Burada {1,,€,,€} birimlerinin garpimi asagidaki tabloda

verilmistir.

1 & € §,
11 & & @&
& | & -1 & -§
6 |6 -6 -1 -§
& |6 & & -1

Tablo 3.1. Reel kuaterniyonlarin birimlerinin ¢arpimi

H nin her bir elemanma bir kuaterniyon adi verilir. Burada a,, a,a,,a, reel
sayilarina q reel kuaterniyonunun bilesenleri denir. Bundan sonraki bolimlerde, bir
kuaterniyon i¢in (=a,+a€ +a,6,+a,6;, gosterimi kullanilacaktir. €, €,, €,
birimleri 3-boyutlu reel vektdr uzayinin bir dik koordinat sisteminin baz vektorleri

olarak almabilir. Dolayisiyla bir q=a,+a€ +a,€, +a;€, kuaterniyonu S, skaler

kisim ve V, vektorel kisim olmak tizere iki kisima ayrilir ve

q=3,+V,
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biciminde yazilir. Burada

Sy =8, V,=ag +a,;,+as,
dir.

g=a,+a€ +a.t,+at,, p=b,+be +bE, +he, kuaterniyonlarmn toplam

q+p=(S,+S,)+(V, +V,)

=(a, +hy)+(a, +b)E +(a, +b,)E, +(a, +by)E,
olarak tanimlanir.

AeR ve q=a,+a€ +a,€, +a,6, olmak iizere Aq dis islemi

Aq = (Aa,) +(1a,)& +(1a,)€, + (1a;)e,
seklinde tanimlanir.

Bu iki islemle birlikte H cilimlesi reel sayilar cismi {izerinde 4-boyutlu bir vektor

uzayidir.

Ayrica q=a,+a€ +ak, +a,6, , p=b,+be€ +beE, +beE  kuaterniyonlarinin

¢arpimi:

x:HxH —>H
(9. p) >gxp=ap

biciminde bir islem olup

ap =SS, —(V, V,) + SV, + SV, +V, AV,
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olarak tanimlanir.

3.1. Vektor Kinematigi

3-boyutlu Oklid uzayinda kat: bir cismin yer degistirmesi, vektdr cebiri tarafindan
kolayca kurulabilir. Euler’in teoremine goére donme, sabit bir nokta O, birim bir

vektor i ve saga dogru donen bir a¢1 ¢ ile karakterize edilir. O halde X vektore

donme uygulanirsa,
X'=cos@.X+(1—cosp) <n,X >n+sing(n AX) (3.1)

elde edilir. ¢ donme agisiyla birlikte bu donme X vektoriinii X' vektoriine

dondstiirlir. Bu ifadeye gerekli islemler yapilarak asagidaki denklem ifade edilmistir.
X'=(2B2-1)%X-2< B,%> B+2B,(fAX) (3.2)
Sabit bir ¢at1 (0,€,€,,€,) referansa gore (3.2) denklemi asagidaki sekilde yazilir.
X' = BX
XY (B+B =B =B 2BL-BB)  2BB+BS) (%

Xé = z(ﬁlﬂz + ﬂoﬂs) 1302 o ﬂlz + ﬁzz o ﬂsz Z(ﬂzﬂs B 130:31) X, (3-3)
X; 2(ﬂ1ﬂ3 - ﬂoﬂz) Z(ﬂzﬂs + ﬂoﬁl) 1802 - ﬁlz - 1322 + 1832 X3

Burada B doniisiim matrisi B = B(,BO,,B) ile gosterilir. Ayrica 3x3 tipinde reel,

semi- ortogonal bir matristir. B matrisindeki £ (0<i<3) parametreleri

Be+ B+ B+ Py =1 (3.4)

sartin1 saglar. B matrisi
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1302 + :Blz - ﬂzz - ﬂzz z(ﬁlﬂZ - ﬁoﬁa) 2(ﬂlﬂ3 + ﬂoﬂz)
B= 2(181:82 + ﬂoﬂa) ﬂoz _ﬂlz + ﬂzz - 1832 z(ﬂzﬂa - 180181) (3-5)
Z(ﬂlﬂ?, - :Boﬂz) Z(ﬁzﬂs + ﬁoﬂl) ,Boz - ﬂlz - 1822 + :832

seklindedir. Burada B matrisi cismin pozisyonunu verir ve G=SO(3) Lie
grubunun bir elemanidir. Ayrica =0, £, =1 ve £ =0 ,(h=123) oldugunda

birim matrisi veren B matrisi, bu durumda (0;€,) ortonormal ¢atisini olusturur.

Simdi bir egriye SO(3) iiretici uzayinda kati cismin hareketi t— B(t) karsihik
gelsin. O halde egrinin tanjant1 olan B :E’ B matrisinin birinci siitunu T teget

vektoriinii verirse donme hiz vektorii B(t) noktasinda TSO(3), tanjant uzayinin bir

elemanidir. B semi-ortogonal bir matris oldugundan
B(t)B'(t) =1 (3.6)
denklemi yazilabilir.

W agisal hiz matrisi i¢in
W =B(t)B' (t) = B()B(t) (3.7)
olarak tanimlanir.

3 . . . . . .. . —
R* vektor uzay1 ve antisimetrik matrisler uzay1 arasindaki izomorfizm sayesinde @

ani agisal hiz vektorii ile W birim matrisini asagidaki gibi yazabiliriz.
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ustelik

X'=WX=aoAX (3.8)
!

X 0 - o (X

X |=| @& 0 -l X

X3 -0, o 0 )X

yazilabilir. Béylece 3-boyutlu Oklid uzayinda bir cismin yer degistirmesiyle ilgili

tiretilen denklemler asagidaki gibi verilebilir.

<

2(:31:32 + ﬂoﬂs ﬂoz - ﬂlz g ﬂzz L ﬁsz Z(ﬁzﬂs - ﬂoﬁl) X,
2(ﬁ1ﬂ3 IBOIBQ Z(ﬁzﬂs - ﬁoﬁl) ﬂoz - 1812 - 1822 + 1832 X

3

x|
I
o
i
X X

Xi, {ﬂo + ﬂl 183 Z(ﬂlﬁz - :Boﬁs) Z(ﬁlﬁs + :Boﬁz) X

Xl Xl
X =WX Xy | = X,
X3 X3
0 - o
W=BB' W=|lawo 0 -g
-0, o 0
0O r —q
W=B'B W=lr 0 -p
-4 p O

Tablo 3.2. Vektor Kinematigi



3.2. Kuaterniyon Kinematigi
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Simdi kuaterniyonlara yeni bir yaklasim verecegiz. Bu yaklasimi Euler teoreminin

vektor formiilasyonundan tiiretecegiz. O halde (3.2) denklemini géz Oniine alalim.

(3.2) denkleminde gerekli islemler yapilirsa asagidaki sekilde yazilabilir.

X' =By < f,%>—< B, X+ (BAX)>+BLLX+ (LA < f,%X>f

+HBA(BoX+ (B AR}
burada

s;=8, V=8 s,=<p.X> V,=p%+(BAX)
olarak alalim. O halde son denklem

X'=85,— <V, V, >+SV, +S,V, +V, AV,

olarak yazilabilir.
Boylece (3.9) denklemi iki kuaterniyon ¢arpimina karsilik gelir. Yani

h=S+%=F+B Ve G,=8,+V,=<pfX>+(BX+(BAX))
olarak alindiginda

X =0,0,

olarak yazilabilir.

Hatta g, =0q,q, = (0+X)(8, — f) oldugu goz oniine alinirsa,

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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X' =(B,+B)(0+%)(B,~ B) (3.12)
elde edilir.

Boylece vektdr cebiri yardimiyla R® {in donmesine karsilik gelen X' kuaterniyonlar

cinsinden yazarak kuaterniyon cebirinin bir otomorfizmine ulastik.

O halde, X'=(8+B8)O0+X)(B-F), =p+S ve o'=p—-p olarak

!

alimdiginda X' ile X' —q xq,' seklinde R®—H izomorfizmi elde edilir. Yani

X vektorinii X=(0+X) vektori seklinde bir kuaterniyon olarak yazilir ve
X' —q, xq;" olarak H nin bir otomorfizmine ulasiriz. Burada G ={qeH: N, =1}

olmak iizere x, g, € G dir. G bir Lie grubudur.

O halde asagidaki tanimlamalar1 yapabiliriz.

1) Donmeyi karakterize eden

b:ﬂo+ﬁzﬂo+ﬁ1é1+ﬂzéz+ﬁ3é3

birim kuaterniyonlarina karsilik gelen siitun matrisi

b= COI(ﬁO’ﬂl’ﬁ2iﬂ3) = COI(ﬂO’B)

olarak yazilirsa q ! olarak tanimlanan eslenik kuaterniyon

b* = col (B, )

seklinde siitun matris olarak yazilabilir.
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i) X yer vektoriine karsilik gelen “ yer kuaterniyonu” x=col(0,X) ve @ agisal
hiz vektoriine karsilik gelen “agisal hiz kuaterniyonu”  @=col(0,®) olarak

tanimlanir.

i) b, X ve & 4x4 kuaterniyon matris denkleminde verilen h(b), h(x) ve h(w) ’ye

karsilik gelen 4x4 tipinde kuaterniyon matrislerdir.

Boylece aktif donmeyi sol gosterim yardimiyla X' = bxb seklinde gosterebiliriz.
y g y Yy g

Tablo 3.3. kuaterniyon formunda donme kinematiginin ana formiillerini gosterir.

0| |\ -B B 5|0
X,:B)A(b_l r ,Bl ﬂo _:33 ﬂz ))((1 0 X =X _ﬂl

X,
X,;_ 182 183 ﬂo —,31 , X 0 —X _ ﬁz
Xé ﬁs _ﬂz ﬁl ﬂo X3 =X X 0 _ ﬁs
— ﬂo | 0 -, -0, —0 180
bzlcf)b Ay _l o 0 -o o ||f
ﬁz 2 @, 23 0 -, ﬂz
B o, —o, o 0 ||f
0 ﬁio _.ﬂ‘ 1 _ﬁ: 2 _.53 ﬂo
w=2tpt | A=A B B B | A
@, ﬂ 2 ﬂS ﬁo _ﬁl -p,
@y ﬂs _132 ﬂl ﬂo _ﬂs
0 b B B P ﬂ'_o
o= 26716 p -9 _181 ﬂo ﬂa _ﬂz [?1
q B B b B || B
r B B B B ,83

Tablo 3.3. Kuaterniyon Kinematigi
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3.3. Spinor Kinematigi

3-boyutlu Oklid uzayinda spinor teorisine yaklasim gerceklestirmenin 4 bilinen yolu
vardir: Cartan’in izotropik vektorleri, Pauli matrisleri tarafindan 6rneklenen Clifford

cebiri, spinor halka cebiri son olarak da sterografik izdiisiim.

Bu béliimde Oklid uzayinda besinci oldugu diisiiniilen ve Euler teoreminden direkt

olarak tiirevini aldigmiz spinorlara farkli bir yaklasim sunulmustir.

Baslangi¢ noktamiz, {i¢ siitundan olusan siitun matrisinin sirali olarak B(C Jd ,a)
derlemesi g6z oniinde bulundurulmak suretiyle dik ortogonal B matrisidir. Bu

vektorler aktif donme altinda €, nin 3 baz vektoriiniin goriintiisiidiir. Bu yilizden

kisaca “ B catis1” olarak gosterecegiz.

ﬂoz + ﬂlz 5 ﬂzz F ﬂsz 2(181182 4 ﬂoﬂs) z(ﬂlﬂs + 180182)
B= Z(ﬂlﬂz yr ﬂ0ﬂ3) ﬂoz _ﬂlz + ﬂzz - ﬂaz Z(ﬂzﬂa _:Boﬂl)
2(:31:33 - ﬂoﬂz) z(ﬂzﬂs + ﬁoﬁl) ﬂoz o ﬂlz - ﬁzz + ﬂsz

B ¢atisinda a vektoriinii goz oniine alalim. Bu durumda

Q,
Il
ol
>
o

dir. O halde
a = z(ﬂygs + ﬂoﬂz)
a, = Z(ﬁzﬁs _ﬂoﬁl) (313)
a, =~ B =B+ s

dir.

Burada @ birim vektordiir. Dolayisiyla
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dir.

a, nin i¢inde "— 3 3" terimi yerine

izﬂoﬁl =i(i ﬁo)ﬂl

terimi yazilabilir. Boylelikle @ vektoriiniin bilesenlerini ayni iki kompleks say1

cinsinden yazilabilir. S6yleki

a = (/83 + iﬁo)(ﬂl - iﬂz) + (ﬂl + iﬁz)(ﬂs - iﬂo)
a, = i[(ﬂs i iﬁo)(ﬁl - iﬂz) - (ﬂ1 + iﬂz)(ﬂ3 - iﬂo)] (3-14)
a3 = (ﬁs + iﬂo)(ﬁa - i:Bo) - (181 + iﬂz)(ﬁl o iﬂz)

dir.

Burada 6zel olarak

Y1:ﬁ3+iﬁo ) Y2=ﬁ1+iﬂ2

segilirse a, (h=12,3) elemanlar

a, =i(Y,Y,-Y,Y,) (3.15)

biciminde elde ederiz.
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Benzer sekilde B catisindaki C ve d vektorlerini asagidaki gibi yazabiliriz.
1 = = [ = =
AR A SRR N0 S
=g (W4 T2-i-TD) | dy=— (V4034 T)  (3.16)
c,=YY,+Y,Y,

| d3 = i(Yle _Yle)

burada buldugumuz Y, ve Y, sayi¢ifti B catisiyla iliskilidir ve

Y:YA:[nJ:(MﬂOJ 1)
) \B+1p,

birim spinoruna karsilik gelir.

Eger d vektoriiniin bilesenlerini bir matris ¢arpimi olarak ifade edersek, uygun bir

secimle quantum mekaniginden tanidik gelen Pauli matrisleri yardimiyla;

Pauli matrisleri P, P, P, olmak iizere

a, =i(T, _Yl)Gl}(Yl TZ){? ‘Oiﬁl}war (3.18)

olarak yazilabilir.
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B catisinin bir donmesi birim spinorun davranisini belirler. Gergektende B ¢atisi
vektorlerinin  u¢ noktalar1 O merkezli R® icerisindeki bir S? kiiresini

{82 =X X+ X+ X =1} karakterize eder. Ozellikle {igiincii vektdér olan &

vektoriniin (a,,a,,8,) u¢ noktasinin iki kompleks bilesenli spinorun & = % orani
1

ile tanimlanan kompleks diizlemde birebir bir iliski mevcuttur.

Bu iliski, x,=0 ekvator diizlemi iizerinde S® nin (0,0,-1) giiney kutbundan P

noktasinin steografik izdiisiimii sayesinde kolayca gortilebilir. Soyleki

g”:% , Y,=-B,+]B, Y, =B,+]B;
1
oldugundan
(-aTle g At (3.19)
+a, l+a,
veya
a, +1=211% _&"1% (3.20)

4 4

seklinde yazilabilir. Burada a +a; +a; =1 oldugundan

denkleminde 1+a, carpanlarini sadelestirirsek

(a3 +1)2 _ (1+a3)§'_a3)

_1-¢¢ (3.21)
1420

8
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bulunur. O halde (3.20) den a +ia, =¢(l+a,) ve a —ia, =¢(1+a,) ifadesini

kullanirsak

a =2 +0)ra) &=~ -O)+a) 622)
elde ederiz.

- % degerini (3.21) ve (3.22) denkleminde yerine koyulursa

&
a, = i(Ysz - Y‘1Y2) (3.23)
8

esitlikleri elde edilir.

N . Y
B catis1 ya da S® nin bir dsnmesi homografik déniisiim altinda ¢ = ?2 oranint

1

olusturur.

O halde spinorlar igin

ag +b _ (ﬂo+iﬂ3)§+(ﬂ2_iﬁ1)

* T hcea (BB (fiB)

(3.24)

yazilir.
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Burada aa +bb =1 olmak iizere parantez icindeki kompleks sayilar Cayley Klein

parametreleri olarak adlandirilir.

Eger (3.24) denkleminde ¢ = % yerine yazilirsa (3.24) denklemi bir sonraki spinor

1

seklinde yazdigimiz iki homojen yer degistirmeler olarak ayrilir. Yani

Y = (ﬂo - iﬂa _(ﬂz +i :Bl)JY (3-25)

ﬂz - iﬂl ﬁo + iﬂs

dir. Simdi yukaridaki agiklamalar 15181 altinda kuaterniyonlar ile spinorlar arasindaki

iliskiyi verelim.

Bunun i¢in q kuaterniyonu ile Q spinorunu

f:H—>S
q—>Q
_ _ ~ q; +id,
f g ) € = = 2
(qo + 1ql + 2q2 + 3q3) (ql + qu j Q (3 6)

yardimiyla iligkilendirebiliriz. Boylelikle kuaterniyon formiilasyonu genisletilerek

donmelerin kinematiginin spinor formiilasyonunu elde ederiz.

Bu fonksiyon lineer ve birebirdir. S6yle Ki

f(a+p)="f(@)+f(p)
f(Aq)=Af(q) JeR

0
S nin birim elemani sifir oldugundan ancak sifir kuaterniyonu (OJ spinoruna

karsilik gelir. Dolayisiyla Gek f = {0} dir.
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qq kuaterniyonunun normu Q'Q =QQ, +Q,Q, spinorunun normuna esittir.

q birim kuaterniyonunun eslenigi i¢in

_ ~ = . —Q, +iq _
f(q 1): f(qo_e1q1_ezq2_e3%):{ ’ . OJEQ ' (3-27)
_ql_IqZ

olur.

Simdi gp seklinde iki kuaterniyon ¢arpimini ya da Gp Kuaterniyon-matris ¢arpimini

bir spinor matris ¢arpimi yardimiyla ile iliskilendirelim. Yani

gp — Gp —-iQq (3.28)

gp  kuaterniyonuna karsilik gelen spinordur. Yani Q (3.26) {izerinden p

kuaterniyonu ile iliskili spinordur. Ayrica, Q kompleks, birimsel, kare matristir ve

Q:[%"’iqo g, - jQ2 j
g, + iqz _qs + iqo

ile tanimlanir.

P, lar P, Pauli matrislerinin ilk siitunu olsun. Bu durumda f sayesinde 1, €,6,, 6

birimleri sirasiyla ic,, o;, 0,, o, karsilik gelir. Ayrica bir kuaterniyona

q3+iqoj

f =) g e =
(QO +60, +6,0, +e3q3) (ql n iqz
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seklinde bir spinor kargilik geldiginden h(q)p kuaterniyonuna f doénisimi
sayesinde, h(q)p=0q dir. O halde Gp —Qq iliskilendirilebilir. Yani (Y Y)

matris formunda
[Yl _Yzj :( :Bo + Jﬂs ﬂ1+ Jﬁz]
Y2 Yl _ﬂ1 + Jﬁz ﬂo - J,Bs
seklindedir. Bu matris Q matrisidir.

Daha genel olarak bir Q spinoru ile Q kare matrisi arasinda

iligkisi mevcuttur.

Gergekten de,

~(1 . q3+iqo ql_jqz 1 _ q3+iq0 —
A~ |= _ ) = . |=Q
0 q,+iq, —0,+ig, )\ 0 4, +1q,
dir.

Kuaterniyon ve spinorlar arasindaki f donlisimii; kuaterniyon kinematigi
boliimiinde birim g, kuaterniyonu ile iliskili spin uzayda kat1 bir cismin dénmesini

simgelememize izin verir. @ agisal hiz kuaterniyonu olmak tizere

ﬂ3+iﬂoj s _(ﬂs +iﬂo ﬂl_iﬂZ j
—-> Y=

quY:[ . . .
,31 + 'ﬂz ﬁl + 'ﬂz _ﬂs + 'ﬁo

(3.29)
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w, A w, o, —iw,
o Q= ) —->Q= ]
o, +iw, o +iw, -—o,

o halde Gp — Qp ve iisttekilerin bir sonucu olarak X' = G,%q, " ifadesi
X' = ()Y, ()R =-TRr (3.30)

bigiminde yazilir. Béylece 3-boyutlu Oklid uzayinda bir cismin yer degistirmesiyle

ilgili spinor denklemleri asagidaki tabloda verilmistir.

X =X [ % ]:_(ﬂﬁiﬂo B-if, j( X, &—ixzj(—ﬂﬁiﬂoJ

X1’ + iXé ﬂl + iﬂz _ﬂs + iﬂo X+ in —X _ﬂ1 - iﬂz
Y:_liﬁY (18:344:?0}:_3{ 603 a’l_iwzj[_ﬁs‘_"iﬂo]
2 181 + iﬂz 2 @, +1w, —s 181 + Iﬂz

QZ—ZiYT'Yfl ( 603. jZ—Zi['B',3+_i’é° ﬁl—lﬂz ][‘ﬂs"‘-iﬂoj
o +lw, Lo+if, —pB+ip, \=B -5

QO=-2iYY ( I‘- j:_Zi(_ﬁs'i'.iﬁo _ﬂ1+.iﬁ2j :B:s"'i,éo
p+1q =B =if,  B+ify )\ B+ip,

Tablo 3.4. Spinor Kinematigi



BOLUM 4. SPLIT KUATERNIYONLAR

Bu boéliimde, normu 1 olan boliinmiis kuaterniyonlarin Lie grubu ve onun Lie cebiri
yardimiyla Minkowski 3-uzayinda spacelike ve timelike eksenli donme matrisleri

elde edilmistir.

H'={q=a)1+a¢ +a6,+ae, : a,a,a, acR}

ciimlesini ele alalim. Burada {1,€,€,,€,} birimlerinin carpimi asagidaki tabloda

verilmigtir.

=
DI
D!
SP

11 & & &
& |6 -1 6§ -8
& |§ -6 1 -§
& |€ € € 1

Tablo 4.1. Split kuaterniyonlarimn birimlerinin garpimi

H’ niin her bir elemanina bir split kuaterniyon ad1 verilir (Inoguchi 1908). Burada

a,,a,8a,,a, reel sayillarma q split kuaterniyonunun bilesenleri denir. Bundan
sonraki boliimlerde, bir split kuaterniyon i¢in ¢ =a,+a,€ +a,€, +a,6, gosterimi
kullanilacaktir. €, €,, €, birimleri 3-boyutlu minkowski uzaymin bir dik koordinat
sisteminin baz vektorleri olarak alinabilir. Dolayisiyla bir q=a, +a,€ +3a,€, + a6,
split kuaterniyonu S, ile gosterilen skaler kisim ve \7q ile gosterilen vektorel kisim

olmak tizere iki kisima ayrilir.
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q=3,+V,

biciminde yazilir. Burada
Sy =y, V, =28 +aF +ag
dir.

q=a,+ag +a,E, +ac,, p=Dhb,+be +bE, +bE split kuaterniyonlarin toplami

g+ p=(Sy+S,)+(V,+V,)

= (8, +y) +(a +b)€ +(a, +b,)€, +(a; +1,)€;
olarak tanimlanir.

AeR ve q=a,+ag +a,, +a,6 olmak iizere Aq dis islemi

Aq = (1a;) +(1a,)& +(1a,)€, + (1a;)e,
seklinde tanimlanir.

Bu iki iglemle birlikte H' ciimlesi reel sayilar cismi tizerinde 4-boyutlu bir vektor

uzayidir.

Ayrica =a,+a€ +a,6,+a, , p=b,+be +bE,+heE split kuaterniyonlarinin

¢arpimi:

x:H'xH > H'
(0, p) >agxp=agp

bi¢ciminde bir islem olup
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ap = (ab, —ab, +a,b, +ab;) +(a)b, +ayb, —a,b, +a;b, )€
+(ayb, +a,b, —ab; +a;b )€, + (ayb; +ab, —a,b, +ab,)e,

veya
ap=S5,S, +(V,,V,) +SV, +SV, +V, AV,
olarak tanimlanir. Burada

() IMH'xImH' SR
V,.V,) > V.V, =-ah +ab, +ap,

ALr ImH'<XImMH"— ImH’

A r B _§1 é2 é3
(\/q’ p)_)vq /\va = al a‘2 a3
b b, b

= (a;h, —ab,)e +(ab, —ab;)e, +(ab, —a,b e,
dir. Bu ¢arpma islemiyle birlikte H' ye split kuaterniyon cebiri denir.

4.1. Vektor Kinematigi

Minkowski uzayinda kati bir cismin yer degistirmesi, vektor cebiri tarafindan
kolayca kurulabilir. Euler’in teoremine gore donme, sabit bir nokta O, birim bir

vektor N ve saga dogru donen bir ag1 ¢ ile karakterize edilir. O halde simdi

Minkowski R} uzaymda kati bir cisim alalim. Bu kati1 cismin iizerinde alinan bir P

noktasinin yer vektorii X =OP spacelike vektorii olsun. Hiperbolik donme agist ¢

olmak tizere N vektorii birim spacelike vektorii olsun. O halde asagidaki ifadeler

yazilabilir.
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1) i spacelike vektorii ile (A, X), n vektorii paraleldir.

2) n spacelike vektor ile X —(n,X) A timelike vektorleri,

oldugundan ortogonaldir.

Diger taraftan

=1—[(ﬁ,)?)L]2 (n ile X arasindaki a¢1 @ olsun)

=1—cosh?@

cosh fonksiyonu [1,+%) oldugundan cosh®@>1 dir. Dolayistyla yukaridaki ifade

yani  (X—(f, Xy, i, X —(fi, X),_fy, <O dur.
O halde X—(fi, %) i vektorii timeliketr.

Simdi kati cismin P noktasinin X spacelike yer vektoriine bir donme uygulayalim.
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Boylece Adg doniisiimii sayesinde X' vektorii
X' = cosh @.X + (1—cosh @)(i, X) f+sinh (i A, X) (4.1)

seklinde yazilabilir. ¢ ddnme agisiyla birlikte bu dénme X spacelike vektoriinii X'

spacelike vektoriine doniistiirtir.

X' = cosh ¢p.X + (1—cosh @)(fi, X), i +sinh p(i A X)
denkleminde 1-cosh ¢ = —2sinh’ % dontistimii uygulanirsa

%' = cosh p.% — 2sinh? %(ﬁ, %), i +sinh (i A, X)
olarak yazilir. O halde

i =cosh% ve B:sinhgﬁ

olarak secilirse cosh ¢ = 2cosh? %—1 =2p3°-1 dir. Ayrica

(B, %), =<sinh§ﬁ,x>L =sinh§<ﬁ,>*<>L
oldugundan

(B3 B :sinhgm, %), B :sinh%m, X), sinh%ﬁ —sinh? %(ﬁ, X), fi
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olur. Buna ek olarak sinh ¢ =2sinh %cosh% oldugundan

X' = cosh ¢.X — 2sinh? %(ﬁ, Xy A+sinh (i A, X)

X = (28,2 -1 - 2B, Y()L,E’+25inhgcosh%(o(ﬁ/\|_ %)
g _ 2 N 29\ N 4 : Q- V2
X'=28,"-DX-2(p, x)L,6’+2coshEgo(sthn/\L X)

X =287 ~1DX—2B, %) B+2B,(BAX) (4.2)

bulunur. (4.2) denkleminde f spacelike vektorinii (0;€,E,,6,) sabit bir ¢ati

By

referansa gore /3 = B, | veya /? =col(f,, B,, f;) siitiin matrisi ile ifade edelim.

Py

O halde (4.2) denklemi

|
I

o
R

(4.3)

seklinde yazilabilir.

Burada B doniisiim matrisi B=B(f,, /) ile gosterilir. Ayrica 3x3 tipinde reel,
semi- ortogonal bir matristir. B matrisi Tanim 2.1.6 denkleminde verilen Ad,

dontigtimiine karsilik gelen semi- ortogonal matristir. Ayrica buradaki f

parametreleri
B+ B -5~ P =1 (4.4)

sartin1 saglar. Boylece B matrisi



,802 + ,812 + ,Bzz + :Bzz 2(:80133 - ﬁlﬂZ) _Z(ﬂoﬁz + ﬁlﬁE)
B= Z(ﬂoﬁs + ﬂlﬂz) ﬂoz - 1812 - ﬂzz + ﬂ32 _Z(ﬂoﬂl + ﬂ2ﬂ3)
2(_ﬂo:82 + ﬂ1ﬁ3) Z(ﬁoﬂl - ﬂzﬂs) ﬂoz - ﬂlz + 1822 - ﬂsz

seklindedir. Burada B matrisi cismin pozisyonunu verir ve G =S0(l,3)
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(4.5)

lie

grubunun bir elemanidir. Ayrica ¢ =0, £ =1 ve £ =0, (h=123) oldugunda

birim matrisi veren B matrisi, bu durumda (0;e,) ortonormal catisini olusturur.

Simdi spacelike bir egriye SO(L3) iiretici uzayinda kati cismin hareketi t — B(t)

. dB
karsilik gelsin. O halde egrinin tanjantt olan B :a spacelike oldugundan egri

spaceliketir. Clinkii, B matrisinin birinci stitunu T teget vektoriinii verirse donme hiz

vektorii B noktasinda TSO(L,3), tanjant uzaymin bir elemanidir. B semi-ortogonal

bir matris oldugundan

-1 0 0
B(t)sB'(t)e=1 , ¢=|0 1 0
0 01

denklemi yazilabilir. Bu denklemin zamana bagl diferensiyeli alinirsa

(B(t)e)'(B' (t)e) +(B(1))(B (1)) =0

bulunur. Bu ifade

BsB e +¢£(BeB'e) £ =0

seklinde yazilabilir. Gergekten de

e(BsB'e) e=¢(s" (B") ¢'B")e=5(sBeB")s =BeB' &

(4.6)
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olur. O halde

BsB e =—¢(BeB'¢) ¢ (4.7)

yazilabilir. Burada parantez i¢indeki ifade antisimetriktir ve agisal hiz matrisi olarak

adlandirilir.

O halde gercektende

BeB'e =—¢(BeB'e) &

buldugumuzdan

A=BeB'¢

olmak lizere

A=—cA'e
veya

—cA=A"¢

A" =—¢Ag

dir. Dolayisiyla BeB"& Lorentz anlamda antisimetrik matristir.

W agisal hiz matrisi i¢in

W =BsB'¢
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olarak tanimlayabiliriz.

Lorentz anlamda yar1 ortogonallikten
A =gA'¢e

oldugu biliniyor. O halde

W =BeB'¢ =Beg(¢B™¢)e = BesBes

-1 0 0||-1 0 O 1 00
ce=/0 1 0|0 1 0|=|0 1 O|=I
0O 0 1|10 0 1 0 0 1
W =B¢B'¢=BB™ (4.8)
yazilabilir.

3 . . . . . .. . —
RY vektor uzay1 ve antisimetrik matrisler uzayi arasindaki izomorfizm sayesinde @

ani acisal hiz vektorii ile W birim matrisini agagidaki gibi yazabiliriz.
0 o -o @

W=lao 0 -0|->o= o,

o halde

yazilabilir. Ayrica



Wy —@ || % WXy — Wy X3
0 - | X WX — WXy
o 0 || X -, X, + O X,
-6 € & WX, — W, Xg
Sl o @, @ WX — W Xg
X X X —, X, + WX,
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dir. Boylece split kuaterniyonlar iizerinde bir cismin hareketiyle ilgili denklemler

asagidaki tablodaki gibi verilebilir.

W =BB™

W =B"'B

Xll ﬂoz + ﬂlz + ﬂzz + ﬁsz Z(ﬂoﬂs = ﬂlﬂz)
X; ~ Z(ﬁoﬁs + ﬂlﬂz) 1802 - 1812 - ﬁzz " 1832
Xé 2(_ﬁoﬂz + :31:32) Z(ﬁoﬂl - ﬁzﬂs)
X 0 o -o X,
;= o3 0 -ao X,
X3 -0, o 0 X,
0 o -o
W=l o, 0 -0
-0, o 0
0 r —q
W=lr 0 —-p
-qg p O

2B+ BB3) [ %
_2(180181 + ﬂzﬂs) X
By =B+ B =B )\ %

Tablo 4.2. Vektor Kinematigi
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4.2. Split Kuaterniyon Kinematigi

Simdi split kuaterniyonlara yeni bir yaklasim verecegiz. Bu yaklasimi Euler
teoreminin vektor formiilasyonundan tiiretecegiz. O halde (4.2) denklemini goz

Oniine alalim. (4.2) denkleminde
232 1= B2+ 2 -1ve B, = cosh% oldugundan /2 = coshzg dir. O halde
232 1= +cosh2%—1= i +sinh2% dir. Diger taraftan

3.5y, =¢sinh? 2 sinh2 2y =sinh? 2. iy, =sinh? L .1=sinh? 2
B,y =(sinh® L sinh & m), =sinh® £ ¢, =sinh* ¢ >

esitlikleri vardir.

O halde

25 ~1= 5 +(B. B\,
yazilabilir.

O halde (4.2) denklemi
X=X+ BB X~ 2B R+ 26, (B A K)
seklinde yazilabilir.

Lorentz anlamda vektorel ¢carpim igin
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an, (bA _€)=—a,c)b+(@h)c
oldugu biliniyor. O halde
X = 5%+ (B, By X ~(B. K0 B~ (B0 B+2p5(B A X)
esitliginde
BABAK) =B B+(B.B) X
dir. Yani
X=By(BoX+BAK)+BALBAK) (B B+ B (B K) (4.9)

(4.2) ile (4.9) arasindaki temel fark (4.9) denkleminin ,B/\L (ﬂﬁ/\L X) ¢arpimi

icermesidir. Onun disindaki biitiin terimler aynidir.

Ayrica (/3’,,3 AL X)), ¢arpimu sifir oldugundan (4.9) denklemine ekleyebiliriz.

X =By (BX+BAK)+BABA K~ (B B+ By (BAX) (B, BAL R

ayrica

ﬂO(BAL i) :IB/\L ﬂox

oldugundan

=By (BoR+BA R+ BABAK) (B B+(BABR)+(B LA K
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yazilabilir. AL (8 AL X) ve B AL B,X ifadeleri birlestirilirse

X:ﬂo(ﬂ0X+BAL X)+ﬁAL [(B/\L X)+ﬂoi]_<B’X>LE+<ﬁfﬁAL X>L

olur. Son olarak +(, 8,%), ekleyip ¢ikaralim.

X :ﬂo(ﬂoX+BAL X)"‘B/\L [(B/\L X)+ﬂox]_<BIX>LB+<B1ﬂOX>L _<ﬁ’ﬂ0X>L
+<,Bu[;)/\|_ X0

ve
(B, BoX) = Bo B X0,
oldugundan

X =By (BX+BALR)+BALB A X)+BX]~(B. K0 B+ (B BoXy = Bl B. X0 + (B B AL R,
ve

(B, BIY+ (B BA K =B, BX+ B A XN,
esitliginden
X ==Lol B, X0+ (B, B+ BALK A+ By(BoX+ BALX)~(B, ) B+ B AP A K)+ BX] (4.10)
elde edilir.

Simdi burada

s=8 , u=F ; s,=~BX) , ,=BK+SAX
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olarak alalim. O halde son denklem
X =85, +{V,,V,) +SV, +S,V; +V, AV, (4.11)
olarak yazilabilir.

Bilindigi {izere (4.5) denklemi (4.11) denkleminde verilen iki split kuaterniyon

carpimina karsilik gelir. Yani

G =8+V, =B +f8 Ve Q,=5,+V, =B, %) +BX+ LA X

olarak alindiginda

X = g, <0, (4-12)

olarak yazilabilir.

Hatta ¢, = B, X)), +ﬂ0>?+ﬁ A, X split kuaterniyonu

—

QG =0+X=5,+V, ,0, = —B=5,+V,
olarak secersek

Q. =0.ﬁ0—<i,ﬁ)L—O.B+ﬂOY—)?AL B:%XCM
0, :_</§1X>L+ﬂoi+/§/\L X

oldugundan

g, =0;xq,
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olarak yazilabilir.

Dolayistyla
X’quxq3><q4=(ﬂ0+,§)x(0+i)x(ﬂ0—/§) (4.13)
olarak yazilabilir.

Béylece vektdr cebiri yardimiyla R? {in dSnmesine karsilik gelen X' vektoriinii split

kuaterniyonlar cinsinden yazarak split kuaterniyon cebirinin bir otomorfizmine

ulastik.

O halde

X' = (B, + B)x (0+X)x (B, - B)
q1:ﬂo+B
qflzﬁo_ﬁ

olarak alindiginda

!

X' ile x—>q,xq" seklinde R?—H' izomorfizmini kullanarak X vektoriinii
X =(0+X) vektorii seklinde bir split kuaterniyon olarak yazarak x — g, xg;"* olarak
H' niin bir otomorfizmine ulasiriz. Burada G :{q eH"IN, :l} olmak iizere

X, 0,€G dir. G bir Lie grubudur.

O halde asagidaki tanimlamalar1 yapabiliriz.

1) Donmeyi karakterize eden
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b :ﬂo +B :ﬂo +:B1é1+ﬂ2é2 +ﬂ3§3
birim kuaterniyonlarina karsilik gelen siitun matrisi
b =col(5y, B., B, Bs) = col (B, + )

olarak yazilirsa g;* olarak tanimlanan eslenik split kuaterniyon

b~ = col (5, ~f)
seklinde siitun matris olarak yazilabilir.

i) X yer vektoriine karsilik gelen “yer kuaterniyonu” X=col(0,X) ve ® agisal hiz

vektoriine karsilik gelen “agisal hiz kuaterniyonu™ @ =col(0,®) olarak tanimlanr.

iii) b, % ve @ denkleminde verilen h(b), h(x) ve h(®) ye karsilik gelen 4x4

tipinde split kuaterniyon matrislerdir.

Boylece aktif donmeyi sol gosterim yardimiyla X' = bxb seklinde gosterebiliriz.

Tablo 4.3. split kuaterniyon formunda donmenin kinematiginin ana formiillinii

gosterir.
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X' =bgb™
b=Lab
2
W= 2t§b‘1
@=2b"b

01 |5
X | | A
X | |5
X | LA
Al To
181 i 2]
5| 2o
Bs @s
0 [
%y A
2 b,
2 ,5’3
0 B
p _9 _131
q _ﬁz
r -p;

_ﬂl ﬂz ﬂs 0 X%
:Bo ﬂs _ﬂz X 0 X3
ﬂa ﬂo _ﬂl X, X3 0
_ﬁz ﬂl ﬂo X3 =X X

—o, o, o ||pB

-, @ 0 Bs

_181 182 183 ﬂo
ﬂo 183 _ﬂ.z _181
Bs /;o _B1 —P
_Bz ﬂl IBO _ﬂs

ﬁl _ﬁz _ﬂs Bo
ﬁo _ﬂs B, 181
_ﬂ3 :Bo ﬂl :Bz
ﬁz _181 :Bo Bs

Po
B
P,
Py

Tablo 4.3. Split Kuaterniyon Kinematigi



BOLUM 5. HIPERBOLIK SPINOR KiNEMATIGI

5.1. Hiperbolik Spinor

Bu béliimde ortonormal taban yardimiyla hiperbolik spinorlar tanitilmistir.

R? uzayinda orijin etrafindaki dénmelerin grubu olan SO(L,3), 2x2 tipinde iiniter

matrisler grubu olan SU(2,H) ye homomorfiktir. SO(,3) iin elemanlar1 3 reel

bilesenli vektorleri harekete gegirirken, SU(2,H) nin elemanlar1 hiperbolik

spinorlar1 harekete gecirirler.

Bu homomorfizm spinorlar aracilifiyla asagidaki sekilde gosterilebilir. Her

v =(le (5.1)
v,

spinoru

a+jb=y'oy C=—y'oy (52)

esitlikleri yardimiyla 4,b,¢ eR} vektorlerini tammlar. Burada &=(0,,0,,0,),

bilesenleri, hiperbolik, simetrik, 2x 2 tipinde matrisler olan bir vektdrdiir. Oyle ki,

01 0 —j 1 0
P = P, = P, =
P IS V) B Y
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0 1
Pauli matrisleri ( L Oj matrisiyle, sirasiyla, soldan carpilirsa & =(o,,0,,0;)

vektoriiniin o;,1<1<3 bilesenleri

o D
o, = o, = _ o, = (5.3)
0 -1 0 j -1 0

oldugu goriiliir. Ayrica,

GBS FH N o0

elde edilir. Burada 7, w nin esini % , ¥ nin hiperbolik eslenigini géstermektedir.
Simdi (5.2) denklemini goz Oniine alalm. d+ jb = (X, X,,X;) olmak iizere

X.,1<i <3 bilesenlerini arastiralim. (5.1), (5.2), (5.3) denklemlerinden

t 1 0w 4
X =y'ow =(v, l/’z)[o _J( 1):(‘//1 ‘/’2)( V;jwf—l//f

¥, -
i O\(w v} .
X, =y'ow =(w, l/jz)(o jj(wlj=(% Wz)[jl;]:J(l//f“//zz) (5.5)
2 2
0 -1)w .
X3:l//t0'3‘//:(‘//1 l//z)[_l Oj(wlj:(l/ll l//z)[_wzjz—zl//ﬂ/jz
2 1

elde edilir. Burada t de transpozu gostermektedir. Benzer sekilde € =(c,c,,C;)

olmak iizere c,,1<1i <3 bilesenleri

~t _ (1 0w _
G=vow=-(v. %), , g, |V
2



. _ _] 0\w o
C2=—z//t02(//:—(—1//2 l//l)( j][wljzj(‘/jll//z_‘/jll//z)

2

. _ _ (0 1\w
Cy =~ oy =—(-, %)[_1 Oj{;j:kﬂllz—lwzlz
2
dir. Boylece,

a+jb =l -wl, i +vi).~2uy,)
— — —_ - — —_ 2
C = (W, + Vo, iV, — 0, v

_|l//2|2)

olur. Simdi &,b, ¢ e R? vektorlerinin boylarmi hesaplayalim.

c= (W, + Wy, (v, _V71W2),|W1|2 —|w2|2) =g

oldugundan € e R} diir. O halde

”6”'- B \/((V/ll/TZ_'_VZV/z)Z - j2(‘/’1'/72 _‘/71‘//2)2 + (|'//1|2 _|‘//2|2)2)

—t

=y

dir. a+ jb vektorii izotropik vektorii oldugundan &,b

(8+ jb,a+ jby, =(d,a), +(d, jb), +(jb,a), +(jb, jb),

=(d,d), + j(d,b)_+ j(b,a)_+ ji(b,b),

=0+ jO

dir. Buradan goriilecegi lizere

59

(5.6)

(5.7)

(5.8)
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yani
(8,8, =—(b,b),
dir. Ayrica,
lal =\iaan]  Jal, =kaa
Bl <[ 05,
olmak iizere,

&l =|p], (5.9)
dir. Ayni zamanda
2j¢a,b), =0j
yani
(8,b), =0 (5.10)

dir. Simdi a+ jb vektdriiniin boyunu hesaplayalim.

Ja+ ib] =@+ by, @ by,

_ — (|12
-l [



61

dir. Son denklem ve (5.7) denklemi g6z 6niine alinirsa
~ 2 N = o
|a+ib] " =@+ ib).@+ by,
=2(us[ +ly,|)? (5.11)

bulunur. O halde (5.9) denklemi ve (5.8) denklemlerinden
lal, =[o]), =lcl, =7

dir. Yani 4a,b,¢ eRf vektorlerinin boylar1 esittir. (5.7) denklemini goz Oniinde

bulundurarak {(a + jB),E)L i¢c garpimini hesaplayalim.

((@+ jb),C), =(d,C), + j(b,c),
=0

dir. Bu son denklem ve (5.10) denkleminden
(a,by (d,6), =(b,c), =0

dir. O halde &,b,¢ eR® vektorleri Lorentz anlamda ikiser ikiser ortogonaldir. Ek

olarak (aA_b,c) =det(a,b,6)>0 dir. O halde {&,b,c} siral iigliisii bir sag

sistemdir.

Tersine; ayni biiyiikliikte verilen ikiser ikiser ortogonal ve <§./\6,6> >0 olan
a,b,c eR® vektdrlerine d+ jb = y'ow, ¢=—w'oy denklemleriyle verilen bir v

hiperbolik spinoru karsilik gelir.
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Ayrica w hiperbolik spinoru da ayn1 y hiperbolik spinornda oldugu gibi SU(2,H)
dontigimii altinda yeni bir hiperbolik spinora doniislir. Yani herhangi bir

U eSU(2,H) icin Uy =Uy dir.

Diger taraftan U € SU(2,H) matrisi i¢in w'=Uy hiperbolik spinoru
—t 1A —— —t
y'y'=Uy)Uy =y'U0y =y

dir. Boylece, w' hiperbolik spinorunun taniminda kullanilan a',b',¢ vektorlerinin

biiyiikligi v hiperbolik spinorunun taniminda kullamlan &,b,¢ vektorlerinin

bilyiikliigiine esittir. Bu yiizden SU(2,H) nin her bir eleman1 R} iin {5,5,6}

ortogonal tabanini {é', b, 6'} ortogonal tabanina doniistiiren bir doniisiim olusturur.

Bu doniisiim ikiye-birdir. Yani SU(2,H) min U ve U seklinde iki eleman1 R? iin
ayni sirali Gigliisiinii olusturur. SU(2,H) den aldigimiz U elemani ' hiperbolik
spinorunu olustururken —U eleman1 —y" hiperbolik spinorunu olusturur. (5.7)
denkleminde w hiperbolik spinoru yerine —y hiperbolik spinorunu aldigimiz

takdirde sonu¢ degismemektedir. Gergekten de,

a+jb = ((9.) = (—1,)" i)’ + (1)), —2(~¥) ()

c= (("//1)(_‘/72) + (_l/71)(_l//2): J [(_‘//1)(_1/72) - (_‘/71)(_‘//2)] ’ |_l//1|2 - |_V/2|Z)

seklinde olup (5.7) denklemiyle ayni sonucu vermektedir. O halde homomorfizm

ikiye-bir tipindedir.

Onerme 5.1.1. ¢ ve y keyfi iki hiperbolik spinor ve A, x herhangi iki hiperbolik

say1 olmak lizere asagidaki esitlikler gecerlidir.
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) oy =—p'oy
i) (Ag+ py ) = 26+ iy

i)y =y

Onerme 5.1.2. Herhangi ¢ ve y hiperbolik spinor giftleri igin ¢'cy =y oo dir.

i , 1 0
Ornek 5.1.3. Ozel olarak l//z[oj secilirse l/}Z[J olur. Bu sec¢im (5.10)

denkleminde yerine yazilirsa,

a+jb = —ws, i +vl) —2pw,)
= (1202, j(12+0?),-2.1.0) = (1 j,0) = (1,0,0) + j(0,1,0)

_ — —d - 4 — 2 2 0

C = (v, +¥y1, 1w, _‘//1‘//2)’|'//1| _|l//2| )=(1.0+0.1,j(1.0-1.0),1-0) =(0,0,1)
{5,5,6 } tgliisti ]Rf Minkowski uzayinin kanonik bazini olusturur.

Onerme 5.1.4. Eger y sifirdan farkli bir hiperbolik spinorsa {l//, 7 } lineer
bagimsizdir .

5.2. Hiperbolik Spinor Kinematigi

B yar1 ortogonal matris olmak tizere

B+ BB B 2BB~BB) 2B+ BS)
B= Z(ﬂoﬂg + 131/32) ﬁoz - ﬁlz - ﬂzz + ﬁsz _2(;30:31 + ﬂzﬂs)
2(_180182 + ﬁlﬁz) Z(ﬂoﬂl _ﬂzﬂs) ﬂoz _ﬂlz + 1822 - 32

B&B'e =1 bagntist gegerlidir.
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B yar ortogonal matrisinin ii¢ siitun vektdrii, swrasiyla B(C,d,d) olsun. Bu

vektorler aktif donme altinda €, (€ ,€,,€,) baz vektorlerinin goriintiileridir. Yani

C=B&=| 2BLB+BE) B-B-B+b
2(_:Boﬂ2 + ﬁlﬂz) Z(ﬁoﬂl - ﬁzﬂs)
olur. Ayrica
ﬂoz + ﬁlz + 1322 + 1332 2(:30:33 - ﬁlﬂz)
d=B€,=| 2(45;+B5) ﬂoz _1812 _ﬂzz +ﬂ32
2(_/30132 + ﬂlﬂz) 2(ﬂoﬂ1 - ﬂzﬂs)

olur. Diger taraftan

Z(ﬂoﬂs + ﬂlﬂZ) ﬁoz - ﬂlz - ﬂzz il :332

ﬂoz + 1312 + ﬂzz + ;332 2(ﬂoﬂ3 2 ﬂ1ﬂz)
d=Bg =
2(_ﬁoﬂz + ﬁlﬁz) Z(ﬂoﬂl - ﬁzﬂs)

r; +BI+ BB 2BB- B

=288, +BSs) |[L] | Bo + BB+ B
_Z(ﬂoﬁl + :82/33) 0]= Z(ﬁoﬂa - ﬂlﬁZ)

By =B+ B =P ||0] | 2B, + BS)

_2(180181 + ﬂzﬂs) 1 ﬂoz - ﬂlz - ﬂzz + ﬂsz

_Z(ﬂoﬂz + ﬁ1ﬂ3) I:0:| I: 2(:30:33 + ﬂlﬂz) ]
ﬂoz & 1312 + 1822 T ﬂsz 0 _2(:80[31 + ﬂzﬂ3)

_Z(ﬂoﬂl + ﬁzﬂ3) Z(ﬂoﬂl - :Bzﬁs)

_Z(ﬂoﬂz +ﬂ1ﬂ3) {0] I: 2(_;Boﬂ2 +181132) ]
By =B+ B = By =B+ P -

1

olur. Kisaca burada B ¢atis1 birim, yar1 ortogonal sag el tigliisiidiir.

Simdi B c¢atisinda @ vektoriinii g6z 6niine alalim. Bu durumda

dir. O halde

a = _Z(ﬂoﬂz + ﬂlﬂB)
a, = _Z(ﬂoﬁl + ﬁzﬂa)

& =F B +B -5

dir.

(5.12)
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Ayni zamanda @ birim vektordiir. Dolayisiyla
4, =1
dir.

a, nin i¢inde " 3,4, " terimi yerine

A8 = 1318,

terimi yazilabilir ki, boylelikle & vektoriiniin bilesenlerini ayni iki hiperbolik sayi

cinsinden yazilabilir. Soyleki

a = J[(ﬂo + Jﬁ3)(_ﬂ1 — Jﬂz) _(;Bo - Jﬁ3)(_ﬁ1 + Jﬂz)]
=B+ iB8)L—i8)+(B—1B)-L+i) (5.13)
a; = (,Bo + jﬂs)(ﬂo - Jﬂs) _(_ﬁl + jﬂz)(_ﬂl - Jﬂz)

dir.
Burada 6zel olarak

Y =5+1p » Yo==f+]f
secilirse

,=4-if  Y.=-B-ib
dir. Dolayisiyla

a = j(Ysz - Y‘1Y2)
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a,="Y,+Y,Y, (5.14)

ve benzer sekilde

1 - - i - -
6= (4T 415+ T)) d, = (1 =Y+ 13- 1))

- .
¢, = (17 =Y -3+ T7) d, =2 (7 + 17 -1} -T%)
G = J(Yle -1,Y,) dy =—(Y,Y, + Yle)

esitlikleri mevcuttur.

Burada buldugumuz Y, ve Y, hiperbolik say ¢ifti B ¢atisiyla iligkilidir ve

Y:YA:(Y]-]:[ﬂO_'—j_ﬁS J (515)
T, B+ 1P,

birim hiperbolik spinoruna karsilik gelir. Gergektende

Y'Y =1
- =T
e Yz]{;}[ﬁo—jﬂg —ﬂl—jﬁz]{

=B+ B - B - s
=1

Bo+ 155 }
_ﬁl + Jﬁz

oldugundan birimdir.

Eger a vektoriiniin bilesenlerini bir matris ¢carpimi olarak ifade edersek, uygun bir

se¢imle B, P,, P, Pauli matrisleri yardimiyla;
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az:(Tz Y1)(Y1JZ(Y1 TZ)E ﬂ(? =Y'RY (5.16)

yazilabilir.

Simdi a vektoriinii o lar ile gosterelim.

1
o matrisleri Pauli matrislerinin soldan k :[ ., O} matrisiyle ¢arpimiyla olusur.

Soyleki
[0 1}{0 1} {1 0}
kP, = = =0,
-1 0{|1 O 0 -1
L e e
-1 0{|j O 0 j
ole GG
kP, = = o,
-1 0]|0 -1 -1 0
olur.

Eger @ = —Y'oY seklinde & y1 alirsak,

8, = (T, Tl)@j:(fl Yz){; _OJ[?J:—Y‘GIY (5.18)
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bulunur.

Boylece P, P, P, Pauli matrisleri cinsinden

a=YPRY
a,=Y'RY (5.19)
3, =Y'RY

veya o,, G,, o, matrisleri cinsinden

a = —YtazY
a,=—Y'o,Y (5.20)
a; = —Yt0'3Y

yazilabilir.

B catisinin bir donmesi birim hiperbolik spinorun davranisini belirler. Gergentende

B catis1 vektorlerinin ug noktalart O merkezli R? deki bir S} Lorentz kiiresini

{312 =X1=X X+ X =1} karakterize eder. Ozellikle iigiincii vektdr olan &

vektoriiniin (ai, a,, a3) u¢ noktasinin iki hiperbolik bilesenli spinorun £ = % orani

1

ile simgeleyen hiperbolik diizlemde birebir bir iliski mevcuttur.

Bu iligki, x,=0 ekvator diizlemi iizerinde S} nin (0,0,~1) giiney kutbundan P

noktasinin steografik izdiistimii sayesinde kolayca goriilebilir. S6yleki
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g:% , Y,=-B+ sz Y, =B+ st
él — _ﬂl + Jﬂz - (_ﬂl + jﬁz)(ﬂo — J,B?,) — _,Boﬂl + jﬂlﬂS + jﬁoﬂz _:Bzﬂg
By + 15 Jiis s
bulunur.
T
P (Y AR (Y. Y. B B M e .
VA =B 2B -5

B+ B —Bi— =1 oldugundan S — 7 =1- B+ B olur. Diger taraftan

¢ = az_ja1 — az_ja1 — az_ja1 :az_ja1
(:Boz_ﬂ;)"'(ﬂoz_ﬂ;) :Boz_ﬁgz"'(l_ﬂlz"'ﬂzz) ﬂoz_ﬂlz"'ﬁzz_ﬁ?,z"'l 83+1

c=2"1 pijunur. Ayrica
a,+1

e = a+ja ) a+ja a+ja
€ eslenigi almirsa ¢ =—-—— bulunur. Béylece a, +1=—2 =—2_
a;+1 4 4

yazilabilir. O halde buradan

2 (8.2 - Jal)(aZ + Jai) a-22 _alz
1) = — = —
(3 +1) 1% 1%

—a’ +a’ +a2 =1 oldugundan a’ —a’ =1—a’ yazabiliriz. Buradan

1-a; _(1-a)(+a)
¢ 44

(a,+1)° = esitliginde (1+a,) ¢arpanlarini sadelestirirsek
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1-a, . . . - 1-a e .
1+ =— esitligi elde edilir. Boylece = 3 esitliginden a, terimini
(1+a,) Z sitlig y 4 7, sitlig 2

cekersek, 1+a, = _2 yada a, =l_—§€ bulunur. O halde
¢¢ +1 1+4¢

a,—ja,=¢(+a) Ve &+ ja=¢(l+a)
oldugundan taraf tarafa toplanirsa

2a, =(1+8,)(¢ +<) ve 2ja, = (1+a,)({ —¢) elde edilir. Gerekli diizenlemeler

yapilirsa

e B () (5.21

bulunur. Son olarak

a = j(lzaS) (¢ -¢) igin 5—% 52% Ve a, =i;§§ yerine yazilirsa
ERrRCI
J j . 1-¢C Y, Y, Y, Y, Y,
1+a)(d-8)=-@1+ )(— )——( =)(==—7)
" 1+¢2 Y, T, LT, T,
1 1
a = J[Mj bulunur. Diger taraftan
Y,Y,+ 0,7,

VY 4,0, = (6 + I8 (B — iB) + (A + IB) A= iB) = B — By + B = B, =1
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oldugundan

a = j(YlY'z —Tle) elde edilir. Benzer sekilde

a, = dra) (C+0)= f_2nY, | hl+hY, ) Y.Y,+Y,Y,
2 2 Y,Y,+Y,Y,

elde edilir. Son olarak

zl_é/éi:Yl?l_Yz?z
1+446 Y)Y, +X,Y,

= YlTl - Y2Y‘2

oldugundan a,, a,, 8, dogrulugu goriiliir.

B catis1 ya da S? nin bir dénmesi homografik doniisim altinda ¢ = % oranint

1

olusturur.

O halde hiperbolik spinorlar i¢in

= ad+b _(K—iB)S+(A+iB)

& _ 5.22
-b&+a  (B+if)S+(B+i5) .

yazilir. Burada aa +bb =1 olmak iizere parantez ig¢indeki hiperbolik sayilar Cayley

Klein parametreleri olarak adlandirilir.

Eger (5.22) denkleminde ¢ :% yerine yazilirsa (5.22) denklemi bir sonraki

1
hiperbolik spinor seklinde yazdigimiz iki homojen yer degistirmeler olarak ayrilir.

Yani
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» (ﬂo ify A jﬁzJY 523)

_:81 + Jﬂz ﬂo B Jﬂa
dir. Simdi yukaridaki agiklamalar 15181 altinda split kuaterniyonlar ile hiperbolik

spinorlar arasindaki iliskiyi verelim.

Bunun igin q kuaterniyonu ile Q spinorunu

f:H—>S
q—>0Q
I 0o + 0
f e € €.0,) = = 24
(qo + lql + 2q2 + 3q3) (_ql + quJ Q (5 )

yardimiyla iliskilendirebiliriz. Boylelikle Bolim 4.2 de verilen split kuaterniyon
formiilasyonu genisletilerek déonmelerin kinematiginin spinor formiilasyonunu elde

ederiz.

Bu fonksiyon lineer ve birebirdir. Soyleki

0o + Po + J (0 + ;) P+ Jp d + J9
f(q+p)=( e j{ X .3J+[° ’ j=f(q)+f(p)
-0 - P+, +p)) \=p+ip,) (-0 +ja,
A, + jA '
f(ﬁq):[ Qo+ 120, j:i[chFJ(?a ]:M(q) 1R
-0, + jAQ, -0, + jO,

0
olmak iizere S nin birim elemani sifir oldugundan ancak sifir kuaterniyonu [ }

hiperbolik spinoruna karsilik gelir. Dolayisiyla ek f = { 0} dir.

qgq split kuaterniyonunun normu QTQ=QIQ1+QZQ2 hiperbolik spinorunun

normuna esittir. Yani
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: . do + iq = = .
QTQ :(qo —-J0; —0,- qu)( ° . : j:qg _q§ +Q12 _q22 :Q1Q1+Q2Q2 dir.
-0, + 10,

q birim kuaterniyonunun eslenigi i¢in

_ o d, — 9 }
f(q 1): f(qo—elql—ezqz—esq3)=[ ° . 3JEQ ' (5-25)
qo_qu

olur.

Simdi qp seklinde iki split kuaterniyon ¢arpimini ya da Gp kuaterniyon-matris

carpimini bir spinor matris ¢arpimi yardimiyla ile iligkilendirelim. Yani

ap —Gp —>Qq (5.26)

qp kuaterniyonuna karsilik gelen spinordur. Yani

d + J9 . P, + JP
f(0|)=[O .3j ise f(p)=( ° f”j
_ql + qu _p1 + Jpz

Q hiperbolik, birim, kare (—0Q negatif determinantl1) matristir.

P, lar Isa Pauli matrislerinin ilk siitunu olsun. Bu durumda f sayesinde 1,€,€, , €,

sirastyla oy, —0,, 0,, jo, karsilik gelir. Ayrica bir split kuaterniyona

. 0o+ J9
f(qo+lql+1q2+kq3)=[ ¢z J
—0, + jd,
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seklinde bir hiperbolik spinor karsilik geldiginden h(q)p split kuaterniyonuna f

doniisiimii sayesinde,

Py — P10, + P,0, + Psl; + J(Peds — PG, + P,0; + P40
h(q)pz(oo 1M1 2112 313 o3 12 21 3410

. j =Qq dir. O halde
—Pol; — P,Go — P,9; + P30, + J(PeT, + Pyd; + PG, — P50,

dp—Qqiliskilendirilebilir. Yani (Y T) matris formunda

[Yl —TzHﬂmﬂs B+ iB,
Y2 Y‘1 _181+jﬂ2 :Bo_jﬂ3

j dir. Bu matris Q matrisidir.

1 10
f (1+0€ +0€, +0¢,) = j:% &0:[ j

0 01
f(0+1€ +0€, +0¢,) = j=—0'1 61=( )

0 0 j
f (0+08, +18, +08,) = _j:o‘z &2{_ JJ

0 01
f(0+0€ +0€,+16,) = ]: jo, o, :( ]

- 10
O halde,
1> o0,
&= (5.27)
€, >0, '
€ — jO'3
bulunur.

Oyleyse baz matrislerimiz 6,,-6,,5, Ve jo, almabilir.
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C=-0, D=0, E=jo,

5.28
C?=1 D?=-1 E?=1 (5.28)

Daha genel olarak bir Q hiperbolik spinoru ile Q kare matrisi arasinda
A (1 e
Q=0Q (Oj iliskisi mevcuttur.
Gergektende,
1) (Go+J% G+jd)(1) (G+1i% |
Q. |= : : = - |=Q
0 —4+1J0 Q)Y 0 =0, + 10,
dir.

Ayrica f dontisimii gosterir ki,

r:[lf’o —P|P, jl%:| 2x4 tipindeki blok matrisi gosterir ki Q =7q dir.
Gergektende
Jo
1 0 0 j +
Tq:( _ Jj o Zqu i j:Q
0 -1 J 0 24 q2 _Q1+Jq2
Qs 4x1
elde edilir.

Split kuaterniyon ve hiperbolik spinorlar arasindaki f doniisiimii; kuaterniyon

kinematigi boliimiinde birim bir g, split kuaterniyonu ile iliskili spin uzayda kat1 bir
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cismin donmesini simgelememize izin verir. @ agisal hiz split kuaterniyonu olmak

uzere

quY=[ﬂo+jﬂ3 —)Y:(ﬂ°+j'63 ﬂl"']ﬁz}

_:31 + Jﬂz _ﬂl + Jﬂz ﬁo - Jﬁs
(5.29)
COI—)Q=£ ja)s' _)f):[ ja’s- wl"jjwzJ
-0+ o, ot o, —]o;
ifadeleri karsilik gelir.
O halde Gp — (jp ve lusttekilerin bir sonucu olarak
X' =qRq," ifadesi
X' = 6,80, = YRy (5.30)

biciminde yazilir. Boylece 3-boyutlu Minkowski uzaymnda bir cismin yer
degistirmesiyle ilgili hiperbolik spinor denklemleri asagidaki tabloda verilmistir.

X'ZYXY_l ( Jxé ]:(ﬂo+j_:33 181"‘]-_,32]( jX3_ Xl-l-szj(ﬂo_-jﬂgJ
_X1'+JX£ _ﬂ1+JIB2 ﬂO_JIB3 =X + JX, —JX ﬂl_Jﬂz

v_lay B+ B, :;( jo, a)1+ja)2J(ﬂ0+jﬁ3j
2 _181 + Jﬂz 2 —@ + ja)z —jCO3 _ﬂl + J,BQ

Q-2fr ( jo, }2{59+;_@3 lﬁﬁjﬁ}j{%—_]ﬂsj
Ot ), _ﬂl+1ﬂ2 ﬂ0_1ﬁ3 ﬂl_Jﬂz

QZZY_lY ( jl’ _ j=2£ﬂo_?ﬂ3 _ﬁl_-jﬁzJ :6.)0'4‘ Jﬂg
—p+1q =16, B+ 1b; ~B+ip,

Tablo 5.1. Hiperbolik Spinor Kinematig
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Son olarak Minkowski uzayi, Split kuaterniyon ve Spinorlar arasindaki hiz

formiilasyonlar1 karsilagtirmali olarak Tablo 5.2. de verilmistir.

X' = BX X =WX W =BB™* W =B'B
X' =bRb™* G = % b w=20,0," @ =26,
X = XY Y:%m Q=217 &= 20

Tablo 5.2. Kargilagtirma



BOLUM 6. SONUCLAR VE ONERILER

Bugiin kuaterniyonlar fizik, miihendislik, ucak teknolojisi, robotik ve matematik gibi
birgok alanda yaygin olarak kullanilmaktadir. Ek olarak, kuaterniyonlar giiniimiizde
teknolojiye biiyiik kolaylik sagliyor. Ornegin, fizikte, iinlii Maxwell denklemleri,
elektromanyetik teoride kuaterniyon agisindan dort denklem yerine iki denklemde
ifade edilebilir. Ayrica, endiistriyel robot manipiilatdrlerinde, homojen ve
kuaterniyon gosterimlerinden elde edilen ileri kinematik denklemlerin, hesaplama
hiz1 agisindan karsilastirildigi durumlarda, 6zellikle de kiiresel c¢alisma alanlarina
sahip robot manipiilatérler i¢cin kuaterniyon gosteriminin daha hizli gerceklestigi

sonucuna varilmistir.

Spinorlar bir spin gosteriminin 6geleridir. Fizik ve matematikte, spinorlar 6zellikle
gorelilik teorisi gibi birgok uygulamaya sahiptir. Spinorlar iki karmagsik bilesene
sahiptir. Bu yapmin yardimiyla, kuaterniyonlar daha basit bir sekilde spinorlarla
ifade edilebilir. Dahasi, kuaterniyonlar ve spinorlar arasindaki lineer ve enjektive bir
doniisiim olusturulabilir. Bdylece, kuaterniyonlar tarafindan verilebilen Oklid 3-
uzayindaki donmeler, kuaterniyonlar ve spinorlar arasindaki iliski aracilifiyla daha

basit bir sekilde ifade edilebilir.

Bu tezde, split kuaterniyonlar ve hiperbolik spinorlar tizerinde ¢alistik. Bu nedenle,
bir split kuaterniyonun uygun bir transformasyonla hiperbolik bir spinora uygun hale
getirilebilecegini gosterdik. 3-boyutlu Minkowski uzayindaki doniislerin split
kuaterniyonlar araciligiyla kolaylikla ifade edilebilecegini gosterdik. Daha sonra, bu
iki iliskiyi kullanarak, daha da basit bir sekilde hiperbolik spinorlarin yardimiyla

Minkowski 3-uzayda R? 'deki donmeleri ifade ettik. Bu nedenle, bu calismanin

matematikgiler, fizik¢iler ve miihendisler icin yararli olmasi beklenmektedir.
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Ozellikle robot teknolojisinde, bilim insam1 bu galigmanm yardimiyla basitlik ve

kisalik i¢in spinorlar1 kullanabilir.
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