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SİMGELER VE KISALTMALAR LİSTESİ 

 

 

A   : Parametreler kümes! 

b   : Esnek baz 

B   : Esnek eleman sınıfı 

( ),CF A   : F esnek kümes�n� esnek tümleyen� 

( , )F A, ),,   : F esnek kümes�n�n elemanter esnek tümleyen� 

( )X( )X   : X  kümes�n�n kuvvet kümes� 

F   : Boş esnek küme 

( )A( )A   : Esnek reel sayıların kümes� 

( )AS X   : X üzer�ndek� tüm esnek kümeler�n sınıfı 

( )SE X )X   : XX  kümes�n�n tüm esnek elemanlarının sınıfı 

( )SS B   : B  esnek eleman sınıfının ürett�ğ� esnek küme 

t   : Esnek topoloj� 

XX   : Mutlak esnek küme 

xx   : B�r esnek eleman 

ÍÍ   : Esnek alt küme 

ÊÊ   : Esnek üst küme 

ÈÈ   : Esnek b�rleş�m 

ÇÇ   : Esnek kes�ş�m 

  : Esnek fark 

  : Elemanter esnek b�rleş�m 

  : Elemanter esnek kes�ş�m 

\   : Elemanter esnek fark 

ÎÎ   : Esnek eleman sembolü 



 

 

v 
 

ÏÏ   : Esnek elemanı değ#l 

( ( , ))pSS B x e, ))))  : xx  merkezli ee  yarıçaplı esnek p-açık yuvar 

( [ , ])pSS B x e, ])]  : xx  merkezli ee  yarıçaplı esnek p-kapalı yuvar 

 

: xx  esnek elemanın bir komşuluğu 

 

: xx  esnek elemanının esnek komşuluğu 

( )N x(N(( )))  :  esnek elemanının esnek komşuluklar ailesi 

  

N

( )SS N

xx
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ÖZET 

 

 

Anahtar Kelimeler: Esnek küme, esnek eleman, elemanter esnek işlemler, esnek 

parçalı metrik, esnek parçalı metrik uzayların topolojisi, yakınsama, tamlık. 

 

Bu tezin amacı, esnek kümeler üzerine esnek eleman temelinde esnek parçalı metrik 

yapısı kurmak ve esnek metrik uzayların bazı topolojik ve tamlık özelliklerini 

incelemektir. Bu amaç doğrultusunda aşağıdaki çalışmalar yapıldı. 

1. Esnek parçalı metrik uzay, esnek eleman üzerinden tanımlandı ve örnekler 

verildi. 

2. Esnek parçalı metrik uzay ile esnek metrik uzay ve klasik parçalı metrik uzay 

arasındaki ilişkiler ispatlandı. 

3. Esnek parçalı metrik uzayda esnek yuvar, esnek komşuluk ve esnek açık küme 

tanımları verildi ve bir çok özellikleri ispatlandı. Esnek açık kümelerin 

elemanter esnek birleşimlerinin bir esnek küme olduğu gösterildi. Bazı şartlar 

altında ((EP5) şartı) altında esnek açık iki kümenin elemanter esnek kesişiminin 

de esnek açık olduğu gösterildi. Böylece (EP5) şartını sağlayan her esnek parçalı 

metrik uzayın elemanter işlemler altında bir esnek topolojik uzay olduğu 

ispatlandı. 

4. Esnek topolojik parçalı metrik uzayında esnek kapalı kümeler, esnek iç kümeler 

ve esnek kapanış kümeleri tanımlandı ve temel özellikleri ispatlandı. 

5. Esnek parçalı metrik uzaylar arasında sürekli fonksiyon, homeomorfizm ve 

izometri tanımları yapıldı ve temel özellikleri ispatlandı. 

6. Esnek parçalı metrik uzayda yakınsak diziler ve Cauchy dizileri incelendi ve 

esnek metrik uzayın tamlığı üzerine çalışıldı. 
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ON SOFT PARTIAL METRIC SPACES 

 

 

SUMMARY 

 
 

Keywords: Soft set, soft element, elementary operations, soft partial metric, topologi 
of soft partial metric sapaces, converges, completeness. 
 

 

The aim of this thesis is to construct a soft partial metric structure on the soft sets by 
using soft elements and to examine some topological and completeness properties of 
the soft partial metric spaces. For this purpose, the following studies has been 
performed. 
 

1. The soft partial metric space has been defined by the soft element and some 
examples have been given. 

2. The relationships between the soft partial metric space and the soft metric space 
and the classic partial metric space have been proved. 

3. The definitions of the soft ball, soft neighborhood and soft open set in the soft 
partial metric space have been given and the many properties of their have been 
proved. It was shown that the elementary union of the soft open sets is a soft 
open set and under some conditions ((EP5) contition), the elemantary 
intersection of two soft open sets is a soft open set. It has thus been proved that 
every soft partial metric space satisfying the condition (EP5) is a soft topological 
space under elementary operations. 

4. The soft closed sets, soft internal sets and soft closure sets in the soft topological 
partial metric space have been defined and their basic properties have been 
proved. 

5. The definitions of continuous function, homeomorphism and isometry between 
the soft partial metric spaces have been given and their basic properties have 
been proved. 

6. The convergent and Cauchy sequences of soft elements in soft partial metric 
space have been examined and the completeness of soft metric space has been 
studied. 
 



 

 

 

 

 

 

BÖLÜM 1. GİRİŞ 

 

 

Mühendislik, ekonomi, ve çevre bilimleri gibi alanlarda doğruluk değeri göreceli 

olan kavramlar ile sık sık karşılaşılır. Bunun sonucunda ortaya çıkan belirsizliği 

barındıran bir problemin, matematiksel olarak ele alınıp çözülmesi için Aristo 

mantığı ve Georg Cantor’un klasik kümeler teorisi yetersiz kalmaktadır. Bu tür 

problemlerin çözülebilmesi için olasılık teorisi, aralık matematiği teorisi, yaklaşımlı 

kümeler teorisi, bulanık kümeler teorisi, sezgisel bulanık kümeler teorisi ve esnek 

kümeler teorisi gibi birçok teori geliştirilmiştir. Bunlardan en önemlisi L. A. 

Zadeh’in geliştirdiği ve belirsizlik kavramıyla büyük ölçüde başa çıkabilen bulanık 

kümeler teorisi birçok alanda kullanılmıştır [1]. Fakat üyelik fonksiyonlarından 

yararlanılan bu teoride her bir durum için üyelik fonksiyonunun inşa edilmesi kolay 

değildir. D. Molodtsov, bu zorlukları ortadan kaldırmak için 1999 ve 2004 yılında 

esnek kümeler teorisini geliştirmiş, bir esnek küme, tanım kümesi bir parametre 

kümesi, görüntü kümesi bir evrensel küme olan bir dönüşüm olarak tanımlayarak 

esnek kümeler teor$s$n$ oyun teor$s$, olasılık teor$s$, opt$m$zasyon teor$s$, yöneylem 

anal$z$ g$b$ alanlara başarılı b$r şek$lde uygulamıştır [2,3]. Ayrıca D. Molodtsov ve 

arkadaşları esnek sayı, esnek türev ve esnek $ntegral g$b$ kavramları tanımlayarak 

esnek küme teor$s$n$n temel$n$ oluşturmaya çalışmışlardır [4]. P. K. Maj$ ve 

arkadaşları esnek küme teor$s$n$ karar verme problemler$nde kullanmış, esnek 

kümeler$n bazı $şlemler$n$ tanımlayıp onların özell$kler$n$ $ncelem$ş ve bulanık esnek 

küme kavramını tanıtmışlardır [5-8]. Bunların dışında b$rçok araştırmacı esnek 

kümeler$ ve esnek küme $şlemler$n$ farklı şek$llerde yorumlayarak bu konular $le 

$lg$l$ çeş$tl$ araştırmalar yapmışlardır [9-13].  

 

Son yıllarda yapılan çalışmalarda esnek kümeler üzer$ne b$rçok matemat$ksel yapı 

kurulmuştur. Bu bağlamda esnek kümeler teor$s$nde grup, halka, $deal vb. ceb$rsel 
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yapılar �le �lg�l� çok sayıda çalışma yapılmış ve bu çalışmaların net�ces�nde esnek 

kümeler �le �lg�l� yen� uygulamalar elde ed�lm�şt�r [14-21]. 

 

İlk kez 2011 yılında M. Shab�r ve M. Naz esnek kümeler üzer�ne topoloj�k yapılar 

kurmuşlardır [22]. W. K. M�n bu esnek topoloj�k uzaylarda esnek ayırma aks�yomları 

�le �lg�l� çalışmalar sunmuştur [23]. 2012 yılında H. Hazra ve arkadaşları Shab�r ve 

Naz’ın tanımladığı esnek topoloj�den farklı olarak b�r topoloj� tanımlamışlardır [24]. 

Bu süreçte A. Aygünoğlu, B. P. Varol ve H. Aygün esnek kümeler ve bulanık esnek 

kümeler�n üzer�ne topoloj�k yapılar kurup b�rçok topoloj�k kavramı �ncelem�şlerd�r 

[25-28]. İ. Zorlutuna ve arkadaşları esnek topoloj�k uzaylarda esnek nokta kavramını 

kullanarak esnek �ç nokta, esnek komşuluk, esnek sürekl�l�k ve esnek kompaktlık 

g�b� kavramları tanıtmışlardır [29]. Bunlardan ayrı olarak b�rçok yazar esnek nokta 

kavramını kullanıp esnek topoloj�k uzaylar �le �lg�l� çok sayıda yen� çalışma 

yapmışlardır [30-34].  

 

2012 yılında S. Das ve S. K. Samanta, esnek reel küme, esnek reel sayı ve bunların 

özell�kler�n� [35], 2013 yılında esnek kompleks küme, esnek kompleks sayı ve bunlar 

�le �lg�l� özell�kler� [36] �nceled�kten sonra aynı yıl esnek eleman �le esnek kümeler 

üzer�nde elemanter esnek küme �şlemler�n� tanımlayarak bu �şlemlere göre esnek 

kümeler üzer�ne esnek metr�k yapıları kurmuşlardır [37]. 2017 yılında K. Taşköprü 

doktora tez�nde esnek kümeler üzer�nde elemanter �şlemlerle esnek elamenter 

topoloj�k yapı kurmuş, d�ğer esnek topoloj�k uzaylarla �l�şk�s�n� �ncelem�ş ve bu 

topoloj�k uzayda b�rçok kavramı çalışmıştır [38-39]. 

 

Öte yandan, son zamanlarda ilgi çekici bir başka alan olan parçalı metrik uzaylar 

konusu ilk kez 1992 ve 1994 yıllarında, S.G. Matthews tarafından metrik uzayların 

bir genellemesi olarak ortaya atılmıştır [40-43]. 1995 yılında S.J. O’Neill parçalı 

metrik uzayların tamlık ve topolojik özelliklerini incelemiştir [44]. Bunların dışında 

birçok yazar parçalı metrik uzaylarda özellikle sabit nokta teoremleri üzerine 

çalışmalar yapmıştır. Bu konuda en güncel çalışmalar için [45-49] kaynaklarına 

bakılabilir. 
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Bu tezin amacı esnek kümeler üzerine esnek eleman yardımı ile esnek parçalı metrik 

yapısı kurmak ve bazı tamlık ve topolojik özelliklerini incelemektir. Bu amaç 

doğrultusunda aşağıdaki çalışmalar yapılmıştır. 

 

İkinci bölümde, sonraki bölümlerde kullanılacak esnek küme ve temel özellikler, 

esnek eleman, esnek kümeler üzerinde elemanter işlemler, esnek metrik uzaylar 

elemanter esnek topolojik uzaylar ve esnek fonksiyon kavramı ile ilgili bazı temel 

özellikler verilmiştir. Aynı bölümde parçalı metrik kavramı ile temel özellikleri 

kısaca anlatılmış ve bir kaç önemli örnek verilmiştir. 

 

Tezin esas bölümü olan üçüncü bölümde, esnek kümeler üzerine esnek eleman 

kullanılarak esnek parçalı metrik yapısı kurulmuş ve bazı temel özellikleri 

ispatlanarak örnekleri verilmiştir. Esnek parçalı metrik uzay, esnek metrik uzay ile 

karşılaştırılmış ve her esnek metrik uzayın esnek parçalı metrik uzay olduğu 

görülmüştür. Esnek parçalı metrik uzayla klasik parçalı metrik uzaylar arasında 

ilişkiler kurulmuştur. Bu bölümde aynı zamanda esnek parçalı metrik uzaylarda 

esnek açık yuvar, esnek kapalı yuvar, esnek açık küme kavramları tanımlanmış ve 

bazı önemli özellikleri ispatlanmıştır. Genel olarak esnek metrik uzayın bir elemanter 

esnek topolojik uzay olmadığı halde tezde verilen (EP5) aksiyomunu sağlayan her 

esnek parçalı metrik uzayın bir esnek elamenter topolojik uzay olduğu ispatlanmıştır. 

Bundan sonar esnek elemanter topolojik parçalı metrik uzayda esnek kapalı küme, 

esnek iç, esnek kapanış tanımları yapılarak bazı özellikleri ispatlanmıştır. Bu 

bölümde aynı zamanda esnek parçalı metrik uzayda terimleri esnek elemanlar olan 

dizilerin yakınsaklık, Cauchy dizileri ve bazı özellikleri ile esnek tam parçalı metrik 

uzaylarda tam kümeler ve kapalı kümelerin bazı temel özellikleri .ispatlanmıştır. 

 

Tezin son bölümü olan tartışmalar ve öneriler bölümünde, bu tezde elde edilen 

sonuçlar ve tez kapsamındaki çalışmaların devamı niteliğinde olan çalışmalar için 

bazı öneriler verilmiştir. 

 



 

 

 

 

 

 

BÖLÜM 2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

 

Bu bölümde bazı temel kavramlar ver�lmekted�r. Bu kavramlar, b�r sonrak� bölümde 

tanım ve yapıların kurulmasında, teoremler�n �spatlanmasında önb�lg� ve yöntem 

olarak kulanılacaktır.  

 

2.1. Esnek Kümeler  

 

Tanım 2.1.1. [2] X ¹Æ  evrensel bir küme, A¹Æ  parametrelerin bir kümesi ve 

( )X( )X , X  kümesinin kuvvet kümesi olmak üzere ( ):F A X® ( )X(  
dönüşümüne X  

üzerinde bir esnek küme denir ve ( ),F A  ikilisi ile gösterilir.  

 

Başka bir değişle ile X  kümesinin alt kümelerinin parametrelendirilmiş bir sınıfına

X  üzerinde bir esnek küme denir. Her AlÎ  için ( )F l  kümesi, ( ),F A  esnek 

kümesinin l -yaklaşımlı elemanlarının bir kümesi olarak düşünülebilir. Böylece X  

kümesi üzerinde bir ( ),F A  esnek kümesi ( ) ( )( ) ( ){ }, , :  ve F A F A F Xl l l l= Î Ì
 

biçiminde yazılabilir. 

 

X  evrensel kümesi üzerinde A  parametre kümesi ile parametrelendirilmiş bütün 

esnek kümelerin sınıfı ( )AS X  ile gösterilir. 

 

Tanım 2.1.2. [5,10,12] ( ),F A  ve ( ),G B , X  üzerinde iki esnek küme olsun. 

Her AlÎ  için ( )F l =Æ  ise ( ),F A  kümesine boş esnek küme denir ve F  ile 

gösterilir. 
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Her AlÎ  için ( )F Xl =  ise ( ),F A  kümesine mutlak esnek küme denir ve XX  ile 

gösterilir. 

 

A BÌ  ve her AlÎ  için ( ) ( )F Gl lÌ  ise ( ),F A  kümesine ( ),G B  esnek 

kümesinin esnek alt kümesi denir ve ( ) ( ), ,F A G BÌ ( ),(G B( ,(  ile gösterilir. ( ),G B  kümesine 

de ( ),F A  esnek kümesinin esnek üst kümesi denir ve ( ) ( ), ,G B F AÉ ( ),(F A( ,,(  ile gösterilir. 

( ),F A  kümesi, ( ),G B  kümesinin esnek alt kümesi ve ( ),G B  kümesi de ( ),F A  

kümesinin esnek alt kümesi ise ( ),F A  ve ( ),G B  kümelerine X  üzerinde eşit esnek 

kümeler denir.  

 

C A B= Ç  ve her ClÎ  için ( ) ( ) ( )H F Gl l l= Ç  olmak üzere ( ),H C  esnek 

kümesine ( ),F A  ve ( ),G B  esnek kümelerinin esnek kesişimi denir ve 

( ) ( ) ( ), , ,H C F A G B= Ç( ),(G B( ,(  ile gösterilir. 

 

C A B= È  ve her ClÎ  için  

 

( )
( )
( )

( ) ( )

,

,

,

F A B

H G B A

F G A B

l l
l l l

l l l

Î -ì
ï

= Î -í
ï È Î Çî

 

 

olmak üzere ( ),H C  esnek kümesine ( ),F A  ve ( ),G B  esnek kümelerinin esnek 

birleşimi denir ve ( ) ( ) ( ), , ,H C F A G B= È( ),(G B( ,,(  ile gösterilir. 

 

C A B= B  ve her ClÎ  için ( ) ( ) ( )H F Gl l l= ( )G l( )G  olmak üzere ( ),H C  esnek 

kümesine ( ),F A  ve ( ),G B  esnek kümelerinin esnek farkı denir ve 

( ) ( ) ( ), , ,H C F A G B= ( )( ),(G B( ,,(  ile gösterilir. 
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( ):CF A X® ( )X(  dönüşümü her AlÎ  için ( ) ( )CF X Fl l= -  olmak üzere X  

üzerindeki ( ),CF A  esnek kümesine ( ),F A  esnek kümesinin esnek tümleyeni denir 

ve ( ) ( ), ,
CCF A F A=  ile gösterilir. 

 

Önerme 2.1.3. [10,12] ( ),F A , ( ),G A  ve ( ),H A , X  üzerinde esnek kümeler olmak 

üzere aşağıdaki eşitlikler sağlanır. 

 

1. ( ) ( )( ) ( ) ( ), , , ,
C C C

F A G A F A G AÈ = Ç( )) ( ) ( ), , ,( )) ( ) (
C C C( )G A F A G A( )) ( ) (, , ,, , ,( )) ( ) (
C C CC C(G A F AG A F A( )) ( ), ,, ,, ,( )) ( ) , 

2. ( ) ( )( ) ( ) ( ), , , ,
C C C

F A G A F A G AÇ = È( )) ( ) ( ), , ,( )) ( ) (
C C C( )G A F A G A( )) ( ) (, , ,, , ,( )) ( ) (
C C CC C(G A F AG A F A( )) ( ), ,, ,, ,( )) ( ) , 

3. ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , , , ,F A G A H A F A H A G A H AÇ È = È Ç È( )) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), ,( ) (, , , ,( )) ( ) ( ) ( )( ) ( G A H A( ) (G A H A F A H A( )) ( ) ( ) ( )( ) ( , ,, ,( ) (, , , ,, , , ,( )) ( ) ( ) ( )( ) ( G AG A( )G A H A F A H AG A H A F A H A( )) ( ) ( ) ( )( ) ( ,,,( ), , , ,, , , ,, , , ,( )) ( ) ( ) ( )( ) ( , 

4. ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , , , ,F A G A H A F A H A G A H AÈ Ç = Ç È Ç( )) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), ,( ) (, , , ,( )) ( ) ( ) ( )( ) ( G A H A( ) (G A H A F A H A( )) ( ) ( ) ( )( ) ( , ,, ,( ) (, , , ,, , , ,( )) ( ) ( ) ( )( ) ( G AG A( )G A H A F A H AG A H A F A H A( )) ( ) ( ) ( )( ) ( ,,,( ), , , ,, , , ,, , , ,( )) ( ) ( ) ( )( ) ( . 

 

2.2. Esnek Elemanlar 

 

Tanım 2.2.1. [35] X ¹Æ  bir küme ve A¹Æ  bir parametreler kümesi olmak üzere 

: A Xe ®  fonksiyonuna X  kümesi üzerinde bir esnek eleman denir.  

 

e , X  üzerinde bir esnek eleman ve bir ( )( , ) AF A S XÎ  verildiğinde her AlÎ  için 

( ) ( )( )Fe l lÎ  ise e  esnek elemanı ( , )F A  esnek kümesine aittir denir ve 

( , )F AeÎ( , )( ,( ,Î  ile gösterilir. 

 

Her AlÎ  için ( )( )F Xl Ì  tek elemanlı bir küme ise ( , )F A  kümesine tek elemanlı 

esnek küme denir. Ohalde her tek elemanlı esnek küme, bir esnek eleman olarak 

alınabilir. 
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Her AlÎ  için ( )( )F l ¹Æ  ile X  üzerinde tanımlı tüm esnek kümeler ile F  boş 

esnek kümenin oluşturduğu sınıf ( )S X )S X ile ve ( )( , )F A S XÎ )S X  esnek kümesinin tüm 

esnek elemanlarının sınıfı da ( , )SE F A  ile gösterilir. 

 

Bu tezde kolaylık açısından esnek elemanlar için , , ,x y zx y z, ,, , ,z  gösterimi 

kullanılmaktadır.  

 

Önerme 2.2.2. [37] Bir ( )( , )F A S XÎ )S X  esnek kümenin esnek elemanlarının bir sınıfı, 

( , )F A  esnek kümesini bir esnek alt kümesini üretir. b , XX  mutlak esnek kümesinin 

esnek elemanlarının bir sınıfı ise b  sınıfının ürettiği esnek küme ( )SS b  ile 

gösterilir. 

 

Önerme 2.2.3 [37] Herhangi bir ( )( , )F A S XÎ )S X  esnek kümesi için 

( )( , ) ( , )SS SE F A F A=  olur. Fakat XX  mutlak esnek kümenin esnek elemanlarının 

bir b  sınıfı için ( )( )SE SS b bÊ  olur. 

 

Uyarı 2.2.4. [37] ( )1 2, SE Xb b Ì )X  olmak üzere 
1 2b bÌ  olsun. Her AlÎ  için 

( ) ( )1 2b l b l=  ise ( ) ( )1 2SS SSb b=  olur. 

 

Örnek 2.2.5. [38] { },A l m=  parametreler kümesi ve { }, ,X a b c=  evrensel kümesi 

verilsin. Bu durumda 

 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

1 4 7

2 5 8

3 6 9

, , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , ,

x a a x a b x b c

x b b x a c x c a

x c c x b a x c b

l m l m l m

l m l m l m

l m l m l m

= = =

= = =

= = =

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 4 7( ) ( ){ } ( ) ( ){ } , ,)}x a a x a b x b c({1 4 7({ ,,m( ) ({1 4 71 4 7) ( )} ( ) ( ){ } , ,, ,( ) ({1 4 71 4 71 4 7) ( )} ( ) ( ){ }a a x a b x ba a x a b x b) ( )} ( ) ( ){ } ( ) ({1 4 71 4 71 4 7) ( )} ( ) ( ){ } , ,, ,, ,( ) ({1 4 71 4 71 4 71 4 7) ( )} ( ) ( ){ }({ a a x a b xa a x a bx a b x) ( )} ( ) ( ){ }
( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }2 5 8( ) ( ){ } ( ) ( ){ } , ,)}x b({ a2 5 8({ ,,m( ) ({2 5 82 5 8) ( )} ( ) ( ){ } , ,, ,( ) ({2 5 82 5 82 5 8) ( )} ( ) ( ){ }b b x a c xb b) ( )} ( ) ( ){ } c( ) ({2 5 82 5 82 5 8) ( )} ( ) ( ){ } , ,, ,, ,( ) ({2 5 82 5 82 5 82 5 8) ( )} ( ) ( ){ }({ b b x a c x) ( )} ( ) ( ){ }
( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }3 6 9( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ,x c c x b a x c b({3 6 9({ ,m( ) ({3 6 93 6 9) ( )} ( ) ( ){ } , ,, ,( ) ({3 6 93 6 93 6 9) ( )} ( ) ( ){ }c c x b a x cc c x b a x c) ( )} ( ) ( ){ x cx c} ( ) ({3 6 93 6 93 6 9) ( )} ( ) ( ){3 6 93 6 9} , ,, ,, ,( ) ({3 6 93 6 93 6 93 6 9) ( )} ( ) ( ){ }({ c c x b a) ( )} ( ) ( ){ x}
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olmak üzere ( ) { }1 2 9, ,...,SE X x x x=) {X x) {X xX x }1 2 91 2 91 2 9x x1 2 91 2 91 2 91 2 91 2 91 2 91 2 9X x x x1 2 91 2 91 2 91 2 91 2 9
 olur. { }1 1 2,x xb = }1 1 21 1 21 1 2x x1 1 21 1 21 1 21 1 2

, { }2 1 2 4 5, , ,x x x xb = }2 1 2 4 52 1 2 4 52 1 2 4 5x x x x2 1 2 4 52 1 2 4 52 1 2 4 52 1 2 4 52 1 2 4 5
 ve 

{ }3 1 2 4 6, , ,x x x xb = }3 1 2 4 63 1 2 4 63 1 2 4 6x x x x3 1 2 4 63 1 2 4 63 1 2 4 63 1 2 4 63 1 2 4 6
 eleman sınıfları ele alınırsa  

 

( ) ( ) { }( ) { }( ){ }1 3( , ) , , , , ,F A SS SS a b a bb b l m= = = , 

( ) { }( ) { }( ){ }2( , ) , , , , , ,G A SS a b a b cb l m= =  

 

elde edilir. Buradan { }1 2 4 6( , ) , , ,SE F A x x x x= }1 2 4 6, , ,1 2 41 2 4 x6, , ,, , ,1 2 41 2 41 2 4
 ve { }1 2 4 5 6 7( , ) , , , , ,SE G A x x x x x x= }1 2 4 5 6 7, , , , ,1 2 4 5 6 71 2 4 5 6 7x5 6 75 6 7, , , , ,, , , , ,1 2 4 5 6 71 2 4 5 6 71 2 4 5 6 7

 

olup 
1 ( , )SE F Ab Ì , 

2 ( , )SE G Ab Ì  ve 
3 ( , )SE F Ab =  bulunur. 

 

Önerme 2.2.6. [37] Herhangi ( )( , ), ( , )F A G A S XÎ )S X  esnek kümeleri için ( , )F A  

kümesinin her esnek elemanı ( , )G A  kümesinin de bir esnek elemanı ise 

( , ) ( , )F A G AÌ ( , )( , )( , )  olur. 

 

Uyarı 2.2.7. [37] ( )( , ), ( , )F A G A S XÎ )S X  iki esnek küme olsun. Bu durumda 

( , ) ( , )x F A G AÎ È( , )( , )( , )( , )x ( , )( , )( , )( , )( , )  ise ( , )x F AÎ( , )x ( , )( , )  veya ( , )x G AÎ( , )x ( , )( , )  olması gerekmez. Ayrıca ( , )F A , 

( , )G A  esnek kümelerinin esnek kesişiminin veya esnek tümleyeninin ( )S X )S X  sınıfına 

ait olması gerekmez. 

 

Örnek 2.2.8. [38] Örnek 2.2.5. üzerinden { }( ) { }( ){ } ( )( , ) , , , ,H A a c c S Xl m= Î )X  ve 

{ }( ) { }( ){ } ( )( , ) , , , , , ,K A a b c b c S Xl m= Î )X  esnek kümeleri verilsin. Buradan  

 

( ) { }( ){ } ( )( , ) , , ,CK A a S Xl m= Æ Ï )X  

{ }( ) { }( ){ }( , ) ( , ) , , , , , , ,F A H A a b c a b cl mÈ =) ( , )) ( , )) ( , )) ( , )) ( , )) ( , )  
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olur. Ancak 
7 ( , ) ( , )x F A H AÎ È( , )( , )( , )7 ( , )x7 ( , )( , )( , )( , )( , )  olmasına rağmen 

7 ( , )x F AÏ )7x7 Ï( , )( , ), )Ï  ve 
7 ( , )x H AÏ )7x7 Ï( , )( , )( , )Ï  olur. 

Aynı zamanda { }( ) ( ){ } ( )( , ) ( , ) , , ,F A H A a S Xl mÇ = Æ Ï )X( , )( , )( , )( , )( , )  elde edilir. 

 

2.3. Elemanter Esnek İşlemler  

 

Tanım 2.3.1. [37] ( )( , ), ( , )F A G A S XÎ )S X  iki esnek küme olsun. 

 

{ }: ( , )  veya  ( , )x X x F A x G Ab = Î Î Î }, )  veya  ( , )x X , )  veya  ( ,, )  veya  ( ,, )  veya  , ) veya, ) veyax Xx X : ( , )x X : ( , ): (: ( , )x X : ( , ): (x X : ( , ): (: (  

 

esnek elemanların bir sınıfı olmak üzere ( )( , ) ( , )F A G A SS b=( , )( , )( )  esnek kümesine 

( , )F A  ile ( , )G A  esnek kümelerinin elemanter birleşimi denir. Yani,  

 

( ) ( )( )( , ) ( , ) , ,F A G A SS SE F A SE G A= È( , )( , )( , )  

 

biçiminde tanımlanır.
 

 

{ }: ( , )  ve  ( , )x X x F A x G Ab = Î Î Î }, )  ve  ( , )x X , )  ve  ( ,, )  ve  ( ,, )  ve  , )  ve  , )  ve  x Xx X : ( , )x X : ( , ): ( , ): ( , )x X : ( , ): ( , )x X : ( , ): ( , ): (  

 

olmak üzere ( )( , ) ( , )F A G A SS b=( , )( , )( ,  esnek kümesine ( , )F A  ile ( , )G A  esnek 

kümelerinin elemanter kesişimi denir. Yani,  

 

( ) ( )( )( , ) ( , ) , ,F A G A SS SE F A SE G A= Ç( , )( , )
 

 

biçiminde tanımlanır. 

{ }: ( , )Cx X x F Ab = Î Î , )Cx X , ), )x Xx Xx X : ( Cx X : (: (x X : (: (: (  
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olmak üzere ( )( , )F A SS b=))  esnek kümesine ( , )F A  esnek kümesinin elemanter 

tümleyeni denir. Diğer bir ifadeyle ( )( )( , ) ,CF A SS SE F A=)))  biçiminde tanımlanır. 

 

{ }: ( , ) ( , )x X x F A G Ab = Î Î , )x X , ), )x Xx Xx X : ( , )x X : ( , ): ( , )x X : (: (: ( }}( , )( , )( , )  

 

olmak üzere ( )( , ) ( , )F A G A SS b=\  esnek kümesine ( , )F A  ve ( , )G A  esnek 

kümelerinin elemanter farkı denir. Diğer bir deyişle 

 

( )( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )F A G A SS SE F A G A= )))))( , )( , )( )\  

 

olarak tanımlanır. 

 

Önerme 2.3.2. [37] ( )( , ), ( , )F A G A S XÎ )S X  $k$ esnek küme olsun. Aşağıdak$ eş$tl$kler 

sağlanır. 

 

1. ( , ) ( , ) ( , ) ( , )F A G A F A G A= È( , )( , )( , )( , )( , )( ) , 

2. ( , ) ( , )F A F A =F=( , )( , )( , ), ), ), ) , 

3. Her i IÎ  !ç!n ( )( , )i iF A SS b=  !se ( , )i i

i I i I

F A SS b
Î Î

æ ö
= ç ÷

è ø

ö
b ÷i ibi ii i

öö
b
ø
÷÷i ii ii i( , )i i, ), )

i I

SS( , )i ii i, ), ), )
i Ii I

æ
çi ii i

ææ

è
ççi ii ii ii ii i

i Ii Ii I

i i . 

 

Önerme 2.3.3. [38,39] ( )( , ), ( , )F A G A S XÎ )S X  !k! esnek küme olsun. Bu durumda 

aşağıdak!ler sağlanır. 

 

1. ( , ) ( , ) ( , ) ( , )F A G A F A G AÍ Ç( , )( , )( , )( , )( )( )( , )(( , )( , )( , )( , )( , )( , ) , 

2. ( , ) ( , )CF A F AÍ))) ( , )C( , )( , ) , 

3. ( , ) ( , ) ( , ) ( , )F A G A F A G AÍ ( , )( , )( , ) ( , )( , )( , )\ , 

4. ( , ) ( , )F A F A XÍ XÍ X( , )( , ))), ), ) , 
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5. Her i IÎ  !ç!n ( )( , )i iF A SS b=  !se ( , )i i

i I i I

F A SS b
Î Î

æ ö
Ê ç ÷

è ø

ö
b ÷i ibi ii i

öö
b
ø
÷÷i ii ibi ibi ii ibi ii ii i( , )i i, ), )

i I

( , ),i i, ), ), )
i Ii I

æ
i ii ii ii i

è
i iSSi ii i

æ
i ii ii ii içi ii i

ææ

è
ççi ii ii ii i

i Ii Ii I

i ii i . 

Uyarı 2.3.4. [38] ( )( , ), ( , )F A G A S XÎ )S X  !k! esnek küme olsun. ( , ) ( , )F A G A =F( , )( ,( , =  

olması ( , ) ( , )F A G AÌ ( , )( , )( ), ), ), )  ve ( , ) ( , )G A F AÌ ( , )( ,( , ),,  olmasını gerekt!rmez. Örneğ!n; 

{ }, , ,X a b c d=  ve { },A l m=  olmak üzere  

 

{ }( ) { }( ){ }
{ }( ) { }( ){ }
{ }( ) { }( ){ }

( , ) , , , , , ,

( , ) , , , , , ,

( , ) , , , , , ,

F A a b a c

G A c d b c

H A c d a b d

l m

l m

l m

=

=

=

 

 

esnek kümeler!n! ve elemanter tümleyenler!n! gözönüne alalım. ( , ) ( , )F A G A =F( , )( ,( , =  

ve ( , ) ( , )F A H A =F( , )( , )( , ) =  olmasına rağmen ( , )F A ÌÌ ( , )G A, ),,  veya ( , )G A ÌÌ ( , )F A, ),,  ve 

( , )F A ÌÌ ( , )H A, ),,  veya ( , )H A ÌÌ ( , )F A, ),,  elde ed!l!r. Ancak ( , ) ( , )H A F AÌ), ), ) ( , )( ,( ,  ve 

( , ) ( , )F A H AÌ), ), ) ( , )( ,( ,  olur. Aynı zamanda ( , ) ( , )G A H A ¹F( , )( , )( ) ¹  olmasına rağmen 

( , ) ( , )G A H A =F=F), )) ( , )( , )( , )( , )( , )( , )  olur. 

 

Önerme 2.3.5. [38,39] Herhangi ( )( , ), ( , )F A G A S XÎ )S X  esnek kümeleri için 

( , ) ( , )F A G A =F( , )( ,( =  ve ( )( , ) ( , )F A G A S XÇ Î )X( , )( , )(( , )( ,(  ise ( , ) ( , )F A G AÌ ( , )( ,( ,, ),,  ve 

( , ) ( , )G A F AÌ ( , )( , )( , ))))  olur. 

 

Lemma 2.3.6. [37,39] Herhangi ( ) ( ) ( ), , ,F A G A S XÎ )S X  esnek kümeleri için 

aşağıdakiler sağlanır. 

 

1. ( ) ( )( ) ( ) ( ), , , ,SE F A G A SE F A SE G A= Ç( )),( ))G A( )),,( )) . 

2. ( ) ( )( ) ( ) ( ), , , ,SE F A G A SE F A SE G AÉ È( )),( ))G A( )),,( )) . 
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Önerme 2.3.7. [37,39] ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,F A G A H A S XÎ )S X  iki esnek kümeler olsun. Bu 

durumda aşağıdakiler sağlanır.

 

1. ( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , ) , ) ( , ) ( , )F A G A H A F A H A G A H AÍ) ) ( )( , ) ( , ) ( , ) , ) ( , ) ( , )) ) (( , ) ( , ) ( , ) , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , ) , ) ( , ) ( , )) ) ((( , )(( , )( )( . 

2. ( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )F A G A H A F A H A G A H AÊ) ) ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )) ) (( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )) ) ((( , )(( , )( , )(  

 

Hangi şartlarda elemanter birleşim ve elemanter kesişim işlemlerinin ( )S X )S X  üzerinde 

dağılma özelliğine sahip olacağı aşağıdaki önermede verilmiştir. 

 

Önerme 2.3.8. [39] ( ) ( )( , ), ( , ), ,F A G A H A S XÎ )S X  esnek kümeleri verilsin.  

 

1. Eğer ( )( , ) ( , )F A G A S XÇ Î )X( , )( , )( )( , )( , )(  ise  

 

( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , ) , ) ( , ) ( , )F A G A H A F A H A G A H A=) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , ) , ) ( , ) ( , )) ( ) (( , ) ( , ) ( , ) , ) ( , ) ( ,) ) ) )) ( ) ( , 

 

2. Eğer ( )( , ) ( , )F A H A S XÇ Î )S X) ( , )) ( , )) ( , )) ( , )) ( , )) ( , )) ( , )) ( , )) (  ve ( )( , ) ( , )G A H A S XÇ Î )S X) ( , )) ( , )) ( , )) ( , )) ( , )) ( , )) ( , )) ( , )) (  ise 

 

( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )F A G A H A F A H A G A H A=) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )) ( ) (( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )) ( ) (  

 

olur. 

 

Önerme 2.3.9. [39] ( )( , ), ( , )F A G A S XÎ )S X  esnek kümeleri verilsin. 

  

1. ( , ) ( , )C CF A G A ¹F( , )C C((( ,( ,(  ise ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )
C C CF A G A F A G A=)) ( , ) ( , ) ( , ))C C C( , ) (( , ) () ( , ) ( , ) ( , )) ( , ) ( , ) ( , )) ( , ) (( , ) (( , ) ( , 

2. ( )( , ) ( , )
C

F A G A ¹ F)( , )
C

( ,( ,  ise ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )
C C CF A G A F A G A=)) ( , ) ( , ) ( , ))C C C( , ) (( , ) () ( , ) ( , ) ( , )) ( , ) ( , ) ( , )) ( , ) (( , . 

 

Önerme 2.3.10. [39] ( )( , ), ( , )F A G A S XÎ )S X  esnek kümeleri verilsin. 
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1. ( , ) ( , )C CF A G A ¹F( , )C C((( ,(((( , ( , )F A ¹F) ¹  ve ( , )G A ¹F) ¹  ise  

 

( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )F A G A F A G A=)( , ) ( , ) ( , ))( , ) ( , ) ( ,( , ) ( , ) ( ,) (( , ) ( , ), ) ( ,, ) ( , , 

 

2. ( , ) ( , )F A G A ¹F( , )( ,( , ¹ , ( , )F A ¹F, ), ), ¹  ve ( , )G A ¹F, ), ), ) ¹  ise  

 

( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )F A G A F A G A=)( , ) ( , ) ( , ))( , ) ( , ) ( , ), , , )) ((( ) ( )) ( ) . 

 

Uyarı 2.3.11. [29] Yukarıdaki önermede görüldüğü gibi elemanter işlemler De 

Morgan kurallarını genelde sağlamazlar. Eğer her ( )( , ), ( , )F A G A S XÎ )S X  için 

( )( , ) ( , )F A G A S XÇ Î )S X) ( , )) ( , )) ( , )) ( , ), )) ( , ( )( , ), ( , )C CF A G A S XÎ )X  ve ( )( , ) ( , )C CF A G A S XÇ Î )X( , ))C C(( , )( , )))(((( , )( , )(((((  

olusa elemanter işlemler için De Morgan kuralları sağlanır. 

 

Tanım 2.3.12. [38,39] ( )S XÌt )S X  esnek kümelerin bir sınıfı olsun. Aşağıdaki şartlar 

sağlanırsa t  sınıfına XX  üzerinde elemanter işlemlere göre bir esnek topoloji ve 

( ), ,X At ), ,X A, ,, ,, ,X AX A, ,, ,  üçlüsüne elemanter esnek topoloji denir. 

 

1. , ,XF Èt ,ÈX t  

2. { }( , )i i I
U A

Î
Ît  için ( , ) ,i

i I

U A
Î

Ît( , ) ,i

i I

( , )( )
i Ii I

 

3. { }
1

( , )
n

i i
U A

=
Ît  için ( , ) .

n

i

i I

U A
Î

Ît( , ) .
n

i

i I

,,
i Ii I

 

 

Tanım 2.3.13. [38] ( )S XÌ )( )S X(Ì )S X  esnek kümeler!n b!r sınıfı olsun. Eğer  sınıfı 

aşağıdak! şartları sağlarsa bu sınıfa XX  üzer!ndek! b!r elemanter esnek topoloj! !ç!n 

esnek baz den!r. 

 

B1. Her x XÎx XX  !ç!n x BÎx B  olacak şek!lde en az b!r BÎ  esnek kümes! vardır. 
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B2. 
1 2,B B Î  !ç!n x XÎx XX  ve 

1 2x B BÎ 1 2x B1 21 21 2B1 21 2
 !se 

3 1 2x B B BÎ Ì3 1 2x B B3 1 23 1 2BB3 1 23 1 23 1 23 1 2B3 1 23 1 2
 olacak şek!lde 

3B Î  esnek kümes! vardır. 

 

2.4. Esnek Reel Sayılar  

 

Tanım 2.4.1. [35,37] ( )B ) ,  reel sayılar kümes"n"n boştan farklı tüm sınırlı alt 

kümeler"n"n sınıfı olmak üzere ( ):F A B® )  dönüşümü "le b"rl"kte ( , )F A  esnek 

kümes"ne esnek reel küme den"r. Eğer ( , )F A  esnek reel kümes" tek elemanlı esnek 

küme "se ( , )F A  kümes"ne karşılık gelen esnek eleman "le "l"şk"lend"r"len bu esnek 

kümeye esnek reel sayı den"r. Tüm esnek reel kümeler"n sınıfı ( )R A , tüm esnek reel 

sayıların sınıfı ( )A( )A  ve negat"f olmayan esnek reel sayıların sınıfı ( )*A( )*A  "le 

göster"l"r. ( ) ( )A SE=( ) ( )A SE)A SA S )  olduğu açıktır. 

 

Bu tezde esnek reel sayılar "ç"n , , ,r s t, ,r s t, ,, , ,t  göster"m" ve özel olarak her AlÎ  "ç"n 

( )r rl =( )r r( )l))  "se r  göster"m" kullanılmıştır. 

 

( ),r s AÎ,r s, )( )A(  esnek reel sayıları ver"ld"ğ"nde bu esnek reel sayıların sıralaması, her 

AlÎ  "ç"n ( ) ( )r s£( ) ( )r s( ) £l l  "se r s£r £ s£ , ( ) ( )r s³( ) ( )r s( ) ³l l  "se r s³r ³ s³ , ( ) ( )r s<( ) ( )r s( ) <l l  "se r s<r < s< , 

( ) ( )r sl l>( ) ( )r s( )l l) ( )s)  "se r s>r > s>  şekl"nded"r. 

 

Tanım 2.4.3. [35] ( )( , ), ( , )F A G A R AÎ  esnek reel kümeleri verilsin. 

 

Her AlÎ  için ( , )F A  ve ( , )F A  esnek reel kümelerinin toplamı  

 

( )( ) ( ) ( ){ }( , ) ( , ) : ( , ) , ( , )F A G A a b a F A b G Al l l+ = + Î Î , 

 



15 
 

 

 

 

 

Her AlÎ  için ( ),F A  ve ( ),G A  esnek reel kümelerinin farkı  

 

( )( ) ( ) ( ){ }( , ) ( , ) : ( , ) , ( , )F A G A a b a F A b G Al l l- = - Î Î  

( ),F A  ve ( ),G A  esnek reel kümelerinin çarpımı her AlÎ  için 

 

( )( ) ( ) ( ){ }( , ).( , ) . : ( , ) , ( , )F A G A a b a F A b G Al l l= Î Î ,  

 

( ),F A  ve ( ),G A  esnek reel kümelerinin bölümü her AlÎ  için 

 

( )( ) ( ) ( ) { }{ }( , ) / ( , ) / : ( , ) , ( , ) 0F A G A a b a F A b G Al l l= Î Î { }}0{  

 

biçiminde tanımlıdır. 

 

Uyarı 2.4.4. [35] ( )A( )A  esnek reel sayılar sınıfı üzerinde toplama, çıkarma, çarpma 

ve bölme işlemleri ( )R A  üzerindeki işlemlere benzer şekilde yapılır. Örneğin; 

( ),r s AÎ,r s, ( )A(  verildiğinde bu iki esnek reel sayının toplamı her AlÎ  için 

( )( ) ( ) ( ){ }: ,r s a b a r b sl l l+ = + = =)( ) ( ) ( ){ }: ,( )a b a r b sr s)( ) { : ,: ( ) l( )a b a r b sa r b( )) { : ,:: ,( )ss)( a b a r br ba b a r b( )) { : ,:: ,: ( )  olmak üzere r s+r s+  biçiminde ve bu iki 

esnek reel sayının çarpımı her AlÎ  için ( )( ) ( ) ( ){ }. . : ,r s a b a r b sl l l= = =)( ) ( ) ( ){ }. : ,( ). )( ) { b sr s)( . : ,. : ( ).. )( ) { l( )a b a r b sb( )) { . : ,. ( )) { bb:::: ( ){  

olmak üzere .r s.r s.  biçimindedir. Bu durumda ( )A( )A , tanımlanan toplama ve çarpma 

işlemlerine göre bir cisim olur. 

 

2.5. Esnek Fonks!yonlar 

 

Tanım 2.5.1. [38,39] X  ve Y boştan farklı herhangi iki küme ve A  boştan farklı 

parametreler kümesi olsun. ( ) ( ):f SE X SE Y®) ( )E X SE Y) (  dönüşümüne bir esnek dönüşüm 

denir. 
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Örnek 2.5.2. [38] X  ve Y  boştan farklı herhangi iki küme, A  boştan farklı 

parametreler kümesi ve { }:f Al lÎ , X ’den Y ’ye kesin dönüşümlerin herhangi bir 

parametrelendirilmiş ailesi olsun. Bu durumda her x XÎx XX  ve her AlÎ  için 

( )( ) ( )( )f x f xll l=)( ) ( )( )x(x f)( ) lff l( )f x) (ff  şeklinde tanımlanan ( ) ( ):f SE X SE Y®) ( )E X SE Y) (  dönüşümü bir 

esnek dönüşüm olur. 

 

Örnek 2.5.3. [38] X  ve Y  boştan farklı herhangi iki küme ve A  boştan farklı 

parametreler kümesi olsun. :g X Y® , bir kesin dönüşüm olmak üzere her x XÎx XX  

ve her AlÎ  için ( )( ) ( )( )f x g xl l=)( ) ( )( )x g x)( ) ( l( )g x) (  şeklinde tanımlanan ( ) ( ):f SE X SE Y®) ( )E X SE Y) (  

dönüşümü bir esnek dönüşüm olur. Bu şekildeki bir esnek dönüşüme g  kesin 

dönüşümü tarafından üretilen esnek dönüşüm denir. Böylece, X ’den Y ’ye herhangi 

bir kesin dönüşüm bir esnek dönüşüme genişletilebilir.  

 

Uyarı 2.5.4. [38] Örnek 2.5.3.’ün tersi doğru değildir (Örnek 2.5.5.’e bakınız). Kesin 

dönüşümlerin herhangi parametrelendirilmiş ailesi bir esnek dönüşüm olmasına 

rağmen bir esnek dönüşüm kesin dönüşümlerin herhangi parametrelendirilmiş ailesi 

olmayabilir. Böylece esnek dönüşüm kesin dönüşümlerin herhangi bir 

parametrelendirilmiş ailesinden daha genel ve daha kapsamlıdır. 

 

Örnek 2.5.5. [38] { },X a b= , { },Y c d=  ve { },A l m=  olsun. Bu durumda  

 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

1 1

2 2

3 3

4 4

, , , , , , , ,

, , , , , , , ,

, , , , , , , ,

, , , , , , ,

x a a y c c

x a b y c d

x b a y d c

x b b y d d

l m l m

l m l m

l m l m

l m l m

= =

= =

= =

= =

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 1( ) ( ){ } ,)}c,,x ({1 1({ l m l m) ( )} ( ) ({( ) ({a a y c) ( )} ( ) ({1 11 11 1) ( )} , ,, ,, ,( ) ({1 11 11 11 1) ( )}({ a a y) ( )}
( ) ( ){ } ( ) ( ){ }2 2( ) ( ){ } )}x a b y c d( ) ( ){ } ( ) ({2 2({ ,,( ) ({a b y ca y c) ( )} ( ) ({2 22 22 2) ( )} , ,, ,, ,( ) ({2 22 22 22 2) ( )}({ a b ya b y) ( )}
( ) ( ){ } ( ) ( ){ }3 3( ) ( ){ } )}x b a y d( ) ( ){ } d c( ) ({3 3({ ,,( ) ({ dd(b a yb) ( )} ) ({3 33 33 3) ( )} , ,, ,, ,( ) ({3 33 33 33 3) ( )}({ b a yb a y) ( )}
( ) ( ){ } ( ) ( ){ }4 4( ) ( ){ }x b b y d d( ) ( ){ } ( ) ({4 4({ ,b b y db b y d) ( )} ( ) ({4 44 44 4) ( )} , ,, ,, ,( ) ({4 44 44 44 4) ( )}({ b b yb b y) ( )}

 

 

olmak üzere ( ) { }1 2 3 4, , ,SE X x x x x=) {X x) {X xX x }1 2 3 41 2 31 2 3x x x1 2 3 41 2 31 2 31 2 31 2 31 2 31 2 31 2 3X x x x1 2 31 2 31 2 31 2 31 2 3
 ve ( ) { }1 2 3 4, , ,SE Y y y y y=) {Y y) {Y yY y }1 2 3 4y y y1 2 31 2 31 2 31 2 31 2 31 2 3Y y y y1 2 31 2 31 2 31 2 31 2 3

 olur. 
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( ) ( ):f SE X SE Y®) ( )E X SE Y) (  esnek dönüşümü ( )1 4f x y=)1 4)x y)1 41 4) , ( )2 1f x y=)2 1)x y)2 12 1) , ( )3 2f x y=)3 2)x y)3 23 2) , 

( )4 3f x y=)4 3)x y)4 34 3)  şeklinde tanımlansın. Buradan 

 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 4 1f x y f x f a dl ll l l= Þ = =)( ) ( ) ( )( ) ( )1 4 1)( ) ( ) x f a( )x y f)( ) ( ) ( ) ( )1 4 11 4 1)( ) ( ) l l( )( )1 4 11 4 1( ff( ))1 4 11 4 11 4 1( ( )y fy) ( ) (1 4 11 4 1) f af)) ( )1 4 11 4 11 4 1( ) fff( ))1 4 11 4 11 4 1(xx ( )y fyy f( ) (1 4 11 4 11 4 11 4 1( ) xx (ff (1 4 11 4 11 4 1( , 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 1 2f x y f x f a cl ll l l= Þ = =)( ) ( ) ( )( ) (2 1 2)( ) ( ))( ) ( ) ( )( ) (a(x y f x f a)( )) (2 1 22 1 2)( ) ( ) l l( )( )2 1 22 1 2( ff( ))2 1 22 1 2(y f xy f x) ( ) ( )(2 1 22 1 2) f af)) (2 1 22 1 22 1 2( ) fff( ))2 1 22 1 22 1 2(y f xy f xy f( ) ( )(2 1 22 1 22 1 22 1 2( ) f xf xf x ((2 1 22 1 22 1 2( , 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )3 2 3f x y f x f b cl ll l l= Þ = =)( ) ( ) ( )( ) ( )3 2 3)( ) ( ) ( f b)x )( ) ( )3 2 33 2 3)( ) ( ) l l( ))3 2 33 2 3( ff( ))3 2 33 2 3( ( )y fy) ( ) (3 2 33 2 3) f bf)) ( )3 2 33 2 3( ) fff( ))3 2 33 2 3(xx ( )y fyy f( ) (3 2 33 2 33 2 33 2 3( ) xx (ff (3 2 33 2 33 2 3( , 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )4 3 4f x y f x f b dl ll l l= Þ = =)( ) ( ) ( )( ) ( )4 3 4)( ) ( ) (x f b( )x y f)( ) ( ) ( ) ( )4 3 44 3 4)( ) ( ) l l( ))4 3 44 3 4( ff( ))4 3 44 3 4( ( )y fy) ( ) (4 3 44 3 4) f bf)) ( )4 3 44 3 44 3 4( ) fff( ))4 3 44 3 44 3 4(xx ( )y fyy f( ) (4 3 44 3 44 3 44 3 4( ) xx (ff (4 3 44 3 44 3 4(  

 

olduğundan :f X Yl ®  bir dönüşüm değildir. 

 

Teorem 2.5.6. [39] X  ve Y boştan farklı herhangi iki küme ve A  boştan farklı 

parametreler kümesi olsun. ( ) ( ):f SE X SE Y®) ( )E X SE Y) (  esnek dönüşümü aşağıdaki (
*f ) 

şartını sağlarsa, her x XÎx XX  ve her XxÎ  için ( )x l x=( )x l x)  olmak üzere 

( ) ( )( )f f xl x l= )( )l)( )x  ile tanımlanan :f X Yl ® , her bir AlÎ  için bir kesin 

dönüşümdür. 

 

( f
* 

) AlÎ  ve XxÎ  için ( ) ( ) ( ){ }:f x x X xl l xÎ ' =) ( ) ( ) }f x) ( x}x X) : x Xx X ( )l( )x X x ( )l( )x X x ll( )x X xx X x  tek elemanlı bir kümedir. 

 

Tanım 2.5.7. [38] ( ) ( ):f SE X SE Y®) ( )E X SE Y) (  b!r esnek dönüşüm olsun. 

 

1. ( )( , )F A S XÎ )S X  esnek kümes!n!n f  altındak! görüntüsü ( )( ),f SE F A  olarak 

tanımlanır ve ( , )F A  kümes!n!n f  altındak! esnek görüntü kümes! 

( )( )( ) ( ),SS f SE F A S YÎ )Y  esnek kümes!d!r. 
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2. ( )( , )F A S Y¢ Î )S Y  esnek kümes�n�n f  altındak� ters görüntüsü ( )( )1 ,f SE F A- ¢  

olarak tanımlanır ve ( , )F A¢  kümes�n�n f  altındak� esnek ters görüntü kümes� 

( )( )( ) ( )1 ,SS f SE F A S X- ¢ Î )X  esnek kümes�d�r. 

 

Uyarı 2.5.8. [38] ( ) ( ):f SE X SE Y®) ( )E X SE Y) (  b�r esnek dönüşüm ve ( )( , )F A S XÎ )S X  olmak 

üzere Önerme 2.2.3 den ( )( ) ( )( )( )( ), ,f SE F A SE SS f SE F AÌ  olur. 

 

Uyarı 2.5.9. [38] ( )( , )F A S XÎ )S X ve ( )SE XÌ )XB  �ç�n ( ) ( , )SS F A=B  ve 

( ) ( ):f SE X SE Y®) ( )E X SE Y) (  b�r esnek dönüşüm olsun. Bu durumda ( ),SE F AÍB  

olduğundan ( ) ( )( ),f f SE F AÍB  olur. Buradan da 

( )( ) ( )( )( ),SS f SS f SE F AÍ ((S f SE(f SS f(f Sf SB  olur. Fakat, f  esnek dönüşümü (
*f ) şartını 

sağlarsa her AlÎ  �ç�n ( )( ) ( )( )( ),f f SE F Al l=B  olacağından Uyarı 2.2.4. 

gereğ� ( )( ) ( )( )( ),SS f SS f SE F A=B  olur. 

 

Tanım 2.5.10. [39] Teorem 2.5.6 nın şartlarını sağlayan bir esnek dönüşüme esnek 

fonksiyon adı verilir. 

 

Önerme 2.5.12. [38] Herhangi ( )( , ), ( , )F A G A S XÎ )S X  esnek kümeler ve 

( ) ( ):f SE X SE Y®) ( )E X SE Y) (  esnek dönüşümü verilsin. Bu durumda aşağıdaki özellikler 

sağlanır. 

 

1. ( , ) ( , )F A G AÍ ( , )( , )( , )  ise ( )( )( ) ( )( )( ), ,SS f SE F A SS f SE G AÌ (( ((A SS f SE((, ,, ,(, ,, ,(A SA S, ,, , , 

2. ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )( , ) ( , ) , ,SS f SE F A G A SS f SE F A SS f SE G AÉ))) ( ))) ( )( )( )SE F A SS f SE G A( ))) ((())) , ,, ,( ))) ((() ( , )) ( , )))) (( ((S f (( (( , 

3. ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )( , ) ( , ) , ,SS f SE F A G A SS f SE F A SS f SE G AÌ))) ( ))) ( )( )( )SE F A SS f SE G A( ))) ((())) , ,, ,( ))) ((() ( , ), )))) (( ((S f (( (( , 
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4. ( , ) ( , )F A G AÍ ( , )( , )( , )  ise ( )( )( ) ( )( )( )1 1, ,SS f SE F A SS f SE G A- -Ì ((1 1(SS f ((1 11 1( ((1 11 11 1( , 

5. ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )1 1 1( , ) ( , ) , ,SS f SE F A G A SS f SE F A SS f SE G A- - -É))) ( )( )) ( )( )( )1 1 1( )( )) (1 1 1))) SE F A SS f SE G A( )( )) (((, ,, ,( )( )) (((1 1 11 1 1( )( )) ()))( , )( , ))))1 1 11 1 11 1 1)))1 1 11 1 11 1 1)))1 1 11 1 11 1 1( )( )) (1 1 11 1 11 1 1))) (( ((1 1 1(( f (( ((1 1 11 1 1((1 1 11 1 1((1 1 11 1 11 1 1((  

6. ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )1 1 1( , ) ( , ) , ,SS f SE F A G A SS f SE F A SS f SE G A- - -Ì))) ( )( )) ( )( )( )1 1 1( )( )) (1 1 1))) SE F A SS f SE G A( )( )) (((, ,, ,( )( )) (((1 1 11 1 1( )( )) ()))( , )( , ))))1 1 11 1 11 1 1)))1 1 11 1 11 1 1)))1 1 11 1 11 1 1( )( )) (1 1 11 1 11 1 1))) (( ((1 1 1(( f (( ((1 1 11 1 1((1 1 11 1 1((1 1 11 1 11 1 1(( . 

 

Uyarı 2.5.13. [38] ( ) ( ):f SE X SE Y®) ( )E X SE Y) (  esnek fonksiyon ise Uyarı 2.5.9.’dan 

yukarıdaki önermede 2. 5. ve 6. özelliklerden eşitlik durumu sağlanır. 

 

2.6. Esnek Metr!k Uzaylar 

 

Tanım 2.6.1. [37] X ¹Æ  bir evrensel küme ve A¹Æ  bir parametreler kümesi 

olmak üzere ve ( ) ( ) ( )*:d SE X SE X A´ ®) ( )X SE X) ( )SE XSE X( ) ( )*( )*A(  esnek dönüşümü aşağıdaki şartları 

sağlarsa d  dönüşümüne XX  üzerinde esnek metrik denir. 

 

EM1. Her ,x y XÎx y X, X  #ç#n ( ), 0d x y ³))x y,, 0 , 

EM2. Her ,x y XÎx y X, X  #ç#n ( ), 0d x y x y= Û =)x y x y), 0, ) xx00 , 

EM3. Her ,x y XÎx y X, X  #ç#n ( ) ( ), ,d x y d y x=) ( )x y d y x) (, ,, ) ( , 

EM4. Her , ,x y z XÎx y z, , z XX  için ( ) ( ) ( ), , ,d x y d x z d z y£ +)x y),, ) (( ,,((d (d x z( ,,( )))))zz)) ( )d z y( ,,( . 

 

XX  mutlak esnek kümesine üzerindeki d  esnek metriği ile birlikte esnek metrik uzay 

denir ve ( ), ,X d A), ,X d A, ,, ,  veya ( ),X d ),X d,  ile gösterilir. (EM1)-(EM4) aksiyomlarına da esnek 

metrik aksiyomları denir. 

 

Önerme 2.6.2. [37] { }:d Al lÎ , bir X  kesin kümesi üzerindeki kesin metriklerin 

herhangi parametrelendirilmiş edilmiş ailesi olsun. Bu durumda her ,x y XÎx y X, X  ve her 

AlÎ  için ( )( ) ( ) ( )( ), ,d x y d x yll l l=)( ) ( ) ( )( )x y( )x y d)( ) ( ,( ),, )( ) (l l( )x yx y( )d) ( ,,( )) (  şeklinde tanımlanan d  dönüşümü XX  

üzerinde bir esnek metrik olur.
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Önerme 2.6.3. [37] r , bir X  kesin kümesi üzerindeki herhangi kesin metrik olmak 

üzere, her ,x y XÎx y X, X  ve her AlÎ  için ( )( ) ( ) ( )( ), ,d x y x yl r l l=)( ) ( ) ( )( )( )x y)( ) (, )( l( )x yx y( )) ( ,( )) (  şeklinde 

tanımlanan ( ) ( ) ( )*:d SE X SE X A´ ®) ( )X SE X) ( )SE XSE X( ) ( )*( )*A(  dönüşümü bir esnek metrik olur. Bu 

şekildeki bir esnek metriğe r  kesin metriği tarafından üretilen esnek metrik denir. 

Böylece X  üzerindeki herhangi metrik bir esnek metriğe genişletilebilir. 

 

Uyarı 2.6.4. [37] Kesin metriklerin herhangi parametrelendirilmiş ailesi bir esnek 

metrik olmasına rağmen, herhangi esnek metrik kesin metriklerin 

parametrelendirilmiş bir ailesi değildir. Böylece esnek metrik, kesin metriklerin 

herhangi bir parametrelendirilmiş ailesinden daha genel ve daha kapsamlıdır. 

 

Teorem 2.6.5. [37] X ¹Æ  bir evrensel küme ve A¹Æ  bir parametreler kümesi 

olsun. XX  üzerinde bir ( ) ( ) ( )*:d SE X SE X A´ ®) ( )X SE X) ( )SE XSE X( ) ( )*( )*A(  esnek metriği aşağıdaki (EM5) 

şartını sağlarsa her ,x y XÎx y X, X  için ( ) ( )( ) ( )( ), ,d x y d x yl l l l=( ) ( )) ( )( )x y d x y( ) ( )) (, ,, ,( )) ( l)( )y d x y) ( )) (, ,( )) (  şeklinde tanımlanan 

:d X Xl
+´ ® + , her AlÎ  için X  üzerinde bir metriktir. 

 

EM5. Her AlÎ , ,x y XÎx y X, X  ve ( ), X Xh x Î ´  için

( )( ) ( ) ( ){ }, : ,d x y x yl l h l x= =)( ) ( ) ( ) }x y x y)( ) ( ),, )( h l x( ) }x yx y) ( ): ,::) ( ) ll( )y,  tek elemanlı bir kümedir. 

 

2.7. Parçalı Metr!k Uzaylar 

 

Tanım 2.7.1. [41] X  boştan farklı bir küme ve , ,x y z XÎ  olmak üzere 

: [0, )p X X´ ® ¥  fonksiyonu aşağıdaki şartları sağlasın. 

 

P1. ( , ) ( , )p x x p x y£   

P2.  ( , ) ( , ) ( , )x y p x x p x y p y y= Û = =   

P3.  ( , ) ( , )p x y p y x=   

P4.  ( , ) ( , ) ( , ) ( , )p x z p x y p y z p y y£ + -   
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Bu durumda p  fonksiyonuna X  üzerinde bir parçalı metrik, ( , )X p  ikilisine de 

parçalı metrik uzay adı verilir.  

 

Eğer ( , ) 0p x y =  ise (P1) ve (P2) şartlarından x y=  elde edilir. Fakat x y=  ise 

( , )p x y  değeri 0  olmayabilir. 

 

Lemma 2.7.2. [42] Her metrik uzay bir parçalı metrik uzaydır.  

 

Örnek 2.7.3. [41] :[0, ) [0, ) [0, )p ¥ ´ ¥ ® ¥ , ( , ) max{ , }p a b a b=  dönüşümü için 

, , [0, )a b cÎ ¥  ve 0 a b c£ £ £  olsun.  

 

Çözüm. P1. a b£  olduğundan dolayı max{ , } max{ , }a a a b£  olur. 

 

P2. max{ , } max{ , } max{b,b}a a a b= =  olması için gerek ve yeter şart a b=  

olmasıdır. 

 

P3. max{ , } max{ , }a b b a=  olduğu açıktır. 

 

P4. max{ , } , max{ , } , max{ , } , max{ , }a b b a c c c b c c c c= = = =  olduğundan dolayı  

max{ , } max{ , } max{ , } max{ , }a b a c c b c c£ + -  olduğu kolaylıkla görülür. Sonuç 

olarak p  bir parçalı metrik ve ([0, ), )p¥  uzayı da bir parçalı metrik uzaydır. Fakat 

,a b X" Î  için a b=  iken ( , ) 0p a b =  olmaz. Dolayısıyla p  bir metrik değildir. 

 

Teorem 2.7.4. [43] ( , )X p  bir parçalı metrik uzay olsun. 

( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )sd x y p x y p x x p y y= - -  olarak tanımlansın. Bu durumda ( , )sX d  bir 

metrik uzaydır.  
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Teorem 2.7.5. [44] ( , )X p  bir parçalı metrik uzay olsun. 

( , ) max{ ( , ) ( , ), ( , ) ( , )}wd x y p x y p x x p x y p y y= - -  olarak tanımlansın. Bu durumda 

( , )wX d  bir metrik uzaydır. 

 



 

 

 

 

 

 

BÖLÜM 3.  ESNEK PARÇALI METRİK UZAYLAR 

 

 
3.1. Esnek Parçalı Metr#k 

 

Tanım 3.1.1. A¹Æ  parametreler kümes� XX  mutlak esnek küme olsun.

, , (X)x y z SE" Îx y, ,, ,x, , (XX)(((  �ç�n *: ( ) ( ) ( )p SE X SE X A´ ®) ( )) ( )) ( )( )( )( ) *( )((  dönüşümü aşağıdak� şartları 

sağlasın. 

 

EP1.  0 ( , ) ( , )p x x p x y£ £(p(((((( , ) ( , )p y, ) ( , ), ) ( , ))), ), ), )   

EP2.  ( , ) ( , ) ( , )p x x p x y p y y x y= = Û =) ( ) ( )x x p x y p y y x y, ) ( , ) ( , ), ) ( , ) ( , )Û =( ) ( ) x( , ) ( , ))   

EP3.  ( , ) ( , )p x y p y x=, ) ( , )y p y, ) ( ,, ) ( ,   

EP4.  ( , ) ( , ) ( , ) ( , )p x y p x z p z y p z z£ + -)y, ), ) (p( ,( ,((( ,(( ( , ) ( , )p y p( , ) ( ,, ,( )( , )( )( )))))))))   

 

Bu durumda p  dönüşümü XX  üzer"nde b"r esnek parçalı metr�k ve ( , , )X p A, , )p, ,, ,  

üçlüsüne esnek parçalı metr�k uzay den"r. 

 

Uyarı 3.1.2. Eğer ( , ) 0p x y =, ) 0y,,  "se (EP1) ve (EP2) aks"yomlarından x y=x y  elde ed"l"r. 

Fakat x y=x y  "se ( , )p x y, )y,,  değer" 0  olmayab"l"r. 

 

Uyarı 3.1.3. Her esnek metr"k uzay b"r esnek parçalı metr"k uzaydır. Gerçekten 

yukarıdak" tanımdan ( , ) 0p x x =, ) 0, ), )  olması durumunda (EP1-EP4) aks"yomları "le 

Tanım 2.6.1 de ver"len (EM1-EM4) aks"yomlarına dönüşür. Böylece esnek parçalı 

metr"k uzaylar esnek metr"k uzaylardan daha geneld"r. 

 

Örnek 3.1.4. * * *: ( ) ( ) ( )p A A A´ ®* * *( ) )* * ** * *( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )* * ** * ** * *( )( , *, , ( )a b c AÎ,a,, ,,, *)( )( )( )  "ç"n ( , ) max{ , }p a b a b=,,, ) max{ , }) max{ ,) max{ ,  

olsun. A  sonlu parametreler kümes" olmak üzere ( , , )p A+( , , )p, ), )+  b"r esnek parçalı metr"k 

uzaydır. 
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Çözüm. *, , ( )a b c AÎ,a,, ,,, *)( )((  ve 0 a b c£ £ £a£ aa ba ba bb cbb  olsun. 

 

EP1. a b£a bb  olduğundan max{ , } max{ , }a a a b£, }, }, } }a { ,max{ ,max{ ,  olur. 

 

EP2. Þ : max{ , } max{ , } max{ , }a a a b b b= = x{ , }x{ ,{, } max{ ,, } max{ ,, } max{ ,max{max{ma } max} max}}}}  olsun. Bu durumda max{ , }a a b b= =max{ ,a max{ ,max{ ,max{max{ } b}}  

ve buradan da a b=a bb  bulunur. 

 

Ü: a b=a bb  olsun. Bu durumda max{ , } max{ , }a a a b=, } max{ ,, } max{ ,{ } ve max{ , } max{ , }a b b b= x{ , }x{ ,{,, } max} max  

yazılab#l#r. Buradan da max{ , } max{ , } max{ , }a a a b b b= = x{ , }x{ ,, } max{ ,, } max{ ,, } max{ ,max{ ,max{ ,ma } max} max}}}}  elde ed!l!r. 

 

EP3. max{ , } max{ , }a b b a=,, } max{ , }} max{ , }{ } olduğu açıktır. 

 

EP4. max{ , }a b b=,,, } b}} , max{ , }a c c=, } c, }, } , max{ , }c b c=,,, } c}}  ve max{ , }c c c=, } c, }, }  olduğundan 

max{ , } max{ , } max{ , } max{ , }a b a c c b c c£ + -,, } max{ , } max{ , } max{ , }} } max{ , } max{ ,max{ , } max{ , }max{ , } max{ , }max{ , } max{ , }max{ ,max{ ,max{ ,max{ ,max ,ma  olduğu kolaylıkla görülür. 

 

Dolayısıyla ( , , )p A+( , , )p, ), )+  b!r esnek parçalı metr!k uzaydır. 0a ¹ 0a ¹  !ç!n ( , ) 0p a a ¹) 0, ))  

olduğundan (EM2) şartı sağlanmaz. Yan! b!r esnek metr!k uzay değ!ld!r. 

 

Örnek 3.1.5. A  sonlu parametreler kümes!, { }( , ) : , ( ,0]Al l- - -= " Î = -¥{ }) : , ( ,0]) :) : , (, () :) :) : , (, () :) :) :) :{( ,( ,( ,- - -= "{( ,= "{( ,( ,( ,- - -{( ,( ,( ,  ve 

( ) ( )SS A- -=( ) ( )( ) ( )) ( )- -)))) () () () ()  olsun. *: ( ) ( ) ( )p A A A- -´ ® *( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )( )( )( )( )  dönüşümü , ( )x y A -" Îx y,,x,,, )-( )( )( )  !ç!n 

( , ) min{ , }p x y x y= -, ) min{ , }, ) min{ , }, ) min{ , } !le tanımlansın. Bu durumda ( , , )p A-( , , )p, ), )  uzayı b!r esnek parçalı 

metr!k uzaydır. 

 

Çözüm. , , ( )x y z A -Îx y z, ,, , )))-(((  esnek elemanları ver!ls!n. 

EP1. ( , ) min{ , } 0p x x x x x= - = - ³, ) min{ , }, ) min{ , }, ) min{ , }min{ , }, }min{ , }min{ , }min{ , } 0  olur. min{ , }x y x£}x y, }, }£ x£  olduğu "ç"n ( , ) ( , )p x x p x y£), ), ) ( , )p y( , )( , )  

olur. 

 

EP2. ( , ) ( , ) ( , )p x x p x y p y y= =, ) ( , ) ( , )p y p y y, ) ( , ) ( ,, ) ( , ) ( ,( , )( , )( , ) Û min{ , } min{ , } min{ , }x x x y y y- = - = -, } min{ , } min{ , }, } min{ , } min{ ,, } min{ , } min{ ,, } min{ , }, } min{ , }, } min{ , } . 
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    Û x y- = -x yx yx y Û x y=x y . 

 

EP3. ( , ) min{ , } min{ , } ( , )p x y x y y x p y x= - = - =, ) min{ , } min{ , } ( , ), ) min{ , } min{ , } ( , ), ) min{ , } min{ , } ( , )min{ } min{ }min{ } min{ }min{ } min{ } . 

 

EP4. y x z£ £y £ x z£ £xx z , x y z£ £x £ y z£ £yy z  ve x z y£ £x £ z£ zzz y£zz  durumları gözönüne alınsın. Bu durumda 

min{ , } min{ , } min{ , } min{ , }x y x z z y z z³ + -}, }, } i {min{ ,min{ ,min{mimin{ ,min{mi }} min{ , } min{ , }} min{ , } min{ , }min{ , min{ , }} min{ }} mi} min{ , }} min{ }} min{ }  olduğundan  

 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )p x y p x z p z y p z z£ + -)y, ), ) (p( ,( ,(( ,( ,( ( , ) ( , )p y p( , ) ( , )( , ) ( , )( )( , )( , )( , ))))))))  

 

elde ed#l#r. Dolayısıyla ( , , )p A- , , )p, ), )  b#r esnek parçalı metr#k uzaydır.  

 

Örnek 3.1.6. A  sonlu parametreler kümes!, 

 

{( ,[ , ]) : , [ , ] , }Y a b A a b a bl l= " Î Ì £{( ,[ ,Y {( ,[ ,{( ,[ ,( ,[ ,( ,[ ,( ,[{(( ,[ ,,[ ,( , , , },,,,,  

 

b!r esnek küme ve her ( , ),( , ) ( )F A G A S YÎ )))  !ç!n 

 

(( , ), ( , )) max{ , } min{ , }p F A G A b d a c= -, } {b d, } min{, }, }, }, } , },,   

 

olsun. Bu durumda ( , , )Y p A, , )p, ,, ,  b!r esnek parçalı metr!k uzaydır. 

 

Çözüm.                ( , ) {( ,[ , ]) : , [ , ] , }G A a b A a b a bl l= Î Ì £, }, }, },,,  

( , ) {( ,[ , ]) : , [ , ] , }F A c d A c d c dl l= Î Ì £, }d, }, },,,  

( , ) {( ,[ , ]) : , [ , ] , }H A e f A e f e fl l= Î Ì £, }, }, },  

 

ve a c e£ £a £ c e£ £c  ve b d f£ £b d fdd  olsun. 

 

EP1. b a d a- £ -b aaaaaa d add  olduğundan max{ , } min{ , } max{ , } min{ , }b b a a b d a c- £ -, } min{b b, } min{min{min{mi }} min{ , }d} min{ ,{}}}, }, }, }, }, } max{ ,b dmax{ ,max{ ,max{ ,ma  elde 

ed!l!r.  
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EP2. Þ : max{ , } min{ , } max{ , } min{ , } max{ , } min{ , }b b a a b d a c d d c c- = - = -, } min{b b, } min{, } min{min{min{mi , } max{ , } min{ , } max{ , } min{ , }b d d d, } max{ , } min{ , } max{ , } min{ ,, } max{ , } min{ , } max{ , } min{ ,, } max{ , } min{ , } max{ , }, } max{ , } min{ , } max{ , }, } max{ , } min{ , } max{ , }  

olsun. Buradan b a d a d c- = - = -b aaaa d a d ca d a da d a d  olur. Yan! a c=a c  ve b d=b d  olur. 

 

Ü: a c=a c  ve b d=b d  olsun. Buradan max{ , } min{ , } max{ , } min{ , }b b a a b d a c- = -, } min{b b, } min{, } min{min{min{mi }, } max{ , } min{ , }b d, } max{ , } min{ ,, } max{ , } min{ ,, } max{ , }, } max{ , }, } max{ , }  ve 

max{ , } min{ , } max{ , } min{ , }b d a c d d c c- = -, } min{b d, } min{, m n{min{ }, } max{ , } min{ , }d d, } max{ , } min{ ,, } max{ , } min{ ,} max{ }  yazılab!l!r. Bu da 

max{ , } min{ , } max{ , } min{ , } max{ , } min{ , }b b a a b d a c d d c c- = - = -, } min{b b, } min{, } min{min{min{mi , } max{ , } min{ , } max{ , } min{ , }b d d d, } max{ , } min{ , } max{ , } min{ ,, } max{ , } min{ , } max{ , } min{ ,, } max{ , } min{ , } max{ , }, } max{ , } min{ , } max{ , }, } max{ , } min{ , } max{ , }  demekt!r. 

 

EP3. max{ , } min{ , } max{ , } min{ , }b d a c d b c a- = -, } min{b d, } min{, } m nmin{ }, } max{ , } min{ , }d b, } max{ , } min{ , }, } max{ , } min{ , }} max{ }}  olduğu açıktır.  

 

EP4. max{ , } min{ , }b d a c d a- = -, } min{b d, } min{, } min{min{min{mi , }a c d a, }, } dd, }, } , max{ , } min{ , }b f a e f e- = -, } min{, } min{min{min{mi a e f e, }, } ff, }, } , 

max{ , } min{ , }f d e c d c- = -f d, } min{, } min{min{{e c d c, }, } d}  ve max{ , } min{ , }f f e e f e- = -, } min{, } min{min{e e f e, }, f}  olduğundan 

( ) ( ) ( )d a f a f c f e- £ - + - - -d aaa )f c f e( ) ((( ) (( ) (( ) (aaa f a( )( )( )( )  olur. Bu durumda  

 

(( , ),( , )) (( , ),( , )) (( , ),( , )) (( , ),( , ))p G A F A  p G A H A p H A F A p H A H A£ + -(( )p(( , ),(( , )(( )((  

 

elde ed!l!r. Sonuç olarak p  b!r esnek parçalı metr!k ve ( , , )Y p A, , )p, , ), , )  b!r esnek parçalı 

metr!k uzaydır.  

 

Teorem 3.1.7., b!r X  kümes! üzer!ndek! kes!n parçalı metr!kler!n her parametr!ze 

ed!lm!ş a!les! { : }p Al lÎ , XX  üzer!nde b!r esnek parçalı metr!kt!r.  

 

İspat. Al" Î  ve , ( )x y SE XÎ )))(x y SE X, (, (  !ç!n ( ), ( )x y Xl l Î( ) ( )x y X( ), ( )( ), ( )) ( )) (), ( )), ( )), ( )  olsun. Al" Î  ve 

, ( )x y SE X" Î )))(x y SE, (, (x,,,  !ç!n *: (X) SE(X) ( )p SE A´ ®) S ( )X) SE(X)SE(X) **( )( )( )  dönüşümü XX  üzer!nde b!r esnek 

parçalı metr!k uzay olduğunu göstermek !ç!n ( 1 4 ) EP EP  -  aks!yomlarını 

sağlatılmalıdır.  

EP1. 0 ( , )( ( , )( )p x x p x yl l£ ) £p((p( , )( ( , )( )p y( , ),( , )( )( , )(( , )( , ))(, )(, ),  olup 0 ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))p x x p x yl ll l l l£ £pl lpp (((((((((( )( ), ( )) ( ( ), ( ))y( ( ), (( ( ), (l lpp( ), ( ))( ), ( )), ( ))) ( )) ( ( ) ( )(( ( ), (( ((( ), ( ))( (((((( ) ( ))) ( ))) ( ))), ( ))), ( )), ( ))), ( ))( ), ( ))( ), ( )( ), ( ))( ), ( ))  olur. 

 

EP2. ( , )( ) ( , )( ) ( , )(p x x p x y p y yl l l= = ))( ) ( )( ) ( )(p y p y y, )( ), )( ) ( )( ) ( )() ( )( )( )( ) ))(p y p y y( , )( ) ( ,( , )( ) ( , ll( , )( ) ( , )(,( , )( ) ( ,( , )( ) ( ,( , )( )( , )( ) (  
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Û  ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))p x x p x y p y yl l ll l l l l l= =( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))y y( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), (( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), (l l lp y pp y p( ), ( )) ( ( ), ( ))( ), ( )) ( ( ), ( )), ( )) ( ( ), ( ))), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), (), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), (), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), (), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ),( ), ( )) ( ( ), ( )) (( ), ( )) ( ( ), ( )) (, ( )) ( ( ), ( )) (( ), ( )) ( ( ), ( ))( ( ), ( ))( ( ), ( ))( ( ), ( )( (( ( ), ( ))( ( ), ( ))  

 Û  ( ) y( )x l l=( ) y( )x( ) y( )( ) y( .Û x y=x y . 

 

EP3. ( , )( ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( , )( )p x y p x y p y x p y xl ll l l l l l= = =, )( ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( , )( )y p y p y p y, )( ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( , ), )( ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( , )l lp y pp y p( ( ), ( ))( ( ), ( ))( ( ), ( ))) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( , )( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( , )( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( , )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( , )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))( ( ), ( ))( ( ), ( ))( ( ), ( ))( ( ), ( ))( ( ), ( )) ( ( ), ( ))( , ( ( , (, ,, ,( ( ), ( ))( ( ) ( ))( ( ) ( ))( ( ) ( ))( ), ( ))  olduğu "ç"n 

( , ) ( , )p x y p y x=) ( )y p y, ) ( ,) (  olur. 

 

EP4. , , (X)x y z SE" Îx y z, ,, ,x, , (XX)(((  "ç"n  

 

[ ( , ) ( , ) ( , )]( ) ( , )( ) ( , )( ) ( , )(p x z p z y p z z p x z p z y p z zl l l l+ - = + - ),, ) ( ) ( )]( ) ( )( ) ( )( ) ( )(p y p p p y p)) )( ) ( )]( ) ( )( ) ( )( ) ( )((p y p p p y p( , ) ( , )]( ) ( , )( ) ( , )( ) ( , )( ) ( )]( ) ( )( ) ( )( ) (( ) ( ll) ( , )( ) ( , )( ) ( , )() ( , )( ) ( , )( )( , )( ) (( ) ( , )( ) ( , )( ) ( , )( ) ( , )( ) ( , )( ) ( , )( ) ( , )( ) ( , )( )( ) ( , )( ) ( , )( ) (  

                                              ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )p x z p z y p z zl l ll l l l l l= + - )l l l(((( ),( )))),),),( ),( )( ) ))))l l lp y pp y p (( ( ),p y pp y p( )) ( ( ), ( )),,( )) ( ( ) ( )) ( ( ) (( )) ( ( ) ( )) ( ( ) (( ))( )) ( ( ), ( )) ( ( ),( )( )) ( ( ), ( )) (( )) ( ( ) ( )) (( )) ( ( ) ( )) (( )) ( ( ) ( ))( ))  

                                              ( ( ), ( ))p x yl l l³ (p ((l³ , ( ))y,, ( )(,( )( ),( ))),      

                                              ( , )( )p x y l= , )( )y, ), )( )(  

 

olur. Böylece ( , ) ( , ) ( , ) ( , )p x y p x z p z y p z z£ + -)y, ), (p( ,( ,((( ,(( ( , ) ( , )p y p( , ) ( , )( , , )( )( , )( )( ))))))))) elde ed"l"r. O halde p  dönüşümü 

XX  üzer"nde b"r esnek parçalı metr"kt"r. 

 

Sonuç 3.1.8. r  b"r X  kümes" üzer"nde herhang" b"r kes"n metr"k olmak üzere XX  

üzer"nde b"r esnek parçalı metr"ğe gen"şlet"leb"l"r. 

 

İspat. ,x y X" Îx y X,x yx y, X  ve Al" Î  "ç"n ( , ) ( ( ), ( ))p x y x yr l l=) ( ( ) ( ))y, )) r( ( ) ( )(y( ( ), (( ( ) (( ( )  şekl"nde tanımlanmış

( , ) ( , ) ( , ) ( , )p x y p x z p z y p z z£ + -)y, )) (p( ,( ,(( ,( ,( ( ) ( )p y p( , ) ( ,( )( , )( , )( , ))))))))  dönüşümünü tanımlayalım. Teorem 3.1.7. 

"spatındak" yöntem"n aynısını kullanarak p  dönüşümünün XX  üzer"nde b"r esnek 

parçalı metr"k olduğu kolaylıkla "spatlanır.  

 

r  kes"n parçalı metr"ğ" kullanılarak tanımlanan esnek parçalı metr"ğe r  metr"ğ" 

tarafından üret�len esnek parçalı metr�k den"r.  
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Uyarı 3.1.9. Teorem 3.1.7 n!n ters! doğru değ!ld!r. Kes!n parçalı metr!kler!n herhang! 

parametr!ze ed!lm!ş a!les! b!r esnek parçalı metr!k olmasına rağmen, herhang! esnek 

parçalı metr!k, kes!n parçalı metr!kler!n parametr!ze ed!lm!ş b!r a!les! olması 

gerekmez. Böylece esnek parçalı metr!k, kes!n parçalı metr!kler!n herhang! 

parametr!ze ed!lm!ş a!les!nden daha genel ve daha kapsamlıdır.  

 

Teorem 3.1.10. Eğer XX  üzer!nde b!r p  esnek parçalı metr!ğ! aşağıdak! (EP5) 

aks!yomunu sağlarsa ,x y X" Îx y X,x y, X  ve Al" Î  !ç!n ( ( ), ( , ( )p x y p x yl l l l)) = ( )( ), ( , ( )y p y( ), (( ), (), ( , ( )), ( , ( )), (), (), ( )p yp y,,,,,,,,  

şekl!nde tanımlanan :p X Xl
+´ ® +  fonks!yonu X  üzer!nde b!r parçalı metr!kt!r. 

 

EP5. Al" Î , ,x y XÎx y X, X  ve ( , )r s X XÎ ´  !ç!n { ( , ( ); ( , ( ) s}p x y x r yl l l) ) = =, ( ); ( , ( ) s}, ( ); ( ,, ( ); ( ,) ( ( )(( ( )( )); ( ,; ,;); ( , ( )); ( , ( )); (); ( ,); ( ,); (); ( ,  tek 

elemanlı kümed!r. 

 

İspat. Al" Î  !ç!n :p X Xl
+´ ® + , X  kümes!n!n b!r sıralı ç!ft!n! t +Î +  

elemanına karşılık get!ren b!r kuraldır. (EP1) aks!yomundan 0 t£  olur. Al" Î  !ç!n 

pl  dönüşümü !y! tanımlı olduğu (EP5) aks!yomundan çıkar. Böylece esnek parçalı 

metr!k uzay aks!yomları Al" Î  !ç!n pl  dönüşümünün parçalı metr!k şartlarını 

ver!r. Bu bakış açısından pl  metr!ğ! (EP5) aks!yomunu sağlayan b!r parçalı metr!k 

olduğu görülür.  

 

Teorem 3.1.11. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  b!r esnek parçalı metr!k uzay olsun. , ( )x y SE XÎ )))(x y SE X, (, (  !ç!n 

( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )sd x y p x y p x x p y y= - - )x y p x y p x x p y y, ) 2 ( , ) ( , ) ( , ), 2 ( , ( , ) , )2 ( ) ( )2 ( ) ( )2 ( ) ( )  olarak tanımlansın. Bu durumda ( , , )X d A, , )X d A, ,, ,  b!r 

esnek metr!k uzaydır.  

 

İspat. , , ( )x y z SE X" Î )x y, ,, ,x, ,, , ((( )))(((  olsun. 

 

EM1. ( , ) ( , )p x x p x y£), ), ) ( , )p y( ,( , , ( , ) ( , )p y y p x y£)y y, ), ) ( , )p y( ,( ,  olduğundan ( , ) ( , ) 2 ( , )p x x p y y p x y+ £) ( )p y y, ) ( , ), ) ( ,( )(( , )( )( ) 2 ( , )p y2 ( ,2 ( ,  

olur. Buradan 0 2 ( , ) ( , ) ( , )p x y p x x p y y£ - -2 (p((2 (2 (( ) ( , ) ( , )p p y y) ( , ) ( , )) ( , ) ( , )) ( )) ( , )) ( , )) ( , ))y, ), )), ), )  olup 0 ( , )sd x y£ )x y,,  olur. 
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EM2. Þ : ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) 0sd x y p x y p x x p y y= - - =) 0x y p x y p x x p y y, ) 2 ( , ) ( , ) ( ,, ) 2 ( , ) ( , ) ( , )2 ( , ) ( , ) ( ,) )  olsun. Buradan 

2 ( , ) ( , ) ( , )p x y p x x p y y= +, ) ( , ) ( , )y p p y y, ) ( , ) ( ,, ) ( , ) ( ,( )( )( , )( , )( , )  olur. ( , ) ( , )p x x p x y£), ), ) ( , )p y( , )( , )  olduğundan 

2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )p x y p x x p x y p x x p y y+ £ + +) ( ) ( ) ( )y p p y p p y y, ) ( , ) ( , ) ( ,( ( (( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )( )p y( , )( , )( )( )( , )( , )( , )  ve buradan ( , ) ( , )p x y p y y£)y, ) ( )p y y( , )( )  olur. 

D"ğer taraftan ( , ) ( , )p y y p x y£)y y, ), ) ( , )p y( , ), ) olduğu "ç"n ( , ) ( , )p y y p x y=, ) ( , )y y p y, ) ( , ), ) ( , )  elde ed"l"r. Benzer 

şek"lde ( , ) ( , )p y y p x y£)y y, ), ) ( , )p y( , )( , )  olduğundan 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )p x y p y y p x y p x x p y y+ £ + +, ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )y p y y p y p p y y, ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,, ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )( )p y( , )( , )( )( )( , )( , )( , )  

ve böylece ( , ) ( , )p x y p x x£)y, ), ) ( , )p( ,( ,  olur. D"ğer taraftan ( , ) ( , )p x x p x y£), ), ) ( , )p y( ,( ,  olduğundan 

( , ) ( , )p x x p x y=, ) ( , )p y, ) ( , ), ) ( , )  elde ed"l"r. Sonuç olarak ( , ) ( , ) ( , )p x x p x y p y y= =, ) ( , ) ( , )p y p y y, ) ( , ) ( , ), ) ( , ) ( , )( , )( ,,  ve dolaysıyla 

x y=x y  bulunur. 

 

Ü: x y=x y  olsun. ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )sd x y p x y p x x p y y= - - )x y p x y p x x p y y, ) 2 ( , ) ( , ) ( ,, ) 2 ( , ) ( , ) ( ,2 ( ) ( )) )  "ç"n x y=x y  olduğundan 

2 ( , ) ( , ) ( , ) 0p x x p x x p x x- - =, ) ( , ) ( , ) 0p p, ) ( , ) ( , ), ) ( , ) ( , )))( ) ( )( ) ( )( ) (  olur. Yan" ( , ) 0sd x y =) 0x y,,  elde ed!l!r. 

 

EM3. ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )s sd x y p x y p x x p y y p y x p y y p x x d y x= - - = - - = )s sx y p x y p x x p y y p y x p y y p x x d y x, ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ), ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )s ss s) 2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )( )) 2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )2 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )2 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )2 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )  

elde ed!l!r. 

 

EM4. ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )sd x y p x y p x x p y y= - - )x y p x y p x x p y y, ) 2 ( , ) ( , ) ( , ), ) 2 ( , ) ( , ) ( , )2 ( , ) ( , )2 ( , ) ( , )2 ( , ) ( , )   

                       2( ( , ) ( , ) ( , )) ( , ) ( , )p x z p z y p z z p x x p y y£ - - - -2( (p( (( (£ 2( (( (( ( ) ( , )p y y) ( ,) ( ,)))),,,, ) ( ) ( )) (p y p p) ( , ) ( , )) ( ,) ( , ) ( , )) ( ,) ( ) ( )) () ( , ) ( , )) ( ,) ( , ) ( , )) ( ,) ( , ) ( , )) ())))))   

                      2 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )p x z p x x p z z p z y p z z p y y= - - + - -,,,, ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )p p p y p p y y) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )) ( ) ( ) 2 ( ) ( )) ( ) 2) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )   

                      ( , ) ( , )s sd x z d z y= +s ss s,,, )s sz d z y) ( , )) ( , )s s))))))))  

 

olur. O halde ( , , )sX d A, , )sd, , ), , )s  b!r esnek metr!k uzaydır. 

 

Teorem 3.1.12. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  esnek parçalı metr!k uzay olsun. ve , ( )x y SE X" Î )(x y SE X, (, (x,,,  !ç!n 

( , ) max{ ( , ) ( , ), ( , ) ( , )}wd x y p x y p x x p x y p y y= - - )}, ) max{ ( , ) ( , ), ( , ) ( , ), ) max , ) , , , ) , )max{ ( , ) ( , ), ( , )max{ ( , ) ( , ), ( , )max{ ( , ) ( , ), ( , )  b!ç!m!nde tanımlanan 

*: ( ) ( ) ( )wd SE X SE X A´ ®) ( )X SE X) ( )) ( )( )( )( ) *( )A((  dönüşümü XX  üzer!nde b!r esnek metr!kt!r. 

 

İspat. , , ( )x y z SE X" Î )x y, ,, ,x, ,, , ((( )))(((  olsun. 
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EM1. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  esnek parçalı metr"k uzay olduğundan 0 ( , ) ( , )p x x p x y£ £(p(((((( , ) ( , )p y, ) ( ,, ) ( ,)), ), ), )  ve 

0 ( , ) ( , )p y y p x y£ £(p y(((((( , ) ( , )y y p y, ) ( ,, ) ( ,)), ), ), )  olup 0 ( , )wd x y£ wd x((w )x y, ))  elde ed"l"r. 

 

EM2. ( , ) 0wd x y =) 0x y, ), ) Û max{ ( , ) ( , ), ( , ) ( , )} 0p x y p x x p x y p y y- - =, ) ( , ), ( , ) ( , )} 0, ) ( , ), ( , ) ( , ), ) ( , ), , ) ( , ))})}( , ), ( , ) ( , )( , ), ( , ) ( , )( , ), ( , ) (   

Û ( , ) ( , ) 0p x y p x x- =, ) ( , ) 0y p, ) ( , ), ( , )))( , )( , )( , ( , ) ( , ) 0p x y p y y- =, ) ( , ) 0y p y y, ) ( ,, ) ( , ))( ,( ,( , 0 ( , ) ( , )p x y p x x£ -(p(((((( ( , )p( , )( , ))y, ), )), ))) , 

0 ( , ) ( , )p x y p y y£ -(p(((((( ( , )p y y( , )( , ))y, ), )), ))) . 

Û ( , ) ( , )p x y p x x=, ) ( , )y p, ) ( , ), ) ( , )  ve ( , ) ( , )p x y p y y=, ) ( , )y p y y, ) ( ,, ) ( , Û x y=x y . 

 

EM3. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  esnek parçalı metr"k uzay olduğundan ( , ) ( , )p x y p y x=, ) ( , )y p y, ) ( , ), ) ( , )  eş"tl"ğ" 

vardır. Böylece 

 

( , ) max{ ( , ) ( , ), ( , ) ( , )}wd x y p x y p x x p x y p y y= - - )}, ) max{ ( , ) ( , ), ( , ) ( , ), ) max{ ( , ) ( , ), ( , ) ( , )max{ ( ) ( ) ( )max{ ( ) ( ) ( )max{ ( ) ( ) ( )   

  
max{ ( , ) ( , ), ( , ) ( , )}

max{ ( , ) ( , ), ( , ) ( , )}

p x y p y y p x y p x x

p y x p y y p y x p x x

= - -

= - -

, ) ( , ), ( , ) ( , )}, ) ( , ), ( , ) ( ,, ) ( , ), ( , ) ( ,, ) ( , ), ( , ), ) ( , ), ( , ), ) ( , ), ( , )

, ) ( , ), ( , ) ( , )}, ) ( , ), ( , ) ( ,, ) ( , ), ( , ) ( ,) ( ) ( )) ( ) ( )) ( ) ( )
 

  ( , )wd y x= )y x, ), ) . 

 

EM4. max{ ( , ) ( , ), ( , ) ( , )} ( , ) ( , )p x y p x x p x y p y y p x y p x x- - = -, ) ( , ), ( , ) ( , )} ( , ) ( , ), ) ( , ), ( , ) ( , )} ( , ) ( , ), ) ( , ), ( , ) ( , )} ( , ) ( , )( ) ( ) ( )} ( )( ) ( ) ) ( , 

          max{ ( , ) ( , ), ( , ) ( , )} ( , ) ( , )p x z p x x p x z p z z p x z p x x- - = -,,, ) ( , ), ( , ) ( , )} ( , ) ( , )) ( , ), ( , ) ( , )} ( , ) ( ,) ( , ), ( , ) ( , )} ( , ) ( ,( ) ( ) ( )} ( )( ) ( ) ( )} ( )( ) ( ) ( )} ( ) , 

          max{ ( , ) ( , ), ( , ) ( , )} ( , ) ( , )p z y p z z p z y p y y p z y p z z- - = -,, ) ( , ), ( , ) ( , )} ( , ) ( , )) ( , ), ( , ) ( , )} ( , ) ( , )) ( , ), ( , ) ( , )} ( , ) ( , )( , ), ( , ) ( , )} ( , )( ) ( ) ( )} ( )( ) ( ) ( )} ( )  

 

olsun. Bu durumda  

 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )wd x y p x y p x x p x z p z y p z z p x x= - £ + - -x y p x y p x x, ) ( , ) ( , ), ) ( , ) ( , )( , ) ( , ), ( ) p x( ,( ,( ,( )p z y p z z p x x( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , )( (z)))   

                                           ( , ) ( , ) ( , ) ( , )p x z p x x p z y p z z= - + -,,,, ) ( , ) ( , ) ( , )p p y p) ( , ) ( , ) ( ,) ( , ) ( , ) ( ,) ( ) ( )) ( ) () ( , ) ( , )) ( , ) ( , )) ( , ) ( , )   

                                           ( , ) ( , )w wd x z d z y= +w ww w,,,, )w wz d z y) ( ,) ( ,w w))))))))   

 

elde ed!l!r. Böylece ( , , )wX d A, , )wd A, ,, ,w  b!r esnek metr!k uzaydır. 
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3.2. Esnek Parçalı Metr"k Uzayların Topoloj"s" 

 

Tanım 3.2.1. ( , , )X p A, , )p, ,, ,  esnek parçalı metr�k uzay, 0e >e > 0>  esnek reel sayı ve 

( )x SE XÎ )(x SE(( )  olsun. 

 

( , ) { ( ) : ( , ) ( , ) } ( )PB x y SE X p x y p x x SE Xe e= Î < + Ì ( )( )( ),, ) { () { () { () { ({ ({ ({ ({ ({ }}}) : ( , )) : ( , )) : ( , )) : ( , )) ( )) ( )) }}}}}) : ( )) :) : ( , )) : ( , )) : ( , ) ( , )( , )( , )( , )( )( )( )( )( , )( , )( , )  

 

a"les"ne xx  merkezl" ee  yarıçaplı b"r p-açık yuvar ve 

 

[ , ] { ( ) : ( , ) ( , ) } ( )pB x y SE X p x y p x x SE Xe e= Î £ + Ì ( )( )( ),, ] { (] { (] { (] { (({ (({ ({ ({ }}}) : ( , )) : ( , )) : ( , )) : ( , )) ( )) ( )) }}}}) : ( ):) : ( , )) : ( , )) : ( , ) ( , )(( , )( , )( )( )( )( )( , )( , )( , )  

 

a"les"ne xx  merkezl" ee  yarıçaplı b"r p-kapalı yuvar, ( ( , ))pSS B x e,, ))  kümes"ne xx  

merkezl" ee  yarıçaplı b"r esnek p-açık yuvar, ( [ , ])pSS B x e, ])  kümes"ne xx  merkezl" ee  

yarıçaplı b"r esnek p-kapalı yuvar den"r. 

 

İlerleyen kısımlarda aks" söylenmed"kçe p-açık yuvar, p-kapalı yuvar, esnek p-açık 

yuvar ve esnek p-kapalı yuvar yer"ne açık yuvar, kapalı yuvar, esnek açık yuvar ve 

esnek kapalı yuvar "fadeler" ve ( , )PB x e,, ))) , [ , ]pB x e, ] , ( ( , ))pSS B x e,,, ))  ve ( [ , ])pSS B x e, ])]  

yer"ne ( , )B x e,, )) , [ , ]B x e, ] , ( ( , ))SS B x e,,, )) ve ( [ , ])SS B x e, ])]]  göster"mler" kullanılacaktır. 

 

Örnek 3.2.2. *: ( ) ( ) ( )p A A A´ ® *( ) ( ) ( )*( ) ( ) (( ) ( ) (( )( )( )  dönüşümü ( , )p x y x y= -)x y x y, ), xx  olarak 

tanımlansın. Bu durumda ( , , )p A( ,( , , )p A, ), )  b"r esnek parçalı metr"k uzaydır.  

Çözüm. , ,x y z" Îx y z, ,,x y z, , zÎz  olsun. 

 

EP1. 0 0x x- = =0 00 0x x- =- = 0 00 00 0x xx x  ve mutlak değer tanımı gereğ#nce 0 x y£ -x£ xx yxx  olup buradan

0 x x x y= - £ -x x £x x x y£ xx  olur. 

 

EP2. x x x y y y- = - = -x x x y y yyx x y yy  Û 0x y- = 0x y =y  Û 0x y- = 0x y =y  Û x y=x y . 
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EP3. Al" Î  !ç!n 

 

( , )( ) ( ( ( ( ( ( ) ( ( ( , )( )p x y x y x y y x y x p y xl l l l l l l l l= - ) = )- ) = )- ) = )- ) =, )( ) ( ( ( ( ( ( ) ( ( ( , )( )y y y y y p y, )( ) ( , ), ) ( ,) ( )( )(( ) ( ( ( ( ( ( ) ( ( ( , )( ( )( ) y y y yy y y y( ( ( ( ( ( ) ( (( ( ( ( ( ( ) ( (( ( ( ( ( ( ) ( (( ( ( ( ( ( ) ( (( ( ( ( ( ( ) ( (( ( ( ( ( ( ) ( (( ( ( ( ( ( ) ( (( ( ( ( ( ( ) ( (( ( ( ( ( ( ) ( (( ( ( ( ( ( ) ( (  

 

EP4. 0 ( , ) ( , ) ( , )x y x z z y x z z y z z p x z p z y p z z- = - + - - £ - + - - - = + -x y x zy x z ( , ) ( , ) ( , )0 y p p y p( , ) ( , ) ( ,( , ( , ( ,z z y 0 ( ) ( )( ) (+ 0 ( , ) ( , )( , ( ,, ,z z y 0   

olup ( , ) ( , ) ( , ) ( , )p x y p x z p z y p z z£ + -)y, ) (p( ,( ,(( ,( ,( ( ) ( )p y p( , ) ( , )( )( , )( , )( , ))))))))  olur. 

Sonuç olarak ( , , )p A( ,( , , )p A, ), )  b!r esnek parçalı metr!k uzaydır. Bu esnek parçalı metr!ğ!ne 

göre xx  merkezl! ee  yarıçaplı esnek açık yuvar  

 

( ( , )) ({ ; ( , ) ( , ) })SS B x SS y p x y p x xe e= < +, )) ({ ; ( , ) ( , ) }), )) ({ ; ( , ), )) ({ ; ( , ) }})) ({ ; ( , ))) ({ ; ( , ))) { ( ){ ; ( ){ ; ( ){ ; ( , ){ ; ( , ); ( , ) )( ,( , )( ,( )( ))(( ))( ,( ,()) ({)) ({)) ({)) ({)) ({)) ({({({({  

                 ({y : })SS x y e= - <y : })y :y :y : }y :y :y :   

 

ve xx  merkezl! ee  yarıçaplı esnek kapalı yuvar 

 

( [ , ]) ({ ; ( , ) ( , ) })SS B x SS y p x y p x xe e= £ +, ]) ({ ; ( , ) ( , ) }), ]) ({ ; ( , ), ]) ({ ; ( , ) }; ( , )(( )( ); ( ); ( , ); ( , ); ( , ) )( ,( )( ,( ,( )( ))(( ))( ,( ,(]) ({]) ({]) ({]) ({({({({({  

                ({y : })SS x y e= - £y :y :y :y :y :y : })}   

olarak tanımlanır. 

 

Teorem 3.2.3. ( , , )X p A)p, , )) , (EP5) şartını sağlayan b!r esnek parçalı metr!k uzay olsun. 

Bu durumda ( , , )X p A)p, , ))  !ç!nde esnek elemanların her ( , )B x e,,, ))  yuvarı ve Al" Î  !ç!n 

( ( , ))( ( ( ), ( ))SS B x B xe l l e l) =,,, ))( ( ( ), ( ))))( ( ( ), ( )))( ( ( ), ( )))( ( ())( ( ())( ) , ( , )X pl  parçalı metr!k uzayında b!r açık yuvardır.  

 

İspat. 0e >e > 0>  ve Al" Î  !ç!n *( ( )Ae l)Î(e (( ) *)))(((  olmak üzere ( , )B x e, )  b!r açık yuvar ve 

( ( , ))(y SS B x e lÎ ), )))(ll))())  olsun. Bu durumda (y yl) =(y y(l)ll  olacak şek!lde ( , )y B x eÎ ( ,y B x(( )))  vardır. 

Dolayısıyla ( , ) ( , )p x y p x x e< +)y, ), ) e+)p( , )( , )( )+( , )(( , )( , )( e  olur. Böylece  

 

( , )( ) ( ( ), ) ( ( ), ( ))p x y p x y p x xl ll l l l e l= < + ( ))( ) ( ( ) )y p y p, )( ), )( l lp yp) ( ( ) ))( )( ) +( )), (, (pp yp ( ( ), )( ( ), )( ( ee, ( )), ( )), (, (( ( ) )( ( )( ( ), )( ( ), )( ( ),( ( ), )( ( ), )( ( ), )( (( ( ),l lpp ( ( ),( ( )pp ( ( )( ( )( ( ),( ( )( ( ), ( )e le l
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 olacak şek"lde *( ( )Ae l)Î(e (( ) *)))(  vardır. Buradan her ( ( , ))(y SS B x e lÎ ),,, )))(ll))(  "ç"n 

( ( ), ) ( ( ), ( ))p x y p x xl ll l l e l< + ( )( ) )((l ly( ), )( ), )) ))), )), )),), )) +( )),, ee, ( )), ),,l lpp ( ( ),( ( )pp ( ( )( ( )( ( ),( ( )( ( ) ( )e le l  olduğundan ( ( , ))( ( ( ), ( ))SS B x B xe l l e l) Ì,,, ))( ( ( ), ( ))))( ( ( ), ( )))( ( ( ), ( )))( ( ())( ( ())( )  

elde ed"l"r. 

 

Ters"ne ( ( , ) ( ( , ( )p x y p x x
l l

l l l e l) < ) ) + ( )( )((
l l

y( )(( )( ), ) ,, ,, y, ), ), ) e( )( ),)), ))
l l

pp ( ( ,( (( ( ,pp ( (( (( (( ( ,( (( (( ( ( )e le l  olacak şek"lde y XÎ  olsun. ( ,y B x eÎ )y B xÎ ( ,B xB( ,( ,e )e  

seç"ls"n ve y XÎy XX  esnek elemanını AmÎ  "ç"n m l=  "se ( )y ym =( ) y)y( )))  "le m l¹  "se 

( ) ( )y xm l=( ) ( )y(m) ( )) ( )) () ()  "le tanımlansın. Bu durumda (EP5) aks!yomundan ( , ) ( , )p x y p x x e< +)y, ), ) e+)p( , )( , )( )+( , )(( , )( , ) e  

olur. Böylece ( ,y B x eÎ )y B xÎ ( ,B xB( ,( ,e )e  ve Al" Î  !ç!n ( )y yl =( )y y( ))))  olur. Buradan da 

( ( ), ( )) ( ( , ))(B x SS B xl e l e lÌ )( ),(( ))),), ( ))( )) ( ( ))(( ))( ))( ))Ì )( ( , ))(ll( ( , ))(( ( , ))(( ( ,( ( ,  elde ed!l!r. O halde ( ( ), ( )) ( ( , ))(B x SS B xl e l e l= )( ),(( ))),), ( ))( )) ( ( ))(( ))( ))( )) = )( ( , ))(ll( ( , ))(( ( , ))(( ( ,( ( ,  

olur. Bu Al" Î  !ç!n doğru olduğundan Al" Î  !ç!n ( ( , ))(SS B x e l),,, ))(l))())( )ll , ( , )X pl  

parçalı metr!k uzayında b!r açık yuvardır. 

 

Tanım 3.2.4. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  esnek parçalı metr!k uzay, ( )x SE XÎ )(x SE(( )  ve ( )SE XÌ )))   

olsun. Eğer ( , )x B x eÎ Ì( ,x B(( ,BB(( ))Ì))) N  olacak şek!lde 0e >e > 0>  varsa N  sınıfına xx  esnek 

elemanın b!r komşuluğu, ( )SS N  esnek kümes!ne xx  esnek elemanının b!r esnek 

komşuluğu den!r. xx  esnek elemanını esnek komşuluklar a!les! ( )N x(N(( )))  !le göster!l!r.  

 

Teorem 3.2.5. ( , , )X p A, , )p, ,, ,  b!r esnek parçalı metr!k uzay ve ( )x SE XÎ )(x SE(( )))  olsun. 

1 2, ( )N xÎ )))N N  !ç!n 
1 2( )SS ÇN N  esnek kümes! xx  esnek elemanının b!r esnek 

komşuluğudur. 

 

İspat. ( , , )X p A)p, , ))  b!r esnek parçalı metr!k uzay, ( )x SE XÎ )(x SE( )))  ve 
1 2, ( )N xÎ )N N  olsun. 

1 2, 0e e >1 2,1 21 2e1 2,,1 21 21 2 0  !ç!n 
1 1( , )x B x eÎ Ì( ,x B( ,,,BB( ,( , 1 1)1 11 1Ì1 11 1)1 11 1N  ve 

2 2( , )x B x eÎ Ì2 2( ,x B( ,BB(( 2 2)2 22 2Ì2 22 2)2 22 2N  d!r. 
1 2min{ , }e e e= 1 2min{ , }1 21 2e min{ ,min{ 1 21 21 2

 dersek 

1( , ) ( , )B x B xe eÍ,,, 1) ( , )1) () () ( ,,) ( ,)  ve 
2( , ) ( , )B x B xe eÍ,,, 2) ( , )2) () () ( ,,) ( ,,  olacağından 

 

1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )x B x B x B xe e eÎ Ì Ç Ì Ç 2Ç( ,x B( ,( ,BB( ,( , 1 2 1) ( , 1 2 11 2 1) ( ) ( )) ( ) () ( ) () ( ,) ( , 1 2 11 2 11 2 1) ( ,) ( ,) ( , 1 2 11 2 11 2 1Ì Ç1 2 11 2 1)1 2 11 2 1) ( ) () ( ) (( ) (1 2 11 2 11 2 1) ( , ) () ( , ) () ( , )) ( , ) (1 2 11 2 11 2 11 2 1N N  

 

olur. Buradan 
1 2 ( )N xÇ Î )))N N  olup 1 2( ) ( )SS N xÇ Î ((( )))N N  olur. 

N
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Tanım 3.2.6. ( , , )X p A, , )p, ,, ,  b�r esnek parçalı metr�k uzay ve bu uzaydak� esnek 

elemanların b�r sınıfı b  olsun. x bÎx bÎ  �ç�n ( , )x B x e bÎ Ì( ,x B( ,( ,BB( ,( )e b))))  olacak şek�lde b�r 0e >e > 0>  

varsa xx  esnek elemanına b  a�les�n�n b�r �ç elemanı den!r. 

 

Tanım 3.2.7. ( , , )X p A, , )p, ,, ,  b!r esnek parçalı metr!k uzay ve bu uzaydak! esnek 

elemanların b!r sınıfı b  olsun. b  a!les!n!n her elemanı b!r !ç eleman !se b  a!les!ne 

açıktır den!r. 

 

Tanım 3.2.8. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  b!r esnek parçalı metr!k uzay ve ( , ) ( )F A S XÎ )))  boştan farklı 

b!r esnek küme olsun. Eğer ( , ) ( )F A SS b=  olacak şek!lde ( , )F A  esnek kümes!n!n 

esnek elemanlarının b!r  açık a!les! varsa ( , )F A  kümes!ne esnek açık küme den!r. 

 

Teorem 3.2.9. Her esnek açık yuvar b!r esnek açık kümed!r  

 

İspat. ( , , )X p A, , )p, ,, ,  esnek parçalı metr!k uzayında ( , )B x r, ),,  açık yuvarını ve ( , )z B x rÎ )(z B(( , ),,  

olsun. ( , ) ( , )r p x x p x ze = + -re = r ) (p, ) ( ,, ) ( ,), ), ),r p x(((+ (r p( )  olsun. ( , ) ( , )B z B x re Ì ),,,,,, ) () () () olduğu göster!lmel!d!r. 

( , )y B z e" Î (y B z((yy ),,, ))) !ç!n ( , ) ( , )p y z p z z e< +y,, e+), ), ))+, ), ), ) e))) p((((((  olur. Buradan 

 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )p x y p x z p z y p z z£ + -)y, ), ) (p( ,( ,((( ,( ,( ( , ) ( , )p y p( , ) ( , )( , ) ( , )( )( , )( , )( , )))))))))  

                                                    ( , ) ( , ) ( , )p x z p z z p z ze< + + -p(((< (p(( ,,,, , ), )))), ), ), ) ( , )p( , )( , )p( ,(((( ,(())))))))   

                                                    ( , )p x z e= +,,,, ) e+) e   

                                                    ( , ) ( , ) ( , )p x z r p x x p x y= + + -( ) ( )p p y, ) ( , ) ( , )) ( ) ( )) ( ), ) ( , ), ) ( , )( , )) (p) ()) ()) () ()   

                                                    ( , )p x x r= +)x x r, ), +), ))   

 

olup ( , )y B x rÎ ( , )y B x r( ,( ,  bulunur. ( , ) ( , )B z B x re Ì ),,,, ) () () (  olduğundan ( ( , )) ( ( , ))SS B z SS B x re Í ( , ))( ,,(((,,, ))))))  

olur. Yan! ( ( , ))SS B x r, )),,  esnek yuvarı b!r esnek kümed!r. 

 

b
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Teorem 3.2.10. ( , , )X p A, , )p, , ), , ) , (EP5) aks!yomunu sağlayan b!r esnek parçalı metr!k uzay 

olsun. Bu durumda ( , ) ( )F A S XÎ )))  esnek kümes!n!n esnek açık olması !ç!n gerek ve 

yeter şart Al" Î  !ç!n ( , )(F A l)  kümes!n!n ( , )X pl  kes!n parçalı metr!k uzayında 

açık olmasıdır. 

 

İspat. Þ : ( , ) ( )F A S XÎ )))  b!r esnek açık küme olsun. Bu durumda ( , )F A  kümes!n!n 

esnek elemanlarının b!r b  a!les! vardır öyle k! b  açıktır ve ( , ) ( )F A SS b=  olur. 

( )(x SS b lÎ )  alalım. Bu durumda ( )x xl =( )x x( )))))  olacak şek!lde x bÎx bÎ  esnek elemanı 

vardır. b  açık olduğundan ( ,x B x e bÎ )ÌxÎ ( ,BB( ,( ee bee  olacak şek!lde 0e >e > 0>  vardır. Yan! 

( ) ( ( , ))( ) ( )( )x x SS B x SSl e l b l= Î Í(( ) ( ( , ))( ) (((( ) ( (x( ) ( ()) ( () ( ()(x(( ) ( ( ,( ) ( ( ,( ) ( ( ,( ) ( ( ,( ) ))( )))( )))( )))( )))( )))( )))( )))( )))( )))( )  olup ( ( , ))( )SS B x e l, ))( )))( )) ) , ( , )X pl  uzayının b!r 

açık yuvarıdır ve x , ( )( )SS b l  kümes!n!n b!r !ç elemanıdır. x  keyf! b!r eleman 

olduğundan ( )( )x SS b l" Î  elemanı b!r !ç elemandır ve Al" Î  !ç!n 

( )( ) ( , )( )SS F Ab l l= , ( , )X pl  uzayında b!r açık kümed!r. 

 

Ü: Al" Î  !ç!n ( )( )SS b l , ( , )X pl  uzayında b!r açık küme olsun. ( )x SS bÎ ( )x SS b( )( )  

alalım. Al" Î  !ç!n ( ) ( )(x SSl b lÎ )( ) (x(( ) (( )( ) (((  olur. ( )(SS b l)  açık olduğundan 0le >  reel 

sayısı ( , )X pl  !ç!nde b!r ( ( ))B xl ll e,( ))l l( )( )  açık yuvarı vardır öyle k! Al" Î  !ç!n 

( ( )) ( )( )x B x SSl ll e b lÎ , Ì( ( ))x B ( (l l( ( ))))l l((ÎB ( (( (l l( (( (( ))))((((( )(  olur. Al" Î  !ç!n ) le l e( = le l e( )e le l)  esnek elemanını ele 

alalım. Bu durumda 0e >e > 0>  ve ( ,B x e ),ee ) , ( , , )X p A, , )p, , ), , )  uzayında b!r açık yuvardır. Böylece 

( , ( ( ))x B x SE SSe bÎ )Ì (((xÎ ( ,B( ,( , ((  ve  
( )

( ( )) ( , )
x SS

SE SS B x
Î

=
( )x SSx SSx SS

(((
( )x SSx SSx SS

,, )
b

b e  olur. ( ( ))SE SS b  açık 

a!leler!n b!rleş!m! olduğundan ( ( ))SS SE b  açıktır. ( ) ( ( ( )))SS SS SE SSb b=  

olduğundan ( , ) ( )F A SS b=  esnek açıktır. 

 

Teorem 3.2.11. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  esnek parçalı metr!k uzay olsun. Bu durumda 

 

1. XX  ve F  esnek kümeler! esnek açıktır. 

2. Esnek açık kümeler!n keyf! elemanter b!rleş!m! esnek açıktır. 
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İspat. 

1. ( )x SE X" Î )(x SE((xx )))  �ç�n ( , ) ( )x B x SE XeÎ Ì )))(((( ,x B( ,( ,B( ,, ) () ())))  olacak şek�lde e > 0e >> 0  olduğundan xx , 

( )SE X )  a�les�n�n b�r �ç elemanıdır. ( ( ))X SS SE X= ( ( ))X SS( ( )( )  olduğundan XX  esnek açıktır. F  

kümes�n�n esnek açık olduğu aş�kardır. 

 

2. I  keyf� �nd�s kümes� ve i I" Î  �ç�n ( , )iF A  esnek kümeler� ( , , )X p A, , )p, , ), , )  uzayında 

esnek açık kümeler olsun. ( , ) ( , )i
i I

F A F A
Î

=) ( , )i
i I

) ( , )) ( , )
i Ii I

 kümes�n�n esnek açık olduğunu 

gösterel�m. I =Æ  �se ( , ) ( , )i
i I

F A F A
Î

= = F) ( , )i
i Ii Ii I

) ( , )) ( , )) ( , )= =, )) ( , )) ( , )  kümes� esnek açıktır. I ¹Æ  olsun. 

i I" Î  �ç�n ( , )iF A =F  �se ( , ) ( , )i
i I

F A F A
Î

= = F) ( , )i
i Ii Ii I

) ( , )) ( , ), )= =, )) ( , ), )  olup esnek açıktır. i I$ Î  �ç�n 

( , )iF A ¹F  olsun. Her b�r ( , )iF A  kümes� esnek açık olduğu �ç�n ( , ) ( )i iF A SS b=  

olacak şek�lde ( , )iF A  kümes�n�n esnek elemanlarının 
ib  açık a�les� vardır. Bu 

durumda i

i I

b
Î

i

i I

b
i Ii I

 açıktır. Böylece ( , ) ( , ) ( )i i
i I i I

F A F A SS b
Î Î

= = )i i
i I

i ii i
i Ii I

( i i, ),
i I

( , )( , ), ), ), )
i Ii I

( )( )( )  esnek açıktır. 

 

Uyarı 3.2.12. Genell�kle 
1 2 1 2( ) ( ) ( )SS SS SSb b b b¹ Ç1 2 11 2 1( )( )1 2 11 2 11 2 1( )(( )1 2 11 2 11 2 11 2 11 2 1

 olduğu �ç�n �k� esnek açık 

kümen�n elemanter kes�ş�m� esnek açık olması gerekmez. Buna rağmen aşağıdak� 

teorem ver�leb�l�r. 

 

Teorem 3.2.13. (EP5) aks�yomunu sağlayan b�r esnek parçalı metr�k uzayda �k� 

esnek açık kümen�n elemanter kes�ş�m� esnek açıktır.  

 

İspat. ( , , )X p A, , )p, , ), , ) , (EP5) şartını sağlayan b�r esnek parçalı metr�k uzay, ( , )F A  ve 

( , )G A  esnek açık �k� küme olsun. Bu durumda ( , , )X p A, , )p, , ), , )  uzayında esnek 

elemanların 
1b  ve 

2b  açık a�leler� vardır öyle k� 
1( , ) ( )F A SS b=  ve 

2( , ) ( )G A SS b=  

olur. Eğer ( , ) ( , )F A G A =F( , )( , )( ) = �se esnek açıktır. ( , ) ( , )F A G A ¹F( , )( ,( ¹  �se 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )F A G A F A G A= Ç( , )( , )( , )( , )( , )(  olur. Buradan Al" Î  

(( , ) ( , ))( ) ( , )( ) ( , )( )F A G A F A G Al l lÇ = Ç( , ))(( , ))() ((( ))(( ))(( ))(( , ))(( , ))(( , ((  olur. Al" Î  �ç�n ( , )( )F A l  ve 

( , )( )G A l  kümeler� ( , )X pl  uzayında açık olduklarından (( , ) ( , ))( )F A G A lÇ( , ))(( , ), ) ((  
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kümes� de açıktır. Teorem 3.2.10. dan dolayı ( , ) ( , )F A G AÇ( , )( , )( , )  yan� ( , ) ( , )F A G A( , )( , )( )  

esnek açıktır. 

 

Teorem 3.2.14. (EP5) aks!yomunu sağlayan her esnek parçalı metr!k uzay elemanter 

b!rleş!m ve elemanter kes!ş!m !şlem!ne göre XX  üzer!nde b!r elemanter esnek 

topoloj!k uzaydır. Bu topoloj!ye elemanter esnek parçalı topoloj� den!r.  

 

İspat. ( , , )X p A, , )p, , ), , ) , (EP5) aks!yomunu sağlayan b!r esnek parçalı metr!k uzay, b  

esnek elemanların b!r a!les! ve  

 

{( , ) ( ) : , ( , ) ( , ) ( , ) ( ( )F A S X x B x x B x F A SS S Xet b e e b b e= Î " Î $ ' Î Ì , = ), > 0}Îe {(e {( )) :) :)) ), ) (, ) (, ) () (, ) (, ) (, ) (, ) ( (((, ( ,, ( ,, ( ,, ( ,((( ) ( , ) () ( , ) () ( , ) () ( , ) () ( , ) () ( , ) () ( , ) () ( , ) (  

 

a!les!n!n XX  üzer!nde elemanter !şlemlere göre b!r topoloj! olduğunu göstermel!y!z. 

Bu, Tanım 2.3.13, Teorem 3.2.11 ve Teorem 3.2.13 den çıkar. 

 

Tanım 3.2.15. ( , , )X p A, , )p, ,, ,  esnek parçalı metr!k uzay ve ( , ) ( )F A S XÎ )))  olsun. Eğer 

( , ) ( )CF A S XÎ )))  ve ( , )F A  bu uzayda esnek açık küme !se ( , )F A  kümes!ne esnek 

kapalı küme den!r.  

 

Teorem 3.2.18. ( , , )X p A, , )p, ,, ,  esnek parçalı metr!k uzay olsun. Bu durumda  

 

1. XX  ve F  esnek kümeler! esnek kapalıdır.  

2. Esnek kapalı kümeler!n keyf! elemanter kes!ş!m! kapalıdır. 

 

İspat. 1.  X= X= XXF  olup XX  esnek açık ve ( )X S XÎ ( )X S( ))  olduğundan dolayı F  esnek 

kapalıdır. Benzer şek!lde X =X =F  olup F  esnek açık ve ( )S XFÎ )))  olduğundan XX  

esnek kapalıdır. 
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2.  keyf! !nd!s kümes! ve i I" Î  !ç!n ( , )iF A  esnek kümeler! ( , , )X p A, , )p, , ), , )  uzayında 

esnek kapalı kümeler olsun. ( , ) ( , )i
i I

F A F A
Î

=) ( , )i
i I

) ( , )) ( , )
i Ii I

 kümes!n!n esnek kapalı olduğunu 

gösterel!m. I =Æ  !se ( , ) ( , )i
i I

F A F A X
Î

= = X( , )i
i I

( , )( )
i Ii I

( , )( , )  kümes! esnek kapalıdır. I ¹Æ  olsun. 

i I" Î  !ç!n ( , )iF A =F  !se ( , ) ( , )i
i I

F A F A
Î

= = F) ( , )i
i Ii Ii I

) ( , )) ( , )) ( , )= =, )) ( , )) ( , )  kümes! esnek kapalıdır. i I$ Î  !ç!n 

( , )iF A =F  !se ( , ) ( , )i
i I

F A F A
Î

= = F) ( , )i
i Ii Ii I

) ( , )) ( , ), )= =, )) ( , ), )  kümes! esnek kapalıdır. i I" Î  !ç!n 

( , )iF A ¹F  ve her b!r ( , )iF A  esnek kümes! ayrık !se ( , ) ( , )i
i I

F A F A
Î

= = F) ( , )i
i Ii Ii I

) ( , )) ( , )) ( , )= =, )) ( , )) ( , )  esnek 

kapalıdır. i I" Î  !ç!n ( , )iF A ¹F  ve ayrık olmasınlar. Her b!r ( , )iF A  esnek kümes! 

kapalı olduğundan  ve ( , )iF A  kümeler! esnek açıktır. Bu durumda 

( , ) ( )C

i
i I

F A S X
Î

Î )))i
i Ii Ii I

( , )C

i , ), )  ve ( , )i
i I

F A
Î

( , )i
i I

( , )( , )
i Ii I

, ), ), )  kümes! esnek açıktır. Buradan  

 

( )( , )
ii I

F A
Î

( , )
i

( ,( ,
i I

( ,( ,
i Ii I

( , )( ,( , = ( )( , )
C

C

i
i I

F A
Î

i
i Ii Ii I

( , )C

i( ,( = ( , )i
i I

F A
Î

i
i Ii Ii I

( , )i( ,( , = ( , )i
i I

F A
Î

( , )i( ,( ,
i I

( ,( ,( ,( ,
i Ii I

 

 

kümes! esnek kapalıdır.  

 

Uyarı 3.2.19. Genell!kle 
1 2 1 2( ) ( ) ( )SS SS SSb b b b¹ Ç1 2 11 2 1( )( )1 2 11 2 11 2 1( )(( )1 2 11 2 11 2 11 2 11 2 11 2 1

 olduğu !ç!n !k! esnek kapalı 

kümen!n elemanter b!rleş!m! esnek kapalı olması gerekmez. Buna rağmen aşağıdak! 

teorem ver!leb!l!r. 

 

Teorem 3.2.20. ( , , )X p A, , )p, , ), , ) , (EP5) şartını sağlayan b!r esnek parçalı metr!k uzay, 

( , )F A  ve ( , )G A  bu uzayda !k! esnek kapalı küme ve ( , ) ( , )F A G A ¹F¹F), )) ( , )( ,( )( ,(  !se 

( , ) ( , )F A G A( , )( , )( , )  kümes! esnek kapalıdır. 

 

İspat. ( , , )X p A, , )p, , ), , ) , (EP5) şartını sağlayan b!r esnek parçalı metr!k uzay, ( , )F A  ve 

( , )G A  esnek kapalı !k! küme olsun. Bu durumda ( , ), ( , ) ( )C CF A G A S XÎ )  ve 

( , )F A, ),,  ve ( , )G A, ),,  kümeler! esnek açık olur. Buradan 

 

I

( , ) ( )C

iF A S XÎ )
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( )( , ) ( , )F A G A) ( , )) ( , )) ( , )  = ( )( , ) ( , )
C

F A G AÈ )) ( , )
C

) ( , )) ( , )) () ( = ( , ) ( , )C CF A G AÇ ( , )C C((( , )( , )(((  

 

olur. ( , ) ( , )F A G A ¹F¹F))) ( , )( ,( ,( )((  olduğundan ( , ) ( , )C CF A G AÇ ( , )C C((( ,,((( = ( , ) ( , )F A G A))) ( , )( ,( ,( )((  elde 

ed"l"r. O halde ( , ) ( , )F A G A), ), ) ( , )( ,( ,( )( ,(  kümes" esnek açıktır. ( , ), ( , ) ( )C CF A G A S XÎ )  

olduğundan ( , ) ( , ) ( )C CF A G A S XÇ Î )))( , )( , )))C C(( )(( , )( , ),((((  olur. Sonuç olarak ( , ) ( , )F A G A( , )( ,( ,  kümes" 

esnek kapalıdır. 

 

Tanım 3.2.21. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  esnek parçalı metr"k uzay, ( , ) ( )F A S XÎ )))  ve e > 0e >> 0  olsun. 

( , )x F AÎ( , )x ( ,( ,  !ç!n ( , ( , )x B x SE F AeÎ )Ì (((xÎ ( ,BB( ,( , ((()  olacak şek!lde ( ,B x e ),,ee )  yuvarı varsa xx  esnek 

elemanına ( , )F A  esnek kümes!n!n b!r esnek �ç elemanı den!r. Esnek !ç elemanların 

kümes! int( , )F A  !le göster!l!r. (int( , )) ( , )SS F A F A°=  kümes!ne !se ( , )F A  esnek 

kümes!n!n esnek �ç� den!r. 

 

Teorem 3.2.22. ( , , )X p A, , )p, ,, ,  esnek parçalı metr!k uzay ( , ),( , ) ( )F A G A S XÎ )))  !k! esnek 

küme olsun. Aşağıdak! özell!kler sağlanır. 

 

1. ((int( , ) int( , )) int(( , ) ( , ))F A G A F A G AÇ Ì ( , ))( , )( , )   

2. ((int( , ) int( , )) int(( , ) ( , ))F A G A F A G AÈ Ì ( , ))( , )( )   

 

İspat. 1.  i n t ( , ) i n t ( , )x F A G AÎ Çi n t (x i n t (i n t (i n t (i n t ( herhang! b!r esnek eleman olsun. Bu durumda 

int( , )x F AÎint( ,x int( ,int( ,  ve int( , )x G AÎint( ,x int( ,int( ,  olur. Tanım 3.2.21 den 1 2, 0e e > 0  !ç!n 

1( , ) ( , )x B x SE F AeÎ Ì ((( ,x B( ,( ,BB( ,( , 1) (1) ((1)1
 ve 

2( , ) ( , )x B x SE G AeÎ Ì ((( ,x B( ,( ,BB( ,( , 2)2))2))2
 olacak şek!lde 

1( , )B x e,,, 1)1
 ve 

2( , )B x e, 2)2
 yuvarları vardır. 

1 2min{ , }e e e= 1 2min{ , }1 21 2e min{ ,min{ 1 21 21 2
 olsun. Bu durumda ( , ) ( , )x B x SE F AeÎ Ì (((( ,x B( ,,BB( ,( , ) () (())))  

ve ( , ) ( , )x B x SE G AeÎ Ì (((( ,x B( ,,BB( ,( , ) () ())))))  olacak şek!lde ( , )B x e, )  açık yuvarı vardır. Buradan da 

( , ) ( , ) ( , )x B x SE F A SE G AeÎ Ì Ç((((((((( ,x B( ,( ,BB( ,( , ) () () () () () () () ())  ve dolaysıyla xÎxÎ int(( , ) ( , ))F A G A( , ))( , )( , )  bulunur ve 

!spat tamamlanır. 
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2.  i n t ( , ) i n t ( , )x F A G AÎ Èi n t (x i n t (i n t (i n t (i n t (  herhang! b!r esnek eleman olsun. Bu durumda 

int( , )x F AÎint( ,x int( ,int ,  veya int( , )x G AÎint( ,x int( ,in (  olur. Yan! e > 0e >> 0  !ç!n ( , ) ( , )x B x SE F AeÎ Ì (((( ,x B( ,(BB( ,( , ) () () ())))))  veya 

( , ) ( , )x B x SE G AeÎ Ì (((( ,x B( ,( ,BB( ,( , ) () () ())))))  olacak şek!lde ( , )B x e, )  yuvarı vardır. Buradan 

( , ) ( ( , ) ( , )) ( , ) ( , )x B x SE F A SE G A SE F A SE G AeÎ Ì È Ì((((((((( ,x B( ,,BB( ,( , ) () () () () () () () () () ( ,( ,( ,  olur. Buradan da 

( , ) ( , ) ( , )x B x SE F A SE G AeÎ Ì (((( ,x B( ,,BB( ,( , ) () (()))) ( ,( ,( ,  olduğundan int(( , ) ( , ))x F A G AÎint(( ,x int(( ,nt ( , ( , ))( , )( , )  olur. Sonuç 

olarak da ((int( , ) int( , )) int(( , ) ( , ))F A G A F A G AÈ Ì ( , ))( , )( , )  elde ed!l!r. 

 

Teorem 3.2.23. ( , , )X p A, , )p, , ), , ) , (EP5) şartını sağlayan b$r esnek parçalı metr$k uzay ve 

( , ) ( )F A S XÎ )))  olsun. Aşağıdak$ özell$kler sağlanır.  

 

1. ( , )F A° , ( , )F A  kümes$n$n esnek açık alt kümeler$n$n elemanter b$rleş$m$ne 

eş$tt$r.  

2. ( , )F A° , ( , )F A  kümes$n$n kapsadığı en büyük esnek açık alt kümed$r. 

3. ( , )F A  esnek açıktır Û  ( , ) ( , )F A F A° =   

 

İspat. 1. ( , )F A  kümes$n$n esnek açık alt kümeler$n$n elemanter b$rleş$m$ 

 

( , ) {( , ) ( ) : ( , ) ( , ) ( , ) }G A U A S X U A F A ve U A esnek açık= Î Ì) ( , )) : ( , )) : ( )) : ( , )( ) ( , )( , )( , ){( , ){( , ){( , ){( , ){( , ){
                   

(3.1) 

 

olsun. ( , ) ( , )F A G A° =  olduğunu gösterel"m. int( , )x F AÎint( ,x int( ,int( ,  olsun. Buradan 0e >e > 0>  

"ç"n ( , ) ( , )x B x SE F AeÎ Ì (((( ,x B( ,( ,BB( ,( , ) () () ())))))  olacak şek"lde ( , )B x e,,, )  yuvarı vardır. Her esnek açık 

yuvar esnek açık küme olduğundan ( ( ,SS B x e )),,,ee ))  esnek açık b"r kümed"r ve 

( ( , ( , )SS B x F Ae )) Í, , ), ,, ,( ,( ,( ,))  olduğundan (( , ( , )SS x G Ae )) Í, , ), , ), , )( ,( ,( ,))  olur. Buradan 

( , ( , )x B x SE G AeÎ )Ì (((xÎ ( ,BB( ,( , ((()  olur. Buradan da int( , ) ( , )F A SE G AÌ  ve

(int( , ) ( ( , ))SS F A SS SE G AÌ ( (( (( (  yan" ( , ) ( , )F A G A° Ì ( , )( , )( , )  olur. 

 

Ters"ne ( , )x G AÎ( , )x ( ,( ,  olsun. Bu durumda ( , )x SE G AÎ ( ,x SE( ,( ,  olur. (3.1) eş"tl"ğ"nde 

( , ) ( , )x U A F AÎ Ì( , ) ( , )x ( , ) ( ,, ) ( ,( , )( , )( , )  olacak şek"lde en az b"r ( , )U A  esnek açık kümes" vardır. 
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Buradan int( , )x F AÎint( ,x int( ,int( ,  olur. Böylece ( , ) int( , )SE G A F AÌ  olur. Dolayısıyla 

( ( , )) (inf( , ))SS SE G A SS F AÌ (inf((inf((i f(  yan" ( , ) ( , )G A F A°Ì ( , )( , ))°  olur. Sonuç olarak 

( , ) ( , )G A F A°=  elde ed"l"r. 

 

2.  (3.1) "fades"nden "spat açıktır. 

 

3. Þ : ( , )F A  esnek açık olsun. Bu durumda ( , ) ( , )F A G AÌ ( , )( ,( ,  olur. ( , ) ( , )G A F A°=  

olduğundan ( , ) ( , )F A F A°Ì ( , )( , )( , )°  olur. ( , )F A° , ( , )F A  esnek kümes"n"n kapsadığı en 

büyük esnek açık alt kümes" olduğundan ( , ) ( , )F A F A° Ì ( , )( , ))  olur. Sonuç olarak 

( , ) ( , )F A F A°=  olur.  

 

Ü: ( , ) ( , )F A F A°=  olsun. ( , )F A°  esnek açık küme olduğundan ( , )F A  esnek 

açıktır.  

 

Teorem 3.2.24. ( , , )X p A, , )p, , ), , ) , (EP5) şartını sağlayan b"r esnek parçalı metr"k uzay ve 

( , ),( , ) ( )F A G A S XÎ )  olsun. Aşağıdak" özell"kler sağlanır. 

 

1. X X° =X X°  ve °F = F   

2. ( , ) ( , ) ( , ) ( , )F A G A F A G A° °Ì Þ Ì( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )° °) () () () (( , ) ( , )( , ) ( , )( , ) ( , )   

3. (( , )) ( , )F A F A° ° °=   

4. ( , ) ( , ) (( , ) ( , ))F A G A F A G A° ° °=( , ) (( , ) ( , ))( , ) (( , ) ( ,( , ) (( , ) ( ,° ° °( ) (( ) ( ))( )( ) (( ) (( ) (( ) (( )   

5. ( , ) ( , ) (( , ) ( , ))F A G A F A G A° ° °Í( , ) (( , ) ( , ))( , ) (( , ) ( , )( , ) (( , ) ( , )° ° °( ) (( ) ( ))( )( ) (( ) ( )( ) (( ) ( )( ) (( , )(( , )(( , )° ° °(( )(( )(( )   

 

İspat. 1. İspat açıktır. 

 

2. ( , ) ( , )F A G AÌ ( , )( , )( , )  olsun. int( , )x F AÎint( ,x int( ,int( ,  alalım. Bu durumda e > 0e >> 0  "ç"n 

( , ( , )x B x SE F AeÎ )Ì (((xÎ ( ,BB( ,( ((()  olacak şek"lde ( ,B x e ),ee )  yuvarı vardır. ( , ) ( , )F A G AÌ ( , )( , )( )  

olduğundan ( , ( , )x B x SE G AeÎ )Ì (((xÎ ( ,BB( ,( , ((()  olup int( , )x G AÎint( ,x int( ,int( ,  olur. Yan" ( , ) ( , )F A G A° °Ì ( , )( ,( ,° °((((   
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3. ( , ) ( , )F A H A° =  olsun. Bu durumda ( , )H A  esnek açık olur. Yan" 

( , ) ( , )H A H A°=  olduğundan (( , )) ( , )F A F A° ° °=  olur. 

 

4. ( , ) ( , ) ( , )F A G A F AÌ ( , )( ,( ,( , )( , )( , )  ve ( , ) ( , ) ( , )F A G A G AÌ ( , )( ,,( , )( , )( , )  olduğundan 2.  özell"kten 

(( , ) ( , )) ( , )F A G A F A° °Ì ( , )( , )( )° °(((((( , ))( , ))( , ))° °  ve (( , ) ( , )) ( , )F A G A G A° °Ì ( , )( , )( )° °(((((( , ))( , ))( , ))° °  olur. Böylee 

(( , ) ( , )) ( , ) ( , )F A G A F A G A° ° °Ì Ç( , )( ,° ° °(((((( , )( , )(( )( )° ° °( )( )( )( )( )( , )(° ° °( , ))( , ))( ) ° ° °))))  olur. 

 

D"ğer taraftan ( , ) ( , )F A F A° Ì ( , )( , ), )  ve ( , ) ( , )G A G A° Ì ( , )( , )( , )  olduğundan 

(( , ) ( , )) ( , ) ( , )F A G A F A G A° ° °Ì( , )) ( , ) ( , )( , )) , ( ,( , ) , ,° ° °) ( ) () ( ) () ( ) () () ( ) (( , )( , )( , )° ° °( )( )( )( )  olur. (( , ) ( , ))F A G A °( , ))( , )( ) ° , ( , ) ( , )F A G A( , )( ,( ,  esnek 

kümes"n"n en büyük açık alt kümes" olduğu "ç"n 

( , ) ( , ) (( , ) ( , ))F A G A F A G A° ° °Ì( , ) , ( , ))( , ) (( , ) ( , )( , ) (( , ) ( , )° ° °( ) (( ) ( ))( )( ) (( ) ( )( ) (( ) ( )( ) (( , )(( , )(( , )° ° °(( )(( )(( )  elde ed"l"r. Sonuç olarak 

( , ) ( , ) (( , ) ( , ))F A G A F A G A° ° °=( , ) (( , ) ( , ))( , ) (( , ) ( , )( , ) (( , ) ( , )° ° °( ) (( ) ( ))( )( ) (( ) ( )( ) (( ) ( )( )  olur. 

 

5. ( , ) ( , )F A F A° Ì ( , )( ,(  ve ( , ) ( , )G A G A° Ì ( , )( , ))  olduğu "ç"n 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )F A G A F A G A° ° Ì( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )° °(((( ( , )( , )( , )  olur. ( , ) ( , )F A G A( , )( , )( , )  kümes"n"n en büyük esnek 

açık alt kümes" (( , ) ( , ))F A G A °( , ))( ,( , °  olduğundan ( , ) ( , ) (( , ) ( , ))F A G A F A G A° ° °Ì( , ) (( , ) ( , ))( , ) (( , ) ( , )( , ) (( , ) ( , )° ° °( ) (( ) ( ))( )( ) (( ) ( )( ) (( ) ( )( ) (( , )(( , )(( , )° ° °(( )(( )(( )  

olur. 

 

Tanım 3.2.25. ( , , )X p A, , )p, ,, ,  esnek parçalı metr"k uzay, ( )x SE XÎ )(x SE(( )))  ve ( , ) ( )F A S XÎ )))  

olsun. ( )N x" Î )))N  !ç!n ( , )SE F AÇ ¹ÆN  !se xx  esnek elemanına ( , )F A  esnek 

kümes!n!n b!r esnek kapanış elemanı den!r.  

 

Buna denk olarak; B!r x XÎx XX  esnek elemanının her (N,A) esnek komşuluğu !ç!n 

( , ) ( , )F A N A ¹F( , )( , )( ) ¹  !se  esnek elemanına  esnek kümes!n!n b!r esnek 

kapanış elemanı den!r. 

 

Esnek kapanış elemanların kümes!  !le göster!l!r.  

kümes!ne !se  esnek kümes!n!n esnek kapanışı den!r. 

xx ( , )F A

( , )cl F A ( ( , )) ( , )SS cl F A F A=

( , )F A
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( , ) ( , )F A N A =F( , )( , )( , ) =  ve ( , ) ( , ) ( )F A N A S XÇ Î( , )( , )( , )( , )( , )( , )  olacak şek"lde x XÎx XX  esnek 

elemanının b"r (N,A) esnek komşuluğu varsa x XÎx XX  esnek elamaı  esnek 

kümes$n$n b$r esnek kapanışı noktası değ$ld$r den$r. 

 

Teorem 3.2.26. ( , , )X p A)p, ,  esnek parçalı metr$k uzay ( , ),( , ) ( )F A G A S XÎ )))  $k$ esnek 

küme olsun. Aşağıdak$ özell$kler sağlanır. 

 

1. (( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ))cl F A G A cl F A cl G AÌ Ç( , ))( , ))( , ))   

2. ( ( , ) ( , )) (( , ) ( , ))cl F A cl G A cl F A G AÈ Ì ( , ))( , )( , )    

 

İspat. 1.  (( , ) ( , ))x cl F A G AÎ (( ,x cl(( ,(( , ) ( , ))) ( ,) ( , olsun. Bu durumda ( )N x" Î )))N  ve ( )S XÎ )))N  $ç$n 

(( , ) ( , ))SE F A G AÇ ¹Æ( , )) ¹( , ))( , )( , )N  olur. Lemma 2.3.6 $le ( ( , ) ( , ))SE F A SE G AÇ Ç ¹ÆN  

olup ( ( , )) ( ( , ))SE F A SE G AÇ Ç Ç ¹ÆN N  olur. Buradan da ( , )SE F AÇ ¹ÆN  ve 

böylece ( , )x cl F AÎ ( ,x cl( ,( ,  ve ( , )x cl G AÎ ( ,x cl( ,( olur. Buradan ( , ) ( , )x cl F A cl G AÎ Ç( ,x cl( ,(clcl( ,( ,  olur ve

(( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ))cl F A G A cl F A cl G AÌ Ç( , ))( , ))( , ))  elde ed$l$r. 

 

2. ( , ) ( , )x cl F A cl G AÎ È( ,x cl( ,( ,cll( ,(  olsun. Bu durumda ( , )x cl F AÎ ( ,x cl( ,( ,  veya ( , )x cl G AÎ ( ,x cl( ,( ,  olur. 

Yan! ( )S XÎ )N  ve ( )N x" Î )))N  !ç!n ( , )SE F AÇ ¹ÆN  veya ( , )SE G AÇ ¹ÆN  

olur. Bu durumda ( ( , ) ( , ))SE F A SE G AÇ È ¹ÆN  elde ed!l!r. 

 

( ( , ) ( , )) (( , ) ( , ))SE F A SE G A SE F A G AÈ Ì ( , ))( , )( , )  

 

olduğundan (( , ) ( , ))SE F A G AÇ ¹Æ( , )) ¹( , ))( , )( )N  olur. Dolayısıyla (( , ) ( , ))x cl F A G AÎ (( ,x cl(( ,(( , ( , ))( , )( )  

olup ( ( , ) ( , )) (( , ) ( , ))cl F A cl G A cl F A G AÈ Ì ( , ))( , )( , )  bulunur. 

 

Teorem 3.2.27. ( , , )X p A, , )p, , ), , ) , (EP5) şartını sağlayan b!r esnek parçalı metr!k uzay ve

( , ) ( )F A S XÎ )))  !k! esnek küme olsun. Aşağıdak! özell!kler sağlanır. 

 

( , )F A
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1. ( , )F A , ( , )F A  kümes!n!n kapsayan esnek kapalı kümeler!n elemanter 

kes!ş!m!ne eş!tt!r.  

2. ( , )F A , ( , )F A  kümes!n! kapsayan en küçük esnek kapalı kümed!r. 

3. ( , )F A  esnek kapalıdır Û  ( , ) ( , )F A F A=   

 

İspat. 1.  ( , )F A  kümes!n! kapsayan esnek kapalı kümeler!n elemanter kes!ş!m!  

 

( , ) {( , ) ( ) : ( , ) ( , ),( , ) }G A K A S X F A K A K A esnek kapalı= Î Ì) ( , )) : ( , )) : ( , )) : ( , )( ( , ),(( , ),(( , ),({( , ){( , ){( , ){( , )(
                  

(3.2) 

 

olsun. ( , ) ( , )F A G A=  olduğunu göstermel"y"z. ( , )x G AÎ( , )x ( ,(  alalım. ( , )x F AÏxÏ( , )( , )( , )Ï  kabul 

edel"m. Bu durumda ( , ) ( , )F A N A =F( , )( , )( , ) =  ve ( , ) ( , ) ( )F A N A S XÇ Î( , )( , )(( , )( )( )  olacak şek"lde 

x XÎx XX  esnek elemanının b"r (N,A) esnek komşuluğu vardır. Böylece e > 0e >> 0  "ç"n 

( , )x B x e bÎ Ì( ,x B( ,( ,,BB( ,( , )e b))))  ve ( ) ( , )SS N Ab =  olacak şek"lde b  açık a"les" vardır. Buradan 

( , ) ( ( , ))F A SS B x e =F, ))) =F( (( (( ( ,,,  ve ( , ) ( ( , )) ( )F A SS B x S XeÇ Î )( (( (( (( (( (( (( (( ( ))),,,,, )) ()) ()) ())))))  olur. Böylece

( ( , )) ( )CSS B x S Xe Î )))(((,, ))C))))))  ve Önerme 2.3.5. "le ( , ) ( ( , ))CF A SS B x eÌ ( ( ,( ( ,( ))C)  elde ed"l"r. 

Dolayısıyla ( ( , )) ( ( , ))CSS B x SS B xe e=,,, )) ( ( , ))C)) ( (( , ), ))) ( ( ,( ( ,  olur. Bu ( ( , ))SS B x e,,, ))))  kümes"n"n esnek 

kapalı olmasını gerekt"r fakat ( ( , ))x SS B x eÏ ( ( ,x SS( (( (Ï ))))  olur. Bu "se ( , )x G AÎ( , )x ( , )( , )  olması "le 

çel"ş"r. O halde ( , )x G AÎ( , )x ( ,( ,  "ken ( , )x F AÎ( , )x ( , )( , )  olur ve ( , ) ( , )G A F AÌ ( , )( , )( , )  elde ed"l"r. 

 

Ters"ne ( , )x cl F AÎ ( ,x cl( ,( ,  olsun. Buradan ( , )x F AÎ( , )x ( ,( ,  olur. Kabul edel"m k" ( , )x G AÏ( , )x ( ,( ,Ï  

olsun. Bu durumda ( , ) ( , )F A K AÌ  olacak şek"lde ( , )K A  esnek kapalı kümes" 

vardır ve ( , )x K AÏ( , )x ( ,( ,Ï  olur. Buradan ( , )x K AÎ( , )x ( , )( , )  ve ( , )K A  esnek açık olduğundan 

( , )K A , xx  esnek elemanının b"r esnek komşuluğu olur. Böylece xx , ( , )F A  

kümes"n"n b"r esnek kapanış elemanı değ"ld"r. Bu "se ( , )x cl F AÎ ( ,x cl( ,( ,  olması "le çel"ş"r. 

Dolayısıyla ( , )x cl F AÎ ( ,x cl( ,(  "ken ( , )x G AÎ( , )x ( , ), )  olur ve ( , ) ( , )F A G AÌ ( , )( , )( , )  olur. Sonuç olarak 

da ( , ) ( , )F A G A=  elde ed"l"r.  
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2. ( , ) {( , ) ( ) : ( , ) ( , ),( , ) }F A K A S X F A K A K A esnek kapalı= Î Ì) ( , )) : ( , )) : ( , )) : ( , )( ( , ),(( , ),(( , ),({( , ){( , ){( , ){( , )(  kapalı b"r küme 

olduğundan ( , ) ( , )F A F AÌ ( , )( ,( ,  olur. (3.2) eş"tl"ğ"nden dolayı  

 

( , ) {( , ) ( ) : ( , ) ( , ), ( , ) }F A K A S X F A K A K A esnek kapalıÎ Î Ì) ( )) : ( , )) : ( , )) : ( , )) : ( , ) ( ) (( , ), (( , ), (  

 

olur. ( , ) ( , )K A K AÌ ( , )( , )( , )( , ), ), )  olduğundan ( , )F A , ( , )F A  esnek kümes"n" kapsayan en 

küçük esnek kapalı kümed"r. 

 

3. Þ : ( , )F A  esnek kapalı olsun. Bu durumda  

 

( , ) {( , ) ( ) : ( , ) ( , ),( , ) }F A K A S X F A K A K A esnek kapalıÎ Î Ì) ( )) : ( , )) : ( , )) : ( , )( ( ) (( , ),(( , ),(   

 

ve ( , )F A , ( , )F A  esnek kümes"n" kapsayan en küçük kapalı esnek küme olduğundan 

( , ) ( , )F A F AÌ ( , )( , )  olur. ( , ) ( , )F A F AÌ ( , )( , ))  olduğu aş"kardır. Sonuç olarak ( , ) ( , )F A F A=  

elde ed"l"r. 

 

Ü: ( , ) ( , )F A F A=  olsun. ( , )F A  esnek kapalı küne olduğundan dolayı ( , )F A  

esnek kapalıdır. 

 

Teorem 3.2.28. ( , , )X p A)p, , )) , (EP5) şartını sağlayan b"r esnek parçalı metr"k uzay ve

( , ),( , ) ( )F A G A S XÎ )  "k" esnek küme olsun. Aşağıdak" özell"kler sağlanır.  

 

1. X X=X X  ve F=F   

2. ( , ) ( , ) ( , ) ( , )F A G A F A G AÌ Þ Ì( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( ,( , ) ( , ) ( ,( , ) ( , )( , ) ( , )( , ) ( , )   

3. ( , ) ( , )F A F A=   

4. ( , ) ( , )F A G A ¹ F¹ F( , )( ,( ,( , )( ,( ,  "se ( , ) ( , ) ( , ) ( , )F A G A F A G A=( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )   

5. ( , ) ( , ) ( , ) ( , )F A G A F A G AÌ( , ) ( , ) ( , )( , ) , ( ,, , ,( , )( , )( , )   
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İspat. 1.  İspat açıktır. 

 

2. ( , ) ( , )F A G AÌ ( , )( , )( , )  olsun. ( , )x cl F AÎ ( ,x cl( ,( ,  alalım. Bu durumda  ( )N x" Î )))N  "ç"n 

( , )SE F A Ç ¹ÆN  olur. ( , ) ( , )F A G AÌ ( , )( , ), )  olduğundan ( , ) ( , )SE F A SE G AÌ ( ,( ,( ,  olup 

( , )SE G A Ç ¹ÆN  olur. Buradan da ( , )x cl G AÎ ( ,x cl( ,( ,  olup ( , ) ( , )F A G AÌ ( , )( ,( ,  elde ed"l"r. 

 

3. ( , ) ( , )F A H A=  olsun. Bu durumda ( , )H A  esnek kapalı olur. Yan"  

( , ) ( , )H A H A=  olduğundan ( , ) ( , )F A F A=  olur.  

 

4. ( , ) ( , )F A G A ¹ F¹ F( , )( ,( ,( )( ,(  olsun. ( , ) ( , ) ( , )F A F A G AÌ ( , )( , )( ) ( , )( ,( ,  ve 

( , ) ( , ) ( , )G A F A G AÌ ( , )( , )( , ) ( , )( , )( , )  olduğundan ( , ) (( , ) ( , ))F A F A G AÌ (( , )(( , )) ( , ))( , ))  ve 

( , ) (( , ) ( , ))G A F A G AÌ (( , )(( , )(( , ) ( , ))( ,( ,  olur. Böylece ( , ) ( , ) (( , ) ( , ))F A G A F A G AÌ( , ) (( , ) ( , ))( , ) (( , ) ( , )( , ) (( , ) ( , )(( , )(( )(( , )(( , )  olur. 

( , ) ( , )F A F AÌ ( , )( , )( , )  ve ( , ) ( , )G A G AÌ ( , )( , )( , )  olduğundan ( , ) ( , ) ( , ) ( , )F A G A F A G AÌ( , ) ( , ) ( , )( , ) , ( , )( , ) , , )( , )( )( , )( , )  

olur. ( , ) ( , )F A G A( , )( ,( ,  herhang" b"r esnek kapalı kümed"r. ( , ) ( , )F A G A( , )( , )( , )  esnek 

kümes"n" kapsayan en küçük esnek kapalı küme (( , ) ( , ))F A G A( , ))( ,( ,  olduğundan 

(( , ) ( , )) ( , ) ( , )F A G A F A G AÌ( , )) ( , ) ( , )( , )) , ( ,( , ) , ,( , )( , ),  olur. Böylece ( , ) ( , ) ( , ) ( , )F A G A F A G A=( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )( , , ) , )  

elde ed"l"r.  

 

5. ( , ) ( , )F A F AÌ ( , )( , ), )  ve ( , ) ( , )G A G AÌ ( , )( , )( , )  olduğundan ( , ) ( , )F A G A( , )( ,,  kapalı olup 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )F A G A F A G AÌ( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ))( , )( )( , )( )  olur. ( , ) ( , )F A G A( , )( , )( , )  esnek kümes"n" kapsayan en 

küçük esnek kapalı küme (( , ) ( , ))F A G A( , ))( , )( , )  olduğundan 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )F A G A F A G AÌ( , ) ( , ) ( , )( , ) , ( , ), , , )( , )( , )( , )  elde ed"l"r.  

 

Teorem 3.2.29. ( , , )X p A, , )p, , ), , ) , (EP5) şartını sağlayan b"r esnek parçalı metr"k uzay ve 

( , ),( , ) ( )CF A F A S XÎ )))  olsun. Bu durumda (( , )) (( , ))F A F A °= (( , ))(( ,(( , °  olur. 
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İspat. (( , ))x F AÎ(( , )x (( ,(( ,  olsun. Bu durumda ( , )x F AÏxÏ( , )( , )( , )Ï  olur. Buradan xx  esnek 

elemanının bir ( , ) ( )N A S XÎ )))  esnek komşuluğu vardır öylek$ ( , ) ( , )F A N A =F( , )( ,( , =  

ve ( , ) ( , ) ( )F A N A S XÇ Î )))( , )( , )( , )( , )( , )( , )  olur. Önerme 2.3.5. $le ( , ) ( , )x N A F AÎ Ì( , ) ( , )x ( , ) ( , )( , ) ( , )( , ), ), ), ))  yan$ 

int( , )x F AÎ ))int(x int(int(  olur. Buradan (( , ))x F A °Î ))°(( ,x (( ,(( ,  olur. Böylee (( , )) (( , ))F A F A °Ì) (( , ))) °(( , )(( ,(( ,(( )(( ,((  olur. 

 

Ters$ne (( , ))x F A °Î )))) °(( ,x (( ,(( ,,,  olsun. Bu durumda (( , )) ( )F A N x°Î)), ))))° ((( )  olur. 

(( , )) ( , )F A F A° =F)), )), ))° ( , )( , ), ) =  ve her durumda (( , )) ( , )F A F A°Ç =F)), )), ))° ( , )( )( )( =( , )( ,( , )( , )( ,  olup 

(( , )) ( , ) ( )F A F A S X°Ç Î)), )), ))°))) )))( , )( , )( )( , )( , )( , )  olur. Dolayısıyla ( , )x cl F AÏ ( ,x cl( ,( ,Ï  yan! ( , )x F AÏxÏ( , )( , )( )Ï  olur. 

Buradan da (( , ))x F AÎ(( , )x (( , )(( , )  olup (( , )) (( , ))F A F A° Ì)), )), ))° (( , ))(( ,(( ,(( , ))(( ,,  olur. Böylece

(( , )) (( , ))F A F A °=) (( , ))) (( , )) (( , ) °  elde ed!l!r. 

 

Teorem 3.2.30. ( , , )X p A, , )p, , ), , ) , (EP5) şartını sağlayan b!r esnek parçalı metr!k uzay ve 

( , ),( , ) ( )CF A F A S XÎ )))  olsun. Bu durumda (( , )) (( , ))F A F A° = (( , ))(( ,(( ,  olur.  

 

İspat. ( , ) ( , )F A G A=), ), )  olsun. Teorem 3.2.29. !le (( , )) (( , ))G A G A° =, )) (( , )), )) (( ,, )) (( ,°  elde ed!l!r. 

Buradan ( , ) ( )F A S XÎ), )) )))  olduğundan (( , )) ((( , )) ) ( , )G A F A F A° ° °= =)) ((( )) ) (, )) ((( , )) ) ( ,)) ((( )) ) (° ° °((( )) ) (((( )) ) (((( )) ) (((( )) ) (((( )) ) (((( , )) )((( ))((( )) )  olur. Bu 

durumda (( , )) ( , )G A F A°=) () () (  ve bunun sonucunda ( , ) (( , ))G A F A°=  yazılab!l!r. 

Böylece (( , )) (( , ))F A F A° = (( ))(( , )(( )  elde ed!l!r. 

 

Teorem 3.2.31. ( , , )X p A, , )p, ,, , , (EP5) şartını sağlayan b!r esnek parçalı metr!k uzay ve bu 

uzaydak! esnek açık yuvarların a!les!, XX  üzer!ndek! b!r 
0T  topoloj!s!n!n esnek 

tabanıdır. Bu topoloj!ye esnek parçalı metr!k topoloj!s! den!r. [ ]pt  !le göster!l!r. 

 

İspat. ( , , )X p A, , )p, , ), , ) , (EP5) şartını sağlayan b!r esnek parçalı metr!k uzay olsun. x X" Îx Xxx X  

ve e > 0e >> 0  !ç!n ( ( ,x SS B x XeÎ ))ÌxÎ ( ( ,SS B xSS( ( ,( ( X)) Ì X  olacak şek!lde b!r ( ( ,SS B x e )),ee ))  esnek yuvarı 

vardır. Ş!md! 0e d" , >d,e de d >d 0>  ve ,x y XÎx y X, X  !ç!n ( ( ,SS B x e )),,ee ))  ve ( ( , ))SS B y d,y )))  !k! esnek açık 
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yuvar olsun. ( ( , ( ( , ))SS B x SS B ye d)) ¹ F,, ,, ¹ F))))y,y((( ,((((  !le ( ( , ( ( , ))z SS B x SS B ye dÎ ))Ç ,,,, )))),y((( ,(((((z ( (SS BSS( (( (  

alalım. min{ ( , ) ( , ) , ( , ) ( , )}p x x p x z p y y p y zh e d= + - + -h emin{ (min{ ((min{ (min{min{ ((( ( ,( ,((( ,( ,, ), ))), ), ), ) ) ( , )}) ( ,) ( ,) ,) ,) ,)) )))) , ( , )( , )( )( )(( , ))  olsun. Bu durumda 

( ( , ))z SS B z hÎz h))h))( ( ,SS( (( ( h,  olur. Çünkü ( , ) ( , ) 0p x x p x ze + - >(p x((e + (p(( ) (p) ( ,) ( ,) () ( ,) ( ,) (), ), )), ), ) ))))))) 0  ve ( , ) ( , ) 0p y y p y zd + - >(p y(d + (p( ) (p y) ( ,) () ( ,,)y y, )), ), ) ))))) 0  

olduğundan ( , ) ( , )p z z p z z h< +), ), ) h+)p( ,( ,( )+( , )( ,( , h  olur. Ş!md! ( ( , ))z SS B z h¢Îz h¢ ))h))( ( ,SS( (( ( h,  olduğunu varsayıp 

( ( , ( ( , ))z SS B x SS B ye d¢Î ))Ç(( ,, )))),y((( ,(((((((z¢ ( (SS BSS( (( olduğunu gösterel�m. ( , ) ( , )p x x p x zh e= + -(p x((h e= + (p((e ) (p) ( ,) ( ,))), ), )), ), )  

olduğunu kabul edecek olursak (EP4) şartından 

 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )p x z p x z p z z p z z¢ ¢ ¢ ¢£ + -,, ( , )p) ( ,( ,¢ ¢ ¢) ( )) ))))))) p p) , ( ,, ( ,¢) ¢(((( ,((((p( , )( , )( )( )( )( , )( )( )( )( )  

                ( , ) ( , ) ( , )p z z p z z p x zh< + - +h<h p z((h (+ (p((h ( ) (p p( , ) (( , ) (( )( )( , )( , )( , ))))))),,,, , ), ), )   

                                     ( , ) ( , ) ( , ) ( , )p x z p x z p x x p x xe e< + - + = +e< e p x((e p(((+ (ee (p(( ) ( , ) ( , ) ( , )p p p) ( , ) ( , ) ( ,, ) ( ,) ( , ) ( , )) ( , )) ( ) ( )( )) ( ) ( )( )) ( , ) ( , )) ( , )( , ),,,,,, ) ( ) ( )p p) ( , ) ( , )) ( , ) ( , )) ( , ) ( , )) ( , ) ( , )) ( ) ( )) ( ) () ( ) ( )) ( ) () ( , ) ( , )) ( , ) ( , )) ( , ) ( , )  

 

olur ve ( ( ,z SS B x e¢Î ))( ,( ,( e ))ez¢ÎÎ ( (SSSS( (( (  yazılır. Eğer ( , ) ( , )p y y p y zh d= + -yh dd p y((d (d + (p(d ) (p y) ( ,) ( ,)))y y, ), ))), )) )))  olduğunu kabul 

edersek (EP4) şartından  

 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )p y z p y z p z z p z z¢ ¢£ + -y, ) ( )p) ( ,))))) p y p) ( ,(¢)) ¢(((( ,( ,((p y( , )( , )( )( )( )( , )( , )( , )( )   

                 ( , ) ( , ) ( , )p z z p z z p y zh< + - +h<h p z((h (+ (p(h ( ) (p p y( , ) (( , ) (( )( )( , ))))))),,, , )y, ), )  

                                        ( , ) ( , ) ( , ) ( , )p y z p y z p y y p y yd d< + - + = +dd< d p y((d p(d (dd (p(( ( , )p y p y y p y y, ) ( , ) ( , ) ( , ), ) ( , ), ) ( , ) ( , ), ) ( , )) ( ) ( )( ), ) ( , ) ( , ), ) ( , )( , )y,,,,,, p y p y y) ( , ) ( , )) ( , ) ( , )) ( ) ( )) ( , ) ( , )) ( , ) ( , )) ( ) ( )( ) () ( , ) ( , )) ( , ) ( , )) ( , ) ( , )    

 

olur ve ( ( , ))z SS B y d¢Î ( ,y(( ))))z¢ ( (SS B y( (( (  yazılır. Sonuç olarak ( ( , ( ( , ))z SS B x SS B ye d¢Î ))Ç ,,(( ,( , )))),y((( ,(((((((z¢ ( (SS BSS( (( (  ve

( ( , )) ( ( , ( ( , ))SS B z SS B x SS B yh e dÌ ))Ç ))))( (( (( ( ,( ( ,( ( ,( ( , ( ( ,y( (( (,, ))))))  elde ed�l�r. Bu durumda esnek açık 

yuvarların a�les�, XX  üzer�nde [ ]pt  �le göster�len topoloj�n�n esnek tabanıdır. Bu 

topoloj�n�n 
0T  olduğunu göstermek �ç�n b�rb�r�nden farklı ,x y X" Îx y X,x yx y, X  �ç�n 

( , ) ( , )p x x p x y£), ), ) ( , )p y( , )( , )  olduğundan dolayı 
( , ) ( , )

0
2

p x y p x x
e

+
= >

, ) ( , )) ( ,,
>

)p) ( ,) (
0> 0>

(p((
e =

p( ), ), )y, ),
 alırsak 

2 ( , ) ( , ) ( , )p x x p x x p x y< +, ) ( , ) ( , )p p y, ) ( , ) ( ,, ) ( , ) ( ,( )( )p( , )( , )( )( )( , )( )  olur. 2 ( , ) ( , ) ( , )p x y p x x p x y³ +, ) ( , ) ( , )y p p y, ) ( , ) ( ,, ) ( , ) ( ,( )( , )( , )( )p( , )( , )( )( , )( )( )  olduğundan dolayı 

( ( , ))x SS B x eÎ ( ( ,x SS( (( ( ))))  ve ( ( , ))y SS B x eÏy ( ( ,SS B x( ( ))  olur.  
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Tanım 3.2.32. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  ve ( , , )Y p A¢, , )p, , ), , )¢ , (EP5) şartını sağlayan $k$ esnek parçalı 

metr$k uzay, : ( ) ( )f SE X SE Y®) ( )) ( )) ( )  b$r esnek fonks$yon olsun. Eğer x XÎx XX  ve 0e" >e >e 0>  

$ç$n 0( , )px B x dÎ 0( ,0px B ((p )))  $ken 
0( ) ( ( ), )pf x B f x e¢Î 0) ( ( ),0p f) ( () ( (p )  olacak şek$lde ( ) 0d e >( )d ( )( 0  varsa f  esnek 

fonks$yonuna 
0x XÎ0x X0 X  esnek elemanında sürekl�d�r den$r.  

 

Uyarı 3.2.33. Bu tanıma denk olarak aşağıdak$ tanımlarda ver$leb$l$r. 

 

Tanım 3.2.34. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  ve ( , , )Y p A¢, , )p, , ), , )¢ , (EP5) şartını sağlayan $k$ esnek parçalı 

metr$k uzay, : ( ) ( )f SE X SE Y®) ( )) ( )) ( )  b$r esnek fonks$yon olsun. Eğer x XÎx XX  ve 0e" >e >e 0>  

$ç$n 
0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))p x x p x x p f x f x p f x f xd e¢ ¢- < Þ - <0 0 00 0 00 0 0, ) ( , ), )0 0 00 0 00 0 0( )0 0 00 0 00 0 0 0 0 0))0 0 00 0 00 0 00 0 00 0 00 0 0 e))( ( ) ( )) ( ( ) ()) ( ( ) (¢( ) ( )) (( ) (( )) ( ))0 0 0( ) ( )) ( ( ) () 0 0 00 0 00 0 0( ) ( )) (( ) (( ))¢( (( (( (( (( (( (( ( e  olacak şek$lde 

0d >d > 0>  varsa f  esnek fonks$yonuna 
0x XÎ0x X0 X  elemanında sürekl�d�r den$r.  

Tanım 3.2.35. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  ve ( , , )Y p A¢, , )p, , ), , )¢ , (EP5) şartını sağlayan $k$ esnek parçalı 

metr$k uzay, : ( ) ( )f SE X SE Y®) ( )) ( )) ( )  b$r esnek fonks$yon olsun. 0e" >e >e 0>  $ç$n 

0 0( ( , ) ( ( ), )p pf B x B f xd e¢Í0 0),0 0p p0 00 00 00 00 0,,0 00 0p p0 00 00 0),)0 0((0 00 00 00 00 00 00 00 0p p0 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 0) () ()0 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 0 )))  olacak şek$lde 0d >d > 0>  varsa f  esnek fonks$yonuna 

0x XÎ0x X0 X  esnek elemanında sürekl�d�r den$r. 

 

Tanım 3.2.36. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  ve ( , , )Y p A¢, , )p, , ), , )¢ , (EP5) şartını sağlayan $k$ esnek parçalı 

metr$k uzay, : ( ) ( )f SE X SE Y®) ( )) ( )) ( )  b$r esnek fonks$yon ve 0x XÎ0x X0 X  olsun. 
0( )f x0)000

 esnek 

elemanının her ( , )N A¢  esnek komşuluğu $ç$n ( ( , )) ( , )f SE N A SE N A¢Ì ( ,( ,¢  olacak 

şek$lde 
0x0x0
 esnek elemanının b$r ( , )N A  esnek komşuluğu varsa f  esnek 

fonks$yonuna 0x XÎ0x X0 X  esnek elemanında sürekl�d�r den$r. 

 

Sonuç 3.2.37. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  ve ( , , )Y p A¢, , )p, ,, ,¢ , (EP5) şartını sağlayan $k$ esnek parçalı metr$k 

uzay, : ( ) ( )f SE X SE Y®) ( )) ( )) ( )  b$r esnek fonks$yon ve 0x XÎ0x X0 X  olsun. 
0( )f x0)000

 elemanını 

$çeren her ( , )V A  esnek açık kümes$ $ç$n ( ( , )) ( , )f SE U A SE V AÌ  olacak şek"lde 
0x0x0
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elemanını �çeren b�r ( , )U A  esnek açık kümes� varsa f  esnek fonks�yonuna 
0x XÎ0x X0 X  

esnek elemanında sürekl�d�r den!r.  

 

Tanım 3.2.38. ( , , )X p A)p, , ))  ve ( , , )Y p A¢ )p, , ))¢ , (EP5) şartını sağlayan !k! esnek parçalı 

metr!k uzay, : ( ) ( )f SE X SE Y®) ( )) ( )) ( )  b!r esnek fonks!yon olsun. Eğer f  esnek 

fonks!yonu her 
0x XÎ0x X0x Xx Xx X  elemanında sürekl! !se f  esnek fonks!yonuna XX  üzer!nde 

sürekl d r den!r. 

 

Teorem 3.2.39. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  ve ( , , )Y p A¢, , )p, ,, ,¢ , (EP5) şartını sağlayan !k! esnek parçalı 

metr!k uzay, : ( ) ( )f SE X SE Y®) ( )) ( )) ( )  b!r esnek fonks!yon olsun. f  esnek 

fonks!yonunun esnek sürekl! olması !ç!n gerek ve yeter şart her ( , ) ( )V A S YÎ )))  esnek 

açık kümes! !ç!n 1( ( ( , ))) ( , ) ( )SS f SE V A U A S X- = Î )))  kümes!n!n esnek açık 

olmasıdır. 

 

İspat. Þ : f  sürekl! ve ( , ) ( )V A S YÎ )))  esnek açık b!r küme olsun. Herhang! 

1( ( , ))x f SE V A-Î 1x f SE1((  !ç!n ( ) ( , )f x SE V AÎ) ( ,) (  olur. ( , )V A  esnek açık olduğundan dolayı 

( , )V A , ( )f x)  elemanının b!r esnek komşuluğu olur. f  sürekl! olduğundan Tanım 

3.2.36. gereğ!nce ( ( , )) ( , )f SE N A SE V AÌ  olacak şek!lde xx  elemanın b!r ( , )N A  

esnek komşuluğu vardır. Bu durumda 1( , ) ( ( , ))x SE N A f SE V A-Î Ìx SE N( ,( ,SE( ,( ,  olur. ( , )N A  b!r 

esnek komşuluk olduğundan 0e >e > 0>  !ç!n  

 

1( ( , )) ( , ) ( ( ( , )))px SS B x N A SS f SE V Ae -Î Ì Ì 1

px SS B x N A SS f SE( ( , )) ( , ) ( (( ( , )) ( , ) ( (1

p )))SSSS( ( ,( ( , )) ( ,)) ( ,)))) ( ,)) ( ,)) ())   

 

olacak şek!lde ( , )pB x e, )  açık yuvarı vardır. Bu durumda 1int( ( ( ( , ))))x SS f SE V A-Îx SSint( (int( (  

ve 1( ( ( , )))x SS f SE V A-Î 1x SS f(( 1  olur. Dolayısıyla Teorem 3.2.23. gereğ!nce 

1( ( ( , ))) ( )SS f SE V A S X- Î )))  b!r esnek açık kümed!r.  
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Ü: Her ( , ) ( )V A S YÎ )))  esnek açık kümes" "ç"n 1( , ) ( ( ( , ))) ( )U A SS f SE V A S X-= Î )))  

esnek açık b"r küme olsun. Herhang" x XÎx XX  ve ( , ) ( ( ))N A N f xÎ f( (( ( ))  alalım. Bu 

durumda 0e >e > 0>  "ç"n ( ) ( ( ( ), )) ( , )pf x SS B f x N Ae¢Î Ì )p f) ( ( ( ), )) ( ,) ( ( ( ), )) ( ,p( ( ( ),( ( ( ), )) ( ,,)))))))  olacak şek"lde ( ( ), )pB f x e¢ ),)) )))  

açık yuvarı vardır ve Teorem 3.2.9. gereğ"nce ( ( ( ), )) ( , )PSS B f x V Ae¢ = ,,),), )) (  b"r esnek 

açık kümed"r. Bu durumda ( ) ( , ) ( , )f x SE V A SE N AÎ Ì) ( ,) (( ,(  olur. Yan" 

1 1( ( , )) ( ( , ))x f SE V A f SE N A- -Î Ì1 1x f S1 1((1 11 11 11 11 11 11 1f ((  ve buradan 1( , ) ( ( ( )))x U A SS f SE N-Î Ì 1x U A SS f S( , ) ( (( , ) ( (1( , )( )  olur. 

( , )U A  esnek açık olduğundan dolayı ( , ) ( )U A N xÎ ((( )))  olur. Buradan 

1( ( , )) ( ( ( ( ( , )))))f SE U A f SE SS f SE N A-Ì  yazılab"l"r. Komşuluk özell"kler"nden 

dolayı 1( ( ( ( ( ( , ))))))SS f SE SS f SE N A-  esnek kümes" ( )f x)))  elemanının b"r esnek 

komşuluğudur. Bu durumda f  esnek fonks"yonu xx  elemanında sürekl"d"r. 

 

Sonuç 3.2.40. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  ve ( , , )Y p A¢, , )p, ,, ,¢ , (EP5) şartını sağlayan "k" esnek parçalı metr"k 

uzay olsun. XX  ve YY  mutlak esnek kümeler"ndek" esnek açık kümeler"n sonlu 

elemanter kes"ş"mler" sırasıyla ( )S X ))  ve ( )S Y )  sınıflarının elemanları olsun. 

: ( ) ( )f SE X SE Y®) ( )) ( )) ( )  esnek fonks"yonunun ( , , )X p A, , )p, , ), , )  üzer"nde sürekl" olması "ç"n 

gerek ve yeter şart her AlÎ  ve her x XÎx XX  "ç"n ( ( )) ( )( )f x f xl l l= )( ))))( ))( )))  "le tanımlanan 

:f X Yl ®  dönüşümünün ( , )X pl  üzer"nde sürekl" olmasıdır.  

 

Teorem 3.2.41. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  ve ( , , )Y p A¢, , )p, ,, ,¢ , (EP5) şartını sağlayan "k" esnek parçalı 

metr"k uzay, : ( ) ( )f SE X SE Y®) ( )) ( )) ( )  b"r esnek fonks"yon ve ( , ) ( )F A S XÎ )))  olsun. f  

esnek dönüşümü x XÎx XX  elemanında sürekl" ve ( , )x cl F AÎ ( ,x cl( ,( ,  "se 

( ) ( ( ( ( , ))))f x cl SS f SE F AÎ) ( () (  olur. 

 

İspat. f  esnek dönüşümü x XÎx XX  elemanında sürekl" olsun. Teorem 3.2.39. 

gereğ"nce her ( , ) ( ( ))V A N f xÎ f( (( ( ))  esnek açık komşuluğu "ç"n 

1( , ) ( ( ( , ))) ( )U A SS f SE V A N x-= Î (( )  b"r esnek açık komşuluktur. ( , )x cl F AÎ ( ,x cl( ,( ,  
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olduğundan dolayı ( , ) ( , )F A U A ¹F( , )( , )( )¹))  olur. Buradan ( (( , ) ( , ))f SE F A U A ¹Æ( , ))( , )( , ) ¹  ve 

Lemma 2.3.6 gereğ!nce ( (( , ) ( , ))f SE F A SE U AÇ ¹Æ  olur. Ayrıca  

 

( (( , ) ( , )) ( ( , )) ( ( , ))f SE F A SE U A f SE F A f SE U AÇ Ì Ç ¹Æ   

 

olduğundan ( ( (( , ) ( ( ( , )))SS f SE F A SS f SE U A ¹Ff( (( (  olur. Teorem 3.2.5. gereğ!nce 

( ( ( , )))SS f SE U A  esnek kümes!de ( )f x)))  elemanının b!r esnek komşuluğu 

olduğundan dolayı ( ) ( ( ( ( , ))))f x cl SS f SE F AÎ) ( () (  olur. 

 

Sonuç 3.2.42. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  ve ( , , )Y p A¢, , )p, ,, ,¢ , (EP5) şartını sağlayan $k$ esnek parçalı metr$k 

uzay, : ( ) ( )f SE X SE Y®) ( )) ( )) ( )  b$r esnek fonks$yon ve ( , ) ( )F A S XÎ )))  olsun. Bu durumda 

( )( ) ( )( )( )( , ) ,SS f cl F A SS f SE F AÌ (( f (( ((  olur. 

 

Tanım 3.2.43. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  ve ( , , )Y p A¢, , )p, , ), , )¢ , (EP5) şartını sağlayan $k$ esnek parçalı 

metr$k uzay ve : ( ) ( )f SE X SE Y®) ( )) ( )) ( )  b$r esnek dönüşüm olsun. Eğer f  esnek 

dönüşümü b$re b$r, örten, sürekl$ ve 1f -  esnek dönüşümü sürekl$ $se, f  esnek 

dönüşümüne homeomorf zm, ( , , )X p A, , )p, , ), , ) ve ( , , )Y p A¢, , )p, , ), , )¢  uzaylarına da esnek homeomorf 

uzaylar den$r.  

 

Tanım 3.2.44. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  ve ( , , )Y p A¢, , )p, , ), , )¢ , (EP5) şartını sağlayan $k$ esnek parçalı 

metr$k uzay ve : ( ) ( )f SE X SE Y®) ( )) ( )) ( )  b$r esnek dönüşüm olsun. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  uzayının 

her esnek açık (kapalı) alt kümes$n$n f  altındak$ esnek görüntü kümes$ ( , , )Y p A¢, , )p, , ), , )¢  

uzayında esnek açık (kapalı) $se f  esnek dönüşümüne esnek açık (kapalı) dönüşüm 

den$r. 
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Tanım 3.2.45. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  ve ( , , )Y p A¢, , )p, ,, ,¢  !k! esnek parçalı metr!k uzay ve 

: ( ) ( )f SE X SE Y®) ( )) ( )) ( )  b!r esnek fonks!yon olsun. Eğer her ,x y XÎx y X, X  !ç!n 

( , ) ( ( ), ( ))p x y p f x f y¢= ( ( ), ( ))y p f f y, ) ( ( ), (, ) ( ( ), (¢  oluyorsa f  esnek fonks!yonuna b!r �zometr� den�r. 

 

Teorem 3.2.46. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  ve ( , , )Y p A¢, , )p, ,, ,¢ , (EP5) şartını sağlayan �k� esnek parçalı 

metr�k uzay ve : ( ) ( )f SE X SE Y®) ( )) ( )) ( ) b�r esnek fonks�yon olsun. Eğer f  esnek 

fonks�yonu b�r �zometr� �se f  esnek fonks�yonu sürekl�d�r. 

 

İspat. : ( ) ( )f SE X SE Y®) ( )) ( )) ( )  b�r �zometr�, 0e >e > 0>  ve 
0x XÎ0x X0 X  olsun. 

0 0 0( , ) ( , )p x x p x x e< +0 0 0, ) ( , )0 0 0, ), )0 0 00 0 00 0 0 e+( , )0 0 00 0 0)0 0 00 0 00 0 00 0 00 0 00 0 0( )( , )(0 0 0( ,( ,(0 0 00 0 00 0 00 0 0 e  olacak şek�lde b�r x XÎx XX  alalım. Böylece  

 

0 0 0 0 0 0( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( , ) ( , )p f x f x p f x f x p x x p x x e¢ ¢- = - <0 0 0 0 0 0( ( ), ( )) ( , ) ( , )0 0 00 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0), ( )) ( ( ), ( )) ( , ) ( ,, ) ( ,0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0
¢) ( )) () ( ))( )) ( <)0 0 0( ( ), ( )) ( , ) ( ,( ( ), ( )) ( , ) ( ,( ( ), ( )) ( , ) (0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 00 0 0 0 0 00 0 0(( e< e  

 

olur. Yan� 
0 0 0( ( ), ( )) ( ( ), ( ))p f x f x p f x f x e¢ ¢< +0 0 0), ( ))0 0 00 0 00 0 0), ( )) ( ( ), (), ( )) ( ( ), (0 0 00 0 00 0 0 e) ( )) +))0 0 0), (), (0 0 00 0 00 0 00 0 00 0 00 0 00 0 00 0 00 0 00 0 0( ( )( (¢((( ( )( ( )(0 0 00 0 00 0 00 0 0((( e  olur. Dolayısıyla f  esnek 

fonks�yonu 
0x0x0
 elemanında sürekl�d�r. 

0x0x0
 elemanı keyf� olduğundan dolayı f  esnek 

fonks�yonu ( , , )X p A)p, ,  üzer�nde sürekl�d�r. 

 

3.3. Esnek Parçalı Metr�k Uzayların Tamlığı 

 

Tanım 3.3.1. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  esnek parçalı metr�k uzay ve , bu uzaydak� esnek 

elemanların b�r d�z�s� olsun. x XÎx XX  ve e > 0e >> 0  �ç�n ( ,x B x eÎ )xÎ ( ,BB( ,( ,e )e  �ken 
0n n" ³  �ç�n 

( , )nx B x eÎ ( ,nx B((n )))  olacak şek�lde 
0n Î  varsa ( )n nx Î)n n)) Î  d�z�s� xx  esnek elemanına 

yakınsaktır den�r ve lim n
n

x x
®¥

=nx xn
 veya  �le göster�l�r. 

 

Teorem 3.3.2. ( , , )X p A, , )p, ,, ,  esnek parçalı metr�k uzay ve bu uzayın esnek 

elemanlarından oluşan b�r ( )n nx Î)n n)) Î  d�z�s�n� alalım. x XÎx XX  �ç�n 
nx x®nx xn ®  olması �ç�n 

gerek ve yeter şart lim ( , ) ( , )n
n

p x x p x x
®¥

=, ) ( , )np x x p, ) ( ,, ) ( ,n
 olmasıdır.  

( )n nx Î)n n)) Î

nx x®nx xn ®
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İspat. Þ : 
nx x®nx xn ®  olsun. Bu durumda 0e >e > 0>  !ç!n ( ,nx B x eÎ )nxn Î ( ,BB( ,( ,e )e  olacak şek!lde 

0n n" ³  !ç!n 
0n Î  vardır. Buradan 0 ( , ) ( , )np x x p x xe£ < +np( , )( , )n( )( , )(( , )( , ) (p(( ))),,  olup 

( , ) ( , )np x x p x x e- <, ) ( , )n p, ) ( , ), ) ( , )n <( , )( , )( , )( e< e  yazılab"l"r. Buradan da lim( ( , ) ( , ))n
n

p x x p x x e
®¥

- <( , ) ( , ))np x x p( , ) ( , )( , ) ( , )n( ,( , - <) ( , ))) ( , )) ( , )) ( e- < e  olur. Bu 

eş"ts"zl"k e" > 0e >e > 0  "ç"n sağlandığından dolayı lim ( , ) ( , )n
n

p x x p x x
®¥

=, ) ( , )np x x p, ) ( ,, ) ( ,n
 elde ed"l"r.  

 

Ü: lim ( , ) ( , )n
n

p x x p x x
®¥

=, ) ( , )np x x p, ) ( ,, ) ( ,n
 olsun. Buradan 

1 0e >1e > 0>  "ç"n 
0n n" ³  olacak şek"lde b"r 

0n Î  doğal sayısı "ç"n 
1( , ) ( , )np x x p x xe< +, ) ( , )n , ), )n , ), ), )1 (p1 ( ,( ,11

 olur. Bu durumda 
1 ( , )p x xe e= -1 (p x((e e1 -e ), ), ), )  

olacak şek"lde b"r e > 0e >> 0  "ç"n ( ,nx B x eÎ )nxn Î ( ,BB( ,( ,e )e  olur. e" > 0e >e > 0  "ç"n 
0n n" ³  olacak şek"lde 

0n Î  doğal sayısı var olduğundan dolayı 
nx x®nx xn ®  elde ed"l"r. 

 

Teorem 3.3.3. ( , , )X p A, , )p, ,, ,  esnek parçalı metr"k uzay ve bu uzaydak" esnek elemanların 

b"r d"z"s" ( )n nx Î)n n)) Î  olsun. x XÎx XX  "ç"n 
nx x®nx xn ®  ve ( , ) 0p x x =, ) 0, ), )  "se z X" Îzz XX  "ç"n 

lim ( , ) ( , )n
n

p x z p x z
®¥

=, )np x z p, ), )n , ) ( , )z p, ) ( ,, ) ( ,  olur. 

 

İspat. Üçgen eş"ts"zl"ğ"nden ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n np x z p x x p x z p x z p x x- £ £ +,, ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n np p p p) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n, ) ( , ) ( , ) (, ) ( , ) ( , ) (, ) ( , ) ( , ) (( )( , )( , )( , ) ( ) ( ) (n n n( , ) ( , ) (n n nn n n( , ) ( , ) (( , )( , ) ( , ) (( ) ( )( ) ( )( , ) ( , )( , ) ( , )( , ) ( , )  olur. 

Buradan da n ®¥  "ken ( , ) ( , )np x z p x z®n ,,n ) ( , )p) ( , ),  elde ed"l"r. 

 

Teorem 3.3.4. Esnek parçalı metr"k uzaylarda yakınsak her d"z"n"n l"m"t" tekt"r. 

 

İspat. ( , , )X p A)p, ,  b"r esnek parçalı metr"k uzay ve ( )n nx Î)n n)) Î , XX  kümes"n"n esnek 

elemanlarından oluşan b"r d"z" olsun. Bu d"z" 1 2,x x XÎ1 21 21 2x x X1 21 21 21 2 X  esnek elemanlarına 

yakınsasın. 
1 1 1 2 2 2( , ) ( , ) ( , )p x x p x x p x x= =1 1 1 2 2 2, ) ( , ) ( , )2 2 21 1 1 2 2 21 1 1 2 2 2, ) ( , ) ( ,, , ,1 1 1 2 2 21 1 1 2 2 21 1 1 2 2 2( )  eş"tl"ğ"n"n sağlanıp sağlanmadığını 

"nceleyel"m. e > 0e >> 0  ve her 
1n n³  "ç"n 

1 1 1( , ) ( , )np x x p x x e- <1 1 1, ) ( , )1 1 1n 1 1 11 1 1, ), 1 1 11 1 11 1 1n <( , )1 1 1( ,((1 1 11 1 11 1 1 e< e  ve 

1 1( , ) ( , )n np x x p x x e- <1 1) ( )n np1 1, ) ( ,(1 11 11 1 n n, <( , )( ,( ,( e< e  olacak şek"lde 
1n Î  vardır. Ayr"ca 0e >e > 0>  ve her 2n n³ 2n n³n nn n  

"ç"n 2 2 2( , ) ( , )np x x p x x e- <2 2 2, ) ( , )2 2 2n 2 2 22 2 2, ), 2 2 22 2 22 2 2n <( , )2 2 2(((2 2 22 2 22 2 2 e< e  ve 2 2( , ) ( , )n np x x p x x e- <2 2, ) ( , )n np2 2, ) ( ,, ,2 22 22 2 n n, <( , )( ,( ,( e< e  olacak şek"lde 
2n Î  

vardır. 
0 1 2max{ , }n n n=  seçersek her 

0n n³  "ç"n  
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1 1 2 2 1 2 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n np x x p x x p x x p x x p x x p x x- £ + - -1 1 2 2 1 2 2 22 1 2, ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )2 2n n n n2 1 2 2 2((2 1 2 2 22 1 2 2 22 1 2 2 21 1 2 2 1 21 1 2 2 1 2, ),1 1 2 2 1 21 1 2 2 1 21 1 2 2 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 2) ( ) ( )) () ( ) ( )) ( ) ( )) ( ) ( )2 1 22 1 22 1 22 1 2( )( )( )( )1 1 2 2 1 21 1 2 2 1 21 1 2 2 1 21 1 2 2 1 22 1 22 1 22 1 2n n n2 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 2( )( )(( )( )(2 1 22 1 22 1 22 1 22 1 2  

          

          

                                  
1 1( , ) ( , ) 2n np x x p x x e£ - +p x(((£ (p(( ) ( , ) 2n np) ( ,) ( ,n n,,, e) ( , )( , )) ( ,) ( ,) (1 11 1, ),1 11 11 1)), ), )1 11 11 1 e   

                                 e e£ +2e£ ee e+2e ee e   

                                 3e= e   

 

olur. Buradan da 
1 2 2 2( , ) ( , )p x x p x x=1 2 2 2, ) ( , )21 2 2 21 2 2, ) ( ,, ) ( ,1 2 2 21 2 2 21 2 2 2

 ve 
1 2 1 1( , ) ( , )p x x p x x=1 2 1 1, ) ( , )11 2 1 11 2 1, ) ( ,, ) ( ,1 2 1 11 2 11 2 1

 olup (EP2) şartından 

1 2x x=1 2x x1 21 2
 elde edilir. Yani ( )n nx Î)n n)) Î  dizisi tek bir esnek elemana yakınsar. 

Teorem 3.3.5. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  bir esnek parçalı metrik uzay, ,x y XÎx y X, X  esnek elemanlarına 

sırasıyla yakınsayan, XX  kümesinin esnek elemanlarından oluşan ( )n nx Î)n n)) Î  ve ( )n ny Î)n n))y Î  

dizileri için lim ( , ) ( , )n n
n

p x y p x y
®¥

=, ) ( , )n np x y p x y, ) ( , ), ) ( , )n nn n, ), ), )  olur. 

 

İspat. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  esnek parçalı metrik uzay, ,x y XÎx y X, X  esnek elemanlarına sırasıyla 

yakınsayan, XX  kümesinin esnek elemanlarından oluşan ( )n nx Î)n n)) Î  ve ( )n ny Î)n n))y Î  dizilerini 

alalım. e > 0e >> 0  ve her 
1n n³  için ( , ) ( , )np x x p x x e- <, ) ( , )n p, ) ( , ), ,n <( , )( , )( , )( e< e  ve ( , ) ( , )n n np x x p x x e- <, ) ( , )n n n, ) ( ,, ) ,n n nn n n, ) ( ,, ,, , <( , )( ,( ,( e< e  

olacak şekilde bir 
1n Î  vardır. Her 

2n n³  için ( , ) ( , )np y y p y y e- <, ) ( , )ny y p y y, ) ( , ), ) ,n <( , )( , )( , )( e< e  ve 

( , ) ( , )n n np y y p y y e- <, ) ( , )n n ny , ) ( ,, ,n n nn n n, ) ( ,, ) ( ,, ) ( , <( , )( ,( ,( e< e  olacak şekilde bir 
2n Î  vardır. 

0 1 2max{ , }n n n=  seçersek 

her 
0n n³  için 

 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n np x y p x y p x x p x y p x x p x y- £ + - -, ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n ny p y p p y p p y, ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,, ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,n n n nn n n n, ) ( , ) ( , ) ( ,, ) ( , ) ( , ) ( ,, ) ( , ) ( , ) ( ,( ) ( )(( , ) ( , )( , ) ( , )( , ) ( , )( )( , )( , )( , )n n n( , )( , )n n nn n n( , )( , )( , )( )( )(( , )( , )( , )  

                              ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n np x x p x y p y y p y y p x x p x y£ + + - - -p x(((£ (p(( ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n p y y p p y( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n nn n( , ) ( ,) ( ,( , ) ( ,( ) ( ) ( ) ( )( ) (( , ) ( , ) ( , ) ( , )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )n n, ), )n n, ), ), ))), )), )   

                              ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n np x x p x x p y y p y y= - + -, ) ( , ) ( , ) ( , )n np p y y p y y, ) ( , ) ( , ) ( , ), ) ( , ) ( , ) ( , )n nn n, ) ( , ) (, ) ( , ) (, ) ( , ) () ( ) ( )( ) (, ) ( , ) ( , ), ) ( , ) ( , ), ) ( , ) ( , )   

                              ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n np x x p x x p y y p y y£ - + -p x(((£ (p( ( , ) ( , ) ( , )n nn nn n y p y y( , ) ( , ) ( ,, , ( ,n nn nn nn n( , ) (,, (( ) ( )( ) (( , ) ( , )( , ) ( , )( , ) ( , )n n, ),n n, ),, )), ), )    

                              e e< +e< ee e+ee   

                              2e= e   

1 1 2 2 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )n np x x p x x p x x p x xe e£ + + + - -p x(((£ (p(( 1 1 2 2 2 2) ( , ) ( , ) ( , )2 2 21 1 2 2 2 2( ,( ,1 1 2 2 2 21 1 2 2 2 22 2 21 1 21 1 2)))1 1 21 1 21 1 21 1 21 1 21 1 21 1 21 1 21 1 21 1 2)), )1 1 21 1 21 1 21 1 2 2 2 2( ) ( )n n2 2 22 2 21 1 2 2 2 21 1 2 2 2 21 1 2 2 2 21 1 2 2 2 21 1 2 2 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 22 2 21 1 2 2 2 21 1 2 2 2 21 1 2 2 2 21 1 2 2 2 2( ) ( )( ) ( )2 2 22 2 22 2 2( )( )( )( )(1 1 2 2 2 21 1 2 2 2 21 1 2 2 2 21 1 2 2 2 21 1 2 2 2 2

1 1( , ) 2 ( , )n np x x p x xe= + -1 1, ) 2 ( , )n n1 1, ) 2 ( ,, ) 2 ( ,1 11 11 1 n n22) 2) 2, ) 2,,1 11 11 1 2 ( n np( ,( ,n n,,,
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olur. Benzer şekilde  

 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n n n n n np x y p x y p x x p x y p x x p x y- £ + - -, ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n n n n n ny p, ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,, ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,n n n n n n n nn n n n n n n n, ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,, ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,, ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,( ) ( )(( , ) ( , )( , ) ( , )( , ) ( , )( )( , )( , )( , )n n n( , )( , )n n nn n n( , )( , )( , )( )( )(( , )( , )( , )   

                              ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n n n n n n n np x x p x y p y y p y y p x x p x y£ + + - - -p x(((£ (p(( ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n n n n n n n n( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,n n n n n n n n n nn n n n n n n n n n( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,( ) ( ) ( ) ( )( ) (( , ) ( , ) ( , ) ( , ))n n n, ),n n n, ), ), ))), ), )   

                              ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n n n np x x p x x p y y p y y= - + -, ) ( , ) ( , ) ( , )n n n n n n, ) ( , ) ( , ) ( ,, ) ( , ) ( , ) ( ,n n n n n nn n n n n n, ) ( , ) ( , ) ( ,, ) ( , ) ( , ) ( ,, ) ( , ) ( , ) ( ,) ( ) ( )( ) (, ) ( , ) ( , ), ) ( , ) ( , ), ) ( , ) ( , )   

                              ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n n n np x x p x x p y y p y y£ - + -p(((£ (p(( ( ) ( ) ( )n n n n n n( , ) ( , ) ( ,( , ) ( , ) ( ,n n n n n nn n n n n n( , ) ( , ) ( ,( (( ) ( )( ) (( , ) ( , )( , ) ( , )( , ) ( , )n n n, ), )n n n, ), ), ))), ))   

                              e e< +e< ee e+ee   

                              2e= e   

 

olur. Dolayısıyla ( , ) ( , ) 2n n np y y p y y e- <, ) ( , )n n ny , ) ( ,, ,n n nn n n, ) ( ,, ) ( ,, ) ( ,( , )( , )( ,( ,( 2ee  olup lim ( , ) ( , )n n
n

p x y p x y
®¥

=, ) ( , )n np x y p x y, ) ( , ), ) ( , )n nn n, ), ), )  elde edilir. 

 

Teorem 3.3.6. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  (EP5) şartını sağlayan esnek parçalı metrik uzay, 

( , ) ( )F A S XÎ )))  ve ( , )x F AÎ( , )x ( , )( , )  olsun. ( , )x F AÎ( , )x ( , )( , )  olması için gerek ve yeter şart ( , )F A  

esnek kümesinde xx  esnek elemanına yakınsayan ve ( , )F A  esnek kümesinin esnek 

elemanlarından oluşan bir ( )n nx Î)n n) Î  dizisinin bulunmasıdır. 

 

İspat. Þ : ( , )x F AÎ( , )x ( , )( , )  olsun. Her nÎ  için 
1

, ( )B x N x
n

æ ö
Îç ÷

è ø
( )( )( )

ö11
,,x,,
11

øn
÷÷,,,,  alalım. Bu durumda 

1
, ( , )B x SE F A
n

æ ö
Ç ¹ Æç ÷

è ø

ö111
,,x,,
1

øn
÷÷,,,,  olur. 

1
, ( , )nx B x SE F A
n

æ ö
Î Çç ÷

è ø
(n (x Bn

æ ö111
B ç ,,xx,,

1
xx,,
è øn
ç ÷ç ÷,,,,  seçersek 

1
,nx B x
n

æ ö
Î ç ÷

è ø
nx Bn

æ ö1
ç ÷,xx
æ öæ ö1

è øn
ç ÷ç ÷,  

elde edilir. Dolayısıyla 
1

( , ) ( , )np x x p x x
n

< +
1

)n, )n
n

+)p( , )( , )( )+( , )(( , )( , )(  olur. (EP1) aksiyomundan 

1
0 ( , ) ( , ) ( , )np x x p x x p x x

n
£ £ < +p((((((

1

n
+np, ) ( , ), ) ( , )n) ( )) ( )) (, ) ( , )) ( )) ( ) )p( , )( , )( ) +( )( , )( )p  yazılır. Böylece lim ( , ) ( , )n

n
p x x p x x

®¥
=, ) ( , )np x x p, ) ( ,, ) ( ,n, ), )  olur. 

Ayrıca  

 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n np x x p x x p x x p x x p x x p x x- £ + - -( , ) ( , ) ( , )n n n nn n n) ( ) p p( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )n( ,( ,( ,, ) ( , ), ) ( , )n n nn n nn n n, ) ( , ), ), ) ( , )( ) ( ) ( ) ( )( ) (( , ) ( ) ( , ) ( , )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )n n nn n n( )( , )( , )n n nn n nn n n( , )( , )( , )( )(( , )( )(  

                               2 ( , ) ( , )np x x p x x= -, ) ( , )n p, ) ( , ), ) ( , )n , ), ), )   
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2

n
<

2

n
<   

 

olur. Dolayısıyla lim ( , ) ( , )n n
n

p x x p x x
®¥

=, ) ( , )n np x x p, ) ( , ), ) ( , )n n, ), ), )  ve lim ( , ) ( , ) lim ( , )n n n
n n

p x x p x x p x x
®¥ ®¥

= =, ) ( , ) lim ( , )n n np x , ) ( , ) lim ( ,, ) ( , ) lim ( ,n n nn n n, ) ( , ) lim ( ,, ) ( , ) lim ( ,, ) ( , ) lim ( ,
®¥ ®¥n n

( , ) l( , ) l( , ) l  

olur. Yani  
nx x®nx xn ®  elde edilir. 

 

Ü: ( , )F A  esnek kümesinde xx  esnek elemanına yakınsayan ve ( , )F A  esnek 

kümesinin esnek elemanlarından oluşan bir ( )n nx Î)n n) Î  dizisi alalım. ( )N xÎ )N  olsun. 

Bu durumda e > 0e >> 0  için ( ,B x e ) Ì,,ee ) ÌN  olur. 
nx x®nx xn ®  olduğundan her 

0n n³  için 

( , ) ( , )np x x p x x e- <, ) ( , )n p, ) ( , ), ) ( ,n <( , )( , )( , )( e< e  ve 
0

( , ) ( , )np x x p x x e- <
0

( , ) ( , )np x x p
0

( , ) ( , )( , ) ( , )
0n( ,( , - <- <) ( , )) ( , )) ( , )) ( e- < e  olacak şekilde bir 

0n Î  vardır. 

Böylece 
0

( , )nx SE F AÎ Ç
0nx Sn N  olduğundan ( , )x F AÎ( , )x ( , )( , )  elde edilir.  

 

Tanım 3.3.7. ( , , )X p A, , )p, ,, ,  esnek parçalı metrik uzay ve  bu uzaydaki esnek 

elemanlardan oluşan bir dizisi olsun. Eğer 
,
lim ( , )n m

n m
p x x

®¥
, )n m,,n m,,,  limiti varsa ( )n nx Î)n n) Î  

dizisine Cauchy dizisi denir. 

 

Tanım 3.3.8. ( , , )X p A, , )p, ,, ,  esnek parçalı metrik uzayındaki her Cauchy dizisi XX  

kümesinde bir esnek elemana yakınsıyor ise ( , , )X p A, , )p, , ), , )  esnek parçalı metrik uzayına 

tamdır denir.  

 

Teorem 3.3.9. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  esnek parçalı metrik uzay ve bu uzayın esnek elemanlarının 

bir dizisi ( )n nx Î)n n)) Î  olsun. Bu durumda ( )n nx Î)n n)) Î  dizisinin ( , , )X p A, , )p, , ), , )  uzayında bir 

Cauchy dizisi olması için gerek ve yeter şart ( )n nx Î)n n)) Î  dizisinin ( , , )sX d A, , )sX d A, ,, ,s  esnek 

metrik uzayında bir Cauchy dizisi olmasıdır. 

 

( )n nx Î)n n)) Î
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İspat. Þ : ( )n nx Î)n n)) Î  dizisi ( , , )X p A, , )p, , ), , )  uzayında bir Cauchy dizisi olsun. Yani 

,
lim ( , )n m

n m
p x x

®¥
, )n m,,n m,,,  limiti var olsun. Kabul edelim ki 0e$ >e >e 0>  için ( , )s

n md x x e>, )n m,,,,,,, > e> e  olsun. 

Bu durumda  

 

2 ( , ) ( , ) ( , )n m n n m mp x x p x x p x x e- - >, ) ( , ) ( , )n m n n m m, ) ( , ) ( ,, ) ( , ) ( ,n m n n m mn m n n m m, ) ( , ) ( ,, ) ( , ) ( ,, ) ( , ) ( , >( , ) ( , )( , ) ( ,( , ) ( ,( , ) ( e> e   ve  
( , ) ( , )

( , )
2

n n m m
n m

p x x p x x
p x x

e + +
>

( ) ( )n n m m) ( ,) ( ,n n m m) ( ,)))))n n m,,n n m,,,p x(((p( n n mn n m, )n m,,n m,,, >
e

>
e +

 

 

olur. 1
2

e
e=

e
e= 1e1e  dersek  

 

1

( , ) ( , )
( , )

2 2

n n m m
n m

p x x p x x
p x x e> + +

, ) ( , )n n m m) ( ,) ( ,n n m m) ( ,) ( ,) ( ,
+n n mn n mn n mn n m)))(

2

,,,,,n n mn n m,,

2

(p((
+

p( n n mn n m, )n m,,n m,,, > e> e1e +1e  

olur. Böylece 

 

1
,

( , ) ( , )
lim ( , ) lim lim

2 2

n n m m
n m

n m n m

p x x p x x
p x x e

®¥ ®¥ ®¥

æ ö æ ö> + +ç ÷ ç ÷
è ø è ø

ö æ ö) ( ), ) ( ,) () (, ), ), ), )
ç ÷

)
limn n m mn n mlimn n m mn n mn n m( ,( ,((
lim

öö)( ,( ,(((, ), ), ), ), ), ) ( ,( ,( ,(((, ), ), ), ), ), ), ), ), ), ), ), ), ), ), ), ), )æ
n m nn m n

æ p

¥ ®¥
lim

®¥ ®¥ ®¥n m nn m n
lim

æ
limlim çç¥ ®¥¥ ®¥¥ ®¥¥ ®¥

, )n m,,n m,,,
®¥ ®n m n®¥ ®n m nn m n

11®¥ ®n m n
1  

 

elde edilir. ee  keyfi olduğu için 
,
lim ( , )n m

n m
p x x

®¥
®¥)n m,n m,,, ®¥  olur. Bu da 

,
lim ( , )n m

n m
p x x

®¥
)n m,n m,,,  

limitinin olmadığını gösterir. Bu bir çelişkidir. Dolayısıyla 0e" >e >e 0>  için 
0,n m n³  

iken ( , )n mp x x e<, )n m,,n m,,, < e< e  olacak şekilde
0n Î  vardır. Yani ( )n nx Î)n n)) Î  dizisi ( , , )sX d A  

uzayında bir Cauchy dizisidir. 

 

Ü: ( )n nx Î)n n)) Î  dizisi ( , , )sX d A  uzayında bir Cauchy dizisi olsun. Yani 0e" >e >e 0>  için 

0,n m n³  iken ( , )n mp x x e<, )n m,,n m,,, < e< e  olacak şekilde
0n Î  var olsun. Buradan 

 

2 ( , ) ( , ) ( , )n m n n m mp x x p x x p x x e- - <, ) ( , ) ( , )n m n n m m, ) ( , ) ( ,, ) ( , ) ( ,n m n n m mn m n n m m, ) ( , ) ( ,, ) ( , ) ( ,, ) ( , ) ( , <( , ) ( , )( , ) ( ,( , ) ( ,( , ) ( e< e   

 

olur. 1
2

e
e=

e
e= 1e1e  için  
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1

( , ) ( , )
( , )

2 2

n n m m
n m

p x x p x x
p x x e< + +

, ) ( , )n n m m) ( ,) ( ,n n m m) ( ,) ( ,) ( ,
+n n mn n mn n mn n m)))(

2

,,,,n n mn n m,,

2

(p((
+

p( n n mn n m, )n m,,n m,,, < e< e1e +1e   

 

elde edilir. Buradan da  

 

1
,

( , ) ( , )
lim ( , ) lim lim

2 2

n n m m
n m

n m n m

p x x p x x
p x x e

®¥ ®¥ ®¥

æ ö æ ö< + +ç ÷ ç ÷
è ø è ø

ö æ ö, ) ( , ), ) (, ) ( ,, ) ( ,, ) (, ), ), ), )
ç ÷

)
limn n m mn n mlimn n m mn n mn n m( ,( ,((
lim

öö)( ,( ,(((, ), ), ), ), ), ) ( ,( ,( ,(((, ), ), ), ), ), ), ), ), ), ), ), ), ), ), ), ), )æ
n m nn m n

æ p

¥ ®¥
lim

®¥ ®¥ ®¥n m nn m n
li

æ
limlim çç¥ ®¥¥ ®¥¥ ®¥¥ ®¥

, )n m,,n m,,,
®¥ ®n m n®¥ ®n m nn m n

11®¥ ®n m n
1

 

 

olur. Bu da 
,
lim ( , )n m

n m
p x x

®¥
, )n m,,n m,,,  limitinin var olduğunu gösterir. Dolayısıyla ( )n nx Î)n n)) Î  dizisi 

( , , )X p A, , )p, ,, ,  uzayında bir Cauchy dizisidir. 

 

Teorem 3.3.10. Bir esnek parçalı metrik uzaylarda her yakınsak dizi bir Cauchy 

dizisidir. 

 

İspat. ( , , )X p A, , )p, ,, ,  esnek parçalı metrik uzayında x XÎx XX  esnek elemanına yakınsayan, 

XX  kümesinin esnek elemanlarından oluşan bri ( )n nx Î)n n)) Î  dizisi alalım. e > 0e >> 0  ve her 

1n n³  için ( , ) ( , )n n np x x p x x e- <, ) ( , )n n n, ) ( ,, ) ( ,n n nn n n, ) ( ,, ) ( ,, ) ( , <( , )( ,( ,( e< e  olacak şekilde 
1n Î  ve her 

2n n³  için 

( , ) ( , )np x x p x x e- <, ) ( , )n p, ) ( , ), ) ( , )n <( , )( , )( , )( e< e  olaak şekilde 
2n Î  vardır. Her 

0,m n n³  için 

0 1 2max{ , }n n n=  olsun. Buradan  

 

2 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) 2 ( , ) 2 ( , ) ( , )n m n n m m n m n np x x p x x p x x p x x p x x p x x p x x- - £ + - -, ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) 2 ( , ) 2 ( , ) ( , )n m n n m m n m n n, ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) 2 ( , ) 2 ( , ) ( ,, ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) 2 ( , ) 2 ( , ) ( ,n m n n m m n m n nn m n n m m n m n, ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) 2 ( , ) 2 ( , ) ( ,, ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) 2 ( , ) 2 ( , ) ( ,, ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) 2 ( , ) 2 ( , ) ( ,) 2 ( ) 2 ( )) 2) 2 ( , ) 2 ( , )) 2 ( , ) 2 ( , )) 2 ( , ) 2 ( , )( ) ( )( , ) ( , )( , ) ( , )( , ) ( , ) n m n2 ( , )2 ( , )n m n2 ( , )2 ( , )2 ( , )2 ( )2 ( )22 ( , )2 ( , )2  

                                                      ( , )m mp x x- , )m m,,m m,,,   

                                                      ( , ) ( , ) ( , ) ( , )m m m mp x x p x x p x x p x x= - + -, ) ( , ) ( , ) ( , )m m m mp p p, ) ( , ) ( , ) ( , ), ) ( , ) ( , ) ( , )m m m mm m m) ( , ) () ( , ) () ( , ) () ( ) ( )( ) (, ) ( , ) ( , ), ) ( , ) ( , ), ) ( , ) ( , )  

                                                      ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n np x x p x x p x x p x x+ - + -, ) ( , ) ( , ) ( , )n n n np p p, ) ( , ) ( , ) ( , ), ) ( , ) ( , ) ( , )n n n nn n n, ) ( , ) (, ) ( , ) (, ) ( , ) () ( ) ( )( ) (, ) ( , ) ( , ), ) ( , ) ( , ), ) ( , ) ( , )   

                                                      ( , ) ( , ) ( , ) ( , )m m m mp x x p x x p x x p x x£ - + -p x(((£ (p(( ) ( , ) ( , ) ( , )m m m m p) ( , ) ( , ) ( , ), , ( , )m m m mm m m) ( , ) (,,) ( ) ( )( ) () ( , ) ( , )) ( , ) ( , )) ( , ) ( , )m m m, ),m m m, ),, )), ), )   

                                                      ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n np x x p x x p x x p x x+ - + -, ) ( , ) ( , ) ( , )n n n np p p, ) ( , ) ( , ) ( , ), ( , , ( , )n n n nn n n) ( , ) ( ,) ( , ) ( ,) ( , ) ( ,) ( ) ( )( ) (, ) ( , ) ( , ), ) ( , ) ( , ), ) ( , ) ( , )   

                                                      4e£ 4e£ e   
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olur. Bu durumda ( )n nx Î)n n) Î  dizisi ( , , )sX d A, , )sd A, , ), , )s  uzayında bir Cauchy dizisidir. Teorem 

3.3.9 ile ( )n nx Î)n n)) Î  dizisi ( , , )X p A)p, , ))  uzayında bir Cauchy dizisidir.  

 

Teorem 3.3.11. ( , , )X p A, , )p, ,, ,  parçalı metrik uzayının tam olması için gerek ve yeter şart 

( , , )sX d A, , )sX d A, , ), , )s  uzayının tam olmasıdır. 

 

İspat. Þ : ( , , )X p A, , )p, , ), , )  uzayı tam olsun. Yani ( , , )X p A, , )p, ,, ,  uzayındaki her ( )n nx Î)n n) Î  

Cauchy dizisi bir x XÎx XX  elemanına yakınsasın. Bu durumda Teorem 3.3.2. gereğince 

lim ( , ) ( , )n
n

p x x p x x
®¥

=, ) ( , )np x x p, ) ( , ), ) ( , )n
 olur. ( )n nx Î)n n) Î  dizisi ( , , )X p A, , )p, ,, ,  uzayında bir Cauchy dizisi 

olduğundan dolayı Teorem 3.3.9. gereğince ( )n nx Î)n n)) Î  dizisi ( , , )sX d A, , )sX d A, ,, ,s  uzayında bir 

Cauchy dizisidir. Yani 0e" >e >e 0>  için 
0,n m n³  iken  olacak şekilde

0n Î  vardır. Buradan  

 

( )
,
lim 2 ( , ) ( , ) ( , )n m n n m m

n m
p x x p x x p x x e

®¥
- - <)( , ) ( , ) ( , )n m n n m mp x( , ) ( , ) ( ,( , ) ( , ) ( ,n m n n m mn m n n m m( , ) ( , ) ( ,( , ) ( , ) ( ,( , ) ( , ) ( , <)) ( , ) ( , )) ( , ) ( ,) ( , ) ( ,) ( , ) ( , e< e  

 

olur. ( )n nx Î)n n) Î  dizisi ( , , )X p A, , )p, , ), , )  uzayında yakınsak olduğundan  

 

( )
,
lim 2 ( , ) ( , ) ( , )n n n

n m
p x x p x x p x x e

®¥
- - <)( , ) ( , ) ( , )n n np x x p p x( , ) ( , ) ( ,( , ) ( , ) ( ,n n nn n n( , ) ( , )( , ) ( , )( , ) ( , ) <)) ( , ) ( , )) ( , ) ( ,) ( , ) ( ,) ( e< e

 

 

olur. Yani lim ( , )s

n
n

d x x e
®¥

<, )n ,, < e< e  olur. Bu eşitsizlik e" > 0e >e > 0  için sağlandığından dolayı 

lim ( , ) 0s

n
n

d x x
®¥

=, ) 0n , ), )  olup ( )n nx Î)n n)) Î  dizisi ( , , )sX d A, , )sd A, , ), , )s  uzayında yakınsaktır. Bu durum her 

( )n nx Î)n n)) Î  Cauchy dizisi için geçerli olduğundan dolayı ( , , )sX d A, , )sd A, , ), , )s  uzayı tamdır. 

 

Ü: ( , , )sX d A, , )sX d A, , ), , )s  uzayı tam olsun. Yani ( , , )sX d A, , )sX d A, , ), , )s  uzayındaki her ( )n nx Î)n n)) Î  Cauchy 

dizisi için lim ( , ) 0s

n
n

d x x
®¥

=, ) 0n ,,  olsun. Bu durumda 

lim ( , )s

n m
n

d x x e
®¥

<, )n m,,,,,,, < e< e
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lim 2 ( , ) lim ( , ) ( , ) 0n n n
n n

p x x p x x p x x
®¥ ®¥

- - =, ) lim ( , ) ( , ) 0n n np p, ) lim ( , ) ( ,, ) lim ( , ) ( ,n n nn n n, ) lim ( ,, ) lim ( ,, ) lim ( ,
®¥ ®¥n n

)lim ( , ) ( ,   

 

olur. Buradan  

 

lim 2 ( , ) lim ( , ) ( , )n n n
n n

p x x p x x p x x
®¥ ®¥

= +( , ) lim ( , ) ( , )n n np x x p p x( , ) lim ( , ) ( , )( , ) lim ( , ) ( , )n n nn n n( , ) lim ( ,( , ) lim ( ,( , ) lim ( ,
®¥ ®¥n n

) lim ( , ) (( , ) () lim ( , ) () lim ( , ) () lim ( , ) (
 

 

olur. ( , ) ( , )n n np x x p x x£)n n n, ), )n n n, ), ), ) ( , )n n n( ,( ,n n nn n n(((  olduğundan dolayı lim ( , ) lim ( , )n n n
n n

p x x p x x
®¥ ®¥

£) lim ( )n n n , )), ))n n n, ), ), )
®¥ ®¥n n

n n nlim (lim (lim (n n nn n nlim (lim (lim (
®¥ ®¥n n

 olur.  

 

lim ( , ) lim ( , ) lim ( , ) ( , )n n n n n
n n n

p x x p x x p x x p x x
®¥ ®¥ ®¥

+ £ +, ) lim ( , ) lim ( , ) ( , )n n n n n p, ) ( , ), ) ( , )n n,,,, ) lim ( , ), ) lim ( , )n n nn n n, ) lim ( , ), ) lim ( , ), ) lim ( , )
®¥ ®¥ ®¥n n nn n n

)), )lim ( )limlim ( , )limlim n nlim (lim ( n nlim (lim (lim (
¥ ®¥n n n

li (lim (limlim (limlim
 

 

şeklinde yazarsak  

 

                                  lim ( , ) ( , )n
n

p x x p x x
®¥

£, ) ( , )np x x p, ) ( ,, ) ( ,n                                                       (3.3)  

 

elde edilir. ( , ) ( , )np x x p x x£, ) ( , )np, ) ( , ), ) ( , )n
 olduğundan dolayı  

 

                                  ( , ) lim ( , )n
n

p x x p x x
®¥

£( , ) lim ( , )n
n

p x x p( , ) lim ( ,( , ) lim ( ,n( ,( ,
®¥

) l) l) l) l                                                       (3.4)  

 

 

elde edilir. (3.3) ve (3.4) eşitsizliklerinden dolayı lim ( , ) ( , )n
n

p x x p x x
®¥

=, ) ( , )np x x p, ) ( ,, ) ( ,n  elde edilir. 

Teorem 3.3.2 gereğince ( )n nx Î)n n)) Î  dizisi bir x XÎx XX  elemanına yakınsar. Teorem 3.3.9 

ile ( )n nx Î)n n)) Î  dizisi ( , , )X p A, , )p, ,, ,  uzayında bir Cauchy dizisidir ve ( , , )sX d A, , )sX d A, ,, ,s  uzayındaki 

her ( )n nx Î)n n)) Î  Cauchy dizisi için ( )n nx Î)n n)) Î  dizisi ( , , )X p A, , )p, , ), , )  uzayında yakınsak 

olduğundan dolayı ( , , )X p A, , )p, , ), , )  uzayı tamdır.  

 

Teorem 3.3.12. ( , , )X p A, , )p, ,, ,  ensek parçalı metrik uzay, ( , , )sX d A, , )sX d A, , ), , )s  esnek metrik uzay, 

x XÎx XX  ve XX  esnek kümesinin esnek elemanlarından oluşan bir dizi ( )n nx Î)n n)) Î  olsun. 
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,
lim ( , ) ( , ) lim ( , )n n m
n n m

p x x p x x p x x
®¥ ®¥

= =, ) ( , ) lim ( , )n n mp x , ) ( , ) lim ( ,, ) ( , ) lim ( ,n n mn n m, ) ( , ) lim ( ,, ) ( , ) lim ( ,, ) ( , ) lim ( ,
®¥ ®¥n n m,

( , ) l( , ) l( , ) l  eşitliğinin sağlanması için gerek ve yeter şart 

,
lim ( , ) 0s

n m
n m

d x x
®¥

=, ) 0n m,,,,,,,  olmasıdır. 

 

İspat. Þ : 
,

lim ( , ) ( , ) lim ( , )n n m
n n m

p x x p x x p x x
®¥ ®¥

= =, ) ( , ) lim ( , )n n mp x , ) ( , ) lim ( ,, ) ( , ) lim ( ,n n mn n m, ) ( , ) lim ( ,, ) ( , ) lim ( ,, ) ( , ) lim ( ,
®¥ ®¥n n m,

( , ) l( , ) l( , ) l  olsun. lim ( , ) ( , )n
n

p x x p x x
®¥

=, ) ( , )np x x p, ) ( , ), ) ( , )n   

olduğundan Teorem 3.3.2 ile ( )n nx Î)n n)) Î  dizisi ( , , )X p A, , )p, , ), , )  uzayında yakınsaktır. Ayrıca 

,
lim ( , ) ( , )n m

n m
p x x p x x

®¥
=, ) ( , )n m p, ) ( , ), ) ( , )n m,,,  olduğundan dolayı ( )n nx Î)n n)) Î  dizisi ( , , )X p A, , )p, , ), , )  uzayında bir 

Cauchy dizisidir. Bu durumda Teorem 3.3.9 ile ( )n nx Î)n n)) Î  dizisi ( , , )sX d A, , )sX d A, , ), , )s  uzayında 

bir Cauchy dizisidir ve Teorem 3.3.11 den lim ( , ) 0s

n
n

d x x
®¥

=, ) 0n , ))  bulunur. Yani  

( )
,
lim 2 ( , ) ( , ) ( , ) 0n n n

n m
p x x p x x p x x

®¥
- - =), ) ( , ) ( , ) 0)n n np p, ) ( , ) ( ,, ) ( , ) ( ,n n nn n n, ) ( ,, ) ( ,, ) ( , )))( , ) ( ,( , ) ( ,( , ) (   

 

olur. ( )n nx Î)n n) Î  dizisi ( , , )X p A, , )p, , ), , )  uzayında yakınsak olduğundan dolayı  

 

( )
,
lim 2 ( , ) ( , ) ( , ) 0n m n n m m

n m
p x x p x x p x x

®¥
- - =), ) ( , ) ( , ) 0)n m n n m m, ) ( , ) ( ,, ) ( , ) ( ,n m n n m m, ) ( , ) ( ,, ) ( , ) ( ,, ) ( , ) ( , ))( , ) ( ,   

 

olur. Bu da 
,
lim ( , ) 0s

n m
n m

d x x
®¥

=, ) 0n m,,,,,,,  olması demektir. 

 

Ü: 
,
lim ( , ) 0s

n m
n m

d x x
®¥

=, ) 0n m,,,,,,,  olsun. Bu durumda ( )n nx Î)n n)) Î  dizisi ( , , )sX d A, , )sX d A, ,, ,s  uzayında 

x XÎx XX  elemanına yakınsaktır. Yani lim ( , ) 0s

n
n

d x x
®¥

=, ) 0n , ), )  olur. Bu durumda 

 

lim 2 ( , ) lim ( , ) ( , ) 0n n n
n n

p x x p x x p x x
®¥ ®¥

- - =, ) lim ( , ) ( , ) 0n n np p, ) lim ( , ) ( ,, ) lim ( , ) ( ,n n nn n n, ) lim ( ,, ) lim ( ,, ) lim ( ,
®¥ ®¥n n

))lim ( , ) ( ,lim ( , ) ( ,lim ( , ) (   ve  lim 2 ( , ) lim ( , ) ( , )n n n
n n

p x x p x x p x x
®¥ ®¥

= +( , ) lim ( , ) ( , )n n np x x p p x( , ) lim ( , ) ( , )( , ) lim ( , ) ( , )n n nn n n( , ) lim ( ,( , ) lim ( ,( , ) lim ( ,
®¥ ®¥n n

) lim ( , ) (( , ) () lim ( , ) (( ,) l ) (  

olur. ( , ) ( , )n n np x x p x x£)n n n, ),n n n, ), ), ) ( , )n n n( ,,n n nn n n(((  olduğundan lim ( , ) lim ( , )n n n
n n

p x x p x x
®¥ ®¥

£, ) lim ( , )n n n ,,, ), )n n n, ), ), )
®¥ ®¥n n

n n nlim (lim (lim (n n nn n nlim (lim (lim (
®¥ ®¥n n

 olur. Buradan 

lim ( , ) lim ( , ) lim ( , ) ( , )n n n n n
n n n

p x x p x x p x x p x x
®¥ ®¥ ®¥

+ £ +, ) lim ( , ) lim ( , ) ( , )n n n n n p, ) ( , ), ) ( , )n n,,,, ) lim ( , ), ) lim ( , )n n nn n n, ) lim ( , ), ) lim ( , ), ) lim ( , )
®¥ ®¥ ®¥n n nn n n

)), ), ), )lim ( )limlim ( , )lim ( , )lim ( , ) n nlim (lim ( n nlim (lim (lim (
¥ ®¥n n n

li (lim (limlim (lim (lim  şeklinde yazarsak  

 

                                     lim ( , ) ( , )n
n

p x x p x x
®¥

£, ) ( , )np x x p, ) ( , ), ) ( , )n                                                         (3.5)  
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 elde edilir. ( , ) ( , )np x x p x x£), ), ) ( , )np( ,( ,n
 olduğundan dolayı  

 

                                    ( , ) lim ( , )n
n

p x x p x x
®¥

£( , ) lim ( , )n
n

p x x p( , ) lim ( , )( , ) lim ( , )n( ,( ,
®¥

) l) l) l) l                                                          (3.6) 

 

 elde edilir. (3.5) ve (3.6) eşitsizliklerinden dolayı lim ( , ) ( , )n
n

p x x p x x
®¥

=, ) ( , )np x x p, ) ( , ), ) ( , )n
 elde edilir. 

Teorem 3.3.2 den ( )n nx Î)n n)) Î  dizisi ( , , )X p A, , )p, ,, ,  uzayında yakınsaktır. ( )n nx Î)n n)) Î  dizisi 

( , , )sX d A, , )sX d A, , ), , )s  uzayında yakınsak olduğundan ( )n nx Î)n n)) Î  dizisi ( , , )sX d A, , )sX d A, ,, ,s  uzayında bir 

Cauchy dizisidir. Teorem 3.3.9 ile ( )n nx Î)n n)) Î  dizisi ( , , )X p A, , )p, , ), , )  uzayında yakınsaktır. 

Yani ( )n nx Î)n n) Î  dizisinin limiti vardır ve bu limit yakınsadığı elemana eşittir. Yani  

 

                                  
,
lim ( , ) ( , )n m

n m
p x x p x x

®¥
£, ) ( , )n m p, ) ( ,, ) ( ,n m,,,                                                       (3.7)  

 

olur. ( )n nx Î)n n)) Î  dizisi ( , , )X p A, , )p, ,, ,  uzayında yakınsak olduğundan dolayı Teorem 3.3.2 

den dolayı 

 

                                  lim ( , ) ( , )n
n

p x x p x x
®¥

=, ) ( , )np x x p, ) ( ,, ) ( ,n                                                          (3.8)  

 

 olur. Sonuç olarak (3.7) ve (3.8) eşitliklerinden dolayı 

,
lim ( , ) ( , ) lim ( , )n n m
n n m

p x x p x x p x x
®¥ ®¥

= =, ) ( , ) lim ( , )n n m, ) ( , ) lim ( ,, ) ( , ) lim ( ,n n mn n m, ) ( , ) lim ( ,, ) ( , ) lim ( ,, ) ( , ) lim ( ,
®¥ ®¥n n m

( )( )( )  eşitliği elde edilir. 

 

Teorem 3.3.13. (EP5) şartını sağlayan bir tam esnek parçalı metrik uzayın esnek 

kapalı alt kümesi tamdır. 

 

İspat. ( , , )X p A, , )p, ,, ,  bir tam esnek parçalı metrik uzay ve ( , )F A XÌ XX  esnek kapalı 

kümesini alalım. ( )n nx Î)n n) Î , ( , )F A  esnek kümesinin esnek elemanlarından oluşan bir 

Cauchy dizisi olsun. Bu durumda ( )n nx Î)n n)) Î , ( , , )X p A, , )p, , ), , )  uzayında bir Cauchy dizisidir. 

( , , )X p A, , )p, ,, ,  uzayı tam olduğundan ( )n nx Î)n n)) Î  dizisi XX  kümesinde bir xx  esnek elemanına 
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yakınsar. Yani e > 0e >> 0 , her ( ,B x e ),,,ee )  açık yuvarı için ( ,nx B x eÎ )nxn Î ( ,BB( ,( ,e )e  olur. Buradan 

( , { }nB x xe )Ç ¹Æ}¹},, { }n) { }{{{{  ve ( , ( , )B x F Ae )Ç ¹Æ, ), ), ),,, )Ç( ,(( ,( ,( ,  olduğundan dolayı ( , )x cl F AÎ ( ,x cl( ,( ,  olur. 

Buradan da ( , ) ( , )x F A F AÎ =( , )x ( , )( , )( , )( , )  olur. Sonuç olarak da ( , )F A  tamdır. 

 

Örnek 3.3.14. Al" Î , [ ]( , )( ) 0,1F A l =  ve [ ]( , )( ) 2,3G A l =  olmak üzere

( , ) ( , )X F A G A= ( , )X ( , )( ( , )( , )( , )  esnek kümesi üzerinde *: ( ) ( ) ( )p SE X SE X A´ ®) ( )) ( )) ( )( ) *( )((  dönüşümü 

max{ , }, { , } ( , )
( , )

, { , } ( , )

x y x y G A
p x y

x y x y F A

¹ Fìï
= í

- Ìïî

} { }, }, { , }, }, { , }max
)y, ))

ìïìì
= í
ïïìììì

ï
íí
îïï
íííí

{ } ( )x y x y F A, { , } ( ,{ } (yy , { , }, { , }, { , }

) ¹(( ,( ,
 

 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda ( , , )X p A, , )p, , ), , )  bir tam esnek parçalı metrik uzaydır. 

 

Tanım 3.3.15. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  bir esnek parçalı metrik uzay ve ( , ) ( )F A S XÎ )))  boş 

olmayan bir esnek küme olsun. *: ( , ) ( , ) ( )FP SE F A SE F A A´ ® *( )( )( )  fonksiyonunun 

, ( , )x y F A" Î(x y F A, ( ,, ( ,x,,,  için ( , ) ( , )FP x y p x y=, ) ( , )y p y, ) ( ,, ( ,  ile tanımlayalım. Bu durumda 
FP , ( , )F A  

üzerinde bir esnek parçalı metriktir ve p  tarafından ( , )F A  üzerine indirgenen esnek 

parçalı metrik olarak adlandırılır. (( , ), , )FF A P A  uzayına da ( , , )X p A, , )p, , ), , )  uzayının bir 

esnek parçalı metrik alt uzayı denir. 

 

Teorem 3.3.16. (EP5) şartını sağlayan bir esnek parçalı metrik uzayın tam alt uzayı 

esnek kapalı alt kümedir. 

 

İspat. ( , , )X p A, , )p, , ), , )  esnek parçalı metrik uzay, ( , )F A  tam alt uzay ve ( , )y F AÎ( , )y F A( ,( ,  olsun. 

Dolayısıyla 
ny y®ny yn ®  olacak şekilde ( , )F A  esnek kümesinde, ( , )F A  esnek 

kümesinin esnek elemanlarından oluşan bir ( )n ny Î)n n))y Î  dizisi vardır. Böylece ( )n ny Î)n n))y Î , 

XX  kümesinde bir Cauchy dizisi dolayısıyla da ( , )F A  esnek kümesinde bir Cauchy 

dizisidir. ( , )F A  tam olduğundan dolayı ( , )y F AÎ( , )y F( , )( , )  olur. Dolayısıyla ( , ) ( , )F A F AÌ ( , )( , )( , )

elde edilir.  
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Diğer taraftan ( , ) ( , )F A F AÌ ( , )( , )( , )  olduğundan dolayı ( , ) ( , )F A F A=  elde edilir. Yani 

( , )F A  esnek kapalıdır. 

 



 

 

 

 

 

 

BÖLÜM 4. TARTIŞMA VE SONUÇ 

 

 

Bu tez esnek parçalı metrik uzaylara giriş niteliğindedir. Tezde ilk önce esnek parçalı 

metrik kavramı tanımlanmış temel özellikleri ve ispatlanmıstır. Bu özellikler esnek 

parçalı metrik uzaylar üzerinde yapılacak elemanter işlemler kullanılarak kurulacak 

yeni yapılar için önemlidir. 

 

Tezin asıl amacı doğrultusunda esnek kümeler ve elemanter işlemler yardımıyla 

esnek parçalı metrik uzaylarda çeşitli özellikler ispatlanmış, bu özelliklerin bir 

kısmının klasik parçalı metrik uzayların litaretürde bulunan özelliklerden farklı 

olduğu gösterilmiştir. Esnek parçalı metrik uzaylarda esnek açık, esnek kapalı yuvar, 

esnek açık küme kavramları tanımlanmış. Bir esnek metrik uzayın elemanter esnek 

işlemler altında bir esnek topoljik uzay olması için sağlaması gereken şart verildikten 

sonra bir esnek kümenin esnek içi, esnek dışı ve esnek kapanışı gibi topolojik 

kavramlar tanımlanmış ve bazı özellikleri ispatlanmıştır. 

 

Son olarak esnek parçalı metrik uzaylarda yakınsaklık, tamlık, esnek parçalı alt 

metrik uzay kavramları ile esnek fonksiyonların bu yapıdaki özellikleri 

ispatlanmıştır. 

 

Bu tezdeki çalışmalardan hareketle esnek parçalı metrik uzaylarda dizisel süreklilik, 

süreklilik, total sınırlılık, kompaktlık gibi birçok kavram üzerine çalışmalar 

yapılabilir. 
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