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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

Cl(A) : A kiimesinin X topolojik uzayindaki kapanisi
int(A) : A kiimesinin X topolojik uzayindaki ici

4 (x) : X noktasinin komsuluk kiimeler ailesi

(X,cl) : Izotonik uzay

(X,7) : Topolojik uzay1

(X ,Ts V) : Bitopolojik uzay

(X.,cl,cl,) :Bi-izotonik uzay

R T : Reilly anlaminda 7, uzay1
S T : Swart anlaminda 7, uzay1
VCl(U ) : U kiimesinin v topolojisine gére kapanist
rel(V) : V' kiimesinin 7 topolojisine gore kapanisi



OZET

Anahtar kelimeler: Kapanis uzayi, izotonik uzay, bitopolojik uzay, bi-izotonik uzay,
ayirma aksiyomlari.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim tez konusuna iligskin ayrintili
literatiir bilgisi igermektedir. Ikinci béliimde izotonik uzaylari tanimlamak iizere
kapanis operatorii ve Ozellikleri verilmistir. Ayrica bu operatér yardimiyla i¢ ve
komsuluk operatorleri tanimlanmis ve ilgili teoremler ifade ve ispat edilmistir. Daha
sonra bu operatorler géz oniine alarak bir uzayin izotonik uzay olmasi igin gerek ve
yeter kosullar1 belirtilmistir. Ayrica izotonik uzaylar arasinda tanimli doniisiimiin
stirekliligi ve izotonik uzaylarda ayirma aksiyomlar1 ile ilgili tanim ve

karakterizasyonlar verilmistir. Ugiincii bolimde (X,7,v) bitopolojik uzaylarnim

temel tanmimlar1 ve bitopolojik uzaylarda doéniistimlerin stirekliligi ve bitopolojik
uzaylarda ayirma aksiyomlariin genellemelerine yer verilmistir.

Dordiincii boliim bu galismanin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu tezin ikinci ve
tiglincii boliimde verilen izotonik uzaylar ve bitopolojik uzaylara iligskin temel bilgiler

is1iginda (X, cl,cl,) bi-izotonik uzaylar tanimlanmis ve temel karakterizasyonlar
verilmistir. Akabinde bi-izotonik uzaylar arasinda i— siirekli ve bisiirekli doniisiimler

tanimlanarak ilgili teoremler ifade edilmistir. Son olarak bi-izotonik uzaylarda
ayirma aksiyomlari tanimlanmais ve ilgili teoremler ifade ve ispat edilmistir.

Besinci boliimde bu tez calismasinda elde edilen sonuglar 6zetlenmis ve bundan
sonra yapilacak arastirmalara yonelik oneride bulunulmustur.



BI-ISOTONIC SPACES AND
SEPARATION AXIOMS

SUMMARY

Keywords: Closure space, isotonic space, bitopological space, bi-isotonic space,
separation axioms.

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to detailed literature
knowledge related to the subject of the thesis. In the second chapter, the closure
operator and its properties are given to define the closure spaces. In addition, by the
aid of this function the interior and neighborhood operators are defined. The related
theorems are stated and proved. Afterwards, by considering these operators, the
necessary and sufficient conditions for a space to be an isotonic space are expressed.
Moreover, the definitions and characterizations of the continuity of mappings
between the isotonic spaces and the separation axioms in isotonic spaces are given.

In the third chapter, the fundamental definitions of (X,r, v) bitopological spaces

and the continuity of mappings between bitopological spaces and the generalizations
of separation axioms in bitopological spaces are represented.

The fourth chapter is the original part of this study. In the light of basic information
on isotonic spaces and bitopological spaces given in the second and third chapters of
this thesis, (X,cl,cl,) bi-isotonic spaces are introduced and fundamental
characterizations are given Subsequently, by defining i-continuous and
bicontinuous mappings between bi-isotonic spaces the corresponding theorems are
expressed and proved. Finally, separation axioms are described in bi-isotonic spaces
and the relevant theorems are expressed and proved.

In the fifth chapter of this thesis, a brief summary of this study is given and some
suggestions are proposed for new investigations.

Vi



BOLUM 1. GIRIS

Bir kiime iizerindeki topolojik yap1 aciklar aksiyomu ile tanimlaniyor olmasinin yani
sira kapali kiimeler ailesi, komsuluk sistemleri, kapanis operatorii veya i¢ operatorii

yardimiyla da tamimlanabilir. Ornegin X bostan farkli herhangi bir kiime ve « ailesi

P(X ) kuvvet kiimesinin bir alt ailesi olmak tizere

L D, X ex
II. HerU,Vex iginUUV ek

HI. Heriel i¢cin U, ex ise ﬂUl.EK

iel

aksiyomlar1 saglaniyorsa x kapalilar ailesi olarak adlandirilir ve X {izerinde x

ailesine karsilik gelecek sekilde tek bir ¢ topolojisi tanimlanabilir.

Kuratowski topoloji tanimlamak i¢in daha farkli bir yaklasim ortaya koymus ve

kapanig fonksiyonu olarak adlandirdig: cl: P(X ) - P(X ) dontistimii ile cl(A) =4

kosulunu saglayan A kiimelerini kapali alarak topoloji tanimlamistir oyle ki

cl: P(X)— P(X) doniisiimii her 4,8 € P(X) i¢in
Ko) cl(D)=0J

Ky) 4 B=cl(4)cdl(B)

K;) Accl(4)

K3) cl(4UB)=cl(4)uUcl(B)

Ky) cl(cl(A))zcl(A)



aksiyomlarin1 sagliyorsa (X , cl) uzay1 topolojik uzay olur. Ayrica Kuratowski

CI(A U B) c CI(A) ucl (B ) kapsamasini kaldirarak topolojik uzaylar1 genisletmis ve

kapanis uzaylarint tanimlamistir [1]. Cech ise Kuratowski’den farkli olarak

cl(cl(A)) = cl(A) aksiyomunu kaldirarak tanimlamistir. Karisikligi gidermek adina

literatiirde Kuratowski kapanis uzay1 ve Cech kapanis uzay1 gibi iki adlandirmaya

rastlamak miimkiindiir [1].

Cech anlamindaki kapanig uzaylarmin temelleri 1935’de Hausdorff tarafindan
yapilan [2] ve 1944’de Day tarafindan yapilan [3] calismalaridir ki bu makalelerde
kapanis uzaylan tizerinde yakinsaklik ve komsuluk kavramlari ele alinmistir. Daha
sonra Gnilka kapanis uzayr yerine genisletilmis topolojik uzay terimini kullanmay1
tercih etmis ve kapanis operatdrii yardimiyla kompaktlik, quasi-metriklenebilme,
simetri ve siireklilik gibi temel kavramlari inceleyen [4], [5] ve [6] c¢aligmalarini
ortaya koymustur. Belirli kiime o&zelliklerinin degigsmezliginin tartismasinda son
derece 6nemli yere sahip olan siireklilik ve karakterizayonlar1 genisletilmis topolojik

uzaylarda Hammer tarafindan ¢alisilmistir [7, 8].

Kapanis operatoriiniin ortaya koydugu genellemeler bazi yeni matematik teorilerinin
ortaya c¢ikmasinda analiz, mantik, cebir ve topoloji alanlarinda rol sahibi olmanin

yansira kimya, biyoloji ve bilgisayar bilimleri gibi alanlarda da kullanilmstir.

Kimyasal reaksiyon agi, filogenetik molekiil, evrimsel degisiklikler ya da dogal
polimer kivrimi kavramlarinin temelini olusturan genel ilkelere matematigin
benzerlik, yakinlik, baglantililik ve siireklilik gibi kavramlar karsilik getirilmistir.
Ozellikle Stadler ve arkadaslari son yillarda evrimsel ydriingeler ve yapay
kimyasallar iizerine yapmis olduklar1 birgok ¢alismayr genellestirilmis topolojiler
yardimiyla ortaya koymustur. Yine Stadler ve arkadaglari genellestirilmis kapanis
operatorii olarak bilinen kiime-degerli kiime-fonksiyonu ile donatilmis bir X kiimesi
lizerinde tanimlanabilecek bazi anlamli topolojik kavramlari arastirmis ve elde
ettikleri teorik sonuglar1 kimya ve biyoloji bilimlerinde kullanarak yorumlamislardir

[9, 10, 11].



Kapanis uzaylarinin kullanildig1 bir diger alan da dijital goriintii isleme siiregleri
olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Cilinkii topolojinin genel tanimlarinin dijital goriintii
isleme analizinde yeterli olmadigi goriilmiis ve boylece genellestirilmis kapanis veya
komsuluk fonksiyonu dijital topolojinin gereksinimlerini karsilamak {izere
kullanilmistir [12, 13, 14]. Genellestirilmis topolojik uzaylarin dijital goriintii isleme
teknikleri ile birlikte gorsel bilginin gosterimi ya da el yazisi tanima sistemi gibi

bilgisayar biliminin kullanim alanlarinda pek ¢ok uygulamalar1 vardir [15]-[22].

Tiim bu ¢aligmalarda hemen hemen tiim yaklagimlar topolojinin genel ¢ercevesini
genisletmek amaciyla izotonik oldugu bilinen kapanis fonksiyonunu kullanmistir. cl
kapanis operatoriiniin yukarida verilen Ky ve K; kapanis aksiyomlarini saglamasi
kosuluyla tanimlanan izotonik uzaylar kapanis uzaylarini da genellemesinden dolay1
son yillarda ilgi gekmektedir. Habil ve Elzenati [23] ve [24] arastirmalarinda izotonik
uzaylarda baglantililbik kavrami ile alt ayirma aksiyomlar1 ve iist ayirma

aksiyomlarina yer vermislerdir.

Bu tez de 6zellikle [23, 24]’de verilen izotonik uzaylarda temel tanim ve teoremler
ile [25]’de wverilen izotonik wuzaylarda ayirma aksiyomlar1 tanimlarindan
yararlanilmigtir. Tezin ana amaci bi-izotonik uzaylari tanimlamak oldugundan

bitopolojik uzaylarin literatiire girisi ve gelisimi de irdelenmistir.

Kelly 1963°de “Bitopological Spaces” isimli [26] makalesinde bitopolojik uzay1 bir
X kiimesi tizerinde herhangi iki z; ve 7, topolojisi almak suretiyle (X ,Tl,rz)

ticliisti olarak tanitmigtir. Kelly bu calismasinda 6zellikle iki noktayi, bir kiime ile
disindaki herhangi bir noktayr veya ayrik iki kiimeyi agik kiimeleri kullanarak
birbirinden ayirmay1 tarif eden ve ayirma aksiyomlari olarak da bilinen kavramlarin
bazilarinin bitopolojik uzaylardaki genellemeleri vermistir. Bu temel makalede
bitopolojik uzay kavrami kendisi tizerinde verilen iki topolojik yapiya sahip bir kiime
olarak acik¢a formiile edildiginden elde edilen sonuglar daha sonra yapilan
calismalar1 6nemli dl¢lide etkilemistir. Aslinda ayni kiime {izerinde tanimlanan iki
topolojik yap1 alarak calisma diger yazarlar tarafindan daha Onceki makalelerde
yapildigi bilinmektedir. Wilson 1931 tarihinde [27]’de iki topolojili X uzaymi
tanimlamis ancak bu uzay {lizerindeki topolojiler tamamen keyfi se¢ilmemistir.

Bitopolojik uzay terimi 1957°de ilk kez Motchane tarafindan [28]’de kullanmig



ancak (X ,2'1,12) bitopolojik uzaylarmi birbiri ile giicli iliskileri olan 7z, ve 7,
topolojilerini kullanarak tanimlamistir. 1957°de Weston [29]’da X {izerinde keyfi 7,
ve 7, topolojilerini almis olmasina ragmen (X ,2'1,12) ticliisti i¢in Ozel bir terim
kullanmamistir. Wiweger 1961°de (X ,TI,TZ) tcliisiinii 7, topolojisi 7, den daha

ince alarak ¢alismistir [30].

Akabinde bitopolojik uzaylarla ilgili bircok kavramin genellemeleri de yapilmistir.
Ornegin Murdeshwar ve Naimpally [31] ikili yar1 Hausdorff bitopolojik uzayni
calisirken, Birsan bitopolojik grup kavramini arastirmis ve daha zayif ikili Hausdorff
ozelligi lizerine ¢alismalar yapmistir. ilk olarak 2004 yilinda Ravi ve Lellis Thivagar
bitopolojik uzaylarda 6zel kiimeler ele alarak bir¢ok sonug elde etmistir [32]. Lane
[33] ikili tamamen regiiler ve ikili miikkemmel normal bitopolojik uzaylar tanitmis ve
Patty [34] ikili tamamen normal bitopolojik uzay1 tanimlamistir. Bunun yani sira
Reilly [35] hemen hemen bitopolojik uzaylar iizerine ¢alismalar yapmistir. Marin ve

Romaguera [36] bitopolojik uzaylarda monoton normallik kavraminin dogal

genellemesi tizerine ¢alismistir. Dvalishvili [37] bitopolojik uzaylarda ikili 7], 7,,

T, T, ve T, uzaylar1 tanimlamalar1 yapmis ve bazi nitelemelerini vermistir. Ayrica
3—
2

son zamanlarda bitopolojik uzaylar {izerine Jelic [38], Marin ve Romaguera [36],
Umehara Jun-iti, Maki ve Noiri [39], Sen, Nandi ve Mukherjee [40] makalelerinde
farkli yaklasimlarla ayirma aksiyomlarini ¢alismislardir. Bu tezde 6zellikle Kelly ve

Reilly, Dvalishvili’nin sirasiyla [26], [54] ve [37] ¢alismalarindan yararlanilmistir.

Ayrica bitopolojik uzaylarda fonksiyonlarin siirekliligi tizerine de ¢esitli caligmalar
yapilmustir. Ozellikle, Popa [41] ikili siirekli ve ikili gii¢lii siirekli fonksiyonlar1 acik
kiimelerle tanimlamistir. Dube, Panwar ve Tiwari [42] ise gii¢siiz ikili fonksiyonlar
yart-acik kiimelerle ifade etmistir. Jelic [43] ikili siirekliligi ikili acik kiimeleri
kullanarak t¢ farkli tasvirini vermistir. Maki, Sundaram ve Balachandran [44]
bitopolojik uzaylarda bisiirekli fonksiyonlar1 incelemistir. Tiim bu c¢alismalarin
benzerleri agik kiimeler yerine agik-benzeri kiimeler alinarak da yapilmistir. Ornegin
Khedr, Al-Areef ve Noiri [45] stirekliligi 6n-a¢ik ve 6n-yari-acik kiimeler yardimiyla

tanimlamistir.



Bu tez calismasinda bitopolojik uzaylar ve izotonik uzaylarin temel tanim ve
teoremleri ifade edilerek bi-izotonik uzaylar tanimlanacak ve temel Ozellikleri
incelenecektir. Boylece bi-izotonik uzaylar arasinda tanimli doniistimlerin siirekliligi
ile bi-izotonik uzaylarda ayirma aksiyomlari ve bu kavramlar arasindaki iliskiler

arastirilacaktir.



BOLUM 2. iZOTONIK UZAYLAR

2.1. Temel Kavramlar

Bu boliimde kapanis operatorii ile kapanis uzayr ve izotonik uzay iizerine bilinen
temel kavramlar 6zetlenmistir. Kapanis, i¢ ve komsuluk operatorlerinin tanimlari
verilerek bu operatorler yardimiyla bir uzayin bir izotonik uzay olmasi igin gerek ve

yeter sartlar ifade edilmistir.

Tanim 2.1.1. X herhangi bir kiime ve P(X ) kuvvet kiimesi olmak {izere

cl :P(X ) —>P (X ) olarak tanimlanan operatoriine kapanis operatorii ve (X , cl)

ikilisine de genellestirilmis kapanis uzayi adi verilir [23].

(X,cl) uzayinda bir 4 alt kiimesinin kapanist cl(4) ile gdsterilir [23].
Her A,B e P(X) i¢in asagidaki aksiyomlari gdz dniine alalim.

Ky) cl(&) =&

Ki) A< B=cl(4)ccl(B)

K;) Accl(4)

K3) cl(A4UB)=cl(A4)ucl(B)

Ky) cl(cl(A)) =cl(4)

Ks) LlJcl(Al.):cl[LlJAij

Eger cl operatorii



Ky ve K aksiyomlarini sagliyorsa (X , cl) uzay!1 izotonik uzay

Ko, K, K, aksiyomlarini sagliyorsa (X , cl) uzay1 komsuluk uzayi

Ko, K1, K, K4 aksiyomlarini sagliyorsa (X , Cl) uzay1 kapanis uzayi

Ko, K1, Ky, K3, K4 aksiyomlarini sagliyorsa (X , Cl) uzay1 topolojik uzay

olarak adlandirilir.

Onerme 2.1.1. cl: P(X ) - P(X ) kapanis operatdrii igin asagidakiler denktir [23];
K,) AcBc X =cl(4)ccl(B),

K)) cl(4)ucl(B)ccl(4UB),

K}) cl(AnB)ccl(4)ncl(B).

Ispat. (K, = K|) 4c B i¢in cl(4) ccl(B) olsun.

Ac AUB ve Bc AUB oldugundan cl(4)ccl(4UB) ve cl(B)ccl(4AUB)

saglanir. Buradan cl ( A) U cl(B ) cecl ( AUB ) bulunur.

(K| = K,) V4,BeP(X) igin cl(4)ucl(B)ccl(4UB) olsun. 4c B
alalm. Boylece 4UB =8 ve cl(4)ccl(4)ucl(B) oldugundan kolayca gériiliir.
Sonug olarak  cl(4)ccl(4)ucl(B)ccl(4UB)=cl(B) den cl(4)ccl(B)
bulunur.

(K, = K]) Ac B icin cl(4)ccl(B) olsun. AnNBc A ve ANBCB
oldugundan kabulden cl(ANB)ccl(A4) ve cl(4nB)ccl(B) saglanir. Boylece

cl(4nB)ccl(4)ncl(B) bulunur.



(K] = K,) V4,BeP(X) i¢in cl(4nB)ccl(4)ncl(B) olsun. 4c B
alalim. Bdylece 4=ANB oldugundan cl(A4)=cl(4NB) saglamr. Buradan

cl(4)=cl(4nB)ccl(A4)ncl(B)ccl(B)=>cl(4) ccl(B) bulunur.

Tamim 2.1.2. X kiimesi tizerinde herhangi iki genellestirilmis kapanis operatorii cl
ve cl' olsun. Eger A€ P(X) igin cl(A)ccl'(4) ise cl, cI' operatdriinden daha

ince ya da cl', cl operatoriinden daha kaba denir [25].
Tamm 2.1.3. X kiimesi lizerinde cl kapanis operatoriiniin duali
int: P(X)— P(X), int(4)=X—(cl(X - 4))
olarak tanimlanir ve i¢ operatdrii olarak adlandirilir [23].
Tanim 2.1.4. (X , Cl) genellestirilmis kapanis uzaymnda A4e P (X ) kiimesi igin,

cl(A) = A4 ise A kiimesine kapalidir denir.

Eger X — A kapali kiime ya da int(A) =4 ise A kiimesine (X , cl) uzayinda agik

kiime denir [23].

Ornek 2.1.1. X bir kiime olsun. cl :P(X) - P(X) operatorii

A, A sonlu kiime

X, A sonsuz kiime

cl(A):{

olarak tanimlansin. Bu durumda (X , cl) uzayinda A< X kiimesinin kapali olmasi

icin gerek ve yeter sart 4 sonluyada 4 =X olmasidir.

Ayrica X uzaymin sonlu olmasi i¢in gerek ve yeter sart X ayrik uzay olmasidir

[47].

Onerme 2.1.2. int : P(X)— P(X) i¢ operatéril i¢in asagidakiler denktir [23];

I,) AcB=int(4)cint(B),



I;) int(A4)uint(B)cint(4UB),

I}) int(ANB)cint(A)Nint(B).

1

ispat. (1, & 1)) int(4)=X—(cl(X-4)) ve int(B)=X—(cl(X-B)) ve
(K, < K) oldugundan
Ac B=int(A4)cint(B) < cl(X-B)ccl(X - A)
&cl((X-B)n(X-4))ccl(X-B)ncl(X - 4)
& X —(cl(X-B)ncl(X-4))c X —cl((X-B)n(X-4))

< int(A4)vint(B) cint( AU B)

oldugu kolayca goriiliir.

(I, & 1) int(4)=X—(cl(X -4)) ve int(B)=X—(cl(X -B)) ve (K, < K)

oldugundan

saglanir.

Onerme 2.1.3. (X , cl) uzayinin bir izotonik uzay olmasi icin gerek ve yeter sart

int: P(X) — P(X) ic operatdriiniin asagidaki sartlart saglamasidir [23].

i) int(X)=X,

ii) Ac B=int(A4)cint(B).
Ispat. (=) (X,cl) uzay: bir izotonik uzay olsun.

i) int(X)=X-cl(X-X)=X-cl(J)=X - =X bulunur.
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ii) VA,Be X igin AcC B ise X—A> X —B saglanir ve (X,cl) izotonik uzay
oldugunda cl(X-B)ccl(X-4) olur. Béylece X —cl(X-B)2X —cl(X—4)

olup int(4)cint(B) elde edilir.

(<) Varsayalm int: P(X)— P(X) ig operatdrii i¢in int(X)=X olsun. O halde
cl(D)=X —int(X -&) = X - X = bulunur. Ayrica A< B iken int(A4) < int(B)
olsun. Bu durumda X -A4>X-B iken int(X —B)cint(X —A4) olur ki buradan
X —int(X —4) = X —int(X —B) yani cl(4)ccl(B) oldugu gériiliir. Sonug olarak

(X ,cl) izotonik uzay olur.

Tanmm 2.1.5. ¢l ve int sirasiyla X ’de kapanis ve i¢ operatdrii olmak tizere her

xe X i¢in,

A7 (x) ={NeP(X):xeint(N)}
seklinde tanimlanan ./ : X — P(P(X )) operatori komsuluk operatoriidiir [23].
Eger her x€ A iginher V € .7 (x) ise V' kiimesi 4 kiimesinin komsulugudur.

Onerme 2.1.4. (X , cl) uzayinda 4 ¢ X olmak lizere V .7 (A) olmasi icin gerek

ve yeter sart A C int(V) olmasidir [23].

Ispat. Ve ./ (4) o Vxed i¢in Ve s (x)o xeint(V) < 4cint(V)olmasidir.

Bdylece ispat tamamlanir.

Onerme 2.1.5. (X , Cl) uzaymnda .7 komsuluk operatorii olsun. x € cl(A) olmasi

icin gerek ve yeter sart (X - A) ¢ (x) olmasidir [23].
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Ispat. B=(X —A4) olarak gosterilsin. Oyleyse

xecl(d) e xecl(X-B)
< x¢ X —cl(X—-B)=int(B)
<:>BeEN(x)
e (X—A)g. 1 (x)

bulunur.

Onerme 2.1.6. (X , cl) uzayinin bir izotonik uzay olmasi icin gerek ve yeter sart

#7: X - P(P(X)) komsuluk operatoriiniin asagidaki sartlar saglamasidir [23].
N,) VxelX i¢in X e N(x),

N) Nes(x),NcN'=N'e.r(x).

Ispat. (=) (X,cl) uzay1 bir izotonik uzay olsun.

N,) VxeX i¢in int(X)=X oldugundan x eint(X) ise X € N(x) saglanir.

N,) NeN(x) ve NcN' olsun. xeint(N) ve NcN' iken, int(N)<int(N')

oldugundan x e int(N ') bulunur. Buradan, N'e N (x) bulunur.
(<) VxeX igin XeN(x) ve Ne N(x),Nc N'= N'e N(x) olsun.

Vxe X i¢cin X e N(x) olsun. Bu durumda xe int(X) =XC int(X) olur.

Ayrica xeint(X)=xeX oldugundan int(X)c X dir. Buradan int(X)=X
bulunur.

xeint(N) ve NcN' iken, int(N)cint(N') olsun. xeint(N) ise
xeint(N') olur. Ac B olacak sekilde herhangi 4,B€ P(X) alalm. x eint(A)
olsun. O halde AeN(x) olur. AcB oldugundan BeN(x) dir. Boylece

x eint(B) olur. Sonug olarak int(4) cint(B) bulunur.



12

Onerme 2.1.7. (X,cl) bir uzay ve her A< X

c(d)={xeX:VNe. s (x),AnN =D}

i) c(4)ccl(4) dir.
ii)  c:P(X)—>P(X) izotoniktir.

iii)  c(4)=cl(4) < cl izotoniktir [46].
Tanim 2.1.6. (X , cl) uzay1 ve Y < X verilsin.

cl,:P(Y)—> P(Y)
A4 —>Yncl(4)

operatorii ¢l kapanis operatoriiniin Y {izerine indirgenmesidir. (Y , clY) uzayina

(X , cl) uzayinin alt uzay1 denir [24].
Indirgenmis i¢ operatérii int, ile gdsterilmek iizere 4 Y igin
int, (4)= X —cl, (X —A4)=Y nint(4U(X -Y))
dir. indirgenmis komsuluk operatérii ./, olmak iizere 4 Y igin
Ay (A)={NNY:Ne. 1 (A)}

dir. Bu tanimlarin sonucu kiimelerde islemlerin ozellikleri yardimiyla kolayca

ispatlanabilen asagidaki onerme verilebilir.

Onerme 2.1.8. Her (X , cl) uzayi i¢in Ko, K;, Ky, K3 kalitsal 6zelliktir [24].
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2.2. Izotonik Uzaylarda Siirekli Doniisiimler

Bu béliimde bir izotonik uzaydan digerine tanimli siirekli operatorii tanitmak iizere
oncelikle iki genellestirilmis kapanis uzay arasinda tanimli olan siirekli operator

kavrami ifade edilmistir.

Tamm 2.2.1. (X, cl) ve (Y,cl') iki uzay ve f: X — Y bir doniisiim olsun. Eger her
AcP(X) igin xecl(A4) iken f(x)ecl‘(f(A)) ise f doniisimi xeX

noktasinda siireklidir denir [47].

Eger f: X — Y her x € X noktasinda siirekli ise f siireklidir denir veya bu tanima

denk olan asagidaki tanim verilebilir.

Tamm 2.2.2. (X, cl) ve (Y, cl') iki uzay olsun. Eger her AeP(X) icin
f(cl(A)) c cl'(f(A)) ise f: X — Y doniisiimii siireklidir [47].
Ornek 2.2.1. ¢l ve «cI' X iizerinde iki kapams operatdrii olsun.

I:(X , cl) —>(X , cl') 0zdeslik dontistimiiniin siirekli olmasi icin gerek ve yeter sart

cl operatoriiniin cl’ operatdriinden daha kaba olmasidir [48].

Onerme 2.2.1. (X,cl) ve (Y,cl') iki izotonik uzay olsun. Her BeP(Y) icin
cl(f‘1 (B)) cf (cl'(B)) dir ancak ve ancak f: X — Y doniisiimii siireklidir [23].
Ispat. (=:) Her BeP(Y) igin cl(f‘1 (B))gf‘l(cl'(B)) olsun. A=f"'(B)

alinsm. Boylece cl(4)= cl( [ (B)) cf (cl'(B)) elde edilir. Buradan

f((:l(fﬁ1 (B))) gf(]“1 (cl’(B))) olup f(cl(A)) - cl'(f(A)) bulunur.

(<::) Kabul edelim ki f:X —Y doniisimi siirekli olsun. Bu durumda her

AeP(X) igin f(cl(4))ccl(f(4)) olur. f'(B)=A4 almsm. O halde

cl(f’1 (B)) =cl(4) olup f(Cl(f_l(B)))=f(Cl(A)) bulunur. Kabuliimiizden
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£(el(7(B))= £ (cl(4)) =t (£ (4)) olup cl(f(B)) =/ (cl(£(4))) elde
edilir. Sonug olarak cl(f_l (B)) cf! (cl‘(B)) bulunur.

Onerme 2.2.2. X, Y ve Z izotonik uzaylari olmak iizere f: X »Y ve g:¥Y > Z

stirekli doniigiim olsun. go f': X — Z siireklidir [23].

Ispat. f siirekli oldugundan her 4 € P(X) ve her xecl(4) igin f(x)ecl(f(4))
dir. Ayrica g siirekli oldugundan g(f (x))ecl(g(f(4))) dir. g f(x)=g(f(x))
ve go f(4)=g(f(4)) oldugundan go f siireklidir [13].

Onerme 2.2.3. (X,cl) ve (Y,cl') iki izotonik uzay olsun. f:X —Y doniisiimil igin
asagidakiler denktir [46].

i) f sireklidir.

ii)  VBeP(Y)isin £ (int(B))<int(f(B)) dir

iii) VB e P(Y) icin Be. ./ (f(x)) ise [ (B) €N (x) dir.

Ispat. (i=ii) f siirekli olsun. Oyleyse VB e P(Y) igin cl(f‘l(B))gf_l(cl(B))

olur. Ayrica [ (int(B)) =7 (Y—cl(Y—B)) =X-f" (cl(Y—B)) olup kabulden
X-f(c(Y-B))c X —cl(f"(Y-B))

saglanir. X—cl(f_1 (Y—B)) :X—cl(X—f_l(B)) :int(f_l(B)) esitligi de goz

Oniine alinirsa ispat tamamlanir.

(ii=1iii) Varsayahm VBeP(Y) i¢in [ (int(B)) - in‘[(j“1 (B)) saglansin.
Be.t ( f (x)) alahm. O  halde f(x) eint(B) olur.  Buradan

xef (int(B)) gint(f‘l (B)) olup xeint(f‘1 (B)) yani f~'(B)e .+ (x)bulunur
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(lii=i) VBeP(Y) i¢in Be.s(f(x)) iken f'(B)e.# (x) olsun.
xecl(f(B)) alalm. O halde cl(f™(B))=X-int(f"(Y-B)) oldugunu goz
oniine alirsak xe X —int(f ' (Y-B)) dolayisiyla xgint( /(Y ~B)) oldugu
goriilir ki buradan ' (Y-B)=X-f"'(B)e.+ (x) elde edilir. Kabuliimiizden
S (Y-B)e. .+ (x) olmast (Y-B)e./ (f(x)) olmasmni gerektirir. Bu ise
f(x)gint(Y—-B) demektir. Boylece [(x)eY —(int(Y—B))=cl(B) oldugundan

xef (cl(B)) bulunur. Sonug olarak cl(f_1 (B)) cf! (cl(B)) elde edilir.

Tamm 2.2.3. (X ,cl) ve (Y ,cl') iki uzay olsun. f:X —Y homeomorfizmdir ancak
ve ancak f birebir, orten, siirekli ve f~' siireklidir. Ayrica X ve Y uzaylan

homeomorfiktir denir [1].

Eger X uzayinda saglanan bir 6zellik X ’e homeomorfik olan uzay da saglaniyorsa

bu 6zellik topolojik 6zellik olarak adlandirilir.

Onerme 2.2.4. (X,cl) ve (Y,cl') izotonik uzaylari ve f:(X,cl)—(Y,cl') birebir
ve Orten doniisiim olsun. X ve Y izotonik uzaylarinin homeomorfik olmasi i¢in

gerek ve yeter sart her 4 € P(X) icin f(cl(A)) = cl'(f(A)) olmasidir [23].

2.3. izotonik Uzaylarda Ayirma Aksiyomlar

Bu boliimde (X , Cl) genellestirilmis kapanis uzaylarinda ayirma aksiyomlari

tanimlar1 verilerek izotonik uzaylarda ayirma 6zellikleri karakterize edilmistir.

Tamm 2.3.1. (X, Cl) uzaymnda x # y olmak iizere her x,y € X i¢in y ¢ N_ olacak
sekilde N e .7/ (x) yada x¢& N olacak sekilde N, €./ (y) varsa (X,cl) uzayl1

T, —uzayi olarak adlandirilir [23].
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Onerme 2.3.1. (X , cl) izotonik uzaymin 7, —uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart

x # y olmak lizere her x,ye X i¢in y & cl({x}) yada x ¢ cl({y}) olmasidir [23].

Ispat. (:>) (X , cl) izotonik uzaymnin 7, —uzay1 olsun. O halde x # y olmak iizere

her x,ye X i¢in y ¢ N_ olacak sekilde N e. 7/ (x) vardir. Ayrica cl operatdrii

izotonik oldugundan Onerme 2.1.7’den
cl({x})z{y:VNy €N ’(y),Nym{x} ;t@} :{y:er/ (x)}

dir. Buradan y € N_ olmasi i¢in gerek ve yeter sart y e cl({x}) olmasidir. y ¢ N,

oldugundan y ¢ cl({x}) bulunur. x ¢ cl({ y}) durumu da benzer sekilde gosterilir.

(<::) X kiimesinde x # y olmak lizere her x,y e X igin y¢ cl({x}) olsun. Diger
taraftan cl({x})z{y:‘v’Ny €N ’(y),Nyﬁ{x};t@}:{y:er/ (x)} dir. Yani
ye N, dir ancak ve ancak ye cl({x}) dir. Kabuliimiiz geregi y¢ cl({x})

oldugundan y ¢ N elde edilir.

Tanim 2.3.2. (X,cl) uzayinda x # )y olmak iizere her x,ye X i¢in yg N' ve
x ¢ N" olacak sekilde N'e .+ (x) ve N'"e (y) varsa (X,cl) uzay1 T, —uzay1

olarak adlandirilir [1].

Onerme 2.3.2. (X , cl) izotonik uzayinin 7, —uzay1 olmasi igin gerek ve yeter sart

her x e X i¢in cl({x}) c {x} olmasidir [23].

Ispat. (:>) (X , cl) izotonik uzaymin 7} —uzay1 olsun. her x € X icin cl({x}) c {x}
oldugunu yani X —{x} cX —cl({x}) = int(X —{x}) oldugunu gosterelim. Oyleyse
yveX —{x} alinsin. Bu durumda x # y olur. X T; —uzayr oldugundan y¢U ve

x ¢V olacak sekilde U € .7 (x) ve Vet (y) vardir. Bu durumda x eint(U) ve
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ye int(V) bulunur. Ayrica xe X — {x} iken xg¢V oldugundan V < X - {x}
bulunur. (X , cl) izotonik uzayr oldugundan int ( V) Cint (X — {x}) olup
yeint (X - {x}) bulunmus  olur. Sonu¢ olarak her xeX icin

X—{x} gint(X—{x}) dolayisiyla cl({x}) c {x} elde edilir.

(<) Her xeX igin cl({x})={x} olsun. Oyleyse X —{x}cint(X—{x}) olur.
(X,cl) izotonik uzaymin T, —uzay: oldugunu gdstermek icin x =y olacak sekilde
x,yeX almsm. Bu durumda x¢X-—{x} dir ancak yeX—{x} olur.
Kabuliimiizden y eint(X —{x}) olup X —{x}e.# () bulunur. Benzer sekilde
yeX—{y} dir ancak xeX—{y} olur. Kabuliimiizden xeint(X—{y}) olup

X —{ y} eEN (x) bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Tamm 2.3.3. (X, Cl) uzaymda x # y olmak iizere her x,ye X i¢in NNN"=O

olacak sekilde N'e .7 (x) ve N"e .t ( y) varsa (X , cl) uzay1 T, —uzay1 olarak
adlandirilir [23].

Onerme 2.3.3. (X , cl) izotonik uzaymin 7, —uzay1 olmas i¢in gerek ve yeter sart

x #y olmak lizere her x,ye X i¢in y ¢ Cl(U) olacak sekilde bir U € ./ (x) var

olmasidir [23].

Ispat. (X , cl) izotonik uzayinda herhangi farkli iki x ve y noktasini alalim. Kabul
edelim ki (X,cl), 7, —uzay1 olsun. O halde UV =& olacak seklide U €./ (x)
ve Vet ( y) dir. Buradan Vg(X -U ) bulunur. O halde (X , cl) izotonik uzay
oldugundan yeint(V)cint(X-U) olup (X-U)e.#(y) olacak sekilde
Ue.t (x) vardir. Buradan y ¢ Cl(U ) olacak sekilde U € .7 (x) bulunur. Tersi de

benzer sekilde gosterilir.
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Tanim 2.3.4. (X , Cl) uzayinda x=# )y olmak {izere her x,yeX igin
cl(N')Ncl(N")=D olacak sekilde N'e.#(x) ve N"e. ./ (y) varsa (X,cl)

uzay1 T | —uzayi olarak adlandirilir [23].
2—
2

Onerme 2.3.4. Her izotonik uzay igin 7,, T, T, VG]; , aksiyomlar1 topolojik
2

ozelliktir [23].
Ispat. (X , cl) ve (Y , cl') iki izotonik uzay ve f: X — Y homeomorfizm olsun.
1) T, —uzay i¢in:

(X,cl) T,-uzayr olsun. Y uzaymda x#y noktalart igin X uzaymda

f7(x)# f7'(») olur. Buradan f’l(y)e‘cl({f’l(x)}) ya da f’l(x)e:‘cl({f’l(y)})

oldugundan sirastyla
i )=ver(ar @) =als({r@)=as)  wo w
£ @) =xe (e )}) =er( ({7 () =er({y})  bulunur.  Sonug
olarak (Y,cl') T, —uzay1 elde edilir.

i) T -uzay icin:

(X.cl) T -uzayy ve yeY olsun. O halde [f7'(y)eX olup

cl({f*1 (y)}) c {ffl (y)} dir. Buradan
cl'({y})ch'(f({]“1 ()/)}))Zf(cl({]“1 (y)})) c f({f’1 (y)}) ={y} elde edilir

Boylece (Y , cl') 1, —uzay1 bulunur.
1i1) T, —uzay! i¢in:

(X ,cl) T,—uzayr olsun. Y kiimesinde x#y mnoktalar1 icin X kiimesinde

! (x) =1 ( y) olur.  Kabuliimiizden N'AnN"=O olacak  sekilde



19

Ne. '(ff1 (x)) ve N'e.s ’(ff1 (y)) kiimeleri ~ vardir.  Buradan
F(N)N f(N")=D olacak sekilde f(N')e.s(x) ve f(N")e.+"(y) kiimeleri

bulunur. Boylece (Y , cl') T, —uzay1 oldugu goriiliir.

v) T, —uzayi igin:
2—
2

Kabul edelim ki (X , cl) 7; , —uzayt ve x# )y olmak lizere x,y €Y olsun. Buradan
2

cl(N')Ncl(N")=D olacak sekilde N'e./ '(f_1 (x)) ve N'e.t '(f_1 (y))
kiimeleri vardir. O halde cl'(f(N')ﬁf(N")) =Cll(f(N'))m01'(f(N")) =0
olacak sekilde f(N')e.#"(x) ve f(N")e .+ () kiimeleri bulunur. Sonug olarak

(Y,cl') T, —uzayudr.

2

Tanim 2.3.5. (X , cl) uzayinda her x € X ve bostan farkli her 4 c P(X ) kiimesi
icin X %cl(A) olmak iizere N'NN"= olacak sekilde N'e. 7 (x) ve

N"e. v (A) varsa (X, cl) uzay1 regiilerdir denir [23].
Ayni zamanda (X , cl) uzay1 regiiler ve T, ise 7, —uzayidir.
Onerme 2.3.5. (X , cl) bir izotonik uzayda asagidakiler denktir [23].

i) (X, cl) regiiler uzaydir.
ii) Her xeX ve VNe.#(x) icin cl(U)c N olacak sekilde U ./ (x)

vardir.

Ispat. (i=ii) (X,cl) izotonik uzay: regiiler olsun. VxeX ve x¢cl(4) olmak
tizere bostan farkli VA4 € P(X ) kiimesi i¢in U NV = olacak sekilde U € .# (x)
ve Ved (A) vardir. Herhangi xeX ve Ne./ (x) alalim. Bu durumda

xeint(N) olur. Oyleyse x¢X—int(N)=cl(X-N) bulunur. Kabulden
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UNnV =@ olacak sekilde Ue.#(x) ve Ve s/ (X=N) vardir. UNnV =D
oldugundan U (X -V) dir. cl izotonik oldugundan cl(U)ccl(X-V) yani
X—c(U)oX—cl(X-V)=int(V) bulunur. Vet (X-N) ve
Vet (Ad)= Aeint(V) oldugundan X —N cint(V)< X —cl(U) bulunur. Sonug

olarak cl(U)< N olacak sekilde U € ./ (x) elde edilmis olur.
(ii=1) VxeX ve VNe.s (x) i¢in cl(U) = N olacak sekilde U € .4 (x) olsun.

xgcl(4) olacak  sekilde herhangi AeP(X) alam. O zaman
xeX—cl(4)=int(X-4) olur. Bdylecce X-Ae./(x) dir. Kabuliimiizden
cl(U)c X—4 olacak sekildle Ue.#(x) vardr. AcX-cl(U) olur ki
X—cl(U)=V dersek UNV =0 olacak sekildle Ue. 7 (x) ve Ve 1 (A)

bulunmus olur, yani (X s cl) regiiler uzaydir.

Tamim 2.3.6. X bir uzay ve 4,BC X olsun. Eger f(A) c {O} ve f(X—B) c {l}
olacak sekilde f:X —>[O,l] stirekli fonksiyonu varsa A kiimesi B kiimesinin

tamamen i¢indedir denir ve 4 € B seklinde gosterilir [23].

Onerme 2.3.6. X bir uzay ve 4 € B olacak sekilde 4,BC X olsun. Bu durumda
AC B dir [23].

Onerme 2.3.7. (X, Cl) izotonik uzay olsun. Eger 4 € B ise 4 UCI(A) C int(B) NB

dir [23].

Tamm 2.3.7. (X,cl) bir uzay olsun. vxe X ve VN e.#(x) igin N'e N olacak

sekilde N'e .7 (x) varsa (X , cl) tamamen regiilerdir denir [24].

Ayrica (X , cl) izotonik uzay1 tamamen regiiler ve 7] ise T, — uzayidir.
3—
2
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Onerme 2.3.8. Her tamamen regiiler izotonik uzay regiilerdir yani T | — uzayl ise
3_—
2

T, —uzayidur.

Ispat. (X ,cl) izotonik uzayr tamamen regiiler olsun. xe X noktast ic¢in her

Ne. st (x) icin U €N olacak sekilde U e. 7 (x) vardir. Onerme 2.3.6 ve

Onerme 2.3.7 geregi sirastyla
Uucl(U)€int(N)NN ve Uucl(U)cint(N)NN
oldugundan cl(U ) C N elde edilir. Sonug olarak X regiiler bulunur.

Onerme 2.3.9. Her izotonik uzay igin regiilerlik, tamamen regiilerlik 7, ve T, —
3—
2

uzay1 olmak topolojik 6zelliktir [23].
Ispat. (X , cl) ve (Y , cl') iki izotonik uzay ve f: X — Y homeomorfizm olsun.

1) Regiiler uzay icin:
(X , cl) T, —uzayr olsun. Bu durumda X regiiler ve 7)—uzayidir. yeY ve
Ve cl'(A) olacak sekilde AcCY kiimesi alinsin. O halde
Ve (y) g f (cl’(A)) = cl(ff1 (A)) dir. X uzayr regiiler oldugundan U NV =
olmak tizere U €./ ’(ff1 (y)) ve Ve s '(ff1 (A)) kiimeleri vardir. Buradan

f(U)ﬁf(V) = olacak sekilde f(U) €N (y) ve f(V) €N (A) kiimeleri

elde edilir. O zaman (Y , cl') regiiler bulunur.
i) T, —uzay1 igin:

(X ,cl) uzaylr 7T, —uzayr olsun. O halde (X ,cl) uzay1 regililer ve 7;—uzaydir.

Onerme 2.3.4°den (Y ,cl') uzay1 da 7, oldugundan Y uzaymm 7, —uzayr oldugu

kolayca goriiliir.
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1ii) Tamamen Regiiler uzay igin:

(X , cl) uzayl tamamen regiiler ve yeY, Ne. ./’ ( y) olsun. Buradan
fH(N)e s ( £ y)) olur. Kabuliimiizden U & f™'(N) olmak iizere
Ue.t ’(f_1 (y)) vardir. O halde f(U)EN olacak sekilde f(U)e.#"(y)

bulunur. Sonug olarak (Y R cl') tamamen regiiler elde edilir.

iv) T3 | —uzayl igin:
2

(X , cl) uzayli T3 , —uzay! olsun. O halde (X ,cl) uzay! tamamen regiler ve 7] —
2

uzayidir. Onerme 2.3.4. den (Y , cl') uzay1 da 7 oldugundan Y uzaymin T3 , —uzayl
2

elde edilir.

Tamm 2.3.8. (X , cl) izotonik uzay1 olsun.

(TN) Bostan farkli her ayrik kapali 4, B < X alt kiimeleri i¢cin U NV = olacak

sekilde U e .4 (A) ve V e+ 7(B) varsa, (X,cl) uzayr r— normaldir.

(QN) cl(A)mcl(B) = olacak sekilde bostan farkli her 4,B < X alt kiimeleri
icin UNV =0 olacak sekilde Ue. 7+ (A) ve Ve st (B) varsa (X, cl) uzay1

quasi-normaldir.

N) CI(A) mcl(B) = olacak sekilde bostan farkli her 4,B < X alt kiimeleri

UnNV =3 olacak sekilde U e . / ’(cl(A)) ve Vet ’(cl(B)) varsa (X,cl) uzay1

normaldir [23].
Bu tanim (X , cl) kapanis uzayi i¢inde gecerlidir.
Onerme 2.3.10. (X, cl) izotonik uzay olsun [23].

i) (N) ise (TN) dir.
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ii) (QN) ise (TN) dir.

Ispat .

i) CI(A) N cl(B) =(J olacak sekilde herhangi bostan farkli 4 ve B kiimeleri
icin U NV =0 olacak sekilde U € .7 ’(cl(A)), Very ’(cl(B)) var olsun. 4 ve B
ayrik  kapali  kiimeler almirsa A= cl(A) ve B= cl(B) oldugundan
ANB= cl(A) mcl(B) = olup kabulden UNV = olacak sekilde Ue. ./ (A) ,
Ves (B) bulunur.

ii) cl(A) e Cl(B ) = olacak sekilde bostan farkli her 4,8 < X alt kiimeleri
icin U NV =0 olacak sekilde U € .+ (A) ve Vet (B) var olsun. 4 ve B ayrik
kapali kiimeler alinirsa A= cl(A) ve B= cl(B) oldugundan
ANB= cl(A) mcl(B) = olup kabuliimizden UnNV =T olacak sekilde

Ue.1(4),V €.+ (B) bulunur.

Tamm 2.3.9. (X , cl) izotonik uzay1 7] ve (QN) ise 7, —uzayidir [23].

Tanim 2.3.10. (X , cl) izotonik uzay1 olsun. 4, B ¢ X igin eger
cl(4d)nB=Ancl(B)=D

ise A4, B kiimeleri yar1 ayriktir denir [23].

Onerme 2.3.11. (X , cl) izotonik uzayi i¢in asagidakiler denktir. Her 4, B < X i¢in

i) ANV =UNB= olacak sekilde U € .# (A) ve Ve s (B) vardir.

ii) A, B yari ayriktir [23].

Ispat (i:>ii) (X , cl) izotonik uzay1 icin ANV =UnNB=C olacak sekilde

Ue.1(A) ve V e._+(B) bulunsun. Bu durumda ¥ c X -4 ve U< X —B olur
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ve cl izotonik oldugundan Bcint(V)cint(X —4) ve Acint(U)cint(X —-B)

bulunur. O halde
cl(4)=X—-int(X-A4)c X-B ve cl(B)=X-int(X-B)c X -4
elde edilir. Buradan cl(A4)NB=Ancl(B) =D olarak bulunur.
(ii = i) Benzer sekilde gosterilir.
Tanim 2.3.11. (X, cl) uzay1 igin;
(CN) Eger her iki yar1 ayrik kiime ayriksa, tamamen normaldir [23].

Ayrica tamamen normal ve 7, ise T, —uzayidir.

Onerme 2.3.12. Her izotonik uzay igin (TN), (QN), (N), (CN), T, ve T, aksiyomlart

topolojik ozelliktir [23].
Ispat (X ; cl) ve (Y ’ cl') iki izotonik uzay ve f: X — Y homeomorfizm olsun.

1) (TN) i¢in:
X t-normal uzay olsun. Y kiimesinde A,B iki ayrik kapali kiimeler olsun. Bu
durumda f 71(/1) ve f (B) kiimeleri X kiimesinde ayrik kapali kiimelerdir. X t-
normal uzayr oldugundan U nV =@ olacak sekilde Ue.# ( 7 (A)) ve
Vet ’(ffl (B)) kiimeleri vardir. Onerme 2.2.3’den f(U)ﬁf(V) = olacak
sekilde f (U ) €N "(A) ve f (V) €N "(B) kiimeleri bulunur. Sonug olarak Y t-
normal uzay1 olarak elde edilir.

i1) (QN) igin:

X quasi-normal uzay olsun. ¥ kiimesinde cl'(4)Ncl'(B) = olacak sekilde bostan

farkl A, B kiimeleri alinsin. f homeomorfizm oldugundan
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cl( 7 (A)) mcl( 7 (B)) = oldugu kolayca goriiliir. Ayrica X quasi-normal uzay
oldugundan U nV =& olmak iizere U e ./ ’(ffl (A)) ve Ve s ’(f’l (B))
kiimeleri vardir. O halde f(U)ﬁf(V) = olacak sekilde f(U) e "(A) ve

f(V)e.+"(B) kiimeleri bulunur.

i) (N)igin:
X normal uzay olsun. ¥ kiimesinde cl'(4)Ncl'(B) =@ olacak sekilde bostan farkli
A, B kiimeleri almsmn. Buradan cl(f™'(4))~cl(f(B))=@ olup X normal uzay
oldugundan U~V =2  olacak  sekilde Ue.s(cl(f7(4))) ve
ve.s(cl(f(B))) kimeleri vardir. Bu duramda f(U)Nf(V)=@ olacak
sekilde £ (U)es"(f(cl(£7(4)))) ve f(¥)es(f(cl(s(B)))) kimeleri
elde edili. f homeomorfizm oldugundan cl'(4)=f(cl(f7(4))) ve
oI'(B) = f(cl(f™(B))) olup buradan /(U)e.+"(cl(4)) ve f(V)e.+"(cI(B))
kiimeleri bulunur.

iv)  (CN)igin:

X tamamen normal ve A4,BcC Y yar ayrik iki kiime olsun. f siirekli oldugundan
[ (A) ve f7 (B) kiimeleri X kiimesinde yar1 ayrik kiimelerdir. X tamamen
normal oldugundan UnV =g olacak sekildle Ue.# ( f (A)) ve
Vet ( ! (B )) kiimeleri ~ vardir. Ayrica  f~'  siirekli  oldugundan
FU)Nf(V)=9D olacak sekilde f(U)e.+"(A4) ve f(V)e.r"(B) kiimeleri

elde edilir. Sonug olarak A4, B kiimeleri ayrik bulunur.
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V) T, —uzay igin:

Yukarida yapilan ispatlardan ve Onerme 2.3.4 geregi (X,cl) T, —uzay: iken (¥,cl')

T, —uzay1 bulunur.
vi) T —uzay igin:

Yukarida yapilan ispatlardan ve Onerme 2.3.4 geregi (X , cl) T, —uzayi iken (Y , cl')

T — uzay1 bulunur.



BOLUM 3. BITOPOLOJIK UZAYLAR

3.1. Temel Kavramlar

Bu boliimde bitopolojik uzay ve bitopolojik uzaylarda agik kiime, kapali kiime
kiimenin i¢i ve dis1 kavramlart tanitilmis ve alt bitopolojik uzay kavramina yer

verilmistir.

Tamm 3.1.1. X bostan farkli bir kiime olmak iizere 7 ve v, X tzerinde farkli iki

topoloji olsun. (X N V) sirali tigliisiine bitopolojik uzay denir [26].

Ornek 3.1.1. R reel sayilar dogrusu ile iizerinde o, = {R,@}uU {(a,oo) ae R} sag
topolojik yap1 ve o, ={R,J}uU {(—oo, a):ae R} sol topolojik yap1 verilsin. Bu
durumda (R,a)],a)z) ticliisti bitopolojik uzay olusturur. Bitopolojik uzay teorisinde
(R, a)l,a)z) uzay1, topolojik uzaylarda & ={R,&} U {(a,b) ca,be R} topolojik yapisi

ile verilen (R, a)) alisilmis uzay ile benzer role sahiptir.

Tanmm 3.1.2. (X,T,V) bir bitopolojik uzay ve Sc X olsun. 4 €7 ve 4,ev

olmak tizere S =4 U A4, seklinde yazilabiliyorsa § alt kiimesine zv —acik kiime

denir [32].

S kiimesi 7v —agik kiime olmak tlizere /' = X —S tiimleyenine 7v —kapali kiime ya

da B, ve B, swasiyla 7—kapali ve v—kapali kiime olmak lizere F'=B5 N5,

seklinde yazilabiliyorsa F' alt kiimesine 7v —kapali kiime denir [32].

Uyan 3.1.1. (X , T,V) bir bitopolojik uzay olsun. 7v —agik kiimelerin ailesi bir

topoloji belirtmek zorunda degildir ¢linkii 7v —agik (zv—kapali) kiimelerin keyfi
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birlesimi (kesisimi) zv —acik (zv—kapali) kiime olmasina ragmen sonlu kesisimi
(birlesimi) 7v —agik ( 7v —kapali) olmak zorunda degildir [37].
Ornek 3.12. X= {a,b,c} ,T= {X,@,{a,b}} ve V= {X,@,{b,c}} olmak {iizere

A= {a,b} ve B= {b, c} v -agiktir ancak ANB = {b} 7v -agik degildir.

Tamm 3.1.3. (X , 7T, V) bitopolojik uzayinda bir 7v —agik ve bir 7v —kapali kiimenin

kesisimine ikili yerel kapali kiime denir [49].

Tamim 3.1.4. (X,z,v) bir bitopolojik uzay ve 4 X olsun.

a) A kiumesini igeren tiim 7v —kapali kiimelerin kesisimine 4 kiimesinin 7v —

kapanis1 denir ve
vel(A)=({{F: A< F,F tv—Kkapah)
seklinde gosterilir.

b) A kiimesini igeren tiim 7v —agiklarin birlesimine A kiimesinin 7v —ig¢i denir

Ve
rvint(A4) :U{U:UCA,U v —agik}
seklinde gosterilir [32].
Ornek 3.1.3. X ={a,b,c}, r={X,@{a}} ve v={X,&{b}} olsun. Bu durumda
(X,7,v) bitopolojik uzaymda zv—agik kiimelerin ailesi {@,X,{a},{b},{a,b}} ve
v —kapalilar ailesi {@, X,{b,c}.{a.c}.{c}} olarak bulunur. 7,7, int({a,b})={a,b}
ve rint({a,b})={a} esitliklerinden rvint({a,b})< rint({a,b}) oldugu goriiliir.
Onerme 3.1.1. (X,z,v) bir bitopolojik uzay ve U,/ € X olsun. Bu durumda
asagidaki kosullar saglanir [32];
i) zint(U)covint(U) ve vint(U)covint(U),
i) zvel(U)crel(U) ve zvel(U) cvel(U),

i) zvel(UnV)covel(U)nzvel(V),



29

iv) rvint(U)uzvint(V)covint(UUV).

ispat. i) xerint(U) olsun. Bu durumda xeU{V:V cU, Ver| olur. Biz

Xe U{V VcUVerv —a(;lk} oldugunu gosterelim. Ver ve Jev olarak

segilirse V=V uUQ yazilabildiginden, V kiimesi 7v—agik olur. O halde
xeU{V:¥vcU, V erv—agk} =rvint(U) bulunur.

Benzer sekilde Vint(U ) cTv int(U ) oldugu goriiliir.

ii) xe TVCI(U) olsun. Bu durumda, x e ﬂ{F :UcCF,F Tv-kapah} olup F

rv —kapali kiimeleri U kiimesini kapsayan tiim kiimelerdir yani X —F kiimeleri

7v —agiktir. Bu durumda X —F = AU B olacak sekilde 4 7—agik ve B v—agik
kiimeleri vardir. Buradan F=X—(X—F) =X—(AUB) =(X—A)r\(X—B)

bulunur. O halde F < (X —A4) ve F (X —B) dir. Boylece
xeM{X-A4:Uc(X-4),(X-4) 7-kapal}
ve
xe{X-B:Uc(X-B),(X-B) v-kapah
elde edilir. Dolayistyla zvel(U) < zel(U) ve rvel(U) cvel(U) dir.
iii) ve iv) benzer sekilde gosterilir.

Tammm 3.1.5. (X, T,V) bitopolojik uzay1r olsun. 7, = {AmY: Ae T} ve
vy = {BﬂY :Be V} koleksiyonlart Y < X uzayinin indirgenmis topolojileridir.

(Y Ty, VY) bitopolojik uzayina, (X , T, V) bitopolojik uzayinin alt uzayi denir [50].

Ornek 3.14. X ={a,b,c}, r={X,®{a}} ve v={X,®{b}} olsun. Y ={b,c}

olacak sekilde Y c X alalim. 7, ={Y , @} ve Vy ={Y , @,{b}} indirgenmis
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topolojileri ile (Y , Ty,vy) bitopolojik uzay1 (X , T,V) bitopolojik uzayinin alt uzayi

olarak bulunur.

3.2. Bitopolojik Uzaylarda Siirekli Doniisiimler

Bu boliimde bitopolojik uzaylar arasinda tanimli doniisiimler ele alinmis ve
bistirekliligi ifade edilmistir.

Tamm 3.2.1. (X,rl,rz) ve (Y,Vl,vz) bitopolojik uzay olsun. Eger
f :(X ,q)—)(Y ,V[) dontigimii stirekli (agik, kapali ya da homeomorfizm) ise
f:(X,Tl,Tz)—>(Y,Vl,V2) dontisimii i —siirekli (i—agik, i—kapali ya da i—
homeomorfizm) denir [35].

Tamm 3.2.2. (X,rl,rz) ve (Y,Vl,vz) bitopolojik uzay olsun. Eger
f :(X ,2'1,2'2)—>(Y ,Vl,vz) doniistimii 1—stirekli ve 2—siirekli ise f doniisiimiine

bistreklidir denir.

f déniisiimii birebir ve orten olsun. Eger f bisiirekli ve f~' bisiirekli ise f

doniigiimiine bihomeomorfizm denir [51].

Bihomeomorfizmler altinda invaryant kalan ozellikler bitopolojik 6zellikler olarak

adlandirilir. Boylece bir ¢ bitopolojik 6zelliginin (X ,Tl,Tz) bitopolojik uzayinda
var olmasi i¢in gerek ve yeter sart (X , 71,72) uzayma bihomeomorfik olan her bir

bitopolojik uzayinda da @ 06zelliginin var olmasidir [37].

Tanim 3.2.3. (X ,Tl,Tz) ve (Y :Vsz) bitopolojik uzay olsun. Eger
f :(X , 2'1,2'2) —)(Y ,Vl,vz) doniistimii i¢in her yerel kapali kiimesinin 6ngoriintiisii

ikili yerel kapaliysa f dontsiimii ikili siireklidir denir [49].
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Tanmim 3.2.4. (X , T,V) bitopolojik uzay ve (R, a)) alisilmis topolojik uzay olmak
uzere fX—->R doniistimi verilsin. Eger aeR icin
! ((a,oo)) = {x eX: f(x) > a} €7 oluyorsa f doniisiimiine 7 —alt yart siirekli
denir. Eger aeR igin [ ((—oo,a)) = {x eX: f(x) < a} et oluyorsa f
doniigiimiine 7 —1iist yari siirekli denir [52].

Ornek 3.2.1. (X , T,V) herhangi bitopolojik uzay ve ce€R olmak iizere Vxe X

icin f (x) =c¢ olsun. O zaman f doniisiimi hem 7 —alt yar stirekli ve 7 —1ist yar1

stireklidir hem de v —alt yar siirekli ve v —iist yar1 siireklidir.

Tanim 3.2.5. (X , TDTZ) bitopolojik uzay ve (R, a)) alisilmis topolojik uzay olmak
lizere f: X — R doniisiimii verilsin. Eger i, j € {1,2} olmak iizere / doniigiimii i—
alt yar siirekli ve j—iist yar1 siirekli ise f f doniisiimiine (i, J ) —alt iist yan siirekli
denir [37].

Onerme 3.2.1. (X , 2'1,2'2) ve (R,a)l,a)z) bitopolojik uzaylar ve (]R, a)) alisilmis
topolojik uzay olsun. Eger f: (X , Tl,Tz) —)(R, a)) doniistimiiniin (i, J ) —alt st yari
stirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart f': (X Ty 2'2) - (R, w, a)z) bisiirekli olmasidir

[37].

Ispat. Burada i =1 ve j =2 alarak ispatlayacagiz digeri de benzer sekilde yapilir.

(=) f:(X,7,7,) > (R,w) doniisiimii (1,2) - alt iist yari siirekli olsun. Her @ € R
igin (a,0), @ —acik kime ve (-w,a) @,—agik kiimesini géz Oniine alalim.
f:(X,7,7,) > (R, ) doniisiimii (1,2)— alt iist yar siirekli oldugundan 1-alt yar
siirekli ve 2—iist yar siirekli oldugundan her aeR igin f'((a,»))er, ve
f’l((—oo,a))e 7, saglamr. Boylece f:(X,7,7,)—> (R,@,0,) donisimi 1-

stirekli ve 2 —stirekli olup bistireklidir.
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(<) f:(X.7.7,) > (R,0,0,) bisirekli olsun. Bu durumda 1-siirekli ve 2—
sireklidir. Oyleyse herhangi aeR noktasi i¢in (a,0)ew, ve (-»,a)cw,
kiimeleri verildiginde ' ((a,oo))er1 ve [ ((—oo,a))e r, saglanir. Boylece
f:(X,7,7,) > (R,0) donistimii 1—-alt yar stirekli ve 2—iist yari siirekli olup

(1,2)— alt tist yar: siireklidir.

3.3. Bitopolojik Uzaylarda Ayirma Aksiyomlari

Bu boliime temel ayirma aksiyomlart ile bu kavramlarin bitopolojik uzaylarda

genellemeleri ve aralarindaki iliskilere yer verilmistir.

Tanmm 3.3.1. (X , T,V) bitopolojik uzay1 ¢ 06zelligine sahip olmasi i¢in gerek ve

yeter sart hem 7 hem de v topolojilerine gore g 6zelligine sahip olmasidir [51].

Tanim 3.3.2. (X , 2') topolojik uzaymma x # y olacak sekilde x,y € X noktalari i¢in,

birinin digerini icermeyen komsulugu varsa 7, — uzay1 denir.

Tamm 3.3.3. (X , T,V) bitopolojik uzay olsun. X uzaymin x# ) noktalar igin
xeU ve ygU olacak sekilde U 7 —agik kiimesi varsa ya da yelV ve xegV

olacak sekilde ¥ v —acik kiimesi varsa, (X,7,v) ikili T, — uzayidir [51].

Ornek 3.3.1. R reel sayilar dogrusu ile iizerinde @, = {R,@} U{(a,oo) ae ]R} sag
topolojik yapt ve , ={R,®}u{(—oo,a):aeR} sol topolojik yapt verilsin. Bu

durumda (R, @, ®,) bitopolojik uzay1 ikili 7, — uzaydir.

Tamm 3.3.4. (X ,T) topolojik uzaymin x # y olacak sekilde x,y e X noktalarinin

her biri i¢in birinin digerini icermeyen komsulugu varsa 7, —uzayidir denir.

Bitopolojik uzaylar i¢in ikili 7] —uzayi i¢in Swart ve Reilly’ nin sirasiyla [53] ve [54]

arastirmalarindan yararlanarak asagidaki iki farkli tanim verilir.
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Tanim 3.3.5. (X, T,V) bitopolojik uzay olsun.

- Eger X uzaymin x# y noktalari icin xeU ve y ¢ U olacak sekilde bir U

7 —acik kiimesi ve yelV ve x¢V olacak sekilde bir V' v —agik kiimesi
varsa, (X , r,v) ikili S 7, —uzayidir (Swart anlaminda ikili 7, —uzayidir)

denir.
- Eger X uzay1 7 icin 7] —uzay1 ve v i¢in 7, —uzay1 ise ikili R 7, —uzayidir

(Reilly anlaminda ikili 7} —uzayidir) denir [37].

Ornek 3.3.2. R reel sayilar dogrusu ile iizerinde @ = {R,@} U{(a,OO) ‘ae R} sag
topolojik yapt ve w, ={R,J}uU {(—oo,a) ‘ae R} sol topolojik yap1 verilsin. Bu
durumda (R, a, a)z) bitopolojik uzay1 ikili § 7, —uzayidir ancak ikili R 7] —uzay1
degildir

Onerme 3.3.1. (X ,T) topolojik uzay1 7, olmasi icin gerek ve yeter sart her xe€ X

igin {x} tek nokta kiimesi kapali olmasidir.

Onerme 3.3.2 (X , T,V) bitopolojik uzay: ikili R 7 —uzay1 olmasi icin gerek ve

yeter sart her x € X noktasi icin {x} tek nokta kiimesinin 7 —kapali ve v —kapali

olmasidir [55].

Ispat. (:>) (X , r,v) bitopolojik uzayi ikili R 7, —uzay1 olsun. X, 7 topolojisine
gore T, —uzay1 ve v topolojisine gore 7, —uzay1 oldugundan her x € X i¢in {x} tek
nokta kiimesi 7 —kapali ve v —kapal1 bulunur.

(<::) Her xe X i¢in {x} tek nokta kiimesi 7—kapali ve v—kapali olsun. Bu
durumda (X,T) ve (X,V) topolojik uzaylari 7, —uzayr olur. O halde (X,T,V)

bitopolojik uzay1 ikili R 7, — uzayi bulunur.
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Tamm 3.3.6. (X ,T) topolojik uzaymin birbirinden farkli her x,y € X noktalarinin

ayrik komsuluklar1 varsa Hausdorff uzayidir (7, —uzayidir) denir.

Tanim 3.3.7. (X , I,V) bitopolojik uzay olsun. Eger birbirinden farkli her x,y e X

noktalar1 i¢in U NV = olacak sekilde x noktasi igeren bir U 7 —agik kiimesi ve
v noktasini igeren bir V' v —acik kiimesi varsa X ikili Hausdorff (7, —) uzayidir

denir [51].

Uyan 3.3.1. (X , T,V) ikili Hausdorff iken (X , 2') ve (X ,V) topolojileri Hausdorff

olmasi1 gerekmez.

Ornek 3.3.3. R uzayinda 7 ayrik topoloji ve v sonlu tiimleyen topolojisi olsun.

(R,z,v) bitopolojik uzay1 ikili Hausdorff uzayidir ancak (R,v) Hausdorff degildir.

Onerme 3.3.3. (X ,T,V) bitopolojik uzayr ikili Hausdorff ise X 7 ve v

topolojilerine gore 7, —uzayidir [51].

Ispat. (X ,T,V) ikili Hausdorff olsun. Her farkli x,ye X i¢in xeU, ve yel
olacak sekilde U, et ve V, ev aynk kiimeleri vardir. Benzer sekilde yeU, ve

x €V, olacak sekilde U, e 7 ve V, e v ayrik kiimeleri vardir. O halde xeU,, y ¢ U,
ve x¢U,, y €U, olacak sekilde U,,U, € r bulunur. Buradan (X ,r) topolojik uzay1
1, —uzayidir. Benzer sekilde (X , V) topolojik uzaynin 7, —uzay: oldugu gosterilir.
Onermenin tersi dogru olmak zorunda degildir.

Ornek 3.3.4. 7, ve 7, bir X kiimesi iizerinde sonlu tiimleyen topolojileri olsun.

(X , Tl) ve (X , 2'2) uzaylar1 7, —uzayidir ancak (X STy 2'2) ikili Hausdorft degildir.

Onerme 3.3.4. Her ikili Hausdorff bitopolojik uzayi ikili R 7, —uzayidir [37].
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Tamm 3.3.8. (X ,T) topoloji uzay1 her x € X noktasinin ve x & F olacak sekilde

her F'c X kapali kiimesinin ayrik komsuluklar1 varsa ya da X deki her noktanin

kapali komsuluk ailesi bu noktanin komsguluk tabani ise regiilerdir denir.

Tanim 3.3.9. (X,T,V) bitopolojik uzayr olsun. Her xe€ X noktast v—kapali

kiimelerinden olusan bir 7 —komsuluk tabanina sahipse 7 topolojisi v topolojisine

gore regiilerdir denir.

Eger X, 7 topolojisi v topolojisine gore regiiler ve v topolojisi 7 topolojisine
gore regiiler ise ikili regiilerdir [51].
Tanim 3.3.10. (X , r,v) bitopolojik uzay eger ikili regiiler ve ikili R 7, —uzayi ise

ikili 7; —uzayidir denir [37].
Onerme 3.3.5. (X , r,v) bitopolojik uzay ikili 7, —uzayi ise ikili 7, —uzayidir [37].

Ornek 3.3.5. R uzaymda o, ={R,&}uU {(a,oo) ae R} sag topolojik yap1 ve
w, ={R,J} u{(—oo,a) ‘ae R} sol topolojik yap1 verilsin. (R,a)],a)z) bitopolojik
uzayr ikili regiilerdir. Ancak ikili R _7, —uzayr olmadigindan ikili 7 —uzayi
degildir.

Onerme 3.3.6. ikili regiiler bitopolojik uzaymin her alt uzayi ikili regiilerdir [50].

Ispat . (X ,r,V) bitopolojik uzayr ikili regiiler ve (Y ,ry,vy) bitopolojik uzay1
(X , T,V) bitopolojik uzaymin alt uzay: olsun. F', ¥ kiimesinde 7, —kapali kiime

olsun. A, X kiimesinde 7 —kapali kiime olmak tizere F'=ANY dir. Eger yeY ve
y¢F ise y¢ A olur. Budurumda yeU, AcV ve UNV =0 olacak sekilde U ,

r—agik ve V', v —acik kiimeleri vardir.

Aynmt zamanda UnNY ve VnNY swasiyla 7,—-actk ve v, —aciktir.

ye(UNY),Fc(VnY) olup (UNY)N(V nY)=(UNV)NY = bulunur.
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Benzer sekilde G, Y kiimesinde v, —kapali kiimesi olsun. B, X kiimesinde v —
kapali kiime olmak iizere G=BNY dir. Eger yeY ve yg G ise y¢ B olur. Bu
durumda yeU,BcV ve UNV =0 olacak sekilde U, v—agik ve V', 7—acik

kiimeleri vardir. Ayni zamanda U NY,VNY sirasiyla v, —agik ve 7, —agiktir.

ye(UnY),G<(VnY) olup (UNY)N(V NY)= bulunur.

Onerme 3.3.7 (X , r,v) bitopolojik uzay ikili regiiler olsun. rcl(U ) ,U kiimesinin
v topolojisine gore kapanist ve Vcl(V), V' kiimesinin 7 topolojisine gore kapanist

olmak {iizere x,yeX i¢cin xeder ve ygAd 1ise xeU,yelV ve

rel(U)nvel(V)=@ olacak sekilde U ez, V e v kiimeleri vardir [56].

Ispat. xeAder oldugundan x¢ (X —A) r—kapali kiime, X ikili regiiler
oldugundan x€G,ye (X—A) cH ve GNnH=O olacak sekilde Ger,H ev

kiimeleri vardir. Yine ikili regiilerlikten xeU < Vcl(U ) cG,yeVc VCI(V) cH

olacak sekilde U er,V ev kiimeleri vardir. Bu durumdan zcl(U)nvel(V)=D

olur.

Onerme 3.3.8. (X,T,V) bitopolojik uzaymnin 7 topolojisinin v ye goére regiiler
olmasi i¢in gerek ve yeter sart her x € X noktasi ve x ¢ S olmak iizere her S 7—
kapali kiimesi i¢cin xeU, ScV ve UNV = olacak sekilde Uer ve Vev
kiimeleri vardir [51].

Ispat. (:>) (X ,T,V) bitopolojik uzaymin 7 topolojisi v ye gore regiiler olsun
xeX ,xe¢S ve S r—kapali kime alinsin. Bu durumda (X—S)ET ve

xe (X -S ) dir. Kabulimizden xeUcC (X -S ) olacak sekilde v —kapali
kiimelerinden olusan bir 7-komsuluk tabam1 U vardir. U, 7—komsuluk

oldugundan xeU'cU c (X -S ) olacak sekilde bir U'er vardir. O halde

Sc(X-U),xeU\U'er,(X-U)ev ve UN(X-8)=4 dir.
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(<:) xeX ve U, kiimesi X noktasmin 7-komsulugu olsun. xeU c U, olacak

sekilde U er vardimr. (X —U) kiimesi 7—kapalidir. O zaman xeG ve

(X -U)c H olacak sekilde Ger ve H ev ayrik kiimeleri vardur.

xeGc(X—-H)cUcU, oldugundan (X —H) kimesi X noktasimn v —kapali

7 —komsulugudur. Dolayisiyla X noktasinin v —kapali kiimelerinden olusan 7—
komsulugu vardir. O halde 7 topolojisi X ye gore regiilerdir [37].

Tamm 3.3.11. (X ,T,V) bitopolojik uzayinda. A4 ve B alt kiimeleri olsun. Eger
f(4)=0 ve f(B)=1 olacak sekilde f:(X,r,v)— (R,w) donisimi (i, /)—alt

tist yar1 siirekli ise 4 kiimesi B kiimesinden (i, Jj)—tamamen ayriktir denir.

Acikca gorilir ki, A kiimesi B kiimesinden (i, j)—tamamen ayrik olmast i¢in

gerek ve yeter sart B kiimesi A4 kiimesinden ( j,i)—tamamen ayrik olmasidir.

Tanim 3.3.12. (X, T,V) bitopolojik uzay olsun. Eger her F' 7 —kapali (v —kapali)
kiimesi her x € F' noktasindan (T,V)—tamamen ayrik ((V,r)—tamamen ayrik) ise

(T, V) —tamamen regiilerdir ( (V, r) —tamamen regiilerdir.) denir.

(X , T,V) bitopolojik uzayi ikili tamamen regiiler ve ikili R 7, —uzay1 ise ikili 7 |, —
37
2

uzaydir denir [37].

Onerme 3.3.9. (X , T,V) bitopolojik uzayr ikili T | —uzay: ise ikili 7, —uzayidir
37

2
[37].
Tanim 3.3.13. (X , 2') topolojik uzayinda F|,F, < X ayrik kapali kiimeleri olsun.

F, c G, ve F,cG, olacak sekilde G,,G, et ayrik kiimeleri varsa X normal

uzaydir denir.
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Tanim 3.3.14. (X, T,V) bitopolojik uzay1 olsun. Eger 4 N B = olacak sekilde A4,

T—kapali ve B, v-—Xkapali kiimeleri verildiginde AcU,BcV ve UNnV =
olacak sekilde U 7 —agik ve V' v—agik kiimeleri varsa X uzayina ikili normaldir

denir [51].

(X , r,V) bitopolojik uzay: ikili normal ve R T, —uzayi ise ikili 7, —uzayr denir
[37].

Ornek  3.3.6. X ={a,b, c} kiimesinde 7, = {@, X ,{a} ,{b, c}} ve
T, = {@,X ,{a} ,{b}{a,b}} topolojileri tanimlansin. (X , r,V) bitopolojik uzay1 ikili

normaldir.

Sonuc¢ 3.3.1. (X p T,V) ikili normal uzayinda her birbirinden ve bostan farkli 4, B

kiimeleri i¢in A 7—kapali, B v—kapali kiime olmak {izere AcU, BcV ve

rcl(U ) N Vcl(V) =(J olacak sekilde U v —agik ve V' 7 —agik kiimeleri vardir [37].

Onerme 3.3.10. (X,7,v) bitopolojik uzay: ikili 7, —uzay: ise ikili T, —uzayidir

2

[37].

Onerme 3.3.11. (X , Z',V) bitopolojik uzay1 ikili normaldir ancak ve ancak C 7 —

kapali, D v—agik kiimeleri C < D olacak sekilde verildiginde; Cc Gc F < D

olmak tizere G v —agik, ' 7—kapali kiimesi vardir [51].

Ispat (:>) C t—kapali, D v—agik kiimeleri C — D olacak sekilde verilsin.

Buradan; Cﬂ(X—D) = drr.

Normal wuzay tanimmdan CcG ve (T —D) C(T -F ) olacak sekilde

GnN (T -F ) = olacak sekilde G v —agik ve (T -F ) 7 —agik kiimeleri vardir.

Buradan, Cc G, Fc Dve Gc F olup Cc G c F < D bulunur.
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(C) C t-kapali, D v—agik kiimeleri Cc D olacak sekilde verildiginde;

CcGc FcD olmak iizere G v—agik, ' r—kapali kiimesi olsun. AN B =

olacak sekilde 4 7—kapali ve B v—kapali kiimelerini alalim. AC(X —B) olup
(X —B) v—agiktir. Kabuliimiizden, AcGc F C(T —B) olacak sekilde G v—
acik, F' r7—kapalidr. Ac G ve B C(T -F ) bulunur. Buradan, Gﬂ(T -F ):@
olacak sekildle G v-—agik ve (T—F) 7r-acik bulunur. Bu durumda X ikili

normaldir.



BOLUM 4. Bi-iZOTONIK UZAYLAR

2.1. Temel Kavramlar
Bu boliimde bi-izotonik uzaylar tanimlanmis ve ilgili temel kavramlar verilmistir.
Tamm 4.1.1. X herhangi bir kiime, P(X) kuvvet kiimesi cl;: P(X) —)P(X) ve

cl,:P(X)—>P(X) kapams operatori olmak iizere (X,cl,cl,) gliisiine

genellestirilmis bi-kapanis uzayi adi verilir [57].

cl,: P(X)—>P(X) ve cl,: P(X)— P(X) kapanis operatdrleri Bolim 2°de verilen

Ko ve K; aksiyomlarini saglayan izotonik operatorler olmasi durumunda [57]’de

verilen olan bi-kapanis uzaylarini da igeren asagidaki tanim verilebilir.
Tamm 4.1.2. X uzayinda cl, ve cl, iki izotonik operatérii olsun. Bu durumda

(X ,cl, clz) ticliisiine bi-izotonik uzay denir.

Tamm 4.1.3. (X, cl,,cl,) bi-izotonik uzayinda clcl,(A4)=A ise 4 kiimesine kapali

kiime denir. Kapali kiimenin tiimleyenine acik kiime denir.

Bu tanim g6z oniine alinirsa agsagidaki dnerme kolayca goriliir.

Onerme 4.1.1. (X , cll,clz) bi-izotonik uzayinda bir 4 kiimesinin kapali olmasi i¢in

gerek ve yeter sart (X ,cl, ) ve (X , clz) izotonik uzaylarinda kapali olmasidir.
Baska bir deyisle, (X ,cl,, clz) bi-izotonik uzayinda asagidakiler denktir.

i) clel,(4)=4.

i) cl,(4)=4 ve cl,(4)=4.
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Bu durumda ie{l,2} i¢in inti(A):X—(cli(X—A)):A ise 4 kiimesi agiktir

denir.

Ornek 4.1.1. R reel sayilar kiimesi iizerinde

Q: AZ@ @, AZQ
cl(4)=4(-=,a], supd=a ve cl,(4)=:[b,0), infA=b
R, supA=oo R, inf 4 =—o0

olacak sekilde cl;: P(R)— P(R) ve cl,: P(R)— P(R) operatérlerini alalim. Bu
durumda herhangi bir AcR igin cll(clz(A)):R ya da cll(clz(A)):Q

oldugundan (]R, cl, clz) uzayi ayrik olmayan uzaydir.

(X,cl,,cl,) bi-izotonik uzay: topolojik uzay olmak zorunda degildir ¢iinkii kapali

kiimelerin sonlu birlesimi kapali olmak zorunda degildir.

Ornek 4.1.2. X={a,b,c; kiimesi verilsin cl,:P(X)—>P(X) operatdri,
o(2)=2, o, ({8)) =18}, ol ({e})={e}, ol ({ab})={ad}, el ({be})={bc]
ve o (X)=cl({a})=cl({a,c})=X  olarak  tammlansin.  Ayrica
cl,:P(X)—>P(X) operatorii de cl,({b})={b}, cl,({c})={c}, cl,(D)=D ve
cl, (X)=cl,({a})=cl,({a.b})=cl,({a,c})=cl,({b,c})=X olarak verilsin. Bu
durumda {b} ve {c} kiimeleri (X,cl,,cl,) bi-izotonik uzayinda kapali kiimeler olur
ancak cl, ({b,c})={b,c} ve cl,({b,c})=X oldugundan {b,c} kiimesi (X,cl,,cl,)

bi-izotonik uzayinda kapali degildir.

Onerme 4.1.2. (X ,cly, clz) bi-izotonik uzay olsun. 4 < X i¢in asagidakiler vardir.

i) A agik kiime olmasi igin gerek ve yeter sart 4 = X —clcl, (X - A) olmasidir.

ii) Eger 4 acik kiime ve A< G ise A< X —clcl, (X - G) saglanir.
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Ispat. i) (X ,cly, clz) bi-izotonik uzayindaki agik kiime tanimindan asikardir.

ii) 4 acgik kiimesi ve 4 < G olsun. Buradan X —G < X — 4 elde edilir. Ayrica
cl, ve cl, izotonik uzay oldugundan cl, (cl,(X —G))<cl,(cl,(X - 4)) bulunur. O

halde X —cl, (cl2 (X—A)) c X —c (012 (X—G)) olur ki 4 acik kiime oldugundan

Ac X —cl, (cl2 (X—G)) bulunur.

Onerme 4.1.3. (X , cll,clz) bi-izotonik uzay1 ve Y < X alt kiimesi verildiginde her .
AcY. kimesi ve i€ {1, 2} icin cliy (A) =cl, (A) NY  olarak tamml

cll : P (Y ) - P(Y ) operatorleri izotoniktir.

ispat. A,BcY alt kiimelerini 4c B olacak sekilde alinsin. ie {1,2} i¢in
cl,: P(X)— P(X) operatérleri izotonik oldugundan cl,(A4)ccl,(B) olur. Boylece

cl,(4)nY ccl,(B)NY, dolayisiyla cl) (4) =cl’ (B) saglanr.
Boylece asagidaki tanim verilir.

Tamm 4.1.4. (X,cl;,cl,) bi-izotonik uzay: olsun. ¥ X alt kiimesi i¢in ¢l ve cl}
iki izotonik operatorleri ile birlikte (Y Jclf cl} ) uzayma (X,cl,cl,) bi-izotonik
uzayinin alt uzay1 denir.
Tamm 4.1.5. (X,cl,cl,) bi-izotonik uzayinin alt uzay: (Y el ,cl} ) bi-izotonik
uzay1 olsun.

- Indirgenmis ig operatérii int! ile gdsterilmek iizere 4 Y igin

int (4)=Y —cl/ (Y- A4)=Y nint,(4U(X-Y))

dir.

- Indirgenmis komsuluk operatérii . #,” olmak iizere 4 Y igin

A ={NAY:Ne.s(4)]

dir.
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Onerme 4.1.4. (X ,cll,clz) bi-izotonik uzay1 ve Y < X kapali alt kiimesi verilsin.
A kiimesinin (Y ,cll ,c1§) bi-izotonik alt uzayinda kapali olmas: i¢in gerek ve yeter

sart 4 kiimesinin (X ,cl, ,clz) bi-izotonik uzayinda kapali olmasidir.

Ispat. (=) 4 kiimesi (Y el cl} ) bi-izotonik uzayinda kapali olsun. Bu durumda
A=cl] (4)=cl,(4)NY olacak sekilde X uzaymnda cl,(4) kapali kiimesi vardir. O
zaman A4 ccl, (A) olur. Ayrica A< Y oldugundan cl, (A) ccl (Y ) oldugu goriiliir
ki, buradan kolayca cl,(4)ccl(Y)ncl,(4) elde edilir. Ayrica Y kapal

oldugundan cl,(4) =Y ncl,(4) = 4 bulunur. Sonug olarak 4=cl,(A4) saglanr.

(<) (X,cl,,cl,) bi-izotonik uzay, ¥ = X kapali alt kiime ve A< Y olsun. Kabul
edelim ki 4 kiimesi (X,cl,cl,) uzaymda kapali olsun. O halde cl,(4)=4 olur.
Buradan clf(A) =cli(A)mY =ANY = A kolayca elde edilir. Oyleyse A kiimesi

(Y Jclf ,c1§) uzayinda da kapalidir.

Ornek 4.1.3. Xz{a,b,c} kiimesi verilsin ¢l :P(X) —>P(X) operatorii

ol (X)=cl ({b,c})=cl,({a,c}) =X, o, (D)=0, d({a})={a}. o ({b})={b},

cl, ({c}) = {c} , cl, ({a,b}) = {a,b} olarak tanimlansin.

Ayrica  cl,:P(X)>P(X) operatori de cl,(D)=0, cl,({a})={a},
ol ({a.b}) = @b} ve  cl,(X)=cl({e})=cL, ({B}) = ({ac}) = el ({b.c}) = X
olarak verilsin.

X’in bir Y={a,b} alt kiimesi verildiginde (Y,c1f ,c1§) bi-izotonik alt uzayi,
sirasiyla, ol (Y)=cl ({a,b})=Y, I (@)=, ol ({a})={a}, cl] ({b})={b} ve
ol (@)=2, ol ({a})={a}, cl} (¥)=cl; ({b})=cl} ({a.b})=Y olarak elde edilen

cll :P(Y)—>P(Y) ve cl; :P(Y)—> P(Y) operatdrleri ile birlikte insa edilir.
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4.2. Bi-izotonik Uzaylarda Siirekli Doniisiimler

Tamm 4.2.1. (X,cl,cl,) ve (Y,clj,cl,) genellestirilmis bi-kapanis uzaylari ve
f:(X,ely,cl,) = (Y,cl,cly) doniisimii  olsun.  Eger  ie{l,2} icin
f: (X , cli) - (Y , cll'.) stirekli (agik, kapali ya da homeomorfizm) ise f doniigiimiine

i —stirekli (i —acik, i —kapali ya da i — homeomorfizm) denir.

Ayrica f doniisiimii her i € {1, 2} icin i — siirekli ise bi-siireklidir denir.

Ornek 4.2.1. (X,cl,,cl,) ve (X,cl,cl;) genellestirilmis bi-kapanis uzaylar: olmak
iizere Ornek 2.2.1’den de goriilecegi tizere 1:(X,cl,cl,)— (X, clj,cly) dzdeslik
doniisiimiiniin  bi-siirekli olmast i¢in gerek ve yeter sart ie{l,2} i¢in cl,

operatoriiniin ¢l den daha kaba olmasidir.

Tanim 2.2.2°de verilen f:(X,cl,)—>(Y,cl)) doniisiimiiniin siireklili§i tanimindan
asagidaki onerme verilir.

Onerme 4.2.1. (X,cl;,cl,) ve (Y,cl},cl,) genellestirismis bi-kapanis uzaylari olsun.
f:(X,ely,cly) —>(Y,clj,cly) doniisiimii bi-siireklidir ancak ve ancak her 4 € P(X)

ve her i e{1,2} igin f(cl,(4))=cl(f(4)) dir.

Onerme 2.2.1°de izotonik uzaylar arasmda tamml f :(X ,cli)—>(Y ,cl;)

doniigiimiiniin siirekliligi i¢in verilen karakterizasyon gz Oniine alinarak asagidaki
Onerme verilir.

Onerme 4.22. (X,cl,cl,) ve (Y.cl,cl;) bi-izotonik uzaylan ve
f:(X,ely,cly) —>(Y,clj,cly) doniisiimii olsun. f doniisiimii bi-siireklidir ancak ve

ancak her B e P(Y) ve i €{1,2} igin cl, (£ (B))< £~ (cl(B)) dir.
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Onerme 4.2.3. (X,cl,cl,), (Y,cl,cly) ve (Z,cl].cl!) bi-izotonik uzaylar1 olmak
tizere f:X—>Y ve g:Y—>Z bisiirekli doniisiimler olsun. Bu durumda

go f: X — Z bi-sireklidir.

Ispat. Herhangi Be P(Z) alt kiimesini alalim. g bi-siirekli oldugundan her

ie{l,2} i¢in cl;(g’l(B))gg’l(clg’(B)) olur. g”'(B)eP(Y) olup f bi-siirekli

oldugundan cl, (f_l (g_l (B))) cf (cll'. (g_l (B))) saglanir.

1

Ayrica f_l(cll'.(g_l(B)))gf"l(g"l(cl'.'(B))) olur. Son iki kapsama goz Oniine
1

alinirsa cl, (f’1 (g’ (B))) cf (g’1 (cll'.'(B))) bulunur.

sureklidir.

Onerme 4.24. (X,cl,cl,) ve (X,cl,cl)) bi-izotonik uzaylar1 olsun.
f:(X,el,cl,) > (Y,clf,cly) doniisiimii igin asagidakiler denktir.

i) f doniisiimii bi-siireklidir.

ii) Her Be P(Y) ve ie{l,2} igin ' (int](B))cint, (£ (B)) dir

iii) Her Be P(Y) ve i{1,2} i¢in Be #,(f(x))ise /7' (B)e.#(x) dir.
Ispat. (i=1ii) f doniisiimii bi-siirekli olsun. i € {1,2} olmak iizere VB e P(Y) i¢in
ol (' (B))< £ (cll(B)) oldugundan f~'(int;(B))=f"(Y—cl/(Y-B)) olup

buradan X—f’l(cll’,(Y—B))g X—cli(f’l(Y—B)) dir. Ayrica

X—cl,(f"(Y-B))=int,(f(B))

oldugundan X — /' (cl (Y - B)) ciint, (f“ (B)) elde edilir.
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(ii=iii) VBeP(Y) igin f'(int](B))<int,(f'(B)) oldugunu kabul edelim.
Be.#(f(x)) olsun. O halde f(x)eint/(B) dir.  Buradan
xe f(int)(B))cint, (/' (B))  olup  xeint,(f(B))=f"(B)e. A (x)
bulunur.

(ii=i) VBeP(Y) i¢in Be.s(f(x)) ise f7(B)es(x) olsun.
xecl,(f7(B)) almsm. O halde cl,(f'(B))=X —int,(X - f"'(B)) oldugundan
xeX—int (X-/"(B)) bulunur. Buradan  xgint,(X-f"(B)) olup
X—-f"(B)g.#;(x) elde edilir. Bu durumda f~'(B)e.#;(x) bulunur. Ayrca
kabulimiizden ~Be./ (f(x)) vard. O ‘halde (Y-B)e.s (f(x))
f(x)gint, (Y-B) olup f(x)e¥—(int](Y-B))=cl/(B) ise xe f'(cl/(B)) dir.

Sonug olarak cl. (f‘1 (B)) < /7' (cl/(B)) elde edilir.

Tamm 4.2.2. / doniisiimii birebir ve drten olsun. Eger f bi-siirekli ve ' bi-

surekli ise bi-homeomorfizm denir.

Tanim 4.2.3. (X , cll,clz) ve (R, a)) alisilmis topolojik uzay olmak iizere f: X —> R
dontistimii verilsin. Eger aeR igin f - ((a,OO)) kiimesi (X , cll) uzayinda agik
((X , clz) uzayinda acik) kiime ise f doniisiimiine cl, —alt yar1 siirekli (cl, —alt yar1
siirekli) denir. Eger aeR igin f~' ((—OO,a)) (X , cll) uzayinda agik ((X ,clz)
uzayinda acik) kiime ise f doniisiimiine cl, —{ist yar stirekli (cl, —iist yar1 siirekli)

denir.

Onerme 4.2.5. (X ,cll,clz) bi-izotonik uzay ve (R,a)) alisilmis topolojik uzay

olmak iizere f: X — R doniigiimii verilsin. Eger a € R i¢in

- ¢l (ff1 ((—Oo,a))) cf ((—oo,a]) ise f dontistimil cl, —alt yar siirekli,

- ¢l (f_l ((a,oo))) cf ([a,oo)) ise f doniisiimii cl, — st yar1 siirekli,
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f ((—00,61]) ise f donlisimii cl, — alt yart siirekli,

- ¢l (f_l ((a,oo))) cf ([a,OO)) ise f doniisiimii cl, —{ist yar siireklidir.

ispat. Herhangi aeR icin f'((a,%0)) kiimesi (X,cl,) uzaymda acik kiime ise
/7 ((a,))=int, (f((a,0)))dir. Diger taraftan (a,0)<[a,0) oldugundan
[ ((a,0))c /' ([a:)) olur ki s  doniisimi izotonik oldugundan
int, (/! ((a0))) cint, (/7 ([a,%0))) saglamr. Bu 1~ ((a,00)) cint, (£ ([a,20)))
olmasini gerektirir. Buradan da X - f~'((a,%0)) 2 X —int, (£ ([a.))) bulunur.
Dolayisiyla ' (R—(a,0))2¢l, (/" (R-[a,))) elde edilir ki bu
ol (/™ ((~,a))) = £ ((~o=,a]) demektir. Digerleri de benzer yolla kolayca
gosterilir.

Tamm 4.2.4. (X,cl,,cl,) bi-izotonik uzay1 ve (R,®) alisilmis topolojik uzay olmak
lizere f: X — R doniisiimil verilsin. Eger her 7, j € {L,2} ve i # j i¢in f doniisimi
cl, —alt yart siirekli ve cl, —iist yar: siirekli ise f doniisimiine clcl, —alt iist yart
siirekli denir.

Onerme 4.2.6. (X,cl,cl,) bi-izotonik uzay, R reel sayilar dogrusu iizerinde
o, = {R,@}U{(a,0):a c R} sag topolojik yapi ve o, = {R,B}U{(,a):acR)
sol topolojik yapt olmak iizere (R,@,®,) bitopolojik uzay ve (R,w) ahsilmis
topolojik uzay olsun. f:(X,cl,cl,)—>(R,®) donisimiinin her i,je{l,2} ve
i#j i¢in clcl —alt st yar sirekli olmast icin gerek ve yeter sart

f:(X,el,cl,) > (R, 0, ®,) doniisiimii bi-siirekli olmasidir

Ispat. Burada i =1 ve j =2 alarak ispatlayacagiz digeri de benzer sekilde yapilir.
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(=) f:(X.cl,cl,)>(R,0,,) doniisimii bi-siirekli iken herhangi B e P(R),
ie{1,2} icin cl,(/"(B))<f"(cl, (B)) olur. Eger herhangi a€R noktast igin
B=(—w,a) alwsak @, sag topolojik yapiya gore kapanist cl, (B)=(—o0,a]
oldugundan kabulden cl, (/' ((-o.a)))= £ ((~.a]) elde edilir. Oyleyse
f:(X,7,7,) > (R,) cl,—alt yan siireklidir. Benzer sekilde herhangi aeR
noktast i¢in B=(a,») alwsak @, sol topolojik yapiya gore kapanist
cl,, (B)=[a,%) olur ki kabulden cl, (/" ((a,%)))< f([a,0)) bulunur. Bu ise
f:(X,7,7,) >(R,w) doniisiimii cl, —iist yan siirekli oldugunu gdsterir. Sonug
olarak f:(X,7,,7,) >(R,®) nin clcl, —alt iist yar siirekli déniisim oldugu
goriiliir.

(<) f:(X,cl,el) > (R,w) doniisimii clcl, —alt @ist yari siirekli olsun. Her
acR icin (a,), @ —agik kiimelerini ve (—0,a) @, —agik kiimelerini goz Sniine
alalm. f:(X,cl,cl,) > (R,) déniisiimii clcl, —alt st yar siirekli oldugundan
yani cl, —alt yari sirekli ve cl,—iist yari siirekli oldugundan her aeR igin
e, (/1 ((-=.0))) S ((-a])  ve el (/7 (@) < S ([a))  saglam.
Boylece her ie{l,2} i¢in f:(X,cl,)—>(R,@) doniisiimii i—siirekli oldugundan

f:(X,7,7,) > (R, @, w,) doniisiimii bi-siireklidir.

4.3. Bi-izotonik Uzaylarda Ayirma Aksiyomlari

Tanim 4.3.1. (X ,cll,clz) genellestirilmis bi-kapanis uzay1 olsun. Eger her x,y e X
noktalar1 igin y & N, olacak sekilde N e./(x) ya da x¢ N, olacak sekilde

N, e s ,(v) varsa (X,cl,cl,) ikili 7, — uzayidir, denir.
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Onerme 4.3.1. (X ,cll,clz) bi-izotonik uzayr olsun. Eger her x,ye X i¢in

yecl, ({x}) yada xecl,({y}) ise (X,cl,,cl,) ikili 7, —uzaydr.

Ispat. Tanim 2.3.1 ve Onerme 2.3.1 geregi y¢ N, olacak sekilde N, €./ (x)
vardir ancak ve ancak her x,ye X igin y¢cl, ({x}) dir. Benzer sekilde xg N,

olacak sekilde N, €./,(y) vardir ancak ve ancak her x,ye X igin x¢cl, ({ y})

dir. Boylece ispat tamamlanir.

Tamm 4.3.2. (X ,cl, ,clz) genellestirilmis bi-kapanig uzay1 olsun.

- x#y olmak lizere Vx,y e X i¢in y ¢ N_ olacak sekilde N_e. 4/1‘(x) ve x¢ N,
olacak sekilde N, €.#,(y) varsa (X,cl,cl,) ikili §_7; —uzayidir denir.

- Eger (X,cl,) ve (X,cl,) uzaylari 7, —uzay1 ise (X,cl,,cl,) uzay: ikili R_T; —
uzaydir.

Onerme 4.3.2. Eger (X,cl,cl,) bi-izotonik uzayr ikili R_T —uzay: ise ikili

S T, —uzayidur.

ispat. (X,cl,cl,) bi-izotonik uzayi ikili R_T; —uzayt olsun. Onerme 2.3.2.’den
(X,cl,) ve (X,cl,) izotonik uzaylari T, —uzay: olup x#y olacak sekilde her
xyeX dein o ({x})c{x} ve o,({y})c{y} saglanr. O halde
X-{x}cint, (X-{x}) ve X-{y}cint,(X-{y}) dir. x=y oldugundan
yeX-{x} ve x¢X-{x} olup kabulimiizden yeX—{x}cint (X—{x})
saglanir ki bdylece X —{x}e.#,(y) bulunur. Benzer sekildle xeX —{y} ve
y¢ X —{y} olup xeint,(X —{y})saglanir. Buradan da X —{y} e .#,(x) bulunur.

Sonug olarak X bi-izotonik uzayi ikili § 7, —uzayi olur.
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Tanim 4.3.3. (X ,cl, ,clz) genellestirilmis bi-kapanis uzayi olsun. x # y olmak {izere
her x,y e X noktalart icin U NV = olacak sekilde U €./ 1’(x) ve Ved 2’(y)

kiimeleri varsa (X,cl,,cl,) ikili Hausdorff uzayidir.

Onerme 4.3.3. (X , cll,clz) bi-izotonik uzay1 olsun. X ikili Hausdorff uzay1 olmasi
icin gerek ve yeter sart x# ) olmak lizere her x,ye X i¢in yeécll(U ) olacak

sekilde U e .7, (x) veya x¢cl, (V) olacak sekilde V € .#,(y) var olmasidur.

Ispat. (=) (X,cl,cl,) bi-izotonik uzay ikili Hausdorff olsun. Oyleyse herhangi
farkli x,y e X i¢in UNV =& olacak sekilde U e.#,(x) ve Ve #(y) vardu.
Ve #(y) oldugundan yeint, (V) olur. Oyleyse yeX—int (V) olur.
yeX—int, (V)=cl, (X-V) dir. U< X -V oldugundan cl,(U)ccl (X -V) dir.
Bu durumda yecl (U) olacak sekilde Ue.#,(x) bulunur. Benzer sekilde
Ue.#;(x) oldugundan xeint,(U) olur. Oyleyse x¢X—int,(U) olur.
xgcl,(X-U) dir. ¥ c X -U oldugundan cl,(V)cecl,(X-U) dir. Bu durumda

xecl, (V) olacak sekilde V e .7/ 1'(y) bulunur.

(<:) Her farkli x,y e X i¢in yecl,(U) olacak sekilde U e.#(x) var olsun. O
zaman ye X —cl,(U)=int,(X -U) olur. Yani X -Ue.#,(y) dir. X-U=V
dersek UNV = olacak sekilde U e. 4/1’(x) ve Ve s 2'( y) bulunmus olur.

Boylece X ikili Hausdorff uzayidir.

Onerme 4.3.4. (X,cl,cl,) bi-izotonik uzay: ikili Hausdorff uzay1 ise (X,cl,) ve

(X , clz) uzaylar1 7] —uzayidir.

Ispat. (X,cl,cl,) bi-izotonik uzay: ikili Hausdorff olsun. O zaman x#y olacak
sekilde x,ye X i¢in xeé{ y} olur. Buradan X ikili Hausdorff uzay1 oldugundan

UNV =0 olacak sekilde UeJ/l’(x) ve VeJ/z’(y) vardir. UeJ/l’(x) olup



51

xeint (U) dir. Yani xg¢X—int,(U)=cl(X-U) olur. Ayrica VcX-U
oldugundan cl, (V) ccl, (X -U) dir. Dolayisiyla x &cl, (V) bulunur. Diger taraftan
yeV ve {y}<V olup cl, izotonik oldugundan cl {y}ccl (¥) dir. O halde
xgcl { y} bulunur. Sonug olarak cl, { y} c{ y} oldugu goriilir ki bu (X,cl,)
uzaymin 7, —uzayr oldugu anlamina gelir. Benzer sekilde (X , clz) uzaymin 1, —

uzay1 oldugu gosterilir.

Bu son &nerme ile ikili R 7, —uzay1 tanmimi ve sonrasinda Onerme 4.3.2 gbz niine

aliarak asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 4.3.1. Her ikili Hausdorff bi-izotonik uzay1 ikili R 7] —uzayi, dolayisiyla

S 1, —uzayidir

Tamm 4.3.4. (X,cl,cl,) bi-izotonik uzay: olsun. x # y olmak iizere her x,ye X
icin ¢l (U)necl,(V)=Q olacak sekilde Ue.#,(x) ve Ve.r,(y) varsa

(X ,cll,clz) ikili 7| — uzayidir.
27

2

Tanim 4.3.5. (X , cll,clz) genellestirilmis bi-kapanis uzayinda her x € X' noktasi ve
her Fc X alt kiimesi i¢in x¢cl (F) olmak iizere UNV =& olacak sekilde
Ue. 4/1’(x) ve Vedt 2’(F ) varsa (X , cll) uzayli (X ,clz) uzayma gore regiilerdir

denir.

Eger (X ,cll) uzayi (X ,clz) uzayina gore regiiler ve (X ,clz) uzayli (X ,cll)

uzayina gore regiiler ise (X ,cl,, clz) ikili regiilerdir.

Onerme 4.3.5. (X,cl;,cl,) bi-izotonik uzay olsun. (X,cl,) izotonik uzay1 (X,cl,)

izotonik uzayina gore regiiler olmasi icin gerek ve yeter sart her x € X noktasinin
her N e J]'(x) komsulugu icin cl, (U ) c N olacak sekilde U e. 4/1’(x) var

olmasidir.
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ispat. (=) (X,cl,) izotonik uzayr (X,cl,) izotonik uzayma gore regiiler olsun.
Her. xeX noktast ve her Fc X alt kiimesi i¢in xgcl (F) olmak iizere
UNV =@ olacak sekilde U € .#,(x) ve V e #,(F) vardir. Herhangi xe X ve
Ne.#/(x) alahm. Bu durumda  xeint,(N)  olur.  Oyleyse
xg X —int, (N)=cl,(X-N) bulunur. Kabulden UNV =@ olacak sekilde ve
Ve t;(X-N) vardir. Ayrica Uc(X-V) ve cl, izotonik oldugundan
c,(U)ce,(X-V) yani X-cl,(U)oX—cl,(X-V)=int,(V) bulunur.
Ve t;(X—N) ve Ve t;(F)=Feint, (V) oldugundan
X-Ncint,(V)c X -cl(U) bulunur. Sonug olarak cl,(U)c N olacak sekilde

U e 4#,(x) elde edilmis olur.

(<::) Her xe X noktasinin her N eJ/l’(x) komsulugu i¢in cl, (U )g N olacak

sekilde U e J/l’(x) var olsun. Herhangi x € X noktas1 ve x & cl, (F ) olacak sekilde

herhangi F < X alt kiimesi alinsin.

O zaman xeX—cl(F)=int(X—-F) olur. Boylece X-Fe.#(x) dir.
Kabuliimiizden cl, (U)c X —F olacak sekilde U €.#,(x) vardir. F X —cl,(U)
olur ki X—cl,(U)=V dersesk UNnV=@ olacak sekilde Ue.#(x) ve
V e .4, (F) bulunmus olur. Sonug olarak (X,cl,) izotonik uzay1 (.X,cl,) izotonik

uzayina gore regiiler bulunur.

Tanim 4.3.5 ve Onerme 4.3.5°den asagidaki sonug verilir.

Sonug 4.3.2. (X ,cl, ,clz) bi-izotonik uzayimin ikili regiiler olmasi1 i¢in gerek ve yeter
sart her xe€ X noktasmnin her N'e. 4/1’(x) komsulugu icin cl, (U ) c N' olacak
sekilde U e.#,(x) kiimesinin ve her N"e.#,(x) komsulugu i¢in cl, (V)< N"

olacak sekilde V' e .7 2’(x) kiimesinin var olmasidir.
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Tanim 4.3.6. (X , cll,clz) bi-izotonik uzay1 eger ikili regiiler ve ikili R 7, —uzay1

ise ikili 7; —uzayidir denir.
Onerme 4.3.6. (X,cl;,cl,) bi-izotonik uzay1 ikili 7, —uzay1 ise ikili 7, —uzayidur.

Ispat. (X,cl,,cl,) bi-izotonik uzay: ikili 7;—uzay1 olsun. Bu durumda ikili regiiler
ve ikili R 7 —uzay1 olup herhangi farkli x,ye X i¢in cl, ({ y}) c { y} saglanir.
Dolayisiyla X — { y} cint, (X — { y}) olur. Buradan xe X - { y} oldugundan
X —{y}e.#;(x) bulunur. Ayrica X ikili regiiler oldugundan Sonug 4.3.2.’den her
X—{y}e. 1, (x) komsulugu i¢in cl (V)= X—{y} olacak sekilde V e.#,(x)
kiimesinin vardir. y & cl, (V) olacak sekilde V e .7 2’(x) kiimesinin var oldugundan

Onerme 4.3.3. geregi X ikili Hausdorff uzay1 bulunur.

Tamm 4.3.7. (X ,cll,clz) bi-izotonik uzayinda 4 ve B alt kiimeleri verilsin. Eger
f(4)=0 ve f(B)=1 olacak sekilde f:(X,cl,cl,)—(R,®) doniisimii clcl, -

alt iist yart siirekli ise 4 kiimesi B kiimesinden (i, /) —tamamen ayriktir denir.

Tamm 4.3.8. (X,cl,,cl,) bi-izotonik uzayinda her kapali (cl,cl, —kapali) F kiimesi
her x ¢ F' noktasindan (1,2) —tamamen ayrik ((2,1) —tamamen ayrik) ise (1,2) -

tamamen regiilerdir ((2,1) - tamamen regiilerdir ) denir.

Eger (X,cl,,cl,) bi-izotonik uzay: hem (1,2)—tamamen regiiler ve hem de (2,1)-

tamamen regiiler ise X uzayi ikili tamamen regiiler olarak adlandirilir.

(X,cl,,cl,) bi-izotonik uzay: ikili tamamen regiiler ve ikili R_7; ise ikili 7, -
3—
2

uzayidir denir.

Onerme 4.3.7. (X,cl,cl,) bi-izotonik uzayr ikili tamamen regiiler ise ikili

regiilerdir.



54

Ispat. (X ,cll,clz) bi-izotonik uzayr ikili tamamen regiiler uzay olsun. Herhangi

kapali F kiimesini ve x ¢ F' olacak sekilde herhangi x noktasini alalim. X ikili

tamamen regiiler uzay oldugundan f (x) =0 ve f (F ) =1 olacak sekilde cl.cl, —alt
ist yann sirekli  f:(X,cl,cl,)>(R,») doniisimi  vardir.  Buradan
f:(X,el,cl,) > (R,0,0,) doniisimiinin bi-siirekli olmasidir. Diger taraftan
(]R, a)) alisilmis uzayr Hausdorff uzayr oldugundan UV =G olacak sekilde 0

noktasmin U ve 1 noktasinn ¥ @-agk komsuluklart vardir. Oyleyse
o, (f(U))c s (e, (U)) yani f7(0)=xe " (int, (U))<int, (£ (U)) olur
ki bu da f'(U)es(x) oldugu  gorillir.  Benzer  sekilde
[ Wyer; (£ (1))=s;(F)olur ki béylece [ (U)nf"(V)=D olacak
sekilde [ (U)e.s(x) ve [ (V)e.s;(F) kimeleri var oldugundan

(X ,cl,,cl, ) bi-izotonik uzay ikili regiilerdir

Bu o6nerme ile ikili 7', —uzay1 ve ikili 7, —uzay1 tanimlar1 goz Oniine alinarak
37
2

asagidaki sonug verilir.

Sonug 4.3.3. (X ,cl, ,clz) bi-izotonik uzay ikili 7, —uzay1 ise ikili 7, —uzayidur.
3=

2

Tamm 4.3.9. (X,cl,,cl,) bi-izotonik uzay olsun.

(TN) Bostan farkli her ayrik kapali F,K < X alt kiimeleri i¢in U NV = olacak

sekilde U € ./ 1’(F ) ve Ve s 2’(K ) kiimeleri varsa X uzaymna ikili t-normaldir.

(QN) Her F,Kc X igin cll(F)ﬁclz(K)=® olmak tizere UNV = olacak

sekilde Ue.s 1’(F ) ve VeJ/z’(K) kiimeleri varsa X wuzayma ikili quasi-

normaldir.
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(N) Her F,K c X bostan farkli kiimeleri igin cl, (F ) Mcl, (K ) = olmak lizere

UV =@ olacak sekilde Ue.#,(cl,(F)) ve Ve.#;(cl,(K)) varsa X kiimesi

ikili normaldir.
Onerme 4.3.8. (X, cl,cl, ) bi-izotonik uzay olsun.

i) (N) ise (TN) dir.
ii) (QN) ise (TN) dir.

Ispat. Bi-izotonik uzaylarda kapali kiime tanimlari ile Tanim 4.3.9’dan goriiliir.

Tamm 4.3.10. (X, cl,cl,) bi-izotonik uzay: ikili quasi-normal ve ikili R _7; —uzay1

ise ikili 7, —uzayidir denir

Onerme 4.3.9. (X,cl;,cl,) bi-izotonik uzay1 ikili 7, —uzay1 ise ikili T, — uzaydur,
3=
2

Tamm 4.3.11. (X,cl,,cl,) bi-izotonik uzay1 olsun. 4,B c X igin eger
cl,(4d)nB=A4ncl,(B)=2
ise 4, B kiimeleri yar1 ayriktir denir.

Tamm 4.3.12. (X,cl,cl,) bi-izotonik uzay olsun. Eger her 4,Bc X yari ayrk

kiimeleri U NV = olacak sekilde U € .#(A4) ve V e .+, (B) kiimeleri varsa ikili

tamamen normaldir.

Ayrica ikili tamamen normal ve R 7, ise T, —uzayidir.

Onerme 4.3.10. Bi-izotonik uzaylarda ikili 7, ikili R 7, ikili S 7, ikili

Hausdorff, ikili 7 |, ikili regiiler, ikili 7, ikili tamamen regiiler, ikili 7', , ikili t-
2— 3—
2 2

normal, ikili quasi normal, ikili normal, ikili 7}, ikili tamamen normal ve ikili 7 —

uzay1 olmak topolojik dzelliktir.
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Ispat. (X,cl,cl,) ve (Y,cl,cl}) iki bi-izotonik uzay ve f:X —>Y bi-
homeomorfizm olsun.

- (X,cl,cl,) ikili 7,—uzayr olsun. Y uzayinda herhangi farkli x',)’
noktalarini alalm. f:X —Y birebir oldugundan X uzaymda /' (x')= f7()')
olur. Buradan [ (y')ezcll({ f"(x')}) yada f7(x)ecl, ({ (y')}) oldugundan
sirastyla y':f(f"(y'))ef(cll({f"l (x')}))gcl'( ) ) ya da
x'=f(f*'<x'>>¢f(clz({f*<y'>}))gcls(f({f*I<y'>}))=c1;<{y'}> bulunur.
Sonug olarak (Y,cl;,cly) ikili 7, —uzay1 elde edilir.

- (X,cl,,cl,) ikili R_T, —uzay1 olsun. Bu durumda (X,cl,) ve (X,cl,) T,
uzayidir. f:X —Y doniisimii 6rten oldugundan herhangi x'eY noktast igin
f7(x')=xeX noktas: vardir. Her ie{1,2} i¢in cl,({x})={x} dir. Ayrica her
i€{1,2} i¢in f:(X,cl,)—>(Y,cl) doniisiimleri i—homeomorfizm oldugundan her

A eP(X) i¢in f(cli (A)) =cl (f(A)) saglanir. Buradan

el ()=l (f ({x})) =/ (el ({x})) = £ () =1}

el (x')=el (£ ({})) = (el ({x})) = f (x) = ')

elde edilir. Boylece sirasiyla (Y , cl{) ve (Y ,clg) 1, —uzay1 bulunur. Sonug olarak

(Y,cl;,cl}) bi-izotonik uzay: ikili R _T, —uzayidir.

- (X,cl,cl,) ikili S_T, —uzayr olsun. Y uzaymnda herhangi farkli x',)’
noktalarmmi1 alalim. f:X — Y birebir ve Orten oldugundan X wuzayinda x#y

olacak sekilde /™' (x')=x ve f~'()')=y noktalan vardir O zaman y ¢ N_ olacak

sekilde N, e.#(x) ve xgN, olacak sckilde N, e.#,(y) vard.
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f:(X,cl,)—>(Y,cl)) donisiimleri i —homeomorfizm oldugundan VA € P(X) icin
Ae.t](x) ise f(A)e.r7(f(x)) saglanr. Bdylece y' & f(N,) olacak sekilde
S(N,)e.r7(x') ve x'e f(N,) olacak sekilde f(N,)e .+, (") bulunmus olur
ve (Y,cl},cl,) bi-izotonik uzaymmn ikili S_7; — uzay1 oldugu gdriiliir.

- (X,cl,,cl,) bi-izotonik uzay ikili Hausdorff uzayi olsun. Y uzaymnda

herhangi farkli x',)" noktalarmni alahm. f:X — Y birebir ve 6rten oldugundan X

uzaymda x#y olacak sekilde 7' (x')=x ve f7'()')=y noktalan vardir.
Kabuliimiizden herhangi farkli x,y € X icin yecl, (U) olacak sekilde U e .7, (x)
veya x&cl,(V) olacak sekilde V' €. #,(y) vardir. Ayrica f doniisiimi bi-siirekli
oldugundan her Ae P(X) ve her ie{L2} igin f(cl,(4))<cl(/f(4))dir. Bu
durumda y'¢ f(cl, (U))ccl(f(U)) olacak sekilde f(U)e.s",(x') veya
X'¢ f(cl,(V))ccly(f(V)) olacak sekilde f(V)e.# ' (»') bulunur. Buradan
(Y,cl;,cl}) bi-izotonik uzay: da ikili Hausdorff uzayi olur.

-Kabul edelim ki (X,cl,cl,) ikili 7, —uzayt ve x'#)' olmak iizere
2—
2

x',y' €Y olsun. f:X —Y birebir ve orten oldugundan X uzayinda x # y olacak

sekilde £~ (x') =xve [ ( y') =y noktalar1 vardir. Kabuliimiizden herhangi farkli
x,yeX i¢in cl (U)nel,(V)=Q olacak sekilde Ue.#(x) ve Ve s, (y)
vardir. f doniisiimii birebir ve her ie{l,2} i¢in i—homeomorfizm oldugundan

sirastyla
f(cl (U)nel, (V)= £ (el (U))n f(cL (V)

f(dl(U))mf(dz(V)):d;(f(U))mCl'z(f(V))
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bulunur. Ayrica f:(X,cl,)—(Y,cl!) doniisiimleri i—homeomorfizm oldugundan
VAeP(X) igin Ae. s (x) ise f(A)e.+ " (f(x)) oldugu gbz éniine alinirsa
herhangi farkli  x',y'eY igin cli(f(U))nel,(f(V))=D olacak sekilde
f(U)er(x) ve f(V)er,(y) bulunur. Buradan (¥,cl},cl}) bi-izotonik

uzay1 ikili 7 | —uzayidir.
2—
2

- Kabul edelim ki (X ,cll,clz) ikili regiiler uzay olsun ve herhangi x'eY
noktasmni alalim. f:X — Y doniisiimii 6rten oldugundan f~' (x') =x e X noktast
vardir. Kabuliimiizden herhangi x € X noktasinin her N' €./ 1’(x) komsulugu i¢in
cl,(U)< N' olacak sekilde U € .#,(x) kiimesinin ve her N" € .#,(x) komsulugu
icin cl, (V) < N" olacak sekilde V e.r 2’(x) kiimesi vardir. Her ie {1, 2} icin
f:(X,cl,)>(Y,cl)) doniigiimleri i—homeomorfizm iken her AeP(X) igin
Ae J/i’(x) ise f(A) e N (f(x)) ve ayrica f(cli(A)) = cll'(f(A)) oldugunu
gdz oniine alalm. Oyleyse x' €Y noktasin her f(N')e ./ (x') komsulugu icin
cl} (f(U)) c f(N') olacak sekilde f(U)e.s ™ (x') kiimesi ve her
f(N")Y e+, (x") komsulugu i¢in cl| (f(V)) c f(N") olacak sekilde
f(V)e.r,(x') kiimesi bulunur. Bu da (Y,clj,cl}) bi-izotonik uzaymnin ikili
regiiler uzay oldugunu gdsterir.

- (X.,cl,,cl,) bi-izotonik uzay: ikili 7;—uzay1 olsun. O zaman (X,cl,,cl,)
ikili regiiler ve ikili R 7, —uzayidir. f:X — Y bi-homeomorfizm oldugundan
(Y,clj,cly) ikili regiiler ve ikili R _T; —uzayidir. Boylece Y bi-izotonik uzay: da
ikili 7; —uzayidir.

- (X.,cl,,cl,) bi-izotonik uzay: ikili tamamen regiiler olsun. Herhangi clicl, —
kapali F' kiimesini ve x'¢ F' olacak sekilde x’' €Y noktasim alalm. f:X —Y

doniigiimii bi-homeomorfizm oldugundan x € X noktasi ve x¢ F olacak sekilde

f(F')=F clcl,—kapali kiimesi vardir. X ikili tamamen regiiler uzay
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oldugundan g(x) =0 ve g(F ) =1 olacak sekilde clcl, —alt st yari strekli
g:(X,cl,cl,) > (R,w) doniisimii vardir. Buradan g:(X,cl,cl,)—>(R,0,,)

doniisiimii bi-siireklidir.

. . g _ .
(X.cpcy) — (Roy.o)

fl 7 fleg

(F.clicly)
Diyagramindan go /' :(Y,cl},cl;) > (R, @, ®,) doniisiimiiniin bi-siirekli oldugu
dolayisiyla go £ :(Y,cl,cl}) > (R, @) doniisiimiiniin clcl’ —alt iist yar siirekli
olup g (x)=g(”(¥)=go /" (¥)=0 ve g(F)=g(f"(F))=gos"(F)=1
saglanir. (Y,cl,cl}) bi-izotonik uzayinda herhangi clicl, —kapali F' kiimesi
herhangi x' ¢ F' noktasindan (1,2)—tamamen ayrik ve (2,1)—tamamen ayrik olur

ve (Y,clj,cly) bi-izotonik uzay: ikili tamamen regiiler uzaydir.

- (X.,cl,,cl,) bi-izotonik uzay: ikili T3 | —uzay1 olsun. O zaman (X,cl,,cl,)
2

ikili tamamen regiiler ve ikili R 7, —uzayidir. f:X —7Y bi-homeomorfizm
oldugundan (Y,cl;,cl,) ikili tamamen regiiler ve ikili R _7; —uzayidir. Béylece Y

bi-izotonik uzay1 da ikili T3 | —uzayidir.
2

- (X.cl,,cl,) bi-izotonik uzay: ikili t-normal uzay olsun. Y kiimesinde F' ve
K' iki ayrik kapali kiimeler olsun. f:X — Y bi-homeomorfizm oldugundan
f(F')=F ve f7(K')=K kiimeleri X kiimesinde ayrik kapali kiimelerdir. X
ikili t-normal uzayr oldugundan UnNV =0 olacak sekildle Ue.r (F) ve
Ve s;(K) kimeleri vardir. Onerme 4.2.4’den den f(U)nf(V)=Q olacak
sekilde f(U)e.+ " (F') ve f(V)e.+"",(K") kiimeleri bulunur. Sonug olarak ¥

ikili t-normal uzayi olarak elde edilir.
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- (X ,cll,clz) bi-izotonik uzayr ikili quasi-normal olsun. Y kiimesinde

cli (F')nely (K') =@ olacak sekilde bostan farkli 7' ve K’ kiimeleri alimsin. f bi-

homeomorfizm oldugundan

oldugu kolayca goriiliir. Ayrica X ikili quasi-normal uzay oldugundan U NV =

olacak sekilde Ue.#(F) ve Ve.s;(K) kiimeleri vardir. Onerme 4.2.4’den
fU)Nf(V)=@D olacak sekilde f(U)e.s "\ (F') ve [f(V)e s, (K')

kiimeleri bulunur. Sonug olarak Y ikili quasi-normal uzay1 olarak elde edilir.

- (X , cll,clz) bi-izotonik uzayr ikili normal uzay olsun ve Y kiimesinde
cli (F')nely (K') =D olacak sekilde bostan farkli F' ve K’ kiimeleri almsin. Y
kiimesinde clj (F)Ncl,(K)=2 olacak sekilde bostan farkli F,K kiimeleri alinsin.
Buradan cl, (F)ncl,(K)=@ olup X ikili normal uzay oldugundan UV =
olacak sekilde U e. 4/1‘(cl1 (F )) ve Ves 2’(cl2 (K )) kiimeleri vardir. Bu durumda
f(U)mf(V):Q olacak sekilde f(U)eJ/l’(f(cll(F))) ve
f (V) € J/z"( f (cl2 (K ))) kiimeleri elde edilir. Ayrica f bi-homeomorfizm
oldugundan  f(cl, (F))=clj(F') ve f(cl,(K))=cl,(K') olup buradan
f(U)e (el (F)) ve f(V)e.r7,(cly(K)) kiimeleri bulunur. Sonug olarak
Y bi-izotonik uzay1 ikili normal uzayi olarak elde edilir.

- (X , cll,clz) bi-izotonik uzay: ikili 7, —uzay1 olsun. O zaman (X , cll,clz)
ikili normal ve ikili R 7 —uzayidir. f:X — Y bi-homeomorfizm oldugundan
(Y,clj,cly) ikili normal ikili R _T; —uzayidir. Boylece Y bi-izotonik uzay: da ikili

T, —uzayidur.
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- (X , cll,clz) bi-izotonik uzayi ikili tamamen normal ve A',B'c Y yar ayrik

iki kiime olsun. O zaman cl; (4')NB' = 4'Ncl,(B') =< olur. Buradan

Sl () (B) =1 (B) S (el (4) =2
saglanir. O halde f doniisiimii bi-homeomorfizm siirekli oldugundan X uzaymnm
f(A4)=4 ve f7(B')=B kimeleri cl(4)nB=A4Ancl,(B)=9 esitliklerini
saglar. 4,Bc X kiimeleri yari ayrik olup kabuliimiizden U NV =& olacak sekilde
Ue.+,(4) ve Ve.s;(B) kimeleri vardir. Boylece f(U)nf (V)= olacak
sekilde f(U)e s (4) ve f(V)e.s ", (B') kiimeleri bulunur. Bu durumda

(Y clh cl'z) bi-izotonik uzayi ikili tamamen normal elde edilir.

- (X.cl,,cl,) bi-izotonik uzay: ikili 7;—uzay1 olsun. O zaman (X,cl,,cl,)
ikili tamamen normal ve ikili R 7 —uzayidir. f:X — Y bi-homeomorfizm
oldugundan (Y,cl;,cl;) ikili tamamen normal ve ikili R 7, —uzayidir. Boylece Y

bi-izotonik uzay1 da ikili 75 —uzayidir.

Onerme 4.3.11. (X ,cll,clz) bi-izotonik uzayimnda ikili 7j, ikili R_ 7}, ikili S'_7;,

ikili Hausdorff, ikili 7 |, ikili regiiler, ikili 7, ikili tamamen regiiler, ikili tamamen
27
2

normal ve ikili 7, —uzay1 olmak kalitsal 6zelliktir.
Ispat. (Y ,cll e} ) bi-izotonik uzay1 (X ,cl, clz) bi-izotonik uzayinin alt uzay olsun.

- (X , cll,clz) bi-izotonik uzay: ikili 7; —uzayr olsun. Herhangi x,yeY igin
x,yeY c X olup kabuliimiizden ya y ¢cl, ({x}) ya da xegcl, ({ y}) dir. Ayrica
Onerme 4.1.3°den yecl ({x})nY=cl ({x}) ya da xecl,({y})nY=cl]({x})

bulunur. Dolayistyla (Y,clj,cl;) bi-izotonik uzay: ikili T, —uzay1 olarak elde edilir.
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- (X.cl,,cl,) bi-izotonik uzay: ikili R _ 7, —uzay1 olsun. Bu durumda (.X,cl,)
ve (X ,clz) uzaylar1 7, —uzayidir. Bu durumda her xeY < X igin cl, ({x}) c {x}
ve her cl, ({x}) c{x} dir. Dolayisiyla (Y, clly) ve (Y, clg) icin sirasiyla
cl) ({x}) =cl, ({x})mY c{x}nY ={x} ve cl} ({x}) =cl, ({x})mY c{x}nY ={x}
bulunur. Boylece (Y ,cl’ ) ve (Y ,c1§) uzaylart T, —uzayr bulunur. Bdylece
(Y,clj,cly) ikili R _T, —uzay1 elde edilir.

- (X.cl,,cl,) bi-izotonik uzay: ikili S_7; —uzay1 olsun. Bu durumda x#y
olmak iizere x,y €Y almsin. O halde y ¢ N, olacak sekilde N, € N,(x) ve x ¢ N,
olacak sekilde N, €N, (») vardir. Y alt uzay oldugundan y& N _NY =N olacak
sekilde N} e.#,"(x) ve xg N,nY =N, olacak sekilde N] e.7,"(y)vardir. O
halde (Y,cl},cl) ikili S _7; — uzay: olarak bulunur.

- (X , cll,clz) bi-izotonik uzayi ikili Hausdorff uzay1 olsun. x # y olmak tizere
x,y €Y alinsmn. Kabulimiizden x# ) olmak iizere her x,ye X igin y¢cl, (U )
olacak sekilde Ue.#,(x) veya xgcl, (V) olacak sekilde V' e.#,(y) vardir.
Buradan y¢cl (U)NY =cl/ (U) olup Tamm.4.1.5°den U €.#," (x) veya benzer
sekildex g cl, (V)nY =cl, (V) olup ¥ e.#," (x) saglandig gbriiliir. Sonug olarak
(Y,clj,cly) ikili Hausdorff uzay1 elde edilir.

- (X.cl,cl,) ikili T, —uzayr olsun. x#y olmak iizere x,yeY alinsm.
2—
2

Kabuliimiizden cl,(U)ncl,(V)=& olacak sekilde Ue.#(x) ve Ve 1, (y)
vardir. O halde

ol (U)nely (V) =(cl,(U)nY) (el (V)Y ) =(cl, (U) el (V)Y =@BNY =&

olacak sekilde U € .#," (x) ve V e .#," () bulunur. Sonug olarak (¥,clj,cl}) ikili

T | —uzayi elde edilir.
2—
2
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- (X.cl,,cl,) bi-izotonik uzay: ikili regiiler ve x€Y < X olsun. Bu durumda
her N, e .#,(x) komsulugu i¢in cl,(U)< N, olacak sekilde U € N, (x) kiimesi ve
her N, e #,(x) komsulugu i¢in cl, (V)< N, olacak sekilde V e N,(y) kiimesi
vardir. O halde NnY=N"e.r” (x) komsulugu icin
cl} (U):cl2 (U)ﬁYgN1 NY =N/ olacak sekilde Ue.t,” (x) ve
N,NY =N, €.4,"(x) komsulugu i¢in ¢l (V)=cl,(V')nY € N,NY =N, olacak
sekilde V e .#," (x) kiimesi vardur. (Y,cl},cl}) ikili regiiler olarak bulunur.

- (X , cll,clz) bi-izotonik uzayr 7, —uzay1 olsun. O halde X ikili regiiler ve
ikili R 7, —uzayidir ve Y — X alt uzay: da ikili regiiler ve ikili R 7] —uzayi olur.
Boylece (Y,clj,cl}) bi-izotonik alt uzaymin da T, —uzay1 oldugu gdriiliir.

- (X S clz) bi-izotonik uzayi ikili tamamen regiiler ve Y < X bi-izotonik alt
uzay olsun. Herhangi cllycl; —kapali F kiimesini ve x ¢ I’ olacak sekilde herhangi
x €Y noktasim alalim. clcl, (F) kiimesi X ’de kapali kiime olup x¢clcl,(F)
olur. X ikili tamamen regiiler uzay oldugundan f(x)=0 ve f(clcl,(F))=1
olacak sekilde clcl, —alt iist yar siirekli f:(X,cl;,cl,) = (R, @) doniigiimii vardir.
f doniisimiiniin Y bi-izotonik alt uzayi {izerine kisitlanmasint f |Y =g ile
gosterirsek g :(Y Jcl e} ) - (]R, a)) cl! clﬁ —alt iist yar siirekli olup g(x) =0 ve
g(F)=1 saglanir. Boylece (Y,cl,cl,) bi-izotonik alt uzayr da ikili tamamen

regiiler uzaydir.

- (X.cl,,cl,) bi-izotonik uzay T, —uzay: olsun. O halde X ikili tamamen
2

regiiler ve ikili R 7} —uzayidir ve ¥ — X alt uzay: da ikili tamamen regiiler ve ikili

R_T, —uzayr olur. Béylece (Y,clj,cly) bi-izotonik alt uzaymm da T, —uzay
37
2

oldugu goriiliir.
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- (X ,cl, clz) bi-izotonik uzayi ikili tamamen normal olsun. A4,Bc Y yan
ayrik kiimeleri olsun. Yani cl (4)nB=4nNcl;(B)=< olsun. Bu durumda
cl,(A)nB=A4nNcl,(B)=Polur. Kabuliimizden UV = olacak sekilde
Ue.+,(A4) ve V e .+,(B) kiimeleri vardir. Buradan U" n¥V" =@ olacak sekilde
U' e’ (A) ve Ve s, (B) kiimeleri elde edilir. Sonug¢ olarak (Y, clf,clg)bi—

izotonik alt uzayi ikili tamamen normal uzay olarak bulunur.

- (X.cl,,cl,) bi-izotonik uzayr T —uzayr olsun. O halde X ikili tamamen
normal ve ikili R 7} —uzayidir. Boylece (Y el cll ) bi-izotonik alt uzay: ikili

tamamen normal ve ikili R 7] —uzay1 oldugundan 7} —uzayidir.

Onerme 4.3.12. (X ,cll,clz) bi-izotonik uzay1 ve Y < X kapali alt kiimesi verilsin.
Eger (X , cll,clz)bi-izotonik uzayl, sirasiyla, ikili t-normal, ikili quasi normal, ikili
normal uzay ve ikili 7, —uzay1 ise (Y el cl} ) bi-izotonik alt uzay1 da ikili t-normal,

ikili quasi normal, ikili normal ve ikili 7, —uzayidur.
Ispat. (X ,cly, clz) bi-izotonik uzay ve ¥ < X kapali alt kiime olsun.

- (X ,cll,clz) bi-izotonik uzayi ikili t-normal ve bostan farkli ayrik kapali

F,KcY alt kiimeleri olsun. Onerme 4.1.4’den F,K kiimeleri (X,cl,cl,) bi-

izotonik uzaymda kapali kiimedir. Kabulimiizden UV = olacak sekilde

Ue. 4/1’(F ) ve Ves, (K ) kiimeleri vardir. O halde
U' V" =(UnY)N(V NY)=D olacak sekilde U e #," (F) ve V' e .4," (K)
kiimeleri bulunur. Sonug olarak (Y,clj,cl,) bi-izotonik alt uzay: ikili t-normal

uzaydir.

- (X , cll,clz) bi-izotonik uzay ikili quasi-normal ve bostan farkli ayrik kapali
F,KcY alt kiimeleri olsun. O halde F,K kiimeleri (X,cl,cl,) bi-izotonik

uzayinda kapali olup cl, (F ) Ncl, (K ) = olmak lizere UNV = olacak sekilde
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Ue. ¢/1’(F ) ve Ves, (K ) kiimeleri vardir. O halde
ol (F)nely (K)=(cl, (F)nY)n(cl, (K)nY)=(cl,(F)ncl,(K))nY =2  olur
ve U'nV'=(UnY)n(VnY)=2 olacak sekilde U'e.r"(F) ve
Vie )" (K ) kiimeleri bulunur. Sonug¢ olarak (Y el cll ) bi-izotonik alt uzay1 da

ikili quasi-normal uzayidir.

- (X , cll,clz) bi-izotonik uzayi ikili normal ve bostan farkli ayrik kapali
F,KcY alt kiimeleri olsun. O halde F,K kiimeleri (X,cl,cl,) bi-izotonik
uzayinda kapal1 olup kabulden cl, (F ) Ncl, (K ) = iken UNV = olacak sekilde
Ue. 1t 1'(cl1 (F )) ve Ve J/z’(clz (K )) kiimeleri ~ vardir. O halde
cll (F)nely (K)=@ olup U nV" =@ olacak sekilde U e.#," (cl,(F)) ve
V'e.s,"(cl,(K)) kimeleri bulunur. Sonug olarak (Y,cl),cl}) bi-izotonik alt

uzayi ikili normal uzayi olur.

- (X , cll,clz) bi-izotonik uzayr 7, —uzayr iken ikili quasi-normal ve ikili
R T, —uzayidir. Boylece (Y Jclf ,clg) bi-izotonik alt uzay: ikili quasi-normal ve ikili

R T, —uzayi1 oldugundan 7, —uzayidir.



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu caligmadaki orijinal kistm Boliim 4’te verilmistir. Bu boliimde dnceki boliimlerde

verilen tanim ve teoremler yardimiyla cl, ve cl, kapanis operatorleri ile birlikte
tanimlanan (X,cl,,cl,) bi-izotonik uzaylar incelenmistir. Bi-izotonik uzaylarinda

acitk ve kapali kiimelerin tanimi yapilmis ve kiime oOzellikleri belirtilmistir. Bi-
izotonik uzaylar arasinda siirekli ve bistlirekli doniisiimler tanimlanarak ilgili
teoremler ifade ve ispat edilmistir. Yine bi-izotonik uzaylarda ayirma aksiyomlari

tanimlanmis ve ilgili teoremler ifade ve ispat edilmistir.

Bu c¢aligma goz Oniine alinarak yapilabilecek daha ileri bir ¢aligmada (X ,cll,clz) bi-

izotonik uzaylarinda baglantililik ve bikompaktlik kavramlari arastirilabilir.
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