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ÖZET 

 

 

Anahtar kelimeler: Yoğunluk fonksiyonel teorisi, Elektronik yapı, Fonon    

 

Geleneksel süperiletkenlerde kristal yapının tersinir simetrisi Cooper çiftlerinin 

biçimlenmesinde etkin rol oynarlar. Bu nedenle BaNiSn3-tipi c-ekseni boyunca tersinir 

simetrisi olmayan materyallerde süperiletkenliğin ortaya çıkmasıyla merkezi simetrik 

olmayan süperiletkenler hem teorik hem de deneysel açıdan oldukça güncel bir 

konudur. Ve yine aynı sebeple Hacim Merkezli Tetragonal BaNiSn3 yapıda 

kristalleşen yeni merkezi simetrik olmayan süperiletkenlerin keşfedilmesi için çok 

sayıda deneysel çalışma yapılmıştır. Bunun sonucunda SrAuSi3 malzemesinde 

süperiletkenlik keşfedildi. Her ne kadar süperiletkenlik deneysel olarak bulunmuş olsa 

da elektronik ve fonon özellikleri detaylı olarak incelenmemiştir. Fononlar ve 

elektronlar süperiletkenlik için çok önemlidirler, çünkü Bardeen-Cooper-Schrieffer’in 

BCS teorisinde açıklandığı gibi fononlar, Cooper çiftleri oluşumunda etkin rol 

oynarlar. Bu nedenle çok kuvvetli bir şekilde SrAuSi3 malzemesinde süperiletkenliğin 

anlaşılması için elektronik ve titreşim özelliklerin incelenmesinin şart olduğunu 

düşünüyoruz. 

 

Son yıllardaki çalışmalar, ilk-prensip hesaplamaların malzemelerin fiziksel ve 

kimyasal özelliklerinin araştırılmasında en uygun yöntem olduğunu göstermektedir. 

Bu nedenle SrAuSi3 ve SrAu2Si2 malzemelerinin yapısal, elektronik ve titreşim 

özelliklerinin ilk-prensip metodu ile incelemesinin faydalı olacağını düşünüyoruz. Bu 

materyallerin elektronik yapısını Fermi enerjisi yakınlarında inceleyeceğiz çünkü BCS 

teorisine göre Cooper çiftleri Fermi seviyesine yakın elektronlar tarafından 

oluşturulur. Bu sonuçların ışığında bu materyallerde fononların çalışılması için lineer 

tepki metodu uygulanacaktır. Bu materyallerde fonon dağılım eğrileri ve durum 

yoğunlukları detaylı olarak incelenecektir. Özel olarak alan-merkezi fonon modları 

farklı katıların örgü dinamiğinde farklı deneysel metotlarla elde edildiklerinden özel 

bir yer tutarlar. Bu nedenle alan-merkezli fonon modlarının özuzanımları bu 

materyallerde analiz edilecektir. Son olarak bu materyaller için Fermi seviyesinde 

durum yoğunlukları N(EF), Eliashberg spektral fonksiyonu α2F(ω), elektron-fonon 

etkileşim parametresi (λ) ve süperiletkenlik geçiş sıcaklığı (Tc) gibi parametrelerin 

hesaplanması için elektron-fonon etkileşimlerinin ab initio hesaplamaları yapılacaktır. 

Bu hesaplayacağımız süperiletkenlik parametreleri kullanarak bu materyallerde 

süperiletkenliğin kaynağı açıklanacaktır. 
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INVESTIGATING SUPERCONDUCTIVITY IN BODY 

CENTERED TETRAGONAL STRUCTURES USING DENSITY 

FUNCTIONAL THEORY  

 

SUMMARY 

 

 

Keywords: Density functional theory, Electronic structure, Phonon 

 

The inversion symmetry of a crystal structure plays a central role in the formation of 

Cooper pairs in conventional super- conductors. Therefore, with the occurrence of 

superconductivity in BaNiSn3 type materials, which lacks inversion symmetry along 

the c-axis, noncentrosymmetric superconductors have considered as a hot topic of 

current research from both experimental and theoretical points of view. Thus, 

considerable experimental works have been made for the discovery of new 

noncentrosymmetric superconductors which crystallize in the body-centred tetragonal 

BaNiSn3 structure. Then, superconductivity has been discovered for SrAuSi3 material. 

Although superconductivity has been found experimentally, their electronic and 

phonon structures have not been studied in detail. Phonons and electrons are essential 

in the phenomenon of superconductivity because phonons play the role of bringing 

about the coupling between electrons to form Cooper pairs which are amenable for 

superconductivity, as explained in the Bardeen, Cooper, and Schrieffer (BCS) theory. 

Thus, we strongly believe that electronic and vibrational properties of SrAuSi3 material 

must be studied in order to understand the origin of superconductivity in this material. 

 

Recent years show that first-principles calculations offer an invaluable tool for 

carrying out theoretical studies of an important number of physical and chemical 

properties of the condensed matter with great accuracy. Therefore, we think that it is 

worthwhile to perform first-principles calculations for the structural and electronic 

properties the SrAuSi3 and SrAu2Si2. With the availability of these results, a linear 

response method will be applied to study phonons in these materials. Phonon 

dispersion curves and phonon density of states for these BaNiSn3 compounds will be 

presented and discussed in detail. In particular, the zone-centre phonon modes are of 

special interest in the lattice dynamics of solids since they can be obtained by various 

experimental methods. Thus, the eigendisplacement of zone-centre phonon modes in 

these materials will be analysed. Finally, we will carry out ab initio calculations of 

electron-phonon interaction for this material in order to calculate their 

superconducting parameters such as the density of states at the Fermi level (N(EF )), 

the Eliashberg spectral function (α2F(ω)), the electron-phonon coupling parameter (λ), 

and superconducting transition temperature (Tc). Using the calculated superconducting 

parameters, we will explain the origin of superconductivity in these materials. 

 



 
 

 

 

 

BÖLÜM 1. GİRİŞ 

 

 

CeRhSi3 [1] ve CeIrSi3 [2] malzemeleri için basınç altında süperiletkenlik 

keşfedildiğinden beri, bu yapılara benzer olarak kristalleşen çok sayıda kristal 

çalışılmıştır. Bu yapılar BaNiSn3 yapısına benzer olarak kristalleşmektedir. Bu 

yapıların çalışılmasının temel sebebi merkezi simetrik olmayan yapıya sahip 

olmalarıdır. Bu yapı geleneksel olmayan süperiletken olarak sınıflandırılır. BaNiSn3 

yapıda Ce (Seryum) [1-16] içeren pek çok malzemede süperiletkenlik olayı ve bu 

yapıların ilginç fiziksel özelliklere sahip olduğu belirlendi. Ce içeren süperiletkenlerin 

büyük çoğunluğu antiferromanyetik özellik gösterdiği ve sadece basınç altında 

süperiletkenliğe geçtiği keşfedildi. Fakat; BaPtSi3 [17], LaRhSi3 [18], CaIrSi3 [19,20], 

CaPtSi3 [19,20], LaPtSi3 [21] ve LaPdSi3 [21] gibi malzemelerde güçlü elektronik 

korelasyon göstermese de basınç altında BCS tipi süperiletkenlik olduğu belirlendi.  

 

Diğer taraftan BaPtSi3 [17] malzemesinin elektronik, titreşim ve süperiletkenlik 

özellikleri yoğunluk fonksiyonel teorisiyle Bauer ve arkadaşları tarafından teorik 

olarak incelendi. Bu teorik çalışmada [17] BaPtSi3’ün tersinir simetrisi olmadığı ve 

süperiletkenlik özellikleri spin-orbit etkileşimi ile çok fazla değiştirmediği görüldü. 

Kaczkowski ve Jezierski [22] 2011 yılında yapmış oldukları teorik çalışmada CaIrSi3 

ve CaPtSi3 malzemelerinin elektronik özelliklerini genelleştirilmiş gradyan 

yaklaşıklığı (Generalized Gradient Approximation - GGA) yaklaşımıyla elekktronik 

özellikleri incelediler [22]. Bu çalışma CaIrSi3 ve CaPtSi3 malzemelerinin elektronik 

yapısının BaPtSi3 [17] malzemesiyle çok benzer olduğunu ortaya çıkardı. Winiarski ve 

Samsel-Czekala LaPtSi3 [23] malzemesinin elektronik yapısını toplam potansiyel 

bölgesel-orbital metod Full-Potansiyel Lineer Genişletilmiş Düzlem Dalga (FLAPW) 

ile teorik olarak incelediler. Bu çalışmada [23] spin-orbit etkileşiminin etkisini fermi 

enerjisi yakınlarında band yapısı için ihmal edilebileceğini göstermiştir.  
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SrAuSi3 malzemesi [24] yukarıda bahsedilen malzemeler gibi kristalleşebileceği 

düşünülerek bu tez kapsamında detaylı olarak incelendi. 2014 yılında SrAuSi3 [24] 

malzemesini deneysel olarak incelendi. Yapılan bu çalışmada SrAuSi3 malzemesinin 

beklenildiği gibi BaNiSn3 tipinde kristalleştiğini ve süperiletkenlik geçiş sıcaklığının 

(Tc) 1,54 K olduğunu belirledi [24]. SrAuSi3 malzemesi geçiş metali olarak Au 

kullanılan ilk simetrik olmayan süperiletkendir [24]. Isobe ve arkadaşları SrAuSi3 

malzemesinin elektronik özelliklerini GGA yaklaşıklığı kullanılarak FLAPW metodu 

ile teorik olarak incelediler [24]. Isobe ve arkadaşları yapmış oldukları bu teorik 

hesaplamada spin-orbit etkileşiminden etkilenmediğini ortaya çıkarmıştır. Ayrıca bu 

çalışma fermi enerjisi yakınlarında band yapısına Si atomunun p orbitalinin katkısının 

en fazla olduğunu ve süperiletkenlik mekanizmasının elektron-fonon etkileşimine 

dayandığını ortaya çıkarmıştır. Bu teorik çalışma ile Isobe ve arkadaşları yine bu tezde 

incelenecek olan SrAu2Si2 yapısının elektronik özelliklerini de incelemişlerdir [24]. 

SrAuSi3 malzemesinden farklı olarak SrAu2Si2 malzemesi ThCr2Si2 [25] yapıda 

kristalleştiği bulundu. ThCr2Si2; uzay grubu I4mmm ve uzay grup numarası 139 olan 

tipik bir yapıdır. Ayrıca ThCr2Si2 ve BaNiSn3 yapılarının her ikiside BaAl4 yapının 

tipik türevleridir [26]. ThCr2Si2 yapı gibi kristalleşen malzemeler onların 

süperiletkenlik ve manyetik özelliklerinden dolayı çok fazla çalışılmıştır [27-34]. Son 

yıllarda SrAuSi3 malzemesinin yapısal, elektronik, elastik ve termodinamik özellikleri 

quashi-harmonik debye modeli  kullanılarak Shu ve arkadaşları [35] tarafından teorik 

olarak incelenmiştir. Bu teorik çalışmada [35] SrAuSi3 malzemesinin süperiletkenlik 

geçiş sıcaklığı 9,94 K [35] olarak belirlenmiştir. SrAuSi3 malzemesinin süperiletkenlik 

geçiş sıcaklığını deneysel olarak belirlenen 1,54 K [24] değerinden oldukça büyüktür. 

Bunun sebebinin elektron-fonon etkileşimini birlikte incelenmediğinden dolayı 

kaynaklandığını düşünmekteyiz.  

 

SrAuSi3 ve SrAu2Si2 malzemelerinin elektronik özelliklerinin incelenmesine rağmen, 

bu malzemeler için elektron-fonon etkileşmelerini inceleyen herhangi bir deneysel 

veya teorik çalışma yapılmamıştır. Süperiletkenlik özelliklerin daha iyi bir şekide 

anlaşılabilmesi için elektron-fonon etkileşimi mutlaka incelenmelidir. Buradan yola 

çıkarak bu tez kapsamında SrAuSi3 ve SrAu2Si2 malzemelerinin elektronik 

özelliklerinin yanı sıra fonon özelliklerini de inceleyeceğiz. SrAuSi3 ve SrAu2Si2 
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malzemelerinin elektronik ve yapısal özellikleri yoğunluk fonksiyonel teorisinin GGA 

yaklaşımı  ile incelendi. [36]. Elde edilen sonuçlar daha önceki deneysel sonuçlarla 

karşılaştırıldı [24,25]. Bu malzemeler için elektronik band yapısı ve elektronik durum 

yoğunluğu fermi seviyesi civarında detaylı olarak incelendi. Ayrıca SrAuSi3 ve 

SrAu2Si2 için dinamik özellikler lineer tepki metodu ile incelendi [36]. Daha sonra 

fonon yapısı ve fonon durum yoğunluğu özellikleri incelendi ve birbirleriyle detaylı 

olarak karşılaştırıldı. Devamında yapısal ve lektronik özellikler elde edildikten sonra 

lineer tepki metodu [36] ve migdal eliashberg yaklaşımı [37,38] ile bu malzemelerde 

fononların çalışılması yapıldı. Fonon yapısı özellikleri ve elektron-fonon matris 

elemanları eliashberg spektral fonksiyonunu belirleyebilmek için kullanıldı [37-42]. 

Bunlardan faydalanılarak elektron-fonon etkileşim parametresi hesaplandı. Son olarak 

bu malzemeler için süperiletkenlik parametreleri elde edildi ve sonuçlar birbirleriyle 

karşılaştırılarak sunuldu. 

 

 



 
 

 

 

 

BÖLÜM 2. KRİSTAL SİSTEMLERDE KURAMSAL YAPI 

 

 

Kristal malzemelerin yapısını inceleyebilmek için atomların konum ve dizilimi büyük 

bir önem arz etmektedir. Atomların üç boyutta periyodik dizilimi sayesinde kristalin 

hangi kristal sistemde kristalleştiği, sistemin hangi bravais örgüsünde olduğu çeşitli 

yöntemler aracılığıyla elde edilir.  

 

Atomların uzaysal bir sistemde kendini peşi sıra tekrarıyla kristaller oluşur [43]. 

Kristal sistemler; bir örgü üzerine atomların bloklar ya da tabakalar halinde üç boyutta 

dizilimiyle elde edilir. Bu örgünün atomlarla kesiştiği yerlere baz denir [44]. Aşağıda 

bir kristal yapının formülizasyonu ve yapısı gösterilmiştir. 

 

Kristal Yapı =  Örgü +  Baz (2.1) 

 

 

Şekil 2.1. Kristal oluşumu. (a) Örgü, (b) baz takımı, (c) kristal yapı. 

 

Örgü, kristali saran bir ağ gibi atomlarla kristali birbirine bağlayan sanal düzlemler 

takımıdır [43]. Bir örgüyü tanımlarken uzaysal sistemde a⃗⃗1, a⃗⃗2 ve a⃗⃗3 gibi üç temel 

öteleme vektörü seçilir. Böylece örgü içindeki bir atomun yeri r⃑ konum vektörüyle 

gösterilirken belirli bir öteleme sonunda r⃑′ konumunda da yine aynı şekilde görülür. 

 

r⃗′ = r⃗ + n1a⃗⃗1 + n2a⃗⃗2 + n3a⃗⃗3 (2.2) 
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Burada n1, n2 ve n3 tam sayı katlarından oluşur. Seçilen örgü vektörleri üzerine 

kurulan paralel yüzlü kafeslere birim hücre adı verilir. Bu kristalin en küçük hücresidir 

[44]. Birim hücre için örgü öteleme vektörü: 

 

T⃗⃗⃗ = u1a⃗⃗1 + u2 a⃗⃗2 + u3a⃗⃗3 (2.3) 

 

denklemi ile verilir. Burada u1, u2 ve u3 birer tam sayıdır. İlkel hücrenin hacmi: 

 

Ω = a⃗⃗1 ⋅ (a⃗⃗2 × a⃗⃗3) (2.4) 

 

ile verilir. Bir ilkel hücreyi belirleyebilmek için aşağıdaki adımları izlememiz gerekir; 

 

a. Bir kristaldeki herhangi bir atomun örgüdeki en yakın komşu atomlarıyla 

birleştiren doğru parçaları çizilir. 

 

b. Bu doğruların ortalarına dik olacak şekilde doğrular indirilir ya da üç boyutta 

düzlemler çizilir. 

 

Bu işlemler sonucunda oluşan en küçük hacimli bölge “Wigner-Seitz” ilkel hücresi 

olarak adlandırılır [45]. Tüm uzay Şekil 2.2’de gösterildiği gibi bu yapılarla 

doldurulabilir [45]. Burada taralı alan Wigner-Seitz hücresini göstermektedir. 

 

 

Şekil 2.2. İki boyutta Wigner-Seitz hücresi 
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2.1. Kristali Meydana Getiren Yapılar 

 

Daha önceden de bahsettiğimiz gibi kristaller atomların belirli bir düzen içinde 

birbirlerini tekrar etmesiyle oluşur. Bu oluşumların geometrik yapıları birbirinden 

farklıdır. Bu sayede incelenen materyallerin atomlarının nasıl bir düzene sahip olduğu 

elde edilir. 

 

2.1.1.  Bir boyutlu örgü 

 

Tek bir doğrultuda simetrik olarak tekrar eden atomların oluşturduğu örgü tipidir. Bu 

örgü için öteleme vektörü r⃗ = na⃗⃗ olarak yazılabilir. Burada n bir tam sayıdır. 

 

 

Şekil 2.3. Bir boyutlu örgü 

 

2.1.2.  İki boyutlu örgü 

 

Kristal örgüler, simetri işlemleri ile örgü öteleme işlemleri uygulandığında örgü yapısı 

değişmeden kalır. Seçilen örgü vektörleri ile bu vektörler arasındaki açının düzlem 

üzerinde bir sınırlama olmaması bize sonsuz sayıda bir örgü çeşitliliği elde etmemize 

olanak sağlar. Simetri işlemleri dahilinde örgüye birtakım sınırlamalar yaparsak bu 

sınırsız sayıdaki örgüleri dört temel örgü türüne indirgeyebiliriz. Böylelikle daha kolay 

bir sınıflandırma içinde kristalleri inceleyebiliriz. Simetri işlemlerini incelersek iki 

boyutlu örgüde 𝜋 veya 2𝜋’lik dönmeler örgüyü değiştirmezken 2𝜋 3⁄ , 2𝜋 4⁄  ve 

2𝜋 6⁄ ’lık dönmeler daha farklı örgü türleri ede etmemize yardımcı olur. İki boyutta 

Kare Örgü, Hegzagonal Örgü, Dikdörtgen Örgü ve Merkezli Dikdörtgen Örgü olmak 

üzere dört temel örgü türü bulunmaktadır. Bu dört temel örgüye eğik örgüyü de 

eklersek iki boyutta toplamda beş temel örgü elde edilir [44]. 
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Şekil 2.4. İki boyutlu uzaysal sistemde özel örgü türleri 

 

İki boyutlu örgüde yapılan sınırlamalar ve bu sınırlamalar sonucu oluşan örgü tipleri 

Tablo 2.1.’de verilmiştir. 

 

Tablo 2.1. Özel örgü tipleri ve sınırlamalar 

Kare Örgü                            : a = b,   θ = 90o 

Hegzagonal Örgü                 :   a = b,   θ = 120o 

Dikdörtgen Örgü                  : a ≠ b,   θ = 90o 

Merkezli Dikdörtgen Örgü  : a ≠ b,   θ = 90o 

 

2.1.3.  Üç boyutlu örgü 

 

Örgüleri uzayın tamamına yaydığımızda meydana gelen kristal sistemler ile bu 

sistemlerde kristalleşen bravais örgü tipleri Tablo 2.2.’de gösterilmiştir. Ayrıca seçilen 

örgü vektörlerinin bu örgü vektörleri arasındaki açının sınırlamalarına göre sistemlerin 

nasıl oluştuğu Tablo 2.2.’de detaylı olarak verilmiştir [43].  

 

Tablo 2.2. Kristal Sistem ve özellikleri 

Kristal system Örgü sayısı   Örgü özellikleri ve açı sınırları 

Triklinik 

Monoklinik 

Ortorombik 

Tetragonal 

Kübik 

Trigonal 

Hegzagonal 

1 

2 

4 

2 

3 

1 

1 

   𝑎1 ≠ 𝑎2 ≠ 𝑎3       𝛼 ≠ 𝛽 ≠ 𝛾 

   𝑎1 ≠ 𝑎2 ≠ 𝑎3      𝛼 = 𝛽 = 90𝑜 ≠ 𝛾 

   𝑎1 ≠ 𝑎2 ≠ 𝑎3      𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 90𝑜 

   𝑎1 = 𝑎2 ≠ 𝑎3      𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 90𝑜      

   𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎3      𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 90𝑜 

   𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎3      𝛼 = 𝛽 = 𝛾 < 120𝑜 , ≠ 90𝑜 

   𝑎1 = 𝑎2 ≠ 𝑎3      𝛼 = 𝛽 = 90𝑜 , 𝛾 = 120𝑜 
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Şekil 2.5. (a)’da BCT yapı gösterilmiştir. Örgü vektörleri Şekil 2.5. (b)’de verilen bir 

BCT örgüsü için [46] aşağıdaki denklemler tanımlanabilir. 

 

a⃗⃗1 =
1

2
(aı̂ − aĵ + ck̂) 

a⃗⃗2 =
1

2
(−aı̂ + aĵ + ck̂) 

a⃗⃗3 =
1

2
(aı̂ + aĵ − ck̂). 

(2.5) 

 

 

Şekil 2.5. BCT yapı. (a) Birim hücre bravais yapısı, (b) üç boyutta örgü vektörlerinin gösterimi 

 

2.1.4.  SrAuSi3 ve SrAu2Si2 malzemelerinin kristal yapısı 

 

BaNiSn3-tipi SrAuSi3 ile ThCr2Si2-tipi SrAu2Si2 malzemelerinin her ikiside BCT 

yapıda kristalleşmektedir. BCT yapının örgü parametreleri Denklem 2.5’te verilmiştir. 

Ayrıca bu örgü vektörleri Şekil 2.5.’te gösterilmiştir. Çalıştığımız kristallerin en 

önemli özelliği SrAu2Si2 malzemesi merkeze göre simetrik bir yapıya sahipken 

SrAuSi3 malzemesinin merkeze göre antisimetrik bir yapıda olmasıdır. Bu iki yapının 

şematik gösterimi Şekil 2.6.’da verilmiştir.  

 

Teorik olarak incelenecek olan bu malzemelerin kristal yapısının birim hücresinde beş 

tane atom bulunmaktadır. Bu geometrik yapının periyodik tekrarı, fiziksel olarak 

yapının özelliklerini tanımlamada kullanılan komplike denklemleri çözme gücümüzü 
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artırır. Böylelikle yapının süperiletkenliği, atomların hangi doğrultularda titreşim 

yaptığı, hangi fonon modlarının süperiletkenliğe katkı sağladığını ilerleyen 

bölümlerde daha detaylıca açıklanacaktır. 

 

 

Şekil 2.6. BCT yapıya sahip SrAuSi3 (sol tarafta) ve SrAu2Si2 (sağ tarafta) materyallerinin atomik yapısı 

 

2.1.5.  Durum yoğunluğu hesaplama metodu 

 

Bu metod yardımı ile kristal yapıların birinci Brilliouin bölgesi üzerinde seçilen q⃗⃗ 

dalga vektörleri ile belirlemek istenilen frekanslara ne kadar bir yoğunlukta katkı 

yaptığı belirlenebilir. Bu frekansların her birinin durum yoğunluğu eğrilerini bir grafik 

üzerinde toplayarak ifade edilmesi daha uygundur. Ayrıca bu hesaplamalarda elde 

edebildiğimiz kadar çok sayıda fonon frekansı belirleyebilmek gereklidir [47]. Durum 

yoğunluğu; 

 

ρ(ω) =
NoΩ

8π3
∑δ(ω− ω(q⃗⃗))

q

 (2.6) 
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Denklem 2.6 ile verilir [48]. Burada ρ(ω) durum yoğunluğu, No kristaldeki birim 

hücre sayısı Ω ise birim hücre hacmidir. Denklem 2.6 ile fonon dağılımının durum 

yoğunluğunu hesaplayabilmek için Denklem 2.7’deki gibi bir deneme fonksiyonu 

kullanmak daha uygundur. 

 

ρ(ω) =
NoΩ

8π3
∑Θ(ω −ω(q⃗⃗))

q

 (2.7) 

 

Denklem 2.7 ’deki hesaplanan frekans farkı |ω − ω(q⃗⃗)| ≤ ∆𝜔
2⁄  ise Θ = 1 olur. Diğer 

frekans aralıklarında bu değer sıfırdır. Burada ∆ω = 0,005 THz olarak belirlenir. Bu 

hesaplamayı her bir frekans değeri için yapmamız gereklidir. Bu yüzden işlemler 

gereğince uzun sürmektedir. Hesaplama sonunda frekans farkının sabit kaldığı 

noktalar bir tepe oluşturur [47,49,50]. 

 

2.2. Ters Örgü ve Brillouin Bölgesi 

 

Ters örgünün oluşum mekanizması kristallerde kırınım şartlarına göre belirlenir. 

Bildiğimiz gibi “Bragg yasası” olarak bilinen yasa; 

 

2d sin θ = nλ (2.8) 

 

şeklindedir. Bu yasada Şekil 2.7.’deki gibi düzlem üzerine 𝜆 dalga boylu bir ışın 

düştüğünde, kristalin atomlarından saçılan ışınların bir perde üzerindeki kırınımı, ters 

örgüyü oluşturur. Kristalleri oluşturan düzlemlerde belirli bir yoğunlukta atom 

bulunmaktadır. Periyodiklikten dolayı yük derişimi, elektron yoğunluğu ya da 

manyetik moment yoğunluğu gibi fiziksel özellikler korunmaktadır [43]. Kristaldeki 

elektron sayısı yoğunluğu aşağıdaki denklemle tanımlanır. 

 

n(r⃗ + T⃗⃗⃗) = n(r⃗) (2.9) 
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Şekil 2.7. Bir kristal düzlemindeki yansıma 

 

Kristalin örgü vektörlerini Denklem 2.3’teki gibi oluşturursak Denklem 2.9’u tek 

boyutta ele alıp (daha sonra üç boyuta genelleyeceğimiz) elektron yoğunluğunu 

Fourier serisine açarak x doğrultusunda, “a” genliğine sahip sinüzoidal bir n(x) 

fonksiyonu; 

 

n(x) = no +∑[Cp cos (
2πp

a
x) + Sp sin (

2πp

a
x)]

p>0

 (2.10) 

 

gibidir. Burada p pozitif bir tamsayı iken Cp ve Sp açılımın Fourier sabitleridir. 

Denklemdeki 
2π

a
 terimi n(x)’in a periyoduna sahip olmasını destekler. 

 

n(x + a) = no +∑[Cp cos (
2πp

a
x + 2πp) + Sp sin (

2πp

a
x + 2πp)]

p>0

 

n(x + a) =  no +∑[Cp cos (
2πp

a
x) + Sp sin (

2πp

a
x)]

p>0

= n(x) 

(2.11) 

 

n(x) =∑npexp (i
2πp

a
x)

p

 (2.12) 

 

Denklem 2.12’de ki toplam p tamsayıları üzerinden, np karmaşık katsayılarını 

içermektedir. Bu denklem üzerinde yapılan birtakım düzenlemeler ile kristaldeki 

elektron yoğunluğu üç boyutta Denklem 2.13’deki gibi yazılabilir; 
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n(r⃗) = ∑ nGexp(iG⃗⃗⃗ ∙ r⃗)G . (2.13) 

 

Denklem 2.13’te verilmiş olan bakıldığında G⃗⃗⃗ vektörü (ters) ve r⃗ örgü öteleme 

vektörünü belirlememiz gereklidir. 

 

G⃗⃗⃗ = hb⃗⃗1 + kb⃗⃗2 + 𝑙b⃗⃗3 

r⃗ = ua⃗⃗1 + va⃗⃗2 + 𝑤a⃗⃗3 
(2.14) 

 

Burada h, k ve l miller indislerini ifade eder. b⃗⃗1, b⃗⃗2 ve b⃗⃗3 ters örgü öteleme vektörü 

olup a⃗⃗1, a⃗⃗2 ve a⃗⃗3 kristal sistemin örgü vektörlerini temsil eder. Denklem 2.13’teki 

skaler çarpım; 

 

G⃗⃗⃗ ∙ r⃗ = hb⃗⃗1a⃗⃗1 + kb⃗⃗2a⃗⃗2 + 𝑙b⃗⃗3a⃗⃗3 (2.15) 

 

olur. Burada h, k ve 𝑙  katsayıları birer sabittir. Ters örgü vektörleri b⃗⃗1, b⃗⃗2 ve b⃗⃗3 

aşağıdaki şartı sağlamalıdır; 

 

b⃗⃗1a⃗⃗1 = 2π 

b⃗⃗2a⃗⃗2 = 2π 

b⃗⃗3a⃗⃗3 = 2π 

(2.16) 

 

Denklem 2.16 aşağıdaki gibi genişletilirse ters örgü vektörleri elde edilir [44], 

 

b⃗⃗1a⃗⃗1(a⃗⃗2 × a⃗⃗3) = 2π(a⃗⃗2 × a⃗⃗3)                             b⃗⃗1 = 2π
a⃗⃗2 × a⃗⃗3

a⃗⃗1(a⃗⃗2 × a⃗⃗3)
 

b⃗⃗2a⃗⃗2(a⃗⃗3 × a⃗⃗1) = 2π(a⃗⃗3 × a⃗⃗1)                             b⃗⃗2 = 2π
a⃗⃗3 × a⃗⃗1

a⃗⃗1(a⃗⃗2 × a⃗⃗3)
 

b⃗⃗3a⃗⃗3(a⃗⃗1 × a⃗⃗2) = 2π(a⃗⃗1 × a⃗⃗2)                             b⃗⃗3 = 2π
a⃗⃗1 × a⃗⃗2

a⃗⃗1(a⃗⃗2 × a⃗⃗3)
 

(2.17) 
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Gerçek uzayda kristallerin Wigner-Seitz hücresi ters uzayda Brillouin bölgesi olarak 

adlandırılır [44]. BCT yapının Brillouin Bölgesi, ters örgü vektörleri ile Denklem 

2.18’de verilmiştir. Yüksek simetriye sahip geçiş noktalarının koordinatları Denklem 

2.19 ile verilmiştir. Şekil 2.8.’de [51] BCT yapının Brillouin bölgesi çizilmiştir. Şekil 

2.8.’de gösterildiği gibi I. Brillouin bölgesi için [100] gidiş yönü ve [001] gidiş yönü 

olmak üzere iki tane Z noktası kullanılmıştır. 

 

 

Şekil 2.8. BCT yapının Brillouin bölgesi 

 

b⃗⃗1 = 
2π

a
 (0, ĵ,

a

c
k̂ )         b⃗⃗2 = 

2π

a
 (ı̂, 0,

a

c
k̂)        b⃗⃗3 = 

2π

a
 (ı̂, ĵ ,0) (2.18) 

 

Γ =
2π

a
(0,0,0)                Z =

2π

a
(1, 0, 0)     yada  Z =

2π

a
(0, 0,

a

c
) 

 

X =
2π

a
(
1

2
,
1

2
, 0)            P =

2π

a
(
1

2
,
1

2
,
a

2c
)            N =

2π

a
(0,

1

2
,
a

2c
) 

(2.19) 

 

2.3. Kristallerde Band Yapısı 

 

Bir kristalin 1 cm2’lik bir parçasını düşündüğümüzde bu parçada yaklaşık olarak 

Avogadro sayısı kadar atom bulunmaktadır. Bu atomların her biri 1 s, 2 s, 2 p, … 

şeklindeki seviyelere yerleşecektir. Fakat dikkat edilirse Pauli dışarılama ilkesine göre 
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her bir seviyeye zıt spinlere sahip elektronların yerleşmesi uygundur. Bu açıdan ≈

1023 tane elektronun yerleşmesi sorun teşkil etmektedir. Bu yerleşimi ise her bir 

seviyede zıt spinlere sahip elektronlar üst üste gelerek doldurmuşlardır. Daha basit 

şekilde örneklendirecek olursak; bir kalemle çok ince bir kutu çizip onun içine ≈ 1023 

tane birbirine dokunmayan çizgi çektiğimizi düşünürsek kutuya baktığımızda içi 

tamamen dolu bir kutu görmüş oluruz [52]. İşte bandlarda bu şekilde oluşmaktadır. 

Hepsi çok az bir farkta olsa birbirinden ayrılmış enerji seviyelerinde oturan farklı 

spinlere sahip elektronlar s, p, d, f,⋯  seviyelerinde bir band oluştururlar. 

 

2.4. Kristal ve Örgü Titreşimleri 

 

2.4.1.  Fononlar 

 

Kristallerin belirli bir sıcaklık aralıklarında atomlarının titreşimiyle yayınlanan enerji 

kuantumludur. Örgünün titreşmesinden yayılan bu enerjiye sahip parçacıklar ise fonon 

olarak adlandırılır [52]. Kristaldeki elastik dalgalar fononlar aracılığıyla oluşur. Ayrıca 

bunlar Bose-Einstein istatisliğine de uygundur [45]. Fononların herhangi bir 𝜔 açısal 

frekansa sahip bir titreşim sonunda ℏω’lık bir enerji ortaya çıkar. Bir foton bir 

kristalden saçılırken enerji korunumunu gerçekleştirir. Bu momentum, kristal 

momentumu olarak literatüre geçmiştir [43,53].  

 

Enerjinin Korunumu                      : ℏ𝜔𝑠 = ℏ𝜔𝑖 − ℏ𝜔 (2.20) 

 

Momentumun Korunumu              : ℏ𝑘⃗⃗𝑠 = ℏ𝑘⃗⃗𝑖 − ℏ𝑞⃗ (2.21) 

 

2.4.2. Tek atomlu örgü titreşimleri 

 

Kristal bir örgüde atomlar denge konumu civarında titreşim hareketi yaparlar. Şekil 

2.9.’daki gibi tek boyutlu bir örgüyü ele alarak örgü içindeki atomların salınımlarından 

yola çıkarsak esnek dalganın frekansını, dalga vektörlerini ve bunların değişimlerini 

inceleyebiliriz [52]. 
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Şekil 2.9. Bir boyutta örgü titreşimleri 

 

Newton’un II. Hareket yasası ve Hooke kanunu dahilinde 𝑛’inci atomun (𝑛 + 1)’inci 

atomla titreşimi aşağıdaki gibidir; 

 

Fn−(n+1) = −𝛼(Un − Un+1) (2.22) 

 

burada 𝛼 yay sabiti olup 𝑛’inci atomun (𝑛 − 1)’inci komşu atomla titreşimi; 

Fn−(n−1) = −𝛼(Un − Un−1) (2.23) 

 

Denklem 2.23’te verilen eşitlikle tanımlanır. Böylece 𝑛’inci atoma etkiyen toplam 

kuvveti Denklem 2.24’teki gibi yazabiliriz; 

 

F = M
d2Un
dt2

= [−α(Un − Un+1) − α(Un − Un−1)] (2.24) 

 

Özdeş atomlar aynı frekans ve genlikte titreştikleri düşünülürse 𝑛’inci atomun yer 

değiştirmesi; 

 

Un = Ae−𝑖(kXn−𝜔t) (2.25) 

 

olur. Xn, n’inci atomun orjine olan mesafesini tanımlarken bu kapalı formun açılımı 

“Xn = na” şeklindedir. Burada “a” iki atom arasındaki mesafedir. Denklem 2.25 

düzenlenip Denklem 2.24’te yerine yazılarak Denklem 2.24 çözümlenebilir. 

Böylelikle tek atomlu örgü titreşimleri için dispersiyon bağıntısı; 

 

ω2 =
4α

M
sin2 (

ka

2
) (2.26) 



16 
 

 
 

 

elde edilir [45,53,54]. Bu frekans ifadesi küçük açılarda; 

 

ω = √
4α

M
 
ka

2
 (2.27) 

 

eşitliği ile verilir ve k = 2𝜋
𝜆⁄  dalga vektörü dahilinde ele alınırsa faz hızı (vF) ve grup 

hızı (𝑣𝐺); 

 

vF =
ω

k
= √

α

M
a 

(2.28) 

vG =
dω

dk
= √

α

M
a 

 

birbirlerine eşit olur. Böylelikle Brillouin bölgesinde Bragg kırınımının 

gerçekleşmektedir [52]. 

 

 

Şekil 2.10. Tek atomlu örgü titreşiminden elde edilen frekansın dalga vektörüne göre değişimi 

 

2.4.3. İki atomlu örgü titreşimleri 

 

Kütleleri birbirinden farklı olan iki atomlu bir örgü tek boyutta Şekil 2.11.’deki gibi 

resmedilebilir. 
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Şekil 2.11. Bir boyutta farklı kütlelere ait atomik örgü titreşimi 

 

Örgüdeki atomların titreşimi tek atomlu örgü titreşimine benzerdir. Merkezdeki 2n 

atomunun komşu atomlarla titreşmesiyle oluşan hareket denklemini yazarsak: 

 

F2n − 2n+1 = −𝛼(U2n − U2n+1) 
(2.29) 

F2n − 2n−1 = −𝛼(U2n − U2n−1) 

 

F2n−1 − 2n = −𝛼(U2n−1 − U2n) 
(2.30) 

F2n−1 − 2n−2 = −𝛼(U2n−1 − U2n−2) 

 

olur. Denklem 2.29 ve Denklem 2.30’un hareket denklemleri; 

 

M1

d2U2n
dt2

= −α(2U2n − U2n+1 − U2n−1) (2.31) 

 

M2

d2U2n−1
dt2

= −α(2U2n−1 − U2n − U2n−2) (2.32) 

 

eşitlikleri ile verilir. Bu iki denklemin ortak çözümü bize bir boyutta iki atomlu örgü 

titreşimlerinin dispersiyon bağıntısını; 

 

𝜔2 = 𝛼 (
1

M1
+
1

M2
) ± 𝛼 [(

1

M1
+
1

M2
)
2

−
4 sin2 ka

M1M2
]

1
2

 (2.33) 

 

verir [45,53,54]. 
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Şekil 2.12. İki atomlu örgü titreşiminden elde edilen frekans – dalga vektörü grafiği 

 

2.4.4. Akustik ve optik modlar 

 

Denklem 2.33 incelenirse aradaki pozitif ve negatif işaretin durumuna göre optik ve 

akustik modlar belirlenir. Eğer işaret negatif ise frekansta bir azalma gözlemlenir ki 

frekanstaki bu düşme “Akustik Mod” olarak ifade edilir. Akustik mod için disperisyon 

bağıntısı ise Denklem 2.34’teki gibidir [53,54]; 

 

ω2 = α (
1

M1
+
1

M2
) − α [(

1

M1
+
1

M2
)
2

−
4 sin2 ka

M1M2
]

1
2

 (2.34) 

 

Eğer Denklem 2.33’teki işaret pozifit ise o zaman frekansta bir artış gözlemlenir ve 

frekanstaki bu yükseliş “Optik Mod” olarak ifade edilir. Optik modun dispersiyon 

bağıntısı Denklem 2.35’teki gibidir: 

 

ω2 = α (
1

M1
+
1

M2
) + α [(

1

M1
+
1

M2
)
2

−
4 sin2 ka

M1M2
]

1
2

 (2.35) 

 

Bir kristalin ilkel hücresinde n tane atom varsa bunların 3 tanesi akustik, n − 3 tanesi 

ise optik mod olmak üzere 3n tane dala ayrılır. Bu modların daha iyi anlaşılması için 
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bir örnek verelim. İlkel hücresinde 3 atom içeren bir kristal yapı toplam 9 dala 

sahipken bunların bir tanesi LA, iki tane LO ve iki tane TA, dört tanede TO dala 

ayrılmıştır. LA “boyuna akustik” iken, LO “boyuna optik” modları tanımlar. TA 

“enine akustik” iken, TO “enine optik” modları belirtir [43,45,53,54]. 

 



 
 

 

 

 

BÖLÜM 3. YOĞUNLUK FONKSİYONEL TEORİSİ 

 

 

3.1. Giriş 

 

Tek elektronlu sistemlerin kuantum yapısı Schrödinger dalga denklemi aracılığıyla 

çözümlenince bunu birden fazla elektronu bulunan sistemlere uygulayabilmek için 

birçok çalışma yapılmıştır. 1960’ların ortalarına doğru çok elektronlu sistemlerin 

temel hal özelliklerini belirleyebilmek için başarılı bir yöntem olan yoğunluk 

fonksiyonel teorisinin temelleri inşa edilmiştir. Bu temel Hohenberg-Kohn teoremi 

[55] ile onun devamı olan Kohn-Sham teoremi [56] üzerine tesis edilmiştir. Biz bu 

kısımda, yoğunluk fonksiyonel teorisinin esas aldığı temel teoremlerden ve elektronik 

enerji fonksiyonundan bahsedeceğiz. 

 

3.2. Yoğunluk Temel Değişkeni 

 

Katılar moleküllerden, moleküller ise birden fazla çekirdek, baryon ve fermiyonlardan 

oluşmaktadır. Sistemimiz herhangi bir dış kuvvetin etkisinde değilse molekülün 

kinetik enerjisi sabit kalmalıdır [57]. Kolaylık sağlaması açısından moleküllerin kütle 

merkezleri orjinde hareketsiz kabul edilir. Bu durumda Hamiltonyen; 

 

Ĥ = T̂n(R⃗⃗⃗) + T̂e(r⃗) + V̂en(r⃗, R⃗⃗⃗) + V̂nn(R⃗⃗⃗) + V̂ee(r⃗) (3.1) 

 

Denklem 3.1’deki gibi ifade edilir. T̂ operatörü kinetik enerjiyi, V̂ operatörü potansiyel 

enerjiyi, “n” ifadesi operatörün çekirdeğe etkisini “e” ifadesi ise elektronları temsil 

eder. Moleküllerin çekirdekleri belirli bir R⃗⃗⃗ konumunda hareket ederken, fermiyonlar 

üzerine etki eden kuvvetle karşılaştırılırsa çekirdeklerin elektronlara göre daha küçük 

bir ivmeyle hareket ettiği görülür. Dolayısıyla bu hareket ihmal edilebilir. Böylece 

T̂n(R⃗⃗⃗) terimini ihmal ederiz ve yapıdaki elektronların enerjisi; 
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Ĥe = T̂e(r⃗) + V̂en(r⃗, R⃗⃗⃗) + V̂nn(R⃗⃗⃗) + V̂ee(r⃗) (3.2) 

 

haline gelir. V̂nn(R⃗⃗⃗) terimini denklemin dışında tutarsak Denklem 3.2’de sadece 

elektronlara bağlı enerjileri ifade edebilecek bir hamiltonyen elde edilir. 

 

Ĥe = T̂e(r⃗) + V̂en(r⃗, R⃗⃗⃗) + V̂ee(r⃗) (3.3) 

 

Bu genellemelerden sonra Schrödinger Denklemi: 

 

ĤeΨ(r⃗, R⃗⃗⃗) = EoΨ(r⃗, R⃗⃗⃗) (3.4) 

 

fomunu alır. Tüm çözümleri içinde bulunduran orjinal bir hamiltonyen düşünürsek 

Denklem 3.5’teki dalga fonksiyonu belirli bir aralık dahilinde; 

 

Ψ(r⃗, R⃗⃗⃗) =∑Ψk(r⃗, R⃗⃗⃗)

k

χk(R⃗⃗⃗) (3.5) 

 

elde edilir. Bu yaklaşım ‘Born-oppenheimer yaklaşımı” olarak adlandırılır [57]. 

 

Bir elektronik sistemin çok cisim temel hal dalga fonksiyonu, elektronik yük 

yoğunluğunun bir fonksiyoneli olarak Ψ[ρ(r⃗⃗)] şeklinde yazılabilir [45,48,58,59]. Bu 

dalga fonksiyonunun oluşumunu daha detaylıca inceleyebilmek ve sistemdeki etkisini 

daha iyi anlayabilmek için N elektronlu bir sistemi tetkik ederek başlamak, doğru bir 

adım olacaktır. Bu sistemdeki elektron ve çekirdeklerin hareketlerini düşünürsek 

bunların birbirleriyle olan etkileşimi sonucu bir Vdış(r⃗) potansiyel etki alanı 

oluşmaktadır. Böyle bir sistemde dejenere olmayan dalga fonksiyonları Ψ[ρ(r⃗⃗)] =

Ψ[r1,r2….rn] ve sisteme uygun olan bir ρ(r⃗) yük yoğunluğu seçelim. Schrödinger dalga 

denklemi göz önüne alınarak denklemin sağ tarafındaki enerji ifadesini Eel, sol 

taraftaki hamiltonyeni H olarak tanımlarız. Böylece ρ(r⃗) yoğunluğuna bir artış 

getirmesi için farklı bir Ψ′ taban durum dalga fonksiyonu ile bu fonksiyonun etkileştiği 
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potansiyeli Vdış
′ (r⃗) olarak seçebiliriz. Böylelikle oluşturulan Schrödinger dalga 

denklemleri; 

 

Vdış
′ (r⃗) − Vdış(r⃗) (3.6) 

 

şeklindedir. Bu teoremin ispatı bizim için oldukça önemlidir. Çünkü bizi bir sonraki 

basamağa yani enerji dönüşüm prensibinin yorumlanmasına taşıyacaktır. N elektrona 

sahip bir sistemde Denklem 3.4’teki gibi bir Schrödinger dalga denklemini ele alıp 

denklemin hamiltonyenini, dalga fonksiyonelini, enerji terimi ile potansiyelini ve bu 

potansiyele uygun bir yoğunluk fonksiyonu tanımlayabiliriz. Sistemdeki elektronların 

etkileşiminden kaynaklanan bir dış potansiyel Vdış(r⃗), sistemin yoğunluk fonksiyoneli 

ρ(r⃗), sistemin temel hal dalga fonksiyoneli Ψ[ρ(r⃗⃗)] = Ψ[r1,r2….rn], enerji operatörleri H 

ve Eel olarak şeçildikten sonra yük yoğunluğuna karşı bir artış getirebilmek için farklı 

bir taban durumundaki Ψ′ dalga fonksiyonu ile Vdış
′ (r⃗) potansiyeli seçilir. Bu seçim 

bize açıkça göstermektedir ki Denklem 3.6’daki eşitliğin sağladığı tüm olası 

durumlarda Ψ′ = Ψ’a eşit olacaktır. Çünkü Ψ ve Ψ′ durumları, farklı 

hamiltoniyenlerin öz durumlarıdır. Böylelikle Ψ′ ifadesine karşılık gelen hamiltoniyen 

H′ ve enerji Eel
′  olacak şekilde seçilebilir. Ψ ve Ψ′’nün yoğunluklarını aynı kabul 

ederek; 

 

Eel < Eel
′ + ∫dr (Vdış(r) − Vdış

′ (r)) ρ(r) (3.7) 

 

yazılabilir. Ayrıca benzer biçimde bu ifade aşağıdaki şekilde de yazılabilir; 

 

Eel
′ < Eel  +  ∫dr (Vdış(r) − Vdış

′ (r)) ρ(r) (3.8) 

 

Yukarıda yazdığımız iki denklemi bir araya getirirsek; 

 

Eel + Eel
′ < Eel

′ + Eel (3.9) 
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Denklem 3.9 elde edilir. Bu ifade de Vdış(r)’nin, ρ(r)’nin bir fonksiyonu olduğunu 

gösterir. Çünkü, etkileşimleri tersine çevirdiğimizde Vdış
′ (r) − Vdış(r) > Vdış(r) −

Vdış
′ (r) olduğunu bulduk. Bunun sebebi ρ(r)’nin artmasıdır. Böylece Vdış(r) 

potansiyelini Vdış(ρ(r)) ve Ψ dalga fonksiyonunu da Ψ(ρ(r)) şeklinde 

yazabilmemizdir. Bu sonuç; bize teoremin doğruluğunu gösterir. Vdış(r) ve Ψ’yi 

ρ(r)’nin birer fonksiyonu olarak tanımlayabilmemiz, sistemin diğer elektronik 

özelliklerini de bu şekilde tanımlayabilmemize olanak sağlar. 

 

Henüz daha tam olarak genel yoğunluk n(r)’yi ve buna bağlı olarak genel dalga 

fonksiyonu Ψ(n(r))’yi bilmiyoruz. Bunu çözümlemek için Hohenberg ve Kohn 

aşağıdaki şekilde yeni bir F[n] fonksiyoneli tanımlamışlardır [48,55]; 

 

F[n] = T + Vee (3.10) 

 

Buradaki T ve Vee sırasıyla birden fazla parçacıklı sistemler için kinetik enerji ve 

elektron-elektron etkileşim enerjisini tanımlarken, F[n] özel bir sisteme veya dış 

potansiyele ait olmayan genel bir fonksiyoneldir. Hohenberg ve Kohn bu fonksiyonel 

yardımıyla verilen bir dış potansiyel için toplam enerjiyi şu şekilde tanımlamıştır [55]; 

 

Eel[Vdış, n] = ∫dr Vdış(r)ρ(r) + F[n] (3.11) 

 

3.2.1.  Enerji dönüşüm prensibi 

 

Denklem 3.11’deki eşitlikte verilen Eel[Vdış, n] fonksiyoneli yük yoğunluğu n’ye bağlı 

olan bir dönüşüm prensibine uyar. Başka bir deyişle Eel[Vdış, n] fonksiyonelinin 

minimum değeri sadece bir tek yoğunluk için (n(r)=(r)) sağlanır [48,60]. Diğer hiçbir 

n(r) değeri bu durumu karşılamaz. 

 

Bu teoremin ispatı oldukça basittir. Ψ dalga fonksiyonu dejenere olmamış kabul 

edilmişti. Bu nedenle Ψ, aşağıdaki ifadeden bulunacak olan diğer Ψ′ dalga 

fonksiyonlarına göre daha düşük değerli, doğru taban durum fonksiyonudur. 
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Eel[Ψ
′] = (Ψ′, HΨ′) (3.12) 

 

Böylece diğer n(r) değerlerine karşılık gelen Ψ′dalga fonksiyonlarının enerjileri ile, 

ρ(r) temel hal yoğunluğuna karşılık gelen Ψ dalga fonksiyonlarının enerjisi şu şekilde 

karşılaştırılabilir; 

 

Eel[Ψ
′] = ∫ dr Vdış(r)n(r) + F[n]  >  εel[Ψ] = ∫dr Vdış(r)ρ(r) + F[ρ]  (3.13) 

 

Bu ifadeden açıkça görülür ki; 

 

Eel[Vdış, ρ] < Eel[Vdış, n] (3.14) 

 

eşitliğinde verildiği gibidir. Burada Eel[Vdış, ρ], Vdış(r) potansiyeline sahip ve N 

elektrondan oluşan bir sistemin taban durum enerjisidir [45,48,60]. 

 

3.2.2.  Elektronik enerji fonksiyonu 

 

Yoğunluk fonksiyonel teorisinin temel aldığı iki önemli teoremi bu şekilde 

açıkladıktan sonra, F[] fonksiyonunu aşağıdaki şekilde açık bir biçimde yazabiliriz. 

 

F[ρ] =  
e2

2
 ∫∫dr′ dr

ρ(r)ρ(r′)

|r − r′|
+ G[ρ] (3.15) 

 

Böylece Denklem 3.11’de verilen temel hal enerji dalga fonksiyonu; 

 

Eel[Vdış , ρ] = ∫drVdış(r)ρ(r) +  
e2

2
 ∫∫dr′ dr

ρ(r)ρ(r′)

|r − r′|
+ G[ρ] (3.16) 

 

şeklini alır. Buradaki G[ρ], 1965 yılında Kohn ve Sham tarafından aşağıdaki gibi iki 

kısım halinde tanımlanan F[ρ] tipinde bir fonksiyoneldir [56]. 

 

G[ρ] = T0[ρ] + Edt[ρ] (3.17) 
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Bu denklemdeki T0[ρ], ρ(r) yoğunluklu birbirleriyle etkileşmeyen elektronlardan 

oluşan bir sistemin kinetik enerjisidir. Edt[ρ] ise, hala tam olarak bilinmemekle 

beraber, bağımsız elektron modeli için klasik olmayan çok cisim değiş-tokuş 

etkileşimlerini ifade eder. Denklem 3.16 ve Denklem 3.17 birlikte yazılırsa, enerji 

ifadesi; 

 

Eel[Vdış , ρ] = T0[ρ] + ∫drVdış(r)ρ(r) +  
e2

2
 ∫∫dr′ dr

ρ(r)ρ(r′)

|r − r′|
+ Edt[ρ] (3.18) 

 

olur. Bu eşitlikte verilen enerji değerlerini bulmak için başlıca üç zorluk vardır [48]. 

 

a. Eel değerini minimum yapan ρ(r) temel hal elektronik yük yoğunluğunu 

tanımlamak için bir metot gereklidir. 

b. Dalga fonksiyonu ile ilgili bilgi olmadığından sadece verilen ρ(r) yoğunluğu 

ile T0[ρ] değeri tam olarak belirlenemez. 

c. Birkaç basit sistem dışında hakkında hiçbir bilgiye sahip olmadığımız Edt[ρ] 

fonksiyonu için bazı yaklaşımlar yapmak gereklidir. 

 

3.3. Kendi Kendini Doğrulayabilen Kohn-Sham Eşitlikleri 

 

Yukarıda sözünü ettiğimiz ilk iki zorluk Kohn ve Sham’ın önerileriyle 1965 yılında 

aşağıdaki şekilde çözümlenmiştir [56]. Bu kısımda Denklem 3.13 ile verilen enerji 

ifadesini minimum yapan elektronik yük yoğunluğunun n(r) olduğunu kabul edeceğiz. 

Bu durumda Denklem 3.18; 

 

Eel[Vdış , n] = T0[n] + ∫drVdış(r)n(r) +  
e2

2
 ∫∫dr′ dr

n(r)n(r′)

|r − r′|

+ Edt[n] 

(3.19) 

 

şeklini alır. Öncelikle aşağıdaki gibi tanımlanan bir n(r) elektron yoğunluğuna bağlı 

bir Vden tek parçacık deneme potansiyeli tanımlayalım; 
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n(r) =  ∑|Φj(r)|
2

N

j=1

 (3.20) 

 

Buradaki toplam dolu durumlar (j=1,2,3,...,N) üzerinden yapılmaktadır. Φj(r) ise, 

aşağıdaki gibi bir Schrödinger eşitliğini sağlayan, birbirleriyle etkileşmediğini kabul 

ettiğimiz elektronların dalga fonksiyonlarıdır. 

 

[−
ℏ2

2m
∇2 + Vden(r)]Φj(r) =  εjΦj(r) (3.21) 

 

Bu eşitliğin bir çözümü ise; 

 

∑εj
j

=∑[Φj, (−
ℏ2

2m
∇2 + Vden(r))Φj]

j

= T0[n] + ∫drVden (r)n(r) (3.22) 

 

Denklem 3.22’de verildiği gibidir. Bu durumda Denklem 3.19 aşağıdaki şekli alır;  

 

Eel[n] =∑εj
j

+∫drVden(r)n(r) +  ∫ drVdış(r)n(r)              

+ 
e2

2
 ∫∫dr′ dr

n(r)n(r′)

|r − r′|
+ Edt[n] 

(3.23) 

 

Bu ifade de verilen n(r)’yi, Vden’in bir fonksiyonu kabul edip Vden’e bağlı olarak ya 

da Vden’i, n(r)’nin bir fonksiyonu kabul edip n(r)’ye bağlı olarak minimum hale 

getirmemiz gereklidir. n(r)’ye bağlı bir döngü alarak, Eel[n]’yi minimum yapacak 

olan Vden(r) aşağıdaki gibi yazılabilir: 

 

Vden(r) = Vdış(r) + e
2∫dr′

n(r′)

|r − r′|
+
∂Edt[n]

∂n(r)
= Vks(r) + sabit (3.24) 

 

Denklemdeki Vks Kohn-Sham potansiyeli olarak bilinen etkin bir potansiyeldir ve şu 

şekilde verilir [56]; 
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Vks(r) = Vdış(r) + e
2∫dr′

n(r′)

|r − r′|
+
∂Edt[n]

∂n(r)
= Vdış(r) + VH(r) + Vdt(r) (3.25) 

 

Buradaki VH , “Hartree enerjisi” olarak bilinen enerjidir ve Coulomb potansiyeline eş 

değerdir. Yukarıdaki eşitlikte karşılığı;  

 

VH(r) = e
2∫dr′

n(r′)

|r − r′|
 (3.26) 

 

şeklindedir. Vdt ifadesi ise; 

 

Vdt(r) =
∂Edt[n]

∂n(r)
 (3.27) 

 

olup etkin bir tek elektron değiş-tokuş potansiyelidir. Şimdi Denklem 3.21 ve Denklem 

3.20 sırasıyla temel hal durumunu temsil edecek şekilde aşağıdaki gibi yazılabilir; 

 

[−
ℏ2

2m
∇2 + Vks(r)]Φj(r) =  εjΦj(r) (3.28) 

 

ρ(r) =∑|Φj(r)|
2

N

j=1

 (3.29) 

 

Denklem 3.28’de köşeli parantez içindeki ifade Kohn-Sham hamiltoniyeni (Ĥks) 

olarak bilinir. Bu denklemler kendini doğrulayarak çözülebilmektedir. Bu yüzden bu 

denklemlere “kendini doğrulayabilen Kohn-Sham eşitlikleri” adı verilir [56]. Bu 

doğrulama işlemi aşağıdaki algoritma diyagramıyla açıkça gösterilmiştir. Bilgisayar 

yardımı ile yapılan hesaplamalarda Şekil 3.1.’de görülen algoritma diyagramı 

kullanılmıştır [61,62]. Kullanılan program, bizim verdiğimiz n(r) yoğunluklarını ele 

alarak enerjinin aldığı minimum değeri bulmaya çalışmaktadır. Enerjinin minimum 

değerini veren n(r) fonksiyonu bizim aradığımız doğru taban hali yoğunluk 

fonksiyonu olur ve bundan sonraki işlemler bu değer esas alınarak yapılır. 
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Şekil 3.1. Bir kristalin toplam enerjisini kendini doğrulama metodunu kullanarak hesaplayan bir bilgisayar 

programının akış çizelgesi 

 

3.4. Yerel Yoğunluk Yaklaşımı (LDA) 

 

Bölüm 3.2.2’de bahsettiğimiz üçüncü zorluk, yani Edt[] değerinin belirlenmesi 

“Yerel Yoğunluk Yaklaşımı (LDA)” kullanılarak aşılmıştır. Bu yaklaşımda, sistem 

homojen bir elektron gazı olarak düşünülür ve elektronik yük yoğunluğu bu sisteme 

göre belirlenir [48,60]. Böylece ρ(r) sistem içinde çok az değişir ve aşağıdaki 

yaklaşımı yapmak mümkün hale gelir; 

 

Edt(ρ) ≅ ∫drρ(r)εdt[ρ(r)] (3.30) 

 

Buradaki εdt[ρ(r)], elektron gazındaki her bir elektronun değiş-tokuş enerjisidir. 

Yukarıdaki eşitliğe uygun gelen değiş-tokuş potansiyeli ise; 

 

Vdt(r) =
d

dρ
{εdt[ρ(r)]ρ(r)} ≡ μdt[ρ(r)] (3.31) 
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şeklinde yazılabilir. Burada μdt[ρ(r)], bu düzenli sistemin kimyasal potansiyeline 

değiş-tokuş katkısıdır. Elektronlar arası ortalama uzaklığı rs olarak alırsak, ’yu; 

 

ρ−1 =
4

3
πrs

3 (3.32) 

 

şeklinde tanımlanabilir. Böylece Denklem 3.30’u aşağıdaki şekilde yazabiliriz; 

 

Vdt ≡ μdt = εdt −
rs
3

dεdt
drs

 (3.33) 

 

sonuç olarak Denklem 3.18, Denklem 3.25, Denklem 3.29 ve Denklem 3.30’u 

kullanarak toplam taban durum enerjisi için aşağıdaki eşitlik yazılabilir: 

 

Eel =∑εj
j

+∫dr{εdt[ρ(r)] − μdt[ρ(r)]}ρ(r) + 
e2

2
 ∫∫dr′ dr

ρ(r)ρ(r′)

|r − r′|
 (3.34) 

 

Bu eşitlikten de açıkça görüleceği gibi enerji ifadesindeki bütün terimler yük 

yoğunluğuna bağlı olarak yazılabilmektedir. Zaten Yoğunluk Fonksiyonel Teorisinin 

de getirdiği en büyük yenilik, Kohn-Sham eşitliklerinden bulunabilen ρ(r) yük 

yoğunluğu sayesinde enerji ifadesindeki bütün terimlerin bilinmesi ve böylece toplam 

enerjinin rahatlıkla belirlenebilmesini sağlamasıdır. 

 

𝜀𝑑𝑡 için uygun olan bazı sonuçları sıralayabiliriz: 

 

a. Wigner (1938) - Ryd biriminde ; 

 

εdt = −
0.9164

rs
−

0.88

(7.8 + rs)
 (3.35) 

 

b. Ceperley ve Alder [27], Perdew ve Zunger’in [63] belirledikleri parametreleri 

kullanarak, polarize olmamış bir elektron gazı için Hartree biriminde,                   

1 Hartree=2 Ryd; 
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εdt =
0.4582

rs
 

 

{
  
 

  
 

rs ≥ 1 iken;

−
0.14233

1 + 1.9529√rs

rs < 1 iken ;
−0.0480 + 0.0311 ln  rs − 0.0116rs + 0.0020rs ln rs}

  
 

  
 

 

(3.36) 

 

3.5. Genel Gradyent Yaklaşımı (GGA) 

 

Genel Gradyent Yaklaşımı (GGA) elektronik durum yoğunluğunun homojen bir 

şekilde dağılım göstermediği durumlarda kullanılmaktadır. Böylece ρ(r⃗) sistemin 

tümünde farklılık gösterir. GGA yaklaşımında LDA yaklaşımından farklı olarak 

elektronik yük yoğunluğunun gradyenti de hesaba katılmıştır. GGA yaklaşımı daha iyi 

bir yöntem olduğu düşünülebilir olmasına rağmen LDA yaklaşımı bazı durumlarda 

GGA yaklaşımına göre daha iyi sonuçlar verebilir. Bir çok farklı sistemlerde özellikle 

yapısal enerji ve atomik bağ uzunlukları tayininde daha iyi sonuçlar verebilmektedir. 

GGA yaklaşımı için değiş-tokuş enerjisi; 

 

EXC
GGA[ρ(r⃗)] = ∫FXC[ρ(r⃗), |∇ρ(r⃗)|] dr⃗ (3.37) 

 

denklemi ile verilir [51,64]. Denklem 3.37’de belirtilmiş olan FXC boyutsuz niceliktir. 

Günümüzde kullanılan GGA fonksiyonelleri şöyle örneklendirilebilir: Perdew ve 

Wang (PvW), Becke-Perdew (BP), Lee-Yang-Parr (LYP), Perdew-Becke-Ernzerkof 

(PBE), Perdew ve Vosko (PV) verilebilir. GGA yaklaşımı için değiş-tokuş ve 

korelasyon enerjisi LDA yaklaşımının üzerine bir FXC faktörü eklenerek 

belirtilmektedir. Bu enerji; 

 

EXC
GGA[ρ(r⃗)] = ∫ρ(r⃗) εXC

hom( ρ(r⃗)) FXC(rs, s)dr⃗ (3.38) 
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denklemi ile verilir [51,64]. Denklem 3.38’de s(r⃗) =  
|∇ρ|

2kf ρ
 ifadesi boyutsuz bir nicelik 

olup yoğunluk gradyentini gösterir. ks = (
4kf

π
)

1

2
 ve kf = (3π

2ρ)
1

2 olarak verilir. GGA 

yaklaşımı ile toplam enerji, denge uzaklıkları, bağlanma enerjileri, bağ uzunlukları ve 

açıları gibi birçok özelliği belirlemek mümkündür. Özellikle 4d ve 5d geçiş metalleri 

için hesaplama yapılacaksa LDA yaklaşımına göre çok iyi sonuçlar vermektedir. 

 

3.6. Pseudopotansiyel Metodu 

 

Bu metod 1966’da Harrison tarafından yazılan kitapta ve 1970’de Cohen ve Heine’nin 

ortak çalışması olan bir araştırma makalesinde ilk olarak ele alınmıştır. Bu kısımda bu 

metodu kısaca açıklayıp önemli noktaların üzerinde durulacaktır [48,58]. 

 

Bir atom çekirdek, kor ve değerlik elektronları olmak üzere üç kısımdan oluşmuş bir 

sistem olarak düşünülebilir ve kor elektronları dolu orbitalleri temsil etmektedir. Bir 

örneklemeyle 1s22s22p2 elektronik dizilimine sahip karbon atomunda, 1s2 ve 2s2 

yörüngelerindeki elektronlar kor elektronlar olarak adlandırılır. Bu elektronlar 

genellikle çekirdeğin çevresine yerleşirler. Çekirdekle kor elektronlarının oluştuğu 

sisteme iyon koru denir. Şimdi kor ve değerlik elektronlarından oluşmuş bir kristal 

düşünelim. Bu kristal sistemdeki değerlik ve kor elektronlarının dalga fonksiyonları 

ortogonal olsun. Pseudopotansiyel yaklaşıma göre, böyle bir kristalde elektronik 

özelliklerin belirlenmesinde değerlik elektronları tamamen etkili olurken, iyon korları 

bir katkı sağlamaz. Böyle bir sistemin elektronik özellikleri belirlenirken Schrödinger 

daga denkleminden yararlanılabilir; 

 

HΨ = εΨ (3.39) 

 

Burada H hamiltoniyeni; T kinetik enerji ile kor elektronlardan kaynaklanan VA etkin 

potansiyelin toplamıdır. Denklemde yer alan Ψ dalga fonksiyonu ise, değerlik 

elektronlarından gelen etkisi az olan bir ϕ fonksiyonu ile, iyon korlarından 

kaynaklanan ϕc fonksiyonlarının toplamı şeklinde aşağıdaki gibi yazılabilir [48]: 
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Ψ = ϕ+∑bcϕc
c

 (3.40) 

 

Eşitliğin sağ tarafında görülen bc katsayıları Ψ ile ϕc’nin; 

 

⟨Ψ|ϕc⟩ = 0 (3.41) 

 

şeklinde ortogonal olmalarını sağlayan normalizasyon sabitleridir. Böylece Denklem 

3.39 ve Denklem 3.40’tan yararlanarak denklem 3.31’i yeniden yazabiliriz; 

 

Hϕ +∑(ε − Ec|ϕc >< ϕc|ϕ) = εϕ

c

 (3.42) 

 

Son denklemdeki Ec ifadesi, kor bölgesindeki öz değerlerden biridir. Bulduğumuz son 

eşitlikten yararlanarak aşağıdaki gibi iki denklem yazabiliriz [48]; 

 

(H + VR)ϕ = εϕ (3.43) 

  

(T + Vps)ϕ = εϕ (3.44) 

 

Yukarıdaki ilk denklemde tanımlanan VR, itici bir potansiyel operatörüdür. İkinci 

denklemdeki Vps potansiyeli ise, 1959 yılında Phillips ve Kleinman’ın yaptıkları 

çalışmalar ile, onlardan bağımsız olarak Artencik tarafından yapılan çalışmalar 

sonucunda aşağıdaki gibi tanımlanan bir operatördür [48]; 

 

Vps = VA + VR . (3.45) 

 

Bu potansiyel itici bir potansiyel olan VR ile etkin bir potansiyel olan VA’nın 

birbirleriyle yaptıkları etkileşimlerden oluşan zayıf ve etkili bir potansiyeldir. Bu 

şekilde tanımlanan Vps potansiyeline zahiri potansiyel ve ϕ’ye de zahiri dalga 

fonksiyonu denir. Bu potansiyel kısa menzilli bir potansiyeldir. Ayrıca çabuk 

yakınsadığı için, dalga fonksiyonu hesaplamalarında özellikle tercih edilir.  
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3.7. Kohn-Sham Eşitliklerinin Momentum Uzayına Taşınması 

 

Momentum uzayında, (T + Vps)ϕ = εϕ eşitliği aşağıdaki şekilde değişebilir;  

 

(T + Vps)ϕq,n(r⃗) = εq,nϕq,n(r⃗) (3.46) 

 

Buradaki r⃗, elektronların pozisyonunu; q, birinci Brillouin bölgesindeki elektronların 

dalga vektörlerini ve n ise enerji bandlarını gösterir. Kristal bir katı için Vps zahiri 

potansiyeli, Vps = Vps(r⃗) olacak şekilde yerel bir potansiyel olarak düşünülürse 

aşağıdaki gibi bir Fourier serisine açılabilir [58,65]; 

 

Vps(r) =∑V(G⃗⃗⃗)e(iG⃗⃗⃗,r⃗⃗)

G

 (3.47) 

 

Son denklemdeki G⃗⃗⃗, ters örgü vektörüdür ve V(G⃗⃗⃗) ise Vps’nin Fourier katsayılarını 

temsil eder. Kohn-Sham eşitliklerini zahiri potansiyellerle çözmek elektron dalga 

fonksiyonlarını bulmak için standart bir yaklaşımdır. Bu tezde dalga fonksiyonları 

düzlem dalgaların lineer bir kombinasyonu olarak alınmıştır. Aranılan 

pseudopotansiyele yakınsama, düzlem dalgaların sayısını düzenli bir şekilde artırarak 

sağlanabilir. N bandındaki, q⃗⃗ dalga vektörüne sahip bir elektron için düzlem dalga 

fonksiyonu aşağıdaki gibi yazılabilir; 

 

ϕq,n(r⃗) =
1

N0Ω
∑Aq,n(q⃗⃗ + G⃗⃗⃗)e

i(q⃗⃗⃗+G⃗⃗⃗)r⃗⃗

G

 (3.48) 

 

Denklemde görülen N0Ω ifadesi, kristalin hacmidir. Elektronik dalga vektörü q⃗⃗, 

Brillouin bölgesi boyunca aynıdır. Seçtiğimiz düzlem dalgaların sayısı, kinetik 

enerjinin daha üzerinde bir durdurma enerjisini meydana getirecek şekilde olmalıdır.  

ℏ2

2m
(q⃗⃗ + G⃗⃗⃗)2 ≤ EkesmeAq,n(q⃗⃗ + G⃗⃗⃗) ifadesi ϕq,n’nin Fourier uzayındaki bir gösterim 

şeklidir. Denklem 3.46 ve Denklem 3.47 eşitliklerini, Denklem 3.45’te yerlerine yazıp 

düzenlenirse; 
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∑ Aq,n(q⃗⃗ + G⃗⃗⃗) C {
ℏ2

2m
(q⃗⃗ + G⃗⃗⃗)2 + ∑ V(G⃗⃗⃗′)e(iG⃗⃗⃗

′,r)
G′ − εq,n} e

i(q⃗⃗⃗+G⃗⃗⃗)r⃗⃗=0 (3.49) 

 

ifadesi elde edilir. Bu eşitlik bazı matematiksel işlemler sonunda; 

 

∑ Aq,n(q⃗⃗ + G⃗⃗⃗) C [{
ℏ2

2m
(q⃗⃗ + G⃗⃗⃗)2 − εq,n} δG,G′ + Vps(G⃗⃗⃗

′ − G⃗⃗⃗)]=0 (3.50) 

 

haline gelir. Aşağıda verilen;  

 

|{
ℏ2

2m
(q⃗⃗ + G⃗⃗⃗)2 − εq,n} δG,G′ + Vps(G⃗⃗⃗

′ − G⃗⃗⃗)|=0 (3.51) 

 

determinantın çözülmesiyle önemli sonuçlar elde edilir [58,65]. 

 

3.8. Katıların Örgü Dinamiği 

 

Katıların ısı sığası, elastik sabitlerinin belirlenmesi gibi birçok temel özelliğinde örgü 

titreşimleri büyük bir öneme sahiptir. Özellikle süperiletkenlik olayının 

bulunmasından sonra yapılan çalışmalar çok büyük bir ivme kazanmıştır. Katıların 

örgü dinamiğinin hesaplanmasında, hiçbir deneysel parametreye ihtiyaç duymayan ab-

initio metodunun bulunuşuna kadar yarı kuantum mekaniksel modeller 

kullanılmaktaydı. Her kristal için yeterince deneysel veri bulunmadığından, yıllarca 

bir çok kristalin titreşim özellikleri incelenememiştir. Bu nedenle ab-initio metodunun 

bulunması, çalışmaların hızlanmasını sağlaması açısından büyük bir önem teşkil 

etmektedir. Bu kısımda ab-initio metodu yardımıyla katıların örgü dinamiğinin nasıl 

belirlendiğinden bahsedilecektir. 

 

3.8.1.  Örgü dinamiği ve kuvvet sabitleri 

 

Herhangi bir örgünün, örgü geçiş vektörleri a⃗⃗1, a⃗⃗2, a⃗⃗3 ile belirlenir. Genel bir geçiş 

vektörünü ise aşağıdaki şekilde yazılabilir [58,65]; 

 



35 
 

 
 

s⃗1 = t1a⃗⃗1 + t2a⃗⃗2 + t3a⃗⃗3 (3.52) 

 

Buradaki t1, t2 ve t3 katsayıları, sıfır ile negatif ve pozitif tamsayı değerlerini 

kapsamaktadır. Eğer birim hücrede sadece bir atom varsa, bu denklem atomik 

pozisyonu da belirtir. Eğer birim hücrede p atom varsa, birim hücredeki her atomun 

konumu s⃗(b) vektörleri ile verilir. Burada b birim hücredeki farklı cins atomları belirtir 

ve 1,2, ..., p gibi değerler alır. Böylece 𝑙. birim hücredeki b. atomun pozisyonu şöyle 

verilir; 

 

s⃗(b) = s⃗(𝑙) + s⃗(b) (3.53) 

 

Atom denge konumundan u⃗⃗(𝑙b) kadar uzaklaştığında kristalin potansiyel enerjisi; 

 

Φ = Φo +∑Φα(𝑙b)uα(𝑙b) + 
1

2
∑ Φαβ(𝑙b, 𝑙

′b′)uα(𝑙b)

𝑙bα
𝑙′b′β

uβ(𝑙
′b′)

𝑙bα

 
(3.54) 

 

şeklinde yazılabilir [65]. Burada Φo, atomların hepsi denge durumunda iken kristalin 

potansiyel enerjisini ifade eder ve bu örgü dinamiği için önemsizdir. Çünkü, 

potansiyelin konuma göre türevi kuvveti verir ve denge durumunda kuvvet sıfır 

olacaktır. Φα(𝑙𝑏) ve Φαβ(𝑙b, 𝑙
′b′) şöyle verilir: 

 

Φα(𝑙b) =
∂Φ

∂uα(𝑙b)
⃒
 0
       ve      Φαβ(𝑙b, 𝑙

′b′) =
∂2Φ

∂uα(𝑙b) ∂uβ(𝑙′b′)
 ⃒
 0

 (3.55) 

 

Yukarıda yazdığımız iki ifade kristalin denge durumunu ifade eder. Φα(𝑙𝑏) kristalin 

kararlı olması için denge durumunda sıfır olmalıdır. Kristal için hamiltonyeni 

harmonik yaklaşımı kullanarak aşağıdaki gibi yazabiliriz; 

 

H = Φo +
1

2
∑Mbu̇α

2(𝑙b) + 
1

2
∑ Φαβ(𝑙b, 𝑙

′b′)uα(𝑙b)

𝑙bα
𝑙′b′β

uβ(𝑙
′b′)

𝑙bα

 
(3.56) 
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𝑙’inci birim hücredeki b’inci atomun hareket denklemi aşağıdaki gibi verilir; 

 

Mbüα(𝑙b) = −
∂Φ

∂uα(𝑙b)
= − ∑ Φαβ(𝑙b, 𝑙

′b′)

𝑙′b′β

uβ(𝑙
′b′) (3.57) 

 

Φαβ(𝑙b; 𝑙
′b′)’ye atomik kuvvet sabiti denir ve (𝑙′b′) atomu  yönünde yer 

değiştirdiğinde (𝑙b) atomu üzerinde  yönündeki kuvvetin negatif değerini verir. 

Kuvvet sabiti matrisi iki önemli simetri koşulunu sağlar. Bunlar geçiş simetrisinden 

kaynaklanan koşullardır; 

 

Φαβ(𝑙b, 𝑙
′b′) = Φαβ(0b, (𝑙

′ − 𝑙)b′) (3.58) 

 

Eğer her bir atom eşit miktarda yer değiştirirse herhangi bir atom üzerindeki kuvvet 

sıfır olur [58,65]; 

 

  ∑Φαβ(𝑙b, 𝑙
′b′) = 0 

∑ Φαβ(𝑙b, 𝑙
′b′)

𝑙′b′≠𝑙b

+ Φαβ(𝑙b, 𝑙b) = 0 

Φαβ(𝑙b, 𝑙b) =  − ∑ Φαβ(𝑙b, 𝑙
′b′)

𝑙′b′≠𝑙b

 

(3.59) 

 

Yukarıdaki denklemlerde yazdığımız Φαβ(𝑙b, 𝑙b) kuvvet sabitine, öz-terim denir. 

Ayrıca örgü geçiş simetrisinden hareket denklemi şöyle yazılabilir;  

 

Mbüα(𝑙b) = − ∑ Φαβ(0b, 𝑙
′b′)

𝑙′b′β

uβ(𝑙
′b′) (3.60) 

 

Yukarıdaki denkleme şöyle bir çözüm önerilebilir; 

 

uα(𝑙b, q⃗⃗) =
1

(Mb)1/2
∑uα(b, q⃗⃗)

q

ei[q⃗⃗⃗s⃗⃗(𝑙)−ωt] (3.61) 
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ya da burada 𝑞⃗ dalga vektörüdür ve uα(b, q⃗⃗), 𝑙’den bağımsızdır. Bu ifadeyi hareket 

denkleminde yerine yazarsak hareket denklemi aşağıdaki şekli alır. 

 

ω2uα(q⃗⃗, b) =∑Dαβ(bb
′)uβ(q, b′) (3.62) 

 

Burada, Dαβ(bb
′, q) ifadesine ‘D-tipi’ dinamik matris denir [58]. Bu matris 3x3’lük 

bir matris olup; 

 

Dαβ(bb
′, q) =

1

(Mb)
1
2

∑Φαβ

𝑙′

(0b, 𝑙′b′)ei[q⃗⃗⃗s⃗⃗(𝑙
′)] (3.63) 

 

şeklinde yazılır. Sonunda, fonon modları aşağıdaki determinant çözülerek elde edilir; 

 

|Dαβ(bb
′, q) − ω2δαβδbb′| = 0 (3.64) 

 

Bazen de çözüm şöyle seçilir; 

 

uα(𝑙b, q⃗⃗) =
1

(Mb)1/2
u̇α(b, q)e

i[q⃗⃗⃗s⃗⃗(𝑙)−ωt] (3.65) 

 

Bu ifadeyi hareket denklemine yazarsak; 

 

ω2u̇α(q⃗⃗, b) =∑Cαβ(bb
′, q⃗⃗)u̇β(b

′, q⃗⃗)

b′β

 (3.66) 

 

çözümünü elde ederiz. Cαβ(bb
′, q⃗⃗) ifadesine “C-tipi dinamik matris” denir [58] ve; 

 

Cαβ(bb
′, q) =

1

(MbMb′)1/2
∑Φαβ(0b, 𝑙

′b′)e−iq⃗⃗⃗[s⃗⃗(0b)−s⃗⃗(𝑙
′b′)]

𝑙′

 (3.67) 

 

şeklinde ifade edilir [45,58]. 
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3.8.2.  Örgü dinamiğinde lineer bağımlılık 

 

Bir kristal yapı içinde elektronlara etki eden dış potansiyel 𝜆 = 𝜆𝑖 parametrelerinin bir 

fonksiyonu olarak düşünülürse, bu parametrelere bağlı olarak kuvvet; 

 

∂Eλ
∂λi

= ∫nλ(r)
∂Vλ(r)

∂λi
dr (3.68) 

 

olarak yazılabilir. Burada Eλ, elektronların temel hal enerjisini ve nλ(r) ise 

elektronların yoğunluk dağılımını ifade etmektedir. Bu denklemi Taylor serisine 

açarsak;  

 

∂Eλ
∂λi

= ∫[nλ(r)
∂Vλ(r)

∂λi
dr +∑λj

∂nλ(r) ∂Vλ(r)

∂λj ∂λi
j

+ no(r)∑λj
∂2Vλ(r)

∂λj ∂λi
]dr + Q(λ2)

j

 

(3.69) 

 

olur. λ = 0 civarında türevleri hesaplarsak ifade;  

 

Eλ = E0 +∑λi∫no(r)
∂Vλ(r)

∂λi
dr

i

+
1

2
∑λiλj∫(

∂nλ(r) ∂Vλ(r)

∂λj ∂λi
+ no(r)

∂2Vλ(r)

∂λj ∂λi
)

ij

dr 

(3.70) 

 

olur. Kullandığımız  λ parametreleri, Uαi(R) şeklinde gösterilen iyon yer 

değiştirmelerini ifade eder. Böylece enerjinin ikinci dereceden türevi, kuvvet sabitleri 

matrisleri ile ilişkilidir ve bu ilişki aşağıdaki denklemlerle verilir; 

 

∂2E

∂uαi(R) ∂uβj(R)
= Φαi,βj(R − R

′) = Φαi,βj
iyon(R − R′) + Φαi,βj

elektron(R − R′) (3.71) 
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Φαi,βj
iyon(R − R′) =

∂2Eiyon−iyon

∂uαi(R)∂uβj(R)
 . (3.72) 

 

Denklem 3.72’teki Eiyon−iyon terimi;  

 

Eiyon−iyon =∑∑
e2ZiZj

|R + τi − R′ − τj|ji

 (3.73) 

 

şeklindedir. Sonsuz bir kristalde Denklem 3.12’deki toplam yakınsanmaz, bu nedenle 

bu toplama işlemi ters örgü uzayında yapılmıştır. Son olarak elektronik kuvvet sabitini 

de şöyle yazabiliriz; 

 

Φαi,βj
elektron(R − R′) = ∫(

∂n(r)

∂uαi(R)

∂Viyon

∂uβj(R)
+ no(r)

∂2Viyon(r)

∂uαi(R) ∂uβj(R)
)dr (3.74) 

 

Denklem 3.70 ve Denklem 3.72 ile verilen iyonik ve elektronik kuvvet sabitleri, 

Denklem 3.60’da yerine konularak dinamik matrisler elde edilir ve denklem 3.62’nin 

çözülmesiyle titreşim enerjileri hesaplanabilir. 

 

 



 
 

 

 

 

BÖLÜM 4. SONUÇ 

 

 

4.1. Hesaplama Yöntemi 

 

Hesaplamalarımız için periyodik sınır koşulları altında kristal yapı için elektronik 

dalga fonksiyonlarının düzlem-dalga açılımını kullanan QUANTUM ESPRESSO [36] 

programından faydalandık. Elektronik değiş-tokuş korelasyon terimleri 

Genelleştirilmiş Gradyan Teorisi (GGA) ve Perdew-Burke-Ernzerhof [66] 

fonksiyonları ile açıklanmıştır. Elektron-iyon etkileşimlerini incelemek için 

“Ultrasoft” pseudopotansiyeller [67,68] kullanılmıştır. Tek parçacık dalga 

fonksiyonları 60 Ry’lik kinetik enerji kesmesi ile düzlem-dalga tabanına açılmıştır. 

Kendinden doğrulamalı çözümlemeler, indirgenemez Brillouin bölgesi (IBZ) 

içerisinde dört k noktası göz önüne alınarak Kohn-Sham denklemleri [56] ile elde 

edilmiştir. IBZ içerisinde enerji hesaplamaları 8x8x8 k noktası kafesi göz önüne 

alınarak Monkhorst-Pack Şeması [69] ile yapılmıştır. Elektronik hesaplamalar için ise 

24x24x24 k noktası kafesi kullanılmıştır. 

 

Fonon frekansları ve atomik yer değiştirmeler için “İlk prensip” çalışmaları lineer-

tepki [36] metodu kullanılarak yapılmıştır. Ters örgü bölgesinde 13 dinamik matris 

4x4x4’lük q-noktası kafesi ile hesaplanmıştır. Bu dinamik matrislerden 8x8x8’lik 

Monkhorst-Pack Şeması [69] kullanılarak, Fourier dönüşümü ile tam fonon spektrumu 

ve durum yoğunluğu hesaplamalarında yararlanılmıştır. Elektron-fonon etkileşimini 

hesaplamak için Eliashberg spektral fonksiyonu; 

 

α2F(ω) =
1

2πN(EF)
∑

γ𝐪j

ℏω𝐪j
δ(ω − ω𝐪j)

𝐪j

 (4.1) 
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Denklem 4.1’den hesaplanabilir [38]. N(EF), Fermi seviyesinde elektronik durum 

yoğunluğunu, γ𝐪j ise fonon band genişliğini ifade etmektedir. Elektron enerjileri Fermi 

seviyesi etrafında doğrusal olduklarında fonon çizgi genişliği “Fermi’nin altın kuralı” 

formülü; 

 

γ𝐪j = 2πω𝐪j ∑ |g(𝐤+𝐪)m;𝐤n
𝐪j

|
2

δ(ε𝐤n −

𝐤nm

εF)δ(ε(𝐤+𝐪)m − εF) (4.2) 

 

ile hesaplanır [39]. Dirac δ fonksiyonları enerji korunumu şartlarını ifade eder. 

Elektron-fonon matris elemanı g ise; 

 

g(𝐤+𝐪)m;𝐤n
𝐪j

= √
ℏ

2Mω𝐪j
⟨ϕ(𝐤+𝐪)m|e𝐪j∇⃗⃗⃗V

SCF(𝐪)|ϕkn⟩ (4.3) 

 

şeklinde verilir[70]. Denklemde |i, k⟩ Bloch elektron özdurumları, VSCF kendinden 

doğrulayan etkin potansiyelin türevini ifade etmektedir. Elektron fonon etkileşim 

parametresi λ; 

 

λ = 2∫
α2F(ω)

ω
dω (4.4) 

 

ile hesaplanmıştır [70]. 

 

Süperiletkenlik özellikler için logaritmik frekans ifadesinin hesaplanması 

gerekmektedir. Bunun için Allen-Dynes denklemi; 

 

ωln = exp [2λ
−1∫

dω

ω
α2F(ω)

ω

0

lnω] (4.5) 

 

kullanılmıştır [40]. Bu hesaplamadan sonra; 
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Tc =
ωln
1,2

exp (−
1,04(1 + λ)

λ − μ∗(1 + 0,62λ)
) (4.6) 

 

denklemi ile süperiletkenliğe geçiş sıcaklığı bulunmuştur [40]. 

 

4.2. SrAuSi3 Malzemesinin Hesaplanmış Değerleri 

 

4.2.1.  Yapısal ve elektronik özellikler 

 

BaAl4 yapının bir türevi olan BaNiSn3 yapısına sahip SrAuSi3 kristali, Tetragonal 

sistemin Hacim Merkezli bravais örgüsünde kristalleşmektedir. SrAuSi3 materyali 

I4mm (No:107) uzay grubunda bulunmaktadır. Bu materyalin birim hücresinde dört 

adet eşdeğer olmayan Sr, Au, Si1 ve Si2, kristal konumlarını içermektedir. Bu 

konumların atomik pozisyonları I4mm uzay grubunda belirtilmiş olup koordinatlar şu 

şekildedir: Sr (2a)(0, 0, 0), Au (2a)(0, 0, zAu), Si1 (2a)(0, 0, zSi1), Si2 (4b)(0, 1/2, zSi2) 

(1/2, 0, zSi1). Kristal koordinatlardaki “z” parametresi ise iç parametre olarak 

tanımlanır. Yapısal örgüye bakılırsa Au atomu; dört bazal Si2 ve bir apikal Si1 atomu 

ile bağ yapmıştır. Bağ uzunluklarına baktığımızda Au-Si1 bağı 2,543 Å ve Au-Si2 

bağı 2,550 Å şeklinde elde edildi. Isobe ve arkadaşlarının yapmış olduğu deneysel 

çalışmada Au-Si1 bağı 2,493 Å ve Au-Si2 bağı 2,543 Å değerleriyle [24] bizim 

yapmış olduğumuz teorik çalışma sonucu elde edilen verilerin uyumluluğu oldukça 

dikkat çekicidir. Si1-Si2 atomlarının bağ uzunluğunu ise 2,529 Å olarak hesapladık. 

Bu değer Elmas yapıdaki en yakın Si atomlarının bağ uzunluğuyla karşılaştırıldığında 

2,352 Å değerinden oldukça büyüktür. Bu sonuç SrAuSi3 malzemesinin Si atomları 

arasındaki bağ elmas yapıya karşılaştırıldığında oldukça zayıftır. 

 

Malzemenin minimum basınç ve minimum hacim altında elde edilen enerji-hacim 

grafiği Şekil 4.1.’de verilmiştir. Malzemenin yapısal parametreleri ise Tablo 4.1.’de 

verilmiştir. Hesaplamalarımız sonucunda elde ettiğimiz yapısal sonuçlarla daha 

önceden çalışılmış olup deneysel ve teorik çalışmalarla uyumlu olduğu 

gözlemlenmiştir. Sonuçların tutarlı olması kullanılan yöntemin, materyalin yapısal 

özelliklerini tayin etmede başarılı olduğunu göstermektedir. 
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Şekil 4.1. SrAuSi3’ün Enerji – Hacim Grafiği 

 

Yapısal hesaplamalardan sonra bu malzemenin Elektronik özellikleri incelendi. 

Hesaplamalarımız sonucunda elde edilen SrAuSi3 malzemesinin elektronik yapısı 

Şekil 4.2.’de gösterilmiş olup indirgenemez Brillouin Bölgeleri için yüksek simetri 

noktaları Denklem 2.19’da verilmiştir. Şekil 4.2.’ye bakılırsa sıfır seviyesi fermi 

düzeyi olarak seçilmiştir. Fermi düzeyini birden fazla band kesmektedir. Bu yüzden 

SrAuSi3 malzemesi metalik karakter gösterdiği söylenebilir. Fermi düzeyinin altında 

kalan alan elektronların tutunabildiği valans bandını tanımlarken üst bölge ise 

iletkenlik bandı olarak tanımlanmaktadır. Elektronik band yapısını daha iyi 

anlayabilmek için Elektronik durum yoğunluğu araştırılmalıdır. 

 

Tablo 4.1. SrAuSi3 için yapısal parametre değerleri 

Materyal 
 

a (Å) c (Å) V(Å3) zAu zSi1 zSi2 B(GPa) B′ 

Bu Çalışma [71] 
 

4.475 10.136 101.506 0,632 0,378 0,257 81,70 4,68 

Deneysel [24] 
 

4,409 9,947 96,681 0,629 0,378 0,258 - - 

GGA [35] 
 

4,405 9,929 96,331 - - - 91,5 4,59 

 

Hesaplamalarımız sonucu elde ettiğimiz elektronik durum yoğunluğu eğrisi Şekil 

4.3.’te verilmiştir. Şekil 4.3.’teki elektronik durum yoğunluğu incelendiğinde valans 
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bandı besleyen beş bölge bulunmaktadır. Bu bölgeler şöyle sıralanabilir: birinci bölge 

-11,90 eV’tan -9,50 eV’a, ikinci bölge -9,50 eV’tan -6,60 eV’a, üçüncü bölge -6,60 

eV’tan -5,00 eV’a, dördüncü bölge -5,00 eV’tan -3,00 eV’a, beşinci bölge ise -3,00 

eV’tan Fermi seviyesine kadar uzanmaktadır. Şekil 4.3.’ten de görüldüğü gibi birinci 

bölgeye en büyük katkı Si(1,2)’nin s ve p durumlarından gelirken bu sırayı daha küçük 

katkılarla Sr 5p ve Au 6p durumları takip eder. İkinci bölgede Si(1,2)’nin s ve p 

orbitalleriyle Au’nun 5d orbitalinden katkı gelirken Sr’nin 4d orbitalinden daha küçük 

bir katkı gelmektedir. Üçüncü bölgede Au’nun 5d ve Si(1,2)’nin p durumlarının 

hibritleştiği görülmektedir. Dördüncü bölge ise Au-Si(1,2) atomlarının hibritleştiği 

görülmektedir. Beşinci bölgede en büyük katkı Si(1,2)’nin p durumlarından gelirken 

Au 5d, 6p ve Sr 4d’den katkılar gelmektedir. Şekil 4.3.’e dikkat edilirse fermi seviyesi 

elektronik durum yoğunluğuna Sr atomlarından gelen katkının oldukça küçük 

olmasının temel nedeni Sr atomlarının Sr+2 şeklindeki iyonik karakteri sonucu Au-Si 

tabakalarıyla iyonik bir etkileşim içermesidir. 

 

  

Şekil 4.2. SrAuSi3’ün elektronik yapısı 

 

Isobe ve arkadaşları yapmış oldukları teorik çalışma ile Fermi düzeyindeki durum 

yoğunluğu (N(EF)) değerini 1,30 durum/eV olarak bulmuşlardır [24]. Buna karşın 

bizim yapmış olduğumuz çalışmada spin orbit etkileşimi (SOE) olmaksızın N(EF) 

değeri 1,41 durum/eV’tur. Bu iki değeri kıyasladığımızda SOE’siz elde edilen değer 

deneysel değerlerle çok iyi uyumludur. Aradaki küçük farkın etkisinin ise deneysel 
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Şekil 4.3. SrAuSi3’ün elektronik durum yoğunluğu 

 

çalışma ile teorik çalışma sırasında uygulanan yöntemlerin farkılığından 

kaynaklandığı söylenebilir. SrAuSi3’ün en belirgin yapısal özelliği tersinir simetriye 

sahip olmamasıdır. Elektron korelasyonlarının etkinliğinden dolayı elektron-fonon 

etkileşim parametre hesaplarını yaparken spin-orbit etkileşimi etkisinide göz ardı 

etmeyerek hesaplamalarda tam-rölativistik ultrasoft pseudopotansiyeller kullanıldı. 

Spin-orbit etkileşimi dahilinde N(EF) değeri olan 1,39 durum/THz ile SOE’siz değer 

olan 1,41 durum/THz ile arasında ihmal edilebilir bir fark olduğu bulundu. Fermi 

düzeyindeki N(EF) durumuna Sr’den %12, Au’dan %18, Si1’den %25 ve Si2’den %45 

oranında bir katkı gelmektedir. Özel olarak Si(1,2)’nin p orbitallerinden N(EF)’e gelen 

katkı %60 oranındadır. Böylece süperiletkenliğe sebep olan elektronların çoğunluğu 
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Si’nin p orbitallerinden kaynaklandığı söylenebilir. Fermi durumu üstündeki iletkenlik 

bandında ise Sr 4d ve Si(1,2) p durumlarından katkı gelmektedir. 

 

4.2.2.  Titreşim ve süperiletkenlik özellikler 

 

SrAuSi3 malzemesinin grup numarası C4v ile verilir. Malzemenin optik fonon modları 

Denklem 4.7 ile belirlenmektedir. 

 

Γoptik = 4E + 3A1 + B2 (4.7) 

 

Denklem 4.7’de verilen B, A ve E modlarından B ve A tekli, E ise çift dejenere modları 

tanımlamaktadır. E modu xy- düzleminde titreşime sahipken B ve A modları z-

yönünde bir titreşime sahiptir. Tablo 4.2.’de alan merkezli fonon modlarının frekans 

değerleri ve elektron-fonon çiftlenim parametreleri ile birlikte verilmiştir. Tablo 

4.2.’den açıkça görüldüğü gibi SOE’li ve SOE’siz hesaplamalarımız arasında 

neredeyse hiçbir fark görülmemektedir. Böylece SOE’nin katkısı tamamen ihmal 

edilebilir bir düzeydedir. Tablo 4.2.’den görüldüğü gibi elektron-fonon etkileşim 

parametresine en büyük katkı B2 ve A1 modlarından gelmektedir. Ayrıca Şekil 4.4.’te 

de bu modların öz uzanım vektörleri detaylıca gösterilmiştir. 

 

Şekil 4.4.’ten λ’a katkısı en yüksek olan modların bariz bir şekilde Si atomlarının 

titreşiminden kaynaklandığı açık bir şekilde görülmektedir. Böylelikle Si1 ve Si2 

atomlarının oldukça yüksek bir elektron-fonon etkileşimi yaptıkları sonucuna 

ulaşılabilir. 

 

Hesaplamalarımız sonucu Şekil 4.5.’te fonon dağılım eğrisi ile Şekil 4.6.’da fonon 

durum yoğunluğu eğrisi gösterilmiştir. SrAuSi3 malzemesinin birim hücresi beş atom 

içerdiğinden 15 tane fonon modu içermektedir. Şekil 4.5.’e baktığımızda fonon 

dağılım eğrisi boşluksuz yapıya sahiptir. Yüksek simetri noktasındaki bazı bölgelere 

bakarsak Γ-G1-Z yönünde 15 mod olmasına karşın Z- Γ doğrultusunda yapıdaki 

yozlaşmalardan dolayı mod sayımız 10’a kadar düşmektedir. Şekil 4.6.’daki Fonon 

durum yoğunluğunda belirgin olan bazı frekans bölgelerindeki katkılara bakarsak 
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Şekil 4.4. SrAuSi3’ün bazı fonon modların öz uzanım vektörlerinin gösterimi 

 

Tablo 4.2. SrAuSi3 için titreşim modlarının frekansları, elektron-fonon etkileşim parametreleri ve yaptıkları aktif 

ışımalarının gösterimi. IR:infrared, R: Raman ışımalarını temsil etmektedir 

Mod E A1 E A1 E B2 E A1 

SOE’li Frekans 2.92 3.16 4.07 6.40 8.03 8.06 8.47 10.48 

SOE’siz Frekans 2.94 3.15 4.10 6.38 7.99 8.01 8.49 10.42 

SOE’li λ 0.032 0.055 0037 0.040 0.026 0.140 0.061 0.205 

SOE’siz λ 0.030 0.050 0.033 0.037 0.025 0.130 0.060 0.198 

Aktiflik IR+R IR+R IR+R IR+R IR+R R IR+R IR+R 

 

2 THz’in altındaki frekanslardan gelen en büyük katkı Si atomlarından 

kaynaklanmaktadır. Bu düşük frekanslarda Si’den daha ağır olan Au atomunun 

titreşiminin daha fazla bir katkı sağlaması beklenirken Au atomu 2,0 THz – 2,70 THz 

arasında en fazla katkıyı sağlamakta olup 3,50 THz’in üstündeki frekanslarda ihmal 

edilebilir bir düzeydedir. Bu durumu şöyle açıklayabiliriz: Au atomunun diğer 

atomlarla yaptığı bağın oldukça zayıf olmasından kaynaklanmaktadır. Malzemenin 

fonon dağılımı sonucu Si1 ve Si2 atomlarının p orbitallerinin etkileşimlerinin güçlü 



48 
 

 
 

olması süperiletkenlik özelliğin ortaya çıkmasında Si atomlarının katkısını bariz bir 

şekilde ortaya koymaktadır.  

 

Şekil 4.7.’de ise Eliashberg Spektral fonksiyonunun elektron-fonon etkileşim 

parametresi (𝜆) ile nasıl değiştiği görülmektedir. SrAuSi3’ün 6 THz’lik frekans bölgesi 

altında 𝜆 değerine gelen katkı yaklaşık olarak %57 (0,26)’dir. Bu katkı oldukça 

büyüktür. Bu yüzden süperiletkenliğin düşük frekanslı modlardan kaynaklandığı 

söylenebilir. SrAuSi3’ün süperiletkenlik geçiş sıcaklığı ise 1,47 K olarak 

hesaplanmıştır. 

 

 

Şekil 4.5. SrAuSi3 için fonon dağılım eğrileri 

 

   

Şekil 4.6. SrAuSi3 için fonon durum yoğunluğunun gösterimi 
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Şekil 4.7. SrAuSi3 için Eliashberg Spektral fonksiyonunun elektron-fonon etkileşim parametresi (λ) ile değişimi 

 

4.3. SrAu2Si2 Malzemesinin Hesaplanmış Değerleri 

 

4.3.1.  Yapısal ve elektronik özellikler 

 

ThCr2Si2 yapısına benzer olarak kristalleşen SrAu2Si2 malzemesi Tetragonal sistemin 

Hacim Merkezli bravais örgüsünde kristalleşmektedir. SrAu2Si2 materyali I4/mmm 

(No:139) uzay grubunda bulunmaktadır. Bu materyalin birim hücresinde üç adet 

eşdeğer olmayan Sr, Au ve Si kristal konumlarını içermektedir. Bu konumların atomik 

pozisyonları I4/mmm uzay grubunda belirtilmiş olup koordinatlar şu şekildedir: Sr 

(2a)(0, 0, 0), Au (4d)(0, 1/2, 1/4), (1/2, 0, 1/4), Si (4e)(0, 0, zSi), (0, 0, -zSi2). Kristal 

koordinatlardaki “z” parametresi iç parametre olarak tanımlanır. Yapısal örgüye 

bakılırsa kristaldeki atomlar Si-Au-Si, Si-Au-Si şeklinde katmansal oluşum 

sergilemektedir. Bitişik bulunan Si-Au-Si katmanları arasındaki Si atomunun bağ 

uzunluğu 2,378 Å’dır. Elmas yapıdaki Si-Si arası mesafe (2,378 Å)’ye yakın bir 

değerdir. Bu sonuç Si-Si arasında güçlü bir kovalent bağ içeren bitişik tabakaların 

varlığına işaret eder. 

 

Malzemenin minimum basınç ve minimum hacim altında elde elde edilen enerji-hacim 

grafiği Şekil 4.8.’de, yapısal parametreleri ise Tablo 4.3.’de verilmiştir. Teorik 

hesaplamalar sonucu elde etmiş olduğumuz verilerteorik ve deneysel veriler ile 
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uyumludur. Sonuçların uyumlu olması kullandığımız metrodunyapısal özellikleri elde 

etmek için uygun bir metod olduğunu göstermektedir. 

 

 

Şekil 4.8. SrAu2Si2 için Enerji – Hacim Grafiği 

 

Tablo 4.3. SrAu2Si2 malzemesi için hesaplamalar sonucunda elde edilen yapısal parametreler ile bu değerlerin 

deneysel sonuçları 

Materyal 
 

a (Å) c (Å) V(Å3)  zSi  B(GPa) B′ 

Bu Çalışma [71]  4,472 10,128 101,230  0,382  85,70 5,00 

Deneysel [25]  4,370 10,144 96,821  0,363  - - 

 

SrAu2Si2 malzemesinin elektronik yapısı Şekil 4.9.’da gösterilmiş olup indirgenemez 

Brillouin Bölgeleri için yüksek simetri noktaları Denklem 2.19’da verilmiştir. Şekil 

4.9.’a bakılırsa sıfır seviyesi fermi düzeyi olarak seçilmiştir. Fermi düzeyini birden 

fazla band kesmektedir. Bu yüzden SrAu2Si2 malzemesi metalik karakter 

göstermektedir. Şekil 4.10.’daki elektronik durum yoğunluğu incelendiğinde valans 

bandı besleyen dört bölge bulunmaktadır. Bu bölgeler şöyle sıralanabilir: ilk iki en 

düşük uzanan bandlar -10,90 eV’tan -7,40 eV’a, üçüncü bölgedeki bandlar -6,90 

eV’tan -2,70 eV’a, dördüncü bölgedeki bandlar ise -2,70 eV’tan Fermi seviyesine 

kadar uzanmaktadır. Şekil 4.10.’dan da görüldüğü gibi ilk iki en düşük bandlardaki 

katkılar çoğunlukla Si’nin 3s orbitali ile diğer elektronik durumların karışımıyla  
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Şekil 4.9. SrAu2Si2’nin elektronik yapısı 

 

 

Şekil 4.10. SrAu2Si2’nin elektronik durum yoğunluğu 
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oluşmuştur. Üçüncü bölgede ana katkı Au’nun 5d orbitalinden gelmesine karşın Si’nin 

3p orbitalinden ise oldukça küçük bir katkı gelmektedir. Dördüncü bölgede en fazla 

katkıyı bu bölgede karışım halinde bulunan Au 5d ve Si 3p durumlarından 

gelmektedir. Bu durum [Au2Si2] arasındaki güçlü kovalent bağın varlığını gösterir. 

SrAu2Si2 kristalinin Fermi seviyesindeki elektronik durum yoğunluğu “N(Ef)” miktarı 

1,59 durum/eV’tur. DOS’ta ortaya çıkan orbital analizi sonucu Sr, Au ve Si 

atomlarının N(Ef)’e katkısı sırasıya %19, %36 ve %45 olarak bulundu. 

 

4.3.2.  Titreşim ve süperiletkenlik özellikler 

 

SrAu2Si2 malzemesinin grup numarası D4h ile tanımlanır. Malzemenin optik fonon 

modları Denklem 4.8 ile belirlenir. 

 

Γoptik = B1g + 2Eg + 2Eu + 2A2u + A1g (4.8) 

 

Denklem 4.8’de verilen B ve A tekli, E ise çiftli dejenere modları temsil etmektedir. E 

modu xy- düzleminde titreşime sahipken B ve A modları z- yönünde bir titreşime 

sahiptir. Tablo 4.4.’te alan merkezli fonon modlarının frekans değerleri ve elektron-

fonon etkileşim parametreleri ile birlikte verilmiştir. Tablo 4.4.’ten açıkça görüldüğü 

gibi elektron-fonon etkileşim parametresine en yüksek katkı B1g ve A1g optik fonon 

modlarından kaynaklanmaktadır. Bu modların  noktasındaki değerleri sırasıyla 0,261 

ve 0,165 olarak hesaplanmıştır. Bu fonon modlarının öz vektör temsilleri Şekil 

4.11.’de gösterilmiştir. Şekil 4.11.’den görüldüğü gibi en yüksek elektron-fonon 

etkileşim parametresine sahip optik fonon modları B1g ve A1g modları olduğundan 

dolayı titreşimler sadece z yönündedir. B1g modunun titreşimleri incelendiğinde 

sadece Au atomları titreşirken A1g modunda sadece Si atomları titreşmektedir. Au ve 

Si atomlarının karşılıkı olarak titreşmesinden dolayı Au ve Si atomlarının elektronik 

durumları üst üste gelir. Bu sebepten bu modların elektron-fonon etkileşim parametresi 

diğer modlara kıyasla daha yüksek çıkmıştır. Çünkü N(EF) değerine en büyük katkılar 

Si ve Au atomlarından gelmektedir.  
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Hesaplamalarımız sonucu elde edilen fonon yapı grafiği Şekil 4.12.’de verilmiştir. 

Ayrıca Şekil 4.13.’te fonon durum yoğunluğu eğrisi verilmiştir. SrAu2Si2 

malzemesinin fonon yapısı incelendiğinde bütün fonon modlarının pozitif frekansa 

sahip olduğu açıkça görülmektedir. Bu sebepten bu malzeme dinamik olarak kararlı 

haldedir. Şekil 4.12. incelendiğinde Γ-G1-Z yönünde 12 optik mod olmasına karşın Z-

 Γ doğrultusunda yapıdaki yozlaşmalardan dolayı optik mod sayımız 8’e kadar düştüğü 

 

 

Şekil 4.11. SrAu2Si2’nin bazı fonon modların öz uzanım vektörlerinin gösterimi 

 

Tablo 4.4. SrAu2Si2 için titreşim modlarının frekansları, elektron-fonon etkileşim parametreleri ve yaptıkları aktif 

ışımalarının gösterimi. IR:infrared, R: Raman ışımalarını temsil etmektedir 

Mod B1g Eg Eu
 A2u A2u Eu Eg A1g 

Frekans (ν) 1,80 1,83 3,18 3,97 5,96 6,31 7,73 11,38 

λ 0,261 0,058 0,001 0,003 0,004 0,004 0,025 0,165 

Aktiflik R R IR IR IR IR R R 

 

açıkça görülmektedir. Ayrıca Şekil 4.12.’den SrAu2Si2 malzemesi için en yüksek 

frekans değeri 11.5 THz olduğu görülmektedir. Bu değer SrAuSi3 malzemesinden 

yaklaşık olarak 1 THz daha büyüktür. Bu durum SrAu2Si2 malzemesinde Si-Si 
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arasında güçlü kovalent bağ olduğundan dolayı olabilir. Şekil 4.12.’den fonon 

dispersiyon eğrisinden görüldüğü gibi üç yasak boşluk vardır. Bu boşlukların frekans 

değerleri yaklaşık olarak sırasıyla 0,4 THz, 1,8 THz ve 3 THz olarak hesaplandı. Bu 

sebepten dolayı fonon dispersiyon eğrisi dört bölgeye ayrılmıştır. Bu bölgeler; 0 THz 

-2,6 THz frekans aralığında değişen birinci frekans bölgesi, 3,0 THz – 4,0 THz frekans 

aralığında değişen ikinci frekans bölgesi, 5,8 THz – 7,9 THz frekans aralığında değişen 

üçüncü frekans bölgesi ve 10,90 THz – 11,50 THz frekans aralığında değişen dördüncü 

(yüksek) frekans bölgesi olarak adlandırılır. Birinci frekans bölgesinde üç akustik ve 

üç optik mod olmak üzere toplam altı fonon modu vardır. Bu bölgedeki fonon modlar 

ciddi değişimler göstermektedir. Şekil 4.12.’den görüldüğü gibi akustik modlar ile 

düşük frekanslı optik modlar arasında çakışmalar gözükmektedir. Bu durumdan 

akustik modların optik modlara ısı taşımasıyla saçılmasına sebep olduğu öngörülebilir. 

Bu sebepten SrAu2Si2 malzemesinde termal iletkenlik azalmış olabilir. İkinci frekans 

bölgesinde üç optik fonon modu bulunmaktadır. Üçüncü frekans bölgesinde ise beş 

optik fonon modu vardır. Son olarak dördüncü frekans bölgesinde bir tane optik fonon 

modu vardır. Fonon yapısını daha iyi anlayabilmek için fonon durum yoğunluğu 

incelenmelidir. Şekil 4.13.’te hesaplamalarımızdan elde ettiğimiz fonon durum 

yoğunluğu eğrisi verilmiştir. Şekil 4.13. detaylı olarak incelendiğinde birinci frekans 

bölgesinde Au atomlarının titreşimleri baskındır. Bu bölgede Sr ve Si atomlarının 

katkısı çok küçüktür. İkinci frekans bölgesindeki optik fonon molarına ana katkı Sr 

atomundan gelmektedir. Bu bölgede Si atomu ihmal edilebilecek kadar küçük katkıda 

bulunmaktadır. Üçüncü ve dördüncü frekans bölgesindeki titreşimler Si atomundan 

kaynaklanmaktadır. Diğer atomlar bu bölgelerde hiç katkı yapmamaktadır. 11 THz 

değerindeki pik tamamen Si atomunun titreşiminden kaynaklanmaktadır. Bu da Si-Si 

atomları arasındaki bağın güçlü olduğunu göstermektedir. 
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Şekil 4.12. SrAu2Si2’nin fonon dağılım eğrilerinin gösterimi 

 

  

Şekil 4.13. SrAu2Si2’nin fonon durum yoğunluğu 

 

Şekil 4.14.’te ise Eliashberg Spektral fonksiyonunun elektron-fonon etkileşim 

parametresi (𝜆) ile nasıl değiştiği görülmektedir. SrAu2Si2’nin 2,6 THz’lik frekans 

bölgesi altında 𝜆 değerine gelen katkı yaklaşık olarak %54 (0,227)’tür. Bu katkı 

oldukça büyüktür. Bu yüzdendüşük frekanslı modların süperiletkenliği belirlemede 

daha etkin olduğu söylenebilir. SrAu2Si2’nin süperiletkenlik geçiş sıcaklığı ise 0,57 K 

olarak hesaplanmıştır. 
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Şekil 4.14. SrAu2Si2 için Eliashberg Spektral fonksiyonunun elektron-fonon etkileşim parametresinin λ ile değişimi 

 

 



 
 

 

 

 

BÖLÜM 5. TARTIŞMA 

 

 

Özet olarak Hacim merkezli SrAuSi3 ve SrAu2Si2 malzemelerinin yapısal ve 

elektronik özellikleri DFT’nin GGA yaklaşımı kullanılarak incelendi. Hesaplamış 

olduğumuz yapısal parametreler her iki malzeme içinde daha önceden yapılmış olan 

deneysel verilerle uyumludur. Her iki malzemenin elektronik band yapısı bu 

malzemelerin metalik karakter gösterdiğini ortaya çıkarmıştır. Her iki malzemenin bağ 

yapıları metalik, iyonik ve kovalent bağ çeşitlerini içermektedir. Buna ek olarak 

SrAuSi3 malzemesinin elektronik durum yoğunluğu analizleri Fermi seviyesi 

yakınlarında Si (1,2) p orbitallerinin baskın olduğunu gösterir. Ayrıca diğer atomların 

orbitalleri SrAuSi3 malzemesinin elektronik durum yoğunluğuna Fermi seviyesi 

yakınlarında çok küçük katkılar yapmaktadır. SrAu2Si2 malzemesi için Fermi seviyesi 

yakınlarında elektronik durum yoğunluğuna Si p ve Au p ve d orbitalleri katkı 

yapmıştır. Spin-orbit etkisinin bu iki malzeme için Fermi seviyesi elektronik durum 

yoğunluğuna fazla etki yapmadığı gözlemlenmiştir. Fonon hesaplarımız SrAuSi3 ve 

SrAu2Si2 malzemelerinin her ikisininde dinamik olarak kararlı olduğunu gösterdi. 

Fakat SrAu2Si2 malzemesinin fonon yapısı SrAuSi3 malzemesinden çok farklıdır. İlk 

olarak SrAu2Si2 malzemesinin fonon spektrumu SrAuSi3 malzemesinden 1 THz daha 

geniştir. Bu muhtemelen SrAu2Si2 malzemesinde tabakalar arasındaki Si-Si kovalent 

bağının güçlü olmasından kaynaklanıyor olabilir. İkinci olarak SrAu2Si2 malzemesinin 

fonon spektrumu dört açık bölgeye ayrılmıştır. SrAuSi3 malzemesinin fonon 

spektrumunda herhangi bir boşluk yoktur. Üçüncü olarak SrAu2Si2 malzemesinin 

fonon dispersiyon eğrisinde akustik ve optik modlar arasında düşünülebilir çakışmalar 

vardır. Son olarak SrAuSi3 malzemesinde düşük frekanslı fonon modları Si ve Au 

atomlarının çiftleniminden kaynaklanırken SrAu2Si2 malzemesinde bu fonon 

modlarına ana katkı Au atomarının titreşiminden gelmektedir.  
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SrAuSi3 malzemesinin ortalama elektron-fonon etkileşim parametresi (λ) değeri 0,47 

olarak bulundu. Elektron-fonon etkileşim parametresi ve Eliashberg spektral 

fonksiyonu kullanarak SrAuSi3 malzemesinin süperiletkenlik geçiş sıcaklığını 1,47 K 

olarak belirledik. Bulmuş olduğumuz bu sonuç süperiletkenlik geçiş sıcaklığını 1,54 

K olarak belirleyen deneysel çalışma ile çok iyi uyumludur. SrAu2Si2 malzemesinin 

süperiletkenlik parametre hesapları ile elektron-fonon etkileşiminin SrAuSi3 

malzemesinde biraz küçük olduğunu belirledik. Bu yüzden süperiletkenlik geçiş 

sıcaklığını SrAu2Si2 malzemesi için 0,57 K olarak belirlendi. Bu değerden anlaşıldığı 

gibi SrAuSi3 malzemesinin süperiletkenlik geçiş sıcaklığı SrAu2Si2 malzemesinden 

büyüktür. 
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