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OZET

Anahtar kelimeler: Tanh-Coth metodu, sn-ns metodu, Benjamin-Bona-Mahony
denklemi.

Bu tez calismasinda, kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin ¢éziimiinde kullanilan
yontemlerden bazilart ele alinmistir. Bu yontemler tanh-coth metodu ve sn-ns
metodudur. Bu metotlarin ana hatlar1 sirasiyla verilmistir. Sonra, Benjamin-Bona-
Mahony (BBM) denkleminin ¢ziimleri bu yontemler kullanilarak bulunmustur. flk
once, BBM denklemini tanh-coth ve sn-ns metotlariyla ¢6ziimleri elde edilmistir. Daha
sonra da her iki yontemlede bulunan ¢éziimler karsilagtirilmistir. Sonugta, sn-ns
metoduyla bulunan ¢oziimlerin her zaman tanh-coth metoduyla elde edilen ¢oziimleri
icerdigi goriilmistiir. Béylece, tanh-coth metodu sn-ns metodunun bir 6zel hali oldugu
sonucuna ulagilmistir.

Aragtirmada elde edilen sonuglara gore, kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin genel

¢oziimlerini bulmak icin kullanilan yontemlerden sn-ns metodu daha kapsamlidir ve
daha ¢ok ¢6ziim vermektedir.
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SOME SPECIAL METHODS IN SOLVING PARTIAL
DIFFERENTIAL EQAUTIONS

SUMMARY

Keywords: Tanh-Coth method, the sn-ns method, Benjamin-Bona-Mahony equation.

In this thesis work, some special methods for solving partial differential equations are
considered. These methods are tanh-coth method and the sn-ns method. Outline of
these methods are given, respectively. The tanh-coth and the sn-ns methods are applied
to Benjamin-Bona-Mahony equation. Then, the solutions of this partial differential
equation are found by using these methods. Firstly, we obtain the solutions of BBM
equation by using tanh-coth and the sn-ns methods. After that, we compare the
solutions gained by both methods. It is seen that the solutions found by the sn-ns
methods always contains the ones found by the tanh-coth method. Therefore, it is
shown that the tanh-coth method is a special case of the sn-ns method.

According to findings in this work, the sn-ns method is more comprehensive then the

tanh-coth method in finding the general solutions of partial differential equations and
gives more solutions.
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BOLUM 1. GIRIS

Tamm 1.1. Bir degiskene ve bu degiskenin fonksiyonu ile bu fonksiyonun tiirevleri

arasindaki bagintalara diferansiyel denklem denir. x reel degiskenin fonksiyonu y(x)

olmak tizere n. mertebeden bir diferansiyel denklem
F (x, VAAR AN y(”)) ~0

seklinde gosterilir [1]. Bu arada denklemin n. mertebeden diferansiyel denklem

olabilmesi i¢in y" nin katsayisi # 0 olmalidir.

Ayrica, y(x) fonksiyonunun X degiskenine gore tiirevleri

seklindedir.

Tamm 1.2. Bir diferansiyel denklemde, en yiiksek tiirevin mertebesine o diferansiyel

denklemin mertebesi denir [1].

Tamm 1.3. Bir diferansiyel denklemde, en yiiksek mertebeli tiirevin derecesine o

diferansiyel denklemin derecesi denir [1].

Tamim 1.4. Bir diferansiyel denklemde y,y' y",..., y(") yerine y = f (x) fonksiyonu ve

bu fonksiyonun f'(x), f "(x),..., f(”)(x) tiirevleri konuldugunda denklem 6zdes olarak



gercekleniyorsa y= f(x) fonksiyonuna o diferansiyel denklemin ozel ¢oziimii

denir[1].

Tanimm 1.5. n. mertebeden F (X, Y, ¥y, Y'..., y(")) =0 diferansiyel denklemi y ve y

nin tiirevlerine gore birinci dereceden ise bu denkleme lineer diferansiyel denklem
denir. Aksi takdirde, verilen diferansiyel denkleme lineer olmayan veya non-lineer

diferansiyel denklem denir. R,,F,P,,...,P

ler ve Q(x), x in verilmis siirekli

fonksiyonlar1 olmak iizere, n. mertebeden bir lineer diferansiyel denklem genel olarak

R)Y™ +Rx)Y"™ +B(x)y"? +..+P,(x) =Q(X)

bi¢imindedir [1].

Tamim 1.6. n. mertebeden P,(x)y™ +B(X)y"™ +P,(x)y"? +...+ P,(X) =Q(x) lineer
diferansiyel denkleminde Q(x)=0 ise bu denkleme homojen veya sag tarafsiz
denklem denir. Q(x)=0 ise bu denkleme homojen olmayan veya sag tarafli

diferansiyel denklem denir [1].

Tanmm 1.7. y(x) fonksiyonu bir x, noktasinda ve onun herhangi bir ¢ komsulugunda

tanimli olsun. Bu durumda, y(x) fonksiyonun X, noktasindaki tiirevi

) — i YO +A%) — Y (%)

y (%) = lim ~

esitligiyle hesaplanir. Bu limit varsa, y(x) fonksiyonu x, noktasinda tiirevlenebilir
veya diferansiyellenebilir fonksiyon, aksi durumda (yani limit degeri yoksa veya
sonsuz ise) bu fonksiyon X, noktasinda tiirevlenemez veya diferansiyellenemez

fonksiyon denir. Diger bir deyisle, y(x) fonksiyonun X, noktasinda tiirevli olabilmesi

icin o noktadaki sagdan ve soldan tlirevlerinin esit olmasi gerekir. Yani, yukarida

verilen limitin sagdan ve soldan degerlerinin var ve birbirine esit olmasi gerekir.



y(x) fonksiyonun x, noktasindaki sagdan tiirevi y (x,*) = lim
Ax—0"

Y% +8%) ~y(X) g
AX

o noktadaki soldan tiirevi y (x,”) = lim
AXx—0"

seklinde tanimlanir.

y(% +AX) — y(%,)
AX

Yy (%) =y (%) esitligi varsa y(x) fonksiyonun x, noktasinda tiirevi vardir. y(X)
fonksiyonu herhangi bir (a,b) araliginda tanimlanmis ve bu araligin her bir noktasinda
fonksiyonun tiirevi varsa y(x) fonksiyonu (a,b) araliginda tirevienebilir veya

diferansiyellenebilir fonksiyondur denir [2].

Tamm 1.8. Iki ya da daha ¢ok degiskene bagli bilinmeyen bir fonksiyon ile bu
fonksiyonun degiskenlerine gore tiirevlerini igeren denklemlere kismi tiirevii

diferansiyel denklemler denir. x,y bagimsiz degiskenlerine bagimh bir z =z(X,y)
bilinmeyen fonksiyonu i¢in en genel kismi diferansiyel denklem
1 Ex1 &y Exx Sxyr

F(x,y,zz z,,2,,2 zyy...):o

seklinde yazilir.

Burada F, X,Y,z,z,,... degiskenlerinin verilmis bir fonksiyonu ve

0z 0z 0’z 0°z

olarak ifade edilir [3].

Tamim 1.9. z(X, y) fonksiyonu herhangi bir (x, y) noktasinda ve bu noktay1 iceren bir
D acik bolgesinde tanimli olsun. Bu durumda z(x, y) fonksiyonun bu noktalardaki X

ve y ye gore tiirevleri

Q(X, y) = lim Z(X+AX’ y) B Z(X1 y)
OX Ax—0 AX



ve

@(X y)= ||m Z(X’y+Ay)_Z(X1 y)
ay ' Ay—0 Ay

limitlerinin varlig1 ile tanimlanir [4].

Tammm 1.10. Bir kismi diferansiyel denklemin mertebesi, denklemde goriilen en
yiiksek mertebeden kismi tlirevin mertebesi olarak tanimlanir. En yiiksek mertebeden

kismi tiirevin derecesine de o kismi diferansiyel denklemin derecesi denir [5].

Tamm 1.11. Bir kismi diferansiyel denklem bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerine
gore birinci dereceden ise denkleme lineer kismi diferansiyel denklem denir. Eger bir
kismi diferansiyel denklem lineer degilse o denkleme lineer olmayan kismi diferansiyel

denklem denir [5].

Tamm 1.12. Bir kismi diferansiyel denklem, denklemde goriilen goriilen en yiiksek

mertebeden tiirevlere gore lineer ise, denkleme yar: lineer denklem denir [5].

Tamm 1.13. Bir kismi diferansiyel denklem, denklemde goriilen goriilen en yiiksek
mertebeden tlirevlere gore lineer, yani yari1 lineer, ve bu en yiikksek mertebeden
tirevlerin katsayis1 sadece bagimsiz degiskenlerin bir fonksiyonu ise, denkleme hemen

hemen lineer denklem denir [5].

Tanim 1.14. Kendisi ve kismi tiirevleri denklemde yerine konuldugunda bir 6zdeslik

veren fonksiyona o denklemin ¢oziimii veya integrali denir [5].

Tanim 1.15. Baz1 ¢6ziimler hari¢ tiim ¢oziimleri iceren ¢éziime genel ¢oziim veya
genel integral denir. Genel ¢6ziim, bagimsiz degiskenlerin keyfi fonksiyonlarini ihtiva

eder. Genel ¢oziimdeki keyfi fonksiyon sayisi denklemin mertebesi ile yakindan



alakalidir. Genel olarak, k bagimsiz degiskenli n. mertebeden bir kismi tiirevli

diferansiyel denklemin ¢oziimiiniin kK —1 degiskenli n keyfi fonksiyon ihtiva eder [5].

Tanim 1.16. ki bagimsiz degiskenli kismi diferansiyel denklemleri yazmakta, kismi

tirevler i¢in z, =p, z,=q, z,=r, z,=s ve z =t gosterimleri kullanilir. Bu

gosterim, Mongre-Ampere gosterimidir. Bu gosterime gore, birince mertebeden iki

bagimsiz degiskenli en genel denklem

F(x,y,2,p,9)=0

ve ikinci mertebeden iki bagimsiz degiskenli en genel denklem de

F(x,Y,z,p,q,r,s,t)=0

biciminde yazilabilir [5].

Tamim 1.17. ikinci mertebeden hemen-hemen lineer

Lz = A(X, ¥)Z, +2B(x,¥)z,, +C(X, )z, + F(X,Y,2,2,,2,) =0 (1.1)

denklemini g6z oniine alalim. Burada A, B ve C; xy — diizleminin bir Q bolgesinde
X ve ynin iki defa siirekli tiiretilebilir fonksiyonlaridir ve ayni anda ti¢iiniin birden

sifir olmadig1 kabul edilir.

AD,? +2BD, D, +CDy2 ye L operatoriiniin esas kismi denir. (1.1) denkleminin

coziimlerini tayin eden kisim bu kisimdir. Simdi,

A(X! y) = BZ(X’ y) - A(X! y)C(X’ y)



fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyona, (1.1) denkleminin diskriminant: denir.

Eger Q nin bir (X,,Y,) noktasinda

I A(X,, Y,) > 0 ise denklem bu noktada hiperboliktir,
ii. A(X,, Y,) =0 ise denklem bu noktada paraboliktir,
iii. A(X,, Y,) <0 ise denklem bu noktada eliptiktir,

denir. Bir Q bolgesinin tiim noktalarinda hiperbolik, parabolik veya eliptik bir
denkleme Q da sirasiyla hiperboliktir, paraboliktir veya eliptiktir denir. Genellikle bir
denklem, katsayilarinin taniml1 oldugu bir bdlgede her iic tipten de olabilir. Ozel olarak

A,Bve C katsayilari sabit olan denklemler tiim diizlemde ayni tiptendir [5].

Bu caligmada siklikla eliptik fonksiyonlar kullanilmistir. Eliptik fonksiyonlarin ise

farkli tanimlamalart mevcuttur.

Tamim 1.18. Iletkenlik dzellikleri {iniform ve izotropik olan bir kat: maddede herhangi

bir t anindaki sicaklik € olsun. p maddenin yogunlugu, s onun 6zisisi ve K sicak

iletkenligini gostermek iizere, &

KV*0 =001 ¢at,

k
kismi tlirevli denklemini saglar. Burada, x =— oran1 yayilma olarak adlandirilir.
Sp

Oxyz dikdortgensel kartezyen koordinat diizleminin x ve y eksenleri yonlerinde

sicaklikta degisim olmadigi, 6zel durumunda 1s1 akist heryerde z —eksenine paralel, ve

1s1 iletiminin

0’0 06
K‘—:—’HZH Z't 1.2
oz* ot 2.1) (12)

formunda oldugu kabul edilir.



Ozel problem olarak, sinir diizlemi iizerindeki kosullar her t anminda iiniform
tutuldugunda z =0, 7 diizlemleri ile sinirli sonsuz bir dogeme materyalindeki 1s1 akigini

diistinelim. Bu 1s1 akig1 tamamiyla z —eksenindedir ve (1.2) denklemi uygulunabilir.

Oncelikle, ddsemenin yiizeyleri 0 sicakliginda siirdiiriilsiin, yani z =0, 7 ve biitiin t ler
icin € =0 oldugunu kabul edelim. Baslagi¢ olarak, t=0 da O<z< 7 igin €= f(2)

oldugu varsayilsin. O zaman, olusan kismi tiirevli denklemlerin ¢éziimii degisken

ayrimi metodu ile

6(z,t)=> b, e " sinnz
=1
seklinde elde edilir [6]. Burada, b, Fourier katsayilaridir ve
2% .
b == j f (2)sin(nz)dz
%

denklemiyle belirlenir.

Ozel olarak, &(z) Dirac birim 6teleme fonksiyonu olmak iizere, f(z)=7ro(z—x/2)
1
olsun. Baslangigta, sicakligin ¢ok yiiksek oldugu z = Eﬂ' orta diizleminin komsulugu

harig¢ heryerde doseme 0°C sicakhigindadir. Sicakligin1 0°C *dan artirmak ve yiiksek
sicakliga ulastirmak i¢in bu diizlemin igindeki birim alana h (joules) 1s1 miktari enjekte

etmek gerekmektedir. Burada, h degeri

W2)z+0

h= pS7Z'J.

Y2)z-0

o(z —%ﬂ')dz = pS7T

formuliiyle hesaplanr.



Simdi, b, hesaplanirsa;
b, = 2?5(2 —ln)sin(nz)dz = Zsin(1 nr).
0 2 2
bulunur. Boylelikle, doseme {izerindeki 1s1 yayilmasi

0(z,1)=2>" (—1)"e "V~ sin(2n +1)z

n=0

denklemiyle elde edilir. Bu denklemde e™**' = q yazilirsa

0=0,(z,q)= Zi(—l)”q‘“”’z)z sin(2n+1)z

n=0

birinci teta fonksiyonu (6,) elde edilir. Problemimizin sinir kosullarini degistirirsek

baska bir teta fonksiyonu daha ortaya ¢ikar. Bu yiizden, sicakligin sizmamasi igin

doésemenin diizeyleri yalitilmalidir. z =0, 7 de karsilik gelen sinir kosullar1 66/06z =0

dir. Degisken ayrimi metodu ile

1 - 2
0(z,t) = 5% +> a,e " cosnz
n=1

2
¢ozliimiine ulasilir. Burada, a, = —
T

]E f (z)cos(nz)dz dir.

0

f(z) =n0(z —%7[) olarak almirsa, a, = ZCOS(% nz) elde edilir. Boylelikle,

problemimizin ¢oziimii

0=0,(z,9) =1+ Zi(—l)”qnz sin 2nz
n=1



seklinde elde edilir. Burada, e*'=q dir. Bu seri acilmi da dordiincii teta

fonksiyonunu tanimlar.

Simdi de 6, ve 6, den yararlanarak 6, ve 6, fonksiyonlarini tanimlayalim.

Tanimindan da kolaylikla goriliir ki, €,(z) periyodiktir ve peryodu 27 dir.

6,(z) fonksiyonunda z degeri % kadar artirilirsa

0,(2)=6,(z+ g) = 2?(—1)n q™" sin[(2n+1)z + (n + %)7{]

n=0

=2>"q" cos(2n+1)z
n=0

6,(z) fonksiyonu elde edilir. &,(z) fonksiyonunun z nin bir integral fonksiyonu ve

peryodunun 2z oldugu agiktir.

6,(z) fonksiyonu, z nin 7z peryotlu bir integral fonksiyonudur. z degeri % artirilirsa

0,(2) = 0,(z +%) =1+2>’ q" cos2nz

n=1

seklinde 6,(z) teta fonksiyonu da elde edilmis olur. 6,(z) fonksiyonu da z nin 7

peryotlu bir integral fonksiyonudur.

Yukaridakiler 6zetlenirse, teta fonksiyonlar1 6,(z), 6,(z), €,(z) ve 6,(z) sembolleriyle

gosterilmektedir ve trigonometrik  fonksiyonlar cinsinden asagidaki gibi

tanimlanmaktadir:

6,=2> (-1)"q"¥?" sin(2n +1)z,

n=0
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6, =2> g™ cos(2n+1)z,
n=0

0, =1+2) q" cos2nz,

n=1

6, =1+2> (-1)"q" cos2nz.

n=1

Burada, z reel (veya kompleks) bir sayidir ve |q| <1 dir [6].

Tanim 1.19. Bu c¢alismada Jacobi Eliptik fonksiyonlarindan olan snu,cnu ve dnu

fonksiyonlarindan yararlanilmistir. Bu fonksiyonlar, z =

= 2u olmak tlzere teta
6,"(0

fonksiyonlarinin tiiriinden asagidaki gibi tanimlanir [6]:

¢,(0) 6,(2)
6,(0) 6,(2)’

oy = 80 6.2
6,0) 6,2)

anu = %O 6(@)
¢,(0) 6,(2)

Snu =

Tamm 1.20. Jacobi eliptik fonksiyonlar birinci tip eliptik integralin tersinden ortaya
cikmaktadir [7]. Birinci tip eliptik integral 0 <k* <1 olmak iizere,

f dt
R W ey

seklinde tanimlanir. Burada, k =modu eliptik modiil ve ¢=am(u,k)=am(u) Jacobi

genligini gostermektedir. u = F(g,k) esitliginden ¢ = F ' (u,k) yazilabilir.

Jacobi eliptik fonksiyonlarinin genligi ¢ = F *(u,k) = am(u,k) ile gosterilir.
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Jacobi eliptik fonksiyonlart birinci tip eliptik integral yardimiyla asagidaki gibi

tanimlanir;

sin ¢ =sin(am(u, k)) = sn(u, k),

cos ¢ = cos(am(u, k)) =cn(u, k),

J1-KZsin? ¢ = [1-k?sin?(am(u, k)) = dn(u,k).

Jacobi eliptik fonksiyonlar1 yukarida hem teta fonksiyonlart hem de birinci tip eliptik

integral yardimiyla tanimlanmistir.
Tanim 1.21. Eliptik fonksiyonlar i¢in asagidaki 6zellikler saglanir.

i. snu+cnu=1
ii. dnu+k?niu=1

iii. dn®u—k2cn®u=k?

Burada k =6,>(0)/ 8,(0), k =6,2(0)/8,?(0) dir. k eliptik fonksiyonun modiilii, k'

de tamamlayici modiil olarak adlandirilir [6].

Tammm 1.22. Jacobi eliptik fonksiyonlart K nin bazi 6zel degerleri igin bilinen

trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlarina dontismektedir.
k=1 iken

sn(u,1) — tanhu,
ns(u,1) — cothu,
cn(u,l) —sechu,

dn(u,1) —sechu,

seklinde hiperbolik fonksiyonlara yakinsarlar.
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Ayrica, K — 0 iken de

sn(u,0) —sinu,
ns(u,0) — cscu,
cn(u,0) — cosu,

dn(u,0) —>1,

seklinde trigonometrik fonksiyonlara yakinsarlar.

Bu ozelliklerden dolayr Jacobi eliptik fonksiyonlari trigonometrik ve hiperbolik

fonksiyonlar1 kapsamaktadir.

Tamim 1.23. Diger eliptik fonksiyonlar asagidaki gibi tanimlanir;

1
nsu=—, ncu=——, ndu=—,
snu cnu dnu
snu cnu dnu
scu=—, cdu=—, dsu=—r,
cnu dnu snu
cnu dnu snu
cSu=——, deu=——, sdu=——-.
snu cnu dnu

Tamm 1.24. Eliptik fonksiyonlarinin tiirevleri agsagidaki gibidir;

d
—snu = cnudnu,
du

d
—chu =-snudnu,
du

d
—dnu =—k?snucnu,

du

d
— NSu = —csudsu,
du
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d
—ncu =scudcu,
du

a4 ndu = k*sducdu.
du

Tamm 1.25. Eliptik fonksiyonlarin integralleri

.[snudu = % In(dnu —kenu),

_[cnudu = %sin‘l(ksnu),

_[dnudu =sin™(snu),
Jcsudu =—In(nsu +dsu),
_[dsudu = In(nsu —csu),

J'dcudu = In(ncu +csu),

seklindedir.

1.2. Hareketli Dalga Tipleri

Dalga denklemlerini ¢calismak bu denklemlerin dalga ¢oziimlerini ¢alismay1 gerektirir.
Hareketli dalga ¢6zlimii, sabit bir hizla siirekli hareket eden bir ¢6ziim demektir. Bu

dalga tipleri genellikle nonlineer dalga denklemlerinin adi diferansiyel denklemlere
indirgenmesi ile elde edilmektedir. Bu da ¢ogu kez u(x,t)=u(u&), &=x-Vt
doniligiimil yardimiyla olur. Burada V dalganin hizidir. Bu doniisiim X ve t ye bagh

bir kismi tiirevli diferansiyel denklemi, uygun yontemlerle ¢6ziilebilen bir adi tiirevli

diferansiyel denkleme doniistiirtir.

Plazma fiziginde goriilen dalga tiplerinden, s1g sularda goriilen tiplerine kadar birgok
tiirde hareketli dalga tipi mevcuttur. Ayrica bunlarin sayist hizla artmaktadir. Bunlarin

onemli oldugu diisiiniilen bir kacindan bahsedilecektir.
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Tamm 1.2.1. Soliter dalgalar sinirlandirilmis yani, lokalize edilmis, hareketli dalga
tipleridir. Bu dalgalar uzun mesafelerde asimptotik olarak sifirdir. Soliton dalgalar ise
soliter dalga tiplerinin 6zel bir durumudur, dyle ki & — Foo oldugunda U ’nun tiirevleri
u'(€),u"(£),u"(&) >0 dir. Soliton dalga tiplerinin en énemli 6zelligi diger soliton
tipleri ile etkilesime girdiklerinde 6zelliklerini korumalaridir. Soliton dalga tipine giizel

bir 6rnek olarak KdV denklemi verilebilir. Sekil 1.1.’deki gibi sonsuz kanat veya
kuyruga sahip olan egrilerdir. Sekil 1.1.’de sech® solitary dalga ¢oziimii

gosterilmektedir. Goriildiigii gibi grafik sonsuz iki kanada sahiptir.

2

1.0

0.5

'
AR

Sekil 1.1. u(x,t) =sech?(x—t),— 7 < X,t < 7 soliton ¢dziimiiniin grafigi
grang

Tammm 1.2.2. Periyodik dalgalar, cos(x—t) gibi periyodik olan hareketli dalga

cesitleridir. Standart dalga denklemi u,, =u,, ¢oziildiiglinde periyodik ¢oziimler elde

edilir.

Sekil 1.2. U(X,t) =cos(X —t), — 27 < X,t <27 periyodik ¢oziimiin grafigi
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Sekil 1.2.°de u(x,t) =cos(x—t) ¢oziimii verilmistir. Sekilden dalganin periyodik

oldugu rahatlikla goriilebilir.

Tamm 1.2.3. Kink dalgalar, bir asimptotik durumdan digerine gegerken azalan veya

artan hareketli dalga tiirlerine denir. Kink ¢6ziimler sonsuzda sabit degere yaklasirlar.

Standart dispatif

u, +uu, —vu, =0

Burgers denklemi kink ¢6ziim vermesiyle bilinen bir denklemdir. Denklemde bulunan

v viskozite katsayisidir.

Sekil 1.3.’te v=1/2 igin Burger denkleminin ¢6ziimii olan u(x,t) =1—tanh(x—t),

¢coziimiiniin grafigi verilmektedir.

Sekil 1.3. u(x,t) =1—tanh(x—t),—-10 < x,t <10 kink ¢6zlimiin grafigi

Tamim 1.2.4. Peakon dalgalar, tepeleri olan hareketli dalga tipleridir. Bu durumda,
hareketli dalganin tepesi hari¢ diger tiim noktlar1 diizgiin (smooth) 6zellik gosterirler.

Ayrica u(x,t) ¢ozlimiiniin X e bagh tiirevleri grafigin tam tepe noktasinin solunda ve

saginda farkli isaretlere sahiptir.

Bunun anlami her iki tarafta da tiirevler mevcuttur ancak tam tepe noktasinda bir

stireksizlige sahiptir [8]. [8] ve [9] da peakon ¢oziimler incelenmis, bu ¢oziimler
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periyodik peakon ¢Oziimler ve Tstel azalan peakon ¢oziimler seklinde

siniflandirilmastir.
Integrallenebilir Camassa-Holm ve Degasperis-Procesi denklemleri
u, —u,, +({O+2uu, =buu uu,,,

seklinde verilmektedir. Bu denklem b=2 ve b=3 igin peakon soliter ¢oziimler

vermektedir.

CH denklemi u(x,t) =Ve ™ seklinde bir ¢bziime sahiptir. Burada V dalga hizini

gostermektedir.

V =1 i¢in elde edilen u(x,t) = e —2<xt<2 ¢ozimi Sekil 1.4.’te verilmektedir.

Sekil 1.4 u(x,t) = e —2<xt<2 peakon ¢oziimiin grafigi

Tamm 1.2.5. Cuspon dalgalar, soliton dalgalarin bagka bir formudur. Bu dalgalarin
tepe uclarinda zirveler (cusp) mevcuttur. Peakon ¢ézlimlerin aksine tepe noktasindaki

turevler wraksaktir.

Sekil 1.5.’de bir cuspon ¢oziim goriilmektedir. Tepedeki noktada tiirevin 1raksadigi

goriilebilir.
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1
—|x—tfs
)

Sekil 1.5 U(x,t)=e —2 < X,t <2 cuspon ¢oziimiin grafigi

Onemli bir not olarak burada sunu belirtmek gerekir;

X| —> oo iken u(x,t) ¢dziimiiniin

tiirevleri sifira yakinsamaktadir. Maalesef cuspon ¢oziimler i¢in bir agik (explicit) ifade

verilmemektedir.

Genel olarak cuspon ¢oziimlerin
u(x,t)=e ™" n>1

seklinde ifade edilebilecegi kabul edilir.

Tammm 1.2.6. Kompakton dalgalar, baska bir soliton dalga tipidir. Kompakton
dalgalarin araliksiz dayanaklara sahip hareketli dalgalar olduklar1 ve ayrica nonlineer

dispersiyon etki tarafindan sonlu bir merkezde tutuldugu bulunmustur.

Dispersif nonlinear K(n,n) denklemleri nonlineer KdV tiirii denklemlerdir ki bunlar

u +a@u"), +u",, =0,a>0,n>1
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formundadir. Bu denklemler kompakt soliter dalga 6zelliklerini gosterirler.

Kompakton dalgalarin iki 6nemli 6zelligi gézlenmistir: Bunlardan ilki, standart KdV

soliton dalgalart & —> o icin u(£) >0 olurken, kompakton {iistel kuyruk veya
kanatlarin olmamasi ile karakterize edelir dyle ki & — oo igin u(&) 0a yakinsamaz.

Ikincisi ise standart KdV soliton genlik artarken daraldig1 halde kompaktonun genisligi

genliginden bagimsizdir.
1

Sekil 1.6.°da  u(x,t)=cos?(x—1),0<x,t<1 seklinde bir kompakton dalga

goriilmektedir.

Rahatlikla gortilebilecegi gibi kompakton, iistel kanatlar1 olmayan bir soliter dalgadir.

Sekil 1.6 U(X,t) = cos? (x—1),0 < X,t <1 kompakton ¢dziimiin grafigi

Ozetle, soliton ve kompakton sirastyla kuyruklu ve kuyruksuz iistel kanatlara sahip
dalgalardir. Ayrica, klasik soliton ¢oziimler analitik c¢oziimler olmasina ragmen

kompakton ¢oziimler analitik olmayan ¢oztimlerdir.
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Tamm 1.2.7. KdV denklemleri gibi bazi denklem tiirleri analitik olan hareketli dalga

¢oziimleri verirken, K(n,n) gibi denklem tiirleri de analitik olmayan ¢6ziimler verirler.

Analitik olmayan soliter dalga ¢6ziimii veren nonlinear dalga denklemlerin genel

ozellikleri su sekildedir: Bu denklemler ya K(n,n) denklemleri gibi (u"), tirii
nonlinear dispersiyon terimi igerirler ya da Camassa-Holm denklemi gibi en yiiksek
mertebeden tiirevli terimleri bir fonksiyon ya da bagimli degiskenle ¢arpilmis, 6rnegin

uu,,, gibi, durumundadir [10,11].



BOLUM 2. BAZI COZUM YONTEMLERI

Modern bilimin ve miihendisligin ¢ogu alaninda karsilasilan problemler genellikle
kismi tiirevli denklemlerle modellenmektedir. Dolayisiyla, kismi tiirevli denklemlerin
¢Ozliimiinii bulmak modern bilimde ve miihendislikte ¢ok Onemli bir role sahiptir.
Kismi tiirevli denklemleri ¢6zmek i¢in giiniimiize kadar birgok metot ortaya atilmistir
ve kullanilmistir. Bu metodlardan bazilari, genellestirilmis tanh metodu [12], tanh-coth
metodu [13], tanh-sech metodu [14,15], sine-cosine metodu [16,17], exp-fonksiyon
metodu [18], yansitmali Riccati denklemleri yontemi [19], genellestirilmis yansitmali
Riccati denklemleri yontemi [20], (G'/G)-genlesme yontemi [21] ve sn-ns metodu [22]

dur.

Bu calismada, tanh-coth metodu ve sn-ns metodu kullanildigi igin bu ¢oziim

yontemlerini tanitilacaktir.

2.1. Tanh-Coth Metodu

Ik olarak kismi tiirevli diferansiyel denklemlerinin genel hallerini ele alalim;

P (U, Uy, Uy, U, Uy, Uy Uy, ... ) = 0. (2.1)

Bu tip denklemlerin hareketli dalga ¢6ziimiini bulmak i¢cin &=x-Vt dalga

degiskenini tanimlayalim. Oyle ki,

u(x,t)=U(u&). (2.2)

Verilen dalga degiskenine dayanarak kismi tiirevler



21

-, = 23)

seklinde adi tiirevlere doniistiiriiliir. Diger mertebeden tiirevlerde ayni yolla elde edilir.

(2.2) ve (2.3) deki esitlik kullanarak (2.1) de verilen kismi tiirevli denklem asagidaki

adi diferansiyel denkleme doniisiir:
Q(U,ULU’, ..)=0. (2.4)

(2.4) denkleminin biitiin terimleri ¢ ye gore tiirev igeriyorsa, bu denklemin integrali

alinarak ve integral sabitini sifir diislinerek daha sadelestirilmis bir adi tiirevli denklem
elde edilebilir.

Simdi, de yeni bir bagimsiz degiskeni asagidaki gibi tanimlayalim;
Y =tanh(ué). (2.5)

Bu yeni degiskene gore tiirevleri degistirirsek,

d o d

e “ gy

d? d d?

_déz :—2 IUZY (1_Y2)ﬁ+'u2(l_Y2)dY_2’ (26)
d3 d dZ d3
d—§3:2,u3(1—Y2)(3Y2—1)d—Y—6y3Y (1-v?) e +p(1-Y2) e

seklinde elde edilir. Diger mertebeden tiirevlerde ayni sekilde elde edilebilir.

Simdi de, asagidaki yaklasimi g6z ontine alalim:
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M M
U(p&):S(Y):éakYk+goka’k. (2.7)

Burada, M pozitif bir sayidir. ilk énce M parametresi belirlenmelidir. M i
belirlemek ic¢in denklemde lineer terimlerin en yiiksek mertebesi ile lineer olmayan
terimlerin en yiiksek derecesi bir birine esitlenir. M belirlendikten sonra, (2.6) ve (2.7)
deki esitlikler (2.4) teki adi diferansiyel denklemine konulursa, Y nin kuvvetlerine
bagli bir denklem ortaya ¢ikar. Ayni dereceden Y lerin katsayilari bir araya toplanir ve
sifira esitlenir. Bu da, ay, by, (k =0,...,M), V ve u yii igeren bir cebirsel denklem
sistemi verir. Bu denklem sisteminden, katsayilar belirlenip (2.7) yaklasiminda yerine

yazilarak ¢6ziim kapali formda elde edilir.
2.2. Sn-Ns Metodu
Asagidaki formda verilen

u,,u,,u

P(u’ux’ut7uXX’ xt? Ut XXt"")=0 (2'8)

lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denkleminin hareketli dalga ¢oziimlerini

bulmada ilk adim asagidaki
u(xt)=v(4(&)), E=x+At+& (2.9)

dalga doniistimiinii dikkate almaktir. Burada, v keyfi fonksiyon, & keyfi sabit ve

¢=¢(&) uygun bir fonksiyondur. Genel olarak, ¢(&)=¢& birim fonksiyon olarak

alinir.

(2.9) doniisimii kullanilarak, (2.8) denklemi asagidaki gibi v(§) ye gore adi

diferansiyel denkleme doniisiir:

Q(v.v' V' v",...)=0. (2.10)
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Burada, Q fonksiyonu v,v',v",v"”, ... lere gbre polinomdur. (2.10) deki denklemin
gziimlerini bulmak igin v(§) fonksiyonun v(&)=H(f(&),g(&)) seklinde ifade
edilebildigini kabul edelim. H ( f, g), f ve g ye gore rasyonel fonksiyondur. f ve

g fonksiyonlar1 asagidaki sistemi saglamalidir:

t'()=rf(8)a(8), @.11)

Burada, r # 0 belirlenmesi gereken bir sabit ve S(f) de f =f (&) ye gore rasyonel

fonksiyondur. Gosterecegiz ki (2.11) sistemi bazi 6zel durumlarda ¢oziilebilir.

Gergekten, ¢(&) =0 ve N # 0 olmak iizere asagidaki
f(&)=9"(8) 2.12)

esitligi kullanilirsa, (2.11) sistemi asagidaki

¢>’(§)=ﬁ¢(§)9(é’)’ (2.13)

9°(5)=S(¥" (&)).

sistemine indirgenir. (2.13) sisteminden

(¢ (&) :(LT (2(2))" S(#" (2)) (2.14)

esitligi elde edilir.
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(2.14) denklemi eliptik tipte bir denklemdir. S(f) ve N yi uygun secerek, bu tiir
kismi tiirevli denklemleri ¢6zmek i¢in farkli metodlar elde edebiliriz. Simdi, (2.14)
denklemini ¢6zdiiglimiizii kabul edelim. O zaman, (2.11) ve (2.12) esitlikleri dikkate

almarak f ve g fonksiyonlari1 agagidaki formiillerle hesaplanabilir.

(2.10) denklemini ¢ozmek igin

v(g):ao+%f”(ajf +b,9),

v(§):a0+_2n)a.fj,

v(§):ao+ji_1(ajf"+bjf“')

yaklagimlarindan birini kullaniriz. Bu yaklagimlardan birini (2.10) denkleminde yerine

yazarsak ya f =f(&) ve g=g(&) lere bagh ya da sadece f = f(&) bir polinom
denklemi elde ederiz. f'g’ (,j=012,...) lerin katsayilarimi sifira esitleyerek

aj,bj,v,... lere bagli bir polinom denklem sistemi elde edilir. Bu sistem ¢dziilerek

istenilen ¢ozlimlere ulasilir.

r=1,ve S(f)=af ?+b+cf? olsun. Ayni zamanda, A =b*—4ac >0 olsun.
Bu durumda, (2.14) denklemi
(¢') =ap" +be? +c 2.15)

denklemine doniistir.
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Bu denklemin genel ¢6zlimii Jacobi eliptik fonksiyonlar: sn, ns cinsinden

p(&)= i«/_b;a\/xns(k(§+c)| m), C = keyfi sabit (2.16)

seklinde ifade edilebilir. Burada,

2

m_\/b2—2a0+b«/Z

2ac

2.17)

dir. (2.16) ¢oziimii a >0, b<0 ve 0<c<b’/4a kosullar saglandiginda gegerlidir.

Diger yandan, k,m,& ve C reel degerleri icin §—>\/—_1ns(\/—_1k(§+C)|m>

fonksiyonu da reel degerlidir. Dogrulayabiliriz ki, (2.17) de verilmis k ve m igin

(&)= V1 2B g Pk (4. )

2a
fonksiyonu

(¢7')2=a(04+bg02+c, a>0,b<0,0<c<b?/4a

denkleminin bir ¢6ziimiidiir. Boylelikle, a>0, 0<c<b’/4a ve b=0 iken (2.15)

denkleminin genellikle bir ¢6zlimiinii bulabiliriz.

Simdi, a <0 olsun.
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. b+ A m_\/_b2—4ac+bJZ
2 2ac

olmak Uzere

p(&)=+ _b;aﬂnd(k(5+c)|m), C=keyfi sabit

fonksiyonunun b#0 ve ¢ >0 i¢in (2.15) denkleminin bir ¢6ziimii oldugu kolaylikla

dogrulanabilir.

A>0 keyfi bir sabit olmak {izere, k,m,& ve C reel degerleri igin

&—>nd (\/—A(§ +C)| m) fonksiyonu da reel degerlidir.

r=1ve S( f):af’2 +b+cf? oldugu igin (2.11) sistemi

20\ ) (2.18)
9°(¢)= f2(§)+b+cf (&)
sistemine doniisiir.
C =0 alirsak, (2.25) sisteminin ¢dziimleri asagidaki gibi bulunur:
f(£)=0 (&)=L sn(iem)
(&) (2.19)
9(&)=—= =ksn(kgm)cs(kgm)ds(kEm).
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Bu da bizi (2.10) denkeminin ¢6zliimiinii

v(&)=a,+ ji_l[ajsnj (KE)+b;ns’ (KE)] (2.20)

bi¢iminde aramaya tesvik eder.

n sayist boliim 2.1 deki tanh-coth yonteminde bahsi gegen denge sabitini ifade eder.

Cogu zaman n=1veya N =2 bulunur. Bu durumda, ¢dziim olan v(¢&)

V(&) =2, +asn(k&m)+bns(kgm),
V(&) =a, +asn(k&m)+bns(k&m)+a,sn® (k&m)+b,ns® (k&m)

formundadir.



BOLUM 3. BENJAMIN-BONA-MAHONY
DENKLEMININ COZUMLERI

Benjamin-Bona-Mahony (BBM) denkleminin genel hali

u, +u, —ou,, +u'u,—u,, =0, 0<a<l, neN

bi¢imindedir. Burada, u (X, t) fonksiyonu bu denklemin ¢ozliimiidiir ve —oo < x <o ve

t >0 araliginda tanimlanmis periyodik olmayan fonksiyonlar sinifindandir.
Bu ¢alismada @ =0 ve n=1 durumu incelenmistir. Bu durumda BBM denklemi

u,+u, +uu, —u,, =0 (3.1)

seklini alir.
(3.1) denklemi ilk olarak, 1970 lerde Benjamin ve digerleri [23] tarafindan iyi bilinen

Korteweg de Vries (KdV) [24] denklemine alternatif olarak ortaya konmustur. KdV

denklemi

u,+u, +uu, +u, =0

biciminde yazilmistir. Bu denklem kiiciik genlikli ve biiyiik dalga boylu su dalgalarini
modellemek i¢in kullanilmistir. Burada, u dalgani hizini, x fiziksel uzakligi ve t ise

gegen siireyi temsil etmektedir.

BBM denklemi hakkinda daha fazla bilgi i¢in [25-28] ye bakilabilir.
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Bu boéliimde (3.1) de verilen Benjamin-Bona-Mahony denklemine sirasiyla tanh-coth
metodu ve sn-ns metodu uygulanacaktir. Bu metodlar yardimiyla (3.1) de verilen BBM

denkleminin ¢éziimleri bulunacaktir.

3.1. Tanh-Coth Metoduyla Coziimii

Oncelikle & = x—Vt ve u(x,t) =U (&) esitlikleri gdz 6niine almir ve u(x,t) nun kismi

tiirevleri yerine U (&) nun adi tiirevleri yazilirsa (3.1) kismi tiirevli denklemi
1 2 n
-VU +U +EU +VU"=0 (3.2)

adi diferansiyel denklemine doniisiir.

Simdi denge sabitini bulalim. Bunun i¢in U = ®" déiiniisiimii kullanilacaktir. Burada,

@ fonksiyonun tiirevleri

do™ MM d’oM

—=M(M +)o"*?, ..
dé dé

seklindedir.

(3.2) denkleminde U =@, U*=d* ve U"=M(M +1)®"*? degerleri yerine

yazilirsa, agagidaki denklem elde edilir:

Vo + oM +%(I)2M +VM (M +1D)®"** =0.

denklemi elde edilir. Simdi, U? = ®>" nin derecesi ile U"=®"*? nin mertebesi bir

birine esitlenerek M =2 olarak bulunur.
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Dolayisiyla tanh-coth metodu
2 2
U(pé)=S(Y)=XaY“+XbY™ (3.3)
k=0 k=0

sonlu a¢ilimini kullanmaya tegvik eder. Burada, Y =tanh(x&) dir. (3.3) agilimi (3.2)

denklemine konulur ve Y nin katsayilari sifira esitlenirse

Y®: 12Vpla, +a)> =0,

Y': 4Vau’+2aa, =0,

Y®: -16Va,u®+a’+2a,—2Va, +2a,a, =0,

Y®: -4Vau® +2a —2Va, +2ba, +2a,a =0,

Y*: 2a,-2Va,+2ba, +2b,a, +a,” +4Vu’b, +4Vyu’a, =0,
Y®: —4Vbu® +2b —2Vb, +2ba, +2b,a =0,

Y?: -16Vb,u® +b* +2b, —2Vb, +2a,b, =0,

Y': 4Vbp® +2bb, =0,

Y°: b2 +12Vu’h, =0,

denklem sistemi ortaya ¢ikar.

Bu denklem sistemi Mathematica kullanarak ¢oziiliirse bilinmeyen (&,,a,,a,,0;,b,),

V ve u degerleri

1 3 1 1
a,=—,8=0b=0a=-—,b0,=0V==, u=£—,
075 a bl 2 o' 2 5 H 5

1 3 1 1
a=—,a=0b=0,a=0b=—V==, u=t—,
075 a bl 2 7 5 5 H 2

1 3 3 1 1
8,=-=,8,=0,b,=0,a,=->,b,=—>,V =2, y=+=,
0 4 aQ b1 2 ) 3 5 H 4

seklinde bulunur. Bu degerler (3.3) aciliminda yerine yazilirsa Benjamin-Bona-

Mahony kismi tiirevli diferansiyel denkleminin ¢oziimleri
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ul(x,t)—i—gtanhzé(x—Lj
uz(x,t)—l—gcothzé[x—lj
U ( ,t):———gtanhziﬂx—%]—g thzi(x—ij

seklinde elde edilir.

3.2. SN-Ns Metoduyla Coziimii
Bu kisimda, sn-ns metodunu kullanilarak (3.1) denkleminin ¢dziimleri elde edilecektir.

Ik olarak (2.9) déniisiimii yapilir. Tanh-coth metodundaki dalga degiskeniyle ayni

olmasini saglamak i¢in de A =-V ve &, =0 almirsa (3.1) kismi tiirevli diferansiyel

denklemi

—Vv+v+%v2 +W'=0 (3.4)

adi diferansyiel denklemine doniisiir.
Denge sabitini belirlemek igin, hiperbolik yontemdeki gibi v =®" donisimiini

kullanilirsa denge sabitinin nN=2 oldugu kolaylikla goriilii. Dolayisiyla (3.4)

denklemine
V(&) =a, +asn(uEm)+bns(uEm)+a,sn® (u&m)+b,ns® (LEm) (3.5)

bigiminde ¢6ziim aranir.

Bu fonksiyon ve tiirevleri (3.4) denkleminde yerine yazilir ve ayni dereceden olan

terimlerin katsayilari toplanip sifira esitlenirse,
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m? a( 1)0
au’m’—a N ;

V-1
6a,u’m* —a,’ (Tj =0,
242 2 2 V-
4a,1'm* +4a,u +(a1 +2a0a2)(——j+a2(—J20,

a1/u2m2 -|-a1/uz +2(aoa1+bla2)(—%j+al(7j=0,

b,41% ~bib, ( Zw—o,

1
6b, 1 —b?| —— | =0,
HH 2( 2\/}

Ao, 4P +4b,1 + (b7 + 2a,h, )[ Zi/jmz(\%j:o,

b,42m? + b +2(ah, +ab, )( ;/}bl[\%):o,

1 -1
2a, 1% +2b,1’m* —(a,> +2ab, +2a,b, )| -—— |-a,| —— |=0,
2 M W1 (ao ab 2 2)( 2\/] ao( Vv j
cebirsel denklem sistemi ortaya ¢ikar.

Bu cebirsel denklem sistemi, Mathematica programi kullanilarak ¢o6ziiliirse,

bilinmeyen (a,,8,,8,,b,,b,), V ve u degerleri

1 4 4m?
aoz—(—l‘F > 4+ > 4j’a1=0'bl:0’
2 J16-16m? +16m* 16 —16m? +16m
2
bZZO,Vzl,ILl:i 1 14!
2 (16—16m2 +16m4)

3m

21-m2+m*’

a,=-

4m?
1a1:Olbl:Oa
\/16 16m? +16m* «/16—16m2+16m4
ob=———°  v=1 -4 1
«/1 m +m4 2 (16—16m2+16m4)
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1[ 4 Am? J
a,=—| -1+ + ,a, =0,
2 J16+224m2 +16m* 16+ 224m? +16m*
2
b=0a,=—— 0 p-— 3 y.1
2J1+14m? +m* 2\1+14m? +m* 2
1
pH==x 5 VR
(16+224m +16m )
ao—i[—l— S ]a1—0b1—0
2 J-m?+m* J1-m*+m* ) ’ ’
2 .
a, = om ,b2=0,V=1,,u=i : U4
J16-16m? +16m* 2 (16-16m* +16m*)
ao—i{—l— . m ]al—Obl—O
2 JI-m?+m* 1-m?+m*) ’ '
6 1 i
a2:0,b2: > 4;V__11Ll:— 1/4
J16—16m? +16m 2 (16-16m? +16m*)
a—l[_l_ 1 — m2 jai—Obl—O
° 2 J1+14m? +m*  1+14m2+m* )’ ’ ’
2
a, - 6m b, = 6 v =1,
V16 +224m? +16m* V16 +224m? +16m* 2
i
u=% 5 YN
(16+224m +16m )

alt1 farkli ¢6ziim kiimesi seklinde bulunur.

Bulunan bu degerler (3.5) da verilen agilimda yerlerine yazilirsa (3.1) denkleminin

¢cOzlimleri
2 2
vl(§)=1[—1+ m_ +4 J— 3m sn’ s —.m |,
2 J16-16m2+16m* ) 21-m?+m* (16-16m” +16m"*)
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1 am? + 4 3 &
Vz(‘f):_(_l"' 2 4J_ 2 1 ns’ 9 va M|

2 J16-16m2+16m* ) 241-m?+m (16-16m” +16m")

2 2

vs(g)zl(—u 4m? + 4 J_ 3m .

2 J16+224m° +16m* ) 2y1+14m’ +m*
sn” 5 7z M —ns’ 5 M|

(16 +224m? +16m4) (16+ 224m? +16m4)

1 m® +1 6m’ ) i&

VA(QZ):E -1- > n + > 4SI’I 5 41/4’m '
J1-m*+m* ) /16—-16m? +16m (16-16m” +16m*)

, .
vs(g)zl(—l— m +1 j+ 6 ns’ L —-,m |,
2 Ji-m?+m* ) \16—16m? +16m* (16-16m’ +16m*)

2 2
va(f):l(—l— m®+1 j—i_ 6m y
2 J1+414m?2 +m* ) 16+224m? +16m*
sn? 15 —,M |+ns’ g —,m ],
(16 +224m? +16m4) (16+ 224m? +16m4)

seklinde & ye bagli olarak Jacabi eliptik fonksiyonlar: cinsinden elde edilir.

Burada & =x-Vt oldugundan ve her durumda V = % bulundugundan ¢& =X —%t

oldugu kolaylikla goriiliir.

Simdi, Jacobi eliptik fonksiyonun o6zelliklerini kullanalm. m —1 iken & ye bagh

v, (i=1,...,6) ¢oziimleri agagidaki gibi elde edilir:
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1 3 ,(1
l(5)=§—Etanh (Egj,
z(f)zi—écothz(%gj,
__1 3 e Le) Szt
()= tanh (45) g th (4(5],
3,1
V4(§)=—§59C (55)1

(€)= —Sos’ ),

1 3 ,(1,) 3 (1) 3 ,f1
ve(é)_—z—gtan (ij—gcot (Zcfj_ 5 CsC (25)

Simdi u(x,t)=v (&) ve £=X —%t esitliklerini g6z O6niine alalim.

Dolayisyla, (3.1) in ¢6ziimleri olan u,, (i =1,...,6) ler x ve t ye bagli olarak agagidaki

gibi bulunur:

1 3 1 1
u (x,t)==—-=tanh?| = (x—=t) |,
1(x0) 2 2 (2( 2)j

1 3 1, 1
u,(x,t)==—=coth?| =(x—==t) |,
- (%) 2 2 [2( 2)]

1 3 1 1 3 1 1
u.(x,t)=—=—=tanh?| =(x—-=t) |-=coth?| =(x—=t) |,
s (%) 4 8 (4( 2)j8 (4( 2)]
u4(x,t):—gsec26(x—%t)),

Us e (X,t) = —gcsc2 (%(x—%t)j.

Kismi tiirevli denklemlerin ¢6ziimlerinin tipini belirlemek, bu ¢oziimlerin nasil
davrandigii saptamak ve ¢oziimlerin davraniglarin1 incelemek bu alanlarda yapilan

caligmalarda 6nemli bir yere sahiptir.

Bu amagla, simdi yukarida buldugumuz bu ¢6ziimlerin grafiklerini inceleyelim.
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gi

(x— %t)j in grafi

tanh? (1
2

1.3
2 2

u (x,t)=

x,t) ¢Oziimiiniin grafigi

Sekil 3.1. u, (

seklindedir.

g1da verilmistir.

gi asa

-

t)j in grafi

1
X__
( 2

th? (3
2

1 3
=—-=co

2 2

u, (x,t)=

Sekil 3.2. u, (x,t) ¢Oziimiiniin grafigi
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1 3 3

Uy (x,t)= —Z—gtanh2 (% (X—%t)}—gcoth2 (% (X—%t)j iin grafigi ise

Sekil 3.3. u, (X,t) ni grafigi

seklindedir.

u, (x,t)= —gsecz (% (x —%t)) {in grafigi asagidaki gibidir.

Sekil. 3.4 u, (X,t) ¢Oziimiiniin grafigi
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Son olarak, Ug¢(X,t)= _gcscz (l( 1

> X— Et)j nin ¢ozimimim grafigi de

Sekil. 3.5 Us (X,t) ¢Ozlimiiniin grafigi

seklinde bulunur.

Bulunan bu ¢6ziimlerin grafikleri incelenirse, U, (X,t) nin soliton ¢6ziim, U, (X, t) ve
Uy (X, t) ¢ozlimlerinin cuspon ¢odziimler, U, (X,t) ve Ugg (X, t) ¢oziimlerinin periyodik

coziimler oldugu gortiliir.



BOLUM 4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada, kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢ézlimlerini bulmak i¢in sikg¢a
kullanilan yontemlerden tanh-coth metodu ve ayrica Jacobi eliptik fonksiyon metodu
olarak ta bilinen sn-ns metodu incelenmistir. Daha sonra bu yontemler (1.40) de verilen
Benjamin-Bona-Mahony kismi tiirevli diferansiyel denklemine uygulanmistir. Ve bu

denklemin ¢6ziimleri bu iki yontem kullanilarak ayri ayr1 bulunmustur.

Tanh-coth metodu kullanildiginda BBM denklemi i¢in hiperbolik fonksiyonlar
cinsinden ii¢ tane tam ¢oziim bulunmustur. Ote yandan, sn-ns metodu kullanilarak ayni
denkleme Jacobi eliptik fonksiyonlari tiirlinden alti tane tam ¢dziim bulunmustur.
Sadece ¢ozlimlerin fazlaligina bakarak bile sn-ns metodunun tanh-coth metodundan
daha {istiin oldugu soylenebilir. Ustelik, tanh-coth metoduyla bulunan ¢dziimlerin
aynist sn-ns metoduyla bulunan ¢éziimlerin iginde bulunmaktadir. m —1 durumunda
bulunan ¢6ziimlere bakilirsa hem tanh-coth metoduyla bulunan hiperbolik fonksiyonlar
cinsinden ¢oziimleri hem de bunlara ek olarak trigonometrik fonksiyonlar cinsinden
¢oziimleri icerir. m — 1 iken sn-ns metodu tanh-coth metoduna doniisiir ve denebilir
ki, tanh-coth metodu sn-ns metodunun sadece 6zel bir halidir. Bu yiizden, sn-ns metodu

tanh-coth metodundan daha giigliidiir, sonucuna varilir.

Calismamin devamui olarak, farkli tipte kismi tiirevli diferansiyel denklerin tanh-coth
metoduyla ve sn-ns metoduyla ¢6ziiliip ¢oziimlerin farklilig1 ve sayisi incelenecektir.
Burada amag, farkli kismi tiirevli diferansiyel denklemlerde de sn-ns metodu tekrar

fazla ¢6zlim verip vermemesini incelemek olmalidir.

Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin elde edilen c¢oziimlerinin analitik olup

olmamasi, tam ¢oziimler ve ¢ozliim fonksiyonu sayis1 fazlaliligr 6nemlidir.
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