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ÖZET 
 

 
Anahtar kelimeler: Süperiletkenlik, Yoğunluk Fonksiyonel Teorisi, Elektronik yapı, 
Fonon, Cooper Çiftleri 
 
ThCr2Si2-tipi yapıda kristalleşen LaRu2P2 malzemesininin yapısal, elektronik, 
titreşim ve elektron-fonon özellikleri Yoğunluk Fonksiyonel Teoresinin 
Genelleştirilmiş Gradyen Yaklaşımı kullanılarak incelendi. Hesaplanan yapısal 
parametreler ile daha önceki deneysel verilerin çok iyi uyum gösterdiği gözlemlendi. 
LaRu2P2’nin atomik yapısı iki-boyutlu olmasına rağmen, c-ekseni boyunca 
elektronik band yapısının Fermi seviyesi yakınlarında gösterdiği dağılım üç-boyutlu 
elektronik yapıda olduğunu gösterdi. Fermi seviyesi yakınlarında toplam ve kısmi 
elektronik durum yoğunluğuna ana katkı Rutenyum atomlarından geldiği 
gözlemlendi. Bu durum LaRu2P2 malzemesinin elektronik ve süperiletkenlik 
özelliklerinde aktif rolün Rutenyum atomundan kaynaklandığını gösterdi. 
 
LaRu2P2 malzemesinin titreşim özellikleri, önceden hesaplanan yapısal ve elektronik 
özellikler yardımıyla Yoğunluk Fonksiyonel Teorisinin Doğrusal Tepki Metodu 
kullanılarak elde edildi. Titreşim özellikleri incelendiğinde bütün modların pozitif 
değere sahip olması bize LaRu2P2 malzemesinin dinamik olarak kararlı olduğunu 
gösterdi. LaRu2P2 malzemesinin titreşim özellikleri incelendiğinde Γ − 1ܩ − ܼ 
yönünde Boyuna Akustik (LA) ve Birinci Enine Akustik (TA1) modlarının, Γ − ܰ 
yönünde ise TA1 modunun beklenmedik dağılım gösterdi. Bu beklenmedik fonon 
davranışları ortalama elektron-fonon etkileşim parametresine büyük bir katkı 
yapmaktadırlar. 
 
Elekron-fonon etkileşim matris elementleri ve fonon spektrumu kullanılarak 
LaRu2P2’nin Eliashberg spektral fonksiyonu hesaplandı. Bu fonksiyonun analizi bize 
akustik fonon modlarının fonon saçılmalarında büyük rol oynadığını gösterdi. 
LaRu2P2 için elektron-fonon etkileşim parametresi 0,85 olarak bulundu. Bu sonuç 
bize bu materyalde süperiletkenliğin elektron-fonon etkileşiminden kaynaklandığını 
gösterdi. Özel olarak Rutenyum ile ilişkili titreşim modları elektron-fonon etkileşim 
parametresine büyük katkı yapmaktadır. Bunun nedeni Rutenyumun d orbitallerinin 
Fermi enerjisine yakın bölgede yoğunlaşmasıdır. Son olarak elektronik özgül ısı 
katsayısı 10,5 ௠௃

௠௢௟.௄మ olarak bulundu. Bu sonuç deneysel değer olan 11,5 ௠௃
௠௢௟.௄మ ile 

uyum içerisindedir. Kısacası Yoğunluk Fonksiyonel Teorisinin LaRu2P2’de 
süperiletkenliğin orijinini açıklamada başarılı olmuştur. 
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INVESTIGATION OF PHYSICAL PROPERTIES OF LaRu2P2 
MATERIAL BY USING DENSITY FUNCTIONAL THEORY 

 

SUMMARY 
 
 
Keywords: Superconductivity, Density Functional Theory, Electronic Structure, 
Phonon, Cooper Pairs  
 
We have studied the structural, electronic, vibrational and electron-phonon 
interaction properties of LaRu2P2 adopting in the body-centred tetragonal ThCr2Si2 
type of crystal structure with using Density Functional Theory (DFT). The calculated 
structural parameters are in close agreement with their experimental values. The 
electronic bands near the Fermi level exhibit a considerable dispersion along the c-
axis, indicating that this compound is a three-dimensional metal in spite of the 
apparent two dimensionality in its atomic structure. From the analysis of the total and 
partial electronic density of states, we have observed that the states around the Fermi 
level are contributed by the states originating from Ru atoms, confirming their active 
role in determining the electronic and superconducting properties of this compound. 
 
Using our calculated lattice constant and electronic structure, phonons in LaRu2P2 
has been studied by employing a linear response approach based on density 
functional perturbation theory. This compound is dynamically stable, as no 
instabilities in the phonon dispersion relations have been found. The most impressive 
features in the phonon spectrum of this material are the phonon anomalies of the LA 
branch and the lower-lying TA1 branch along the Γ − 1ܩ − ܼ and Γ − ܰ symmetry 
directions. We have shown that these phonon anomalies make large contributions to 
the accumulated electron-phonon coupling parameter. 
 
The Eliashberg spectral function has been calculated using the phonon spectrum and 
the electron-phonon matrix elements. From the integration of the calculated 
Eliashberg function, the value of accumulated electron-phonon coupling constant λ is 
found to be 0,85, suggesting that LaRu2P2 is a phonon-mediated superconductor with 
medium electron-phonon coupling strength. Ru-related vibrations make a large 
contribution to the electron-coupling parameter due to considerable presence of the 
Ru d states near the Fermi level. Finally, the value of the electronic specific heat 
coefficient is calculated to be 10,5 ௠௃

௠௢௟௄మ, which is in good accordance with the 

experimentally deduced value of 11,5 ௠௃
௠௢௟௄మ . From these results, we have concluded 

that DFT is succesfully explain the origin of superconductivity in LaRu2P2.  



 
 

 
 

 

 

 

BÖLÜM 1. GİRİŞ 
 

 

Hayatımızın her alanında karşılaştığımız teknolojinin esası, temel bilimlerde ortaya 

konulan gelişmelere dayanmaktadır. Herhangi bir bilimsel gelişmenin hızla 

hayatımıza girmesi artık sıradan bir olay haline gelmiştir. Bilimsel çalışmalarda 

deneysel aşamalar kadar sistemi tam olarak açıklayan teorik ifadeler bir sonraki 

aşamaya geçebilmek adına çok önemlidir. Bu çalışmalar bulunduğu zaman 

dilimindeki araştırmaları etkileyeceği gibi gelecek teorileri kurabilmek adına çok 

önemlidir. Bu durumu açıklayabilecek en güzel örneklerden biri süperiletkenliktir. 

 

Son yıllarda ThCr2Si2-tipi AM2X2 yapılar (A: Toprak Alkali veya Lantanit 

elementleri; M: Geçiş Metali; X: Si, P, Ge veya As) kayda değer bir şekilde 

çalışılmıştır. Bunun nedeni bu bileşiklerin çok farklı ilgi çekici fiziksel özellik 

göstermesidir. Bu özelliklere düşük sıcaklıkta süperiletkenlik [1-10], basınç altında 

[11-13] veya farklı bir malzeme eklenerek [14-18] yüksek sıcaklıklarda süperiletken 

özellik göstermesi ve farklı manyetik yapılara sahip olmaları [19] örnek olarak 

gösterilebilir. Bunlara ek olarak bazı ThCr2Si2-tipi yapılar karmaşık anizotropik yapı 

gösterir [20]. Bu da basınç altında bu malzemelerin birinci veya ikinci düzen faz 

geçişi göstermesine sebep olabilir [13,21]. Özellikle lantanyum rutenyum fosfit 

(LaRu2P2) 25 yıldan fazla süre önce süperiletken olduğu bulundu ve süperiletkenlik 

sıcaklığı 4,0 K olarak ölçüldü [2]. Bu malzeme yapısında manyetik malzeme 

barındırmadığından süperiletkenlik araştırmaları açısından özellikle ilgi çekmiştir. 

Bunun nedeni LaRu2P2 malzemesinin süperiletkenliğini zayıflatacak veya 

etkileyecek herhangi bir manyetik düzen içermemesidir. LaRu2P2 için elektronik ve 

süperiletkenlik özellikleri hakkında bazı deneysel çalışmalar yapılmıştır [22-25]. 

Ying ve arkadaşları [23] yüksek ve düşük kritik alanların anizotropisini 

incelemişlerdir. Sonuç olarak hem yüksek hem de düşük kritik alanların her ikisinde 

de LaRu2P2 malzemesinin geleneksel süperiletkenlik gösterdiğini buldular. Bu 
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özellik demir içeren süperiletkenler ile benzerlik göstermektedir. Elde edilen 

izotropik süperiletkenlik, malzemenin Fermi yüzeyi topolojisinin üç-boyutluluğunu 

göz önüne sermektedir [23]. Bu deneysel çalışmayı takiben [23], Moll ve arkadaşları 

[24] 60 T’ya kadar palslı manyetik alan içerisinde manyetik tork yardımıyla açısal de 

Haas-van Alphen osilasyonunu çalıştılar.  Bu deneysel çalışma [24] ile elde edilen 

osilasyon frekanslarının hesaplanan Fermi yüzey geometrisi ile iyi uyumlu olduğunu 

gözlemlediler. Bu deneysel çalışmadan [24] sonra Razzoli ve arkadaşları [25] 

yaptıkları deneysel çalışma ile LaRu2P2 nin süperiletkenliğinin, 122 tipi demir içeren 

süperiletkenlerden farklılık gösterdiğini gözlemlediler ve Fermi-sıvısı-benzeri 

normal duruma kıyasla daha geleneksel bir süperiletkenliğe sahip olduğu sonucunu 

çıkardılar. Ayrıca LaRu2P2 malzemesinin elektronik özellikleri Yoğunluk 

Fonksiyonel Teorisi yardımıyla teorik olarak çalışılmıştır [24,25]. Bu teorik 

çalışmalar sonucunda LaRu2P2 malzemesinin elektronik yapısının Fermi seviyesi 

civarında üç boyutlu özellik gösterdiği söylenmiştir. 

 

LaRu2P2 malzemesinin elektronik özellikleri belirlenmiş olmasına rağmen, bu 

malzemenin titreşim özellikleri deneysel veya teorik olarak belirlenmemiştir. 

Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS) teorisine göre süperiletkenlik özelliklerini 

belirleyebilmek için elektron-fonon etkileşimi belirlenmelidir. Bu nedenle titreşim 

özellikleri ayrıntılı bir biçimde araştırılmadır. Bu yüzden bu tezde Yoğunluk 

Fonksiyonel Teorisi yardımıyla LaRu2P2 malzemesinin yapısal, elektronik, titreşim 

özellikleri incelendi ve bulunan sonuçlar daha önceki deneysel ve teorik sonuçlarla 

kıyaslandı. Doğrusal Tepki Metodu [26] ve Migdal-Eliashberg yaklaşımı [27-30] 

kullanılarak Elisahberg spektral fonksiyonu ve ortalama elektron-fonon etkileşim 

parametresi belirlendi. Fonon özelliklerinden bazı fonon modlarının beklenmedik 

durumlar gösterdiği görüldü. Bu tez içerisinde bu durumların elektron-fonon 

etkileşimine katkısı sebepleriyle tartışılarak hesaplanan süperiletkenlik parametreleri 

Moll ve arkadaşlarının [24] belirlediği deneysel değerler ile karşılaştırıldı. 

 

Bu tez toplamda altı bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde LaRu2P2 

malzemesinin hangi özelliklerinden dolayı çalışıldığı kısa bir literatür bilgisi 

verilerek açıklandı. İkinci bölümde LaRu2P2 malzemesinin kristal yapısı ve bu kristal 
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yapının bazı özellikleri hakkında bilgi verildi. Üçüncü bölümde hesaplamalarımızda 

kullanmış olduğumuz Yoğunluk Fonksiyonel Teorisi hakkında detaylı bilgi verildi. 

Dördüncü bölümde süperiletkenlik hakkında genel bilgi verildi. Beşinci bölümde 

hesaplamış olduğumuz yapısal, elektronik, titreşim ve süperiletkenlik özellikleri 

detaylı olarak açıklandı ve elde edilen sonuçlar daha önceki deneysel ve teorik 

verilerle kıyaslanarak tartışıldı. Son olarak altıncı bölümde elde edilen sonuçlar genel 

bir açıklama ile verilerek tartışıldı. 

 



 
 

 
 

 

 

 

BÖLÜM 2.  LaRu2P2 MALZEMESİNİN KRİSTAL YAPISI 

 

 

Katılar kristal yapılarına göre incelenir. Kristal yapı malzemenin nasıl incelenmesi 

ile ilgili yol göstermektedir. İlgi alanımızı oluşturan Cisim Merkezli Tetragonal 

(Body Centered Tetragonal-BCT) yapı bu bölümde ayrıntılı olarak incelenmiştir. 

 

2.1.  G൴r൴ş 

 

Atom veya atom gruplarının üç boyutlu ve periyodik olarak dizilmesiyle oluşan, 

katıya “kristal” denir. Kristalin atomlarının tutunduğunu ve gerçek kristalin üzerine 

kurulduğunu varsaydığımız hayali noktaların oluşturduğu kümeye “örgü” denir. Her 

kristal kendine özgü bir örgü ile tanımlanır. Bu örgü noktalarına yerleşen atom veya 

atom grubuna da “baz” denir. Bazın uzayda kendini tekrarlamasıyla da “kristal" 

oluşur [31]. Bir örgü ܽ⃗ଵ, ܽ⃗ଶ, ܽ⃗ଷ olmak üzere üç temel öteleme vektörü ile ifade edilir. 

Bu durumda atomların dizilişi bir ⃗ݎ konumunda nasıl ise ⃗ݎᇱ konumunda da aynıdır 

ve; 

 

ᇱݎ⃗ = ݎ⃗  +  ݉ଵܽ⃗ଵ + ݉ଶܽ⃗ଶ + ݉ଷܽ⃗ଷ (2.1) 

 

ile gösterilir. Burada ݉ଵ, ݉ଶ ve ݉ଷ tamsayılardır. Kristali basit olarak Şekil 2.1.’deki 

gibi gösterebiliriz. 

 

 
Şekil 2.1. Örgü ve Baz bileşenleri ile Kristalin gösterimi. 
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Rastgele ⃗ݎ ve ⃗ݎᇱ noktalarından bakıldığında, atomların sıralanışı aynı olmak kaydıyla 

,ଵݑ} ,ଶݑ ,ଷ} tamsayıları bulunuyorsa; ܽ⃗ଵݑ ܽ⃗ଶ, ܽ⃗ଷ vektörleri, ilkel öteleme vektörleridir. 

O halde kristalin en küçük yapı taşı olan hücre bu vektörler ile oluşturulur. Bir 

kristal; 

 

ሬܶ⃗ = ଵܽ⃗ଵݑ  + ଶܽ⃗ଶݑ +  ଷܽ⃗ଷ (2.2)ݑ

 

olan kristal öteleme vektörü ile tanımlanır. Örgü üzerindeki rastgele seçilen iki nokta 

bu tür vektörler ile birbirine ötelenebilir. 

 

 
Şekil 2.2. İki boyutlu ilkel hücrenin gösterimi. 

 

ܽ⃗ଵ, ܽ⃗ଶ, ܽ⃗ଷ ilkel eksenlerinin oluşturduğu paralel kenar prizmaya ilkel hücre denir. 

İlkel hücre, kristal öteleme işleminin tekrarlanmasıyla tüm uzayı doldururan 

minimum hacimli hücredir. Bu hacmi; 

 

V = ܽ⃗ଵ. (ܽ⃗ଶ × ܽ⃗ଷ) (2.3) 

 

şeklinde ifade edebiliriz. 

 

 
Şekil 2.3. Üç boyutlu bir uzay örgünün ilkel hücresi. 
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Bir ilkel hücreyi belirlemek için: 

a. Örgü noktasını en yakın komşu örgü noktalarıyla birleştiren doğru parçaları 

çizilir. 

b. Bu doğruların orta dikmeleri olan doğrular veya üç boyutta düzlemler çizilir. 

 

Oluşan en küçük alanlı bölgeye “Wigner-Seitz” ilkel hücresi denir. Tüm uzay, Şekil 

2.4.’teki gibi bu hücrelerle doldurulabilir. 

 

 
Şekil 2.4. İki boyutta Wigner-Seitz hücresinin temsili gösterimi. 

 

2.2.  Temel Örgü Türler൴ 

 

Kristal örgüler; örgü öteleme ve başka simetri işlemleri altında kendi üzerlerine 

dönüştürülebilirler. Simetri birden çok eleman arasındaki ebat, şekil ve konum 

bakımından aralarındaki benzerliktir. Bir tek molekülün istenilen katlılıkta dönme 

simetrisi olabilir, fakat sonsuz bir örgü bu özelliğe sahip değildir. Mesela beş kat 

simetrisi olan moleküller ile bir kristal yapılabilir. Ama bu kristal beş kat simetri 

eksenine sahip olamaz. Çünkü beşgenler ile bütün uzayı doldurmak istediğimizde 

aralarındaki boşluklar kapanmaz ve gereken öteleme simetrisi bozulur [31]. Ayrıca 

örgü noktasından geçen bir düzlem baz alındığında yansıma işlemi olabilir. 

“İnversiyon” denilen diğer bir işlem ߨ radyan kadar dönme ve ardından bu eksene 

dik bir düzlem için yansıma işleminden oluşur. Şimdi iki boyutta ve üç boyutta temel 

örgü türlerini inceleyelim. 

 



7 
 

 
 

2.2.1.  İki boyutta temel örgü türleri 

 

Örgü öteleme vektörlerinin büyüklükleri ile bu vektörler arasındaki açı 

sınırlandırılmazsa, iki boyutlu uzayda sonsuz sayıda değişik örgü türü ve birim hücre 

elde edilebilir. Şekil 2.5.a.’da ki örgü, seçilen iki ܽ⃗ଵ ve ܽ⃗ଶ vektörü ile çizilmiştir. Bu 

örgüye “eğik örgü” denir ve sadece  ve 2 açılarında dönme simetrisine sahiptir. 

Ancak eğik türünden değişik özel örgüler de elde edilebilir. Bu örgüler ise; 2/3, 

2/4 ve 2/6 radyanlık dönmeler veya ayna yansıması altında değişmez kalabilirler. 

Eğer bu işlemlerin biri veya birkaçı uygulandığında değişmez kalan bir örgü elde 

etmek istenirse, o zaman ܽ⃗ଵ ve ܽ⃗ଶ örgü öteleme vektörlerine bazı sınırlamalar 

getirmek gerekir. Başlıca 4 tür sınırlama olur ve her biri özel bir örgü oluşturur. 

 

Genel de bütün sınırlandırmalar ile elde edilen örgü türlerine Bravais Örgüleri denir. 

Şekil 2.5.’de görüldüğü gibi iki boyutta toplam 5 tane Bravais örgüsü vardır [31]. 

Şek൴l 2.5. a.) İk൴ boyutta eğ൴k örgü olarak adlandırılan genel b൴r uzay örgüsünün örgü 

noktaları, b.) Kare örgü (|ܽଵ| = |ܽଶ|, Φ = 90଴), c.) Altıgen (|ܽଵ| = |ܽଶ|, Φ = 120଴), 

d.) D൴kdörtgen örgü (|ܽଵ| ≠ |ܽଶ|, Φ = 90଴), e.) Merkezl൴ D൴kdörtgen Örgü (|ܽଵ| ≠

|ܽଶ|, Φ = 90଴) 

 

 
Şekil 2.5. İki boyutta eğik örgü türleri. 
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2.2.2. Üç boyutlu örgü türleri 

 

Üç boyutta noktasal simetri grubu Tablo 2.1.’de olduğu gibi 14 farklı örgü gerektirir. 

En genel örgü triklinik ve onun dışında, 13 tane özel örgü mevcuttur. Hücre yapısına 

göre, triklinik, monoklinik, ortorombik, tetragonal, kübik, trigonal ve altıgen olmak 

üzere 7 farklı hücre türüne dayanan sistemler şeklinde gruplandırılır [31]. Biz 

tetragonal yapılarından olan cisim merkezli tetragonal (BCT) yapıdan bahsedeceğiz. 

Şekil 2.6.’da görülen BCT yapıda örgü noktaları, merkezde ve köşelerde mevcuttur. 

BCT yapının temel örgü vektörleri Denklem (2.4)’te verilmiştir [32]; 

 

ܽ⃗ଵ =
1
2

൫−ܽଓ̂ + ܽଔ̂ + ܿ ෠݇൯ 

ܽ⃗ଶ =
1
2

൫ܽଓ̂ − ܽଔ̂ + ܿ ෠݇൯     

ܽ⃗ଵ =
1
2

൫ܽଓ̂ + ܽଔ̂ − ܿ ෠݇൯     

(2.4) 

 

Tablo 2.1. Üç boyuttaki 14 örgü türü. 

Sistem Örgü sayısı Birim hücre eksen ve açılarının özellikleri 

Triklinik  1 a1≠a2≠a3 
α≠β≠ɣ 

Monoklinik 2 a1≠a2≠a3 
α=ɣ=900≠β 

Ortorombik 4 a1≠a2≠a3 
α=β=ɣ=900 

Tetragonal 2 a1=a2≠a3 
α=β=ɣ=900 

Kübik 3 a1=a2=a3 
α=β=ɣ=900 

Trigonal 1 a1=a2=a3 
α=β=ɣ<1200, ≠900 

Altıgen 1 a1=a2≠a3 
α=β=900, ɣ=1200 
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Şekil 2.6. Cisim Merkezli Tetragonal (BCT) yapının gösterimi. 

 

2.2.3.  ThCr2Si2 tipi kristalleşen LaRu2P2 malzemesinin yapısı 

 

ThCr2Si2 yapısının benzeri olan LaRu2P2 yapısı BCT (Cisim Merkezli Tetragonal) 

örgüsüne sahip olan kristaldir. BCT örgüsü Şekil 2.6.’da verilmiştir. Şekil 2.7.’de ise 

LaRu2P2 yapı gösterilmiştir. Şekil 2.8.’de BCT örgüsünün Brillouin bölgesi 

gösterilmiştir. 

 

 
Şekil 2.7. ThCr2Si2-tipi kristalleşen LaRu2P2 malzemesinin yapısı. 
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Bir katının yapısını, denge durumundaki atomlarının katı içindeki dağılımlarını göz 

önüne alarak açıklayabiliriz. İdeal bir kristal sistemde, atomların denge konumları 

geometrik şekil oluşturur ve bu şekil kristal boyunca kendini tamamen tekrarlar. Bu 

yöntem bilimsel araştırmalarda kolay imkanlar sağlar. Mesela Schrödinger 

denklemini kristalin tamamı için değil de, sadece bir şekil içinde bulunan noktalar 

için çözerek bunun için genel çözüm oluşturmak daha pratiktir. Bu periyodikliği 

kullanarak daha önce deneysel sonuçlarla açıklanamayan özelliklerin açıklanması da 

mümkündür. Kristallerde bulunan bu periyodik sisteme, “birim hücre” denir. Birim 

hücreler üç boyutlu geometrik şekillerle gösterilir. O halde kristali, periyodik olarak 

düzenlenmiş atomların bir araya gelerek oluşturduğu birim hücrelerin toplamı olarak 

düşünebiliriz. 

 

2.2.4. Durum yoğunluğunu hesaplama 

 

Durum yoğunluğu, kristal yapıdaki birinci Brillouin bölgesi içinde seçilen ⃗ݍ dalga 

vektörlerinin sahip olduğu frekans değerleri için ne kadar yoğunlukta bulunduğunu 

gösterir. Her frekansın durum yoğunluğu bulunan eğrilerin mevcut olduğu grafikle 

açıklanır. Hesaplamalar için mümkün mertebe çok sayıda fonon frekansının 

belirlenmesi gerekir [33]. Daha sonra; 

 

(߱)ߩ =  ଴ܸܰ
ଷߨ8 ෍ ߱)ߜ − ((ݍ⃗)߱

௤ሬ⃗

 (2.5) 

 

ifadesi ile durum yoğunluğu hesaplanır. Burada ߩ(߱) durum yoğunluğunu, N0 

kristalde bulunan birim hücre sayısını ve V ise birim hücrenin hacmidir. 

 

Yukarıdaki denklem ile fonon dağılımından durum yoğunluğunu hesaplamak için 

Dirac-Delta fonksiyonunu kullanmak uygun olur. 

 

(߱)ߩ =  ଴ܸܰ
ଷߨ8 ෍ Θ(߱ − ((ݍ⃗)߱

௤ሬ⃗

 (2.6) 
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Bu ifade de hesaplanan net frekans ߱ − (ݍ⃗)߱ ≤ ∆ఠ
ଶ

 ise Θ =1 olur ve diğer durumlar 

için sıfırdır. Burada ∆߱ = 0,005 THz olarak alınır. Bu hesaplama her bir frekans 

değeri için yapılacağından uzun süre alır. Hesaplamalar sonucunda net frekansın 

sabit kaldığı noktalarda tepe noktası oluşur. Bu tepe noktaları da, hesaplanan tüm 

frekans değerlerinin I. Brillouin bölgesindeki durum yoğunluklarını gösterir [33]. 

 

2.3.  Ters Örgü Uzayında Br൴llou൴n Bölges൴ 

 

Brillouin bölgesi, işlemleri kolaylaştırmak için ters örgü vektörleri ile tanımlanır. Bu 

örgü vektörleri genel olarak; 

 

௠ܩ⃗ =  ෍ ௝݉ ሬܾ⃗௝
௝ୀଵ,ଶ,ଷ

 (2.7) 

 

ile tanımlanır [34]. Buradaki mj değerleri, sıfır olabileceği gibi pozitif ve negatif 

tamsayı da olabilirler. ሬܾ⃗௝ değerleri de, ters örgünün temel yer değiştirme 

vektörleridir. Birim hücrenin gerçek ve ters örgüsünün hacimlerini; 

 

V =  ܽ⃗ଵ . (ܽ⃗ଶ⃗ܽݔଷ ) , Vᇱ =  ሬܾ⃗ ଵ . ( ሬܾ⃗ ଶݔ ሬܾ⃗ ଷ ) (2.8) 

 

şeklinde verilebilir. İlk denklemde ki ܽ⃗ଵ , ܽ⃗ଶ ve ܽ⃗ଷ nicelikleri, gerçek örgünün yer 

değiştirme vektörleridir. ሬܾ⃗ ଵ , ሬܾ⃗ ଶ ve  ሬܾ⃗ ଷ nicelikleri ise ters örgü vektörleridir. Gerçek 

örgü vektörleri yardımıyla ters örgünün yer değiştirme vektörleri aşağıdaki gibi 

yazılması mümkündür. 

 

ሬܾ⃗ ଵ =  ଶగ
୚

 (ࣵଶሬሬሬሬ⃗ ଷሬሬሬሬ⃗ࣵݔ ) , ሬܾ⃗ ଶ =  ଶగ
୚

 (ࣵଷሬሬሬሬ⃗ ଵሬሬሬሬ⃗ࣵݔ ), ሬܾ⃗ ଷ =  ଶగ
୚

 (ࣵଵሬሬሬሬ⃗ ଶሬሬሬሬ⃗ࣵݔ ) (2.9) 

 

Bu eşitlikler ile BCT yapının ters örgüsünün temel yer değiştirme vektörleri, 

 

ሬܾ⃗ ଵ =  
ߨ2
ܽ  ቀ0, 1,

ܽ
ܿቁ     ሬܾ⃗ ଶ =  

ߨ2
ܽ  ቀ1, 0,

ܽ
ܿቁ     ሬܾ⃗ ଷ =  

ߨ2
ܽ  (1, 1,0) (2.10) 
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şeklindedirler. I. Brillouin bölgesi Şekil 2.8.’de gösterilmiştir. O halde ana simetri 

noktaları; 

 

Γ =
ߨ2
ܽ

(0,0,0) , Z =
ߨ2
ܽ

(1, 0, ܼ  ܽݕ݁ݒ  (0 =
ߨ2
ܽ ቀ0, 0,

ܽ
ܿቁ  

X =
ߨ2
ܽ ൬

1
2 ,

1
2 , 0൰ , P =

ߨ2
ܽ ൬

1
2 ,

1
2 ,

ܽ
2ܿ൰ , ܰ =

ߨ2
ܽ ൬0,

1
2 ,

1ܽ
2ܿ൰ 

(2.11) 

 

olarak belirlenmiş ve hesaplamalar bu şekilde yapılmıştır. 

 

 
Şekil 2.8. BCT yapı için I. Brillouin bölgesi ve ana simetri noktaları. 

 

2.4.  Katılarda Band Yapısı 

 

Bir katı, Şekil 2.9.’da olduğu gibi yasak enerji aralıkları olacak biçimde, bir araya 

gelen atomlardan oluşan bandların birleşimiyle olur. Atomlar arası uzaklık azalırsa 

elektron dalga fonksiyonları Pauli dışarlama ilkesini bozmamak için üst üste gelirler. 

Bu şekilde enerji bandları oluşur. 

 

Atomlarda bulunan elektronlar önce düşük enerjili bandları doldururlar. Bu enerji 

bandları katının özelliklerini belirlemede çok kullanılmaz. Ancak katının çok yüksek 

enerjili bandlarında olan elektronlar, katının birçok fiziksel özelliğinin 

belirlenmesinde önemlidirler. Özellikle değerlik ve iletkenlik bandları en yüksek iki 

enerji bandı olup aralarındaki Eg yasak enerji aralığı sebebiyle çok önemlidir. Bu 
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bandların doluluk oranı ve yasak enerji aralığının boyutu, verilen bir katının doğasını 

belirler [35].  

 

 
Şekil 2.9. Katılarda band oluşumunun gösterimi. 

 

İdeal bir kristaldeki atomların, periyodik dizilişlerini baz alırsak bu modeli daha da 

geliştirebiliriz. Katıdaki bir elektronun hissettiği potansiyel enerji uzaysal ve 

periyodiktir. Böylelikle kristalde örgü uzaklığına eşit bir uzaklıkta V potansiyel 

enerjisi kendini tekrarlar, yani “a”, örgünün periyodikliği ise, 

 

V(x)=V(x+a) =V(x+2a) =... (2.12) 

 

olur [35].  Bir katıdaki elektronlar yasak enerji aralıkları ile ayrılmış belli enerji 

seviyelerini doldururlar. İzinli ve yasaklı enerji seviyeleri arasındaki süreksizlikler ⃗ݍ 

dalga vektörünün ݍ = ± ௡గ
ࣵ

 (n, tamsayı) değerlerinde meydana gelir. 

 

Serbest elektronun E-q eğrisi göz önüne alındığında, sürekli ve düzgün bir eğri 

olduğu görülür. Ancak katı içindeki elektronlar serbest değildirler ve E-q eğrisinde, 

elektronların V periyodik potansiyel enerji ile etkileşiminden dolayı süreksizlikler 

oluşur. E-q grafiğinde, − ௡గ
ࣵ

≤ ݍ ≤ ௡గ
ࣵ

  aralığında olan bölgeye I. Brillouin Bölgesi 

denir ve E-q eğrisinin tüm kısımlarını bu aralıkta çizmek mümkündür [35]. 
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2.5.  Fononlar ve Örgü T൴treş൴mler൴ 

 

2.5.1.  Fonon 

 

Elektromanyetik dalgalardaki fotona benzer olarak; örgü titreşimlerinin enerji 

kuantumuna “fonon” denir. Fononlar Bose-Einstein istatistiğine uyan parçacıklardır 

ve kristallerdeki elastik dalgalar fononlar ile oluşur. Açısal frekansı ߱ olan bir elastik 

titreşim modunda her bir fononun enerjisi ℏ߱’dır. 

 

Örgü titreşimleri momentum taşımazlar. Ancak bir fotonun, bir kristalden saçılması 

ile momentumun korunumu için fonon ℏ⃗ݍ momentumuna sahiptir. Bu momentum 

fononun kristal momentumudur [31,36]. Bu olay için eğer foton, fonon yayınlıyorsa 

enerjinin ve momentumun korunumu aşağıdaki gibidir. 

 

Enerjinin Korununumu            ℏ߱௦ =  ℏ߱௜ − ℏ߱ (2.13) 

 

Momentunun Korununumu     ℏሬ݇⃗ ௦ =  ℏሬ݇⃗ ௜ − ℏ⃗(2.14) ݍ 

 

Denklem (2.13)’te ki ߱௜ ve ߱௦ fotonun saçılmadan önceki ve fotonun saçılmadan 

sonraki frekanslarını ifade eder. Denklem (2.14)’te bulunan ሬ݇⃗ ௜ ve ሬ݇⃗ ௦ ise fotonun 

saçılmadan önceki ve fotonun saçılmadan sonraki dalga vektörleridir [31,36]. 

 

2.5.2. Tek atomlu örgü titreşimleri 

 

Şekil 2.11.’de görülen M kütleli her bir atom örgü dengedeyken kendi örgü 

noktasında bulunur. Örgü titreştiğinde her atom denge konumundan itibaren küçük 

yer değiştirmeler yapar. 

 

 
Şekil 2.10. Denge durumunda bir boyutta tek atomlu örgü. 
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Şekil 2.11. Denge durumundan küçük yer değiştirmeler yapan bir boyutta tek atomlu örgü. 

 

Bu hareket esnasında n. atomun (n+1)’inci atomla etkileşmesinden dolayı  atomik 

sabit kuvvetine maruz kalmaktadır. Bu kuvvet Hooke yasası ile ifade edilir [36,37]; 

 

௡ି௡ାଵܨ = )ߙ−  ௡ܷ + ௡ܷାଵ) (2.15) 

 

Aynı şekilde (n-1)’inci atomdan kaynaklanan kuvvet; 

 

௡ି௡ିଵܨ = )ߙ−  ௡ܷ − ௡ܷିଵ) (2.16) 

 

olur. O halde n. atoma etkiyen toplam kuvvet; 

 

ܨ = ܯ ௗమ௎೙
ௗ௧మ = )ߙ−] ௡ܷ − ௡ܷାଵ)] + )ߙ−) ௡ܷ − ௡ܷିଵ)) (2.17) 

 

şeklinde ifade edilir. Özdeş atomların aynı frekans ve genlikle titreştiklerini 

düşünürsek n. atomun yer değiştirmesi,  

 

௡ܷ =  ௜(௤௑೙ିఠ௧) (2.18)ି݁ܣ

 

olur. Xn, n’nci atomun orjinle olan mesafesi ve Xn=na ile gösterilir. O halde Denklem 

(2.16)’dan faydalanarak Denklem (2.15)’teki bütün ifadeleri yerine yazıp çözüm 

yapılırsa bir boyutta tek atomlu örgüler için dispersiyon bağıntısı; 

 

߱ଶ =
ߙ4
ܯ ଶ݊݅ݏ ܽݍ

2  (2.19) 

 

olarak bulunur [36,37]. 
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2.5.3.  İki atomlu örgü titreşimleri 

 

M2>M1 olmak üzere kütleleri M1 ve M2 olan iki atomlu bir örgüyü tek boyutta Şekil 

2.12.’deki gibidir. 

 

 
Şekil 2.12. Denge durumundan küçük yer değiştirmeler yapan bir boyutta iki atomlu örgü. 

 

Örgüde titreşim başladığında, bir boyutlu örgüdeki gibi hareket denklemlerini 

yazabiliriz. (2n+1) numaralı atomun üzerine (2n) ve (2n+2) numaralı atomların 

etkisiyle kuvvet oluşur. Bu toplam kuvvet; 

 

ଶܯ
݀ଶ

ଶܷ௡ାଵ

ଶݐ݀ = 2)ߙ− ଶܷ௡ାଵ − ଶܷ௡ − ଶܷ௡ାଶ) (2.20) 

 

ve (2n+2) numaralı atoma, (2n+1) ve (2n+3) numaralı atomların etkisiyle etki eden 

toplam kuvvet; 

 

ଵܯ
݀ଶ

ଶܷ௡ାଶ

ଶݐ݀ = 2)ߙ− ଶܷ௡ାଶ − ଶܷ௡ାଵ − ଶܷ௡ାଷ) (2.21) 

 

olarak yazılır. Bu iki denklemin ortak çözülmesiyle bir boyutta iki atomlu örgü için 

elde edilen ifade dispersiyon bağıntısıdır ve dispersiyon bağıntısı; 

 

߱ଶ = ߙ ൬
1

ଵܯ
+

1
ଶܯ

൰ ± ߙ  ቈ൬
1

ଵܯ
+  

1
ଶܯ

൰
ଶ

−
ܽݍଶ݊݅ݏ4

ଶܯଵܯ
቉

ଵ
ଶ
 (2.22) 

 

olarak bulunur [36,37]. Görüldüğü üzere dispersiyon bağıntısı, aradaki işaretin 

pozitif (+) ya da negatif (-) olma durumuna göre iki şekilde ifade edilir. Aradaki 
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işaretin, Denklem (2.23)’te olduğu gibi negatif olması, frekansın azalma eğiliminde 

olduğu bir moddur. Bu moda “akustik mod” denir. Akustik modun dispersiyon 

bağıntısı aşağıdaki gibidir [36,37]. 

 

߱ଶ = ߙ ൬
1

ଵܯ
+

1
ଶܯ

൰ − ߙ  ቈ൬
1

ଵܯ
+  

1
ଶܯ

൰
ଶ

−
ܽݍଶ݊݅ݏ4

ଶܯଵܯ
቉

ଵ
ଶ

. (2.23) 

 

Eğer Denklem (2.24)’teki gibi aradaki işaretin pozitif olması durumunda, frekans 

artma eğiliminde olur. Bu moda “optik mod” denir ve optik modun dispersiyon 

bağıntısı şöyledir [36,37]: 

 

߱ଶ = ߙ ൬
1

ଵܯ
+

1
ଶܯ

൰ + ߙ  ቈ൬
1

ଵܯ
+ 

1
ଶܯ

൰
ଶ

−
ܽݍଶ݊݅ݏ4

ଶܯଵܯ
቉

ଵ
ଶ

. (2.24) 

 

İlkel hücresinde “p” tane atom olan bir kristalin dipersiyon bağıntısı, 3 tane akustik 

ve p-3 tane de optik olmak üzere 3p daldan oluşur. İlkel birim hücresinde 3 tane 

atom içeren bir kristal yapı için, bir boyuna akustik (LA), iki boyuna optik (LO), iki 

enine akustik (TA) ve dört enine optik (TO) olmak üzere 9 dala sahiptir. Bir dalganın 

genliği ve dalga vektörü birbirine paralel ise “boyuna dalga”dır. Eğer dalganın 

genliği ile dalga vektörü birbirine dik ise “enine dalga” denir [36,37]. 

 

Titreşim kiplerinin sayısı atomların serbestlik derecesi ile alakalıdır. N tane ilkel 

hücresi ve her hücresinde p atom olan bir kristalin toplam atom sayısı pxN’dir. Her 

atom x,y,z olarak 3 serbestlik derecesine sahip olduğu için kristalin toplam serbestlik 

derecesi 3pxN olur. Bir titreşim kipinde ki, bağımsız ⃗ݍ vektörünün alabileceği 

değerlerin sayısı her Brillouin bölgesi için N’dir. Dolayısıyla bir boyuna akustik 

(LA) ve 2 enine akustik (TA) dalının toplamda 3N kipi olur. Kalan (3p-3)N 

serbestlik derecesi de optik dallar tarafından paylaşılır [31,36,37]. 



 
 

 
 

 

 

 

BÖLÜM 3. YOĞUNLUK FONKSİYONEL TEORİSİ 

 

 
3.1.  G൴r൴ş 

 

1960’ların yarısında çok sayıda elektrona sahip sistemlerin temel hal özelliklerini 

belirlemede çok yararlı bir yöntem olan Yoğunluk Fonksiyonel Teorisinin zemini 

hazırlanmıştır. Bu yöntem Hohenberg-Kohn teoremi [38] ve onun devamı olarak 

Kohn-Sham teoremi [39] üzerine oturtulmuştur. Biz bu bölümde, Yoğunluk 

Fonksiyonel Teorisinin esasını oluşturan temel teoremlerden ve elektronik enerji 

fonksiyonundan söz edeceğiz.  

 

3.2.  Elektron൴k Yük Yoğunluğu 

 

Molekül birden fazla çekirdek ve onlara bağlı elektronlardan oluşur. Herhangi bir dış 

kuvvet, sistemi etkilemiyorsa molekülün kinetik enerjisi sabit kalır [40]. Kolaylık 

açısından molekülün kütle merkezini orijin ve hareketsiz kabul ederek Hamiltonyeni; 

 

෡ܪ = ෠ܶே൫ ሬܴ⃗ ൯ + ෠ܶ௘(⃗ݎ) + ෠ܸ௘ே൫⃗ݎ, ሬܴ⃗ ൯ + ෠ܸேே൫ ሬܴ⃗ ൯ + ෠ܸ௘௘(⃗ݎ) (3.1) 

 

şeklinde yazabiliriz. ෠ܶ kinetik enerji operatörü, ෠ܸ  ise potansiyel enerji operatörüdür. 

“N” çekirdeği ve “e” ise elektronları temsil eder. Çekirdekleri de bir ሬܴ⃗  konumunda 

varsayarak elektronların üzerine etkiyen eşit miktar kuvvet etkisinde çok küçük bir 

ivmeye sahip olacaklarını düşünerek hareketsiz kabul edebiliriz. O halde ෠ܶே൫ ሬܴ⃗ ൯ 

terimini ihmal ederek elektronun enerjisi; 
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෡௘௟ܪ = ෠ܶ௘(⃗ݎ) + ෠ܸ௘ே൫⃗ݎ, ሬܴ⃗ ൯ + ෠ܸேே൫ ሬܴ⃗ ൯ + ෠ܸ௘௘(⃗ݎ) (3.2) 

 

şeklinde yazılır. Burada ෠ܸேே൫ ሬܴ⃗ ൯ değerini dışarıda bırakıp sadece elektrona bağlı 

enerjileri yazabiliriz. 

 

෡௘ܪ = ෠ܶ௘(⃗ݎ) + ෠ܸ௘ே൫⃗ݎ, ሬܴ⃗ ൯ + ෠ܸ௘௘  (3.3) .(ݎ⃗)

 

Dolayısıyla Schrödinger denklemi; 

 

,ݎ⃗)෡௘Ψܪ ሬܴ⃗ ) = ,ݎ⃗)௢Ψܧ ሬܴ⃗ ) (3.4) 

 

şekline dönüşür. Orjinal Hamiltonyeni düşünerek tam çözüm, sonlu bir açılım olan; 

 

Ψ(⃗ݎ, ሬܴ⃗ ) = ෍ Ψ௞(⃗ݎ, ሬܴ⃗ )
௞

߯௞( ሬܴ⃗ ) (3.5) 

 

denklemiyle elde edilir. Bu yaklaşıma “Born-Oppenheimer Yaklaşımı” denir [41]. 

 

Elektronik bir sistemin çok cisimli temel durum dalga fonksiyonu Ψ, elektronik yük 

yoğunluğunun bir fonksiyonu olarak Ψ(ఘ(௥⃗)) şeklinde yazılabilir [42-44]. Bunu 

ispatlamak adına N elektrondan oluşan bir sistemde elektronların sebep olduğu bir 

dış potansiyel (Vdış(r)) etki etsin. Bu sistemin dejenere olmamış temel durum dalga 

fonksiyonlarına Ψ(ఘ(௥⃗)) = Ψ(௥భ,௥మ….௥೙) uygun seçilmiş yük yoğunluğunu ((r)) alalım. 

Sistemin toplam enerjisini Eel ve hamiltoniyeni H alalım. Bunun dışında seçtiğimiz 

(r) yoğunluğuna bir artış getiren farklı bir Ψᇱ taban durumuyla, buna karşılık gelen 

Vdış(r) dış potansiyeli hayal edelim. Net dış potansiyelin yani Vdış(r)-Vdış(r)’ nin tüm 
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durumları Ψᇱ = Ψ olacaktır. Bu sebeple dalga fonksiyonuna ait Ψ ve Ψᇱ durumları, 

farklı hamiltonyenlerin öz durumlardır. 

 

O halde Ψᇱ dalga fonksiyonuna karşılık gelen hamiltonyeni H ve enerjiyi de Eel 

olarak seçip, Ψ ve Ψᇱ’nün yoğunluklarını aynı kabul edersek; 

 

௘௟ܧ < ௘௟ܧ 
ᇱ +  න ݎ݀ ቀ ௗܸపş(ݎ) −  ௗܸపş

ᇱ ቁ(ݎ)  (3.6) (ݎ)ߩ

 

yazılır. Benzer şekilde bu ifadeyi aşağıdaki gibi de yazabiliriz; 

 

௘௟ܧ
ᇱ < ௘௟ܧ  +  න ݎ݀ ቀ ௗܸపş(ݎ) −  ௗܸపş

ᇱ ቁ(ݎ)  (3.7) .(ݎ)ߩ

 

Yukarıdaki iki denklemin ortak yazılmasıyla; 

 

௘௟ܧ + ௘௟ܧ 
ᇱ < ௘௟ܧ

ᇱ +  ௘௟ (3.8)ܧ

 

olur. Bulunan bu ifade Vdış(r) potansiyelinin (r)’nin bir fonksiyonu olduğunu 

belirtir. Zira, etkileşimlerin tersine çevrilmesi durumunda Vdış(r) - Vdış(r)> Vdış(r) - 

Vdış(r) bulunur. Bunun sebebi (r)’nin artmasıdır. Dolayısıyla Vdış(r) potansiyeli 

Vdış((r)) ve Ψ dalga fonksiyonu da Ψ(ρ(r)) şeklinde yazılabilir. Bu sonuç teoremin 

doğruluğunu ispatlar. Vdış(r) ve Ψ’yi (r)’nin bir fonksiyonu olması için, sistemin 

diğer elektronik özellikleri de bu şekilde izah edilir. 

 

Buradan genel yoğunluk ifadesi n(r)’yi, dolayısıyla da genel dalga fonksiyonu  

Ψ(n(r)) ’yi çözümlemek için Hohenberg ve Kohn yeni bir F(n) fonksiyonu 

tanımlamışlardır [38,42]; 
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F[݊] = ܶ + V௘௘. (3.9) 

 

Buradaki T çok cisimli bir sistemin kinetik enerjisini ve Vee ise elektron-elektron 

etkileşme enerjisini ifade eder. F(n), özel bir sisteme ya da dış potansiyele ait 

olmayan genel bir fonksiyondur. Hohenberg ve Kohn bu fonksiyon ile verilen bir dış 

potansiyeldeki toplam enerjiyi Denklem (3.10)’daki gibi tanımlamışlardır [38]; 

 

௘௟ܧ ൣ ௗܸపş , ݊൧ = න ݎ݀ ௗܸపş(ݎ)(ݎ)ߩ +  (3.10) .[݊]ܨ

 

3.2.1.  Enerji dönüşümü 

 

Denklem (3.10)’da verilen Eel(Vdış,n) fonksiyonu, yük yoğunluğuna (n) bağlı bir 

dönüşüm prensibine uyar. Yani Eel(Vdış,n) fonksiyonunun en küçük değeri (temel hal 

enerjisi), bir tek yoğunluk değerinde (n(r)=(r)) sağlanır [40,42]. Başka hiçbir n(r) 

değeri bu duruma karşılık gelmez. 

 

Bu teoremin ispatı çok kolaydır. Ψ dalga fonksiyonunu dejenere olmamış kabul 

etmiştik. Bu sebeple Ψ, Denklem (3.11)’den bulunacak diğer Ψᇱ dalga 

fonksiyonlarına kıyasla daha düşük değerli, doğru taban durumu fonksiyonudur; 

 

௘௟[Ψᇱ]ܧ = (Ψᇱ,  Ψᇱ).  (3.11)ܪ

 

Böylelikle diğer n(r) değerlerine karşılık gelen Ψᇱ dalga fonksiyonlarının enerjileri 

ile, (r) temel hal yoğunluğuna karşılık gelen Ψ dalga fonksiyonunun enerjisini; 

 

௘௟ܧ [Ψᇱ] = න ݎ݀ ௗܸపş(ݎ)݊(ݎ) + [݊]ܨ > ௘௟[Ψ]ߝ = න ݎ݀ ௗܸపş(ݎ)(ݎ)ߩ +  (3.12) [ߩ]ܨ
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şeklinde kıyaslayabiliriz. Buradan; 

 

Eel(Vdış,)< Eel(Vdış,n) (3.13) 

 

olur. Burada Eel(Vdış,), Vdış(r) potansiyeli olan ve N tane elektrondan oluşan bir 

sistemin taban durumu enerjisidir [40,42]. 

 

3.2.2.  Elektronik enerji işlevi 

 

Yoğunluk fonksiyonel teorisinin temelini oluşturan iki önemli teorem açıklandıktan 

sonra, F() fonksiyonunu Denklem (3.14) te olduğu gibi net bir biçimde yazabiliriz. 

 

[ߩ]ܨ =  
݁ଶ

2  න න ᇱݎ݀ ݎ݀
(ᇱݎ)ߩ(ݎ)ߩ

ݎ| − |ᇱݎ +  (3.14) (ߩ)ܩ

 

Böylelikle Denklem (3.10)’la ifade edilen temel hal enerji dalga fonksiyonu; 

 

)௘௟ܧ ௗܸపş , (ߩ = න ݎ݀ ௗܸపş(ݎ)(ݎ)ߩ +  
݁ଶ

2  න න ᇱݎ݀ ݎ݀
(ᇱݎ)ߩ(ݎ)ߩ

ݎ| − |ᇱݎ +  (3.15) (ߩ)ܩ

 

şekline gelir. Buradaki G(),Kohn ve Sham tarafından 1965 yılında iki kısım halinde 

tanımlanan F() tipinde bir fonksiyondur [39]; 

 

[ߩ]ܩ = ଴ܶ[ߩ] +  (3.16) [ߩ]ௗ௧ܧ 

 

Denklem (3.16)’daki T0(), (r) yoğunluklu ve birbirleriyle etkileşmeyen 

elektronlardan oluşan bir sistemin kinetik enerjisini ifade eder. Edt() ise, halen tam 
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olarak bilinmesede, bağımsız elektron modelinin klasik olmayan çok cisim değiş-

tokuş etkileşimlerini ifade eder. Denklem (3.15) ve Denklem (3.16) birlikte 

yazıldığında enerji ifadesi; 

 

)௘௟ܧ ௗܸపş , (ߩ = ଴ܶ(ߩ) + න ݎ݀ ௗܸపş(ݎ)(ݎ)ߩ +  
݁ଶ

2  න න ᇱݎ݀ ݎ݀
(ᇱݎ)ߩ(ݎ)ߩ

ݎ| − |ᇱݎ

+  (ߩ)ௗ௧ܧ
(3.17) 

 

olarak yazılır. Bu eşitlikteki enerji değerlerini bulmada karşımıza üç tip zorluk çıkar 

[42]. 

 

a. Eel değerini en az yapan (r) temel hal elektronik yük yoğunluğunu 

tanımlamak adına bir yöntem gereklidir. 

b. Dalga fonksiyonu ile ilgili bilgi sahibi olunmadığından verilen (r) 

yoğunluğu ve T0() değeri tam olarak belirlenemez. 

c. Birkaç basit sistemin dışında hakkında bilgiye sahip olmadığımız Edt() 

fonksiyonuna bazı yaklaşımlar yapmamız gerekir. 

 

3.3.  Kend൴n൴ Doğrulayan Kohn-Sham Denklemler൴ 

 

Yukarıda bahsi geçen iki zorluk 1965 yılında Kohn ve Sham’ın önerileriyle aşağıda 

Denklem (3.18)’de olduğu gibi çözüme kavuşmuştur [39]. Bu kısımda Denklem 

(3.12) ile verilen enerji ifadesini minimum yapan elektronik yük yoğunluğunun n(r) 

olduğunu kabul edeceğiz. Bu durumda Denklem 3.17; 

 

௘௟ܧ ( ௗܸపş , ݊) = ଴ܶ(݊) + න ݎ݀ ௗܸపş(ݎ)݊(ݎ) +  
݁ଶ

2  න න ᇱݎ݀ ݎ݀
(ᇱݎ)݊(ݎ)݊

ݎ| − |ᇱݎ

+  (݊)ௗ௧ܧ
(3.18) 
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şeklini alır. Önce Denklem (3.19)’daki gibi tanımlanan n(r) elektron yoğunluğuna 

bağlı bir tek parçacık deneme potansiyeli (Vden) tanımlayalım; 

 

(ݎ)݊ =  ෍หΦ௝(ݎ)หଶ
ே

௝ୀଵ

. (3.19) 

 

Buradaki toplam, dolu durumlar (j=1,2,3,...,N) üzerinden yapılmakta olup Φ௝(ݎ) ise, 

Denklem (3.20)’deki gibi bir Schrödinger eşitliğini sağlayan ve birbirleriyle 

etkileşmediği kabul edilen elektronların dalga fonksiyonlarıdır; 

 

ቈ−
ℏଶ

2݉ ∇ଶ + ௗܸ௘௡(ݎ)቉ Φ௝(ݎ) =  (3.20) .(ݎ)௝Φ௝ߝ 

 

Bu ifadenin bir çözümünü Denklem (3.21)’deki gibi yazabiliriz; 

 

෍ ௝ߝ
௝

= ෍ ቈΦ௝ , ቆ−
ℏଶ

2݉ ∇ଶ + ௗܸ௘௡(ݎ)ቇ Φ௝቉
௝

= ଴ܶ[݊] + න ݎ݀ ௗܸ௘௡  (3.21) .(ݎ)݊(ݎ)

 

Bu durumda Denklem (3.18) aşağıdaki hale gelir; 

 

௘௟ܧ [݊] = ෍ ௝ߝ
௝

+ න ݎ݀ ௗܸ௘௡(ݎ)݊(ݎ) + න ݎ݀ ௗܸపş(ݎ)݊(ݎ) 

+
݁ଶ

2  න න ᇱݎ݀ ݎ݀
(ᇱݎ)݊(ݎ)݊

ݎ| − |ᇱݎ +  .[݊]ௗ௧ܧ

(3.22) 

 

Denklem (3.22)’yi, n(r)’yi, Vden’in bir fonksiyonu olarak kabul edip, Vden’e bağlı, ya 

da Vden’i, n(r)’nin bir fonksiyonu olarak kabul ederek, n(r)’ye bağlı olarak minimum 

yapmamız gerekir. n(r)’ye bağlı bir döngü oluşturarak, Eel(n) değerini minimum 

yapan Vden(r)’yi; 
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ௗܸ௘௡(ݎ) = ௗܸపş(ݎ) + ݁ଶ න ᇱݎ݀ (ᇱݎ)݊
ݎ| − |ᇱݎ +

(݊)ௗ௧ܧ߲
(ݎ)߲݊ = ௞ܸ௦(ݎ) +  (3.23) .ݐܾ݅ܽݏ

 

şeklinde yazabiliriz. Denklem (3.23) ve Denklem (3.24)’deki VKS, Kohn-Sham 

potansiyeli olarak bilinen etkin bir potansiyeldir ve VKS Denklem (3.24)’deki gibidir 

[39]; 

௄ܸௌ(ݎ) = ௗܸపş(ݎ) + ݁ଶ න ᇱݎ݀ (ᇱݎ)݊
ݎ| − |ᇱݎ +

(݊)ௗ௧ܧ߲
(ݎ)߲݊                         

= ௗܸపş(ݎ) + ுܸ(ݎ) + ௗܸ௧(ݎ). 
(3.24) 

 

Yukarıdaki VH, “Hartree enerjisi” olarak bilinir ve Coulomb potansiyeli ile 

eşdeğerdir. Bu eşitlikte karşılığı; 

 

ுܸ (ݎ) = ݁ଶ න ᇱݎ݀ (ᇱݎ)݊
ݎ| −  ᇱ| (3.25)ݎ

 

şeklinde olur. Vdt ifadesi de; 

 

ௗܸ௧(ݎ) =
(݊)ௗ௧ܧ߲

(ݎ)߲݊  (3.26) 

 

olur. Etkin tek bir elektron değiş-tokuş potansiyelidir. Bundan sonra Denklem (3.20) 

ve Denklem (3.19)’u sırasıyla, temel hal durumunu yansıtacak şekilde yazabiliriz; 

 

ቈ−
ℏଶ

2݉ ∇ଶ + ௄ܸௌ(ݎ)቉ Φ௝(ݎ) =  (3.27) (ݎ)௝Φ௝ߝ 

 

(ݎ)ߩ = ෍หΦ௝(ݎ)หଶ
.

ே

௝ୀଵ

 (3.28) 
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Denklem (3.27)’deki köşeli parantezli ifade Kohn-Sham Hamiltoniyeni “(ܪ෡௄ௌ)” 

olarak bilinir. Bu denklemlerin kendini doğrulayan çözümleri vardır. Dolayısıyla bu 

denklemlere “kendini doğrulayabilen Kohn-Sham eşitlikleri” denir [39]. Doğrulama 

işlemi için yapılan hesaplamalarda, bilgisayar ve Şekil 3.1.’de görülen algoritma 

diyagramı kullanılmıştır [45,46]. Kullanılan program, ele aldığımız n(r) yoğunlukları 

ile enerjinin aldığı minimum değeri bulmaya yöneliktir. Enerjiyi minimum yapan 

n(r) fonksiyonu bizim bulmaya çalıştığımız doğru taban hal yoğunluk fonksiyonudur. 

Bundan sonraki işlemlerde bu değer baz alınır. 

 

 
Şekil 3.1. Bir kristalin toplam enerjisini kendini doğrulama metodunu kullanarak hesaplayan bir bilgisayar 

programının akış çizelgesi. 

 

3.4.  Genel Gradyen Yaklaşımı 

 

Denklem (3.17)’deki enerji değerlerini bulmada karşımıza çıkan üçüncü zorluk, yani 

Edt() değerinin bulunması GGA ile aşılmıştır. GGA yaklaşımında, sistem homojen 

bir elektron gazı gibi düşünülür ve elektronik yük yoğunluğu buna göre tayin edilir 

[40,42]. Böylelikle (r) sistem içinde kısmen değişir ve Denklem (3.29)’daki 

yaklaşımı yapmak mümkün olur. 
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Eௗ௧(ߩ) ≅ න  (3.29) .[(ݎ)ߩ]ௗ௧ߝ(ݎ)ߩݎ݀

 

Bu ifadede yer alan ߝௗ௧((ݎ)ߩ), elektron gazındaki her bir elektronun değiş-tokuş 

enerjisidir. Denklem (3.29)’a uygun gelen değiş-tokuş potansiyeli; 

 

Vௗ௧(ݎ) =
݀

ߩ݀
{(ݎ)ߩ((ݎ)ߩ)ௗ௧ߝ} ≡  (3.30) .[(ݎ)ߩ]ௗ௧ߤ

 

şeklinde yazabiliriz. Burada yer alan ߤௗ௧((ݎ)ߩ), bu düzenli sisteme ait kimyasal 

potansiyelin değiş-tokuş katkısı olup elektronlar arası ortalama uzaklığı rs olarak 

alırsak, ’yu; 

 

ଵିߩ =
4
3 ௦ݎߨ

ଷ (3.31) 

 

şeklinde yazabiliriz. O halde Denklem (3.29) şu şekilde yazılabilir; 

 

ௗܸ௧ = ௗ௧ߤ = ௗ௧ߝ −
௦ݎ

3
ௗ௧ߝ݀

௦ݎ݀
. (3.32) 

 

Sonuçta Denklem (3.17), Denklem (3.24), Denklem (3.28) ve Denklem (3.29) 

yardımıyla toplam taban durumu enerjisini yazabiliriz; 

 

௘௟ܧ = ෍ ௝ߝ
௝

+ න [(ݎ)ߩ]ௗ௧ߝ}ݎ݀ − (ݎ)ߩ{[(ݎ)ߩ]ௗ௧ߤ

+ 
݁ଶ

2  න න ᇱݎ݀ ݎ݀
(ᇱݎ)ߩ(ݎ)ߩ

ݎ| − |ᇱݎ . 

(3.33) 
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Denklem (3.33)’te de görüldüğü üzere enerjideki bütün ifadeler yük yoğunluğuna 

bağlı olarak yazılır ki yoğunluk fonksiyonel teorisinin de en yeni getirisi, Kohn-

Sham eşitlikleri ile bulunan (r) yük yoğunluğu sayesinde enerjideki bütün terimlerin 

bilinmesi dolayısıyla toplam enerjinin de kolaylıkla belirlenmesidir. 

 

 ;ௗ௧ için elverişli olan bazı sonuçlar şöyledirߝ

a. Wigner (1938) (Ryd biriminde); 

 

ௗ௧ߝ = −
0.9164

௦ݎ
−

0.88
(7.8 +  ௦) (3.34)ݎ

 

b. Ceperley ve Alder [47], Perdew ve Zunger’in [48] hesapladıkları 

parametrelerin yardımıyla, polarize olmamış bir elektron gazı için (Hartree 

biriminde, 1 Hartree=2 Ryd); 

 

= ௗ௧ߝ
0.4582

௦ݎ
 

+ ቐ
−

0.14233
1 + 1.9529ඥݎ௦

௦ݎ              ≥ 1 ݅ç݅݊

−0.0480 + 0.0311 ln ௦ݎ  − ௦ݎ0.0116 + ௦ݎ0.0020 ln ௦ݎ        ௦ݎ < 1 ݅ç݅݊   
ቑ 

(3.35) 

 

3.5.  Pseudopotans൴yel Yöntem൴ 

 

Bu yöntemin temelini Harrison 1966’da yazdığı kitapta ve Cohen ve Heine’nin 

1970’deki ortak çalıştığı araştırma makalesinde ilk olarak incelemiştir. [42,43]. 

 

Atomu; çekirdek, kor elektronları ve değerlik elektronlarından oluşan üç parçalı bir 

sistem olarak düşünürsek, kor elektronları dolu orbitalleri temsil etmektedir. Mesela 

1s22s22p2 elektronik dizilimi olan karbon atomunun, 1s2 ve 2s2 yörüngelerindeki 
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elektronlar, kor elektronlardır. Kor elektronlar genelde çekirdeğin çevresine 

yerleşirler. Kor elektronlar ile çekirdeğin oluşturduğu bu sisteme iyon koru adı 

verilir. Kor elektronları, değerlik elektronları ve atomlardan oluşan bir kristal sistem 

Şekil 3.2.’de gösterilmiştir. Kor elektronlarının dalga fonksiyonları ile değerlik 

elektronlarının dalga fonksiyonlarını ortogonal varsayalım. Pseudopotansiyel 

yaklaşımda, bu kristalin elektronik özelliklerinin belirlenmesinde değerlik 

elektronları tamamen etkiliyken; iyon korlarının hiçbir önemi yoktur. Böyle bir 

sistemin elektronik özelliklerini belirlemede Schrödinger denkleminden yararlanılır; 

 

HΨ = εΨ. (3.36) 

 

 
Şekil 3.2. Çekirdek, kor elektronları ve değerlik elektronlarından oluşmuş bir atom. Taralı bölge kor bölgesini 

göstermektedir. 

 

Schrödinger denklemindeki T kinetik enerjisi ile kor elektronlarından kaynaklanan 

VA etkin potansiyelinin toplamı, H hamiltoniyenini verir. Denklem (3.36)’daki Ψ 

dalga fonksiyonu, iyon korlarından kaynaklanan ߶௖ fonksiyonları ile değerlik 

elektronlarından gelen ve etkisi az olan bir  fonksiyonunun toplamı olarak 

yazılabilir [42]. 

 

Ψ = ϕ + ෍ ܾ௖߶௖
௖

 (3.37) 
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Denklem (3.37)’nin sağ tarafındaki bc katsayıları Ψ ile ߶௖’nin; 

 

⟨Ψ|߶௖⟩ = 0 (3.38) 

 

şeklindeki ortogonal olma şartını sağlayan normalizasyon sabitleridir. O halde 

Denklem (3.36) ve Denklem (3.37)’den faydalanarak Denklem (3.30)’u yeniden 

ifade etmek istersek; 

 

Hϕ + ෍(ߝ − ௖|߶௖ܧ >< ߶௖|ϕ) = εϕ
௖

 (3.39) 

 

haline gelir. Denklem (3.39)’daki Ec niceliği, kor bölgedeki öz değerlerden biridir. 

Denklem (3.39)’dan aşağıdaki iki denklem çıkarılabilir [42]; 

 

(H + ோܸ)ϕ = εϕ, (3.40) 

 

൫T + ௣ܸ௦൯ϕ = εϕ. (3.41) 

 

Denklem (3.40)’da yer alan VR, itici potansiyel operatörüdür. Denklem (3.39)’daki 

Vps potansiyeli ise, 1959 yılında Phillips ve Kleinman’ın yaptıkları çalışmalar ve 

onlardan bağımsız olarak yapılan çalışmalar neticesinde Artencik tarafından 

tanımlanan bir operatördür [42]; 

 

௣ܸ௦ = ஺ܸ + ோܸ . (3.42) 
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Vps potansiyeli, itici VR potansiyeli ile etkin VA potansiyelinin birbirleriyle yaptıkları 

etkileşmelerden meydana gelen zayıf etkili bir potansiyeldir. Bu Vps potansiyeline 

“zahiri potansiyel”, ’ye de “zahiri dalga fonksiyonu” denir. Bu potansiyel Şekil 

3.3.’ten de görüleceği gibi kısa mesafeli bir potansiyeldir ve çabuk yakınsadığından, 

dalga fonksiyonu hesaplamalarında çok tercih edilir. Şekil 3.3.’deki rc kor bölgesinin 

yarıçapıdır. Dikkat edilirse kor bölgesi dışında iki potansiyel ve dalga fonksiyonu 

çakışmaktadır. 

 

 
Şekil 3.3. Zahiri potansiyel ve zahiri dalga fonksiyonununun gösterimi. 

 

3.6.  Kohn-Sham Eş൴tl൴kler൴n൴n Momentum Uzayına Taşınması 

 

Momentum uzayında, (T + ௣ܸ௦)ϕ = εϕ eşitliği aşağıdaki şekilde değişebilir;  

 

൫T + ௣ܸ௦൯ϕ௤,௡(⃗ݎ) = ε௤,௡ϕ௤,௡(⃗ݎ). (3.43) 

 

Burada ⃗ݎ, elektronların konumunu; q, I. Brillouin bölgesinde yer alan elektronların 

dalga vektörlerini ve n ise enerji bandlarını belirtir. Kristal bir katıda Vps zahiri 

potansiyelini, ௣ܸ௦ = ௣ܸ௦(⃗ݎ) olacak şekilde yerel bir potansiyel olarak düşünürsek bir 

Fourier serisine dönüştürülürse [34,43]; 
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V௣௦(r) = ෍ ܸ൫⃗ܩ൯݁൫௜ீ⃗,௥⃗൯

ீ

. (3.44) 

 

Buradaki, ⃗ܩ, ters örgü vektörü olup ܸ൫⃗ܩ൯’de Vps’nin Fourier katsayılarını ifade eder. 

Kohn-Sham eşitliklerini zahiri potansiyeller yardımıyla çözmek elektron dalga 

fonksiyonlarını bulmak adına standart bir yaklaşımdır. Bu çalışmada dalga 

fonksiyonları düzlem dalgaların doğrusal bir kombinasyonu olarak alınmıştır. 

Bulmaya çalıştığımız pseudopotansiyele yakınsama, düzlem dalgaların sayısını 

kararlı bir şekilde artırarak sağlanabilir. N bandında yer alan, ⃗ݍ dalga vektörü olan 

bir elektronun düzlem dalga fonksiyonu şöyledir; 

 

ϕ௤,௡(r⃗) =
1
଴ܰΩ ෍ ݍ௤,௡൫⃗ܣ + ൯݁௜൫௤ሬ⃗ܩ⃗ ାீ⃗൯௥⃗

ீ

. (3.45) 

 

Denklem (3.45)’deki ଴ܰΩ ifadesi, kristalin hacmini belirtir. ⃗ݍ, elektronik dalga 

vektörü Brillouin bölgesi boyunca aynıdır. Seçilen düzlem dalgaların sayısı, kinetik 

enerjinin çok üstünde bir durdurma enerjisi oluşturmalıdır. 

 
ℏమ

ଶ௠
ሬ⃗ݍ) + ሬሬ⃗ܩ )

ଶ
≤ ሬ⃗ݍ)௤,௡ܣ௞௘௦௠௘ܧ + ሬሬ⃗ܩ ) ifadesi ϕ௤,௡’nin Fourier uzayındaki bir 

gösterimidir. Denklem (3.43) ve Denklem (3.44)’ü, Denklem (3.42)’de yerine 

yazarsak; 

 

∑ ݍ௤,௡൫⃗ܣ + ൯ ஼ܩ⃗ ቄ ℏమ

ଶ௠
ݍ⃗) + ଶ(ܩ⃗ + ∑ ܸ൫⃗ܩᇱ൯݁(௜ீ⃗ᇲ,௥)

ீᇲ − ௤,௡ቅ ݁௜(௤ሬ⃗ߝ ାீ⃗)௥⃗=0 (3.46) 

 

olur. Bu eşitlik bazı matematiksel işlemler neticesinde; 

 

∑ ݍ௤൫⃗ܣ + ൯ ஼ܩ⃗ ቂቄ ℏమ

ଶ௠
ݍ⃗) + ଶ(ܩ⃗ − ᇲீ,ீߜ ௤,௡ቅߝ + ௣ܸ௦(⃗ܩᇱ −  ቃ=0 (3.47)(ܩ⃗
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şekline gelir. Denklem (3.48) ile verilen;  

 

ቚቄ ℏమ

ଶ௠
ݍ⃗) + ଶ(ܩ⃗ − ᇲீ,ீߜ ௤,௡ቅߝ + ௣ܸ௦(⃗ܩᇱ −  ቚ=0 (3.48)(ܩ⃗

 

determinantın çözülmesi ile önemli sonuçlar bulunur [34,43]. 

 

3.7.  Katıların Örgü D൴nam൴ğ൴  

 

3.7.1. Giriş 

 

Katıların ısı kapasitesinin belirlenmesinde, elastik sabitlerinin tayin edilmesinde ve 

bir çok özellikte örgü titreşimlerinin önemi büyüktür. Bu sebeple örgü titreşimleri ile 

ilgili yıllar boyu birçok araştırma yapılmıştır. Özellikle süperiletkenliğin keşfinden 

sonra bu araştırmalar hızla artmıştır. Katıların örgü dinamiği hesaplanırken, deneysel 

parametrelere gerek duymayan ab-initio yöntemi bulununcaya kadar yarı kuantum 

mekaniksel modeller kullanılıyordu. Her kristalin incelenmesinde yeterli deneysel 

veri olmadığından, yıllar boyu kristallerin titreşim özellikleri incelenememiştir. Bu 

yüzden ab-initio yönteminin keşfi, çalışmaların hızlanması açısından büyük öneme 

sahiptir. Bu kısımda ab-initio yöntemiyle katıların örgü dinamiğinin 

belirlenmesinden söz edilecektir  

 

3.7.2. Örgü dinamiği ve kuvvet sabitleri  

 

Örgü, ܽ⃗ଵ, ܽ⃗ଶ, ܽ⃗ଷ olmak üzere örgü geçiş vektörleri ile aşağıdaki gibi gösterilir 

[34,43]; 

 

ଵݔ⃗ = ଵܽ⃗ଵܫ + ଶܽ⃗ଶܫ +  ଷܽ⃗ଷ (3.49)ܫ
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Denklem (3.49)’daki ܫଵ, ܫଶ ܫ ݁ݒଷ katsayıları, sıfır dahil tamsayı değerleri alırlar. 

Birim hücresinde tek bir atom varsa, bu denklem atomik pozisyonu da gösterir. Eğer 

birim hücresinde p atoma sahipse, birim hücredeki her atomun konumu ⃗ݔ(ܾ) 

vektörleri ile ifade edilir. “b” burada birim hücredeki farklı tür atomları gösterir ve 

1,2,...,p gibi değerler alır. Böylelikle ‘݈.’ birim hücredeki ‘b.’ atomun konumu 

şöyledir; 

 

(ܾ)ݔ⃗ = (݈)ݔ⃗ +  (3.50) (ܾ)ݔ⃗

 

Atom denge konumundan ݑሬ⃗ (݈ܾ) mesafesi kadar uzaklaştığında kristalin potansiyel 

enerjisi; 

 

Φ = Φ଴ + ෍ Φఈ(݈ܾ)ݑఈ(݈ܾ) +  
1
2 ෍ Φఈఉ(݈ܾ, ݈ᇱܾᇱ)ݑఈ(݈ܾ)

௟௕ఈ
௟ᇲ௕ᇲఉ

ఉ(݈ᇱܾᇱ)ݑ
௟௕ఈ

 (3.51) 

 

halini alır [46]. Denklem (3.51)’de yer alan 0, atomların tamamının dengede olması 

durumunda kristalin potansiyel enerjisini belirtir ve bu örgü dinamiğinde önemsizdir. 

Zira, potansiyelin konuma göre türevi alındığında kuvveti verir ve dengedeyken 

kuvvet sıfırdır. ( ݈ܾ) ve ( ݈ܾ; ݈ᇱܾᇱ) şöyledir: 

 

Φఈ(݈ܾ) =
߲Φ

(ܾ݈)ఈݑ߲
⃒
0

,ܾ݈)Φఈఉ         ݁ݒ      ݈ᇱܾᇱ) =
߲ଶΦ

ఉ(݈ᇱܾᇱ)ݑ߲(ܾ݈)ఈݑ߲
⃒
0

  (3.52) 

 

Denklem (3.52)’deki iki ifade kristalin denge durumunu belirtir. Kristalin kararlı 

olması için denge durumunda ( ݈ܾ) sıfır olmalıdır. Kristalin hamiltonyenini 

harmonik yaklaşımı kullanarak yazabiliriz; 
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ܪ = Φ଴ +
1
2 ෍ ఈݑ௕̇ܯ

ଶ (݈ܾ) + 
1
2 ෍ Φఈఉ (݈ܾ, ݈ᇱܾᇱ)ݑఈ(݈ܾ)

௟௕ఈ
௟ᇲ௕ᇲఉ

.ఉ(݈ᇱܾᇱ)ݑ
௟௕ఈ

 (3.53) 

 

‘݈’. birim hücredeki ‘b.’ atomun hareket denklemi aşağıdaki gibidir; 

 

(ܾ݈)ఈݑ௕̈ܯ = −
߲Φ

(ܾ݈)ఈݑ߲ = − ෍ Φఈఉ(݈ܾ, ݈ᇱܾᇱ)
௟ᇲ௕ᇲఉ

 ఉ(݈ᇱܾᇱ). (3.54)ݑ

 

Burada ( ݈ܾ; ݈ᇱܾᇱ) atomik kuvvet sabitidir ve ( ݈ᇱܾᇱ) atomu  yönünde yer 

değiştirmesi durumunda (݈ܾ) atomu üzerindeki  yönündeki kuvvetin negatif 

değerini verir. Kuvvet sabiti matrisi önemli iki simetri şartını sağlar. Bunlar geçiş 

simetrisinden meydana gelen şartlardır; 

 

Φఈఉ(݈ܾ, ݈ᇱܾᇱ) = Φఈఉ(0ܾ, (݈ᇱ − ݈)ܾᇱ). (3.55) 

 

Her bir atomun yer değiştirmeleri eşit olması durumunda herhangi bir atoma etki 

eden kuvvet sıfırdır [34,43]. 

 

෍ Φఈఉ (݈ܾ, ݈ᇱܾᇱ) = 0             

෍ Φఈఉ(݈ܾ, ݈ᇱܾᇱ)
௟ᇲ௕ᇲஷ௟௕

+  Φఈఉ(݈ܾ, ݈ܾ) = 0 

    Φఈఉ (݈ܾ, ݈ܾ) =  − ෍ Φఈఉ(݈ܾ, ݈ᇱܾᇱ)
௟ᇲ௕ᇲஷ௟௕

. 

(3.56) 

 

Yukarıdaki denklemlerde yazılan ( ݈ܾ; ݈ܾ) kuvvet sabiti öz-terimdir. Öte yandan 

örgü geçiş simetrisinden hareket denklemi; 
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(ܾ݈)ఈݑ௕̈ܯ = − ෍ Φఈఉ (0ܾ, ݈ᇱܾᇱ)
௟ᇲ௕ᇲఉ

 ఉ(݈ᇱܾᇱ). (3.57)ݑ

 

 yazılabilir. Denklem (3.57) için aşağıdaki gibi bir çözüm önerilebilir; 

 

,ܾ݈)ఈݑ (ݍ⃗ =
1

ଵ/ଶ(௕ܯ) ෍ ,ܾ)ఈݑ (ݍ⃗
௤

݁௜(௤ሬ⃗ ௫⃗(௟)ିఠ௧). (3.58) 

 

Burada yer alan ⃗ݍ, dalga vektörü olup ݑఈ(ܾ,  den bağımsızdır. Bu ifadeyi hareket’݈ ,(ݍ⃗

denkleminde kullanırsak hareket denklemi aşağıdaki gibi olur; 

 

߱ଶݑఈ(ݍ,ሬሬሬ⃗ ܾ) = ෍ ,ݍ)ఉݑఈఉ(ܾܾᇱ)ܦ ܾ′). (3.59) 

 

Denklem (3.59)’da, D( ܾܾᇱ,q) ifadesine ‘D-tipi’ dinamik matris adı verilir [43]. Bu 

matris 3x3 lük bir matrisdir. Aşağıdaki gibi yazılır; 

 

,ఈఉ(ܾܾᇱܦ (ݍ =
1

(௕ܯ)
ଵ
ଶ

෍ Φఈఉ
௟ᇲ

(0ܾ, ݈ᇱܾᇱ)݁௜(௤ሬ⃗ ௫⃗൫௟ᇲ൯) (3.60) 

 

Son olarak, fonon modları Denklem (3.61)’deki determinant çözülerek bulunur; 

 

หܦఈఉ(ܾܾᇱ , (ݍ − ߱ଶߜఈఉߜ௕௕ᇲ ห = 0. (3.61) 

 

Ara sıra da çözüm şöyle seçilebilir; 
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,ܾ݈)ఈݑ (ݍ⃗ =
1

ଵ/ଶ(௕ܯ) ,ܾ)ఈݑ̇ ௜(௤ሬ⃗݁(ݍ ௫⃗(௟)ିఠ௧). (3.62) 

 

Denklem (3.62) hareket denkleminde yazılırsa; 

 

߱ଶ̇ݑఈ(ݍ,ሬሬሬ⃗ ܾ) = ෍ ఈఉ(ܾܾᇱܥ , ,ఉ(ܾᇱݑ̇(ݍ⃗ (ݍ⃗
௕ᇲఉ

 (3.63) 

 

çözümü elde edilir. ܥఈఉ(ܾܾᇱ,  ;ifadesi de “C-tipi dinamik matris” dir [43] ve (ݍ⃗

 

,ఈఉ(ܾܾᇱܥ (ݍ =
1

ଵ/ଶ(௕ᇲܯ௕ܯ) ෍ Φఈఉ (0ܾ, ݈ᇱܾᇱ)݁ି௜௤ሬ⃗ (௫⃗(଴௕)ି௫⃗൫௟ᇲ௕ᇲ൯)

௟ᇲ

 (3.64) 

 

şeklinde yazılır [43]. 

 

3.7.3.  Örgü dinamiğinde lineer bağımlılık 

 

Kristal bir yapıda elektronları etkileyen dış potansiyel, ߣ =  ௜ parametrelerinin birߣ

fonksiyonu olarak düşünülürse, kuvvet bu parametrelere bağlı olarak; 

 

ఒܧ߲

௜ߣ߲
= න ݊ఒ(ݎ)

߲ ఒܸ(ݎ)
௜ߣ߲

 (3.65) ݎ݀

 

yazılabilir. ܧఒ, elektronların temel hal enerjisini, ݊ఒ(ݎ) ise elektron yoğunluk 

dağılımını ifade eder. Denklem (3.66) Taylor serisine açılırsa;  
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ఒܧ߲

௜ߣ߲
= න(݊ఒ(ݎ)

߲ ఒܸ(ݎ)
௜ߣ߲

ݎ݀ + ෍ ௝ߣ
߲݊ఒ(ݎ)߲ ఒܸ(ݎ)

௜௝ߣ௝߲ߣ߲

+ ݊଴(ݎ) ෍ ௝ߣ
߲ଶ

ఒܸ(ݎ)
௜ߣ௝߲ߣ߲

ݎ݀( + (ଶߣ)ܳ
௝

 
(3.66) 

 

haline gelir. Denklem (3.7) yardımıyla ߣ = 0 civarında türevler hesaplanırsa 

aşağıdaki gibi olur;  

 

ఒܧ = ଴ܧ + ෍ ௜ߣ න ݊଴(ݎ)
߲ ఒܸ(ݎ)

௜ߣ߲
ݎ݀

௜

+
1
2 ෍ ௝ߣ௜ߣ න ቆ

߲݊ఒ(ݎ)߲ ఒܸ(ݎ)
௜ߣ௝߲ߣ߲

+ ݊଴(ݎ)
߲ଶ

ఒܸ(ݎ)
௜ߣ௝߲ߣ߲

ቇ
௜௝

 .ݎ݀
(3.67) 

 

Kullanılan ߣ parametreleri, ܷఈ௜ (ܴ) şeklinde ifade edilen iyon yer değiştirmeleridir. 

Böylelikle enerjinin ikinci türevi, kuvvet sabiti matrisleri ile ilişkilidir ve bu ilişki 

aşağıdaki gibidir; 

 

߲ଶE
(ܴ)ఉ௝ݑ߲(ܴ)ఈ௜ݑ߲ = Φఈ௜,ఉ௝(ܴ − ܴᇱ)

= Φఈ௜,ఉ௝
௜௬௢௡ (ܴ − ܴᇱ) + Φఈ௜,ఉ௝

௘௟௘௞௧௥୭௡(ܴ − ܴᇱ), 
(3.68) 

 

Φఈ௜,ఉ௝
௜௬௢௡ (ܴ − ܴᇱ) =

߲ଶܧ௜௬௢௡ି௜௬௢௡

 ఉ௝(ܴ). (3.69)ݑ߲(ܴ)ఈ௜ݑ߲

 

Denklem (3.69)’da yer alan Eiyon-iyon terimi; 
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௜௬௢௡ି௜௬௢௡ܧ = ෍ ෍
݁ଶܼ௜ ௝ܼ

หܴ + ߬௜ − ܴᇱ − ௝߬ห
௝௜

 (3.70) 

 

denklemi ile ifade edilir. Denklem (3.11)’de yer alan toplam, sonsuz bir kristalde 

yakınsamaz. Dolayısıyla ters örgü uzayında bu toplama işlemi yapılmıştır. Elektronik 

kuvvet sabitinin son halini ise şu şekilde yazabiliriz; 

 

Φఈ௜,ఉ௝
௘௟௘௞௧௥௢௡(ܴ − ܴᇱ)

= න ቆ
(ݎ)߲݊

(ܴ)ఈ௜ݑ߲
߲ ௜ܸ௬௢௡

(ܴ)ఉ௝ݑ߲ + ݊଴(ݎ)
߲ଶ

௜ܸ௬௢௡(ݎ)
ఈ௜(ܴ)߲uஒ௝(ܴ)ቇݑ߲  .ݎ݀

(3.71) 

 

Denklem (3.67)’deki iyonik kuvvet sabiti ile Denklem (3.69)’da verilen elektronik 

kuvvet sabiti Denklem (3.57)’de yerine yazılarak dinamik matrisler bulunur. 

Denklem (3.59)’un çözülmesiyle de titreşim enerjileri hesaplanabilir.  

 

 



 
 

 
 

 

 

 

BÖLÜM 4.  SÜPERİLETKENLİK 
 

 

4.1.  G൴r൴ş 

 

Fiziğin gelişimiyle, karşımıza çıkan sorulardan biri de maddelerin direnci ve elektrik 

akımını iletmeleriyle alakalıdır “Bir malzeme mutlak sıfır sıcaklığına (0 K) kadar 

soğutulduğunda direnci nasıl değişir?” sorusuna farklı cevaplar alındı. Aralarından 

en çok dikkat çeken iki cevap, birbirlerinin tam zıttı olduğundan öne çıkmıştır. 

İngiliz fizikçi Lord Kelvin’in başında bulunduğu bir grup, bir malzemenin mutlak 

sıfır sıcaklığı civarına soğutulduğunda tüm titreşimlerin sonlanacağından direncin 

sonsuz olması, dolayısıyla akım geçişinin mümkün olmadığını ortaya koymuştur 

[49]. Heike Kamerlingh Onnes’in başını çektiği başka bir grup ise bu sorunun 

cevabına daha radikal yaklaşarak; bu sıcaklık civarında olan bir materyalin 

direncinin olmayacağını, akımın herhangi bir engel ile karşılaşmadan malzeme 

içerisinde rahatça akabileceğini savundu [49]. Başka bilim adamları tarafından da 

desteklenen bu fikirlerden hangisinin geçerli olacağı deneysel veriler olmadan 

mümkün değildi. Sıcaklığın çok düşük değerlere düşürülmesi bilinmiyordu. 

 

1908 yılına kadar bu bilinmezlik devam etti. Bu yılın içinde Onnes, Helyum gazını 4 

K seviyelerinde sıvılaştırarak malzemelerin düşük sıcaklıklara düşürülebileceğini 

gösterdi [43]. Ardından 1912 yılında civayı 4 K sıcaklığına düşürerek katılaşmasını 

sağladı ve bu malzeme ile ürettiği tele akım uyguladı [50]. Bir yıl sonra tel 

gözlemlendiğinde akımın aynen devam ettiği ve hemen hemen hiç akım kaybı 

olmadığı gözlemlenmiştir. Bu çalışma Onnes’ın sıfır direnç teorisinin ispatı 

niteliğinde kaynaklara ‘Süperiletkenlik’ olarak yansımıştır. O zamandan bu zamana 

farklı bakış açılarıyla süperiletkenlik açıklanmak istense de süperiletkenliğin temeli 

hala güncelliğini koruyan araştırma konusudur.  
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4.2.  Me൴ssner Etk൴s൴ 

 

Meissner ve Ochrenfeld, 1933 yılında süperiletken bir malzemenin süperiletkenlik 

özelliğine büründüğü kritik sıcaklığa soğutulmasından sonra uygulanan dış manyetik 

alan ile tamamen dışladığını gözlemlemiştirler [51]. Bu olay eşsiz bir diyamanyetik 

etkidir. (Şekil 4.1.) Ama bu olayın gözlenebilmesi için uygulanan manyetik alanın 

etkisi kritik manyetik alan değeri HC(T)’den küçük olmalıdır. Teknoloji ile de hızla 

bağdaşmış olan bu etki MAGLEV trenlerinin temelini oluşturmaktadır. 

 

 
Şekil 4.1. Bir süperiletken üzerine uygulanan manyetik akının davranışı (a) kritik sıcaklığın üzerinde (b) kritik 

sıcaklık ve manyetik alanın altında iken görülmektedir [52]. 
 

Ayrıca Tc’den düşük sıcaklık seviyelerinde iç kısımda manyetik akıyı sıfırlamak 

adına yüzeyde akımlar devamlı indüklenir. Bu diyamanyetik olay için manyetik 

geçirgenlik ifadesi; 

 

߯ =
ܯ
ܪ = −

1
 (4.1) ߨ4

 

olur [31]. Denklem (4.1)’ de yer alan M, manyetizasyon katsayısı; H, uygulanan dış 

manyetik alandır. ߯ ise manyetik geçirgenlik olup SI birim sisteminde ߯ = − ଵ
ఓ೚

 

biçimindedir [31]. 
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4.3.  London Denklemler൴ 

 

Fritz London ve Heinz London Meissner etkisini açıklamak için 1935 yılında bir 

model oluşturdular [53]. Süperiletkenliğin elektrodinamik özelliklerini açıklamaya 

çalışan bu teori; olayları göründüğü şekliyle, esas özelliklerinde gözleme ve 

betimlemeyi amaçlayan sistematik bir teoridir [54]. Elektrik alan içerisinde bulunan 

süperelektronların London teorisine göre hareket denklemi; 

 

݊௦m =
݀ ሬࣰ⃗ ௦

ݐ݀ = ݊௦݁ܧሬ⃗  (4.2) 

 

şeklindedir. Burada m, elektronun kütlesi; e, elektronun yükü; ሬࣰ⃗ ௦, süperakışkanın 

hızı; ݊௦, süper sıvının elektron yoğunluğunu belirtir. Süperakımların yoğunluğu ௦݆ =

݊௦݁ ௦ࣰ olacak şekilde I. London denklemini yazmak istersek [54]; 

 

ሬ⃗ܧ =
݀
ݐ݀

(Λଔ⃗௦) (4.3) 

 

Λ = ௠
௡ೞ௘మ olacak şekilde bir sabit değerdir. II. London denklemi de [54]; 

 

௦ܬ⃗ = −
1

ܿΛ  (4.4) (ܣ⃗)

 

olur. ⃗ܣ, niceliği süperiletkenin yüzeyini temsil eder ve Λ = ସగఒమ

௖మ  ve ߣଶ = ௠௖మ

ସగ௡ೞ௘మ 

değerlerine eşittir. 

 

4.4.  Süper൴letkenl൴k Parametreler൴n൴n Hesaplanması  

 

Süperiletkenliğin ilk elektrodinamik özelliklerini açıklamaya çalışan, olayları 

göründüğü şekliyle, esas özelliklerinde gözlemlemeyi amaçlayan bu teoriyi oluşturan 

üç kişi (Bardeen, Cooper ve Schrieffer) tarafından önerilmiş olan BCS teorisidir [55]. 
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Buna göre süperiletkenliği oluşturan asıl etmen, “Cooper çifti” denilen ve itici 

Coulomb kuvvetinin üstesinden gelip çift oluşturan elektronlardır [55]. 

 

Kristal içinde bulunan atomların süperiletkenlik olayına katkılarını bulmak için 

elektronik durum yoğunluğu hesaplanmalıdır. “Cooper çiftleri”, enerjisi Fermi 

enerjisine yakın elektronlardan oluşturulduğundan Fermi seviyesindeki durum 

yoğunluğunu (N(EF)) hesaplamak oldukça önemlidir. McMillan [56] ve Hopfield 

[57] Fermi seviyesindeki durum yoğunluğu ile elektron-fonon parametresi arasındaki 

bağıntıyı Denklem (4.5)’teki gibi ifade etmiştir. 

 

ߣ =
〈ଶܫ〉(ிܧ)ܰ

〈ଶ߱〉ܯ  (4.5) 

 

Burada “λ”, elektron-fonon etkileşim parametresi; “ܫ”, elektron-fonon etkileşim 

matrisi; “ω”, fonon frekansı ve M ise atomik kütledir. Bu ifade net olarak Fermi 

seviyesindeki durum yoğunluğunun elektron-fonon etkileşim parametresine olumlu 

katkı yaptığını göstermektedir. 

 

BCS teorisi de süperiletkenliğin kaynağı “Cooper çifti” denilen elektron çiftinden 

bahsedilmişti. Cooper çiftlerini bir arada tutan faktör fonon alışverişidir. Bu sebeple 

malzemenin süperiletkenlik özellikleri titreşim özellikleri ile doğrudan bağıntılıdır. 

Cooper çiftlerinin oluşumuna katkı sağlayan atomik titreşimlerin belirlenmesi için 

fonon durum yoğunluğunun da hesaplanması gerekir. 

 

Süperiletkenlik sıcaklığının bulunması için elektron-fonon etkileşim parametresinin 

net olarak bulunması gerekir. Bazen elektron-fonon etkileşim parametresi McMillan-

Hopfield parametresi yardımıyla hesaplanır. Bu hesaplama için kullanılan N(EF) ve 

 terimleri elektronik niceliklerdir. Fonon frekansları ve özdeğer vektörlerine 〈ଶܫ〉

ihtiyaç duyulmaz. Yalnızca <ω2> terimi fonon frekansı içerir ve bu değer Debye 

sıcaklığından (θD 
2/2), Debye sıcaklığı da;  
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஽ߠ =
ℎ

݇௕
൬

ߩ3݊ ஺ܰ

ܯߨ4 ൰
ଵ
ଷ

௠ߴ  (4.6) 

 

ifadesi ile bulunur [58]. Burada bulunan ߴ௠ , sesin ortamdaki hızı; h, Planck sabiti; 

kB, Boltzmann sabiti; NA, Avogadro sayısı; ρ, kütlece yoğunluk; M, moleküler ağırlık 

ve n, birim hücredeki atom sayısıdır. Bu yöntemle hangi fonon modlarının 

elektronlar ile etkileştiğini bulmak olanaksızdır. λ'yı hesaplamanın en doğru yolu 

“Eliashberg Spektral Fonksiyonu” nu (α2F(ω)) hesaplamaktır. Eliashberg Spektral 

Fonksiyonu, α2 ve F(ω) terimlerinden oluşur. Burada α2, elektron-fonon etkileşimi 

matris elementini; F(ω), fonon durum yoğunluğunu belirtir. Bu fonksiyonun integrali 

alındığında elektron-fonon etkileşim parametresi bulunur [27]; 

 

ߣ = 2 න
(߱)ܨଶߙ

߱ . (4.7) 

 

Bu yöntem hem elektron hem de fonon katkısı içerdiğidiğinden süperiletkenlik 

araştırmalarında net sonuçlar verir. 

 

Araştırmalar, BCS tipi süperiletkenlerde yapılan çalışmalarda bütün, elektronik 

spektrumu, fonon spektrumu ve elektron-fonon etkileşimini yansıtan Elishberg 

spektral fonksiyonunun hesaplanması büyük önem arz etmektedir. Sadece bu 

hesaplamalarda hata payının yüksek olacağı Brillouin merkezi fonon modlar veya 

elektronik spektrum ile hesaplanan elektron-fonon etkileşimi çalışmalarıdır. Kritik 

süperiletkenlik (süperiletkenliğe geçiş) sıcaklığı Tc, Allen-Dynes ifadesiyle; 

 

௖ܶ =
߱௟௡

1,2 ݌ݔ݁ ቆ−
1,04(1 + (ߣ

ߣ − 1)∗ߤ +  ቇ (4.8)(ߣ0,62

 

şeklindedir [8,26,29]. ωln logaritmik ortalama frekans da Eliashberg spektral 

fonksiyonu [28]; 
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߱௟௡ = exp ቈ2ିߣଵ න
݀߱
݀ (߱)ܨଶߙ

ఠ

଴
݈݊߱቉ (4.9) 

 

şeklinde bulunur [29]. Süperiletkenlik sıcaklığı ifadesindeki μ* Coulomb etkileşim 

parametresidir ve 0,1 ile 0,16 arasında değerler alır [8,26,29].  

 

Elektron-fonon etkileşim parametresi, Eliashberg spektral fonksiyonu yardımıyla 

bulunur. Eliashberg spektral fonksiyonu; 

 

(߱)ܨଶߙ =
1

(ிܧ)ܰߨ2 ෍
௝ࢗߛ

ℏ߱ࢗ௝
߱)ߜ −

௝ࢗ

 ௝) (4.10)ࢗ߱

 

denklemi ile ifade edilir [28]. Öte yandan elektronik özısı ise [59]; 

 

ߛ =
1
3 ଶ݇஻ߨ

ଶ 1)(ிܧ)ܰ +  (4.10) (ߣ

 

ifadesiyle bulunmuştur. Çalışmamızda süperiletkenliğin incelenmesinde denklemler 

bu şekilde sıralanabilir. 

 

 



 
 

 
 

 

 

 

BÖLÜM 5.  SONUÇ 
 

 
5.1.  G൴r൴ş 

 

RT2X2 (R = alkali veya toprak alkali metal, T = Geçiş metalleri, X = P, Si, As, Ge) 

yapısı süperiletkenlik özellik göstermesinden dolayı uzun zamandır çalışılmıştır. 

ThCr2Si2-tipi yapıda kristalleşen LaRu2P2 malzemesinin Yoğunluk Fonksiyonel 

Teorisi kullanılarak yapısal ve elektronik özellikleri incelendi ve Doğrusal Tepki 

Metodu ile titreşim özellikleri gözlemlenerek, malzemenin süperiletkenliği ile ilgili 

bilgi verilmişitr. İncelemelerde düzlem dalga ve pseudopotansiyel teorilerini baz alan 

“Quantum Espresso” [26] programı kullanılmıştır. Perdew-Burke-Ernzerhof 

tarafından parametrize edilmiş GGA [44] yaklaşımı kullanılarak değiş-tokuş ve 

korelasyon etkileşimlerini tanımlanmıştır. Elektron-iyon etkileşimi Ultrasoft 

pseudopotansiyeller [60] ile tanımlanırken elektronik yük yoğunluğu kesme enerjisi 

240 Ry olarak alınmıştır. Kohn-Sham denklemleri [39] Brillouin bölgesi içerisinde 

bir set Monkhorst-Pack [61] özel k noktaları kullanılarak kararlaştırılmıştır. Fonon 

frekansları Doğrusal Tepki Metodu [27] ile hesaplanırken süperiletkenlik özellikleri 

Migdal ve Eliashberg yaklaşımları ile hesaplanmıştır[27]. 

 

5.2.  Yapısal Özell൴kler൴ 

 

LaRu2P2 malzemesinin, yapısal hesaplarımız sonucunda Cisim Merkezli Tetragonal 

(Body Centred Tetragonal-BCT) yapıya sahip olan ThCr2Si2 kristal yapının bir türevi 

olarak kristalleştiği gözlenmiştir. LaRu2P2 kristali, uzay grubu I4/mmm olan ve 

hacim merkezli tetragonal örgü üzerine kurulmuş bir yapıdır. LaRu2P2 kristal 

yapısındaki atomlara ait Wyckoff konumları: La 2a (0, 0, 0), Ru 4d (0, 1/2, 1/4) ve P 

4e (0, 0, z)’dir. Birim hücrede bulunan P atomlarının konumuna göre z iç parametresi 

tanımlanır ve buna göre değeri belirlenir. Bu sebepten LaRu2P2 malzemesinin kristal 
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yapısı, (a,c) sabitleri ve (z) iç parametre değeri ile ifade edilir. LaRu2P2 

malzemesinin kristal yapısı Şekil 5.1.’deki gibidir. 

 

 
Şekil 5.1. LaRu2P2 yapı. 

 

 
Şekil 5.2. LaRu2P2 malzemesinin hesaplamalar sonucu elde edilen enerji-hacim grafiği. 
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LaRu2P2, poz൴t൴f yüklü La tabakaları ൴le negat൴f yüklü tetrahedra yapı RuP4 

tabakasının z yönünde d൴z൴l൴m൴yle oluşmuştur. RuP4 tabakasında; Ru-P arasında 

güçlü kovalent bağ ve zayıf Ru-Ru etk൴leş൴m൴ mevcuttur. La ve RuP4 arasında ൴yon൴k 

bağ da vardır.  

 

Ab ৻n৻t৻o hesaplamalarımızın ൴lk aşamasında Enerj൴-Hac൴m graf൴ğ൴ ç൴z൴lm൴şt൴r. (Şek൴l 

5.2.) Bu graf൴ğe göre malzemen൴n Yoğunluk Fonks൴yonel Teor൴s൴ne göre en kararlı 

olduğu nokta hesaplandı. Bu nokta ൴ç൴n malzemen൴n örgü parametreler൴ ve kr൴stal൴n 

sertl൴ğ൴n൴ bel൴rten “Bulk modülü” ൴le “Bulk modülünün basınca göre b൴r൴nc൴ türev൴” 

bulundu. LaRu2P2 malzemes൴n൴n örgü parametreler൴ ܽ = ܾ = 4,067 Å, ܿ = 10,703 Å 

ve ൴ç parametre değer൴ kr൴stal koord൴natlar türünden ݖ = 0,359 olarak hesaplandı. Bu 

değerler൴m൴z daha önce ܽ = ܾ = 4,031 Å, ܿ = 11,675 Å ൴le bulunan deneysel 

sonuçlar [2] ൴le uyum ൴çer൴s൴nded൴r. 

 

LaRu2P2 ൴ç൴n bulk modülü (B) 78,20 GPa ve bulk modülün basınca göre b൴r൴nc൴ (B') 

türev൴ 1,00 bulundu. LaRu2P2 malzemes൴ne a൴t teor൴k yapısal parametre değerler൴ ൴le 

daha öncek൴ deneysel ve teor൴k değerler Tablo 5.1.’de ver൴lm൴şt൴r. Ayrıca elektron-

fonon etk൴leş൴m൴n൴ etk൴leyeb൴leceğ൴n൴ düşündüğümüz Rutenyum ve Fosfor atomları 

arasındak൴ mesafe (dRu-P), geç൴ş metaller൴ Rutenyumlar arasındak൴ mesafe (dRu-Ru) ve 

Fosfor atomları arasındak൴ mesafe (dP-P) ൴le bağ açıları “α,β ve ɣ” değerler൴ 

hesaplandı. 

  
Tablo 5.1. LaRu2P2 malzemesinin bulunan değerleri ile daha önceki deneysel ve teorik verilerin karşılaştırılması. 

  a (Å) c (Å) z B(GPa) B' dRu-P(Å) αº βº ɣº 

Bu Çalışma 4,067 10,703 0,359 78,2 1,00 2,344 120,3 104,3 75,6 

Deneysel [2] 4,031 10,675 0,359     2,329 119,8 104,3 75,4 

Deneysel [22] 4,032 10,632               

GGA [24] 4,025 10,662               

Teorik [25]     0,362             
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Çalışmamızda Ru ൴le P arası mesafe 2,344 Å olarak hesaplandı. Ru ൴le P’n൴n kovalent 

yarıçapları toplamı 2,53 Å’dur. Bu durum Ru ൴le P arasında güçlü b൴r kovalent bağ 

olduğunu göster൴r. P-P arası mesafe (dP-P) 3,018 Å olarak hesaplandı. P-P atomları 

arasında bağ olmadığından kr൴stal൴m൴z൴n ൴k൴ boyutlu yapıda olduğunu söyleyeb൴l൴r൴z. 

P atomları arasında bağ olması durumunda kr൴stal൴m൴z üç boyutlu b൴r yapıda olacaktı. 

Tablo 5.1.’de görüldüğü gibi bulduğumuz a ve c değerlerinin daha önceden bulunan 

deneysel ve teorik değerlerle uyumlu olduğu görülmüştür. Aynı şekilde z iç 

parametre değeri de deneysel ve teorik değerlerle uyumludur. Dolayısıyla yaptığımız 

yapısal hesaplamaların güvenilir olduğu aşikârdır. 

 

5.3.  Elektron൴k Özell൴kler൴ 

 

LaRu2P2 kristal yapısına ait elektronların, band enerjilerinin dalga vektörüne göre 

dağılımı Şekil 5.3.’te gösterilmiştir. Bütün enerjilerden EF çıkarılarak Fermi enerji 

seviyesi sıfır kabul edilmiştir ve yatay kesikli çizgi ile belirtilmiştir. Hesaplanan 

sonuçlarımız daha önce bulunan teorik çalışmalar ile uyum içerisindedir [24,25]. 

Şekil 5.3.’ü incelediğimizde değerlik ve iletkenlik bandlarının Fermi seviyesini 

kestiği açıkça görülmektedir. Yani dispersiyon gösteren bantlar Fermi seviyesini 

kesmiştir. Bu durum LaRu2P2 malzemesinin metalik bir yapıya sahip olduğunu 

göstermektedir. 

 

 
Şekil 5.3. LaRu2P2 için elektronik enerji bant yapısı. 
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Şekil 5.4. LaRu2P2 için elektron durum yoğunluğu. 
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Düşük enerjili iki band, diğer valans bandlarından ayrılmıştır. Şekil 5.4.’te görüldüğü 

gibi enerji durum yoğunluğu grafiklerinde ana valans band bölgesi, -6,7 eV değeri ile 

Fermi seviyesi (0 eV) arasında olan bölgedir. -11,4 eV enerji değerinde güçlü bir 

tepe noktası bulunmaktadır. Bu tepe noktasına asıl katkı P atomunun s orbitalinden 

gelmektedir. Çünkü en düşük enerji seviyelerine en fazla s orbitali katkı 

yapmaktadır. Bu düşük enerjili bandlar ile ana valans band bölgesi arasında 4 eV’ 

luk bir fark vardır. -6 eV ile -3 eV enerji aralığında Ru (4d) orbitali ile P (3p) katkısı 

hemen hemen aynıdır. Bu durum iki atom arasında hibritleşme olduğunu 

göstermektedir. Dolayısıyla iki atom arasında kovalent bağ olduğunu söyleyebiliriz. -

1,9 eV ile -1,2 eV ve -3 eV ile -1 eV arasında değişen iki tepe noktasına en çok katkı 

yapan Ru 4d orbitalidir. Bu iki tepe noktasına P (3p) orbitali, La (5d) orbitali ve Ru 

(5p) orbitallerinden düşük katkılar mevcuttur. 

 

Fermi enerji seviyesinde en büyük katkı Ru(4d) orbitalinden gelmektedir. Daha sonra 

sırasıyla en büyük katkı La(5d) ve P(3p) orbitallerinden gelmektedir. Elde edilen bu 

değerler önceden yapılan teorik çalışma ile de uyum içerisindedir [24]. Fermi enerji 

seviyesinde elektronik durum yoğunlukları incelendiğinde durum yoğunluğu (N(EF)) 

2,38 durum/eV’tur. Bulduğumuz bu değer, Fermi enerji seviyesini 2,46 durum/eV 

olarak bulan deneysel çalışma ile uyum içerisindedir. [24]. Durum yoğunluğu 

(N(EF)) elektron fonon etkileşimi ile doğru orantılıdır. Yani durum yoğunluğu, 

elektron-fonon etkileşimini pozitif yönde etkiler. N(EF) değerine %48 ile Ru atomu, 

%29 ile La atomu ve %23 ile P atomu katkıda bulunmaktadır. N(EF) değerine orbital 

olarak da %41 oranında Ru(4d), %26 oranında La(5d) ve %19 oranında P(3p) 

orbitalleri katkı sağlamaktadır. Dolayısıyla bu orbitaller, LaRu2P2’nin süperiletkenlik 

özelliklerini belirlemektedir. 

 

5.4.  T൴treş൴m Özell൴kler൴ 

 

LaRu2P2 malzemesinin süperiletken özelliklerini inceleyebilmek için BCS teorisi 

gereği fonon özelliklerinin incelenmesi gerekir. Elektron-fonon etkileşim 

parametresini tam olarak hesaplamak için titreşim özelliklerinin incelemek 

önemlidir. Dolayısıyla bu malzemenin fonon yapısı ve fonon durum yoğunluğu 
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incelenmiştir. Ayrıca Eliashberg Spektral fonksiyonu ve elektron-fonon etkileşim 

parametresi hesaplanmıştır. Şekil 5.5.’te Brillouin bölgesinde hesapladığımız fonon 

dağılım eğrileri gösterilmiştir. Bütün fonon modları pozitif frekanslı olduğundan 

LaRu2P2 materyali Cisim Merkezli Tetragonal yapıda dinamik olarak kararlı 

durumdadır. 

 

 
Şekil 5.5. Titreşim modlarının farklı yüksek simetri doğrultularında dağılımlarının gösterilmesi. 

 

LaRu2P2 malzemesinin her bir birim hücresinde beş atom bulunduğundan onbeş adet 

fonon modu mevcuttur. Bu fonon modlarından üç tanesi akustik ve kalan on iki 

tanesi de optik moddur. Şekil 5.5.’te fonon dağılım eğrisi iki açık bölgeye ayrılmıştır. 

0 ile 7,1 THz frekansları arasındaki bölge düşük frekans, 9,3 ile 11,7 THz frekansları 

arasındaki bölgede yüksek frekans bölgesidir. Düşük frekans bölgesinde üç tane 

akustik, altı tane optik mod bulunmaktadır. Diğer modlar ise yüksek frekans 

bölgesinde bulunmaktadır. 
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Şekil 5.6. Γ-Z yönündeki frekansın durumuna göre elektron fonon etkileşimi gösterimi. 

 
 
 

 
Şekil 5.7. Γ-N yönündeki frekansın durumuna göre elektron fonon etkileşimi gösterimi. 

G1-Z aralığında boyuna akustiğin (LA), elektron-fonon etkileşimi artmıştır. Bunun 

sebebi fononların beklenmeyen durum göstermesidir. Frekansın minimum olduğu 

yerde fonon etkileşimi tepe oluşturmuştur. Yani bu fonon frekansı elektronlar 
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tarafından soğrulmuştur. Bu durum Γ-Z (1,0,0) yönünde LA modu için güçlü bir 

elektron-fonon etkileşimi olduğunu gösterir. (Şekil 5.6.). 

 

Şekil 5.7.’ de enine akustik (TA1) için de fononun yine beklenmedik durumu G1’den 

önce gösterdiği görülmektedir. Frekansın minimum olduğu N noktasında elektron-

fonon etkileşimi maksimumdur. Elektron-fonon etkileşiminin değeri 0 ile 0,6 

arasında zayıf, 0,6 ile 1,0 arasında orta ve 1’den büyük değerlerde ise güçlü etkileşim 

olduğunu söyleyebiliriz. N noktasında yaklaşık olarak 1,0 değerini gösterdiği için 

güçlü etkileşim olduğu söylenebilir.  

 

 
Şekil 5.8. Titreşim durum yoğunluğunun atomların katkısına göre gösterimi. 

 

Fonon durum yoğunluğu eğrisi (Şekil 5.8.) frekans dağılımlarını gösterir. Aynı 

frekansın çok olduğu bölgede durum yoğunluğu daha fazladır. Durum yoğunluğuna 

bakarak fonon spektrumunu daha iyi anlarız. Çünkü durum yoğunluğu atomların 

hangi frekanslarda titreştiğini açıkça gösterir. 
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Fonon durum yoğunluğu 4 THz’e kadar Ru ve P atomları arasında güçlü bir 

hibritleşme olduğunu göstermektedir. Bu durum Ru ve P atomları arasında güçlü 

kovalent bağ olduğunu göstermektedir. 2 ile 4 THz arasında kalan bölgede fonon 

durum yoğunluğuna en fazla katkı La atomundan gelir. Ru ve P atomları bu bölgede 

daha az katkıda bulunmuştur. Bunun sebebi La atomunun kütlesinin diğer 

bileşenlerin kütlesinden daha büyük olmasıdır. 4 THz’den sonra La atomu neredeyse 

titreşmemektedir. 

 

4 ile 6 THz arasındaki bölgede en çok katkı Ru atomundan gelir ve P atomundan da 

düşük katkı gelmektedir. 5 THz’den itibaren P atomunun titreşimi giderek artmıştır. 

Bunun sebebi P atomunun kütlesi, La ve Ru’ya göre daha küçüktür. Dolayısıyla 

yüksek frekanslarda P atomu daha çok titreşir. 

 

5.5.  Süper൴letkenl൴k Özell൴kler൴ 

 

Tablo 5.2.‘de LaRu2P2 malzemesi için hesaplanan teorik Fermi seviyesi durum 

yoğunluğu (ܰ(ܧி), elektron-fonon etkileşim parametresi (ߣ), ortalama logaritmik 

frekansı (߱௟௡), süperiletkenliğe geçiş sıcaklığı ( ஼ܶ) değerleri gösterildiği gibidir. 

 
Tablo 5.2. LaRu2P2 malzemesi için elde edilmiş değerler. 

 

N(EF) 

(Durum/eV) 
λ ωln (K) ߛ(

ܬ݉
.݈݋݉  ଶ) Tc(K)ܭ

Bu Çalışma 2,38 0,85 127,74 10,35 3,74 

Deneysel [2]  0,98   4,0 

GGA [24]  0,98  11,50  

GGA [25] 2,46     

 

Görüldüğü üzere hesaplamalarımızda bulduğumuz teorik süperiletkenliğe geçiş 

sıcaklığı (Tc) değeri ile deneysel süperiletkenliğe geçiş sıcaklık değeri uyum 

içerisindedir. Elektron-fonon etkileşim parametresinin hesaplanmasında, Denklem 
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(4.10)’daki Eliashberg spektral fonksiyonu kullanılarak dağılımları Şek൴l 5.9.’da 

göster൴lm൴şt൴r. 

 

 
Şekil 5.9. Eliashberg spektral fonksiyonunun elektron-fonon etkileşim parametresine göre değişimi. 

 

0 ile 3 THz bölgesinde elektron fonon etkileşimi neredeyse lineer bir şekilde 

artmıştır. Çünkü McMillan ifadesinden de anlaşılacağı gibi elektron-fonon etkileşim 

parametresi ile frekans ters orantılıdır. Ama büyük frekanslardan az da olsa P’den 

dolayı katkı gelmektedir. Dolayısıyla elektron-fonon etkileşim parametresine en 

büyük katkıyı düşük frekanslı modların yaptığı açıkça görülmektedir. 

 



 
 

 
 

 

 

 

BÖLÜM 6.  TARTIŞMA 
 

 
Bu çalışmada LaRu2P2 malzemesinin kristal yapısı ve elektronik özellikleri 

Yoğunluk Fonksiyonel Teorisinin’nin GGA şeması ve ab-initio düzlem dalga 

pseudopotansiyel yöntemleri kullanılarak incelendi. İncelemelerde düzlem dalga ve 

pseudopotansiyel teorilerini esas alan “Quantum Espresso” programından 

yararlanılırken; Perdew-Burke-Ernzerhof’un parametrik olarak ifade ettiği GGA 

yaklaşımından faydalanılarak değiş-tokuş ve korelasyon etkileşimlerini incelemek 

adına kullanılmıştır. 

 

Çalışmanın devamında Doğrusal Tepki Metodu ile LaRu2P2 kristalinin titreşim 

özellikleri incelendi. Bu çalışmada asıl yapmak istenilen süperiletken malzemelerde, 

süperiletkenliğin kaynağının belirlenmesidir. Dolayısıyla bu çalışmadaki 

malzemelerde elektron-fonon etkileşimi ayrıntılı olarak incelendi. 

 

Fermi seviyesindeki durum yoğunluğu, Eliashberg spektral fonksiyonu, elektron-

fonon etkileşme parametresi ve elektronik özgül ısı katsayısı bulunarak elektronik 

yapı hesaplandı. Kristalin gerçek yapısının iki boyutlu olmasına rağmen elektronik 

yapısının 3 boyutlu olduğu ve metalik karakterli olduğu gözlendi. Fonon 

dispersiyonu hesaplandı ve hiçbir negatif frekans gözlemlenmediğinden LaRu2P2 nin 

dinamik olarak kararlı olduğu gözlemlendi. 

 

Boyuna akustik modların beklenmeyen durumlar göstermesinden dolayı elektron - 

fonon etkileşimine güçlü katkı yaptığı gözlemlendi. Elektron-fonon etkileşim 

parametresi 0,85 olarak hesaplandı. Bu sonuç LaRu2P2’nin BCS yapı süperiletken 

olduğu ve elektron – fonon etkileşiminin orta boyutlarda olduğunu gösterdi. Bulunan 

bu değerler kullanılarak LaRu2P2’nin Tc kritik sıcaklığı 3,74 K olarak hesaplandı. Bu 

sonuç deneyle çok iyi bir uyum içindedir. 
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Son olarak elektronik özgül ısı katsayısı 10,5 ௠௃
௠௢௟.௄మ olarak bulundu. Bu sonuç 

deneysel değer olan 11,5 ௠௃
௠௢௟.௄మ ile uyum içerisindedir. Kısacası Yoğunluk 

Fonksiyonel Teorisinin LaRu2P2’de süperiletkenliğin orijinini açıklamada başarılı 

olmuştur. 
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