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OZET

Anahtar kelimeler: Parcalanmis lineer model, ¢ok degiskenli kath lineer model, en
iyi lineer yansiz tahmin (BLUE), kabul edilebilir tahmin, dik izdiisiimler, hipotez
testleri, olabilirlik oran testleri.

Lineer modeller teorisi ¢ok degiskenli istatistiksel analizde genis kullanim alanina
sahiptir. En 6nemli kullanim alanlarindan biri bagimli (aciklanan) degisken ile
bagimsiz (a¢iklayici) degiskenler arasindaki iliskiyi tahmin etme ile ilgilidir. Bu
calismada ¢ok degiskenli katli lineer modeller ele alinarak, bazi tahmin ve hipotez
testleri lizerinde durulmaktadir.

Calismanin ilk ii¢ boliimiinde, sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel
kavram ve teoremler verilmektedir.

Dordiincti boliimde, oncelikle ¢ok degiskenli lineer modellerden elde edilen ¢ok
degiskenli kath lineer model tanitilmaktadir. Daha sonra ¢ok degiskenli katli lineer
model ve iligkili indirgenmis lineer modeller ele alinmaktadir. Katli indirgenmis
lineer modeller altinda, gozlenebilir rasgele degiskenler matrisinin BLUE degerinin
katli pargalanmig lineer model altinda BLUE kalmasi ile ilgili bazi sonuglar
verilmektedir. Ayrica daha zayif bir kosul ele alinarak, indirgenmis model altinda
BLUE olan bir tahmin edicinin, par¢galanmis model altinda kabul edilebilir bir tahmin
edici olacag ile ilgili bir sonug elde edilmektedir. Daha sonra alternatif bir tahmin
edici ve bu tahmin edicinin katli parcalanmis model altinda BLUE ile ¢akigmasi
durumu ele alinmaktadir. Son olarak ele alinan konu ile ilgili bir sayisal 6rnek
verilmektedir.

Besinci bolimde, normal dagilimli olma varsayimi altinda ¢ok degiskenli katli lineer
modeller ile ilgili baz1 hipotez testleri ele alinmaktadir. Once F —testi ile ilgili bazi
sonuglar verilmektedir. Sonra maksimum olabilirlik fonksiyonu ele alinarak,
olabilirlik oran testi ile ilgili baz1 sonuglar elde edilmektedir.



ESTIMATION UNDER MULTIVARIATE MULTIPLE
PARTITIONED LINEAR MODEL

SUMMARY

Keywords: Partitioned linear model, multivariate multiple linear model, best linear
unbiased estimation (BLUE), admissible estimation, orthogonal projector, hypothesis
tests, likelihood ratio test.

The theory of linear models has wide application areas in multivariate statistical
analysis. An important application of the linear model is concerned with predicting
relationship between dependent (response) variable and independent (predictor)
variables. In this study, considering multivariate multiple linear models, we
emphasize some estimations and hypothesis tests.

In the first three chapters, some concepts and theorems that will be the fundamental
tools for latter chapters are given.

In Chapter 4, firstly a multivariate multiple linear model which is obtained from
multivariate linear models is explained. Secondly, multivariate multiple linear model
and associated reduced models are considered. Some results for the case where the
BLUE for the expectation of the observable random matrix under the multivariate
multiple reduced linear models remains BLUE in the multiple partitioned model are
given. Also considering a mild condition, the result related to the case where the
estimator which is BLUE under the reduced model is always an admissible estimator
under partitioned model is obtained. Moreover, we consider an alternative linear
estimator and the case where this estimator is in coincidence with the BLUE under
the partitioned model. Finally, a numerical example related to subject of this chapter
is given.

In Chapter 5, some hypothesis tests related to multivariate multiple linear models
under the assumption of normal distributions are considered. Firstly, some results
related to the F —test are given. Finally, some results regarding to likelihood ratio
test considering maximum likelihood function are obtained.



BOLUM 1. GIRIS

1.1. Baz1 Gosterimler

m ve n pozitif tam sayilar olmak lizere R™', R™" ve R”" sembolleri sirasiyla,

nx1 boyutlu reel siitun vektorlerin, mxn boyutlu reel matrislerin ve nxn boyutlu
pozitif kararsiz simetrik matrislerin kiimelerini gostersin. Calisma boyunca, skalerler
k gibi kiigiik ve italik harflerle, vektorler k gibi koyu ve kiiclik harflerle, matrisler
ise K gibi koyu ve biiylik harflerle gosterilecektir. Ayrica aligilageldigi gibi birim

matris ve sifir matris sirastyla I ve 0 ile gosterilecektir.
1.2. Baz1 Hatirlatmalar ve Calismanin ig:erigi

BysBys--. B, sabitler ve ¢ hata terimleri olmak iizere, y, bagimli (agiklanan)

degiskenleri
V=Pt Bxy o+ Pox, +E, =12, (L.1)

bi¢iminde x,,x,,,...,x,, bagimsiz (agiklayict) degiskenlerinin lineer kombinasyonlari

olarak yazilabilir. Bu sekildeki »n tane denklem
y=Xp+e¢ (1.2)

biciminde bir lineer model olarak ifade edilebilir. (1.2) bi¢imindeki bir lineer model
icin € hata vektorii iizerinde bazi varsayimlar kabul edilir. Bu ¢aligmada ele alinan

cok degiskenli lineer modeller i¢in € hata vektoriiniin beklenen degerinin 0 ve

varyans-kovaryans matrisinin o’V seklinde oldugu kabul edilmektedir. Burada o’



bilinmeyen bir parametre ve V bilinen bir matristir. (1.2) modeli par¢alanmis lineer

model olarak

{y. XiB, +X,B,,0°V} (1.3)

bi¢iminde de ifade edilebilir. (1.2) veya denk olarak (1.3) modelinde € hata vektorii
iizerindeki farkli varsayimlar goz oniinde bulundurularak ve B vektorii iizerinde bazi
kisitlamalar ele alinarak, f vektoriiniin lineer fonksiyonlarinin tahmini ile ilgili bazi
caligmalar yapilmistir [1, 4, 5, 12, 22-25, 35-37, 39]. Konu ile ilgili yapilan
caligmalarin bazilarinda ise, (1.3) modeli ve bu modelden elde edilen bazi
indirgenmis lineer modeller altinda,  vektoriiniin lineer fonksiyonlariin tahmini ile

ilgili baz1 6zellikler ve karsilastirmalar ele alimmuastir [1, 4, 5, 12, 22, 24, 25, 35, 39].

(1.3) modelinden, uygun izdiisiim matrisleri kullanilarak,

{M1Ya M1X2B2a O-2M1VM1} (1.4)

diizgilin indirgenmis lineer modeli ve

{y.MX,B,,0°V} (1.5)

indirgenmis lineer modeli elde edilir. 6° =1 olmak iizere X matrisinin tam rankl1 ve
V matrisinin pozitif kararli oldugu durumda, (1.3) ve (1.4) modelleri altinda
vektoriiniin lineer fonksiyonlarinin tahmini ile ilgili bazi sonuglar, [1] ve [22]
caligmalarinda verilmistir. X matrisinin tam rankli olmadigi durumda ise, benzer
sonuglar Bhimasankaram ve Ray tarafindan verilmistir [4]. X matrisinin tam rankh
olmadig1r ve V matrisinin pozitif kararsiz oldugu durumlarda ise, (1.4) ve (1.5)
indirgenmis modelleri ele alinarak, bu modeller ve (1.3) modeli altinda J
vektoriiniin lineer fonksiyonlarinin tahmini ve bu tahminlerin karsilagtirilmalart ile
ilgili baz1 alismalar yapilmustir [12, 24, 25, 35, 39]. Ugiincii béliimde ézellikle [12]

ve [25] calismalarindaki sonuglarla ilgili baz1 hatirlatmalar yapilmaktadir.



Son zamanlarda, ¢ok degiskenli lineer modeller i¢in elde edilen sonuclarin bazilari,

Y=XB+E (1.6)

bicimindeki ¢ok degiskenli katli lineer model dikkate alinarak daha genel durumlar
icin ortaya konulmaktadir [9, 18, 19, 33, 38]. Dordiincii boliimde V =1 alinarak,
oncelikle (1.2) bicimindeki ¢ok degiskenli lineer modellerden elde edilen (1.6)
bicimindeki c¢ok degiskenli katli lineer model tamitilmaktadir. Daha sonra (1.6)
bicimindeki ¢ok degiskenli katli lineer model ve bu modelden elde edilen ¢ok
degiskenli katli indirgenmis lineer modeller ele alinarak, bu modeller altinda {i¢ilincii

boliimde verilen sonuglarin katli duruma genisletilmeleri durumu incelenmektedir.

(1.2) modelinde & hata vektoriiniin normal dagilima sahip oldugu durumda, B
vektorl i¢cin AP =c¢ kisitlamasi altinda hipotez testleri ve olabilirlik oran testleri ile

ilgili bazi ¢alismalar bulunmaktadir [19, 32]. Besinci boliimde benzer konu, (1.6)
bicimindeki ¢ok degiskenli katli lineer model ele alinarak, genel duruma

genisletilmektedir.

1.3. Calismanin Diizeni

Calismanin daha sonraki boliimlerine temel teskil edecek olan bazi tanim ve
teoremler ikinci béliimde verilmektedir. Ugiincii boliimde, ¢ok degiskenli lineer
model ve bu modelden elde edilen ¢ok degiskenli indirgenmis lineer modeller altinda

B vektoriiniin tahmin edilebilir lineer fonksiyonlarinin BLUE degerleri ile ilgili bazi

sonuclar hatirlatilmaktadir. Dordiincii bolimde ise, licilincii boliimde ele alinan
sonuglar ¢ok degiskenli katli lineer modele uyarlanarak daha genel durumlar icin
detayli olarak incelenmektedir. Besinci boliimde ¢ok degiskenli katli lineer model
icin hata matrisinin normal dagilima sahip oldugu kabul edilerek, B matrisi ile ilgili
bir kisitlama altinda hipotez testleri ve olabilirlik oran testi ile ilgili bazi sonuglar

verilmektedir.



BOLUM 2. ON BILGILER

[statistigin teorik ve uygulama alanlarinda matrisler genis bir kullanima sahiptir.
Ozellikle bu ¢alismada ele alinan problem, lineer modeller kapsaminda oldugundan,
elde edilecek olan istatistiksel sonuglar i¢in matrislerle ilgili bazi tanim ve 6zelliklere
ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu nedenle, asagida oncelikle matris cebiri ile ilgili bazi
tanim, teorem ve Ozellikler, daha sonra bazi istatistiksel kavramlar basliklar altinda
verilecektir. Verilen o6zelliklerden bazilar1 ¢alismada dogrudan olmasa da, dolayh
olarak kullanilmaktadir. Bu nedenle, konunun biitiinliigii acisindan bazi 6zellikler

detaylandirilacaktir.

2.1. Bir Matrisin Ranki

Tamm 2.1.1. x,X,,...,x, € R"" vektdrleri igin zan,-:O olacak sekilde, hepsi
birden sifir olmayan a,a,,...,a, skalerleri bulunamiyorsa, x,,x,,...,x, vektorlerine

lineer bagimsizdir; aksi takdirde lineer bagimlidir denir [20].

Tanim 2.1.2. A eR™" olsun. A matrisinin siitun ranki, bu matrisin igerdigi lineer
bagimsiz siitunlarin sayisidir, satir ranki ise igerdigi lineer bagimsiz satirlarin

sayisidir [20].

Teorem 2.1.1. A eR™" olsun. A matrisinin satir ranki, siitun rankina esittir. Bu

degere A matrisinin ranki denir ve r(A) ile gosterilir [20].

Tamm 2.1.3. A € R"" olsun. Eger (A)=n ise, A matrisine tersinir (nonsingiiler),

eger r(A)<n ise, A matrisine tersinir olmayan (singiiler) matris denir [20].

Ozellik 2.1.1. Ranklarla ilgili iyi bilinen baz1 6zellikler asagida verilmistir:



(@) AeR™ i¢cin r(A) <min {m, n},
(b) Bir matrisin bazi satir ya da siitunlarinin silinmesiyle elde edilen alt matrisinin

ranki, orijinal matrisin rankin1 gegemez,

(c) AeR™ ve BeR" ise, r(A)+r(B)—k < r(AB) <min {r(A),7(B)},
(d) A,BeR™" ise, (A+B)<r(A)+r(B),

(e) AeR™ BeR" ve CeR”" ise, r(AB)+r(BC)<r(B)+r(ABC),
) AeR" ise, r(A)=r(A)=r(A'A)=r(AA’),

(g0 AeR™ ve CeR"™ matrisleri tersinir matrisler ve BeR™" ise,

r(AB) =r(B)=r(BC) =r(ABC),
(h) AeR™ ve r(A)=k ise bu durumda, A = XBY olacak sekilde X eR"* ve
Y e R*" matrisleri ile BeR** tersinir matrisi vardir. Ozel olarak r(A)=1 ise,

A =xy’ olacak sekilde x e R”™' ve y e R"' vektérleri vardir [11, 20].

2.2. Genellestirilmis Ters ve Moore-Penrose Ters

Tamm 2.2.1. A€R™" olsun. AA"A =A kosulunu saglayan A~ € R™™ matrisine,

A matrisinin bir genellestirilmis tersi denir.

Teorem 2.2.1. Her matris i¢in bir genellestirilmis ters vardir, fakat tek degildir.

Teorem 2.2.2. Bir A € R™" matrisinin herhangi bir A~ genellestirilmis tersi igin

asagidakiler dogrudur:

(a) A"A ve AA™ matrisleri idempotenttir,
(b)) r(A)=r(A"A)=r(AA)<rA").

Tanmim 2.2.2. AeR™ olsun. AA"=(AA"), ATA=(A"A), AA"A=A ve

ATAA" = A" kosullarim1 saglayan bir A" matrisi varsa, bu matrise A matrisinin

bir Moore-Penrose tersi denir.



Teorem 2.2.3. mxn boyutlu her matrisin bir tek Moore-Penrose tersi vardir.

Teorem 2.2.4. A ve B matrisleri i¢in asagidakiler dogrudur:

(a) A tersinir matrisi icin A =A™,

(b) (A")" =A ve (A)" =(A"),

(¢) A simetrik idempotent matris ise A" = A,

(d) AA" ve A"A idempotenttir,

(e) r(A)=r(A")=r(AA")=r(A"A),

) AAA*=A'=A"AA’ ve A(A YA = A" = A" (A*)A/,

(&) A=0=A"'=0, AB=0<=B'A"=0ve A'B=0< A'B=0.

Yukaridaki tanim ve teoremler ile ilgili detayl bilgi icin, 6rnegin, [11, 20, 33]
kaynaklarina bakilabilir.

2.3. Parcalanms Matris

Bir kiimenin parg¢alanmasina benzer olarak bir matrisin pargalanmasi, orijinal

matrisin her bir elemaninin, pargalanisin yalniz ve yalniz bir alt matrisine diisecek

sekilde karsilikli ayrik alt matrislere ayrismis halidir. Ornegin A € R™" matrisi i¢in

A= (All A12 J
A21 A22
yazilisi, A matrisinin bir par¢alanisidir. Burada m, +m, =m ve n +n, =n olmak

tizere, A, eR™", A, eR"™ A, eR™" ve A,, e R™"  dir. Yukarida verilen

A parcalanmis matrisinin devrigi

A! — (Ail A:le
AIZ A22



olur. A, ve A, matrisleri sifir matris, A,, ve A,, matrisleri tersinir kare matrisler

ise, A matrisinin tersi

A :(A;f 0 ]
0 A,

seklindedir. Benzer sekilde, eger A,, ve A, matrisleri sifir matris ise, A

parg¢alanmis matrisinin genellestirilmis tersi ve Moore-Penrose tersi sirasiyla

A—: A;l 0 ve A+: A;rl 0
0 A, 0 A,

seklinde olur. Burada A ve Aj sirasiyla A, matrisinin genellestirilmis ve Moore-

Penrose tersleridir [11, 20].
2.4. Kronecker Carpim ve Kronecker Toplam

Tamm 2.4.1. A =(a;) e R"" ve BeR" olmak iizere, mpxng boyutlu

aB - a,B

B .- a B

ml mn

a

matrisine A ve B matrislerinin Kronecker ¢arpimi denir ve bu A ® B ile gosterilir.
Teorem 2.4.1. A, B, C ve D matrisleri i¢in asagidakiler dogrudur:

(a) A®B®C=(A®B)®C=A®BX®C),

(b) (A+B) ve (C+D) varsa (A+B)®(C+D)=ARC+A®D+B&®C+BR®D,
(c) AC ve BD matrisleri varsa (A®B)(C®D)=AC®BD,

(d (A®B)=A'®B',



(¢) A ve B kare matrisleri i¢in iz(A ® B) =iz(A)iz(B),
(H r(A®B)=r(A)r(B),
(g) A ve B tersinir matrisleri i¢cin (A®B)'=A"' @B,

(h) (A®B) =A ®B ve (A®B)' =A"®B".

Tanim 2.4.2. A, e R™" | i=1,2,...,k, matrisleri igin,

A 0 0
0 A, 0
0 0 A,

matrisine A, matrislerinin Kronecker toplami denir ve bu A, @A, ®...@ A, ile

gosterilir.

Yukaridaki kavramlar ile ilgili detayl bilgi i¢in [20] ve [33] kaynaklarina bakilabilir.

2.5. Kuadratik Formlar ve Pozitif Kararlh Matrisler

Tanim 2.5.1. a,y e R”' olsun. a'y ifadesine, y vektdriiniin lineer formu denir [20].

Tamm 2.5.2. y =(y,) € R™ vektérii ve simetrik bir A = (a,) € R™" matrisi i¢in,

O(y)=y'Ay = Z Zn‘,y,-y a;

i=l j=1

ifadesine, y, elemanlarmin bir kuadratik formu ve A matrisine de bu kuadratik

formun matrisi denir [11].

Tamm 2.5.3. Sifirdan farkli her y vektorii igin y'Ay >0 ise, y'Ay ifadesine pozitif

kararli kuadratik form ve A matrisine (simetrik) pozitif kararli matris denir [32].



Tamim 2.5.4. Sifirdan farkli her y vektorii icin y'Ay >0 ise, y'Ay ifadesine pozitif

kararsiz (nonnegatif kararli) kuadratik form ve A matrisine pozitif kararsiz matris

denir [32].

Teorem 2.5.1. A € R"" matrisinin pozitif kararli bir matris olmasinin gerek ve yeter

kosulu A = KK’ olacak sekilde, bir K € R™" tersinir matrisinin var olmasidir [32].

Teorem 2.5.2. A e€R"" pozitif kararsiz matrisi i¢in 7(A)=r olmasinin gerek ve

yeter kosulu A =KK’ olacak sekilde r(K)=r olan bir KeR"™" matrisinin var
olmasidir [32].

Tamm 2.5.5. AeR" olsun. Eger Ax=/Ax olacak sekilde sifirdan farkli bir

x € R™" vektorii varsa, 1 €R skalerine A matrisinin bir 6zdegeri ve x vektoriine
9

ise, A matrisinin A 6zdegeri ile iliskili bir 6zvektori denir [20].

Ozellik 2.5.1. A € R** simetrik bir matris olsun. Bu durumda, A matrisi

k
A= z Aee =Aee +4ee, +...+1ece;

i=1

seklinde yazilabilir. Burada A,,4,,...,4, degerleri A matrisinin 6zdegerleri ve
e.e,,...,e, vektorleri A matrisinin bu 6zdegerlere karsilik gelen normallestirilmis

ozvektorleridir. Bu yazilisa A matrisinin spektral ayrigimi denir [19].

Teorem 2.5.3. Pozitif kararli bir matrisin 6zdegerleri pozitiftir. Pozitif kararsiz bir

matrisin 6zdegerleri ise negatif degildir [32].

Tanim 2.5.6. A<cR"" matrisi i¢cin B> =A kosulunu saglayan B matrisine, A

12

matrisinin karekdk matrisi denir ve B=A"" ile gosterilir [20].
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k
Ozellik 2.5.2. A spektral ayrisimi Z/il.el.e; olan kxk boyutlu pozitif kararli bir

i=1

matris olsun. Bu durumda, P =(e,,e,,....e,) ve

A 0 0
0 4 .

A=| . ] LA >0, =12,k
0 0 A,

k
olmak iizere, A" =>"\[1ee; = PA"’P’ seklinde ifade edilir [19].
i=1

2.6. Vektor Uzaylar ve izdiisiim

SeR™ olsun. Her u,veS ve a,beR icin au+bveS oluyorsa, S kiimesi bir

vektor uzayidir. R™' vektdr uzaymin her alt vektdr uzayr 0 vektdriinii icerir. Eger

S,, S, eR™ vektdr uzaylan igin, S, NS, ={0} ise S, ve S, vektdr uzaylarina
hemen hemen ayrik (virtually disjoint) vektor uzaylar1 denir. S, NS, bir vektor
uzayidir, fakat S, U S, bir vektor uzayr olmak zorunda degildir. S, US, kiimesini
iceren en kiiglik vektdr uzayma iki uzaymn toplami denir ve S, +S, ile gosterilir.

§,+S5,, ueS, ve veS, olmak iizere, u+v bigimindeki tiim vektorleri igerir.

Ayni boyuttan u ve v vektorleri igin, eger u'v=0 ise, u vektorii, v vektoriine

diktir denir. Eger bir vektor, S vektor uzayindaki tiim vektorlere dik ise, bu vektdr S
vektor uzayina diktir denir. Eger S, ve S, vektor uzaylari i¢in S, vektor uzayindaki
her vektér S, vektor uzayindaki tiim vektorlere dikse, S, ve S, vektor uzaylar

birbirine diktir denir ve bu S, L S, ile gosterilir. Birbirine dik olan iki vektor

uzayinin toplamima bu vektér uzaylarinin direkt toplami denir ve bu durumda,

S, +8, ile gosterilen toplam S, ® S, seklinde ifade edilir. Eger S, ® S, =R"' ise,
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S, ve S, alt uzaylarina birbirinin dik tiimleyenleri denir ve S,=8S; (veya S,=8;)

seklinde gosterilir. Agikga bir S vektdr uzayi igin (S*)" =S olur.

{u,u,,...,u,} vektorlerinin kiimesi asagida verilen kosullar1 sagliyorsa, S vektor

uzayl i¢in bir bazdir:

(@ wes i=12,..,k,
(b) {u,u,,...,u,} lineer bagimsizdur,
(c) S vektor uzaymin her elemant u ,u,,...,u, vektorlerinin lineer kombinasyonu

olarak yazilir.

Her sifirdan farkli sonlu boyutlu vektdr uzaymin bazi vardir, ancak bu baz tek

olmayabilir. Fakat, verilen herhangi bir sonlu vektdr uzaymnin farkli bazlarindaki

vektorlerin sayist aynidir. Bu sayiya vektor uzaymin boyutu denir ve bir S vektor

uzayi i¢in S vektor uzayimin boyutu boy (S) ile gosterilir.

nx1 boyutlu vektdrleri igeren herhangi bir S vektdr uzay: icin S® S*=R™' olur.
Boylece, y € R™' vektérii, ueS ve veS" olmak iizere, y =u+v olarak tek tiirlii

yazilabilir. Bu ifadeye, y vektoriiniin dik ayrisimi denir. Burada u vektoriine, S

vektor uzayr tlizerinde y vektoriiniin izdisiimi denir ve bir izdiisiim tek olarak

belirlenir.

Yukarida verilen kavramlar ile ilgili detayl1 bilgi i¢in [33] kaynagina bakilabilir.

Tanim 2.6.1. Her u e R™' i¢cin PueS ve her ueSicin Pu=u ise, S vektdr uzay

icin P matrisine izdiislim matrisi denir [33].

Teorem 2.6.1. P € R™" matrisinin izdiisiim matrisi olmasinin gerek ve yeter kosulu
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P matrisinin simetrik ve idempotent olmasidir [32].

Teorem 2.6.2. Eger P simetrik idempotent bir matris ise, iz(P)=r(P) olur [32].

Teorem 2.6.3. Eger P idempotent bir matris ise, bu durumda I—-P matrisi de

idempotenttir [32].

Teorem 2.6.4. P, i=1,2, izdiisiim matrisleri ve P, —P, pozitif kararsiz bir matris

ise,

(a) PP,=P,P =P, olur,

(b) P, —P, matrisi bir izdiislim matrisidir [32].

Tamim 2.6.2. y = Px doniisiimiiniin, R™' uzayinin bir S vektdr uzayi iizerine bir dik

izdlisim olarak tanimlanmasmin gerek ve yeter kosulu asagidaki iki kosulun

saglanmasidir:

(a) R™ vektdr uzaymdaki her x vektorii icin Px ve x—Px diktir,

(b) S vektdr uzayindaki her x vektorii igin Px=x olur [11].

Tamm 2.6.3. P matrisi, S vektdr uzaynin bir izdiisim matrisi olmak iizere 1-P

matrisi S* vektdr uzaymin bir izdiisiim matrisi ise, bu durumda P matrisine S

vektor uzaymin bir dik izdiisiim matrisi denir [33].

Teorem 2.6.5. Sc R™' olmak iizere, P, R™' uzaymdaki vektorleri S uzayi iizerine
dik izdiisiiren bir dik izdiisiim matrisi olsun. Bu durumda R(P;) =S ve I-Pg matrisi

de S* iizerine bir dik izdiisiim matrisi olur [32].

Teorem 2.6.6. P, S vektor uzayinin bir dik izdiisiim matrisi olmak iizere, S=R(X)
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ise, (I-Py)X =0 olur [32].

Teorem 2.6.7. Py ve P swasiyla, S, ve §, vektdr uzaylarmin dik izdiigiim

matrisleri olsun. §,c S, ise, PiP; =P P; =P, ve Pg —P; =P, olur[32].

Nuah

Ozellik 2.6.1. P,, P, ve P, ., matrisleri dik izdiisiim matrisleri olmak {izere,

P,oz =P, ®P; olur [33, sf. 54, Alistirma 2.25].

2.7. Bir Matrisin Siitun Uzay1 ve Sifir Uzay1

Tanim 2.7.1. AeR"" olsun. A matrisinin situnlar1 tarafindan turetilen vektor

uzayma A matrisinin siitun uzay1 denir ve bu R(A) ile gosterilir.

R(A)={y:y=Ab,beR"}

olur. A matrisinin satir uzay1 ise, R(A") ile gosterilir [11].

Teorem 2.7.1. A € R™" tersinir bir matris olsun. Bu durumda, A matrisinin siitun

uzayt R” olur [11].

Tammm 2.7.2. AeR" olsun. A matrisinin sifir uzayr S={y:Ay=0,y e R"}

seklinde tanimlanir ve bu N'(A) ile gosterilir [11].

Teorem 2.7.2. A € R"" matrisinin sifir uzayi, R™' vektdr uzaymnin bir alt vektor

uzayidir [11].

Teorem 2.7.3. Uygun boyutlu A, B ve C matrisleri i¢in asagidakiler dogrudur:

(a) R(AB) = R(A) ve R(AA) = R(A),
(b) C=AB ise, R(C) = R(A) olur. Eger B matrisi tersinir ise, R(C) =R(A) olur,
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(c) Eger R(B)<R(A) ise, A matrisinin genellestirilmis tersi olan A~ matrisinin
herhangi bir se¢imi icin AA"B =B olur. Eger R(B") 2 *R(A’) ise, BA"A =B olur,
(d) A" matrisinin se¢iminden bagimsiz olarak, BA C ifadesinin degismez

olmasinin gerek ve yeter kosulu R(B") c R(A") ve R(C) = R(A) olmasidir,

(e) B'A =0olmasinin gerek ve yeter kosulu R(B) = R*(A) olmasidir,

() boy(R(A))=r(A) olur. Eger A matrisinin »n satirt varsa, bu durumda
boy(R*(A))=n—r(A) olur,

(g) Eger R(A)RMB) ve r(A)=r(B) ise, bu durumda, R(A)=R(B) olur.
Ayrica nxn boyutlu birim matris i¢in R(I) = R" olur,

(h)y N(A)=R"(A") [33].

Teorem 2.7.4. Herhangi bir A matrisi i¢in, AA™ matrisi, R(A) tlizerine bir izdiisiim
matrisidir. Ayrica, Py, = A(A'A)" A" matrisi, R(A) igin bir dik izdiisim matrisi

olur [33].

Teorem 2.7.5. A ve B matrislerinin satir sayilar1 ayni olmak tzere, P,, P 5 ve

P

1p,)p Matrisleri sirastyla R(A), R(A:B) ve R((I-P,)B) lzerine dik izdisiim

matrisleri olsun. Bu durumda,

(@) R(A:B)=RA)OR(1-P,)B),

(b) Pp =P, +P, ) olur[33].

2.8. Lineer Denklem Sistemleri

AeR™, BeR" ve CeR™ bilinen matrisler olmak iizere, AXB =C matris
denklem sistemini saglayan en az bir X € R™* matrisi varsa, sistem tutarhidir denir.

Aksi durumda, sistem tutarsizdir denir.

Teorem 2.8.1. A € R"™", Be R* ve CeR™ olsun. AXB = C matris denklemini
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saglayan bir X € R™* matrisinin var olmasinin, yani sistemin tutarli olmasinin gerek

ve yeter kosulu

AA'CB B=C

olmasidir. Eger sistem tutarli ise, H € R™* herhangi bir matris olmak iizere,

X=A"CB +H-A AHBB"

ile verilen X matrisi AXB = C matris denkleminin bir ¢oziimiidiir [11].

AXB =C matris denkleminde X matrisi yerine xeR"' vektdrii, B=1 ve C
matrisi yerine geR™ vektorii alindiginda, Ax=g lineer denklem sistemi elde

edilir. Boylece Teorem 2.8.1’in daha 06zel bir durumu olarak asagidaki teorem

verilebilir.

Teorem 2.8.2. Ax=g lineer denklem sisteminin tutarli olabilmesi i¢in gerek ve

yeter kosul

AA g=¢g

olmasidir. Eger sistem tutarli ise, bu durumda herhangi bir h € R vektérii i¢in

x=Ag+(I-A Ah

ile verilen x vektorii Ax =g lineer denklem sisteminin bir ¢oziimiidiir [11].

2.9. Rasgele Vektorler ve Baz Istatistiksel Kavramlar

Rasgele vektor, elemanlar1 rasgele degiskenler olan bir vektdr ve benzer sekilde

rasgele matris ise, elemanlar1 rasgele degiskenler olan bir matristir. Rasgele vektor ve
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matrislerle ilgili bazi temel kavram ve teoremler asagida verilmektedir. Bu tanim ve

teoremler ile ilgili detayl1 bilgi i¢in, 6rnegin, [19] ve [32] kaynaklarina bakilabilir.

Tamim 2.9.1. Z=(z,) e R"" rasgele matrisinin beklenen degeri (eger biitiin 7, j ’ler

i¢in E(z;) varsa)

E(z,) E(z,) ... E(z,)
E(Z) = E(:ZZI) E(fzz) E(fzn)
E(Zpl) E(sz) E(an)

matrisi ile tammlanir. Burada matrisin her bir E(z;) elemani, z, elemanimin

J

beklenen degeri olup

J- z,; [ (z;)dz,;,  z;, f;(2) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli

bir rasgele degisken ise,

E(z;)=

z z;B,(z;) , z;, F(2)olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip kesikli
-

bir rasgele degisken ise,

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.9.1. Z rasgele bir matris, A, B ve C bilinen uygun boyutlu matrisler

olmak iizere, E(AZB+C)=AE(Z)B+C olur.

Sonug¢ 2.9.1. A ve B bilinen uygun boyutlu matrisler, x ve y ise uygun boyutlu
rasgele vektorler olmak tlizere, E(Ax+ By)=AFE(x)+BE(y) olur.

Benzer sekilde, vektorler i¢in kovaryans ve varyans gosterimleri genellestirilebilir. x
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ve y rasgele vektorleri icin genellestirilmis kovaryans ve varyans-kovaryans

operatorleri C ve D asagidaki gibi tanimlanir.

Tamm 2.9.2. x=(x,)eR™ ve y:(yj)eR”’1 rasgele vektorler olmak {izere,

C(xy) =[eov(x;, »,)] ve D(y)=[cov(y;,,)] olur.

Teorem 2.9.2. A cR"” ve BeR”” bilinen matrisler, xe R™' ve y e R"' rasgele

vektorler olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler verilebilir:

(@) C(xy)=E[(x-EX))y-E(¥)],

(b) C(Ax,By)=AC(x,y)B’,

(¢) C(Axy)=AC(xy) ve C(x,By)=C(x,y)B’,

(d) D(x)=C(x,x) ve D(x) = E(xx)-[EX)][E(X)],
(e) D(Ax)=C(Ax,Ax)=AC(x,x)A'= AD(x)A’".

2.10. Baz1 Temel Dagihimlar ve Kuadratik Formlarin Dagihmlan ile Tlgili Bazi

Ozellikler

Tamm 2.10.1. x rasgele degiskeni i¢in x ortalamali ve o varyansl, tek degiskenli

normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu

seklinde tanimlanir. Eger x rasgele degiskenler vektorii icin E(x)=p ve D(x)=X
ise, X~ N(n,X) gosterimi, p ortalamali ve X dagilim matrisli x vektoriiniin ¢ok

degiskenli normal dagilima sahip oldugunu gosterir. n bilesenli bir x rasgele

vektori i¢in ¢ok degiskenli normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu

1 PR— X—
f(x):+|l/2€ 2(( WE m), —o<x, <o, i=L2,...,n,
2x)" =
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olarak verilir [19].

Tamim 2.10.2. x € R™' olmak iizere, x ~ N,(0,I) i¢in z=xx olarak yazilabilen z
rasgele degiskenine n serbestlik dereceli ki-kare (chi-square) dagilimina sahiptir

denir ve bu z ~ y_ ile gosterilir [33].

Tamm 2.10.3. z, ~ ;(51 ve z, ~ ;(52 bagimsiz rasgele degiskenleri icin bir g rasgele

a/m

degiskeni ¢ = &l
2/

seklinde yazilabiliyorsa, ¢ rasgele degiskenine n, ve n,

serbestlik dereceli /* dagilimina sahiptir denir ve bu ¢ ~ F, - ile gosterilir [33].

Teorem 2.10.1. x e R™ rasgele degiskenler vektorii ve A € R™" simetrik bir matris

olsun. Eger E(x)=0 ve D(x)=X ise, £(x'Ax)=iz(AX)+0'A0 olur [32].

Teorem 2.10.2. y=(y,,5,,...,»,) rasgele degiskenler vektori, CeR”" ve

#(C)=p olsun. Eger y ~ N (0,X) ise, Cy ~ Np (CO,CXEC") olur [32].

Teorem 2.10.3. y=(»,,5,,...,»,)" rasgele degiskenler vektorii, X eR"" pozitif

kararli bir matris olmak iizere, NV, (0,X) dagilimma sahip olsun. Bu durumda,

O=(y—0)X"'(y—0)~ z; olur [32].

Teorem 2.104. y=(y,),,...,»,) rasgele degiskenler vektdri N (0,5°1)
dagilimina sahip, P e€R"™" simetrik bir matris ve 7(P)=r olsun. Bu durumda,

Q=(y-0)P(y-0)/c’ ~ > olmasinin gerek ve yeter kosulu P matrisinin

idempotent olmasidir [32].

Teorem 2.10.5. y=(y,),,...,y,) rasgele degiskenler vektdri /N, (0,5°1)

dagilimma sahip ve Q =(y-0)P(y—0)/c’, i=1,2, olsun. Eger O, ~ ;(f ve
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0,-0,20 ise, bu durumda Q,-Q, ve O, bagimsizdir ve sirasiyla y; , ve g,

olarak dagilir [16, 17].
2.11. Lineer Modellerde Tahmin

Bir tek parametreyi tahmin etmek igin bir tek istatistik kullaniliyorsa, bu durumda
parametrenin nokta tahmin edicisi kullaniliyor denir. Yani nokta tahmin edicisi, bir
kitle parametresini tahmin etmek i¢in kullanilan tek bir istatistiktir. Genel olarak bir
istatistikten bahsediliyorsa, buna bir tahmin edici ve eger istatistik belirtilen bir
degeri almigsa buna tahmin denir. 6 bir parametre olmak lizere E(T)=6 ise, T
istatistigine € parametresinin yansiz tahmin edicisi, E£(7") =6+ (bir terim) ise, buna
yanli tahmin edici denir. Yanli ve yansiz tahmin ediciler arasinda se¢im s6z konusu
oldugunda yansiz tahmin edicinin secilmesi dogaldir. Ancak iki yansiz tahmin
arasinda se¢im s6z konusu oldugunda yeni bir 6l¢ti kullanmak gerekir. Bu durumda
da parametreye yakin olmasi olasilig1 yiliksek olan tercih edilir. Bir parametrenin bir
yansiz tahmin edicisi, diger herhangi bir yansiz tahmin edicisinden daha kiiciik
varyansa sahip ise, bu istatistife parametrenin minimum varyansli tahmin edicisi
denir. Parametrelerin bir lineer fonksiyonu, gozlemler vektoriiniin beklenen
degerinin bir lineer fonksiyonuna denk ise, bu durumda parametrelerin lineer

fonksiyonuna tahmin edilebilirdir denir.

Genel olarak bir lineer model

y=Xp+e

biciminde tanimlanir. Burada y eR"™' gozlenebilir rasgele degiskenler vektorii,
r(X)=¢q,(q < p<n) olmak iizere, X € R"” bilinenler matrisi, p € R”' bilinmeyen

parametrelerin vektorii ve € € R™' ise gdzlenebilir olmayan hatalarin bir vektoriidiir.

B parametre vektoriinii tahmin etmenin degisik metotlar1 vardir. Bu metotlardan en

cok kullanilan en kiigiik kareler tahmini (least square estimation-LSE) ile maksimum

olabilirlik tahmini (maksimum likelihood estimation-MLE) asagida 6zetlenmistir:
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LSE metodu, £=(g) olmak iizere, Ze;j.z ifadesinin [ parametresine gore
minimumlastiriimas1 islemlerini icerir. E(g)=0 ve D(g)=0c"l olmak iizere, bu

islemler sonucunda elde edilen X'Xﬁ = X'y denklemine normal denklem denir. X
tam rankli kabul edildiginde sistemin tek bir ¢oziimii vardir ve bu c¢oziim
ﬁz(X'X)"lX'y ’dir. Bu durumda ﬁ tahminine, alisilagelmis en kiigiik kareler
tahmini (ordinary least square estimation-OLSE) denir. Bilinen bir V pozitif kararl
matrisi i¢in  E(g)=0 ve D(g)=c’V olarak alindiginda elde edilen
ﬁ:(X'V’lX)’lX’V’ly tahmini genellestirilmis en kiiciik kareler tahmini

(generalized least square estimation-GLSE) olarak bilinir.

MLE metodu, €~ N(p,0°V) oldugunda, gdzlemlerin sabit bir kiimesi i¢in p

vektorlinlin ve V matrisinin bir fonksiyonu olarak ele alinan

b xBY V- (v
S OBV xm}

L=z V™" e{

olabilirlik fonksiyonun maksimumlastirilmasi islemlerini igerir. En kiiclik kareler
tahmininde hesaplandig1 gibi, ﬁ: (X'V'X)"'X'V'y olur. X matrisi tam rankl1 ve

V ="l oldugunda,

1 "(y—
I (Zﬁaz)"l/z)”efﬁ(yfxwy Xp)

olabilirlik fonksiyonu igin ﬁ =(X'X)"'X'y olur. Benzer sekilde, o i¢cin MLE

6 =%(y—Xﬁ>'(y—Xﬁ)

olarak elde edilir.
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Teorem 2.11.1. y = Xp +¢ lineer modelinde, E(g) =0 ve D(g) =0l olmak iizere,

B ve 67 yukandaki gibi olsun. Bu durumda E(B) =P ve cov(p) = > (X'X)™" olur.

Yukarida verilen kavramlar ile ilgili detayli bilgi icin [19] ve [32] kaynaklarina
bakilabilir.

Bir lineer modelde verilen bir parametrenin tahmini miimkiin oldugunda, bu
tahminin en iyi tahmin olup olmadig1 sorusu, en iyi lineer yansiz tahmin (best linear
unbiased estimation-BLUE) teorisini ortaya koyar. Bu teori ile ilgili olan bazi

kavramlar asagida verilmistir. Detayli bilgi i¢in [33] kaynagina bakilabilir.

Tamm 2.11.1. B ile garpilabilir p' satir vektorii i¢in p’'p skalerine,  parametre

vektorliniin elemanlarinin bir lineer parametrik fonksiyonudur (linear parametric

function-LPF) denir.

Tamm 2.11.2. B vektoriiniin tim miimkiin degerleri i¢cin E(l'y)=p'p ise, 1y
istatistigi, p'p ifadesinin bir lineer yansiz tahminidir (least unbiased estimation-

LUE).

Tamm 2.11.3. Bir tahmin edilebilir lineer parametrik fonksiyon i¢in BLUE, en

kiigiik dagilim matrisine sahip lineer yansiz tahmin olarak tanimlanir.

Teorem 2.11.2. Her tahmin edilebilir lineer parametrik fonksiyon i¢in bir tek BLUE

vardir.

Not: Hata vektorii normal dagilima sahip oldugunda, B i¢in MLE, ayn1 zamanda bir

LSE olur. Ayrica, bir tahmin edilebilir lineer parametrik fonksiyon i¢in MLE tektir
ve bu tahmin ayn1 zamanda BLUE olur (ya da LSE olur).



BOLUM 3. COK DEGISKENLI LINEER MODELLER ALTINDA
TAHMIN

3.1. Giris

Bu boliimde, bir genel parcalanmis lineer model ve iliskili bazi indirgenmis lineer
modeller ele alinarak, bu indirgenmis modeller altinda gozlenebilir rasgele
degiskenler vektoriiniin beklenen degeri icin BLUE degerinin, pargalanmis model
altinda da BLUE kalmas: ile ilgili kosullar igeren bazi sonuclar verilecektir. Daha
sonra, kabul edilebilir ve alternatif lineer tahmin ediciler ele alinacak ve son olarak,

Frisch-Waugh tahmini olarak bilinen tahmin ile ilgili bir sonug verilecektir.

3.2. Cok Degiskenli Lineer Model

E(y)=XB ve D(y)=0"V olmak iizere,

{y, XB, oV} (3.1)

ile gosterilen genel Gauss-Markov modeli gbz ©niine alinsmn. Burada yeR™
gozlenebilir rasgele vektér, XeR"™” tam rankli olmasi1 gerekmeyen bilinenler
matrisi, p € R”' bilinmeyen parametrelerin vektorii, V € R”” bilinen pozitif kararsiz
varyans-kovaryans matrisi ve o’ >0 bir bilinmeyen skalerdir. X matrisi,
p=p +p,, X eR" ve X, eR"” olmak iizere, X=(X,:X,) olacak sekilde
parcalanmis bir matris ve P vektorii de bu matrise karsilik gelecek sekilde bir

pargalanmig vektor olarak = (B; : B,)" bigiminde yazilabilir. Boylece (3.1) modeli

{y. XiB, +X,B,,0°V} (3.2)
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seklinde ¢ok degiskenli pargalanmis lineer model olarak ifade edilebilir. Burada (3.1)

veya denk olarak (3.2) modelinin tutarli, yani “1 olasilikla”,
y eR(X:V) (3.3)
oldugu kabul edilmektedir [7, 26, 27].

X, R(XH) =N (X') kosulunu saglayan bir matris olmak iizere, Py, R(X) iizerine
ve M, =I-P,, R(X') iizerine (standart i¢ carpima gore) dik izdiisiim
matrisleridir. Ozellikle, bu kisimda P, :PX[ ve M, =1I-P, i=12, olarak
gosterilecektir. Ayrica Py, R(M,X,) tizerine bir dik izdisim matrisi olmak

tizere, I-Py v yerine Z gosterimi kullanilacaktir.

(3.1) modeli altinda K € R*” olmak iizere, Kp parametrik fonksiyonlar vektoriiniin
tahmin edilebilir olmasimin gerek ve yeter kosulu K=CX olacak sekilde bir

C € R"*" matrisinin var olmasidir [12].

Genellikle, modellerde P, kisitlanacak parametre olarak goz oniine almir ve K,B,

parametrik fonksiyonlar vektoriiniin tahmin edilebilir fonksiyonlarinin tahmini ile
ilgilenilir. Asagidaki Onermede bu sekildeki fonksiyonlar vektorii i¢in tahmin

edilebilirlik kosulu verilmektedir.

Onerme 3.2.1. (3.2) modeli altinda K, e R*” olmak iizere, K,B, parametrik

fonksiyonlar vektoriiniin tahmin edilebilir olmasinin gerek ve yeter kosulu
K, =C,M X, (3.4)
olacak sekilde bir C, R*" matrisinin var olmasidir [12]. ]

Bir genel Gauss-Markov modeli altinda, gézlenebilir rasgele degiskenler vektoriiniin
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beklenen degeri icin BLUE ile ilgili 6zellikler de asagidaki dnermede verilmektedir.

Onerme 3.2.2. {y, Xp, o°V} genel Gauss-Markov modeli ele alinsin. Bu durumda,

(i) m=Cy tahmin edicisinin, {y, Xp, c°V} modeli altinda Xp vektoriiniin BLUE
degerleri i¢in bir gosterim (representation) olmasmin gerek ve yeter kosulu

C(X:VM,)=(X:0) olmasidir.
(i) m,=Cy ve m, =Dy tahmin edicileri, {y, XB,c°V} modeli altinda XB igin
BLUE degerlerinin herhangi iki gdsterimi olsun. Bu durumda, “1 olasilikla”, n, =n,

olur [28, 34, 36, 37]. [

(3.1) modeli altinda, CXP tahmin edilebilir parametrik fonksiyonlar vektorii ele

alindiginda, F € R matrisi

F(X:VX')=C(X:0) (3.5)

denkleminin herhangi bir ¢6ziimii olmak iizere, CXp i¢cin BLUE degerinin, Fy ile
verildigi iyi bilinmektedir [28, 29, 39]. Bdylece Onerme 3.2.2 (i) kosulundaki M,
matrisinin X" i¢in 6zel bir se¢im oldugu da dikkate alindiginda, eger Gy tahmin

edicisi, Xp icin BLUE, yani G € R™" matrisi

G(X:VX')=(X:0) (3.6)

denkleminin herhangi bir ¢6ziimii ise, CG matrisinin (3.5) i¢in bir ¢dziim ve

dolayisiyla CGy ifadesinin, CXp i¢in BLUE oldugu sonucu kolaylikla elde edilir.

3.3. indirgenmis Modeller

Daha onceden de bahsedildigi gibi, modellerde genellikle B, kisitlanacak parametre

olarak g6z Oniine almir ve B, parametresinin tahmin edilebilir fonksiyonlar: ile
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ilgilenilir. Bu nedenle, B, parametresinin etkilerini ortadan kaldirmak igin R(X;)
lizerine uygun izdiisim veya izdiisimler alimr. Bu ¢aliymada M, X,B,, Onerme
3.2.1’de ifade edilen K,B, parametrik fonksiyonlar vektorii olarak ele alinacak ve

M, X,B, parametrik fonksiyonlar vektoriiniin tahmini ile ilgilenilecektir.

(3.2) modelinde tahmin ve hata uzaylarmin R(X;) iizerine dik izdiisiimii ele

alindiginda, diizgiin indirgenmis

My, M, X,B,, O-2M1VM1} (3.7)

lineer modeli elde edilir. Burada (3.2) modeli altinda M,y lineer doniisiimii ele
alinmaktadir. E(M,y)=M,X,B, ve D(M,y)=0"M,VM, oldugundan, (3.7) modeli

(3.2) modeli ile uyumludur. Yani, (3.7) modeli M,X,B, hakkinda sonu¢ c¢ikarmak

icin uygundur. (3.7) bigimindeki bir diizgiin indirgenmis model bazi ¢alismalarda ele

alinmustir [1, 3-5, 12, 22, 24, 25, 39].

(3.7) modelinde varyans-kovaryans matrisi o°V seklinde kabul edildiginde,

My, M X,B,,0°V} (3.8)

lineer modeli elde edilir. Fakat (3.8) gecerli bir model degildir. Ciinkii M, tersinir
olmayan bir matris oldugunda, D(M,y) matrisinin pozitif kararli olamayacagi

Bhimasankaram ve Ray tarafindan vurgulanmistir [4]. Ancak (3.8) modeli altinda

M, X,B, icin BLUE, (3.2) modeli altinda M,X,p, i¢in bir tahmin edici olarak ele

almabilir [39]. (3.8) bi¢imindeki bir model [1, 4, 22, 35, 39] caligmalarinda ele

alinmustir.

(3.8) modelinde M,y vektorii yerine, y gozlenebilir rasgele degiskenler vektort,

yani (3.2) modelinde yalnizca tahmin uzaymin R(X;) iizerine dik izdiisiimii ele

alindiginda,
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{y.MX,B,,0°V} (3.9)

indirgenmis lineer modeli elde edilir. (3.9) modeli, M X B, parametrik fonksiyonlar
vektoriiniin tahminleri i¢in ihtiya¢ duyulan tiim bilgileri igerir. (3.9) bi¢imindeki bir
model [4, 5, 12, 39] calismalarinda ele alinmistir. Bu modeli ele almak anlamlidir.

V =1 oldugunda, (3.2) modelinde B, vektoriiniin ele alian tahmin edilebilir lineer

fonksiyonlarim1  iceren BLUE degerleri ve onlarin  dagilimlarinin, (3.9)
modelindekiler ile ayni kaldigi ve V #1 olsa bile, ilk birka¢ tahmin edicinin etkisini

ortadan kaldirdiktan sonra, y bagimli degiskenini agiklamak i¢in (3.9) modelinin

kullanilabilecegi [4] caligmasinda vurgulanmistir. Ayrica (3.2) ve (3.9) modellerinin
uyumlar1 arasindaki bir karsilastirma deneysel hatalara gore, bagimli degiskenin belli

bir alt uzayda (yani R(M,X) uzayinda) kalacagi kuskusunu dogrular veya reddeder

[4]. Ancak uygulama amagclar1 i¢in (3.9) modelini ele almanin biraz karmasiklik
yaratacag1 ve bu nedenle, (3.7) modelini ele almanin ¢ogu zaman daha iyi bir se¢im

olacagi GroP ve Puntanen tarafindan vurgulanmistir [12].

Dogal olarak modellerin tutarli olduklar1 kabul edilmektedir. Yani (3.7) modeli ele

alinirsa, bu durumda “1 olasilikla”

yeRMX, :M,VM))

ve (3.9) modeli ele alinirsa, “1 olasilikla”

yERM,X, :V) (3.10)

oldugu kabul edilmek zorundadir. Diger taraftan, eger y e R(X,:X,:V) fakat
yeR(M,X,:V) ise, bu durum (3.2) modeli altinda olusan sonuglarla ¢eliski

olusturmayacaktir. Bagka bir deyisle, (3.9) modelinin tutarsizlii, yani

yeR(M,X,:V) olmasi, (3.2) modelinin tutarsizlifini  vurgulamaz. (3.9)

indirgenmis modelinden ortaya c¢ikan zorluklarin {stesinden gelmek igin, y
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vektoriiniin gerceklendigi alt uzaym her iki modelde de hemen hemen kesin olarak

ayni, yani,

RX,: X, : V) =RM,X, : V) (3.11)

oldugu kabul edilir. (3.11) kosulu gerceklendiginde, (3.2) modeli, (3.9) modeli ile
celismez denir [12]. Eger (3.2) modeli, (3.9) modeli ile c¢elismiyorsa,
RM, X, :V)cR(X,:X,:V) her zaman oldugundan, (3.2) modelinin tutarlilig:

acikea (3.9) modelinin tutarliligini gdsterir. Eger (3.2) modeli yalnizca zayif singiiler

(weakly singular), yani

R(X, : X,) S R(V) (3.12)

ise, bu durumda (3.2) modeli higbir zaman (3.9) modeli ile ¢elismez [12].

(3.11) kosuluna bagli olan baz1 6zellikler agagidaki 6nermede verilmektedir.

Onerme 3.3.1. X, e R"”, X, e R""* ve V e R”" olsun.

(1) Asagidaki li¢c kosul denktir:

(al) RX,:X,:V)=RMX, :V),
(a2) RX,) < RM,X, : V),

(@3) r(X,)+boy[R(M,X,) N R(V)]=boy[R(X, : X,) NR(V)].

(i) (al) kosulu, ilk ti¢ tanesi denk olmak {iizere, asagidaki dort kosulu gosterir:

(b1) (X)) =R(PYV),

(b2) r(X,)=r(VX)),

(b3) RX) ARV = {0},
(b4) R(X,) = R(ZV).
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(ii1) Asagidaki iki kosul denktir:

(c]) R(X)) = R(Y),
(©2) R(X,) B[RM,X,) "R(V)]=R(X, :X,) "R(V).

(iv) (c1) kosulu, (al) kosulunu vurgular, fakat (al) kosulu her zaman (c1) kosulunu

vurgulamaz [12]. |

Onerme 3.3.1 (iv) kosulunun [5, Béliim 1] ile geliskili bir durum olusturdugu Grop
ve Puntanen tarafindan vurgulanmistir [12]. [5, Bolim 1]°de (al) kosulunun, (c1)

kosuluna denk oldugu kabul edilmistir. Fakat

X :X,)= (3.13)

oS o =
(an) — (@]
<
o
<
Il
o — —
o p— [y
- o O

matrisleri g6z oniine alindiginda, (al) kosulunun saglandig1 fakat R(X,) < R(V)

ifadesinin, yani (c1) kosulunun saglanmadigi goriiliir [ 12].

3.4. En lyi Lineer Yansiz Tahmin (BLUE)

Bu kisimda, (3.2) ve (3.9) modelleri altinda, tahmin edilebilir parametrik
fonksiyonlar vektorii i¢in BLUE ile ilgili baz1 6zellikler verilecektir. (3.2) modelinin
(3.9) modeli ile ¢elismedigi kabul edildiginden, Onerme 3.2.2 (ii) kosuluna gore
(3.9) indirgenmis modeli altinda M, X,B, i¢cin BLUE degerinin her iki Fy ve F)y

gosterimi ile ilgili

Fy=Fy, (3.14)

esitligi (F, #F, olabilir) her yeR(M X, :V)=R(X,:X,:V) icin her zaman

dogrudur. Bu durum, (3.9) modeli altindaki M ,X,B, i¢cin BLUE degerinin farkli
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gosterimlerinin kiimesi, (3.2) modeli altinda M, X,B, i¢in lineer tahmin edicilerinin

bir kiimesi olarak ele alindiginda, (3.2) modelinin (3.9) modeli ile g¢elismemesi
kosuluyla, tiim bu tahmin edicilerin (3.2) modeli altinda hemen hemen kesin olarak

cakistig1 anlamina gelir. Bu (3.9) modeli altindaki M, X,B, i¢in BLUE, (3.2) modeli

altinda BLUE olmasa bile dogrudur.

Asagidaki iki 6nerme sirasiyla, (3.2) ve (3.9) modelleri altinda M, X,B, parametrik

fonksiyonlar vektoriiniin BLUE degerlerinin karakterizasyonunu ortaya koymaktadir.

Onerme 3.4.1. V, =M, VM, olsun. Asagidaki dért durum denktir:

(1) Fy, (3.2) modeli altinda M,X,B, i¢in BLUE olur.

(1) F, F(X,:X,)=(0:M,X,) ve FVM,Z =0 denklemlerini saglar.

(1) N, NM,X, =M X, ve NV,Z=0 denklemlerini saglayan bir matris olmak
tizere, F = NM, bicimindedir.

(iv) F matrisi, en az bir A matrisi i¢in asagidaki gibidir:

F=[1-V,Z(ZV.Z)' Z]M, + A[1 - ZV,Z(ZV,Z)" 1ZM, [12]. n

Onerme 3.4.2. Asagidaki {i¢ durum denktir:

(1) Fy, (3.9) modeli altinda M,X,B, i¢in BLUE olur.
(i) F, FM X, =M X, ve FVZ =0 denklemlerini saglar.

(ii1)) F matrisi, en az bir B matrisi i¢in agagidaki gibidir:

F=[1-VZ(ZVZ)' Z]+B[1-ZVZ(ZVZ)'1Z [12]. n

3.5. Cok Degiskenli Lineer Model ve indirgenmis Modeller Altinda Tahmin

(3.2) modelinin (3.9) modeli ile ¢elismedigi kabul edilerek, (3.9) indirgenmis modeli
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altinda M X, B, i¢in BLUE degerinin, (3.2) parcalanmis modeli altindaki BLUE ile

ayni kaldig1 durumlar ile ilgili baz1 sonuglar asagida verilmektedir.

Teorem 3.5.1. (3.2) pargalanmis modeli (3.9) indirgenmis modeli ile ¢elismesin. Bu

durumda (3.9) indirgenmis modeli altinda M, X,B, icin her BLUE degerinin, (3.2)

parcalanmis modeli altinda M, X, B, i¢in BLUE kalmasinin gerek ve yeter kosulu

R(X,) = R(VZ) (3.15)

olmasidir [12]. ]

Uyan 3.5.1. Teorem 3.5.11in ispatindan iddianin dogru oldugu, “(3.2) modeli altinda
M, X,B, icin BLUE kalir” ifadesi ile “(3.2) modeli altinda M X, B, i¢in yansiz”

ifadesi yer degistirdiginde de goriiliir [12].

(3.2) modelinin zay1f singiiler oldugu durumla ilgili asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.5.2. (X, :X,)=r(X,))+r(X,) ve R(X, :X,) < R(V) olsun. Bu durumda
(3.9) indirgenmis modeli altinda M X, B, icin her BLUE degerinin, (3.2) modeli

altinda M, X,B, icin BLUE kalmasinin gerek ve yeter kosulu

X'M,V'X, =0

olmasidir [25]. ]

Simdi (3.2) zayif singiiler modeli ve Teorem 3.5.2 ile uyumlu olan bir sonug ortaya

konulabilir.

Sonu¢ 3.5.1. (3.2) parcalanmigs modeli zayif singiiler olsun. Bu durumda, (3.9)
indirgenmis modeli altinda M X,B, icin her BLUE degerinin, (3.2) parcalanmis

modeli altinda M, X, B, i¢in BLUE kalmasinin gerek ve yeter kosulu V matrisinin
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herhangi bir genellestirilmis tersi olan V™ matrisi i¢in

X,M,V'X, =0 (3.16)

olmasidir [12]. ]

R(X,) Z R(V) oldugunda, (3.9) modeli altinda M,X,B, i¢in BLUE degerinin, (3.2)
modeli altinda BLUE kalmasmin hi¢bir zaman beklenemeyecegi aciktir. Ciinkii
R(X,:X,:V)#RM,X,:V) durumu, bu modellerin gelistigini gdsterir. Ote
yandan, R(X,)=R(VX,) oldugunda, (3.15) kosulu; X, =ZX, oldugundan dolay1
daima saglanir. (3.2) modeli (3.9) modeli ile ¢elismedigi zaman, R(X,)=NR(VX,)
kosulunun R(VX,) < R(X,) kosuluna denkligi dikkate alindiginda, asagidaki sonug

verilebilir.

Sonug¢ 3.5.2. (3.2) parcalanmis modeli (3.9) indirgenmis modeli ile ¢elismesin. Bu

durumda

RVX,) < R(X,) (3.17)

ise, (3.9) modeli altinda M, X,B, i¢in her BLUE, (3.2) modeli altinda M, X,B, icin
BLUE kalir [12]. [

R(VX,) c R(X,) kosulu ile (3.2) modeli altinda M,X,B, i¢in her BLUE degerinin
(3.9) modeli altinda M,X,B, i¢in BLUE kaldigi Onerme 3.4.1 (ii) ve Onerme 3.4.2
(ii) kosullarindan kolayca goriiliir. Diger bir deyisle, R(VX,) < R(X,) ise, sirasiyla

(3.2) ve (3.9) modelleri altindaki BLUE degerlerinin kiimesi ¢akisir.

R(VX,) < R(X,) kosulunun, {y,XB,,c°V} lineer modeli altinda X,B, vektdriiniin

BLUE ve OLSE degerlerinin esitligi i¢in gerek ve yeter kosul olduguna dikkat etmek
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gerekir [23]. Sonug 3.5.2 daha kisitlayict varsayimlar altinda [4, Teorem 2.4] ve [5,

Teorem 3.1]°de ele alinmistir.

M,X,B, i¢in Py y y tahmin edicisi OLSE olarak ele almsim. Eger bu tahmin edici

(3.9) modeli altinda BLUE ise, asagidaki sonugta agiklandigi gibi (3.2) modeli
altinda da BLUE kalir.

Sonu¢ 3.5.3. (3.2) parcalanmis modeli (3.9) indirgenmis modeli ile ¢elismesin. Eger
Py x,¥, (3.9) indirgenmis modeli altinda M X,p, i¢in BLUE ise, bu durumda (3.2)

modeli altinda da BLUE kalir [12]. [ |

3.6. Cok Degiskenli Lineer Model Altinda Kabul Edilebilir Tahmin

Burada (3.9) modeli altinda M,X,B, icin BLUE degerinin, (3.2) modeli altinda

BLUE kalmadig1 zaman, nasil bir anlam ifade edecegi ile ilgili bazi sonuglar

verilmektedir. Ancak 6nce kabul edilebilirlik kavramini vurgulamakta yarar vardir.

@, (3.2) modeline karsilik gelen parametreler uzayr olmak {izere, her (B,c°) €@

ikilisi i¢in saglanan ve en az bir (B,c*) € @ ikilisi i¢in kesin olan

O(Ly+A:MX,B,)<Q(Ay+a:MX,B,)

esitsizligi i¢in Ly +A € @, (y) olacak sekilde Ly +A mevcut degilse, Ay +a lineer
tahmin edicisine, (3.2) modeli altinda @, (y) lzerinde kabul edilebilir denir [2].

Burada

® (y)={Ly+L:LeR" rLecR"'}, (3.18)

M, X,B, icin tiim lineer tahmin edicilerin kiimesini gostermektedir ve

O(Ly +A:M X B,) = E[(Ly + A -M X B,)'(Ly + A -M X,B,)], (3.19)
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(3.2) modeli altinda Ly +A € ® (y) ifadesinin kuadratik riskidir.

Her seyden 6nce (3.9) modeli altinda M, X,B, i¢in BLUE degerinin, (3.2) modeli
alinda BLUE olmadig1 zaman R(X,)c%R(V) olmas: kosuluyla, (3.2) modeli
altinda, @, (y) lineer tahmin edicileri kiimesi itizerinde, M X,B, icin bir kabul

edilebilir tahmin edici oldugunu vurgulamakta yarar vardir [12].

Asagidaki onerme, (3.2) modeli altinda M X,B, i¢in homojen lineer kabul edilebilir

tahmin edicilerin karakterizasyonunu gdstermekte olup [2] c¢alismasindaki ana

sonugtan goriilebilir. (M, X,B, icin homojen lineer tahmin edicilerin kiimesi

{Ly:L eR"™"} olarak gosterilir.)

Onerme 3.6.1. Bir Ay tahmin edicisinin, (3.2) par¢alanmis modeli altinda @ (y)

tzerinde M, X,B, i¢in kabul edilebilir olmasinin gerek ve yeter kosulu A € R™"

matrisi i¢in asagidaki dort kosulun saglanmasidir:

() RVA)SR(X,:X,),

(1)) AVM, simetriktir,

(iii)) AV(M, —A’) pozitif kararsizdur,

(iv) W matrisi, R(W)=R(X, : X,)NR(V) kosulunu saglayan herhangi bir matris

olmak tizere, R[(A-M,)(X, : X,)]=R[(A-M,)W] olur [12]. ]

Asagidaki teorem, (3.9) indirgenmis modeli altinda M, X,B, i¢cin BLUE degerinin,
R(X,) < R(V) kosuluyla (3.2) modeli altindaki tahmin edici i¢in yerinde bir se¢im
olarak gdz Oniine alinabilecegini gosterir. Ciinkii, (3.9) modeli altinda M X,B, i¢in

BLUE, farkli bir lineer tahmin edici vasitasiyla ortaya konulamaz [12].

Teorem 3.6.1. (3.2) parcalanmis modeli, (3.9) indirgenmis modeli ile ¢celismesin.
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RX) = R(Y) (3.20)

ise, (3.9) indirgenmis modeli altinda M,X,p, icin her BLUE, (3.2) modeli altinda
(3.18) ile verilen @ (y) lineer tahmin edicileri kiimesi tizerinde M, X,B, i¢in kabul

edilebilirdir [12]. |

3.7. Cok Degiskenli Lineer Model Altinda Alternatif Tahmin

Bu kisimda, Fy, (3.9) indirgenmis modeli altinda M X B, i¢cin BLUE olmak {iizere,
M, X,B, parametrik fonksiyonlar vektoriiniin FM,y bicimindeki tahmin edicileri ile

ilgili baz1 sonuglar ele alinmaktadir. Bu sekildeki tahmin ediciler bazi ¢aligmalarda

da ele alimmustir [1, 12, 35]. FM,y tahmin edicisi,

FM, (X, :X,)=(0:M,X,)

oldugundan, (3.2) modeli altinda M X, i¢in bir yansiz tahmin edicidir. Bu nedenle
M, X,B, i¢in BLUE, tahmin edicilerin kuadratik riskine gore FM,y tahmin
edicisinden daha kotii degildir. Boylece FM,y, eger (3.2) modeli altinda M, X,B,

parametrik fonksiyonlar vektoriiniin BLUE degeri ile gakisirsa, (3.2) modeli altinda

@ (y) tizerinde M, X, B, i¢in kabul edilebilir tahmin edici olur.

Asagidaki teorem bu c¢akisma durumu igin gerek ve yeter bir kosul ortaya

koymaktadir.

Teorem 3.7.1. (3.2) pargalanmis modeli, (3.9) indirgenmis modeli ile ¢elismesin ve

Fy, (3.9) indirgenmis modeli altinda M,X,B, i¢in BLUE olsun. Bu durumda her
FM,y tahmin edicisinin, (3.2) modeli altinda M,X,B, i¢in BLUE olmasmin gerek

ve yeter kosulu

R(P,VM,Z) = R(VZ) (3.21)



35

olmasidir [12]. ]

Uyann 3.7.1. Teorem 3.7.1’de wverilen (3.21) kosulu farkli bir bigimde,
R(P, VM, ) c R(VZ) seklinde de ifade edilebilir. Burada P, = X, X] "dir [12].

Teorem 3.7.1°deki (3.21) kosulunun Teorem 3.5.1°deki (3.15) kosulundan daha zayif
bir kosul oldugu aciktir. Ciinkii (3.15), (3.21) kosulunu vurgular. Tersinin dogru

olmadigi, 6rnegin,

0 11 1 00 0
1 1 0 0200

X = |,X,= ve V= (3.22)
-1 1 0 0030
0 11 000 4

matrisleri ele alindiginda goriilebilir [12]. (3.22) ile verilen matrislere gore gergekten

R(P,VM,Z) c R(VZ) olmasina karsilik R(X,)  R(VZ) olur. Ayni1 matrislerin, [8,
Teorem 1]’in yanlis oldugunu gostermek i¢in kullanilabilecegi, Grof ve Puntanen

tarafindan vurgulanmistir [12]. 'V matrisinin pozitif kararli ve (X, :X,) matrisinin
tam siitun rankli oldugu durumda, (3.2) par¢alanmis modeli altinda Fiebig, Bartels ve
Kriamer, genellestirilmis en kiigiik kareler (generalized least square-GLS) tahmin
edicisi ve B, (yansiz tahmin edilebilir vektorii) i¢in Pseudo-GLS tahmin edicisi adin1
verdikleri tahmin edicinin esitligi i¢in gerek ve yeter kosulun X,M,V™'X =0
oldugunu ileri siirmektedirler [8]. Fakat bu kosul saglanmaksizin (3.22) matrislerine

gore, konu olan bu tahmin edicilerin cakistig1 kolayca goriilebilir. Dogru kosulun
X’M,V'PVM,Z =0 oldugu bilinmektedir [25, Teorem 1]. Bu ifade, asagidaki

sonucta ifade edildigi gibi Teorem 3.7.1 ile iligkilidir.

Sonu¢ 3.7.1. (3.2) parcalanmis modeli zayif singiiler ve Fy, (3.9) indirgenmis
modeli altinda M, X,B, icin BLUE olsun. Bu durumda her FM,y tahmin edicisinin,
(3.2) modeli altinda M,X,B, i¢cin BLUE olmasinin gerek ve yeter kosulu V

matrisinin herhangi bir genellestirilmis tersi olan V™ matrisi i¢in
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XM,V PVM,Z =0 (3.23)

kosulunun saglanmasidir [12]. |

3.8. Frisch-Waugh Tahmini

Bu boliim, (3.2) pargalanmis modeli ile (3.7) diizgiin indirgenmis lineer modeli ele
alindiginda, Onerme 3.4.1’in bir sonucu olarak degerlendirilebilecek bir teorem ve
yararli olacag diisiiniilen bazi1 kisa degerlendirmeler ile bitirilecektir. (3.2) ve (3.7)

modellerinde V =1 oldugunda, bu modeller altinda M, X,p, icin BLUE degerlerinin

cakismasi durumu ilk olarak Frisch ve Waugh tarafindan ispatlanmistir [10]. Burada
verilen teorem ise, onun bir genellestirilmesidir. Bu nedenle bu tiir tahminler Frisch-

Waugh tahmini olarak bilinir.

Teorem 3.8.1. (3.7) diizgiin indirgenmis modeli altinda M, X,B, icin her BLUE,

(3.2) modeli altinda M ,X,B, i¢in BLUE kalir [12]. m

Ayrica ifadenin terside dogrudur. Yani, (3.2) modeli altinda M X,B, i¢in her BLUE,
(3.7) modeli altinda da M X,B, i¢in BLUE kalir. Diger bir deyisle, (3.2) ve (3.7)

modelleri altinda BLUE degerlerinin kiimeleri ¢akisir. Benzer problem, V
matrisinin  pozitif  kararli oldugu durumda [4, Teorem 2.3]te ve
R(X)NRX,) ={0}, R(X)<=R(V) ile birlikte V matrisinin tersinir olmayan bir
matris oldugu durumda [35] ¢alismasinda ele alinmistir. Ayrica Teorem 3.8.1, (3.7)
diizgiin indirgenmis modeli altindaki tahminin, V matrisinin tersinir ve J,

vektoriiniin tahmin edilemez olas1 durumlarinda [10] ¢alismasinda ele alinan ve iyi

bilinen yontemin bir genellestirilmesi olarak diisiiniilebilir [12].



BOLUM 4. COK DEGISKENLI KATLI LINEER MODELLER
ALTINDA TAHMIN

4.1. Giris

Bu boéliimde, cok degiskenli katli lineer model ve bu modelle iligkili baz1 ¢ok
degiskenli katli indirgenmis lineer modeller tanitilacak ve bu modeller altinda
gozlenebilir rasgele degiskenler matrisinin beklenen degerinin BLUE degerlerinin
cakigma durumlar ile ilgili baz1 sonuglar verilecektir. Baska bir deyisle, ii¢ilincii
boliimde ele alinan problemin ¢ok degiskenli katli lineer modellere genisletilmesi ile

ilgili sonuglar verilecektir.

4.2. Cok Degiskenli Kath Lineer Model ve lliskili Baz1 indirgenmis Lineer
Modeller

Konu ile ilgili yapilan ¢alismalarin bir ¢ogunda genel anlamda agiklayici bir
degisken grubuyla, bir degiskeni aciklayacak sekilde problemler ele alinmistir [1, 4,
5, 12, 22-25, 35-37, 39]. Gergek hayatta, herhangi bir agiklayict degisken grubuyla
ayn1 anda agiklanabilecek sekilde birden fazla bagimli degiskeni iceren bir model ile
ilgili problemlere rastlamak miimkiindiir. Bu nedenle, son zamanlarda yapilan bazi
caligmalarda artik konuya genel bir problem olarak da yaklasilmaya baslanmistir [9,
18, 19, 33, 38]. Dolayisiyla, genel durum i¢in ¢ok degiskenli katli lineer modellere
ihtiya¢ duyulur. Bu tip modelleri elde etmek icin, dncelikle (3.1) ve (3.2) modellerine

benzer sekilde
Yo LBy, o1}, i=12,...,m, (4.1)

bi¢imindeki m tane klasik ¢cok degiskenli lineer modeller kiimesi ile bu modellerin
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pargalanmis bi¢imleri olan
{y([) s Z]B([l) + ZZB([Z) s O-jzl} o l = 17 27 AR m s (42)

seklindeki m tane ¢ok degiskenli parcalanmis lineer modeller kiimesi goz Oniine

alinsin. Burada E(y,)=7Zp; ve D(y(i)):ofl kabul edilmektedir. (4.1) ve (4.2)
modelleri i¢in y, €R™, p=p +p,, Z eR" ve Z,eR"” olmak iizere,
Z=(Z,:Z,)eR"” tam rankli olmasi gerekmeyen bilinenler matrisi ve

B, = (B :Biz)) €R”'dir. (4.1) ve (4.2) modelleri, €, hata vektdrii olmak iizere,

y(z) = ZB(Z) + 8(i) = Zlﬁ(il) + ZZB(Z'Z) + 8(i)
bi¢ciminde de ifade edilebilir.

Sttunlart y, gozlenebilir rasgele vektorlerinden olusan Y matrisi ve bu matrise

matrisi i¢in, klasik lineer regresyon modellerin yapisina uygun,

(Y,ZB,Z®I} (4.3)

bi¢imindeki c¢ok degiskenli katli lineer modeli yazilabilir. Benzer sekilde, (4.3)

degiskenli katl1 parcalanmis lineer model olarak,

{Y,ZB,+Z,B, £QI} (4.4)

seklinde ifade edilebilir. (4.3) ve (4.4) modelleri icin E(Y)=ZB ve D(Y)=X®I

olur. Burada X kosegen elemanlart o olan bir kdsegen matristir. E hata matrisi
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Y=ZB+E=ZB, +Z,B,+E

bi¢ciminde de ifade edilebilir.

Bir AeR"™" matrisinin j. situnu a,, j=12,...,n, olmak iizere, vecA e R™!

vektori,

vecA =(a;,a),...,a)’

olarak tanimlanir. Kisalik olsun diye, ¢alisma boyunca vecA gosterimi yerine A’

gosterimi kullanilacaktir.

X=1I®Z, X =1I®Z, ve X,=1I®Z, olmak iizere, (4.3) ve (4.4) modelleri

sirasiyla

{Y',XB',ZQI} (4.5)
Ve

(Y, X,B] +X,B}, Z®1} (4.6)

seklinde yazilabilir. (4.5) ve (4.6) modelleri
Y'=XB'+E’ =X B/ +X,B +E’

bi¢iminde de ifade edilebilir. Burada

._(B.) (B
X=(X,:X,) ve B = -
B,) (B,

olduguna dikkat edilmelidir. Q matrisi uygun bir permiitasyon matris, yani satirlar
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farkli sekilde diizenlenmis olan birim matris olmak iizere, B*, Q ile soldan ve X,

Q' ile sagdan ¢arpilarak, B® vektoriiniin satirlar1 ve X matrisinin siitunlari tekrar

diizenlenebilir. Yani,

BS
B: = QB’ :(Bij ve X. =XQ'=(X,:X,)

2

seklinde ifade edilebilir. Buradan

| | B: |
X,B! =XQ'QB’ = (X, : Xz)(Bi j - XB'

2

elde edilir. Boylece, (4.5) modelinin (4.6) modeline denk oldugu goriiliir.

Calisma boyunca kullanilacak olan bazi gosterimleri eklemekte yarar vardir. Z*

matrisi, R(Z")=N(Z') kosulunu saglayan bir matris olmak iizere, P, matrisi R(Z)

lizerine ve M, =1-P, matrisi R(Z") iizerine dik izdiisiim matrisleridir. Bu
boliimde kullanilan gosterimler ¢ercevesinde, Py =1®P, ve M, =1-P, =1®M,
olarak gosterilecektir. Ozellikle, P, = P, =1®P, , M, =1-P =1OM

2, 1=12,ve

Py x, =1®P,, , olmak lizere, H matrisi I-Py , matrisini gosterecektir.

Ugiincii béliimde izlenen yola benzer sekilde, bu béliimde de (4.4) modelinde B,
kisitlanacak parametre matrisi olarak gdz Oniine alinarak, B, matrisinin tahmin

edilebilir parametrik fonksiyonlar matrisinin tahmini ile ilgilenilecektir. Ozellikle,
cok degiskenli parcalanmis lineer modellerle ilgili iiclincii bolimde elde edilen

sonuglarin bazilar ¢cok degiskenli katli lineer modellere genisletilecektir.

Cok degiskenli lineer modeller icin verilen tahmin edilebilirlik kosulu, (4.5) ve (4.6)

modelleri ele alindiginda ¢ok degiskenli katli lineer modeller icin de benzer sekilde
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ifade edilebilir. Yani, KeR™"™ olmak iizere, KB parametrik fonksiyonlar

vektoriiniin (4.5) modeli altinda tahmin edilebilir olmasinin gerek ve yeter kosulu

K=CX (4.7)

olacak sekilde bir CeR”™"™ matrisinin var olmasidir. Ciinkii K, € R*” olmak
tzere, (4.2) modelleri altinda KB, parametrik fonksiyonlar vektorintin tahmin
edilebilir olmasimin gerek ve yeter kosulu K, =C,Z olacak sekilde bir C, € R*"

matrisinin var olmasidir. K=K ®K,®...@K,6 ve C=C &C,®..&C,

secildiginde, ¢cok degiskenli katli modeller i¢in (4.7) ile verilen K =CX seklindeki
tahmin edilebilirlik kosulu elde edilir.

Asagidaki onermede, K,B) parametrik fonksiyonlar vektorii ile ilgili tahmin

edilebilirlik kosulu verilmektedir. Bu &nerme, Onerme 3.2.1°in genellestirilmesi

olarak diisiiniilebilir.

Onerme 4.2.1. (4.6) modeli altinda K, e R""> olmak iizere, K,B} parametrik

fonksiyonlar vektoriiniin tahmin edilebilir olmasinin gerek ve yeter kosulu

K,=CMX, (4.8)

olacak sekilde bir C, € R™"" matrisinin var olmasidir.

Ispat. Her seyden énce K,B) vektoriiniin (4.6) modeli altinda tahmin edilebilir

olmasinin gerek ve yeter kosulu uygun bir C matrisi i¢in

0:K,)=C(X,:X,) (4.9)

olmasidir. Eger (4.8) ifadesi saglaniyorsa, yani K, =C,M, X, ise, C =C,M, matrisi,
(4.9) denklemini saglar. Yani,
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CM (X;:X,)=(CMX;:CMX,)=(0:CMX,)

olur. Tersine K,B; vektorii (4.6) modeli altinda tahmin edilebilir olsun. Bu durumda
(4.9) saglanir. Buradan CX, =0 olur. Bu ifade bir C, matrisi i¢in, C=CM,

oldugunu vurgular. Boylece K, = C,M,X, bulunur. [

Artik (4.8) ifadesine gore, M X,B’ parametrik fonksiyonlar matrisinin tahmin

edilmesi durumu ele alinabilir. Dolayisiyla, (3.7) ve (3.8) modellerine benzer sekilde,

(4.1) veya denk olarak (4.2) modelleri ile uyumlu olan

{MZ]y(i)7 lezzﬁ(iz)a GizMZ] IMz, bi=12,...,m (4.10)
ve
Vi Mg ZoBo), 071}, i=1,2,...,m (4.11)

seklindeki m tane ¢ok degiskenli diizgiin indirgenmis ve indirgenmis lineer modeller
kiimeleri ele alinabilir. Bu modeller M, Z,,,, parametrik fonksiyonlar vektdriniin
tahmini i¢in ihtiya¢ duyulan bilgileri icerir. Katli durum i¢in, (4.10) ve (4.11)
modellerine karsilik gelecek sekilde, (4.5) veya denk olarak (4.6) modelleriyle

uyumlu olan ¢ok degiskenli kath diizgiin indirgenmis ve indirgenmis lineer modeller

sirastyla

MY , MX,B), M (Z®DM,} (4.12)
ve

{Y' M X,B,XQI} (4.13)

seklinde yazilabilir.
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Calisma boyunca dogal olarak (4.6) modelinin tutarli, yani “1 olasilikla”

Y’ e RX:Z®T) (4.14)

ve (4.13) modeli ele alindiginda, “1 olasilikla”

Y eRM X, : Z®I) (4.15)

oldugu kabul edilmektedir. (4.6) ve (4.13) modelleri i¢in Y’ vektoriiniin

gerceklendigi alt uzayin her iki model altinda hemen hemen kesin olarak ayni, yani

RX,: X, : TN =RM,X, : ZQI) (4.16)

oldugu kabul edilir. Bu durumda (4.13) modeli, (4.6) modeli ile ¢elismez. Eger (4.6)

modeli yalnizca zayif singiiler, yani

R : X,) cRERI) (4.17)

ise, bu durumda (4.13) modeli, (4.6) modeli ile hi¢gbir zaman ¢elismeyecektir.

Simdi (4.16) kosulu ile iliskili baz1 6zelliklerin toplandig1 ve Onerme 3.3.1’in genel

bir durumu olarak dikkate alinabilecek olan asagidaki 6nerme verilebilir.

Onerme 4.2.2. X, X, ve H daha dnceden tanimlandig1 gibi olsun.

(1) Asagdaki ii¢ kosul denktir:

@al) R(X,: X, : T =RM X, : Z®I),
(a2) R(X,) c RM,X, :EB]),

@3) 7(X,)+boy[RM,X,) "R(EB®D)]=boy[R(X, : X,) "R(ET)].
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(i1) (al) kosulu ilk ii¢li denk olmak tizere, asagidaki dort kosulu gosterir:

(b1) R(X,) =R(P,(Z®T)),
(b2) #(X,)=r(Z®DX,),

(b3) RX)NR(ERID)) = {0},
(b4) R(X,) = RHAE®T)).

(ii1) Asagidaki iki kosul denktir:

(cD) R(X) S RER]D),
(©2) R(X,)B[RM,X,) "REB®D]=R(X, :X,) "RE®T).

(iv) Ayrica asagidakiler dogrudur:

(d1) (cl) kosulu (al) kosulunu vurgular,

(d2) (al) kosulu her zaman (c1) kosulunu vurgulamaz.

Ispat. (i): (al) kosulunun saglandigi, yani R(X,:X,:Z®I)=RM X, :Z®I)

oldugu kabul edilsin. Bu durumda [21] ¢alismasina gore

RX,: X, ZOD =R(X, : X,) +REBD =R(X,)+RM,X,) +RESI)  (4.18)

oldugundan, R(X,) c R(M,X, : X®I) oldugu goriiliir. Boylece, (al) kosulunun (a2)

kosuluna denk oldugu gosterilmis olur.

RM, X, : ZQI) c R(X, : X, : Z®I) her zaman ger¢eklendiginden, (al) kosulu,

rMX, :Z2Q1)=r(X,: X, : ZQT) (4.19)

ifadesine denktir.
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FMX, : Z®T)=r(M,X,) +r(Z®I)-boy[R(M,X,) "R(Z®I)],

HX, X, 2O = r(X,: X,) +H(E®T) —boy[R(X, : X,) "R(E®T)]

Ve

r(X, : X,)=r(X))+r(MX,)

oldugundan,

HX, X, Z®T) = r(X,)+r(M,X,) + H(E®TD) —boy[R(X, : X,) "R(E®T)]
= (X)) +r(M,X, : Q1)+ boy[R(M,X,) "R(E®T)]
—boy[R(X, : X,) "R(Z®I)]

elde edilir. (4.19) esitligi bu ifadede kullanildiginda,

H(X,) +boy[RM,X,) "R(E®T)] =boy[R(X, : X,) "R(E®T)]

bulunur, yani (al) kosulunun (a3) kosuluna denk oldugu goriiliir. (i) kosulunun ispati

tamamlanir.

(i1): (al) kosulu (a2) kosuluna denk oldugundan, (a2) kosulunun saglandigi, yani
R(X,) < RM,X, : Z®I) oldugu kabul edilsin. Buradan

X, =M X,A +(Z®I)C (4.20)

olacak sekilde uygun A ve C matrisleri vardir. P, matrisi ile (4.20) denklemi

soldan carpildiginda,

PX, =PM X,A+P(Z®I)C=P(EQI)C
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elde edilir. Buradan X, = P (Z®I)C oldugu goriiliir. Yani,

R(X,) = R(P(ZQD)) (421)

bulunur. Herhangi bir C matrisi i¢in P(Z®I)=X,C oldugundan,
RP(Z®I)) < R(X,) olur. Boylece R(X,)=RP(ZX®I)) elde edilir ve (al)

kosulunun (b1) kosulunu vurguladigr goriiliir.

R(P,(X®I)) c R(X,) oldugundan, (4.21) ifadesi,

r(X)=r(P(Z®D) =rX(Z®I) =r(Z®DX)) (4.22)

ifadesine denktir. Buradan (b2) kosulu gosterilmis olur.

r(X,) = r(X{(Z®D) = r(X,) ~boy[R(X,) NR(ERD)")]

oldugundan, (4.22) kosulunun saglanmasi ic¢in gerek ve yeter kosulun

RX,)NR(E®ID)) = {0} oldugu goriiliir [21]. Bdylece (b3) kosulu saglanr.

(b4) kosulunu gostermek i¢in (4.20) denklemi soldan H =I-Py, , ile carpildiginda,

I- PM1X2 )Xl =(I- PMIXZ )M1X2A +(I- PMlx2 NER®DC

elde edilir ve buradan

X, — Py X, = HM,X,A + HE®D)C

bulunur. Py =Py, yx M, oldugundan,

X, =H(E®I)C
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elde edilir. Buradan R(X,) c R(H(X®I)) oldugu goriiliir. Boylece, (i1) kosulunun

ispat1 tamamlanir.

(ii1): (cl) kosulunun saglandigi kabul edilsin. Bu kosulun (al) kosulunu ve

dolayisiyla (a3) kosulunu vurguladigr agiktir. Ciinkii R(X,) c R(Z®]) ise,

RX,: X, :ZOT) =RM,X,) +RE®T) =R(M,X, : ZOT)

olur. Ayrica, R(X,) c R(E®I) ifadesi ile R(X|) =R(X,)N"R(ZE®I) esitligi denk

oldugundan ve

[R(X,) NREBD]D[RM,X,) "RE®D] < [R(X, : X,) "R(E®T)] (4.23)

her zaman gergeklendiginden,

RX,) B[RM,X,) "REBTD]=R(X, : X,) "R(E®T)

elde edilir. Yani, (a3) kosulu, (c2) kosuluna denktir. Buradan, (c1) kosulunun (c2)

kosulunu vurguladig: goriiliir.

Tersine olarak (c2) kosulu saglansin.

R(X,) S[RX, : X,) NRES D] REST)

elde edilir. Yani, (c1) saglanir. Boylece (iii) gosterilmis olur.

(iv): (i11)) kosulunun ispatindan (cl) kosulunun, (al) kosulunu vurguladig

goriilmektedir. Yani (d1) kosulu saglanir. (d2) kosulu i¢in (3.13) ile verilen matrisler

katli durum igin ele alindiginda, (al) kosulunun saglandigi, fakat R(X,) z R(Z®I)

oldugu goriiliir, yani (d2) kosulu gosterilmis olur. Boylece ispat biter. ]
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4.3. Cok Degiskenli Kath Lineer Model Altinda BLUE

Bu kisimda, ¢ok degiskenli katli lineer model i¢in Kisim 3.4’te elde edilen sonuglara
benzer sonuglar, detayli olarak ele alinmaktadir. Ugiincii béliimde ifade edildigi gibi

(3.1) modelleri altinda CZB; tahmin edilebilir parametrik fonksiyonlar
vektorlerinin BLUE degerleri, Ky, olarak verilir. Burada F e R*" matrisi,
F(Z:Z")=C,(Z:0) denkleminin herhangi bir ¢dziimiidir. Bu durum, g¢ok

degiskenli katli lineer modeller igin ele alindiginda, CXB® parametrik fonksiyonlar

vektorii icin BLUE, FY* olarak verilir. Benzer sekilde F € R™™" matrisi,
F(X:(Z®D)X")=C(X:0) (4.24)

denkleminin herhangi bir ¢0ziimidir. Burada F ve C matrislerinin
F=FQ@F,®..®F, ve C=C®C,®..®C, biciminde olduguna dikkat
edilmelidir. (4.24) denklemi,

FX=CX ve F(E®DM, =0 (4.25)

olarak yazilabilirr CXX X=CX oldugu da dikkate alindiginda, (4.25)

denklemlerinin tutarli oldugu kolaylikla gortiliir. Bu denklemlerin ¢oziimleri H, ve

H, uygun boyutlu herhangi matrisler olmak iizere,

F=CXX +H,-HXX" (4.26)
ve
F=H,-H,(Z®DM,) (Z®I)M,) (4.27)

seklindedir. (4.27) ¢oziimi, H, =C se¢imi ile (4.25) denklemlerinin birincisini

saglar. Yani,
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H,X-H,(Z®DM,) (Z®M,)X-CX =0

olur. Bdylece, genel durum goz Oniine alindiginda, (4.24) denklemi icin en az bir
¢oziim bulunabilir. Benzer sekilde, eger GY', XB® i¢in BLUE, yani G € R™"™
matrisi G(X: (Z®I)X") =(X:0) denkleminin herhangi bir ¢6ziimii ise, bu durumda
CG matrisi de, F(X:(Z®I)X")=C(X:0) denkleminin bir ¢dziimiidiir. Bdylece

CGY’ vektoriiniin, CXB* i¢in BLUE oldugu sonucuna varilabilir.

Asagidaki iki 6nerme sirastyla (4.6) ve (4.13) modelleri altinda M, X,B; parametrik

fonksiyonlar vektdriiniin BLUE degerlerinin karakterizasyonunu ortaya koymaktadir.

(4.6) ve (4.13) modellerinin ¢elismedigi kabul edildiginden, F, #F, olasi
durumunda, (4.13) modeli altinda M, X,B’, vektoriiniin BLUE degerinin herhangi iki
FY’ ve E)Y’ gosterimi icin Y’ =F, Y’ oldugu her zaman dogrudur. Bu durum
(4.6) modelinin (4.13) modeli ile ¢elismemesi kosulu ile (4.13) modeli altindaki

M, X,B’ i¢in BLUE degerinin farkli gdsterimlerinin kiimesinin, (4.6) modeli altinda

M, X,B’ icin lineer tahmin edicilerin bir kiimesi olarak ele alinmas1 durumunda, tiim
bu tahmin edicilerin (4.6) modeli altinda hemen hemen kesin olarak cakistig

anlamina geldigini ifade eder. Bu, (4.13) modeli altindaki M,X,B; i¢in BLUE, (4.6)

modeli altinda BLUE olmasa bile dogrudur.

Onerme 4.3.1. (Z®1I), = M,(E® )M, olmak iizere asagidaki ifadeler denktir:

(1) FY’, (4.6) modeli altinda M, X,B’ i¢in BLUE olur.

(i) F matrisi, agagida verilen denklemleri saglar:

F(X,:X,)=(0:M,X,) ve (EQIMH=0.

(ii1)) N matrisi NM,X, =M,X, ve N(X®I),H=0 denklemlerini saglayan bir

matris olmak lizere, F = NM, bi¢imindedir.
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(iv) F matrisi, en az bir A matrisi i¢in asagidaki gibidir:

F=[1-(Z®I),H(H(E®I),H) HM, + A[I-H(ZRI),H(H(Z®I),H) HM, .

Ispat. Bir FY® tahmin edicisinin, (4.6) parcalanmis modeli altinda M,X,B} igin
BLUE olmasinin gerek ve yeter kosulu F(X:(Z®I)X")=M,(X:0) olmasidir. Bu

kosul FX=M,X ve F(ZE®I)X" =0 bigiminde de yazilabilir. Buradan

F(X,:X,)=(0:M,X,) ve FE®I)(X,:X,) =0

elde edilir. Burada (X,:X,)" matrisi, R((X,:X,)")=N((X,:X,)) esitligini
saglayan herhangi bir matristir. Ayrica
MH=M, - MIPMIXZ =M, - PM1X2 + Px, PMlx2 =1- le - PM1X2 =1=

oldugundan, F(ZX®I)M H =0 olur. Boylece (i) ve (i1) arasindaki denklik saglanir.

(i1) ve (iii) kosullar1 arasindaki denkligi gérmek igin, (iii) kosulunun saglandigi, yani
N matrisi, NM,X, =M X, ve N(Z®I),H =0 denklemlerini saglayan bir matris

olmak tizere, F matrisinin F = NM, bi¢iminde oldugu kabul edilsin. Buradan
NM, (X, :X,)=(NM,X, :NM X,)=(0:NM,X,) =(0:MX,)

ve

NM,(E®I)MH=N(ZX®I),H=0

elde edilir. Yani (i1) saglanir.

Tersine (i1) saglansin. FX, =0 ifadesi, en az bir N matrisi i¢in, F = NM, oldugunu
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vurgular ve (iii) goriiliir. Boylece (ii) ve (iii) arasindaki denklik saglanir.

(iv) kosulunu goérmek icin (iii) kosulu kabul edilsin. A uygun boyutlu herhangi bir

matris olmak iizere,

N=[I-(Z®I),H(HEZ®I),H) H]+A[I-HE®I),H(HEZ®I),H) H

ifadesi N bilinmeyen matrisli NM,X, =M,X, ve N(Z®I),H =0 denklemlerinin
bir ¢oziimiidiir [30, Teorem 1]. Boylece (ii1) kosulundan en az bir A matrisi i¢in F

matrisinin

F=NM,
=[I-(£®1),H(H(Z®I),H) HM, + A[l - H(Z®I),H(H(Z®1I),H) JHM,

seklinde ifade edilebilecegi goriiliir ve (iv) saglanir.

Tersine olarak (iv) saglanirsa, en az bir C matrisi igin

F=[1-(Z®I),H (H(E ®1), H)+ HM, +C[I-H(Z®I),H (H(E ®I), H)+]HMl
oldugundan, keyfi bir A matrisi i¢in,

N=[I-(X®I),H (H(E ® I)*H)+ H]+A[I-HZXZ®I),H (H(E ®I), H)+]H

bulunur. Buradan (iii) kosullarinin saglandigi agiktir. Boylece (iii) ve (iv)

kosullarinin denk oldugu goriliir. ]

Onerme 4.3.2. Asagidaki ifadeler denktir:

(1) FY’,(4.13) modeli altinda M,X,B; icin BLUE olur.

(i1) F matrisi asagida verilen denklemleri saglar:
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FM X, =M X, ve FEZ®DH=0.
(ii1)) F matrisi, en az bir A matrisi i¢in asagidaki gibidir:
F=[1-(Z®DH (H(E ® I)H)+ H]+A[Il-H(Z® I)H(H(Z ® I)H)+]H .

Ispat. Bir FY®' tahmin edicisinin, (4.13) modeli altnda M,X,B} igin BLUE

olmasinin gerek ve yeter kosulu
FM,X, :(Z®D)(M X,)") =(M,X, :0)

olmasidir. Buradan FM,X, =M,X, ve F(E®DM X,)" =0 olur. (i) ve (ii)
arasindaki denklik, H matrisinin N(X,M,) tizerindeki bir dik izdiisiim matrisi ve

dolayst ile (M,X,)" igin 6zel bir se¢im olduguna dikkat etmek suretiyle goriiliir.

(i1) ve (ii1) arasindaki denkligi gérmek icin, (ii) kosulunun saglandig kabul edilsin.

Uygun bir A matrisi i¢in

F=[1-(Z®DH(H(E®DH) H]+A[l-HEZ®DH(H(E®DH) JH

ifadesinin F matrisine gore FM,X, =M X, ve F(Z®I)H =0 denklemlerinin bir

¢oziimii oldugundan (iii) goriiliir [30, Teorem 1].

Tersine olarak (iii) saglansin. Yani, boyle bir F matrisi var olsun. Bu durumda bu

matrisin
FM X, =M X, ve FE®I)H=0

denklemlerini saglayacagi agiktir. Boylece (ii) ve (ii1) arasindaki denklik goriiliir. =
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4.4. Cok Degiskenli Kath Parcalanmis Lineer Model ve Iliskili Baz1 Indirgenmis
Lineer Modeller Altinda Tahmin

Bu kisimda, c¢ok degiskenli katli lineer model ve bu model ile iligkili bazi
indirgenmis lineer modeller altinda gozlenebilir rasgele degiskenler matrisinin BLUE

degerlerinin ¢akisma durumlart ile ilgili sonuclar verilecektir.

Teorem 4.4.1. (4.6) modeli (4.13) modeli ile ¢elismesin. Bu durumda (4.13) modeli
altinda M X,B icin her BLUE degerinin (4.6) modeli altinda M ,X,B’ i¢in BLUE

kalmasinin gerek ve yeter kosulu

R(X,)) S R(Z®DH) (4.28)

olmasidir.

Ispat. FY® tahmin edicisinin, (4.13) modeli altinda M,X,B} i¢in BLUE oldugu

kabul edilsin. Bu durumda, F matrisi Onerme 4.3.2’nin kosullarin1 saglar. Onerme

4.3.2 (i1) kosuluna gore F(X®DH =F(ZE®I)(I-Py ; ) =0 oldugundan,

F(E®I)=F(E®DP, (4.29)

bulunur. (4.29) sagdan M, ile carpilisa, Py =Py (I-Py)=P, M,

oldugundan,

F(Z®DM, =F(Z®DP, , M, =F(E®DP, . =F(Z®I) (4.30)

elde edilir. (4.30) ifadesindeki F(Z®I)M, =F(X®I) esitligi sagdan H ile

carpilirsa,

F(E®DH=FEZ®DHMH=0 (4.31)
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bulunur. Boylece, Onerme 4.3.1 (ii) kosuluna gére, bir FY® tahmin edicisinin (4.6)

modeli altinda M, X,B’ i¢in BLUE olmasinin gerek ve yeter kosulunun

FX, =0 ve FX, =M,X, (4.32)

oldugu gorilir. FX, =0 olmasinin gerek ve yeter kosulu FM, =F olmasidir.
Dolayisi ile, FX, =0 esitligi FX, =FM X, =M X, ifadesini vurgular. Burada son
esitlik Onerme 4.3.2 (ii) kosulundan elde edilir. Bu gdsterir ki, (4.13) modeli altinda
BLUE olan herhangi bir FY® tahmin edicisinin, (4.6) modeli altinda da BLUE

olmasinin gerek ve yeter kosulu

FX, =0 (4.33)
olmasidir. Dolayisi ile, ispatin kalan kismi i¢in (4.28) kosulunun (4.33) kosuluna
denk oldugunu gostermek yeterlidir. Simdi (4.33) ifadesinin, Onerme 4.3.2 (iii)
kosulunu saglayan bir F matrisi i¢in saglandig1 kabul edilsin. Bu durumda, en az bir

A matrisi igin,

FX, =[1-(Z®DH(H(E®DH) HIX, + A[l-HEQDH(HEZ®DH) JHX,
=0

denkleminin 6zel bir ¢6ziimi

[I-C®DH(HEZ®DH) HIX, =0

olarak segilebilir. Bu ifade, X, e R(Z®DH(H(X®I)H) H), yani bir C matrisi

igin

X, =(E®I)HC
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oldugunu gosterir. Buradan R(X,) c R(E®I)H) elde edilir. Yani (4.28) saglanur.

Tersine olarak eger (4.28) saglanirsa, bu durumda R(HX,) c R(H(Z®I)H), yani

HX, =H(Z®I)HA olacak sekilde en az bir A matrisi vardir. Burada

A =(H(Z®I)H) HX, bi¢imindedir. Boylece

HX, =(H(Z®DH)(HEZ®DH) HX

yazilabilir. Onerme 4.3.2 (iii) kosulundan

FX, =[I-(Z®DH(H(EZ®DH) H]X, (4.34)

elde edilir. (4.28) kosuluna gore en az bir A matrisi igin X, =(X®I)HA
oldugundan (4.34), FX =[I-(Z®DH (H(Z ® I)H)+ H]J(Z®I)HA  olarak

yazilabilir. [21] ¢aligmasina gore (ER®DH =(Z®1)H (H(E ® I)H)+ (H(E ® I)H)

oldugundan,

FX =[I-C®DH(H(E®DH) HI(Z®1)HA
=(Z®DHA-(ZQDH(H(E®DH) H(E®IHA

=0

bulunur. Boylece ispat biter. [

Teorem 4.4.2. r(X,:X,)=r(X))+r(X,) ve (4.6) modeli zayif singiiler olsun. Bu
durumda, (4.13) modeli altinda M,X,B; i¢in her BLUE degerinin (4.6) modeli

altinda M X,B’ i¢in BLUE kalmasinin gerek ve yeter kosulu

XM, (Z®1)'X, =0 (4.35)
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olmasidir.

Ispat. (4.35) saglansin. Bu durumda en az bir A matrisi igin

(Z®I)°X, =HA (4.36)

olur. Buradaki esitlik igin, H matrisinin (M,X,)" lizerine dik izdiisiim igin 6zel bir

secim olduguna dikkat edilmelidir. (4.36) ifadesi soldan X ® 1 ile carpildiginda,

ERNDE D)X, = (Z®HA (4.37)

bulunur. (4.6) modelinin zayif singiiler olma kosuluna gore R(X,)c R(E®I)
yazilabilir. Buradan, herhangi bir A matrisi i¢in X, =(Z®I)A olur. Bu denklemin
tutarli olmasi igin X, =(E®I)(Z®I)' X, olmalidir. Bu ifade (4.37) denkleminde
yerine yazildiginda R(X,) c R(Z®I)H), yani (4.28) elde edilir. Boylece (4.13)
modeli altinda M,X,B’ i¢in her BLUE degerinin, (4.6) modeli altinda M X,B’ icin
BLUE kaldig1 goriiliir.

Tersine olarak (4.28) kosulu saglansin. Bu durumda uygun bir A, matrisi i¢in
X, =(Z®I)HA, olarak yazlabilir. (4.6) modeli zayif singiiler oldugundan,
R(X, : X,)=RX)+RM,X,) cR(XERXI) olur ve buradan uygun bir A, matrisi
icin M| X, =(2®I)A, yazilabilir. Bu denklemin tutarli olmasi i¢in de,

M X, =(ZRI)(Z®I)"M,X, olmalidir. Béylece

XM, (Z®1)'X, = XM, (E2®1)" (E®I)HA, = X,M HA, =0

elde edilir ve ispat tamamlanir. ]

Sonug¢ 4.4.1. (4.6) modeli zayif singiiler olsun. Bu durumda (4.13) modeli altinda
M, X,B’ i¢in her BLUE degerinin, (4.6) modeli alinda M X,B) i¢cin BLUE
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kalmasiin gerek ve yeter kosulu X ® I matrisinin herhangi bir genellestirilmis tersi

igin

XM, (Z®T) X, =0 (4.38)

olmasidir.

Ispat. Oncelikle (X®1I)" genellestirilmis tersin segimine gére XM, (Z®I) X,

ifadesinin degismezliginin,

R(X,) c RE®T) ve RM,X,) = RE®I) (4.39)

kosullarina denk olduguna dikkat edilmelidir [31, sf. 43]. Burada X, #0 ve
XM, #0 kabul edilecegi aciktir. (4.39) kosullari, (4.18) kosulundan dolayi,
R(X, :X,) cREXI) ifadesine denktir. Bu ise, (4.6) modelinin zayif singiiler

oldugu anlamina gelir. Eger (4.38) saglaniyorsa, en az bir A matrisi i¢in

(Z®I) X, =HA (4.40)

olacag1 agiktir. Ciinkii V(X,M,) =R((M,X,)") esitligi, (Z®1) X, e R(M,X,)")

ifadesini vurgular. Burada H matrisinin, (M,X,)" {izerine dik izdiisiim igin 6zel bir
secim olduguna dikkat edilmelidir. (4.6) modelinin zayif singiiler olma kosulundan
R(X,)cRE®I) yazilabilir. Bu kosul ise, X, =(Z®I)A denkleminin
saglandigin1 ve dolayisiyla X, = (X2 ®I)(X®I) X, olmas: gerektigini vurgular. Bu
son esitlik, (4.40) denkleminin soldan X ®I ile c¢arpilmasiyla elde edilen
ERNERI) X, =(E®I)HG ifadesinde yerine yazildiginda, X, =(Z®I)HG

bulunur. Bdylece R(X,) € R(E®I)H) olur, yani (4.28) kosulu elde edilir.

Tersine olarak (4.28) kosulu saglansin. (4.6) modeli zayif singiiler, yani

R(X, : X,)=R(X)+RM,X,) cRE®I) oldugundan, uygun bir A, matrisi i¢in
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X, =(Z®I)HA, ve uygun bir A, matrisi igin M, X, = (2®I)A, olarak yazilabilir.
Son denklem MX,=Z®I)(X®I)"M,X, oldugunu gosterir. Bu esitlik
XM, =X'M,(Z®I) (X®I) bigciminde de ifade edilebilir. Boylece X &I

matrisinin herhangi bir genellestirilmis tersi i¢in
XM, (ZEQD) X, =XM,(ZQI) (X®I)HA, =X'M HA =0
elde edilir ve ispat tamamlanir. ]

R(X,) 2 RE®I) oldugunda, (4.13) modeli altinda M X,B’ i¢cin BLUE degerinin,
(4.6) modeli altinda BLUE kalmasi her zaman beklenemez. Ciinki
R(X) zRE®I) ifadesi R(X,: X, : ZQI)=RM,X, : X®I) oldugunu gosterir.
Ote yandan Py x, =Pux,M, ecsitliginden H=I-P,, =1-P, M, olarak

yazilabilir ve buradan
HX, =X, -P, « M\ X, =X,

elde edilir. Bu ifadeden elde edilen X, =HX, esitligi dikkate alindiginda,
R(X)) =R(EX®IDX,) oldugunda (4.28) kosulunun daima saglandig1 goriiliir. (4.6)
modeli (4.13) modeli ile ¢elismedigi zaman asagidaki sonucun ispatinda gosterildigi

gibi R(X)) =R(E®DX,) kosulu, R(Z®DX,) < R(X,) kosuluna denktir.
Sonug 4.4.2. (4.6) modeli, (4.13) modeli ile ¢elismesin. Bu durumda
R(TODX,) < N(X,) (4.41)

ise, (4.13) modeli altinda M, X,B; i¢in her BLUE, (4.6) modeli altinda M, X,B; i¢in
BLUE kalir.

Ispat. Eger (4.6) modeli (4.13) modeli ile ¢elismiyorsa, Onerme 4.2.2 (b2) kosulu,
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r(X,))=r(E®I)X,) ifadesini vurgular. Bu durumda (4.41) ifadesi,
R(X,)=R(E®DX,) esitligine denktir. Onerme 4.2.2 (b4) kosuluna gore

R(X,) cRHE®I)) =R(Z®T)H) oldugundan,

R(X,)=R(ZODX,) = R(ESDHX,) € R(E@DH)

elde edilir. Bu ifade (4.28) kosulunun, (4.41) ifadesinin dogru oldugu varsayimi

altinda saglandigini gosterir. [

Onerme 4.3.1 (ii) ve Onerme 4.3.2 (ii) kosullarindan, R(Z®1)X,) = R(X,) kosulu
ile (4.6) modeli altinda M,X,B; i¢in her BLUE degerinin, (4.13) modeli altinda
M, X, B’ i¢in BLUE kaldig1 kolayca goriiliir. Ciinkii R(ZE®I)X,) c R(X,) kosulu
saglantyorsa, Sonug 4.4.2°den, (4.13) modeli altinda M ,X,B; i¢in her BLUE, (4.6)
modeli altinda da M X,B] i¢in BLUE kalir. Bu durumda (4.28) saglanir. (4.28)

saglantyorsa, Teorem 4.4.1’in ispatinda goriildiigi gibi FX, =0 olur. Burada F,

Onerme 4.3.2 (iii) kosulunda verilen esitligi saglayan bir matristir. Bylece Onerme
43.1 ve Onerme 4.3.2 kullanilarak ispat yapilir. Diger bir deyisle, eger
R(ZE®DX,) cR(X,) ise, bu durumda sirasiyla (4.6) ve (4.13) modelleri altindaki

BLUE degerlerinin kiimesi ¢akisir.

R(ZE®DX,) cR(X,) kosulunun, {Y',XB/,X®I} lineer modelindeki X B
vektorlinin BLUE ve OLSE degerlerinin esitligi i¢in gerek ve yeter kosul olduguna
dikkat etmek gerekir [23].

Simdi, M X,B; i¢in Py Y’ tahmin edicisi OLSE olarak ele almsm. Eger bu
tahmin edici (4.13) modeli altinda BLUE ise, asagidaki sonugta agiklandig gibi (4.6)

modeli altinda da BLUE kalir.

Sonug 4.4.3. (4.6) modeli (4.13) modeli ile ¢elismesin. Eger Py v Y*, (4.13) modeli
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altinda M, X,B; i¢in BLUE ise, bu durumda (4.6) modeli altinda da M,X,B; i¢in
BLUE kalir.

Ispat. Onerme 4.2.2 (b4) kosulu, R(X,) = R(H(EZ®I)) ifadesini vurgular. Eger
Py x, Y, (4.13) indirgenmis modeli altinda MX,B; i¢in BLUE ise,
XE®IDH=H(XZ®I) olur [23]. Buradan R(X,) c R(Z®I)H) bulunur. Boylece

(4.28) kosulunun saglandig goriiliir ve ispat tamamlanir. ]

Teorem 4.4.3. (4.6) ve (4.12) modelleri altinda M X,B; icin BLUE degerleri

cakisir.

Ispat. Bir FY' tahmin edicisinin, (4.12) modeli altnda M,X,B; igin BLUE

olmasinin gerek ve yeter kosulu

FM, X, :M,(Z®DM,(M,X,)")=M,(M,X, :0) (4.42)

olmasidir. (4.42) denkleminden FMX,=MX, ve FM((Z®D)MH=0
denklemleri elde edilir. Burada F matrisinin NM, bi¢iminde oldugu ag¢iktir. Diger
bir deyisle F matrisi, NM, X, =M, X, ve NM,(Z®I)M H=0 denklemlerini
saglar. Bu durumda, Onerme 4.3.1 (iii) kosulundan NM,Y’, (4.6) modeli altinda

M, X,B; i¢in BLUE olur.

Tersine olarak FY’ tahmin edicisi (4.6) modeli altinda M,X,B; icin BLUE ise,
Onerme 4.3.1 (ii) kosulundan FX, =0, FX,=M,X, ve F(E®I)MH=0 olur.
FX, =0 olmasinin gerek ve yeter kosulu FM, =F olmasidir. Dolayisiyla FX, =0

ifadesi,

FX, =FM,X, =M,X, ve F(E®)M,H =FM,(£® )M H = 0
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ifadelerini vurgular. Boylece (4.42) saglanir ve ispat biter. [
4.5. Dagilim Matrisinin I® V ve X®V Seklinde Olmasi

(4.1) ve (4.2) modellerine benzer sekilde,
{y(l‘)a ZB(;‘)a O-ZV} = {y(l‘)a Zlﬁ(,‘l) + Z2B(,-2)5 O-ZV} ’ i= 1725- -, m, (443)

m tane ¢ok degiskenli lineer modeller kiimesi gbz Oniine alinsin. (4.43) modelleri
Yoy = LB + &) = LB, + LB ;) + &, seklinde de ifade edilebilir. Burada V' matrisi

tersinir olmayan bir matris ve o° bilinmeyen parametre olmak {izere,

E(g,)=0eR"™,  cov(g,)=cov(y,)=0’VeR." ve i#k  oldugunda
COV(E;),E ;) = o’l, i,k=1,2,...,m, oldugu kabul edilmektedir. (4.43) modellerinin

yapisina uygun
{Y,ZB,c*(IQV)} (4.44)

seklindeki cok degiskenli katli lineer model ele alindiginda 6nceki boliimlerde
verilen ifade ve ispatlarda X ®I matrisini, I® V matrisi ile yer degistirerek benzer

sonuclar elde edilir.

Simdi daha genel olarak m tane
Vi LBy 0,V =1 ) ZB+ LB oV, i=L2,....,m, (4.45)

veya denk olarak 'y, =ZP, +&, =7 +Zp, +¢, modelleri gbz Oniine
alinsin. Burada E(g,))=0e R"" ve cov(g;,) =cov(y,) =0, VeR]" seklindedir.
o, ile o,, i,k=1,2,...,m, bilinmeyen parametreler ve V matrisi tersinir olmayan

bir matris olmak tizere, cov(g,),&,) =0,V € RY" oldugu kabul edilmektedir. (4.45)

modellerinin yapisina uygun, E(Y)=ZB ve D(Y)=X®V olmak iizere,
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(Y,ZB,X®V}={Y,ZB,+Z,B,, L®V} (4.46)

cok degiskenli kath lineer modeli veya denk olarak Y=ZB+E=Zp,+Z.,p, +E
modeli ele almabilir. Burada X=(o,), i,k=L12,...,m, tersinir olmayan bir

matristir. Benzer sekilde, (4.46) cok degiskenli katli lineer modeli ele alindiginda
onceki boliimlerde verilen ifade ve ispatlarda X ® I matrisini, X ® V matrisi ile yer

degistirerek benzer sonuglar elde edilir.

4.6. Cok Degiskenli Kath Lineer Model Altinda Kabul Edilebilir Tahmin

(4.13) modeli altinda M, X,B; i¢cin BLUE (4.6) modeli altinda M,X,B’ i¢in BLUE
olmasin. R(X,) c R(Z®I) olmas: kosuluyla, (4.13) modeli altinda M,X,B’ i¢in

BLUE, (4.6) modeli altinda

L (Y)={LY' +L:LeR™" ) eR™) (4.47)

ile gosterilen M,X,B; ifadesinin lineer tahmin edicilerinin kiimesi iizerinde,
M, X,B’ i¢in bir kabul edilebilir tahmin edicidir. Kisim 3.6°daki ifadelere benzer

sekilde (4.6) modeli icin LY’ +A e L (Y’) ifadesinin kuadratik riski

LY’ +1:M,X,B}) = E[(LY’ +A—M,X,B}) (LY’ +L—M X,B3)]

olur.

Asagidaki onerme, (4.6) modeli altinda M, X,B; i¢in homojen lineer kabul edilebilir

tahmin edicilerin karakterizasyonunu gosterir.

Onerme 4.6.1. Bir AY' tahmin edicisinin, (4.6) pargalanmis modeli altinda

L (Y’) lizerinde M X,B; icin kabul edilebilir olmasinin gerek ve yeter kosulu

A e R™"™ matrisi i¢in asagidaki dort kosulun saglanmasidir:
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() R(EODA)CSR(X,:X,),

(i) AZ®I)M, simetriktir,

(iii) A(ZE®I)(M, —A") pozitif kararsizdir,

1v) R(W)=R(X, : X,)NR(EX®I) olacak sekilde herhangi bir W matrisi igin,

RIA-M,)(X, : X,)] =R[(A—M,)W] olur [12]. n

Asagidaki teorem, (4.13) indirgenmis modeli altinda M X,B’ i¢in BLUE degerinin,
R(X,)) cRE®I) kosuluyla, (4.6) modeli altinda tahmin edici i¢in yerinde bir
se¢im olarak gbz Oniine alinabilecegini gosterir. Cilinkii (4.13) indirgenmis modeli
altinda M, X,B; icin BLUE, farkli bir lineer tahmin edici vasitasiyla ortaya

konulamaz.

Teorem 4.6.1. (4.6) modeli (4.13) indirgenmis modeli ile ¢elismesin.

R(X,) c REI) (4.48)

ise, bu durumda (4.13) modeli altinda M,X,B] icin her BLUE, (4.6) modeli altinda

L (Y’) tlizerinde M,X,B i¢in kabul edilebilir tahmin edicidir.

Ispat. R(X,)) cR(E®I) oldugu kabul edilsin ve F matrisi, Onerme 4.3.2

kosullarmi saglayan herhangi bir matris olsun. Onerme 4.3.2 (ii) kosulundan

H(Z®DF =0

yazilabilir ve bu ifade R(E®DF)cNH) oldugunu gosterir. Burada

NMH)=RM X,) c R(X, :X,) olduguna dikkat edilmelidir. Béylece

R(E®DF) = R(X, : X,) (4.49)
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oldugu goriiliir ve Onerme 4.6.1 (i) kosulu gosterilmis olur.

Onerme 4.3.2 (ii) kosulunda verilen F(Z®I)H =0 ifadesinde, H=1— P, x, yerine
yazildiginda, F(X®DP, , =F(Z®I) eclde edilir. Bu esitlik sagdan M, ile
carpildiginda,  F(Z®DP, M, = F(X®DM, bulunur ve bu ifadede

Py x, = Pux, M, esitligi kullamldiginda F(X®1I) = F(Z® DM, elde edilir.

RHERID)cRHEZE®I)H) oldugundan, en az bir A matrisi i¢in
H(Z®I)=H(Z®I)HA olur. Bu denklemin tutarli olmasi i¢in

HZERD)=HEXDH)HZX®I)H) HX®I)
olmalidir. Béylece Onerme 4.3.2 (iii) kosulu da kullanilarak,

FEQD=[I-EQDHHXEIDH) H|(X®I)
+B[I-HZ®DHHZXE®DH) H(E®I)
=X -CEODHHE®DH) HX®I)
elde edilir.

FE®DM, =FEZ®I)=(Z®I) - (Z®DHH(EDHH) HEZ 1) (4.50)

oldugundan, F(Z®I)M, ifadesinin simetrik oldugu goriiliir. Boylece Onerme 4.6.1

(i1) kosulu gosterilmis olur.

F(E®D)=F(Z®DP,,  oldugundan, FEODF =FE®DP, F  olarak

yazilabilir. Onerme 4.3.2 (iii) kosulundan

F(EQDF =F(Z®DP, , (I-(ZQDH(H(Z®DH) H]
+B[I-HE®DHHE QDH)' H)
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=F(Z®DP, , (I-HHEZQODH) HEZ®I)]
+A[H-HH(EDH) HE®DH])

=F(Z®DP,

=F(Z®I)

elde edilir. Buradan
FEQDM,-FERDF' =F(X®D)-F(Z®I)=0 (4.51)

bulunur ve F(E®I)(M, —F’') ifadesinin pozitif kararsiz oldugu goriiliir. Boylece

Onerme 4.6.1 (iii) kosulu gdsterilmis olur.
Onerme 4.3.2 (ii) kosuluna gore, FM, X, =M, X, oldugundan,
FMX,-MMX, =(F-M)) M/ X, =0

elde edilir. Buradan R(X, :X,)=R(X,)®R(M,X,) ve Onerme 4.2.2 (iii) kosuluna

gore R(W) =R(X)) ®[R(M,X,) "R(Z®1)] oldugundan,

R[(F-M,)(X, : X,)]|=R(FX)) ®R[(F-M,) M X, | = R(FX))

olur. Ote yandan, SR[(F —MI)W] =R(FX,) oldugundan,

R[(F-M,)(X, : X,)]|=R[(F-M,)W]

elde edilir. Boylece Onerme 4.6.1 (iv) kosulu gosterilmis olur ve ispat tamamlanir. m

4.7. Cok Degiskenli Kath Lineer Model Altinda Alternatif Tahmin

FY’ tahmin edicisi, (4.13) modeli altinda M, X,B} i¢in BLUE olsun. M, X,B) i¢in



66

FM,Y* bi¢imindeki tahmin ediciler ele alindiginda, Onerme 4.3.2 (ii) kosuluna gore
FM X, =M /X, oldugundan, FM,Y" tahmin edicisinin (4.13) modeli altinda

M, X, B’ i¢in bir yansiz tahmin edici oldugu goriiliir.

FM,(X,:X,)=(0:M,X,) (4.52)

oldugundan dolayr FM Y’ tahmin edicisinin, (4.6) modeli altinda da M, X,B; i¢in
yansiz tahmin edici oldugu agiktir. O halde FM,Y", M X,B) icin yansiz tahmin
edici oldugundan, M X,B] i¢in BLUE, tahmin edicilerin kuadratik riskine goére
FM|Y’ den daha koétii olamaz. Boylece FM,Y® tahmin edicisinin, yalnizca (4.6)
modeli altinda M, X,B i¢in BLUE ile ¢akismas1 durumunda (4.6) modeli altinda
L (Y’) tizerinde M, X,B) i¢in kabul edilebilir oldugu goriiliir. Asagidaki teorem bu

cakisma durumu igin gerek ve yeter bir kosul ortaya koyar.

Teorem 4.7.1. (4.6) pargalanmis modeli (4.13) indirgenmis modeli ile ¢elismesin ve

FY’, (4.13) indirgenmis modeli altinda M,X,B> i¢in BLUE olsun. Bu durumda, her

FM,|Y’ tahmin edicisinin, (4.6) modeli altinda M, X,B> i¢cin BLUE olmasinin gerek

ve yeter kosulu

RP(ZODM,H) = R(E®DH) (4.53)

olmasidir.

Ispat. F matrisi, Onerme 4.3.2 kosullarim1 saglayan bir matris olsun. Onerme 4.3.2

(i1) kosulundan

FM,X, :(Z®D)(M,X,)")=(M,X, :0)

yazilir. Yani FM, X, =M, X, bulunur. Béylece (4.52) ifadesi saglanir. Onerme 4.3.1
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kosullarinda F =FM, olarak alindiginda, FM,Y" ifadesinin (4.6) modeli altinda

M, X,B; i¢in BLUE olmasinin gerek ve yeter kosulunun

FM,(E®1)M,H =0 (4.54)

oldugu goriiliir. Simdi (4.54) denkleminin, Onerme 4.3.2 (iii) kosulundaki her F

matrisi i¢in saglandig kabul edilsin. Bu durumda A =0 olmak iizere,

FM,(E® DM, H =[1-(E®DHHH(E ®)H) HIM, (£ )M H =0 (4.55)

elde edilir. (4.55) ifadesi, M, =1-P, ve M|H = HM, oldugundan dolayi

[I-(E@DHMHE®DH) H|(Z®DHM, - P,(S®1)M,H) =0 (4.56)

olarak yazilabilir. (4.56) esitligi

[I-(E®DHHMHE®DHH) H[(Z®HM,
~[I-(E®DHHE®DH) HIP(X®1)M H =0

seklinde de ifade edilebilir, (ERIHMHZER®DH) HER®DH=(Z®I)H

oldugundan,

[I-(E®DHMHE®DHH) HP(Z®DHMH=0 (4.57)

elde edilir, NI-(EQDHMHER®DH) ' H)=R(X®I)H) oldugundan dolay1

(4.57) esitliginin, (4.53) ifadesine denk oldugu goriiliir.

Tersine olarak (4.53) saglansin. Yani R(P(Z®I)MH)c R(ZX®I)H) olsun.

Yukarida gosterildigi gibi (4.53) ve (4.57) ifadeleri denktir. (4.57) ifadesi ise, (4.55)
ifadesine denktir. Ayrica (4.55) ifadesi
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[H-H(EDHHE®DH) HM,(Z® )M H =0 (4.58)

ifadesini vurgular. Onerme 4.3.2 (iii) kosulunu saglayan herhangi bir F matrisi igin

(4.54) saglandigindan, yani

FM,(E® DM H = (1 - (E®HHH(E®H)' H
+B[I-H(E®DHH(E®DHH)' TH)M,(Z®HMH =0

oldugundan, (4.55) ve (4.58) ifadeleri, FM,Y® tahmin edicisinin (4.6) modeli altinda

M, X,B’ i¢in BLUE oldugunu vurgular. [

Sonugc 4.7.1. Teorem 4.7.1°de verilen (4.53) kosulu

R(P(Z®DM,) c R(ZSDH) (4.59)

seklinde de ifade edilebilir. Burada P, = X X "dur.

Ispat. (4.53) kosulu R(P(Z® DM H) c R(E®I)H) seklindedir.

MlH =(I- le - PMIXZ) =I- le - PMlx2 =1- P(XI:XZ) = MX

oldugundan, (4.53) kosulu, R(P(ZQI)M,)cR(ZE®IH) seklinde de ifade

edilebilir ve ispat tamamlanir. ]

Uyan 4.7.1. Teorem 4.7.1°de verilen R(P,(X®I)M H) c R(EX®I)H) kosulunun
Teorem 4.4.1’deki R(X,) c R(E®I)H) kosulundan daha zayif oldugu aciktir.

Ciinkii Teorem 4.4.1°deki kosul Teorem 4.7.1°deki kosulu vurgular. Tersinin her
zaman dogru olmadigi, (3.22) ile verilen matrisler katli durum i¢in ele alindiginda

goriilebilir. Bu durumda, R(P(Z®IMH)cc R(E®I)H) olmasmna karsilik

R(X,) 2 R(E®IDH) olur.
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Sonug 4.7.2. (4.6) parcalanmis modeli zayif singiiler ve FY*, (4.13) modeli altinda
M, X,B’ i¢in BLUE olsun. Bu durumda, her FM,Y® tahmin edicisinin, (4.6) modeli

altinda M X,B; i¢in BLUE olmasmin gerek ve yeter kosulu X®I matrisinin

herhangi bir genellestirilmis tersi igin

XM, (E®1) P(Z®M,H =0 (4.60)

olmasidir.

Ispat. (4.6) modelinin zayif singiilerlik kosulu

RX) S RE®T) ve RM,X,) c R(ERT) (4.61)

ifadelerini vurgular. (X®1I)” genellestirilmis tersin se¢imine gére X'M,(Z®1) X,
ifadesinin degismezliginin (4.61) kosullarina denk olduguna dikkat edilmelidir [31,
sf. 43]. Boylece (4.60) ifadesinin sol tarafinin (X ®1)” matrisinin se¢imine bagh

olmadig1 goriiliir. Dolayisiyla gosterilmesi gereken (4.60) ifadesinin Teorem
4.7.1°deki (4.53) ifadesine denk oldugudur. Simdi (4.53) ifadesinin saglandig1 kabul
edilsin, yani R(P(Z®I)M,H) c R(Z®I)H) olsun. Buradan en az bir A matrisi

icin P(E2®I)M H = (X ®I)HA yazilabilir. Boylece Sonug 4.4.1°de dikkate alinarak

XM, (E®1) P(Z®DM,H=X,M,(E®1) (Z®HA =0

oldugu goriiliir. Yani (4.60) saglanir.

Tersine (4.60) ifadesinin saglandig1 kabul edilsin. Bu durumda, en az bir A matrisi

igin

(Z®1) P(Z®1)M,H =HA (4.62)

yazilir.
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ERDER®D X, X] =X, X, veya denk olarak (E®I)(Z®I) P, =P, oldugundan,

(4.62) esitligi soldan X ®T ile carpildiginda,

(ER®NE®I) P(E®D)M H=(Z®1)HA

elde edilir. Buradan P (X ® )M H = (Z®I)HA bulunur. Yani

R(P(Z®DMH)c R((E®DH)

olur. Boylece ispat tamamlanir. ]
4.8. Uygulama

Son olarak bu kisimda, elde edilen sonuglar i¢in bir 6rnek verilmektedir. Ele alinan
bu ornekte, (4.4) modeli ve bu modelin indirgenmis modelleri altinda M, X,B) i¢in

BLUE degerlerinin ¢akismasi durumu gosterilmektedir.

Ornek 4.8.1°de verilen Tablo 4.1, Johnson ve Wichern tarafindan ele alinan Ornek
7.6 ve Ornek 7.10°daki veriler dikkate alinarak olusturulmustur [19, sf. 312, 332]. Bu
iki ornekte, aym agiklayicit degisken grubuna karsilik iki farkli bagimli degisken
degerleri verilmektedir. Caligmada ele alinan modeller ¢ercevesinde, bu iki 6rnek
birlestirilerek, ayn1 agiklayici degisken grubuyla ayni anda agiklanabilecek sekilde
iki bagimh degiskeni igeren bir model ile ilgili problem elde edilmistir. Boylece

veriler ¢cok degiskenli katl lineer modellere uygulanabilmektedir.

Tablo 4.1°de verilen z ve z, degerlerine gore, ¥, ve Y, i¢in tahmin edilmis

regresyon denklemleri sirasiyla
71 =8,82+1,08z; + 0,42z, ve y, =14,14+2,252,+5,67z,,

olarak hesaplanmistir [19, sf. 312, 332].
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Ornek 4.8.1. Bilgisayar alim1 planlayan firmalar dogru donanim ekipmanini
belirleyebilmek i¢in firmanin gelecekteki ihtiya¢larini belirlemek durumundadir. Bir
bilgisayar uzmani tarafindan, firma envanter yonetim sisteminde kullanilacak olan
bilgisayar donanimi ihtiyaglaria iligkin tahmin denklemini olusturabilmek iizere

yedi benzer firmadan bilgi toplanmistir. Bu bilgiler Tablo 4.1°de verilmistir.

z, =miisteri siparisleri (1000 olarak),
z, =ekleme-silme pargasi sayis1 (1000 olarak),
Y, = CPU (merkezi islemci birimi) zamani (saat olarak),

Y, =disk giris/¢ikis kapasitesi.

Tablo 4.1. Firma bilgileri

22
z] h )
(ekleme-silme
(siparigler) (CPU zamani) (disk kapasitesi)
pargasi)
123,5 2,108 141,5 301,8
146,1 9,213 168.,9 396,1
133,9 1,905 154,8 3282
128,5 0,815 146,5 307,4
151,5 1,061 172,8 362,4
136,2 8,603 160,1 369,5
92,0 1,125 108,5 229,1

Kaynak: Ornek 7.6 ve Ornek 7.10 [19, sf. 312, 332].

Tablo 4.1°de verilen veriler (4.4) ¢ok degiskenli katli lineer modeli ve bu modelin
indirgenmis lineer modelleri i¢in ele alindiginda, SPSS bilgisayar programi
yardimiyla agagidaki tablolarda verilmis olan sonuglar elde edilir. Tablo 4.2°de, (4.4)
cok degiskenli kath lineer modeli altinda, Tablo 4.3’te, (4.12) cok degiskenli kath
diizglin indirgenmis lineer model altinda ve Tablo 4.4’te ise, (4.13) ¢ok degiskenli

katli indirgenmis lineer model altinda elde edilen sonuglar verilmektedir.
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Standartlastirilmamis  [Standartlastirilmig
katsayilar katsayilar Onem
Model B Std. Hata Beta t Diizeyi
(sabit) 8,424 4,333 1,944 0,088
X2 1,079 0,035 0,739 31,189 0,000
(4.4) X3 0,420 0,182 0,013 2,309 0,050
modeli X4 5,718 6,128 0,030 0,933 0,378
X5 2,254 0,035 1,544 65,149 0,000
X6 5,665 0,182 0,175 31,161 0,000

" X.2, X.3, X 4, X.5ve X.6, X matrisinin siitunlarin1 gdstermektedir.

Tablo 4.3. Cok degiskenli katl1 diizgiin indirgenmis lineer model altinda elde edilen sonuglar

Standartlastirilmamis  [Standartlastiriimig
katsayilar katsayilar Onem
Model B Std. Hata Beta t Diizeyi
(sabit) 0,000 0,345 0,000 1,000
(4.12) M, X, .1 # 0,420 0,155 0,074 2,708 0,020
Modeli
M X, 2 # 5,665 0,155 0,993 36,539 0,000
Tablo 4.4. Cok degiskenli katli indirgenmis lineer model altinda elde edilen sonuglar
Standartlastirilmamis |Standartlastirilmis
katsayilar katsayilar Onem
Model B Std. Hata Beta t Diizeyi
(sabit) 239,114 28,951 8,259 0,000
(4.13) M, X, .1 # 0,420 12,999 0,010 0,032 0,975
Modeli
M X, 2 # 5,665 12,999 0,130 0,436 0,671

#

M, X, .1 ve M,X, .2 sirasiyla M, X, matrisinin 1. ve 2. siitunlarini gostermektedir.
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Elde edilen sonuglardan goriildiigii gibi (4.4) modeli ve bu modelin indirgenmis
modelleri olan (4.12) ve (4.13) modelleri altinda gozlenebilir rasgele degiskenler
matrisinin beklenen degerinin parametrik fonksiyonlar matrisi i¢cin BLUE degerleri
cakismaktadir. Ayrica modeller tek tek ele alindiginda elde edilen sonuglarla, kath
model olarak ele alindiginda elde edilen sonuglarin g¢akistigi da goriilmektedir.
Boylece modelleri tek tek ele almak yerine, katli modeli goz Oniine almak islem

zamanini kisalttig1 gibi, ayn1 zamanda hesaplamalarda da kolaylik saglayacaktir.



BOLUM 5. COK DEGISKENLI KATLI LINEER MODELLER
ALTINDA HiPOTEZ TESTLERI

5.1. Giris

Bu boliimde E hata matrisi N, (0,0°I) bigimindeki normal dagilima sahip olmak
iizere, Y =ZB+E c¢ok degiskenli katl lineer modeli altinda H :AB =C seklindeki

hipotez testleri ile ilgili baz1 sonuglar verilmektedir. Oncelikli olarak, kullanilacak

olan yontemler ve bazi kavramlar {izerinde durulacaktir.

5.2. Cok Degiskenli Kath Lineer Model Altinda En Kiiciik Kareler Tahminleri

ve Maksimum Olabilirlik Fonksiyonu

g, ~N,(0, o’I) olmak iizere, (4.1) modellerine benzer sekilde
Yo = LBy + &0 = LBy + LB ) + &), i =1,2,....m, (5.1)
biciminde m tane klasik ¢ok degiskenli lineer modeller kiimesi gz Oniine alinsin.

Burada Z matrisi tam siitun rankli kabul edilmektedir. (5.1) modelleri kullanilarak,

E=(g, :¢, :..-:€,,) olmak uzere, (4.3) ve (4.4) modellerine benzer sekilde ¢ok

degiskenli katli lineer modeli

Y=ZB+E=ZB,+Z,B,+E (5.2)

seklinde yazilabilir. Burada E ~ N, (0,0°I), yani
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ik
cov(a(i),a(k)):{ - ,Lk=12,...,m,

oldugu kabul edilmektedir. (5.2) modeli, (4.5) ve (4.6) modellerine benzer sekilde,
Y’ =XB’ +E' =X,B’ + X,B} +E’ (5.3)
olarak da ifade edilebilir.

Bu bolimde, A eR?”, CeR?" bilinen matrisler ve r(A)=g¢g olmak iizere,
H:AB=C hipotez testi ele alinarak, (5.1) modelleri i¢in AB, =¢; kisitlamasi

altinda elde edilmis olan sonuglarin bazilari, (5.2) bi¢cimindeki ¢ok degiskenli kath
lineer modele genisletilecektir. (5.3) modeli ele alindiginda, H : AB = C hipotezi de,

H :(I®A)B’ =C (5.4)
seklinde ifade edilebilir.

(5.3) modelinin normal denklemi X'XB’ = X'Y* seklindedir. Bu denklemden elde

edilen B ¢Ozimii ise,

B’ = (X'X)"'X'Y* (5.5)
seklinde verilir. H hipotezi altindaki ﬁj{ ile gosterilen ¢dziimiin ise,

B, =B'+(XX)'(I®A)[I®A)XX) ' I®A)](C'-(I®A)B) (5.6)

seklinde oldugu, 6rnegin Lagrange ¢arpanlar1 yontemiyle, goriiliir [32].

(5.1) modelleri i¢in g, g, ifadesinin minimum degeri,
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RSS, = (y(i) - Zﬁ(i))’(y(i) - Zﬁ(z’)) = yzi)(l -P, )y(i)
bi¢imindedir. (5.2) modeli ele alindiginda, E'E ifadesi,

RSS =(Y-ZB)(Y-ZB)
(Y(l) _Zﬁ(l))'(Y(l) - ZB(I)) (Y(l) _Zl}(l))'(Y(m) _Zl}(m))

(Y(m) _ZB(m))’(y(l) _ZB(I)) (Y(m) _ZB(W))’(Y(W) - Zﬁ(m))

seklindedir. B, = [Ai(l.) alindiginda, iz[(Y-ZB)(Y—-ZB)] minimum olur. Yani
RSS = Zyzi)(l —P,)y,, seklinde ifade edilebilir. Burada [Ai(l.), (5.1) modelleri altinda
i=1

B, i¢in BLUE degeridir. (5.3) modeli ele alindiginda ise, E'E* ifadesinin minimum

degeri, yani rezidii kareler toplam1

RSS =(Y* —XB*)(Y* —XB")
=YY’ -Y'XB' -B'X'Y’ +B'X'XB’
=YY’ -B'X'Y’ +BY(X'XB’ - Y*'X)
=YY -B'X'Y" (5.7)
= Y'Y - Y'X(X'X)"'X'Y*
=Y'I-X(X'X)"'X)Y*
=Y'I®M,)Y’

olarak bulunur. Burada alisilageldigi gibi Y’ —XB® ifadesine rezidiiler vektorii

dendigini vurgulamak gerekir. Bu ifadenin RSS 22“yzl.)(I—PZ )Y seklinde de
i=1

ifade edilebilecegi acikca gorilmektedir. (5.3) modeli altinda H| hipotezi ele

alindiginda ise, rezidii kareler toplam1

RSS, =(Y'-XB}, )(Y'-XB}, ) (5.8)
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bigiminde olur.

(5.1) modelleri i¢in olabilirlik fonksiyonlar1

1 *L(Y(Q*ZB(;))'(Y(;)*ZB(;’))
2 2
L(B([),G ) = (272.)n/2 (O_Z)n/Z e’

bigiminde verilir. (5.3) modelinin olabilirlik fonksiyonu ise

1 —#(Y’ —XB’)(Y*-XB*)
(o

= e
(272_)nm/2 (02 )nm/2

L(B',0?) (5.9)

seklindedir. (5.9) olabilirlik fonksiyonunun B ve o parametrelerine gore

maksimumlagtirilmas ile, B i¢in (5.5)’te verilen B* = (X'X)"'X'Y* ve o2 icin

s (Y —XB’zn(iY -XB') _Y (I(jnlz/IZ)Y (5.10)

tahminleri elde edilir. (5.3) modeli altinda H_ hipotezi ele alindiginda, L(B}, ,012{5)

olarak gosterilen olabilirlik fonksiyonunu

1 (Y -XB}, (¥ -XBj, )
H\'

= e
(27Z_)nm/2 (012{ )nm/Z

L(B},7) (5.11)

seklindedir. (5.11) olabilirlik fonksiyonunun maksimumlastirilmasi ile elde edilen

IABL tahmini (5.6)’da verildigi gibi ve 6'12{‘\_ tahmini ise,

Y' —XB?, ) (Y —XB?
67 = ( H’z’; ) (5.12)

seklindedir.
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5.3. Cok Degiskenli Kath Lineer Model Altinda Hipotez Testleri

Bu kisimda regresyon parametreleri ile ilgili olarak (5.3) modeli altinda

H :(I®A)B’ =C’° hipotezi, F —testi ve olabilirlik oran testi basliklar1 altinda

detayl olarak ele alinacaktir.
5.3.1. F —testi

Bu kisimda alisilagelmis F —testini kullanmak suretiyle, ¢cok degiskenli lineer
modeller ile ilgili ele alman sonuglar ¢ok degiskenli kathi lineer modellere

genisletilecektir.

Teorem 5.3.1.1. (5.4) ile verilen H_ hipotezini test etmek igin F —istatistigi, H

hipotezinin dogru oldugu varsayimi altinda

RSS,, —RSS )/ gm
F=( ot )4 (5.13)
RSS / (nm— pm)

olup, sirasiyla gm ve mm— pm serbestlik dereceli F —dagilimina sahiptir. Yani

F~F olur.

qm,nm—pm

Ispat. Oncelikle (Y® —XB*)(Y* — XB"*) ifadesinden.

(Y' —XB*) (Y -XB*) = (Y’ - XB* + XB* —XB’) (Y’ - XB* + XB* — XB’)
= (Y’ = XB*) (Y’ —XB*)+ (Y’ — XB’)(XB’ - XB*)
+(XB’ —XB*) (Y’ —XB*) + (XB* - XB*)'(XB* — XB")
=(Y' - XB*) (Y’ —XB*)+2(B° —-B*)X'(Y* - XB)
+(B* -B*)X'X(B* - B")
=(Y' - XB’)(Y' —XB*)+(B' —B*)X'X(B’ - B")

elde edilir. Simdi esitligin sagindaki ikinci terim ele alinsin.
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(B'-B'YX'X(B'-B')=(B'-B;, +B} -B’)X'X(B’'-B;, +B}, -B")
=(B' -B}, YX'X(B' B}, )+ (B' -B}, YX'X(B;, -B’)
+(B}, -B°)X'X(B’ - B}, )+ (B}, -B’)X'X(B}, —-B*)
= (B’ B}, )X'X(B' -B;, )+ 2(B’ - B}, YX'X(B;, -B’)
+(B}, -B')YX'X(B;}, -B")
=(B' B}, YX'X(B' B}, )+ (B}, -B')X'X(B;, -B’)

olur. Buradan

(Y'—XB’)(Y'—XB')=(Y' - XB')(Y' - XB") + (B’ - B}, YX'X(B’ -B}, )
+(B}, -B*YX'X(B;, -B")

elde edilir. Bu ifadenin B’ = ﬁj, oldugunda minimum olacag agiktir. Boylece
(Y’ —XB}, )(Y' - XB}, )=(Y' - XB')(Y’' -XB")+(B’' - B}, YX'X(B' -B;, )

olur. Bu esitlik

‘YS -x8;, [ :‘YS _xB°[ +HX(1§°‘ -B;, )H2
veya
v -3, [ =y [ [y -y, |

biciminde de ifade edilebilir. Buradan (5.7) ve (5.8) ile verilen rezidii kareler

toplamlarinin farki

RSS, —RSS=(Y'-XBj}, (Y’ -XB}, )—(Y' —-XB')(Y' —-XB")
2

=|v: -x8;, | - |v* - xB*
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P,

=(B'-B;, YX'X(B'-B;}, )

bulunur. Buradan da (5.6) ifadesine gore

B, —B’ = (XX)'I®A)[I®A)X'X)'I®A)](C°-—(I® A)B*)

s

oldugundan,

RSS, —RSS =(C' -(I® A)B*)Y[I®A)XX) ' I®A)T(C'-(I®A)B) (5.14)

olarak hesaplanir. A matrisinin satirlar1 lineer bagimsiz ve B~ N (B o’ (X'X)™
oldugundan, Teorem 2.10.2’ye gore
I®A)B° ~ N,,(I®A)B’, IR A)XX) ' (I®A)) (5.15)

olarak yazilir. Teorem 2.10.1 dikkate alinarak, RSS, —RSS farkinin beklenen

degeri

E(RSS, —RSS)=E(C'-(I®A)B*Y[I®A)X'X) ' I®A)T'(C’'-(I®A)B"))
=iz([(AI®AYXX)'I®A)T ' IRANXX) ' (I®A))
+(IQA)B —CH[IRA)X'X)'I®A)T (I®A)B* —C*)
=o’gm+(I®A)B —C)[I®A)XX)'I®A)]"'
(I® A)B° —C*)

olarak bulunur. (5.14) ifadesinin B® vektoriiniin siirekli bir fonksiyonu oldugu

goriilmektedir. Bu durumda B°, RSS ifadesinden bagimsizdir. Gergekten

cov(B®, Y’ — XB*) = cov((X'X)'X'Y*, Y* - X(X'X)"'X'Y*)
=cov((X'X)"' XY ,(I®M,)Y")



=(X'X)"'X'D(Y*)I®M,)
=’ (XX)"'X'(I®M,)
=0
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oldugundan, B ve (Y’ —XB“)’(Y“ —Xﬁ“) ifadeleri bagimsizdir [32, Teorem 1.9,

Teorem 3.5 (ii1)].

H_ dogru oldugunda, (I1® AB’ ~ N m(C o I®A)NX'X)'I®A)") olarak yazilir.

Buradan

RSS,, —RSS

0 T (I®AB-CY [D (a®A)B: )}1 (I® A)B* —C°) (5.16)
O

bulunur. Teorem 2.10.3 dikkate alindiginda

yandan

-— ifadesi,
o

RSS Y'(I®M,)Y’

2 2
(o} (o}

_ (XB'+E")(I®M,)(XB*' +E")

2
(o}

RSS,, —RSS

— ;(qzm elde edilir. Ote

o

_B'X'(I®M,)XB' +B"X'I1®M,)E’' +E"(I1®M,)XB’ + E"(I1®M,)E’

2
o

_E'(I®M,)E’

2
(ox

olarak bulunur. Buradan Teorem 2.10.4’te dikkate alindiginda

ifadesinin

2
o

7 ,n dagilimina sahip oldugu gortilir. Boylece H, dogru oldugunda,

(RSS,, —RSS)/qm .
~ RSS /(nm — pm) b
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olur. Ispat tamamlanir. [ |

Sonug 5.3.1.1. Teorem 5.3.1.1’de C* =0 oldugunda, H hipotezi i¢in F —istatistigi

_nm—pm Y (I®P)Y’
gm Y (I®M,)Y"

F

seklini alir. Burada I® P"=1®P, -1®P, , I® P, simetrik idempotent bir matristir
ve I®P,)(I®P,)=(1®P,)I®P,)=1QP, olur.

Ispat. C’ =0 oldugunda, (5.6) esitligi de kullanilarak,

Y, =XB;,
=XB' - X(XX)'I®A)[I®A)XX) ' I®A) T (I®A)B*
=X(X'X)"'XY - X(XX)'I®A)[I®A)XX)'I®A) T A®A)XX)' XY’
=(I®P,)Y’' -(I®P)Y*
=(I®P,-1®P")Y*
=(I®P,)Y"

elde edilir. Burada I®P, ve I®P" simetrik idempotent matrisler oldugundan,

I ®P,, matrisi de simetrik idempotenttir ve ayrica

(I®P,))(I®P,)=1®P,)I®P,)=1®P,
olur. SA(;, = Xﬁj{ =I®P,)Y’ esitligi, (5.8) ifadesinde yerine yazildiginda,
RSS, =(Y' -(I1®P,)Y") (Y’ -(I®P,)Y")
=Y'I-I®P,)I-1A®P,))Y’ (5.17)

=Y ' I®M,)Y*

bulunur. Boylece (5.7) ve (5.17) esitliklerinden
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RSS,, —RSS=Y"(I®M,)Y' -Y'(I®M,)Y’

=Y'(I®M, -1®M,)Y*

(5.18)
=Y'I®(P,-P,)Y’
=Y'IQP")Y"
elde edilir. Ayrica
RSS, —RSS Y '(A®P)Y' , RSS Y'(AI®M,Y' ,
A 2 = 2 - qu ve 2 = 2 - nm—pm
(o2 (o) (o2 (o2
oldugundan,
(RSS, —RSS)/gm  Y'A®P)Y'/gm  nm-pm Y A®P)Y’

RSS [(nm—pm)  Y'(I1QM,)Y" / (nm— pm) gm  Y'IQM,)Y*
bulunur ve ispat biter. [

Tamm 5.3.1.1. Eger A € R?” matrisinin satirlar,Z € R™” matrisinin satirlar ile

lineer bagimli ise, yani A =KZ olacak sekilde bir K matrisi varsa, y=Zf+¢

modeli altinda H : AR =0 hipotezine test edilebilir hipotez denir [32, sf. 121].

Bu tanim, A matrisinin satirlar1 lineer bagimsiz olmadiginda ve daha genel bir

durum olan AB=c (¢#0 ve ceR(A)) oldugunda da kullanilir [32, sf. 121].

Tanim 5.3.1.1°den A matrisinin satirlarinin lineer bagimsiz olmadigi durumda,
Teorem 5.3.1.1°e benzer sekilde cok degiskenli katli lineer model icin asagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 5.3.1.2. (5.3) modeli altinda (I® A) e R*"”" ve r(I® A)=gm (qgm < pm)
olmak tizere, H, :(I® A)B’ =C’ test edilebilir bir hipotez olsun. Bu durumda, H

dogru ise,
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(RSS,, —RSS)/qm .
~ RSS/(nm- pm) P

ve
RSSHS —RSS =(A® A)ﬁs —CH[IRA)XX)'I®A)T (I® A)l%*' -C")
olur.

Ispat. B], (I® A)B’ =C' lineer matris denkleminin herhangi bir ¢dziimii, yani

(I®A)B; =C" olsun. (5.3) modelinde esitligin her iki tarafindan XB c¢ikarilirsa
Y'-XB, =XB’'-XB; +E'=X(B'-B;)+E’

elde edilir. Bu model, Y =Y’ —XB} ve y° = B' —B; olmak iizere,

Y =Xy’ +E° (5.19)

bi¢iminde yazilabilir. Bu da, (5.19) modelinde 0° =Xy® olarak alindiginda,

Y =0°+E’ seklinde ifade edilebilir. Burada 0° € R(X) = Q ’dir.

K e R*" matrisi, Tamim 5.3.1.1°de verilen A =KZ esitligini saglayan bir matris

olmak tizere,
I®K)0' =IK)Xy ' =(I®A)y’' =(I®A)B’-B;)=0 (5.20)

oldugundan H_ hipotezi 0°'c @ =NI®K)NQ olarak yazilir. Ote yandan,

o N"Q=RP,AI®K)), boy(@ N"nQ)=gn ve P,-P, = P. ., oldugu

bilinmektedir [32]. Boylece
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(I-P,)Y' =M,Y' =M, (Y’ -XB;)=M,Y’ =M, (XB’ +E’) = M,E’

olarak yazilabilir. /_ dogru ve

(P, A®K))Xy =(I®K)P, Xy’ =1®K)Xy' =(I®A)y’ =0

oldugundan,
P, Y' =P, (Y -XB)=P. (Y -XB +Xy)=P  F

elde edilir. Buradan

RSS=Y'M_,Y' =E"'M_E’ (5.21)
ve
RSS, =Y'M,Y' =E"M,E’ (5.22)

bulunur. (5.21) ve (5.22) esitliklerinden
RSS,, —RSS =E’ME’ —-E"M,E' =E" (P, -P)E' =E"P_, E’

B RSS,, —RSS RSS
elde edilir. Boylece, — - Ko VO 2

5=~ Xum_pm Oldugundan,

(RSS,, —RSS)/qm

RSS / (nm — pm) g

olur. Son olarak,
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P, =P,(I®K)[I®K)P,P,(I®K)T (I®K)P,
=X(XX)"'X'I®K)[IQK)X(X'X)"'XI®K)T I®K)X(X'X)"'X'
=X(XX)"IQA)[IRANXX)'IRA)T AIRANXX)'X

Ve

I®A)X'X)'XY =(I®K)X(X'X)"'X'(Y' -XB})
= I®K)X(X'X)"'X'Y' -(I®K)XB;
—(I®A)B' - (I®Q A)B;
=(I®A)B’ -C’

oldugundan,

~5

RSS, —RSS=Y" (P, -P,)Y

=Y P, Y

Y X(XX) ' I® A)[I® AYXX) I® AT 1 A)XX)' XY
=(I®A)B —C)[I®AYXX)'I®A)T (I®A)B° —C)

bulunur ve ispat biter. ]

Uyan 5.3.1.1. Teorem 5.3.1.1 ve Teorem 5.3.1.2, X matrisinin tam siitun rankli

oldugu durumlar i¢in verilmistir. Fakat X matrisinin tam siitun rankli olmadig
durumda Teorem 5.3.1.1 ve Teorem 5.3.1.2, (X'X)™' ve nm— pm sirastyla (X'X)"

ve nm—r(X) ile yer degistirdiginde de dogrudur.
5.3.2. Olabilirlik oran testleri

Bu kisimda ¢ok degiskenli lineer modellerde olabilirlik oran testleri ile ilgili

sonuglarin bazilar1 ¢ok degiskenli katli lineer modellere genisletilecektir.
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Teorem 5.3.2.1. (5.3) modeli altinda H :(I® A)B* =C’ hipotezi i¢cin ML oran

istatistigi
L(B}, ,6; Gy ) 2

= HBuOn) [ o (5.23)
L(B’,67) c

seklindedir.

Ispat. (5.3) modeli altinda (5.9) fonksiyonu i¢in [19, Sonug 4.1]’den

1 —L(Y“'—XB“')'(Y“'—XB‘) 1
L BS,O-Z — e 252 < —nm/2
( ) (27Z_)nm/2 (0_2 )nm/Z (272_)nm/2 (0_2 )nm/Z
yazilir. Boylece (5.9) fonksiyonunun maksimumlastirilmasi ile
L(B',6%)= : e’ (5.24)

- (27Z_)nm/2 (6_2)nm/2

maksimum olabilirlik fonksiyonu elde edilir. Benzer sekilde, H :(I® A)B' =C*

kisitlamasi altinda (5.11) fonksiyonun maksimum olabilirlik fonksiyonu

A 1
L(B® ,6%)= 2 5.25
( Hy H, ) (272_)nm/2 (6_[2{X )nm/2 ( )

olarak elde edilir. (5.24) ve (5.25) fonksiyonlar1 oranlandiginda

1 e—nm/Z _nm
- (27Z_)nm/2 (6'12_[\ )nm/2 ~ ( OA_[%]X 2
B 1 —nm|2 B 6-2
(Zﬂ)nm/Z (6_2 )nm/2

bulunur. Boylece ispat tamamlanir. ]
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Sonu¢ 5.3.2.1. Teorem 5.3.2.1°deki H, hipotezi dogru oldugunda /, ML oran
istatistigi

nm

RSS, —RSSY 2
i (5.26)
RSS

ifadesine denktir.

Ispat. (5.3) modeline gore (5.7) ve (5.8) esitliklerinden, (5.10) ve (5.12) ile verilen

6’ ve 6, tahminleri sirastyla

52 _RSS . _RSS,

=—— Ve oy =
nm : nm

seklinde yazilabilir. (5.23) ile verilen /, ML oran istatistigi

m [ RSS, ) 2 o
- Gy ) 2 | am (1, RSS, —RSS 2
6’ RSS RSS
nm
seklinde ifade edilir. Boylece ispat tamamlanir. ]

[, ML oran istatistiginin biiyiik degerleri i¢cin H hipotezi kabul edilir. Tersine olarak
deger ne kadar kiiciik ise, A hipotezinin reddi yoniindeki karar o kadar giiglii

olacaktir. Ciinkii /, ML oran istatistigi 6l¢eklendirilmis degerine gore yazildiginda

nm(o”'f{s —~6%)/ gm _(RSS,; —RSS)/ gm
nmé” | (nm— pm) ~ RSS/ (nm— pm)

(5.27)

seklindedir. Boylece (5.27) esitligi kullanilarak Sonug 5.3.2.1 ve Teorem 5.3.1.1°den
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2
F = M(l . _lj - F:]m nm—pm
qm ’

bulunur.

Sonug 5.3.2.2 ve Sonug 5.3.2.3, Teorem 5.3.2.1°deki H_ hipotezinin 6zel durumlari

ile ilgilidir.

Sonu¢ 5.3.2.2. H :(I® A)B'=C" hipotezinde C’ =0 olmak iizere, H, dogru

oldugunda,

o m=pm Y'I®P)Y’ _ nm—pm (lnzm _lj B
gm  Y'(I®M,Y'  gm e

olur.

Ispat. RSS,, =nmé&}, oldugundan (5.17) kullanilarak

. Y'(I®M,)Y*
G, = ( u) (5.28)
* nm

bulunur. Sonu¢ 5.3.1.1’in ispatina benzer sekilde ilerlenerek iddia kolayca

dogrulanir. ]

(5.3) modeli altinda H_ :(I® A)B*=C’ hipotezinin 6zel bir durumu olarak,
A=(0:I) ve C’=0 alindifinda benzer sekilde, A :B =0 bi¢imindeki hipotez
test edilebilir. Burada &7, L(ﬁ‘; .67, ) fonksiyonu igin &7, ifadesinin maksimum

olabilirlik tahminidir. Bu durumda /, ML oran istatistigi asagidaki sonucta

verilebilir.

Sonuc 5.3.2.3. H, hipotezi altinda /, ML oran istatistigi
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Ispat. H hipotezi altinda (5.3) modeli Y’ =X B +E’ ve maksimum olabilirlik

1
(272_)nm/2 (6_12 )nm/2

fonksiyonu L(ﬁ‘; Gy )= e™? seklindedir. Burada ﬁ; ve &

sirasiyla,

(Y'-XB)(Y'-XB))
nm

B =(X/X,)"' XY’ ve 67 =

seklinde ifade edilir. Yine Teorem 5.3.2.1°in ispatindaki yol izlendiginde,

nm

A2 _7
[ = (?—lj oldugu kolayca goriiliir. ]
G

Uyan 5.3.2.1. Ve R"" bilinen pozitif kararli bir matris olmak iizere, (5.3) modeli
icin E(E)=0 ve D(E)=c>(I®V) olsun. Teorem 2.5.1’¢ gére V =KK' olacak
sekilde bir KeR™ tersinir matrisi vardir. Boylece L=(IQK™")Y’,
A=IQ®K "X ve n=(I®K ")E’ almarak L = AB’ +1 modeli elde edilir. Burada
r(A)=mp, E(n)=0 ve D(n)=0"1 olur. Sonug olarak D(E’) =1 olmak iizere,

Y’ =XB’'+E’ modeli ele alindiginda Kisim 5.3.1 ve Kisim 5.3.2°de elde edilen

sonuglarin gegerli oldugunu vurgulamakta yarar vardir.



BOLUM 6. TARTISMA VE ONERILER

Bu calismada ele alinan konular ¢ercevesinde elde edilen sonuglar, ¢ok degiskenli
lineer modeller i¢in elde edilmis olan bazi sonuglarin daha genel durumlara
genisletilebilecegini gostermektedir. Konuyu bu sekilde genel bir durum olarak ele
almak anlamlidir. Ciinkii gercek hayatta herhangi bir agiklayic1 degisken grubuyla bir
bagiml (aciklanan) degiskeni agiklayacak sekildeki modelleri iceren problemlerin
yani sira ayni agiklayict degisken grubuyla ayni anda birden fazla bagimli degiskeni
aciklayacak sekildeki modelleri igeren problemlere de rastlamak miimkiindiir. Yani

bazi durumlarda (4.3) ile verilen Y =ZB+E seklindeki ¢cok degiskenli katli lineer
model, (4.1) ile verilen y=Zp+¢ seklindeki klasik ¢ok degiskenli lineer modele

gore daha genel bir yaklasim ortaya koyacaktir. Ayrica karsilagilan problemlerin
¢oziimii icin olusturulabilecek modellerle ilgili birden fazla se¢imin s6z konusu
olabilecegini de vurgulamakta yarar vardir. Ancak kosullar uygun oldugunda lineer
modeli tercih etmek, lineer modellerin yorumlama ve sonug ¢ikarma anlaminda diger

modellerden daha kolay ve anlagilir olmasindan dolayi islem kolaylig1 saglayacaktir.

Calismada, y=Zp +¢ c¢ok degiskenli lineer modeli ve Y =ZB+E ¢ok degiskenli
katli lineer modeli ele alinarak, bazi kisitlamalar altinda P vektoriiniin ve kath

durum i¢in de B matrisinin tahmin edilebilir parametrik fonksiyonlariin BLUE
degerleri ile ilgili baz1 sonuglar verilmistir. Daha sonra ¢ok degiskenli katli lineer
model i¢in hipotez testleri ele alinmistir. Bu nedenle, birinci boliimde 6ncelikle lineer
modellerle ilgili genel baz1 hatirlatmalar yapilmis ve daha sonra ¢alismanin igerigi ile
ilgili bilgiler verilmistir. ikinci boliimde ise, lineer modellerle ilgili ele alinan
sonuglarin elde edilmesine temel teskil edecek olan matris cebiri ile ilgili bazi

sonuglar ve bazi istatistiksel kavramlara yer verilmistir.

Uciincii boliimde, {y, Xp, o°V} (tam model olarak bilinir) ii¢liisii ile gdsterilen ¢ok
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degiskenli lineer model ele alinmugtir. Bu model {y, XB, +X,B,,5°V} bigiminde
parcalanmis lineer model olarak ifade edilebilir. Par¢alanmis model altinda, B,
kisitlanacak parametre olarak ele alinmig ve P, parametresinin tahmin edilebilir

lineer fonksiyonlarinin BLUE degerleri ile ilgilenilmistir.

B, parametresinin etkilerini ortadan kaldirmak igin R(X;) iizerine uygun
izdiisiimler alinir. Bu sekildeki yaklagimla genel olarak {M,y, M,X,B,, c°M,VM,}
(diizgiin indirgenmis model olarak bilinir), {M,y, M,X,B,,c°V}, {y,M,X.B,,5°V}
ve {y,X,B,,c°V} (bu tiir modeller de indirgenmis model olarak bilinir) lineer
modelleri elde edilir. Verilen bu indirgenmis modeller ve tam model, V varyans-
kovaryans matrisinin pozitif kararli ve pozitif kararsiz oldugu durumlarda bir¢ok
calismada ele alinmustir [1, 3-5, 12, 22, 24, 25, 39]. Bu ¢aligmalarin bircogunda, B,
parametresinin tahmin edilebilir lineer fonksiyonu M, X,B, alinarak, tam model ve
indirgenmis modeller altinda M X,B, vektoriinin BLUE degerleri ile 1ilgili
karsilagtirmalar verilmistir. Caligmanin {igiincii bolimiinde pargalanmis model,
{M,y, M,X,B,, c°M,VM,} diizgiin indirgenmis lineer modeli ve {y, M ,X,B,,5°V}
indirgenmis lineer modeli ele alinarak, bu modeller altinda M,X,p, vektoriiniin
BLUE degerlerinin ¢cakisma durumlan ile ilgili bilinen bazi sonuglar 6zetlenmistir.
Ayrica {y, M,X,B,,c°V} indirgenmis lineer modeli altinda M, X,B, igin BLUE,
tam model altinda BLUE olmadiginda, bu tahmin edicinin kabul edilebilir bir tahmin
edici olmasi ile ilgili bir sonug verilmistir. Daha sonra, {y, M,X,B,,c’V}
indirgenmis modeli altinda M, X B, i¢cin BLUE degerinin genel gosterimi Fy olmak
tizere, tam model altinda FM,y bi¢imindeki tahmin edici ele alindiginda, bu tahmin

edicinin tam model altinda BLUE kalmasi ile ilgili baz1 kosullar verilmistir. Bu
boliimde igerilen kavram ve sonuglarin, 6zellikle [12] ve [25] calismalar1 dikkate

alinarak derlenmis oldugunu vurgulamakta yarar vardir.

Dordiincii  boliim c¢alismanin  ana boliimlerinden ilkidir. Bu béliimde, (4.1)

bicimindeki cok degiskenli lineer modeller ile ilgili ii¢linci boliimde verilen
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sonuclarin, (4.3) bicimindeki ¢ok degiskenli katli lineer modellere genisletilmesi
yapilmaktadir. Oncelikle Y ZB» o/1},i=1,2,...,m, bigimindeki ¢ok degiskenli
lineer modeller kiimesinin {Y, ZB, X ®1I} bicimindeki bir ¢ok degiskenli katl lineer
model olarak ifade edilebilecegi vurgulanmistir. Ayrica bu modelin de dordiincii

boliimde verilen vec operatorii yardimiyla {Y*, XB’, X ®]I} seklinde de ifade
edilebilecegi belirtilmistir. Daha sonra {M,Y’,M X,B;, M (Z®I)M,} diizgiin
indirgenmis modeli ve {Y’,M X,B),X®I} indirgenmis modeli ele almarak,
{Y’, XB’, X®I} modeli ve indirgenmis modeller altinda M, X,B; ifadesinin BLUE
degeri ile ilgili liglincii boliimde verilen sonuglara benzer sonuglar verilmistir. Her
seyden dnce {y([),ZB(i),ofI} modelleri i¢in C,ZB,, tahmin edilebilir parametrik
fonksiyonlar vektdrlerinin BLUE degerlerinin, F, matrisi F,(Z:Z")=C,(Z:0)
denkleminin bir ¢oziimii olmak Uzere, Fy  olarak verilebilecegini vurgulamakta
yarar vardir. Bu durum kathh modeller i¢in ele alindiginda, F matrisi
F(X:(E®ID)X")=C(X:0) denkleminin bir ¢bziimii olmak iizere, CXB’
parametrik fonksiyonlar vektorii icin BLUE FY'® olur. Bu denklem sistemi tutarl

olup H, herhangi  bir uygun  boyutlu  matris olmak  {izere,
F=H,-H,(ZE®I)M,) (X®I)M,) seklinde tanimlanan F matrisi, denklem i¢in
coziimdiir. {Y', M,X,B’, X®I} indirgenmis modeli altinda M,X,B; i¢in her BLUE
degerinin {Y’, XB’, X®I} modeli altinda da M,X,B’ i¢in BLUE kalmasimin gerek

ve yeter kosulu

RX) cR(Z®DH)

olmasidir. {Y*, XB*, Z®I} modeli zayif singiiler, yani R(X,:X,)c R(Z®I) ve

r(X, :X,)=r(X,)+r(X,) oldugunda, ayn: durum i¢in

XM, (Z®1)'X, =0

kosulu gegerlidir. Bu kosul yerine
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XM, (Z®1) X, =0

kosulu alindiginda da, {Y’,M,X,B], X®I} indirgenmis modeli altinda M X,B)
icin her BLUE, {Y’,XB’,X®I} modeli altinda da M X,B’ icin BLUE kalir.
Cinkii {Y’,XB’,X®I} modelinin zayif singiilerlik kosulu, X ®I matrisinin
genellestirilmis tersinin seciminden bagimsiz olarak X M (Z®I) X, ifadesini
degismez yapar. R(X,) z R(Z®I) olmas1 modellerin ¢elismesi durumuna karsilik
geldiginden, {Y’,M X ,B), X®I} modeli altinda M X,B; i¢in BLUE degerinin
{Y’',XB’, X®I} modeli altinda M ,X,B’ i¢cin BLUE olmasi1 beklenemez. Fakat
R(X)=R(EX®IDX,) oldugunda, Teorem 4.4.1°de verilen kosulun daima
saglandigr goriiliir. Ayrica R(X,) =R(E®DX,) kosulu, R(EDDX,) = R(X))
kosuluna da denktir ve R(X,) =R(Z®DX,) kosulu {Y’,X B/, X®I} modelindeki
X,B; vektoriiniin BLUE ve OLSE degerlerinin esitligi i¢in gerek ve yeter kosuldur.
Py x, Y, MX,B; i¢in {Y',M X,B;, X®I} indirgenmis modeli altinda BLUE ise,
{Y’,XB’, Z®I} modeli alinda da BLUE kalir. {Y*,XB',X®I} modeli ve
MY’ M X,B),M,(E®I)M,} diizgiin indirgenmis modeli altinda BLUE

degerlerinin ¢akistig1 Teorem 4.4.3’te gosterilmistir.

Kisim 4.4’te elde edilen sonuglar, dagilim matrisinin farkli durumlar1 i¢in ele

alindiginda, baz1 degisiklikler yapilarak benzer sonuglar elde edilebilir.
{y(l.),ZB(l.),an} modellerini ele almak, {y(l.>,Z|3(l.),ai21} modellerine gore daha
genel bir duruma karsilik gelir. cov(g,),g,,) = o’l olarak kabul edildiginde, kath
durumda dagilim matrisi o°(I® V) bi¢iminde ifade edilir. {y(l.),ZB([),O'zV} cok
degiskenli lineer modelleri i¢in cov(g;),€,,) =0,V € RY" kabul edildiginde, £ ve
V matrislerinin pozitif kararsiz matrisler olmalari durumunda, {Y,ZB,X®V}
modeli katli durum i¢in daha da genel bir ifade olacaktir. Bu boliimde elde edilen

bazi1 sonuglar, dagilim matrisinin E®1I ve o*(I®V) oldugu durumlarda sirastyla

[13] ve [6] calismalarinda verilmistir.
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R(X,) cREX®I) oldugunda, {Y’',M X,B}, X®I} modeli altinda M X,B) i¢in
her BLUE, {Y’,XB’,X®I} modeli altinda kabul edilebilirdir. FY® ifadesi,
{Y' .M X,B, X®I} indirgenmis modeli altinda M,X,B) i¢in BLUE oldugunda,
FM,|Y’ vektoriiniin, {Y’, XB*, Z®I} modeli altinda M,X,B’ i¢cin BLUE olmasinin

gerek ve yeter kosulu

RP(Z®DHM H) c R(Z®DH)

olmasidir. Bu kosul R(P(Z®I)M,)c R(E®I)H) olarak da ifade edilebilir.
Burada RP(Z®DMH)c R(Z®I)H) kosulunun Teorem 4.4.1’de verilen
R(X,) < R(Z®IDH) kosulundan daha zayif oldugunu vurgulamakta yarar vardir.

Ikinci kosul birinci kosulu daima vurgular fakat tersinin her zaman dogru olmadig,

[12] calismasinda verilen

0 11 1 0 00
1 1 0 0 200
X, = , X, = ve V=
-1 1 0 0 030
0 11 0 0 0 4

matrisleri kath durum i¢in de dikkate alindiginda goriiliir. {Y*, XB*, X®1I} modeli
zayif singiiler ve FY’ ifadesi, {Y’,M,X,B), X®I} indirgenmis modeli altinda
M, X, B’ icin BLUE oldugunda, FM, Y’ tahmin edicisinin, {Y’, XB*, X ® I} modeli

altinda M, X,B; i¢in BLUE olmasimnin gerek ve yeter kosulu

XM, (X2®1) P(Z®)M,H =0

olarak da ifade edilebilir. Son olarak dordiincii boliimde elde edilen sonuglar icin bir

ornek verilmistir. Ornekten goriildiigii gibi {Y*, XB’, Z®I} modeli ve bu modelin

indirgenmis modelleri altinda M ,X,B’ i¢in BLUE degerleri ¢akismaktadir. Ayrica
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modeller tek tek ele alindiginda elde edilen sonuglarla, katli model olarak ele

alindiginda elde edilen sonuclarin ¢akistigi da goriillmektedir.

Son olarak besinci bolimde ele alinan konu ¢alismanin ana bdliimlerinden
ikincisidir. Burada katli modellerde parametreler i¢in bir tahmin ile ilgilenmek
yerine, hipotez testleri ile ilgili bazi sonuglar verilmis ve hipotez test etme ile iliskili
olarak olabilirlik oran testleri ele alinmistir. Ele alinan sonuclar Y=ZB+E c¢ok
degiskenli katli lineer modeli altinda H :AB=C seklindeki hipotez testi ve H
hipotezinin olabilirlik oran testi icin F —istatistigi ile ilgilidir. Bu bdliimde

E~ N, (0,6°T) oldugu kabul edilmektedir.
Y’ = XB’ +E’ modeli altinda H_ :(I®A)B’ =C’ hipotezi i¢in F —istatistigi,

_ (BSS,,, ~RSS)/qm

RSS /(nm — pm) b

olarak elde edilmistir. Ayni kosulun bu hipotezin daha 6zel bir durumu olan C* =0

i¢in

_ nm— pm Y'I®P)Y*
gm  Y'1®M,)Y*

F

biciminde ifade edilebilecegi de vurgulanmistir. Buraya kadar olan kisimda elde

edilen sonuclarda A matrisinin satirlarinin lineer bagimsiz oldugu kabul edilmistir.
Eger A matrisinin satirlart lineer bagimsiz degilse, H :(I® A)B’ =C’ hipotezinin

test edilebilir bir hipotez oldugu durumda, F —istatistigi, yine benzer yolla gerekli

yerlerde genellestirilmis tersin kullanilmasi ile yukarida verildigi gibi ifade edilebilir.

X matrisi tam siitun rankli olmadif1 zaman ise, ele alman sonuglarda (X'X)™' ile

(X'X)” ve nm— pm ile nm—r(X) yer degistirdiginde benzer sekilde ilerlenebilir.

Y’ = XB’ +E’ modeli altinda 4 :(I®A)B’ =C’ i¢in /, ML oran istatistigi
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nm

RSS,, —RSS

seklindedir. Bu ifade | 1+
RSS

T2
j olarak da yazilabilir. Boylece

2
F:M(l nm _IJ~F:1mnm—pm
qgm ’

olarak ifade edilebilir. H :(I® A)B’ =C’ hipotezinde daha 6zel olarak C’ =0

oldugunda,

F ~F

qm,nm—pm

_ nm—pm Y'I®P)Y’ _ nm—pm (l—nzm _1]
gm  Y'1I®M,)Y* gm

olur. Ayrica H :(I® A)B' =C’ hipotezinin diger bir 6zel bir durumu olarak,

nm
A2

2
H , :B; =0 hipotezi ele alindiginda /, ML oran istatistigi, / = (G—lj seklindedir.

A2
(o}

Bu béliimde V bilinen pozitif kararli bir matris olmak iizere, E~ N, (0,6°(I®V))

olarak alindiginda, benzer sonuglar daha genel bir durum icin de elde edilebilir.
Burada elde edilen sonuglarin olabilirlik oran istatistigi ile ilgili olan kismi
yayinlamis [14] ve F —testi ile ilgili olan kismi ise, yayina kabul edilmistir [15]. Bu
boliimde kullanilan en kiiciik kareler ve maksimum olabilirlik tahminleri ile ilgili
baz1 avantajlarin ve dezavantajlarin bulundugunu da vurgulamakta yarar vardir.
Ancak ele alinan konu cergevesinde biitiinliigli bozmamak agisindan bu konuya

girilmemistir.

Bu c¢alismada ele alinan c¢ok degiskenli katli lineer model ve bu modelin bazi

indirgenmis modelleri altinda, B parametreler matrisi i¢in farkli kisitlamalar altinda,
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benzer ¢aligmalar ele almabilir. Ayrica hipotez testleri i¢in modellerde dagilim
matrisi farkli sekillerde ele alinarak da ilerlenebilir. Elde edilen ve elde edilebilecek
sonuglarin, tiim sosyal bilimlerde, fen bilimlerinde, saglik bilimlerinde...vs. yaygin

kullanim alanlarina sahip oldugu sdylenebilir.
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