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f                      Modulus fonksiyonu  
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ÖZET 
 
 
 
Anahtar Kelimeler:  Modulus fonksiyon, de la Valee-Poussin ortalaması, invariant 
yakınsaklık, hemen hemen yakınsaklık, matris dönüşümleri. 
 
Dört bölüm olarak hazırlanan bu tezin birinci bölümünde literatür bildirilişi ve  daha 
sonraki bölümlerde kullanılacak olan bazı temel tanım ve teoremler verildi. 
 
İkinci bölümde ise invariant veya −σ  yakınsaklık kavramı ile de la Valle- Poussin 
ortalaması  kavramını birleştirerek yeni bir  dizi uzayı tanımlandı ve bazı topolojik 
özellikleri incelendi ve ayrıca bazı matris dönüşümleri karakterize edildi. 
 
Üçüncü bölümde; modulüs fonksiyonların bir dizisi, −σ  yakınsaklık kavramı ve  de 
la Valle- Poussin ortalaması  kullanılarak bazı yeni dizi uzayları tanımlandı ve bazı 
kapsama bağıntıları verildi. 
 
Dördüncü bölümde ise ( ),λσ - asimptotik  istatistiksel denk diziler tanımlandı ve 
bazı toremler ispatlandı. 
 
Son bölümde, elde edilen temel sonuçlar özetlendi. 
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INFINITE MATRICES AND SOME NEW  SEQUENCE SPACES 
 
 
 
SUMMARY 
 
 
 
Key words: Modulus Function, De la Valee-Poussin means, Invariant Means, Almost 
Convergence,  Matrix Transformation. 
 
This thesis consists of four chapters. In the first chapter,  literature notices, some 
fundamantel definitions and theorems will be used in the later chapters were given 
respectivelly. 
 
In the second chapter,  by combining concepts of  invariant or σ - convergence and 
de la Valee-poussin  a new sequence space was defined and  some topological  
properties were examined and also some matrix transformations were characterized 
 
In the third chapter  by using a sequence of modulus functions, the concept of  σ -
convergence and de la Vale-Poussin means some new sequence spaces were defined 
and some inclusion relations  were given. 
 
In the forth chapter, ( ),λσ -asimptotic statistical equivalent sequences were defined 
and some theorems were proved. 
 
In the last chapter, the main results reached  were summarized. 
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BÖLÜM  1.   GİRİŞ   

 

 

1.1. Temel Tanım ve Teoremler 

 

Bu bölümde, daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan bazı temel tanım ve 

teoremler verilecektir. Şimdi bazı  dizi uzaylarının tanımını vererek bu bölüme 

başlayalım. 

 

Tanım 1.1.1 (Lineer uzay): X  boş olmayan bir küme ve K, reel veya kompleks 

sayılar cismi olsun. 

+ : X x X →X 

. : X x K →X 

ikili işlemleri aşağıdaki  özellikleri sağlıyorsa  X kümesine K üzerinde bir lineer 

(vektör) uzay adı verilir [11]. 

 Her  ∈βα , K  ve  x , y , z ∈X  için 

( L1 ) x + y = y + x 

( L2 ) ( x+y ) + z = x + ( y + z ) 

( L3 ) x +θ  = x  olacak şekilde θ  ∈ X  vardır. 

( L4 ) Her bir  x ∈ X için x + ( -x ) = θ  olacak  şekilde bir  (-x ) ∈  X  

( L5 ) 1.x = x 

( L6 ) α  ( x + y ) = α x + α y 

( L7 ) (α  + β  )x = α x + β x 

(L8 ) α  ( β x ) = (α β  ) x. 

 

Tanım 1.1.2 (Lineer Altuzay):  X   bir lineer uzay ve M de X in bir alt kümesi olsun.   

x ,y ∈  M  ve α  ve β  skaler olmak üzere α x+ β y ∈  M  ise  M  ye  X ‘in  bir lineer alt 

uzayı denir [11]. 
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Tanım 1.1.3 (Topolojik Uzay):  X   boş olmayan herhangi bir küme olsun.  X ‘ in alt 

kümelerinin bir T sınıfı verilsin. Eğer T aşağıdaki şartları sağlıyorsa T  ye X üzerinde 

bir topolojik yapı veya kısaca topoloji denir [11]. 

t1)   X, Ø ∈T 

t2)   T ye ait olan elemanların sayılabilir bir dizisi ( Ai ) Ii∈   ise TAiIi ∈∈U dır. 

t3)  T ye ait olan elemanların sonlu bir dizisi ( Ai ) ni≤≤1   ise   TAi
n

1i ∈=I  dır. 

 

Tanım 1.4.4  (Normlu lineer uzay):  X ,   K  cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. 

            RX:. →  

fonksiyonu aşağıdaki özellikleri  sağlıyorsa .   fonksiyonuna  X üzerinde bir norm ve 

( X , . ) çiftine de normlu lineer uzay veya kısaca normlu uzay denir [11]. 

(N1) x   ≥ 0 

(N2) x  = 0 ⇔ x = 0  

(N3) xλ  = |λ| x   ,  λ∈K 

(N4) x y x y+ ≤ +   ( Üçgen Eşitsizliği ) 

 

Tanım 1.1.5 (Dizi Uzayları):   Bu tezde  kompleks veya reel terimli tüm  x = k( x  )       

( k = 1,2,.....) dizilerinin kümesi  s  ile gösterildi. s , x = k( x  )    y = ( yk ) ve α bir 

sabit olmak üzere  

x + y = ( xk + yk )        ve      αx = k( x  )α  

şeklinde tanımlanan işlemler altında bir lineer uzaydır. Tez boyunca kullanılacak 

olan diğer bazı dizi uzayları: 

     c = { x = ( xk ):  xk , yakınsak },  yakınsak dizilerin uzayı, 

 

    c0 = { x = ( xk ):    xk , 0 ‘ a yakınsak } , sıfıra yakınsayan dizilerin uzayı, 

   ( ){ }∞<==∞ kkk xxx  sup : l  , sınırlı diziler uzayı ve, 

   l = ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∞<= ∑
k

kk xxx :  

 



           3 

 

mutlak  yakınsak diziler uzayıdır. Bu uzaylardan   c    ve   ∞l  dizi  uzayları, 

kk xx sup=  normu altında  ve l  dizi uzayı  ∑=
k

kxx   normu altında birer 

normlu uzaydırlar. v ile sınırlı salınımlı dizilerin uzayını göstereceğiz, yani, 

v = 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=∞<−∑ −
k

kk xxxx 0,: 01   dır.  v uzayı,  ∑ −−=
k

kk xxx 1   normu  

altında bir Banach uzayıdır [11]. 

 

Tanım 1.1.6 ( Matris Dönüşümleri):  s, kompleks sayıların  bir uzayı,  X ve Y de 

s’nin boş olmayan iki alt kümesi ve A = (ank) (n,k = 1,2,3,…)  kompleks sayıların 

sonsuz bir matrisi olsun.  Eğer, her n için, 

 

 kx
k nka)x(nA ∑=  

yakınsak ise  A(x) = An(x) yazılır. Ayrıca, x= (xk) ∈X  olması A(x) = An(x) ∈Y  

olmasını gerektiriyorsa A’ ya X den Y ’ ye bir matris dönüşümü tanımlar denir ve      

A : X   →  Y olarak gösterilir. A : X   →  Y şeklindeki matrislerin sınıfları (X,Y) ile 

gösterilir [19]. 

 

Tanım 1.1.7( Konservatif Matris): A = (ank)  sonsuz matrisi verilmiş olsun.  Eğer A 

matrisi yakınsak her diziyi yakınsak bir diziye dönüştürüyorsa  A matrisine 

konservatif matris denir ve A∈ (c,c) şeklinde gösterilir [11]. 

 

Tanım 1.1.8 (Reguler Matris):  Eğer A matrisi yakınsak her diziyi yakınsak bir diziye  

limiti koruyarak dönüştürüyorsa  A matrisine regüler matris denir ve A∈ (c,c)reg  

şeklinde gösterilir [11]. 

 

Tanım 1.1.9 (A-toplanabilirlilik ): Bir  A = ( ank ) matrisi verilmiş olsun. Her  n için  

An (x) =∑
k

knk xa  mevcut ve n→∞  iken An (x) →a  ise ( xk ) dizisi a ‘ya A-toplanabilir 

yada A- limitlenebilir denir ve  A- lim xk = a  yazılır [19]. 
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Bir A  matrisinin cA ile  gösterilen yakınsaklık alanı, Ax yakınsak olacak şekilde  

bütün x = ( xk ) dizilerinin sınıfı , yani cA ={ x : Ax ∈c) olarak tanımlanır. 

 
Tanım 1.1.10 (Cauchy Dizisi):   X , normlu bir lineer uzay ve  ( xn ) de bu uzayda bir 

dizi olsun. Eğer ∀  ε > 0  sayısı  için  m,n > n0   oldukça ε<− nm xx  olacak şekilde  

bir  n0  sayısı varsa , ( xn ) dizisine  bir Cauchy dizisi denir [11]. 

 
Tanım 1.1.11 (Banach Uzayı) :  X  normlu bir lineer uzay olsun. X deki her Cauchy 

dizisi X in bir elemanına yakınsıyorsa  X’ e Banach uzayı denir [11]. 

 
Tanım 1.1.12 (Lineer Topolojik Uzay):  Bir T topolojisine sahip X lineer uzayında 

toplama ve skaler ile çarpma sürekli ise bu X uzayına lineer topolojik uzay denir 

[11]. 

Aşağıda,  bilinen bazı dizi uzaylarının tanımlarını verelim [18]. 

p=(pk) , pk>0 ve  sup pk<∝ olacak şekilde reel sayıların bir dizisi olsun 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∞<=∞ kp

kxksup:x)p(l  

{ } x:x)p(c kp
k 00 →=  

{ } için ler Cl bazı lxxpc kp
k ∈→−= 0:)(  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∞<= ∑
k

kx:x)p(l . 

Özel olarak bu uzaylarda her k için pk=1 alınırsa  c0(p) = c0, c(p) = c, l∞(p) = l∞ ve 

l(p) = lp uzayları elde edilir. 

 
Tanım 1.1.13 (Temel Küme):  X bir normlu uzay ve XM ⊂  olsun. XSpanM =  ise 

M ye bir temel küme denir [11]. 

 

Tanım 1.1.14 ( Paranormlu Uzay):  X  bir lineer uzay, g : X → R bir fonksiyon olsun.  

( P1 )       g ( θ ) = 0 

( P2 )       g ( x ) =g ( -x )  

( P3 )       g ( x + y ) ≤  g ( x ) + g ( y )  
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 ( P4 )       λ→λ0   , x → x0   için    λx→ λ0 x0      ise  

g ye bir paranorm denir. Paranormlu bir  ( X,g ) uzayı  g  paranormu ile birlikte bir 

lineer uzaydır [13]. 

 

Tanım 1.1.15 ( p-normlu Uzay ):  X  bir lineer uzay , .  : X → R  norm ve p>0 

verilmiş olsun. Aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa  ( X, . , p ) üçlüsüne p- normlu uzay 

denir [11]. 

 

 ( P’1 )     x = 0 ⇔ x = 0  

( P’2 )     xx pp .λλ =   

( P’3 )     yxyx +≤+    

  

Tanım 1.1.16. ( Tam Paranormlu Uzay ) :  Bir (X,g) paranormlu uzayında alınan her 

Cauchy dizisi bu uzayın bir noktasına yakınsıyorsa (X,g) uzayına tam paranormlu 

uzay denir [11]. 

 

Teorem 1.1.1 (Düzgün Sınırlılık Prensibi):  (Tn)  bir X Banach uzayından  normlu bir 

Y uzayı içine olan, sınırlı lineer  Tn : X   →   Y operatörlerinin bir dizisi olsun. 

Burada )xT( n  dizisi her Xx∈  için sınırlı yani 

 

xn cxT ≤ , n= 1,2,… 

olacak şekilde bir cx reel sayısı varsa  )T( n  dizisi de sınırlıdır [11]. 

 

Tanım 1. 1.17:  f :  [0,∝)→ [0,∝)  fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa 

f ‘ye bir modulüs fonksiyonu denir [16]. 

(i) f(x) = 0 ⇔ x=0, 

(ii) her x,y>0 için f(x+y)≤ f(x) + f(y), 

(iii) f, artan fonksiyon, 

(iv) f, 0’  da sağdan süreklidir. 
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)yx(f)y(f)x(f −≤−  

olduğundan dolayı  (iv) den  f  fonksiyonu  [0,∞) aralığı üzerinde  süreklidir. Ayrıca, 

(ii) den  her n N∈   için  )x(nf)nx(f ≤  elde edilir ve dolayısıyla 

)
n
x(nf)

n
nx(f)x(f ≤=

1  

ve böylece  her n N∈   için   

)
n
x(f)x(f

n
)x(f ≤=

1  

olur. Bir modulüs fonksiyonu sınırlı veya sınırsız olabilir. Örneğin,  
px)x(f =   (0<p<1) sınırsız  , fakat )x/(x)x(f += 1  sınırlıdır. 

 

Maddox [10] ve Ruckle [19],  { }X))x(f(:x)f(X k ∈=   tipindeki bazı dizi 

uzaylarını oluşturmak için f modulus fonksiyonu  kavramını kullandı. Son 

zamanlarda E. Kolk [3], F = ( fk)  şeklinde  modulus fonksiyonlarının bir dizisini 

kullanarak  X(f) uzayının bir genellemesini  verdi.     

 
Tanım  1.1.18 (Lineer ve Alt Lineer Fonksiyoneller )  :  Bir X reel lineer uzayından 

reel eksene yapılan bir  L dönüşümüne fonksiyonel adı verilir. X deki her x,y için  

 
  L ( x+ y ) ≤ L ( x ) + L ( y )  

yazılabiliyorsa fonksiyonelin alt toplamsal, eşitsizlik yerine , bütün hallerde eşitlik 

alınabiliyorsa  fonksiyonelin toplamsal olduğu söylenir.  

 
X deki her  x ve her reel α ≥0  için  

 
L (α x ) = α L( x )  

 
ise L fonksiyoneline  homojendir denir. 

 
Toplamsal ve homojen bir fonksiyonele lineer fonksiyonel adı verilir. Alt toplamsal 

ve homojen bir fonksiyonele alt lineer fonksiyonel denir. L, homojen bir fonksiyonel 

ise,  L ( 0 ) =0   dır ve  L  lineer ise ; 
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 L ( -x ) + L ( x ) = L ( -x + x ) = L ( 0 ) = 0  olup     L ( -x ) = -L ( x )  

dir. Buna göre, bir lineer fonksiyonel, X deki her x, y ve her reel α  ve β  için 

               L (α x + β y ) = α  L ( x ) + β  L (y )  

bağıntısını gerçekler [11]. 

 
(xn) sınırlı bir dizi, k  pozitif bir tamsayı ve   n1,n2,........,nk    tamsayıların değişebilen 

bir alt kümesi olmak üzere,  

P ( xn ) = inf n1,n2,........,nk lim j→∞ sup jx
k

k

p
n p +∑

=1

1  

olsun. Bu taktirde P(xn)  alt lineer bir fonksiyoneldir [19]. 

 
1.2.  Hemen Hemen  Yakınsak Diziler 

 
Hemen hemen yakınsaklık tanımına geçmeden önce  Banach-Limitleri hakkında kısa 

bir bilgi vereceğiz. Bunun için Banach-Limitlerinin varlığını ortaya koyan Hahn-

Banach teoremi  aşağıdaki şekilde ifade edilir. 

 
Teorem  1.2.1 (Hahn-Banach Teoremi ) : X reel lineer bir uzay ve Y bunun bir alt 

uzayı olsun. p, X üzerinde alt lineer bir fonksiyonel olmak üzere, eğer f, Y üzerinde 

lineer bir fonksiyonel ve  

 f(x) ≤ p(x) 

ise bu taktirde X üzerinde  

 g(x) ≤ p(x) 

olacak şekilde f ‘in X’e bir g lineer genişlemesi vardır [11].  

 
 
Sonuç  1.2.1.  X reel lineer bir uzay ve p, X üzerinde alt lineer bir fonksiyonel olsun. 

Bu taktirde her x ∈ X için  

F(x ) ≤ p(x) 

olacak şekilde  X de tanımlı bir  F  lineer fonksiyoneli mevcuttur [11].  

Hahn-Banach teoreminin reel değerli bütün sınırlı dizilerin  ∞l  lineer uzayına bir 

uygulaması, Banach limit kavramının doğmasına yol açmıştır. Banach limitleri ilk 

olarak  Banach [19] tarafından aşağıdaki şekilde verilmiştir. 
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Tanım 1.2.1. ( Banach Limiti )  : L , ∞l  üzerinde tanımlı bir lineer fonksiyonel 

olsun. Eğer L lineer fonksiyoneli aşağıdaki özelliklere sahip ise bir Banach- limiti 

adını alır. 

        (B1)             n = 1,2,.....için   xn ≥0    ⇒ L (xn ) ≥0     

        (B2)             L ( e ) = 1       e = ( 1,1,1,.......) 

        (B3)     L ( S xn ) = L  (xn )  dir. 

Burada S operatörü, (S xn ) = xn+1. şeklinde tanımlanmış olan kaydırma operatörüdür.  
 

Şimdi, sınırlı  x = (xn )  dizilerinin hangileri için bütün  L (xn )  değerlerinin aynı 

olduğunu sorabiliriz. Bunun yakınsak diziler için mümkün olduğu aşikardır.   

Bundan başka, kolayca görülebileceği gibi  x = ( 0,1,0,1,.......)  dizisi için  L ( x ) = ½  

değeri bütün  Banach limitleri için aynıdır. Gerçekten,   xn = ( 1/2 )(1+(-1)n+1)     

olarak tanımlanırsa, 

L (xn ) = L [ (1/2)(1+(-1)n+1)] = (1/2)L(1+(-1)n+1) 

ve  

L[(-1)n+1] = L[(-1)n(-1)] = -L[(-1)n] 

olduğundan 

2L[(-1)n+1] = 0 ,       [ L(xn+1) = L(xn)] 

bulunur. O halde 

L(xn) = (1/2)[1+0] = ½ 

dir. 

 

Tanım 1.2.2:  Sınırlı bir (xn) dizisi verildiğinde, eğer her L Banach limiti için, L(xn) = 

s oluyorsa, (xn) dizisine  hemen hemen yakınsak dizi denir. 

 

Hemen hemen yakınsak bir diziyi karekterize edecek bir özellik Lorentz [6] 

tarafından aşağıdaki teoremle ifade edilmiştir. 
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Teorem  1.2.2: (xn) dizisinin hemen hemen yakınsak olması için gerek ve yeter şart, 

yakınsama  i’ ye göre düzgün olarak, k→∞  iken, 

s
k

kixixix
xkitkit →

+
+++++

==
1

.......1)(                                  (1.2.1)  

                                          
olmasıdır. Hemen hemen yakınsak dizilerin sınıfı  ĉ  ile,  özel olarak  s = 0 ise sıfıra 

hemen hemen yakınsak dizilerin sınıfı  ĉ0  ile gösterilecektir. Eğer x dizisi s’ ye 

hemen hemen yakınsak ise ĉ - lim x = s yazılır. 

 

Nanda [18], hemen hemen yakınsak diziler yardımıyla  aşağıdaki dizi uzaylarını 

tanımladı. p=(pk),  pozitif reel sayıların bir dizisi olsun. Bu takdirde, yakınsama  i’ye 

göre düzgün olarak  

 

{ }0( ) : lim ( ) 0pkk ki
pc x t x= =  

  

{ }( ) : lim ( ) 0pkk ki
pc x t x l= − =  

dir. Eğer  pk =1  alınırsa  yukarıdaki dizi uzayları c)  ve 0c)  dizi uzaylarına indirgenir. 

Hemen hemen yakınsak dizi uzayları King [2] ve Savaş [22] gibi bir çok yazar 

tarafından çalışılmıştır. 

 

Bir  x = ( xk )  dizisi göz önüne alınsın. Eğer   0
1

1lim =∑
=

−
n

k
kx

nn l   oluyorsa  x = ( xk )  

dizisine kuvvetli ( Cesaro ) toplanabilir denir [5]. Kuvvetli Cesaro toplanabilir dizi 

uzayları Kuttner [5] ve diğer bazı yazarlar tarafından çalışılmıştır. Bu kavram daha 

sonraları Maddox [7] tarafından genelleştirilmiştir. Şimdi Maddox tarafından yapılan 

bu genelleştirmeyi açıklayalım. 

 

p = (pk) pozitif reel sayıların  bir dizisi olsun. Bu takdirde, 

[C,1,p] =   
1

1: 0  ( )  bazi k
n p

k
k

x x n sayisi için
n =

⎧ ⎫⎪ ⎪− → →∞⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ l l  
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 [C,1,p]0 =  
1

1: 0  ,  ( ) k
n p

k
k

x x n
n =

⎧ ⎫⎪ ⎪→ →∞⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑  

[C,1,p] ∞ =  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∞<∑
=

n

k

p
kn  x

n
x k

1

1sup:  

dizi uzayları tanımlanır. Eğer her k  için  pk = 1 ise  [C,1,p],  [C,1,p] 0 ve [C,1,p] ∞   

uzayları yerine [C,1],  [C,1] 0 ve [C,1] ∞   uzayları elde edilir. 

 
Nasıl ki yakınsaklık kavramından kuvvetli yakınsaklık kavramı doğmuş ise hemen 

hemen yakınsaklık kavramından yeni bir kavram olarak kuvvetli hemen hemen 

yakınsaklık kavramının doğmasını beklemek de doğaldır. Kuvvetli hemen hemen 

yakınsaklık kavramı ilk kez Maddox [7]  tarafından tanımlanmış ve çalışılmıştır. 

Eğer,  [ĉ] ile  kuvvetli hemen hemen yakınsak dizilerin uzayını gösterirsek 

 

[ĉ]= 
1

1: lim 0, '   
n m

m k
k n

x x yakinsama n ye göre düzgün
m

+

= +

⎧ ⎫⎪ ⎪− =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ l  

olur. Nanda [17], kuvvetli hemen hemen yakınsaklık kavramını şu şekilde 

genelleştirmiştir. p=(pk),  pozitif reel sayıların bir dizisi olsun. Bu takdirde, 

yakınsaklık n’ye göre düzgün olmak üzere 

      [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=−= ∑
=

+

m

k

p
nkm   x 

m
 lim xpc k

1
01:, l

)  

       [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

== ∑
=

+

m

k

p
nkm

kx 
m

 lim xpc
1

0 01:,)  

olur. Eğer  her  k  için  pk=1 ise  [ ] [ ]cp,c )) =     elde edilir. Daha sonraları Nanda’nın 

bu genelleştirilmeleri E.Savaş [22] tarafında modulüs fonksiyonları yardımıyla tekrar 

genelleştirilmiştir. Bu takdirde,  yakınsaklık n’ye göre düzgün olmak üzere 

 

      [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=−= ∑
=

+

m

k

p
nkm

kxf 
m

 lim xpfc
1

0)(1:,, l
)  

       [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

== ∑
=

+

m

k

p
nkm

kxf 
m

 lim xpfc
1

0 0)(1:,,)  

tanımları verilirse  f(x) = x olduğunda  bu uzaylar Nanda tarafından tanımlanan 

uzaylara indirgenirler. 
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Hemen hemen yakınsaklık kavramı Shaefer [25] tarafından genelleştirilmiş ve  

invariant yakınsaklık kavramı aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır. 
 

Tanım  1.2.3 (İnvarıant limit )  : σ: N→ N    her  m,n  pozitif   tam  sayıları için  

σm(n) ≠n  olacak şekilde bir bire-bir dönüşüm olsun. Sürekli bir  φ: ∞l → R  lineer 

fonksiyoneline aşağıdaki özellikleri sağlaması halinde  invariant limit veya σ-limit 

denir [25]. 

  (I1)   Her n için  xn ≥0  ise   φ(x) ≥0, 

  (I2)   φ(e) = 1   ,  e = ( 1,1,1,.......), 

  (I3)    Her  x ∈ ∞l   için   φ(xσ (n)) = φ(x). 

Özel olarak   σ (n) = n+1 , olması halinde,  φ  bir Banach limiti olur.  

 
Tanım 1.2.4 (İnvariant Yakınsak Dizi ) :  İnvariant limitleri eşit olan sınırlı bir diziye 

invariant yakınsak veya σ-yakınsak dizi denir. σ-yakınsak dizilerin kümesi Vσ   ile 

gösterilir. 

 
Eğer  x = ( xn )  ise  Tx = ( T xn ) = (xσ (n)) , T2x = x σ2

(n) ,.......,  Tkx =  (xσk
(n) )  olarak 

alınsın. 

 
 tkn = tkn (x) = ( xn + Txn + .......+ Tkxn )/ (k+1 )  ve t-1,n(x) =0 ,  

 
olmak üzere  x ∈ Vσ olması için gerek ve yeter şart n’ye göre düzgün olarak 

limmtmn(x)=s limitinin mevcut olmasıdır.  Bu s limitine  x = ( xn ) dizisinin σ-limiti 

denir ve s = σ-limx şeklinde yazılır. Vσ0 ,  kümesi ile de σ-limiti sıfır olan invariant 

yakınsak dizilerin uzayı gösterilir. Ayrıca, σ (n) = n+1 olması halinde σ-limitler  ∞l  

üzerindeki klasik Banach limitlerine ve Vσ kümesi de hemen hemen yakınsak 

dizilerin ĉ  kümesine indirgenir. σk (n)≠n  olmak üzere her invariant  limit,  her  x∈c   

için    φ (x ) = limx  olması anlamında  c üzerindeki limit fonksiyonele genişler. 

 

Hemen hemen yakınsaklık kavramından kuvvetli hemen hemen yakınsaklık kavramı 

doğmuş ise invariant yakınsaklık kavramından yeni bir kavram olarak kuvvetli 
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invariant yakınsaklık kavramı doğmuştur. Mursaleen [15] kuvvetli σ-yakınsak 

dizilerin uzayını şu şekilde karekterize etti. 

 
Tanım 1.2.5: (Kuvvetli σ-yakınsaklık ) : Bir  x = ( xk )  sınırlı dizisinin bir  s  sayısına 

kuvvetli  σ-yakınsak  olması için gerek ve yeter şart , n’ye göre düzgün yakınsak 

olmak üzere     0
1

)(
1lim =∑

=
−

m

k
snkx

mm σ
  olmasıdır [15].   

Kuvvetli σ-yakınsak   dizilerin uzayı [Vσ] ile gösterilir. Burada özel olarak  s = 0  

alınırsa, sıfıra kuvvetli yakınsayan invariant dizilerin uzayı olan [Vσ]0  elde edilir. 

x∈[Vσ] olması durumunda [Vσ]-limx yazılır. σ (n) = n+1 olması halinde  [Vσ] ve 

[Vσ]0   uzayları sırasıyla  [ĉ] ve [ĉ]0  uzaylarına indirgenir. 

 
)( nλ=Λ  , sonsuza yakınsayan pozitif reel sayıların azalmayan  bir dizisi  ve 11 =λ  

ve  11 +≤+ nn λλ  olsun.  Bir  )x(x k= dizisi için  genelleştirilmiş de la Vallee-

Poussin ortalaması  aşağıdaki şekilde tanımlanır [13]. 

 

 n = 1, 2 , … için   [ ]n,nI nn 1+−= λ    olmak  üzere   ∑
∈

=
nIk

k
n

n x)x(t
λ
1   dir. Şimdi,  

 

[ ] =0λ,V
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=∈ ∑
∈ nIk

k
n

n xlim:wx 01
λ

, 

[ ] =λ,V
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=−∈ ∑
∈ nIk

k
n

n lxlim:wx 01
λ

,  

[ ] =∞λ,V
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∞<∈ ∑
∈ nIk

k
n

n xwx
λ
1sup:  

alınsın. Bu dizi uzaylarına  sırasıyla  de la Valee-Poussin metoduna göre  sıfıra 

kuvvetli toplanabilir, kuvvetli toplanabilir ve kuvvetli sınırlı diziler uzayı denir. Özel 

olarak  n = 1,2 , … için   nn =λ   alınırsa [ ]0λ,V , [ ]λ,V   ve   [ ]∞λ,V  uzayları [C,1] , 

0[C,1]  ve [C,1]  ∞  uzaylarına indirgenir. 
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Malkowsky ve Savas [12 ]  hemen hemen yakınsaklık kavramı ile  de la Valee - 

Poussin ortalamasını birleştirerek  aşağıdaki dizi uzaylarını tanımladılar ve çalıştılar. 

Yakınsamalar n’ye göre düzgün olmak üzere, 

 

[ ] =0f,,V λ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=∈ ∑
∈

+
nIk

mk
n

n x(flim:wx 01
λ

 , 

[ ] =f,,V λ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=−∈ ∑
∈

+
nIk

mk
n

n lx(flim:wx 01
λ

 , 

[ ] =∞f,,V λ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∞<∈ ∑
∈

+
nIk

mk
n

m,n x(fsup:wx
λ
1  . 

 
n =1,2 , …  için   nn =λ   alınırsa [ ]0f,,V λ , [ ]f,,V λ ve [ ]∞f,,V λ  uzayları  sırasıyla 

[ ])f(c) , [ ])f(c0
)   ve [ ])f(c∞

)  uzaylarına indirgenirler[22]. 

  

Tanım.1.2.6( Hölder Eşitsizliği) :   p>1,  111
=+

qp
    ve  021 ≥na,...,a,a ,     

021 ≥nb,...,b,b  olsun. Bu takdirde   q
n

k

q
k

pn

k

p
k

n

k
kk )b()a(ba

1

1

1

11
∑∑∑
===

≤     dır. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

 

BÖLÜM 2.  BAZI YENİ DİZİ UZAYLARI 
  

 

2.1. Yeni Dizi Uzayları ve Bazı Topolojik Özellikleri 

  

Bu bölümde invariant veya −σ yakınsaklık kavramı ile de la Valle-Poussin 

ortalaması  kavramını birleştirerek yeni bir kavram olarak aşağıda tanımı verilen 

),( λσV metodu verilecek ve bazı topolojik özellikleri çalışılacaktır.   

 

p=(pn) ,her n için  pn>0 ve  sup pn<∝ olacak şekilde reel sayıların bir dizisi olsun. Bu 

takdirde aşağıdaki yeni dizi uzaylarını tanımlanır. ∑
∈

=
nIk mkx

n
xmnd

)(
1)(

σλ
olmak 

üzere ve  yakınsamalar  m’ ye göre düzgün yakınsak olarak,  

  

{ }0)(lim:0),( == npxmndnxpV λσ  

  

{ }için C bazı  np)lx(mndnlim:xp),V( ∈=−= l0λσ  

 

dır. Özel olarak her n için  pn=1  alınırsa  pV 0),( λσ , pV ),( λσ  uzayları 0),( λσV , 

),( λσV uzaylarına indirgenir. nn =λ  alınırsa  0),( λσV , ),( λσV uzayları 0)( σV , 

)( σV uzayların indirgenirler. 

 

 Şimdi yukarıda tanımlamış olduğumuz  yeni dizi uzaylarının bazı topolojik 

özelliklerini inceleyelim. 

 

Yardımcı Teorem 2.1.1:   pV 0),( λσ  ve  pV ),( λσ  uzayları  kompleks sayılar cismi C 

üzerinde  birer  lineer uzaylardır. 
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İspat :  M = max(1,  suppn= H ) olduğunu varsayalım. 1/ ≤Mpn  olduğundan  her n 

ve m için  

Mnp
ymnd

Mnp
xmndMnpyxmnd

/
)(

/
)(/)( +≤+                                (2.1.1) 

ve   C∈λ için 

),1max(/ λλ ≤Mnp                                  (2.1.2) 

olur. (2.1.1) ve (2.1.2) den C∈βα ,     olmak üzere 

MnpymndMnpxmndMnpyxmnd /)(),1max(/)(),1max(/)( βαβα +≤+  

olur ki böylece pVyx 0),( λσβα ∈+  elde edilir. 

 
Yardımcı Teorem 2.1.2:   pV 0),( λσ  ve  pV ),( λσ  uzayları 

M/p
mnmn

m)x(dsup)x(g =  

paranormu altında  birer paranormlu lineer topolojik uzaylardır. 

 
İspat:  Biz sadece pV 0),( λσ  uzayı için ispatı yapacağız.  pV ),( λσ  uzayı için ispat 

sadece tekrardan ibarettir. Bunun için g(0) = 0 ve g(-x) = x olduğunu görmek 

kolaydır. (2.1.1) bize g nin alt toplamsal olduğunu verir. Şimdi g ‘nin skalerle  

çarpıma göre sürekli olduğunu görelim. (2.1.2) den C∈λ  ve x p),V( 0λσ∈  olmak 

üzere 

 
)x(g),max()x(g λλ 1≤  

elde edilir. Böylece  0→λ , 0→x  iken 0→xλ  olur.  λ  sabit ve 0→x  iken 

0→xλ  elde edilir. Eğer x ∈ pV 0),( λσ  sabit ise 0>ε  verildiğinde her m için  

2
0

/)x(dsup M/p
mnnn

m ελ <>                                                                       (2.1.3) 

olacak şekilde  bir no sayısı vardır ve bir 0>δ   seçilebilir öyleki  δλ <  olmak 

üzere her m için 

2
0

/)x(dsup M/p
mnnn

m ελ <≤                                                                        (2.1.4) 

elde edilir. Dolayısıyla (2.1.3) ve (2.1.4)  den  
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δλ <  iken  ελ <)x(g    

 
bulunur ki bu ispatı tamamlar. 

 
Yardımcı Teorem 2.1. 3:.  pV 0),( λσ  ve  pV ),( λσ  uzayları 

M/p
mnmn

m)x(dsup)x(g =  

paranorm topolojisine göre tamdır.   

 
İspat:   (xi) dizisi  pV 0),( λσ  uzayında bir Cauch dizisi  olsun.  Bu durumda her k için  

( i
kx ) , C de bir Cauchy dizisidir ve dolaysıyla her k için  ( i

kx )→( 0
kx ) olur ve 0x = 

( 0
kx )   dir. Verilen  0>ε  için öyle bir N0 sayısı vardır ki  i,j> N0 olmak üzere her m 

ve n için  

 

5/
M/np

)jxix(mnd ε<−         (2.1.5) 

 

bulunur. j→∝  için  limit alınırsa her m ve n için  

 

50 /
M/np

)xix(mnd ε<−                                                              (2.1.6) 

 

elde edilir. Bu nedenle, xi-xo∈ pV 0),( λσ  ve lineerlikden  xo∈ pV 0),( λσ  bulunur. 

Eğer (xi) dizisi p),V( λσ de bir Cauchy dizisi ise bu durumda yukarıdakine benzer 

olarak xi  → x0 olacak şekilde bir x0 vardır. Şimdi xo ∈ p),V( λσ olduğunu 

gösterelim. xi ∈ p),V( λσ  olduğundan her m ve n için    

                  

5/
M/np

)eilix(mnd ε<−                                                    (2.1.7) 
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olacak şekilde li ∈ C vardır. (2.1.1), (2.1.5) ve (2.1.6) dan her m ve n için 

                                     

Mmp
ejleilmnd

/
)( − <

Mmpixixmnd
/

)( − +
Mmp

eilixmnd
/

)( −  

                                      +
Mmp

eilixmnd
/

)( −   

                                                           
5

3
555

εεεε
=++<   .                    (2.1.8)   

bulunur. Böylece (li) nin kompleks sayılar cismi C de bir Cauchy dizisi olduğu 

görülür.  Böylece, 

 

3
/

)( <−
Mmp

lilmnd ε/5                                                                    (2.1.9) 

 
olacak şekilde bir  l ∈ C nin var olduğu görülür. Şimdi, (2.1.1),(2.1.6),(2.1.8) ve 

(2.1.9) den  

 
Mmp

eiloxmnd
/

)( − ≤
Mmpoxixmnd

/
)( − +

Mmp
eiloxmnd

/
)( −     

                                                                           +
Mmp

leixmnd
/

)( −  

 

                                      < ε/5 + ε/5 + 3ε/5 = ε, 

 

elde edilir ki bu ispatı tamamlar. 

 
Yukarıda verilen yardımcı teoremleri birleştirirsek aşagıdaki teorem elde edilir. 

 
Teorem 2.1.1: pV 0),( λσ  ve p),V( λσ  uzayları yardımcı teorem 2 de tanımlanmış 

olan paranorm altında tam lineer topolojik uzaylardır. 

 

Önerme 2.1.1. mm qp ≤<0   olmak üzere  pV 0),( λσ ⊂ qV 0),( λσ       dir. 
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İspat. pVx 0),( λσ∈  olsun. Bu takdirde m ye göre düzgün yakınsak olarak 

0)(lim =− np
mnn lxd  olur. Bu ise yeteri kadar büyük n’ ler için 1)( ≤− np

mn lxd   

olmasını gerektirir.  Dolaysıyla m ye göre düzgün yakınsak olarak  

 
nq

mn lxd )( − ≤ np
mn lxd )( − = 0)(lim =− np

mnn lxd  

olur .  qVx 0),( λσ∈  elde edilir. 

 
Önerme 2.1. 1. pV 0),( λσ  ve p),V( λσ  uzayları mutlak konveksdir. 

İspat :  0 < δ < 1 ise   U = {x : g(x) ≤ δ}  kümesi mutlak  konveks kümedir ve          

a,b ∈ U ve ⎢λ⎪ + ⎢μ⎪≤ 1  için   g(λa + μb) ≤ (⎪λ⏐+ ⎢μ⎮) M/pm δ ≤ δ 

olur ki bu ispatı tamamlar. 

 

 2. 2.   Matris Dönüşümleri 

 

Teorem 2.2.1 :  A ∈ ( c, ),V( λσ ) olması için gerekli ve yeter şartlar: 

 

(1.1)      .0,1,2,3,..m  
k

Nn
nIi kmia

n
n =∞<

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
∑
∞

=
∈∑

∈
,

0
:

),(

1sup
σλ

 

 

(1.2)      m’ye göre düzgün yakınsak olarak   limn
nλ

1
∑

∈ nIi
a

ok k),m(i
a =∑

∞

= σ
 

olacak şekilde  a∈ C  vardır. 

 

(1.3)      m’ye göre düzgün yakınsak olarak  limn
nλ

1
ka

nIi k),m(i
a =∑

∈ σ
  

olacak şekilde  ak∈C  vardır. 
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İspat :  A ∈ (c,( ( λσ ,V )) olsun. m ∈ N  alalım ve  wim = ∑
∞

=0k kx
k),m(i

a
σ

 olmak 

üzere  tnm (x) = )(
)(

1 x
nIi miw

n
∑
∈ σλ

tanımlayalım. w im ∈ c* , (i,m = 1,2,3,…) olduğu 

açıktır. Böylece,  tnm ∈ c*olur. A ∈ (c, ( λσ ,V ) olduğundan m’ye göre düzgün 

yakınsak olarak  limntnm(x) = t(x)  elde edilir.  Her sabit m ∈ N ve x ∈ c için {tnm(x)} 

in sınırlı olduğu çıkar. Böylece düzün sınırlılık prensibinden { }nmt  nin sınırlı olduğu 

görülür. Her bir p∈ N için v = v(n,m) dizisini 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<

∑ ≤≤=
∈

k.p                                   

pk0          
knia

kv nIi

0
),(

sgn
σ  

 

olarak tanımlayalım. Bu takdirde,   cv∈ , 1=v  ve  

 

∑
=

∑
∈

=
p

k nIi kmia
n

vnmt
0 ),(

1)(
σλ

 

 
olur. Böylece, nmtv nmt)v(nmt =≤  dir. Bu nedenle, 

 nmt
p

k nIi k),m(i
a

n
≤∑

=
∑
∈0

1
σλ

 

olur ki bu bize (1.1) yi verir.  

 
e  ve ek dizileri  yakınsak diziler olduğundan  m’ ye göre düzgün yakınsak olarak  

)e(tlim nmn  ve )e(tlim knmn  mevcuttur.  Böylece  (1.2) ve (1.3) sağlanır. Şimdi  

 

kx

nIi kmia
knkx

nIi k kmia
n

xnmt ∑
∈

∑
∞

=
=∑

∈
∑
∞

=
=

),(0

1

0 ),(

1)(
σλσλ

 

 
olduğunu varsayalım,  dolayısıyla  
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x

nIi kmia
kn

xnmt ∑
∈

∑
∞

=
≤

),(0

1)(
σλ

    i,m = 0,1,2,… 

bulunur. Böylece (1.1) den   xK)x(tmn ≤  olur. Burada  K , m den bağımsız bir 

sabittir. Böylece, tnm ∈ c*  ve { }nmt  dizisi her m için sınırlıdır.  Her  m=k= 1,2,3… 

için  (1.1) ve (1.2)  )e(tlim nmn  ve )e(tlim knmn  olmasını gerektirir.  Δ,  c de bir 

temel küme olduğundan  fonksiyonel analizin bir sonucu olarak )x(t)x(tlim nmn =  

vardır ve tn∈ c*  olur. Böylece,  b= limkxk   olmak üzere  

 

 )ke(nt
k kx

k
)ke(nt)e(ntb)x(nt ∑

∞

=
+⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
∑
∞

=
−=

00
    

 
dir. Fakat, (1.1) ve (1.2) den  sırasıyla a)e(tn =  ve kkn a)e(t =  , k= 1,2,… bulunur. 

Böylece her bir x∈ c  ve m= 0,1,2,… için )x(nt)x(nmtnlim =  var olur. Burada, 

 

ka
k kx

k kaab)x(nt ∑
∞

=
+⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
∑
∞

=
−=

00
                                                           (2.2.1) 

 
olur. Her n ve m için tnm ∈ c*   olduğundan 

 

)ke(nmt
k kx

k
)ke(nmt)e(nmtb)x(nmt ∑

∞

=
+⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
∑
∞

=
−=

00
                                    (2.2.2) 

 
şekline sahip olur. (2.2.1) ve (2.2.2) den m’ ye göre düzgün yakınsak olarak 

a)e(tlim nmn =  ve kknmn a)e(tlim =   olduğundan m’ ye göre düzgün yakınsak 

olarak  tnm(x) in tn(x)’e yakınsadığı görülür. Böylece A ∈ (c, ( λσ ,V ) olduğu çıkar ki 

bu ispatı tamamlar.  

 
Teorem 2.2 2:  A ∈ ( c, ),V( λσ )reg olması için gerekli ve yeter şartlar: 
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 (2.1)      .0,1,2,3,..m  ,
k

Nn:
nIk k),m(ia

n
nsup =∞<

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
∑
∞

=
∈∑

∈0
1

σλ
 

 

(2.2)       m’ye göre düzgün yakınsak olarak  limn
nλ

1
∑

∈ nIi
1=∑

∞

=ok k),m(i
a
σ

 

 

(2.3)     m’ye göre düzgün yakınsak olarak  limn
nλ

1 0=∑
∈ nIi k),m(i

a
σ

(k= 0,1,2,...)  

olmasıdır. 

 

İspat:  x ∈ ( c, ),V( λσ )reg olsun. Bu takdirde x ∈ ( c, ),V( λσ ) olur ki  (2.1) şartı 

Teorem 1 den çıkar. e ve ek dizilerinin A-dönüşümleri 0 ve 1 olduğundan (2.2) ve 

(2.3) sağlanmalıdır. 

 

Şimdi verilen şartların sağlandığını varsayalım. Teorem 1 den  A ∈ ( c, ),V( λσ ) 

olduğundan her bir x∈c için m’ ye göre düzgün yakınsak olarak 

)x(nt)x(nmtnlim =  olur. 

 

Teorem 2. 2. 3 :  A ∈ ( v, ),V( λσ ) olması için gerekli ve yeter şartlar: 

(3.1)      .0,1,2,3,..mr,           ,
rk nIk k),m(ia

n
nsupM =∞<∑

∞

=
∑
∈

=
σλ

1  

(3.2)     m’ye göre düzgün yakınsak olarak   limn
nk λ

1
1
∑
∞

=
∑

∈ nIi
a

ok k),m(i
a =∑

∞

= σ
 

olacak şekilde  a∈C  vardır. 

 

(3.3)    m’ye göre düzgün yakınsak olarak   limn
nλ

1
ka

nIi k),m(i
a =∑

∈ σ
  

olacak şekilde  ak∈C  vardır. 
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İspat:  x ∈ ( v, ),V( λσ ) olduğunu varsayalım.  Bu takdirde her  x∈ v   için  Ax ∈ 

),V( λσ   olur.  ),V( λσ   ⊂ l∝   olduğundan  dolayı  Ax ∈ l∝    olur ve böylece (3.1) 

sağlanır.  e  ve  ek  dizileri  v  de olduğundan  (3.2) ve (3.3) sağlanır.   

 
 Tersine verilen şartların sağlandığını ve x∈ v olduğunu varsayalım. v ⊂ c    

olduğundan lxk →   dir.  Şimdi, 

 

  ∑
=

∑
∈

∑
∞

= −−≤∑
∞

=
∑
∈

r

k nIi kx
kmia

nk kxkx
k nIi kx

kmia
n 1 ),(

1
0 10 ),(

1
σλσλ

 

 

                                              ∑
∞

=
∑
∈

+
1 ),(

1
k nIi kx

kmia
n

l
σλ

. 

 
olur. (3.2) ve (3.3) den  her  r  için  

supm,n ∑
=

∑
∈

r

k nIi kx
kmia

n1 ),(
1

σλ
<∝ 

 
dur . Böylece her m ve x∈ v   için 

)x(
nIi )m(i

A
n

∑
∈ σλ

1  = ∑
=

∑
∈

∞

0 ),(
1

k nIi kx
kmia

n σλ
 

olur. Ayrıca her x∈v için k
k

k xa∑
∞

=0
 vardır. Verilen 0>ε  için 

M/xx
Kk

kk 4
1

1 ε<−∑
∞

+=
−   olacak şekilde bir K >0 tamsayısı  seçelim.  

 

∑
∈

∑
∞

= nIk kxkmai
k n ),(0

1
σλ

 - k
k

k xa∑
∞

=0

- l )
0 ),(

1(∑
∞

=
∑
∈

−
k nIi ka

kmia
n σλ

 

                                                       21 II +≤ . 

olur.  Buradan, 
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 I1= ,11 1
)

),(
1( −−∑

=
∑
=

∑
∈

− kxkx
K

k

r

k nIi ka
kmia

n σλ
 

 
ve 

I2  ≤= supk ∑
=

∑
∈

−
r

k nIi ka
kmia

n1
)

),(
1(

σλ
,kxkx

Kk 11 −−∑
+=

∞
 

 

çıkar ve (3.2) den  dolayı  n ≥ n0 için I1 < ε/2  olacak şekilde bir n0 > 0 tamsayısı 

vardır.  Açıkçası I1 ≤ ε/2  olur.  Ayrıca , (3.3) den n ≥ n0  için  

 

∑
∈

∑
∞

= nIi kx
k),m(i

a
k n σλ0

1  - k
k

k xa∑
∞

=0

- l(a∑
∞

=0k
k )a ≤ ε 

bulunur. Böylece, m’ye göre düzgün yakınsak olarak  

 

 limn
nλ

1
 )()(

)(
ll −∑+=∑

∈
x

k kaax
nIi miA

σ
, 

elde edilir. 

 
Teorem 2.2.4 :  A ∈ ( v, ),V( λσ )reg olması için gerekli ve yeter şartlar: 

(4.1)      Teorem 3 ‘ ün  (3.1) şartı sağlanmalı, 

(4.2)     m’ye göre düzgün yakınsak olarak   limn
nλ

1
∑

∈ nIi
1=∑

∞

=ok k),m(i
a
σ

, 

(4.3)     m’ye göre düzgün yakınsak olarak    limn
nλ

1 0
),(

=∑
∈ nIi kmia

σ
. 

  

İspat.  A ∈ ( v, ),V( λσ )reg olsun. Bir önceki teoremden şartlar sağlanır. Şimdi (4.1)-

(4.2) şartları sağlansın. Bir önceki teoremden A ∈ ( v, ),V( λσ ) ve m’ye göre düzgün 

yakınsak olarak  

limn ∑
∈

∑
∞

= nIi kx
k),m(i

a
k n σλ0

1  = l 

olur ki bu ispatı tamamlar. 
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Teorem 2.2.5: A ∈ (c0 (p),  ),V( λσ

p
o ) olması için gerek ve yeter şartlar: Her m için 

(5.1)    Cm = supn } ∞<
−

∑
∈

∑
∞

=
npkp

B
nIi kima

k n

1

),0
1

σλ
 

 

olacak şekilde bir B > 1 vardır, 

 

(5.2) limn 
np

k nIi kmia
n

∑
∈

∑
∞

= ),(
1

1 σλ
  = 0, (m’ye göre düzgün yakınsak). 

 

İspat.  A ∈ (c0 (p), ),V( λσ
p
o ) olduğunu varsayalım. ek dizisini ele alalaım . 

 ek ∈(c0 (p) olduğundan (5.2) sağlanır. 

 
  fmn (x)  = pn

mn )Ax(d  

 
alalım.{ }nmnf  dizisi )x(mnfnlim  var olacak şekilde sürekli lineer fonksiyo-

nellerin bir dizisidir. Düzgün sınırlılık prensibinden 0 < δ < 1 olmak üzere x ∈ Sδ [0] 

ve her n için K)x(fmn ≤  olacak bir K sabiti ve  Sδ [0] ⊂ (c0 (p) vardır. Her bir r için  

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧ ≤≤

<=

∑
∈      

r,k0            )akpK

k.r                                                        0y
n

i

Ik
km

n
(r)
k

),(

1sgn(/
σλδ  

 
tanımlayalım. Şimdi, y(r) ∈ Sr [0] alalım ve her n ve r için  

 

} KnppkB
nIi kmia

r

k n
≤

−
∑
∈⎪⎩

⎪
⎨
⎧
∑
=

1

),(1
1

σλ
 

 
olur. Burada, B = δ-K dır.  Böylece (5.1) şartı sağlanır. 
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Yeterlilik: (5.1) ve (5.2) şartlarının sağlandığını varsayalım ve x∈ c0(p) olsun. m ∈ 

Z+  sabit olsun. Verilen ε > 0 için k0 dan büyük olan her k ve n için  

 

np

nCkxpkB
1

)(
1 ε

<  

 
olacak şekilde bir k0 sabiti vardır. C = max(1,2H) için  

 

∑
∈

∑
∞

= nIi kx
kmia

k n ),(0
1

σλ
)21( SSnp +≤  

 
elde edilir.  Burada, 

 

S1= np

nIi kx
kmia

kk n
∑
∈

∑
≤ ),(

0

1
σλ

. 

ve 

S2 = np

nIi kx
kmia

kk n
∑
∈

∑
≤ ),(

0

1
σλ

  

dır. 

(5.1) sağlandığından dolayı n>n0 için 

 pm

nIi kmi
a

n

1

),(
1 εσλ

<∑
∈

 

 

olacak şekilde bir n0 ∈ Z+ vardır. Böylece  her  n için  

 

S1 ≤ pn
kx

kk
pn

nIi kxkmi
a

kk n
)

0
(

),(0

1
∑
≤

<∑
∈

∑
≤

ε
σλ

 

                                                         <
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
∑
≤ 0

1
kk

M)kx(,maxε                        (2.2.3) 
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Tekrar, n > n0 için  

                   S pm

nIi kx
kmi

a
nkk

mp 1

),(
1

0

1

2 ε
σλ

<∑
∈

∑
>

≤  

olur. Sonuç olarak n > n0 için  

S2 < ε                                                                                              (2.2.4) 

elde edilir. (2.2.3) ve (2.2.4) den ispat tamamlanır. 

 
Teorem 2.2.6:  A∈(c(p),( λσ ,V ))  olması için gerek ve yeter şartlar  her m için 

(6.1) Dm = supn ∞<∑
∈

−

∑ kp

k
B

nIk kmia
n

1

 ),(
1

σλ   olacak şekilde bir B>1 tamsayısı 

vardır. 

(6.2)   m’ ye göre düzgün yakınsak olarak  limn ∑
∈ nIk kmia

n  ),(
1

σλ = kα  olacak 

şekilde  Ck ∈α   vardır. 

 

(6.3) m’ ye göre düzgün yakınsak olarak   ∑ =∑
∈k

m

nIk kmia
n

lim α
σλ  ),(

1  olacak 

şekilde C∈α  vardır. 

 
İspat :  Gereklilik : A∈(c(p),( λσ ,V ))  olsun. ek  ve  e  dizileri c(p) de olduğundan 

(6.2) ve (6.3) sağlanır. +∈ Zm  alalım. )(xmnσ = dmn(Ax) yazalım. (c(p),( λσ ,V )) ⊂ 

(c(p),( λσ ,V )0) olduğundan { }mnσ , 0),( λσV  üzerinde sürekli lineer fonksiyonellerin 

bir dizisidir  öyleki  limn )(xmnσ   m’ ye  göre  düzgün yakınsak olarak vardır. Bir 

önceki teoremdeki aynı yolu izleyerek düzgün sınırlılık prensibinden gerekliliğin 

ispatı çıkar. 

 
Yeterlilik: Şartların sağlandığını varsayalım. )( pcx∈  olsun. 0→− lkx  olacak 

şekilde     C∈l  vardır. Böylece, verilen 0 <ε<1  için her k<k0  olmak üzere   
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1
)12(

/ <
+

≤−
m

Mp
k DB

x k ε
l  

 
olacak şekilde k0  vardır. Ayrıca,  0kk <  için, 

 
12/)12/( ///1 +<+<−<− m

pM
mk

pM
k

p DDxBxB kkk εεll  

 
(6.1) ve (6.2) den 

 

n
k

DpBknIi k mia
n

k 2
),(

1 /1 <−∑
∈

∑ α
σλ

 

 
elde edilir. Böylece,  

εα
σλ <−−∑

∈
∑
> 0

))(
),(

1(
kk kxknIi k mia

n
l

                                               (2.2.5)                        

Ayrıca, m’ ye göre düzgün yakınsak olarak 
 

0))(
),(

1(
0

=−−∑
∈

∑
≤kk

n kxk
nIi k mia

n
lim lα

σλ                                                (2.2.6)                        

olur. Böylece, (2.2.5) ve (2.2.6)  den m ‘ye göre düzgün yakınsak olarak  

∑ −∑+=∑
∈k kx

k kkx
nIi k mia

n
nlim )()

),(
1( ll αα

σλ  

elde edilir.   

 
Sonuç 2.2 1 :  )),(),(( 0 λσVpcA∈   olması için gerek ve yeter şartlar  Teorem 2.2.6 

nın (6.1)-(6.2)  şartlarının sağlanmasıdır.  

 
Teorem 2.2. 7:   A∈(c(p),( λσ ,V ))reg  olması için gerek ve yeter şartlar  

 
(7.1)   Teorem 6 nın ilk şartının sağlanması 

 

 



           28 

 

(7.2.)    m’ ye göre düzgün yakınsak olarak   limn ∑
∈ nIk k ),m(i

a
n σλ
1 = 0  

(7.2) m’ ye göre düzgün yakınsak olarak ∑ =∑
∈k

m

nIk k ),m(i
a

n
lim 11

σλ   

olmasıdır.. 

 

Teorem 2.2. 8:  )),(,( λσVlA p∈  olması için gerek ve yeter şartlar :   

(8.1)     D = supn ∞<∑
∈

∑
q

nIi k mia
nk ),(
1

σλ  (1<p<∝,   )111
=+

qp
 

                  supn,k ,
),(

1
∞<∑

∈ nIi k mia
n σλ

   (0<p<1) ( ∀m) 

 
(8.2) m’ ye göre düzgün yakınsak olarak  her sabit k için   

 

k
nIi k mia

n
nmli α

σλ
=∑

∈
)

),(
1(  olacak şekilde   Ck ∈α  vardır. 

 
İspat:   Biz sadece  1<p<∝    durumunu inceleyeceğiz. )),(,( λσVlA p∈  olduğunu 

varsayalım. pke l∈   olduğundan  (7.2) kolayca çıkar. Tekrar ),()),(,( ∞⊂ ll pp Vl λσ  

olduğundan (8.1) sağlanır.  

Şimdi şartların sağlandığını varsayalım. Sabit olarak  m +∈ Z  alalım. Bu takdirde, 

px l∈  ve her  m için tmn(Ax)  vardır.  (8.1) ve (8.2) den  Dq
k

k <∑α  elde edilir. 

Hölder eşitsizliğinden her bir px l∈  için ∞<∑
k

kk xα  olduğu çıkar. ε >0   için  

4/1
/1

1 4
)(

0
D

x pp

kk
k

ε
<∑

+=

 

olacak şekilde sabit bir k0∈Z+ seçelim. Şimdi ,  
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k kxk
nIi kmia
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kk kx
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⎟
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⎞
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⎝

⎛
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⎟⎟
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⎠

⎞
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⎜

⎝

⎛
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σλ
 

    <
2

0

1
)

),(
1( εα

σλ
+∑

=
∑
∈

−
k

k kx
nIi kkmia

n
. 

 

olur. (8.2)  sağlandığından   m’ ye göre düzgün yakınsak olarak  

 

)nn(               
2

)1( 0
1

),(

0

≥∀<−∑ ∑
= ∈

εα
λ σ

k

k
k

Ii
km

n n

ia . 

 
olacak şekilde  +∈ Zm0  vardır. Böylece m’ ye göre düzgün yakınsak olarak, 

 

)nn (                   )( 0≥∀<−∑ εα
k

kkmn xAxd  

 
olur ve bu ispatı tamamlar. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

BÖLÜM 3. MODULÜS FONKSİYONLARININ DİZİSİ YARDIMIYLA 

TANIMLANAN BAZI YENİ DİZİ UZAYLARI 

 

 
3. 1.  Modulüs Fonksiyonların Dizisi Yardımıyla Tanımlanan Bazı Yeni Dizi 

Uzayları 

 

Bu bölümde modulüs fonksiyonların bir dizisini, −σ  yakınsaklık kavramını ve  de 

la Valle- Poussin ortalamasını  kullanarak aşağıda verilen bazı yeni dizi uzayları 

tanımlanacak ve onların bazı topolojik özellikleri ile kapsam bağıntıları 

incelenecektir. 

 
F = ( fk)  modülüs fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Bu takdirde aşağıdaki dizi 

uzayları tanımlansın. 

 

[ ] 1, , : lim ( ) 0,    ,  
( )

V F x f x l m ye göre düzgün yakinsak bazı l Cn k k mk In n
λσ λ σ

⎧ ⎫⎪ ⎪= − = ∈∑⎨ ⎬
∈⎪ ⎪⎩ ⎭

 

[ ] 1, , : lim ( ) 0,    0 ( )
V F x f x m ye göre düzgün yakinsakn k k mk In n

λσ σλ

⎧ ⎫⎪ ⎪= =∑⎨ ⎬
∈⎪ ⎪⎩ ⎭

 

[ ]
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∑
∈

∞<=∞
nIk mkxkfn

mnxFV )
)(

(1
,sup:,,

σλ
λσ . 

 

Eğer,  her k için  fk(x) = x  alınırsa  bu dizi uzayları  [ ]λσ ,V , [ ]0λσ ,V  ve [ ]∞λσ ,V   

dizi uzaylarına dönüşür ki bunlar şu şekilde tanımlanır.  

 

[ ] 1, : lim ( ) 0,    ,  
( )

V x x l m ye göre düzgün yakinsak bazı l Cn k mk In n
λσ λ σ

⎧ ⎫⎪ ⎪= − = ∈∑⎨ ⎬
∈⎪ ⎪⎩ ⎭

 

 

[ ] 1, , : lim ( ) 0,    0 ( )
V f x x m ye göre düzgün yakinsakn k mk In n

λσ λ σ

⎧ ⎫⎪ ⎪= =∑⎨ ⎬
∈⎪ ⎪⎩ ⎭
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[ ]
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∑
∈

∞<=∞
nIk mkx

n
mnxV )

)(
(1

,sup:,
σλ

λσ . 

 
Özel olarak   her k için  fk(x) = f   alınırsa  aşağıdaki dizi uzayları elde edilir. 

 

[ ] 1, , : lim ( ) 0,    ,  
( )

V f x f x l m ye göre düzgün yakinsak bazı l Cn k mk In n
λσ σλ

⎧ ⎫⎪ ⎪= − = ∈∑⎨ ⎬
∈⎪ ⎪⎩ ⎭

 

[ ] 1, , : lim ( ) 0,    0 ( )
V f x f x m ye göre düzgün yakinsakn k mk In n

λσ σλ

⎧ ⎫⎪ ⎪= =∑⎨ ⎬
∈⎪ ⎪⎩ ⎭

 

[ ]
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∑
∈

∞<=∞
nIk mkxf

n
mnxfV )

)(
(1

,sup:,,
σλ

λσ . 

 

Ayrıca ( ) 1n nσ = +  alındığında yukarıda tanımlanmış olan dizi uzayları aşağıdaki 

dizi uzaylarına indirgenir. 

 

[ ] 1, , : lim ( ) 0,    ,  V F x f x l m ye göre düzgün yakinsak bazı l Cn k k m
k In n

λσ λ

⎧ ⎫⎪ ⎪= − = ∈∑⎨ ⎬+
∈⎪ ⎪⎩ ⎭

 

[ ] 1, , : lim ( ) 0,    0V F x f x m ye göre düzgün yakinsakn k k m
k In n

λσ λ

⎧ ⎫⎪ ⎪= =∑⎨ ⎬+
∈⎪ ⎪⎩ ⎭

 

[ ]
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∑
∈

∞<+=∞
nIk mkxkfn

mnxFV )(1
,sup:,,

λ
λσ . 

 

 Bu tanımları verdikten sonra aşağıdaki sonuçlar ispatlanabilir. 

 
Teorem 3.1.1: [ ]F,,V λσ , [ ]0F,,V λσ  ve [ ]∞F,,V λσ   uzayları kompleks sayılar 

cismi üzerinde birer lineer uzaydırlar. 
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İspat.  Biz sadece [ ]FV ,,λσ  uzayını göz önüne alacağız. Diğer uzaylarda ispat  

benzer şekilde yapılabilir. lxk →  [ ]FV ,,λσ  ve 'lyk → [ ]FV ,,λσ  olduğunu 

varsayalım ve C∈βα ,  olsun. Bu takdirde, αα K≤  ve γγ M≤  olacak şekilde αK  

ve γM   tamsayıları vardır. 

))γl'l(
(m)kσ

y γ 
mkx α (

nIk kf
nλ
1

+−+∑
∈

α
σ )(

αK≤ )) l
mkx α (

nIk kf
nλ
1

−∑
∈ )(σ

 

+ γM ))' l
mkx α (

nIk kf
nλ
1

−∑
∈ )(σ

.

 

Böylece, 'x y l lα γ α γ+ → + [ ]FV ,,λσ   olmasını gerektirir. 

 
Teorem 3.1.2:   [ ]0F,,V λσ  ve  [ ]F,,V λσ   uzayları        

=)x(H ∑
∈ nIk

)
)m(kx(kfn

m,nsup
σλ

1                                           (3.1.1) 

şeklinde tanımlanan paranorm altında  tam lineer  topolojik uzaydırlar. 

 

Bu teoremin ispatı aşağıdaki yardımcı teoreme dayanmaktadır. Bu nedenle önce  bu 

yardımcı teorem ifade ve ispat edilsin. 

 
Yardımcı Teorem 3.1.1: kf  modulüs fonksiyonların bir dizisi olsun. Bu takdirde, 

[ ]F,,V λσ ∞  = l ∞ (F) ={ (( }∞
∞
= ∈∈ l)xf:wx kkk 1  dır. 

 
İspat:  x∈ [ ]F,,V λσ ∞  olsun. Bu takdirde, her m için, 

Mxfsupxf
)m(k

Ik
k

n
mn)m(k

n

≤⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛≤⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ∑

∈
σσ λλ

11
1

1

 

ve dolayısı ile ( ) ∞
∞

=
∈ l

1kkk xf olur. 

Tersine, ( )Fx ∞∈ l  olsun. Her j için ( ) Mxf jk ≤ olacak şekilde bir 0〉M  vardır ve 

dolayısı ile her m ve n için, 
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∑∑
∈∈

≤≤⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

nn Ikn
)m(k

Ik
k

n

MMxf 111
λλ σ

 

 
olur. Böylece, ∈x [ ]F,,V λσ ∞  bulunur. 

 
Şimdi teoremin ispatını verebiliriz. 

İspat. Her şeyden önce [ ]F,,V λσ  nin  ( 3.1) de tanımlanan  H  paranormuna  göre  

tam paranormlu bir uzay olduğunu göstereceğiz. [ ]F,,V λσ o için ispat tamamen 

aynıdır. 

Her ∈x [ ]F,,V λσ  için  H(-x) = H(x)’dir. x,y∈ [ ]F,,V λσ  olsun. Modulüs fonksiyonun 

(iii) ve(ii) şartından 

).
)(

1sup
)()(

1sup)(
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
∑
∈

≤
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
∑
∈

≤+
mhx

nIk kf
n

mnmkykfmhx

nIk kf
n

mnyxH

σ
λ

σσ
λ

 

               yHxH

nIk mkyf
n

mn ()(
)(

1sup +≤∑
∈ ⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

σ
λ

 

elde edilir.  Şimdi, ( )∞→γ  iken μμ →r  ve H(x ( )r ) 0→  olsun. Bu takdirde, ( )rμ  

dizini sınırlıdır; böylece her r için ( )rμ M≤ olacaktır. Modulüs fonksiyonunun (i) ve 

(iii) şartlarından  

 

).(r    rxHMr

mkx

nIk kf
n

mnM                      

r

mkMx

nIk kf
n

mn
r

mkxr
nIk kf

n
mn

rxrH

∞→→=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑
∈

≤

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑
∈

≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑
∈

=

0))((.)(
)(

1sup

)(
)(

1sup)(
)(

1sup))((

σλ

σλσ
μ

λ
μ

 

 

Son olarak  ∈x [ ]F,,V λσ  verilsin ve 0→rμ  ( )∞→r   olsun. 0>ε  verilsin, her m 

ve n 〉 no için  
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2)(

1 ε

σ
λ

<∑
∈ ⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

nIk mkyf
n

k l                                                                        (3.1.2) 

 

olacak şekilde Nn ∈0  vardır. )(Fx ∞∈ l  olduğundan  Yardımcı Teorem 3.1.1 den  

ve  fk ‘ lar sürekli olduğundan   her 0rr >   ve 01 nn ≤≤   özellikli her  n ve m için   

ε

σ

μ
λ

<∑
∈ ⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

nIk mkyf
n

rk l
)(

1                                                                   (3.1.3) 

olacak şekilde Nr ∈0  vardır.  Şimdi n 〉 no olsun. fk’ lar sürekli ve , ( )∞→r  için 

0→rμ  olduğundan her r 1r≥  için  

 

  ( )
2
εμ 〈lrkf  ve rμ  〈 1                                                                                   (3.1.4) 

 
olacak şekilde r1∈  N seçebiliriz.  (3.1.2)ve (3.1.3)  de her r≥  r1 ve her  m için 

 

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−∑

∈
+∑

∈
≤

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
∑
∈

ll
)(

11

)(

1

mkxr
nIk kf

n
r

nIk kf
nmkxr

nIk kf
n σ

μ
λ

μ
λ

σ

μ
λ

 

 

( ) [ ]( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−∑

∈
++≤ ll

)(

11
mkx

nIk kf
n

rrf

σ
λ

μμ  

 

< εεε
=+

22
.                                      (3.1.5) 

 

olur. Şimdi { }012 rrmaxr ,=  seçelim.(3.1.3) ve (3.1.5) den her 2rr ≥  için ( ) εμ ≤2r
H  

yani ∞→r  için H( xrμ ) 0→  olur.  Böylece H’nin bir paranorm olduğu görülür.  

 

     



           35 

 
Şimdi [ ]F,,V λσ  uzayının tam olduğunu göstereceğiz. ( )( )∞=0r

rx  dizisinin [ ]F,,V λσ  

uzayında bir Cauchy dizisi olduğunu varsayalım. Bu takdirde   0>ε  verilmek 

üzere her 0, rsr ≥  ve her m,n için , 

 

 ε

σσ
λ

≤
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−∑
∈ )(

)()(

)(

1

mk
sxr

mkx

nIk kf
n

                                                  (3.1.6) 

 
olacak şekilde Nr ∈0  vardır. Bu,   her bir  j için  0, rsr ≥  olmak üzere 

fk
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
)(

)()(

)( mk
sxr

mkx

σσ

<ε                                                                            (3.1.7) 

olmasını gerektirir.  Sonuç olarak,   her bir sabit  j  için  ∞
=0

)( )( r
r

jx   dizisi C de bir 

Cauchy dizisidir. Böylece  C  tam olduğundan dolayı  )(lim r
jrj xx =   olur. Sabit bir 

şekilde 0rr ≥  alarak ve s ‘yi sonsuza götürerek  (3.16) dan  fk’ ların sürekliliğini de 

kullanırsak   her 0rr ≥  ve her m,n için , 

 

ε

σσ
λ

≤
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−∑
∈ )(

)(

)(

1

mk
xr

mkx

nIk kf
n

                                                         (3.1.8) 

 

yani her 0rr ≥  için,  

 
 H( xx r −)( ) ε≤                                                                                                   (3.1.9) 

 
elde edilir. Ayrıca, her bir r için venn r≥  m için 
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−∑

∈

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛r)r(

)m(kx

nIk kf
n

l

σ
λ
1  ε〈                                                                (3.1.10) 

 
olacak şekilde bir Nnr ∈  vardır. 0, rsr ≥  ve { }sr n,nmaxn =0 olsun. (3.1.6) ve 

(3.1.10) den  her m için  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − )s()r(

kf ll

( ) ( ) ( ) ( )1 1
( )

rr s rf f xk k k mn nk I k Io on no o
λ λ σ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟= − ≤ −∑ ∑⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠∈ ∈ ⎝ ⎠
l l l

( )1 1 ( )...
( ) ( ) ( )

r ssf f x xk kk k km m mn nk I k Io on no o

λ
λ λσ σ σ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − + −∑ ∑
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∈ ∈⎝ ⎠ ⎝ ⎠

l

ε ε ε〈 + +  

   
Bu ∞→r  iken  ( ) ll →r  olmasını gerektirir. Buradan (3.1.9) ve (3.1.10) 

kullanılarak, yeteri kadar büyük n ve her m için 

 

≤
⎟
⎟
⎟
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⎜
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⎜
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⎛
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∈
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+

⎟
⎟
⎟
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⎞

⎜
⎜
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⎝

⎛
−∑

∈

⎟
⎠
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⎝
⎛⎟

⎠
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⎝
⎛ rr

)m(kx

onIk kf

on
l

σ
λ

1 +  ( )( )∑
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−

onIk kf

on

r01
ll

λ
<  4ε    

 

olur. Böylece [ ]F,,Vx λσ∈  olur ki bu ispatı tamamlar. 

 
Teorem 3.1.3:   F =  ( fk)  modulüs fonksiyonlarının bir dizisi için  her t > 0  olmak 

üzere  

 

(1)supk fk(t) <∞ 
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ise     [ ]FV ,,λσ ⊂[ ]∞F,,V λσ  olur. 

 
İspat :   x∈[ ]F,,V λσ  olsun. Modulüs fonksiyonun tanımını kullanarak , 

 

∑
∈

+−∑
∈

=
nIk

ll
)m(kx(kfnnIk

)
)m(kx(kf σλσ

1  

n)l(kfnIk
l

)m(kx(kfn
λ

σλ
+∑

∈
−≤

1 . 

elde edilir.  Böylece,  

 

∑
∈ nIk

)
)m(kx(kfn σλ

1 )l(kfnIk
l

)m(kx(kfn
+∑

∈
−≤

σλ
1  

 
olur ki (i) den sonuç çıkar.  

 
Teorem 3.1.4.   Aşağıdaki ifadeler denktirler: 

 

(a) [ ]∞λσ ,V ⊂ [ ]∞F,,V λσ  

(b) [ ]0λσ ,V ⊂[ ]∞F,,V λσ  

(c) Her t>0 için  ∑
∈

∞<
nIk

k
n

n )t(fsup
λ
1   

 

İspat :(a) nın (b) yi gerektirdiğini görmek kolaydır. Şimdi (b) nin (c) yi gerektirdiğini 

görelim. (b) nin sağlandığını fakat (c) nin sağlanmadığını varsayalım. Bu takdirde 

t>0 için  

 

∑
∈

∞=
nIk

k
n

n )t(fsup
λ
1   

 
olur.  Böylece 
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∑
∈

>−

)i(nIk
i)i(kf

)i(n

11
λ

,   i= 1,2,….                                      (3.1.11) 

 
olacak  şekilde bir )i(nI  alt aralığı vardır. x= ( xk) dizisi 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ∈−

∉= n(i)Ik          i

n(i)Ik             kx
1

0  

 

olarak tanımlansın. x∈[ ]0λσ ,V  olduğu açıktır. Fakat (3.1.11) den x∉[ ]∞F,,V λσ  

olduğu çıkar. Bu ise (b) ile çelişir. O halde (c) sağlanmalıdır. 

 
Şimdi ( c ) nin (a) yı gerektirdiğini gösterelim. (c) sağlansın ve x∈[ ]∞λσ ,V  olsun. 

x∉[ ]0F,,V λσ  olduğunu varsayalım. Böylece, x∈[ ]∞λσ ,V  için  

 

∑
∈

∞=−
nIk

)l
)m(kx(f

n
m,nsup k σλ

1                                     (3.1.12) 

 
olur. Her bir k ve sabit m için  t= )m(kσ  alalım. Bu takdirde (3.1.12) den  

 

∑
∈

∞=
nIk

)t(f
n

m,nsup kλ
1  

 
olur ki  bu  ( c ) ile çelişir. Böylece (a) sağlanmalıdır.  

 
Teorem 3.1.5:   Aşağıdaki ifadeler denktir. 

 

(a) [ ]0F,,V λσ ⊂ [ ]0λσ ,V  

(b) [ ]0F,,V λσ ⊂[ ]∞λσ ,V , 
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(c) Her t>0 için  ∑
∈

>
nIk

k
n

n )t(finf 01
λ

. 

 
İspat:  (a) nın (b) yi gerektirdiğini görmek kolaydır. Şimdi (b) nin (c) yi 

gerektirdiğini görelim. (b) nin sağlandığını fakat (c) nin sağlanmadığını varsayalım. 

Bu takdirde t>0 için  

 

∑
∈

=
nIk

k
n

n tf 0)(1inf
λ

  

 
olur.  Böylece 

 

∑
∈

<
)i(nIk i

)i(kf
)i(n

11
λ

,   i= 1,2,….                                 (3.1.13) 

 
olacak  şekilde bir )i(nI  alt aralığı vardır. x= ( xk) dizisi 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ∈

∉= n(i)Ik          i

n(i)Ik          kx 0  

olarak tanımlansın. x∈[ ]0F,,V λσ  olduğu açıktır. Fakat  x∉[ ]∞λσ ,V  olduğu çıkar. 

Bu ise (b) ile çelişir. O halde (c) sağlanmalıdır. 

 
Şimdi ( c ) nin (a) yı sağladığını gösterelim. (c) sağlansın ve x∈[ ]0F,,V λσ  olsun. Bu 

takdirde m’ ye göre düzgün yakınsak olarak 

 

 ∑
∈

=
nIk

)
)m(kx(f

nnlim k 01
σλ

                                           (3.1.14) 

 

elde edilir.  
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x∉[ ]0λσ ,V  olduğunu varsayalım. 0>ε  ve nn

II ' ⊂  olmak üzere  'nn ≥  ve 'n
Ik ∈  

için )m(kσ >ε  elde edilir. Böylece,  )m((f)(f k
kk σε ≤  olur ve sonuç olarak 

(3.1.14) den  

 

∑
∈

=
nIk

)(f
n

nlim k 01 ε
λ

 

 
olur ki  bu  ( c ) ile çelişir. Böylece (a) sağlanmalıdır.  

 
Teorem 3.1. 6: [ ]∞F,,V λσ ⊂ [ ]0λσ ,V   olması için gerek ve yeter şart 

∑
∈

∞=
nIk

)t(f
n

nlim kλ
1                                                                          (3.1.15) 

olmasıdır.  

 
İspat :   [ ]∞F,,V λσ ⊂ [ ]0λσ ,V    olsun ve (3.1.15) sağlanmasın. Bu takdirde,  

 
 

 1lim ( )( ) 0
( ) ( )

f t Mkn i k In i n iλ
≤ < ∞∑

∈
, i=1,2,3,….                                    (3.1.16) 

 
 
olacak şekilde bir )i(nI  alt aralığı ve tn>0  vardır. x= ( xk) dizisini 

 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ∈

∉= n(i)Ik          t

n(i)Ik          kx 0
0

 
 

olarak tanımlansın. Böyece (3.1.16) dan x∈[ ]∞F,,V λσ  olduğu açıktır. Fakat 

x∉[ ]0λσ ,V  olur. 

 
 
Tersine, (3.1.15) sağlansın ve x∈[ ]∞F,,V λσ  olsun. Her bir n ve m için  
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 ∑
∈

∞<≤
nIk

M)
)m(kx(f

n
k σλ

1                                                               (3.1.17) 

 
olur.  x∉[ ]0λσ ,V  olduğunu varsayalım. 0>ε için ve n'n II ⊂  olmak üzere  0nn ≥  

için  )m(kσ >ε0 olacak şekilde bir n0 sayısı vardır. Böylece, 

)
)m(kx(kf)(kf σ

ε ≤0  olur ki bu (3.1.15) ile çelişir. Böylece, x∈[ ]0λσ ,V  olur 

yani [ ]∞F,,V λσ ⊂ [ ]0λσ ,V  elde edilir. 

 
Teorem 3.1.7:  [ ]∞λσ ,V ⊂ [ ]0F,,V λσ   olması için gerek ve yeter şart her t> 0 için  

 

∑
∈

=
nIk

)t(f
n

nlim k 01
λ

                                                          (3.1.18) 

olmasıdır.  

 
İspat:   [ ]∞λσ ,V ⊂ [ ]0F,,V λσ    olsun ve (3.1.8) şartı  sağlanmasın. Bu takdirde, bazı 

t0>0 için  

 

1 ( ) 0lim f t lk
k In nλ
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∈

                                                       (3.1.19) 

 

elde edilir.  x= ( xk) dizisi  xk= t0  şeklinde tanımlansın. Böylece,  (3.1.19) dan   

x∉[ ]0F,,V λσ  olduğu açıktır. Fakat x∉[ ]0λσ ,V  olur. 

 

Tersine, (3.1.18) sağlansın ve x∈[ ]0F,,V λσ  olsun. Her bir n ve m için  

∑
∈

∞<≤
nIk

M)
)m(kx(f

n
k σλ

1 .                                                (3.1.20) 

 

olur.  x∉[ ]0λσ ,V   olur. x∈[ ]∞λσ ,V  olur ki bu bizim sonucumuz ile çelişir. O halde  

(3.1.18) sağlanmalıdır.  
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Tersine, (3.1.19) sağlansın ve x∈[ ]∞λσ ,V  olsun. Bu takdirde her k ve m için   

)m(kσ ≤ M <∞ 

olur . Böylece, )M(kf)
)m(kx(kf ≤

σ
  ve (3.1.19) dan  

∑
∈

∑
∈

=≤
nIk nIk

)M(f
nnlim)

)m(kx(f
nnlim kk 011

λσλ
 

olur. Böylece,   x∈[ ]0F,,V λσ ,  yani  [ ]∞λσ ,V ⊂ [ ]0F,,V λσ  olur.  Bu ispatı 

tamamlar. 

 
Teorem 3.1. 8 : )( kfF =  modülüs fonksiyonların bir dizisi olsun. Bu takdirde, 

[ ] [ ]FVV ,,, λλ σσ ⊂   dir. 

 
Bu teoremin ispatı aşağıdaki yardımcı teoreme dayanır. 

 
Yardımcı Teorem 3. 1. 2: kf  modulüs fonksiyonların bir dizisi  ve 10 << δ  olsun. 

Her bir x δ≥  için  xfxf kk
1)1(2)( −≤ δ    olur. 

 
İspat.  ])/([)1(]/[1()( δδ xffxfxf kkkk +≤+≤  

                       ≤ ).1(]/[)1( kk fxf δ+  

                        =   ./)1(2)/1)(1(])/[1)(1( δδδ xfxfxf kk ≤+≤+  

Burada,  ]/[ δx ,  x/δ ’ nın tam kısmını gösterir. 

 
Teoremin ispatı.  [ ]λσ ,Vx∈  olsun. Bu takdirde  m’ ye göre düzgün yakınsak olarak  

 

=nmA  l
mk xα (

nIk kf
nλ
1

−∑
∈ )(σ

0→   as ∞→n    olur. 0>ε  olsun. 0<δ <1 

olmak üzere her  u ( 0 δ≤≤ u ) için ε<)(ufk  olacak şekilde  0>δ  seçelim. 

Böylece Yardımcı Teorem 1 den  
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) l
mkx  (

nIk kf
nλ
1

−∑
∈ )(σ

= ) l
mkx  (

l
mkxnIk

kf
nλ
1

−∑

≤−∈
)(

)(
,

σ
ε

σ

  

+ ) l
mkx  (

l
mkxnIk

kf
nλ
1

−∑

>−∈
)(

)(
,

σ
ε

σ

 

 

≤ nmn
n

n
n

AM λδ
λ

ελ
λ

121)(1 −+  

 

elde edilir. ∞→n  iken m’ ye göre düzgün yakınsak olarak [ ]FVx ,,λσ∈  elde edilir 

ki bu 

 ispatı tamamlar. 

 
Teorem 3.1. 9 :   )( kfF =  modulüs fonksiyonlarının bir dizisi olsun.  Eğer,  

0/)(inflim >uufkku  ise  bu takdirde, [ ] [ ]λλ σσ ,,, VFV =  dir. 

 
İspat.  0/)(inflim >uufkku  ise   u>0 için  cuufk >)(  olacak şekilde bir c>0  sayısı 

vardır. [ ]FVx ,,λσ∈  alalım. Bu takdirde,  

 

) l
mkx  (

nIk kf
nλ
1

−∑
∈ )(σ

≥  

) l
mkx  (

nIk
c

nλ
1

−∑
∈ )(σ

= ) l
mkx  (

nIk
c

nλ
1

−∑
∈ )(σ

 

 
olur.  Böylece [ ]λσ ,Vx∈  elde edilir. Bir önceki teoremi kullanarak ispat tamamlanır. 

 

 
 
 
 



 
 

 

BÖLÜM  4.    ( ),λσ - ASİMPTOTİK   İSTATİSTİKSEL   DENKLİK 

 

 

4.1.   ( ),λσ - Asimptotik  İstatistiksel Denk Diziler 

 

Bu bölümde   ( ),λσ - asimptotik  istatistiksel denklik  tanımlanacak ve bazı teoremler 

ispatlanacaktır. Bazı tanımlar vererek işe başlayalım.  

 

Fridy [1]  istatistiksel yakınsaklık kavramını aşağıdaki şekilde tanımlamıştır. 

 

x )( kx=  bir dizi olsun. Eğer,  her 0>ε  için, 

 

{ } 01
=≥−≤ εlx:nk

n
lim kn  

 

oluyorsa  x )( kx=  dizisine   istatistiksel yakınsak dizi denir. Bu durumda, −s  limit x 

= L  veya )s(Lxk →    yazılır  ve { }Lx lims:RL:xs =−∈∃=  ile gösterilir. 

 

Bu kavram daha sonra Mursaleen [14]  tarafından De  la Valee-Poussin  ortalaması 

kullanılarak aşağıdaki şekilde genelleştirilmiştir. 

 

Tanım  4.1.1:   x )( kx=  bir dizi olsun. Eğer,  her 0>ε  için, 

 

 { } 01
=≥−∈ ε

λ
lx:Iklim kn

n
n  

 

oluyorsa  x )( kx=  dizisine  λ - istatistiksel yakınsak dizi denir. Bu durumda,        

−λS  limit x = L  veya )( λSLxk →    yazılır ve { }LxSRLxS =−∈∃=  lim:: λλ  ile 

 gösterilir.  
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Patterson [19],   L çarpanlı asimptotik istatistiksel yakınsaklığı  şu şekilde   

tanımlamıştır. 

 
Tanım  4.1. 2:   x )( kx=  ve  y )y( k=  negatif olmayan iki dizi olsun. Eğer,  her 0>ε  

için, 

 

01
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≥−≤ εL
y
x

:nk
n

lim
k

k
n  

 
oluyorsa  x )( kx=  ve  y )y( k=  dizilerine  L çarpanlı  asimptotik istatistiksel denk 

 diziler denir. Bu kısaca yx ≈ (s) şeklinde gösterilir. 

 
E. Savas  ve R. Savas [23]   aşağıdaki tanımı verdiler.  

 
Tanım 4.1.3:   x )( kx=  bir dizi olsun. Eğer,  her 0>ε  için, m’ye göre düzgün 

yakınsak olarak  

 
 

{ } 01
=≥−∈ ε

λ σ
Lx:Iklim )m(n

n
n k  

 
 
oluyorsa  x )( kx=  dizisine  invariant λ - istatistiksel denk dizi denir. Bu durumda, 

−λσS limit x = L veya )S(Lxk λσ→  yazılır ve { }Lx limS:RL:xS =−∈∃= λσλσ  

ile  gösterilir. 

Doğal olarak bu tanımlardan yola çıkarak  aşağıdaki yeni tanımları gözönüne aldık. 

 
Tanım 4.1.4:    x )( kx=  ve  y )y( k=  negatif olmayan iki dizi olsun. Eğer,  her 0>ε  

için   m’ ye göre düzgün yakınsak olarak  

 
 

01
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−≤ ε
σ

σ L
y

x
:nk

n
lim

)m(

)m(
n

k

k
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oluyorsa  x )( kx=  ve  y )y( k=  dizilerine  L çarpanlı invariant  asimptotik istatistiksel  

denk dizilerdir denir. Bu kısaca yx ≈ ( )Sσ  şeklinde gösterilir. 

 
Tanım 4.1.5:    x )( kx=  ve  y )y( k=  negatif olmayan iki dizi olsun.  Eğer,  her 0>ε  için, 

 m’ ye göre düzgün yakınsak olarak  

01
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−≤ ε
λ

σ

σ L
y

x
:nklim

)m(

)m(

n
n

k

k

 

 
oluyorsa  x )( kx=  ve  y )y( k=  dizilerine  L çarpanlı invariant λ - asimptotik istatistiksel 

denk dizilerdir denir.  Bu kısaca yx ≈ ( )Sσλ  şeklinde gösterilir. 

 
Tanım 4.1.6:   x )( kx=  ve  y )y( k=  negatif olmayan iki dizi olsun. Eğer,   

 m’ ye göre düzgün yakınsak olarak  

 

 01
=−∑

∈ n k

k

Ik )m(

)m(

n
n L

y

x
lim

σ

σ

λ
 

 

oluyorsa  x )( kx=  ve  y )y( k=  dizilerine  L çarpanlı invariant  kuvvetli λ - asimptotik 

denk dizilerdir denir.  

 

Eğer 1+= n)n(σ  alınırsa  yukarıdaki tanımlar aşağıdaki tanımlara indirgenir. 

 

Tanım 4.1.7:   x )( kx=  bir dizi olsun. Eğer,  her 0>ε  için, m’ye göre düzgün yakınsak 

olarak  

 

{ } 01
=≥−∈ + ε

λ
Lx:Iklim mkn

n
n  
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oluyorsa  x )( kx=  dizisine  hemen hemen  λ - istatistiksel denk dizi denir.          Bu 

durumda, −λŜ  limit x = L  veya )ˆ( λSLxk →  yazılır ve 

{ }LxSRLxS =−∈∃=  lim::ˆ
λσλ  ile gösterilir. 

 

Tanım 4.1.8:    x )( kx=  ve  y )y( k=  negatif olmayan iki dizi olsun.. Eğer,  her 0>ε  için,  

m’ ye göre düzgün yakınsak olarak  

 

 01
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≥−≤
+

+ εL
y
x

:nk
n

lim
mk

mk
n  

 

oluyorsa  x )( kx=  ve  y )y( k=  dizilerine  L çarpanlı hemen hemen  kuvvetli  asimptotik 

denk  diziler denir. Bu kısaca yx ≈ ( )S
)

 şeklinde gösterilir. 

 

Tanım 4.1.9 : x )( kx=  ve  y )y( k=  negatif olmayan iki dizi olsun.. Eğer,  her 0>ε  için, 

 m’ ye göre düzgün yakınsak olarak  

 

01
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≥−≤
+

+ ε
λ

L
y
x

:nklim
mk

mk

n
n  

 

oluyorsa  x )( kx=  ve  y )y( k=  dizilerine  L çarpanlı hemen hemen λ - asimptotik 

 istatistiksel denk diziler denir. Bu kısaca yx ≈ ( )Sλ

)
 şeklinde gösterilir. 

 

Tanım 4.1.10 :   x )( kx=  ve  y )y( k=  negatif olmayan iki dizi olsun. Eğer m’ ye göre 

düzgün yakınsak olarak  

 

 01
=−∑

∈ +

+

nIk mk

mk

n
n L

y
x

lim
λ
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oluyorsa  x )( kx=  ve  y )y( k=  dizilerine  L çarpanlı hemen hemen   kuvvetli λ - 

asimptotik  denk dizilerdir denir.  Kısaca yx ≈ ( )Vλ

)
 şeklinde gösterilir 

 
 
Şimdi bu tanımlara dayanaak aşağıdaki teoremleri verebiliriz. 

 

 
Δ , sonsuza giden ve 11 11 +≤= + nn ve  λλλ  özelliğine sahip pozitif sayıların  

azalmayan dizilerinin kümesini göstersin. 

 

 
Teorem  4.1.1:   Δ∈λ  olsun.  Bu takdirde,  

i)  )V(yx ,λσ≈  ise )S(yx ,λσ≈  , 

ii)  ∞∈ lx   ve )S(yx ,λσ≈  ise )V(yx ,λσ≈  ve ),C(yx 1≈ , 

iii) ∞∩ lλσ ,S  = ∞∩ lλσ ,V  

olur. 

 

İspat.  Eğer 0>ε  ve )V(yx ,λσ≈  ise  

∑
∈

−
n k

k

Ik )m(

)m( L
y

x

σ

σ  ≥ ∑
≥∈

−

ε
σ

σ

σ

σ

)m(k

)m(k
n

k

k

y

x
,Ik

)m(

)m( L
y

x
    ≥  ε

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−≤ ε
σ

σ L
y

x
:nk

)m(

)m(

k

k

. 

 

olur. Böylece, )S(yx ,λσ≈  bulunur.   

ii) x )( kx=  ve  y )y( k=  dizilerinin ∞l  da olduğunu ve )S(yx ,λσ≈  olduğunu 

varsayalım. Bu takdirde  her k ve m için,  

 

L
y

x

mk

mk
−

)(

)(

σ

σ M≤   

 

olduğunu kabul edelim.  Verilen 0>ε  için , 
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n
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−
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σ
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n

L
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n

M
λ

≤
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
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≥−≤
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+ εL
y
x

:nk
mk

mk  + ε . 

 
 

Böylece,  

 

=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−∑

=

n

k )m(

)m( L
y

x

n k

k

1

1

σ

σ ∑
−

= ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−

n

k

k
n

k )m(

)m( L
y

x

n

λ

σ

σ

1

1 + ∑
∈ ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−

n

Ik )m(

)m(

n k

k

L
y

x

n
σ

σ1  

                      ≤ ∑
−

=

−
n

k

k
n

k )m(

)m( L
y

x

n

λ

σ

σ

1
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                     ≤ ∑
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Ik )m(
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L
y

x

n
σ

σ2 . 

 
olur. Böylece, )V(yx ,λσ≈  olduğundan ),C(yx 1≈  elde edilir. 

ispatı (i) ve (ii) den çıkar. 

 

Teorem  4.1. 2: Eğer, 

01
>

n

inflim
λ

                                                    (4.1.1) 

ise )S(yx σ≈  olması )S(yx ,λσ≈  olmasını gerektirir. 

 
İspat.   0>ε  için  

 

n
1

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−≤ ε
σ
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x
:nk

)m(

)m(

k

k

⊃     
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
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Böylece,  
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n
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                                     ≥  
n

n

n

λ
λ
1

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−∈ ε
σ

σ L
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x
:Ik

)m(

)m(
n
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, 

 

∞→n  iken limit alırsak  ve (4.1.1) kullanılırsa sonuç elde edilir. 

 

4. 2.  Modulüs Fonksiyonu Yardımıyla Tanımlanmış ( ),λσ -Asimptotik  

İstatistiksel Denk Diziler 

 

Yukarıda verilen bir tanım bu bölümde  modulus fonksiyonu yardımıyla aşağıdaki  

şekilde genelleştirilmiş ve bazı temel teoremler ispatlanmıştır. 

 

Tanım 4.2.1:   x )( kx=  ve  y )y( k=  negatif olmayan iki dizi,  f  bir modulus 

fonksiyonu ve  p=(pk) pozitif reel sayıların bir dizisi olsun. Eğer m’ ye göre düzgün 

yakınsak olarak  

0)(1lim
)(

)( =−∑
∈

k

n

p

Ik
mk

mk

n
n L

y

x
f

σ

σ

λ
 

 
oluyorsa  x )( kx=  ve  y )y( k=  dizilerine f modulus fonksiyonuna göre  L çarpanlı  

invariant  kuvvetli λ - asimptotik  denk dizilerdir denir ve kısaca yx ≈ ( )V ,,λσ (p) 

şeklinde gösterilir. Eğer p sabit ve 1≥  ise yx ≈ ( )V ,,λσ (p)= yx ≈ ( )V p,,λσ  olur. 

 
Teorem  4.2.1: (i)  yx ≈ ( )V p,,λσ , 0 <p<∞  olması )S(yx ,λσ≈  olmasını, 

                        (ii)   ∞∈ lxk  ve  )S(yx ,λσ≈  olması  yx ≈ ( )V p,,λσ  olmasını gerektirir. 

 
İspat. (i)   0>ε  ve  yx ≈ ( )V p,,λσ , 0 <p<∞   ise    
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olur ki bu bize istenilen sonucu verir. 

x )( kx=  ve  y )y( k=  dizilerinin ∞l  da  ve )S(yx ,λσ≈  olduğunu varsayalım. 

  Bu takdirde  her k ve m için,  B = supkm 
)m(
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k

y
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σ

σ  + L  alalım. Verilen 0>ε  için  

  her m ve εNn >  olmak üzere  
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212 +< = εεε =+ 22 //  

olur ki istenileni verir. Bu ispatı tamamlar. 

 

Teorem 4.2. 2:   f,  bir modulus fonksiyon olsun. Bu takdirde,  ( )V ,λσ (p)⊂ )S( ,λσ  dir. 

İspat:   x ∈( )p)(V ,λσ  ve 0>ε  verilsin. Bu takdirde,  
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Böylece,  ).S(x ,λσ∈  Burada  H= sup pk  dir. 

 
Teorem 4.2.3 :   f,  sınırlı bir modulus fonksiyon ve ∞≤≤≤≤=< Hpsupppinfh kkk0  

 olsun.  Bu takdirde  )S( ,λσ  ⊂ ( )p)(V ,λσ  dır. 

 
İspat:  f ‘ in sınırlı olduğunu varsayalım. Bu takdirde her 0≥t  için  K)t(f <  olacak 

şekilde  bir K tamsayısı vardır.  Bu takdirde,  

 

=−∑
∈

k

n k

k p

Ik )m(

)m(

n

)L
y

x
(f

σ

σ

λ
1

k

k

k p

)m(ky
)m(kx

,nIk
)m(

)m(

n

)L
y

x
(f∑

≥∈

−

ε

σ

σ σ

σ

λ
1  + k

k

k p

)m(ky
)m(kx

,nIk
)m(

)m(

n

)L
y

x
(f∑

<∈

−

ε

σ

σ σ

σ

λ
1  

      ≤ )K,Kmax( H

)m(ky
)m(kx

,nIk

h

n
∑

≥∈ ε

σ

σ
λ
1 +  kp

nIkn

)(f∑
∈

ε
λ
1  

    ≤max( )K,K Hh [ ]Hh

)m(

)m(
n

n

)(f,)(fmax(L
y

x
:Ik

k

k

εεε
λ

σ

σ +
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−∈
1 . 
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Böylece, )p)(V(x ,λσ∈  olur. Bu ispatı tamamlar. 

Eğer 1+= n)n(σ  alırsak  yukarıdaki teoremler  aşağıdaki sonuçlara  indirgenir. 

 
Sonuç 4.2.1: Δ∈λ  olsun.  Bu takdirde,  

i)  )V(yx λ

)
≈  ise )S(yx λ

)
≈  , 

ii)  ∞∈ lx   ve )S(yx λ

)
≈  ise )V(yx λ

)
≈  ve ),C(yx 1≈ , 

iii) ∞∩ l
)
λS  = ∞∩ l

)
λV  

olur. 

 
Sonuç 4.2. 2:  Eğer, 

01
>

n

inflim
λ

                                                           (4.1.2) 

ise )(Syx
)

≈  olması )S(yx λ

)
≈  olmasını gerektirir. 

 

Sonuç 4.2.3:  (i)  yx ≈ ( )V p,λ

)
, 0 <p<∞  olması )S(yx λ

)
≈  olmasını, 

                      (ii)   ∞∈ lxk  ve  )S(yx λ

)
≈  olması  yx ≈ ( )V p,λ

)
 olmasını gerektirir. 

 

Sonuç 4.2.4:   f,  bir modulus fonksiyon olsun. Bu takdirde,  ( )p)(Vλ

)
⊂ )S( λ

)
 dir. 

 

Sonuç 4.2.5: f sınırlı bir modulus fonksiyon ve ∞≤≤≤≤=< Hpsupppinfh kkk0  

olsun.  Bu takdirde,  )S( λ

)
 ⊂ ( )p)(Vλ

)
 dır.  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

 

 

BÖLÜM 5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 
 

 

 

Bu bölümde,  tezde elde edilen önceki bölümlerdeki orijinal sonuçlar özetlenecektir. 

Bunlar, matematiğe yeni tanımlarla katkı sağlayan ve bir boşluğu dolduran 

kavramlardır. Tezdeki ikinci, üçüncü ve dördüncü bölümler orijinal çalışmaları 

bulundurmaktadır. 

 

Buradaki ikinci bölümde, invariant veya −σ yakınsaklık kavramı ile de la Valle-

Poussin ortalaması  kavramı birleştirilerek yeni bir kavram olarak tanımı verilen 

),( λσV  metodu ile bazı topolojik özellikleri çalışılmıştır. Aşağıdaki sonuçlar elde 

edilmiştir.  

 

 

Teorem 2.1.1: pV 0),( λσ  ve p),V( λσ  uzayları M/p
mnmn

m)x(dsup)x(g =  

paranormu altında tam lineer topolojik uzaylardır. 

 
Önerme 2.1.1. mm qp ≤<0   olmak üzere  pV 0),( λσ ⊂ qV 0),( λσ   

dir. 

 
Önerme 2.1. 1. pV 0),( λσ  ve p),V( λσ  uzayları mutlak konveksdir. 

 
Teorem 2.2.1 :  A ∈ ( c, ),V( λσ ) olması için gerekli ve yeter şartlar: 

 

(1.1)      .0,1,2,3,..m  
k

Nn
nIi kmia

n
n =∞<

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
∑
∞

=
∈∑

∈
,

0
:

),(

1sup
σλ

 

 

(1.2)     m’ye göre düzgün yakınsak olarak   limn
nλ

1
∑

∈ nIi
a

ok k),m(i
a =∑

∞

= σ
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olacak şekilde  a∈ C  vardır. 

 

(1.3)    m’ye göre düzgün yakınsak olarak  limn
nλ

1
ka

nIi k),m(i
a =∑

∈ σ
 

  
olacak şekilde  ak∈C  vardır. 

 

 
Teorem 2.2 2:  A ∈ ( c, ),V( λσ )reg olması için gerekli ve yeter şartlar: 

 

 

(2.1)      .0,1,2,3,..m  ,
k

Nn:
nIk k),m(ia

n
nsup =∞<

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
∑
∞

=
∈∑

∈0
1

σλ
 

 

 

(2.2)      m’ye göre düzgün yakınsak olarak  limn
nλ

1
∑

∈ nIi
1=∑

∞

=ok k),m(i
a
σ

 

 

(2.3)   m’ye göre düzgün yakınsak olarak   limn
nλ

1 0=∑
∈ nIi k),m(i

a
σ

(k= 

0,1,2,...)  olmasıdır. 

 
 

Teorem 2. 2. 3 :  A ∈ ( v, ),V( λσ ) olması için gerekli ve yeter şartlar: 

(3.1)      .0,1,2,3,..mr,           ,
rk nIk k),m(ia

n
nsupM =∞<∑

∞

=
∑
∈

=
σλ

1  

(3.2)      m’ye göre düzgün yakınsak olarak   limn
nk λ

1
1
∑
∞

=
∑

∈ nIi
a

ok k),m(i
a =∑

∞

= σ
 

olacak şekilde  a∈C  vardır. 

(3.3)     m’ye göre düzgün yakınsak olarak   limn
nλ

1
ka

nIi k),m(i
a =∑

∈ σ
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olacak şekilde  ak∈C  vardır. 

 
 
Teorem 2.2.4 :  A ∈ ( v, ),V( λσ )reg olması için gerekli ve yeter şartlar: 

(4.1) Teorem 2.2.3 ‘ ün  (3.1) şartı sağlanmalı, 

(4.2)    m’ye göre düzgün yakınsak olarak   limn
nλ

1
∑

∈ nIi
1=∑

∞

=ok k),m(i
a
σ

, 

(4.3)    m’ye göre düzgün yakınsak olarak    limn
nλ

1 0
),(

=∑
∈ nIi kmia

σ
. 

Teorem 2.2.5: A ∈ (c0 (p),  ),V( λσ
p
o ) olması için gerek ve yeter şartlar: Her m için  

(5.1)     Cm = supn } ∞<
−

∑
∈

∑
∞

=
npkp

B
nIi kima

k n

1

),0
1

σλ
 

 

olacak şekilde bir B > 1 vardır, 

 

(5.2)   limn 
np

k nIi kmia
n

∑
∈

∑
∞

= ),(
1

1 σλ
  = 0, (m’ye göre düzgün yakınsak). 

 
 

Teorem 2.2.6:  A∈(c(p),( λσ ,V ))  olması için gerek ve yeter şartlar  her m için 

 

(6.1)      Dm = supn ∞<∑
∈

−

∑ kp

k
B

nIk kmia
n

1

 ),(
1

σλ   olacak şekilde bir B>1 

 tamsayısı vardır. 

 

(6.2)     m’ ye göre düzgün yakınsak olarak  limn ∑
∈ nIk kmia

n  ),(
1

σλ = kα  olacak 

şekilde  Ck ∈α   vardır. 
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(6.3)   m’ ye göre düzgün yakınsak olarak   ∑ =∑
∈k

m

nIk kmia
n

lim α
σλ  ),(

1  olacak 

şekilde C∈α  vardır. 

 
 
 
Sonuç 2.2 1 :  )),(),(( 0 λσVpcA∈   olması için gerek ve yeter şartlar  Teorem 2.2.6 

nın (6.1)-(6.2)  şartlarının sağlanmasıdır.  

 
 
Teorem 2.2. 7:   A∈(c(p),( λσ ,V ))reg  olması için gerek ve yeter şartlar  

(7.1)     Teorem 2.2.6 nın ilk şartının sağlanması 

 

(7.2)     m’ ye göre  düzgün yakınsak olarak   limn ∑
∈ nIk k ),m(i

a
n σλ
1 = 0  

 

(7.3)   m’ ye göre düzgün yakınsak olarak ∑ =∑
∈k

m

nIk k ),m(i
a

n
lim 11

σλ    

 
olmasıdır. 

 
Teorem 2.2. 8:  )),(,( λσVlA p∈  olması için gerek ve yeter şartlar :   

(8.1)     D = supn ∞<∑
∈

∑
q

nIi k mia
nk ),(
1

σλ  (1<p<∝,   )111
=+

qp
 

                  supn,k ,
),(

1
∞<∑

∈ nIi k mia
n σλ

   (0<p<1) ( ∀m) 

(8.2.)   m’ ye göre düzgün yakınsak olarak  her sabit  k için  

  

k
nIi k mia

n
nmli α

σλ
=∑

∈
)

),(
1(  olacak şekilde   Ck ∈α  vardır. 

 

Üçüncü bölümde modulüs fonksiyonların bir dizisini, −σ  yakınsaklık kavramını ve  

de la Valle- Poussin ortalaması  kullanılarak  bazı yeni dizi uzayları tanımlanmış ve  
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onların bazı topolojik özellikleri ile kapsam bağıntılarının incelenmesi sonucunda 

aşağıdaki sonuçlar elde edilmiştir. 

  

 
Teorem 3.1.1: [ ]F,,V λσ , [ ]0F,,V λσ  ve [ ]∞F,,V λσ   uzayları kompleks sayılar 

cismi üzerinde birer lineer uzaylardır. 

 

 
Teorem 3.1.2:   [ ]0F,,V λσ  ve  [ ]F,,V λσ   uzayları        

=)x(H ∑
∈ nIk

)
)m(kx(kfn

m,nsup
σλ

1                                    

şeklinde tanımlanan paranorm altında  tam lineer  topolojik uzaylardır. 

 

 
Teorem 3.1.3:   F =  ( fk)  modulüs fonksiyonlarının bir dizisi için  her t > 0  olmak 

üzere   supk fk(t) <∝    [ ]FV ,,λσ ⊂[ ]∞F,,V λσ    olur. 

 
 
Teorem 3.1.4.   Aşağıdaki ifadeler denktirler: 

 
(a) [ ]∞λσ ,V ⊂ [ ]∞F,,V λσ  

(b) [ ]0λσ ,V ⊂[ ]∞F,,V λσ  

(c) Her t>0 için  ∑
∈

∞<
nIk

k
n

n )t(fsup
λ
1   

 
 
Teorem 3.1.5:   Aşağıdaki ifadeler denktir. 

 
(a) [ ]0F,,V λσ ⊂ [ ]0λσ ,V  

(b) [ ]0F,,V λσ ⊂[ ]∞λσ ,V , 
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 (c) Her t>0 için  ∑
∈

>
nIk

k
n

n )t(finf 01
λ

. 

 

 
Teorem 3.1. 6: [ ]∞F,,V λσ ⊂ [ ]0λσ ,V   olması için gerek ve yeter şart 

∑
∈

∞=
nIk

)t(f
n

nlim kλ
1                                                                          

olmasıdır.  

 
 

Teorem 3.1.7:  [ ]∞λσ ,V ⊂ [ ]0F,,V λσ   olması için gerek ve yeter şart her t> 0 için  

∑
∈

=
nIk

)t(f
n

nlim k 01
λ

                                                         

olmasıdır.  

 
 
Teorem 3.1. 8 : )( kfF =  modülüs fonksiyonların bir dizisi olsun. Bu takdirde, 

[ ] [ ]FVV ,,, λλ σσ ⊂  dir. 

 
 

Teorem 3.1. 9 :   )( kfF =  modulüs fonksiyonların bir dizisi olsun.  Eğer,  

0/)(inflim >uufkku  ise  bu takdirde, [ ] [ ]λλ σσ ,,, VFV =  dir. 

 
 

Dördüncü bölümde ( ),λσ - asimptotik  istatistiksel denk diziler tanımlanmış ve bazı 

teoremler ispatlanmıştır.   

 
 
Δ  kümesi, sonsuza giden ve 11 11 +≤= + nn ve  λλλ  özelliğine sahip pozitif sayıların  

azalmayan dizilerinin kümesini göstersin. Aşağıdaki teorem elde edilir. 

 

 
Teorem  4.1.1:   Δ∈λ  olsun.  Bu takdirde,  
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i)  )V(yx ,λσ≈  ise )S(yx ,λσ≈  , 

ii)  ∞∈ lx   ve )S(yx ,λσ≈  ise )V(yx ,λσ≈  ve ),C(yx 1≈ , 

iii) ∞∩ lλσ ,S  = ∞∩ lλσ ,V  

olur. 

 

Teorem  4.1. 2: Eğer  01
>

n

inflim
λ

   ise )S(yx σ≈  olması  )S(yx ,λσ≈   olmasını 

gerektirir. 

 

 
Modulüs fonksiyonu yardımıyla tanımlanmış  ( ),λσ - asimptotik  istatistiksel denk 

dizilerle ilgili şunlar elde edilmiştir. 

 
 
Teorem  4.2.1: (i)  yx ≈ ( )V p,,λσ , 0 <p<∞  olması )S(yx ,λσ≈  olmasını, 

                        (ii)   ∞∈ lxk  ve  )S(yx ,λσ≈  olması  yx ≈ ( )V p,,λσ  olmasını gerektirir. 

 

Teorem 4.2. 2:   f,  bir modulus fonksiyon olsun. Bu takdirde,  ( )V ,λσ (p)⊂ )S( ,λσ  dir. 

 
 
Teorem 4.2.3 :   f,  sınırlı bir modulus fonksiyon ve 0 inf kh p< = kp≤  

sup kp H≤ ≤ ≤ ∞   olsun.  Bu takdirde,  )S( ,λσ  ⊂ ( )p)(V ,λσ  dır. 

 

 
Sonuç 4.2.1: Δ∈λ  olsun.  Bu takdirde,  

 
i)  )V(yx λ

)
≈  ise )S(yx λ

)
≈  , 

 
ii)  ∞∈ lx   ve )S(yx λ

)
≈  ise )V(yx λ

)
≈  ve ),C(yx 1≈ , 

 
iii) ∞∩ l

)
λS  = ∞∩ l

)
λV  
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olur. 

 

Sonuç 4.2. 2:  Eğer   01
>

n

inflim
λ

   ise )(Syx
)

≈  olması )S(yx λ

)
≈  olmasını gerektirir. 

 

Sonuç 4.2.3:  (i)  yx ≈ ( )V p,λ

)
, 0 <p<∞  olması )S(yx λ

)
≈  olmasını, 

                      (ii)   ∞∈ lxk  ve  )S(yx λ

)
≈  olması  yx ≈ ( )V p,λ

)
 olmasını gerektirir. 

 

Sonuç 4.2.4:   f,  bir modulus fonksiyon olsun. Bu takdirde,  ( )p)(Vλ

)
⊂ )S( λ

)
 dir. 

 

 
Sonuç 4.2.5: f sınırlı bir modulus fonksiyon ve ∞≤≤≤≤=< Hpsupppinfh kkk0  

olsun.  Bu takdirde,  )S( λ

)
 ⊂ ( )p)(Vλ

)
 dır.  
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