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ONSOZ

Fibonacci tarafindan 1202 yilinda yazilan “Liber Abaci” isimli kitapta, bir tavsan
problemine yer verilmis ve bu problemin ¢dziimiinde ilging bir say1 oriintiisii ile
karsilasilmistir. Daha sonra yapilan bircok calismada, bu say1 Oriintlilerinin ilging
ozellikleri fark edilmistir ve giiniimiizde de farkli 6zellikleri arastirilmaya devam
edilmektedir. Lucas, Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say1 dizileri,
Fibonacci say1 dizisine benzer sekilde tanimlanan diger bazi say1 dizileridir. Bu
dizilerin bir genellemesi olan Horadam dizisi, 1965 yilinda ilk kez Horadam
tarafindan ¢alisildigi i¢in onun adiyla bilinir. Horadam dizileri bir genelleme
oldugundan, bu dizi i¢in saglanan bircok baginti, 6zellik ve 6zdeslik, benzer tekrarli
bagintilarla tanimlanan diger tiim say1 dizileri i¢in saglanir. Bununla birlikte bu say1
dizileri diger matematiksel yapilarla iligkilendirilmis ve ilging sonuglar elde
edilmigtir. Bu yapilarin en Onemlilerinden biri matrislerdir. Matrisler ve
ozelliklerinin  kullanildigi  yontemler, sayr dizileri i¢in olduk¢a kullanish
yontemlerdir. Bu yiizden say1 dizileri ile ilgili bircok caligmada matrislere rastlamak

mumkindiir.

Calismalarim boyunca beni yonlendiren degerli hocam Yrd. Dog. Dr. Serpil
HALICI’ya ve yardim ve katkilarmi esirgemeyen sayin Prof. Dr. Refik KESKIN’e
tesekkdirli bir borg bilirim. Ayrica sabirla annesinin ilgisini bekleyen ogluma tesekkiir

ederim.



ICINDEKILER

ICINDEKILER ..ottt
SIMGELER VE KISALTMALAR LISTEST...ovoteeveeteeeeeee et eeeeeeeeeens
TABLOLAR LISTEST oot oot e et e e ee e e e e e e e

BOLUM 2.

SAYI DIZILERI VE MATRISLER .....c.covviiiiiiininiineierenssineesesissieneenens
2.1. Binet Formiilii Kullanilarak Elde Edilen Baz1 Ozdeslikler................
2.2.Bir Matrisin Kuvvetleri ile Izi ve Determinant: Kullamlarak Elde

Edilen Bazi OzdeslKIET .........cceveveveeeieeereeeeeeeee e,
2.3.Bir Matrisin Kuvvetleri ve Bu Matrisle Elde Edilen Bazi
(@78 (o1 114 1= SR

BOLUM 3.
FIBONACCI TiPI POLINOMLARIN KOKLERI .....cocoveeveeeeeeeeeee e

BOLUM 4.
SONUCLAR VE ONERILER .......ccooviiiiiiecceeseee s

KAYNAKLAR .....oovvooeveee e eesee s eesseees s esseeeassesees s esssssaesseeesseeesseeaessseesseseees
(0746} 21011 (- OO



SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

Z
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{L.}
{P.}
{Q.}
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F.(X,y)
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: Tamsayilar kiimesi

: Fibonacci say1 dizisi

: Lucas say1 dizisi

. Pell say1 dizisi

: Pell-Lucas sayi dizisi

: Jacobsthal say1 dizisi

: Jacobsthal-Lucas say1 dizisi

: Fibonacci polinomu

. 1ki degiskenli Fibonacci polinomu
: Horadam say1 dizisi

: Genellestirilmis Fibonacci dizisi

. Genellestirilmis Lucas dizisi
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OZET

Anahtar kelimeler: Tekrarli Bagint1i, Horadam Dizisi, Matris Metodlari

Bu ¢alismada, Horadam dizisi ve bu dizinin matrislerle iligkisi incelendi.

Birinci boliimiinde, Fibonacci, Lucas say: dizileri ve bu diziler ile ilgili matrislerden
sozedildi. Matris yaklagimlar ile ilgili literatiirdeki ¢alismalardan bahsedildi.

Calismanin ikinci boliimiinde, genellestirilmis Fibonacci ve genellestirilmis Lucas
dizileri ile ilgili 6zdeslikler verildi. Bir matrisin kuvveti, izi ve determinanti

kullanilarak, farkli bir yaklasim ile birgok yeni 6zdeslik tiiretildi. Burada, elemanlari
Lucas dizisinin elemanlari olan,

2_
A:(p 29 p J
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bi¢ciminde yeni bir matris tanimlandi. Bu matris, genellestirilmis Fibonacci dizisi ve
genellestirilmis Lucas dizisi ile ilgili bircok 6zdeslik elde edilmesi i¢in kullanildi.

Ugiincii béliimde, Fibonacci tipi bazi polinomlar ve bu polinomlarin kokleri
incelendi.

Doérdiincii boliimde, sonug ve oneriler verildi.

Vi



IDENTITIES INVOLVING GENERALIZED FIBONACCI,
LUCAS SEQUENCES AND FIBONACCI TYPE POLYNOMIALS

SUMMARY
Key Words: Recurrence Relation, Horadam Sequence, Matrix Method

This thesis consist of four sections.

In the first section, the fundamental properties of Fibonacci and Lucas sequences are
given.

In the second section of this study, the relations between Horadam sequences and
matrices are investigated. The trace and determinant of any matrix are used for this
purpose. In addition to this, a new matrix Ais given. This matrix is useful for

deriving identities related to generalized Fibonacci and Lucas sequences. The
following matrix A is defined as

2
A:(p -29 p j
~gp  -2q

where the entries of the matrix A are the terms of Lucas sequence.

In the third section, the type of Fibonacci polynomials and the roots of these
polynomials are investigated.

In the last section, some conclusions and recommendations are given.

Vil



BOLUM 1. GIRIS

[talyan matematik¢i Leonardo Fibonacci, 12’inci yiizyilda yasamistir. Babasinin
mesleginden dolay1 ¢ocuklugunu Kuzey Afrika’da ve en ¢ok da Cezayir’de gecirmis
ve ilk matematik egitimini miisliman hocalardan almistir. Burada 6grendigi Arap
Say1 sistemine, iinlii kitabi “Liber Abaci” de yer vererek, bu say1 sisteminin
Avrupa’ya girmesinde biiylik rol oynamistir. Ancak Fibonacci sayilariin literatiire
girmesi, daha sonraki yillarda olmustur. Fibonacci’nin kitabindaki bir tavsan
probleminin ¢dziimiinden elde edilen sayilarin 6zellikleri, sonraki matematikgiler
tarafindan fark edilmistir. Fibonacci sayilarina ait tekrarli baginti, ilk kez 17’inci

yiizyilda Fransiz matematik¢i Albert Girard tarafindan kullanilmistir.

Fibonacci sayilari, doga ile matematigin iligskisini somut olarak gosteren nadir
arastirma konularindan biri olmustur. Bitkilerde (egrelti otu, papatya, vb...),
boceklerde (salyangoz, vb...) ve dogada bircok yerde bu sayilara rastlanir. Bu
sayilarin en 6nemli 6zelliklerinden biri de, ¢ok eski ¢aglarda mimari ve resimde sikga

rastlanan “altin oran” ile olan iliskisidir. Ardisik iki Fibonacci sayisinin boliimii, altin

5

. 1
oran olarak bilinen

=1,618033... sayisina yakinsar.

Daha sonra, bu sayilarin bir¢ok 6zelligi ve diger farkli matematiksel yapilarla iliskisi

matematikgilerin ilgisini ¢gekmistir.

1,1,2, 3,5, 8,13, 21, 34,... biciminde bir say1 dizisi olusturan Fibonacci sayilarina

ait tekrarli bagint1 n>1 i¢in,

Fn+l = Fn + Fn—l



olarak verilir. Baslangi¢ sartlart F,=0 ve F =1 alinarak, diger terimler tekrarli
bagintidan elde edilir [28]. Fransiz matematik¢i Edward Lucas, baslangi¢ sartlarini

L, =2 ve L =1 alarak ve n>1 icin,
Ln+l = I—n + Ln—l

tekrarli bagintisin1 kullanarak, yeni bir say1 dizisi incelemistir. Bu say1 dizisinin
elemanlar, literatiirde Lucas sayilar1 olarak kullanilmistir [28]. Ayrica, Fibonacci
say1 dizisi ile Lucas say1 dizisinin baglantisi bir¢ok ¢alismaya konu olmustur.
Fibonacci ve Lucas say1 dizilerinin tekrarli bagintilarina benzer bagka bagintilar
yazilip, yeni say1 dizileri tiiretilmistir. Bunlardan bazilari, Pell, Pell-Lucas,
Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayi dizileridir [28]. Bu sayi dizileri ile ilgili
caligmalar, bir siire sonra bir adim daha ileriye tasinarak, mevcut dizilerin birgok

genellemesi yapildi [14, 21, 23, 32, 39, 45, 51, 54].

Say1 dizileri ve bu diziler ile tiretilen polinomlarin tekrarli bagintilarini saglayan en
genel dizi Horadam dizisidir. 1965 yilinda ilk kez Horadam tarafindan kullanildig:

icin Horadam say1 dizisi olarak bilinir ve
{W_ }={W, (a,b; p,q)} Horadam dizisi, n>2 igin,

Wn = an—l _an—Z' WO =3, Wl =b
bi¢iminde tanimlanir [19]. Burada a, b, p ve g kompleks sayilar ve q=0 dir.

W, }={W,(a,b; p,q)} dizisinin karakteristik denklemi,

x> —px+q=0

2 _ 4 _ 2 _ 4
ve bu denklemin kokleri o = P YP % o 5 qu dir.



n>0 olmak tizere, Horadam dizisi i¢in Binet formiili,

W, :(b_aﬂja“ _Eb—aa]ﬂn
a—-pf a-p

bi¢imindedir. Bu formiil, 1843 yilinda Fransiz matematik¢i Jacques Philipe Marie

Binet tarafindan bulundugundan, literatiirde Binet formiilii olarak bilinir. Aslinda,
ilk kez 1718’de Fransiz matematik¢i Abraham De Moivre tarafindan, iireteg

fonksiyonlar kullanilarak elde edilmistir. Horadam dizisinin iki 6zel durumu

W, }=W(OZLp,a)}

ve

Vi =W(2 p;p,a)}
dizileridir. Genellestirilmis Fibonacci ve genellestirilmis Lucas dizileri olarak bilinen
bu diziler ilk kez Lucas tarafindan 1878 yilinda ¢alisildi [32]. Bununla birlikte,

negatif indisli genellestirilmis Fibonacci ve genellestirilmis Lucas sayilar1 n > 0 igin,

U,=-q"U, ve V_=qV

n

olarak tanimlanir. {U} ve {V,} dizileri i¢in, Binet formiilleri ise sirastyla,

ve

V. =a"+p"



formiilleri ile verilir [32].

{U.} ve {V, } dizileri, p ve q sayillarinin se¢imine gore, iyi bilinen diger bazi
dizilere karsilik gelmektedir [30]. Ornegin p=1 ve q=-1 alimdiginda {U } ve {V,}
dizileri sirasiyla, {F,} Fibonacci ve {L } Lucas dizilerine doniisiir. Eger p=2 ve
q=-1 secilirse, {U} dizisi {P,} Pell dizisine ve {V,} dizisi de {Q,} Pell-Lucas
dizisine dontigiir. Bununla birlikte p=1 ve q=-2 alindiginda da genellestirilmis
Fibonacci ve Lucas dizileri sirastyla {J } Jacobsthal ve {j.,} Jacobsthal-Lucas

dizilerine doniisiir [28].

acisindan oldukca kullanighdir.

Tablo 1.1. Horadam dizilerinin alt dizileri.

a |b p q Dizinin gosterimi
0 |1 P q {U.}
2 P P q {V.}
0 |1 1 -1 {F.}
2 |1 1 -1 {L.}
0 |1 2 1 P}
2 |2 2 -1 {Q.}
0 |1 1 -2 {J.}
2 |1 1 -2 {i.}

Calismamizin 2. boliimiinde genellestilmis Fibonacci ve Lucas dizilerinin terimlerini
iceren bazi 6zdeslikler verdik. Bu yiizden oncelikle benzer 6zdesliklerin bulundugu
bazi calismalardan sz edelim. Ornegin, L. Carlitz, Fibonacci ve Lucas sayilarm

iceren ¢ok sayida 6zdeslik verdi [7]. Bunlardan bazilari asagidaki gibi siralanabilir;



n(n n(n
|:2n+k = Z(SJFS+k ! L2n+k = Z( JLs+k!

s=0 S

(N s n-s (N S n-s
|:rn+k = Z(SjFr Fr—l |:s+k! I-rn+k = Z(SJFr Fr—l Ls+k!

s=0

" 52F, .., n cift
Z( JFZSJrk = '

n tek

[15] de Hoggat ve Verner iirete¢ fonksiyonlarini kullanarak bir¢ok dzdeslik elde etti.

Bunlardan bazilari,



21020 +1 i
> Fa =5"Lonn
k=0 K

olarak siralanabilir.

[25] deki calismada yazarlar, L. Carlitz’ in buldugu o6zdesliklerin bir kismini
genelleyerek Horadam dizisi igin yazdilar. Soyleki: ¢, d ve r sifirdan farkl

tamsayilar ve N >0 olmak tizere,

n

n
Z(th " Sdek+r = ch+r

k=0

u U
esitligini elde ettiler. Burada s=—%, t =q° —%=°
Uq U,

dir ve U, de n. genellestirilmis

Fibonacci sayisidir.

Biz de bu tezde Binet formiiliinii kullanarak L. Carlitz’in buldugu bazi formiilleri

genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizisi icin elde ettik.

Fibonacci sayilarmimn teorisine sonraki yillarda Fibonacci Q -matrisi olarak

adlandirilan 6zel bir matris eklenmistir. Bu matris mevcut ¢alismalarda

2

formunda olup n. kuvveti



olarak hesaplanmistir. Q matrisinin determinanti kullanilarak, ilk kez 1753 yilinda
Robert Simson tarafindan verilen

F..F. —F2=(-1)"

n+1" n
formiilii elde edilmistir. Bu formiil literatiirde Cassini formiilii olarak bilinir [28].

1981 yilinda H.W.Gould, “A History of The Fibonacci Q- matrisi and A Higher-
Dimensional Problem” isimli ¢alismasinda Fibonacci Q - matrisi ile ilgili oldukc¢a
detayli bilgi vermistir [10]. Gould’a goére, bu matris ilk olarak, 1951 yilinda
American Mathematical Monthly dergisinin Mart sayisinda 221-222 sayfalarinda J.
L. Brenner’in “Lucas matrix” adli ¢aligmasinin 6zetinde yer aldi. Daha sonra, Lucas
matrisi 1960 yilinda Charles H. King tarafindan “Some Further Properties of the

Fibonacci Numbers” isimli yiiksek lisans tezinde ele alindu.

Matris metodlar1 say1 dizileri i¢in 6nemli ayn1 zamanda da oldukca kullaniglt bir
yontemdir. Matris metodlarinin kullanildig1 birka¢ ¢alismadan daha bahsedebiliriz.
Omegin, John R. Silvester matris yaklasimi ile Fibonacci sayr dizisinin

tiiretilebilecegini gosterdi. Yazar,

(2 )

alarak, u., n. Fibonacci sayisi olmak iizere,

n?

oldugunu hesapladi [48] . Yine, 2004 de yaptigi calismasinda Q" ve



matrislerini kullanarak ilging birkag esitlik yazdi [49]. Kalman, Silverter’in 1979’

daki calismasim1  genelleyerek, c,,cC;,...,c, reel sabitler olmak {izere

a,. =C/a,+ca,, +...+¢.a,,., ,» K terimli lineer tekrarl1 bagnti ile ilgili

0 1 O 0 0
0 1 0
A= 0 01
0 0 O 0 1
CO Cl CZ Ck 2 Ckfl

a‘0 an
An al — a'n+l
a‘k 1 a‘n+k—1

oldugunu gosterdi [21]. Kalman, bu ¢alismasinda matrisler yardimiyla

genellestirilmis diziler i¢in kapali bir formiil buldu.

Bununla birlikte, literatiirde tekrarli bagintilarla Fibonacci Q -matrisi’nin baglantisini

inceleyen baska bircok calismaya daha rastlanabilir. Ornegin, baz1 yazarlar matris
yaklagimini kullanarak Pell polinomlar ile ilgili sonuglar elde ettiler [46, 42, 53]. E.
Kilig, D.Tasc1, matris methodlar1 kullanarak Fibonacci, Pell ve Lucas sayilarinin
genellestirmelerini tanimladilar ve daha sonra Binet formiilleri ve kombinatoryal
gosterimlerini elde ettiler [22, 23]. Yine E. Kilig¢ [24] deki g¢alismasinda hem
Fibonacci hem de Pell say1 dizisini saglayan bir tekrarli baginti tanimlayip matris

metodu ile birgok esitlik elde etti.



Rosenbaum, R :(E gJ matrisini Fibonacci sayilarini igeren formiilleri yazmak igin
kulland: fakat kuvvetlerini incelemedi [44]. Dikkat edilirse, Fibonacci Q -matrisi,

q .
0 matrisinin elemanlari,

Fibonacci say1 dizisinin elemanlarini igerirken, R :[p
genellestirilmis Fibonacci dizisi olan {U } dizisinin elemanlart ile olugturulmustur.

Bu matris R. S. Melham ve A. G. Shannon tarafindan M :(E _Oqj olarak

kullanildi [39]. Aymi ¢alismada genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri igin
birgok ozdeslik yazildi. Bu ozdeslikler, A= p? —4q olmak iizere, asagidaki gibi

siralanabilir;

Un+l_qUn—1 :Vn’
Vn+1_qvn—1 :AUn’
V,, —2q* = AUZ,

U _quk—m:Uka’

k+m

_quk—m ZAUmUk7

k+m

Uy —Ug=-a""Ug7,

\Y
Uk+m
V. Vin —VZ2 =Aq“"U2,

k+m m

Un+mU _qmlJnLJrl1 :UmU

n+m n+n+m

R. S. Melham ve A. G. Shannon, M matrisinin n. kuvvetini

M" = Un+l _qUn
U _qUn—l

n

bi¢iminde hesapladilar. Daha sonra M matrisini genellestirerek

Mk,m :(Uk+m —([]nmUk ]
Uk —q Uk—m
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yazdilar ve

M" =U n—l(unk+m _qunk j
km ™ ~m m
Unk —-q Unk—m

oldugunu buldular. Yazarlar bu matrisi kullanarak birgok 6zdeslik elde ettiler [39].

Bunlardan bazilar1 asagidaki gibi siralanabilir:

n

n =i ~k(n=i)y\ /i
U(2n+j)k+m22(i](_l) q VkU(i+j)k+m!

i=0

2”+1[2n +1

AnU k2n (U 2(n+)k+m qu 2nk+m) = Z | j(_l)iJrlqk(ZMli)U 2ik+m 1
i=0

n n+ £ 2n +1 i+ n+1-i
A Uk2 1V(2n+l)k+m = Z( - ](_1) lqk(Z ' )U2ik+m'

i—0 I

Bununla beraber, M matrisinde p=1 ve q=-1 alindiginda, bu matrisin Q-

matrisine karsilik geldigi goriliir.

J. Mc. Laughlin, herhangi bir 2x2 matrisin kuvvetlerinden yararlanarak birgok

b - - .
Ozdeslik elde etti [30,31]. Yazar, A=(a dJ’ 2x 2 tipinde herhangi bir matris
c

olmak tizere, n>1 igin,
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A" — [yn - dyn—l bynfl J Y, = %(n I_ IJT n-2i (—D)i

Cyn—l yn - ayn—l i=0

oldugunu gosterdi. Burada T ve D sirasiyla A matrisinin izi ve determinantidir. J.

Mc. Laughlin tarafindan bulunan bazi kombinatoryal 6zdeslikler,

n VlJ n—-1-i
)5 077

n-1-j LTJ i
(e )

ve

2o
n "&" smoniom [ N-1-m)n-1-2m m
DL N A

bigiminde siralanabilir.

Belbachir ve Bencherif, Laughlin’in ¢alismasin1 genellediler [3]. Yazarlar, Laughlin
tarafindan alinan 2x2 tipindeki matrisi, m > 2 olmak tizere mx m tipinde aldilar ve

¢ok daha genel 6zdeslikler ve kombinatoryal gosterimler elde ettiler.

Biz de bu tezde genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizisinin terimlerini igeren
0zdeslikler yazdik. Bu 6zdesliklerin bir kismi Binet formiilii ile ispatlanirken bir
kisminin ispati i¢in matrislerden yararlandik. Matris metodunu kullanirken Laughlin
tarafindan verilen teoremi gozoniine alarak, matrislerin iz ve determinantlan ile
tekrarli bagintilar arasinda onemli esitlikler elde ettik. Tezin 2. boliimiinde bu

esitlikler sirasiyla verildi. Laughlin tarafindan verilen teoremi kullanirken, diger
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taraftan da Melham ve Shannon tarafindan ¢aligilan M = []F_) _Oq) matrisini dikkate

aldik. Daha ¢ok bu iki calismanin 1s18inda, genellestirilmis Fibonacci ve Lucas
dizilerinin terimlerini iceren Ozdeslikler elde ettik. Bu o6zdesliklerin bir kismi
bilinirken, bir kism1 da yenidir. Yine 2. boliimde terimleri Lucas dizisinin elemanlari
olan yeni bir matris tamimladik. Bu matrisin kuvvetlerini kullanarak bir¢ok yeni

ozdeslik elde ettik.

Belgikali matematik¢i Eugene Charles Catalan ve Alman matematik¢i E. Jacobsthal
tarafindan 1883 yilinda, Fibonacci say1 dizisinin tekrarli bagintisina benzer bicimde
Fibonacci polinomlarin1 tanimladilar. 1966 yilinda M. N. Swamy, Fibonacci
polinomlarini gelistirdi. P. F. Bryd ise Fibonacci polinomuna benzer olarak Pell

polinomunu tanimladi. Bununla birlikte, Pafnuty Chebyshev’den sonra “Chebyshev

polinomlar1” olarak bilinen polinomlar tanimlandi.
Baglangig sartlar1 F,(x) =0 ve F,(x) =1 olan ve n>1 i¢in,
Fn+l(x) = XFn (X) + I:n—l (X)

tekrarli bagintisini saglayan polinomlar, Fibonacci polinomlari olarak bilinir. Bunun

yaninda, n> 2 olmak tizere F,(x,y) =0 ve F,(X,y) =1 baslangi¢ kosullari i¢in,

Fra (6 y) = XF, (% y) + yF, 1 (%, Y)
ile tanimlanan polinomlar, iki degiskenli Fibonacci polinomlardir.

Bununla birlikte, “Fibonacci tipi polinomlar” bashg: altinda, baslangic sartlar

G, (x) =-1, G,(X) = x—1 bigiminde alinan, n >0 i¢in,

Gn+2 (X) = XGn+l(X) + Gn (X)
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tekrarli bagintist ile polinomlar tanimlanmis ve bu polinomlar “altin polinomlar
(golden polynomials)” olarak isimlendirilmistir [18, 35, 36, 37, 38, 41, 45, 55].
Dikkat edilirse, bu polinomlar1 tek degiskenli Fibonacci polinomlarindan ayiran,
farkli secilmis olan baslangi¢ kosullaridir. Bu polinomlarin kokleri ve koklerin

sinirlari da ilgi ¢eken konulardan olmustur.

1993 yilinda G. A. Moore ve 1996 yilinda Prodinger, G, (x) polinomlarin maksimal
reel koklerinin limitini inceledi [37, 41]. G. A. Moore, baslangic sartlar1 G, (X) = -1,

G,(X) =x-1 olmak iizere, G, ,(X)=xG,,(X)+G,(x) tekrarli bagmtisi ile verilen

n+l

G, (x) polinommunun kdklerinin % sayisina yakinsadigini buldu [37].

Prodinger ise ayni polinomun kokleri i¢in daha kesin bir sonu¢ buldu. g, sayisi,

G,(x) polinomunun maksimal reel kokii olmak tizere; g, zg+(—l)"i—§4“

oldugunu hesapladi [41].

Hongquan Yu, Yi Wang ve Mingfeng He, yine ayni polinomu, bu kez baslangig

kosullarini,
G,(x)=-a, G (x)=x-a

alarak inceledi ve a pozitif bir reel say1 olmak tizere, G, (x) polinomunun maksimal

reel kokiiniin limitini

a(a+2)
a+l

say1s1 Olarak hesapladi. Bu hesaplama ile Moore’un sonucunu genellemis oldu [18].
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P. E. Ricci, baslangig¢ sartlan G,(x)=-1, G;(X)=x-1 olmak iizere,
G,.,(X)=xG, ,(X)+G, (x) tekrarli bagntis1 ile verilen G,(x) polinomunun

kompleks koklerini inceledi [45].
Matyas, 6nce 1997 yilinda baslangic sartlarini

G,(x)=-a, G,(x)=x%Fa,
alarak, G, (x) polinomunun maksimal reel kokiiniin limitini

_aa+2) Y a(a®+2a+2)°

. (a+1)~"
a+1l @+ (a+2)

n

bi¢ciminde genelledi ve sonra 1998 yilindaki ¢alismasinda baslangi¢ sartlarini
G,(x)=a, G,(x)=x+b

segerek, G, (X) polinomlarinin kompleks koklerinin yerini inceledi ve mutlak

degerleri igin
X < max(|a| +|b],2)

bi¢ciminde bir sinir buldu [36]. Bu ¢alisma ile P. E. Ricci tarafindan yapilan ¢alismayi

genellemis oldu.

2010 yilinda, T. Amdeberhan, [1] deki g¢alismasinda daha genel bir polinom

tanimladi. Baglangi¢ kosullarini, Go(k) (x) =-1, Gl(k) (X) = x—1 bi¢iminde alarak,

G®

n+2

() = x“G1 () + G (%)

n+l
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tekrarli bagintisi ile tanimlanan, Fibonacci tipi polinomlarin maksimal reel koklerini

calisti. T. Amdeberhan, Gn(k) (X) polinomunun koklerinin,

égk _ék—l+§_2=0
denkemini saglayan & sayisina yakinsadigini gosterdi [1].

S. Halici ¢alismasinda, T.Amdeberhan’in yaptig1 calismayi, baslangi¢ kosullarini

G,(x) =a,G,(X) = X+Db segerek genelledi ve ayni polinomun kéklerinin,

ax** +abx* —x* —2bx+b*-a* =0
denkleminin kokiine yakinsadigini buldu [13].

Zeleke ve Molina, Gn(k) (x) polinomunda k=2 ve baslangigc kosullarin
G, (x) =-1, G,(x) =x-1 alarak Gn(z) (X) polinomlarin koklerini galist1 ve koklerin
yakinsadig1 say1y1 V2 olarak buldu [38].

Biz ise 3. Bolimde, baslangi¢ kosullarmi G,(x) =—a, G,(X) = x—a alarak Gn(z) (x)

polinomlarmin kdklerini inceleyip, koklerin yakinsadigi say1 i¢in bir formiil bulduk

ve boylece [38] de yazarlar tarafindan bulunan sonucu genelledik.



BOLUM 2. SAYI DiZiLERI VE MATRIiSLER

Bu boliimde, birinci boliimde tanitilan, genellestirilmis Fibonacci ve Lucas
dizilerinin elemanlarin1 iceren oOzdeslikler elde edilecektir. Bu 6zdesliklerden
bazilarimi elde etmek i¢in Binet formiilii kullanilirken, bazilarinin ispatinda da

oldukea kullanisglt bir yontem olan matris metodlarindan faydalanilacaktir.

2.1. Binet Formiilii Kullanilarak Elde Edilen Bazi1 Ozdeslikler

Asagida verilen 6zdeslikler, Fibonacci ve Lucas sayilart icin [7] de verildi. [25] de
ise yazarlar bu calismada verilen 6zdeslikleri genelleyen formiiller elde etti. Biz
burada, [7] de verilen baz1 0Ozdeslikleri, Binet formiiliinden yararlanarak

genellestirimis Fibonacci ve genellestirilmis Lucas dizileri i¢in bulduk.

Teorem 2.1.1 {U, } ve {V,} sirasiyla genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri ve

r,m pozitif tamasayilar ve K herhangi bir tamsay1 olmak iizere,

U,, = (?jp‘(—q)”“Ui, (2.1.1)
niny . .

Vo = 2 mp'(—q)”"Vi, (2.1.2)

U2n+k =i(2jp5(_q)nsus+k1 (213)

Vanu = i(gps(—Q)“Vw , (2.1.9)

s=0



(N sy | n-s n-s
U m+k — [ }) r U r-1 (_q) U s+k !
s=0 S

n.n
Vrn+k = Z(S}/rs\/rﬂzs (_q)n—svs+k )

s=0

(N m(n-s n-s
U 2mn+k — Z(S}J r?1 (_q) =) (_1) U ms+k 1
s=0

o N s m(n-s n-s
V2mn+k = Z(s}/m (_q) (n=s) (_1) Vms+k J
s=0

e (p*-40)?U,,,  n cift
Z(S})ZSJrkqn_s = ’

s=0 n-1

(p2 _4q)7vn+k ’ n tek

" (P* —40)2V, n Gift
Z( }/Zﬁkqn_s =

n+l

(p°-49) 2 U, , n tek

esitlikleri saglanir.
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(2.1.5)

(2.1.6)

(2.1.7)

(2.1.8)

(2.1.9)

(2.1.10)

Ispat: (2.1.1) in ispati: Genellestirilmis Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi

+4p>-4
x* — px+q =0 ve kokleri a:w, B =

a®=ap-q ve % =fp-q

esitlikleri saglanir. Sirasiyla bu esitliklerin her iki yaninin n. kuvveti alinirsa

p—+p°—4q
2

oldugundan,



i=0

a’ =(ap-q)" = Zn‘,(nj(ap)‘ (- = Zma p' ()"

I i-0

ve benzer bicimde

B =(pp-)" = i(?](ﬂp)i(—q)“‘ - Zmﬂ P (-0)"

yazilabilir. Binet formiiliinde o*" ve S°" yerine yazilirsa

2n 2n Zn:[r-]jpiai(_q)n_i _i(hjpiﬁi(_q)n_i
a” - pf i—o \ | i—o \
B a-p

olur. Tekrar Binet formiuli kullanilarak

Uy = [?jpi(—q)"iui

i=0

V,, =a” + B yardimiyla

n n . .
Vy, = (ijp'(—q)'vi

i=0
elde edilir. Ispat tamamlanmus olur.

(2.1.3) in ispat: @*" = (ep —0Q)" esitliginin her iki tarafi " ile carpilirsa

a2n+k — (ap_q)nak — Zn:(rs]jas ps(_q)nfsak _ n (ZJOSH( ps(_q)n—s

s=0 s=0

18
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elde edilir. Benzer bigimde
2n+k n pk C n S S n-s pk C n S+K S n-s
= (Pp-q)' B =Z(S}H P (-a)"* B =Z@ﬂ p*(-9)
s=0 s=0

bulunur. Bu esitlikler Binet formiiliinde yerine yazilirsa

(N S n-s _ s+k (N s n-s ps+k
J— a — —_—
y B QM _ gk ) ;(Sjp (—a) SE_O,[SJF’ "B

2n+k T -

a-p a—p

olur. Binet formiilii tekrar kullanilirsa

nin
U2n+k = Z(Sjps (_q)n_sus+k

s=0

ve benzer bi¢imde

Lin
V2n+k = Z(Sjps (_q) n_sVs+k

s=0
elde edilir.

(2.1.5) in ispati: n>1 igin

an =aUn _qUn—l Ve ﬂn =ﬂUn _qUn—l

esitliklerin dogrulugu kolayca goriilebilir. Ilk esitligin n. kuvveti alindiginda ve

bulunan esitligin her iki yam o* ile ¢arpildiginda,

(@) =(aU, -qu ;)"
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ve

n

a'a" = Z(ZJ(aur)S(—qu”)“ak

s=0

olur. Buradan,
k - n k
rn+ S n-s +S
o = Z s r (_qU r—l) a
s=0

yazilir. Benzer bicimde, A™* bulunur ve asagidaki Binet formiiliinde yerine

yazilirsa,

rn+k rn+k n
a"t -p n _ _
Urn+k = a—ﬂ =S_O(S})rsurn—ls(_q)n SUs+k

olur. Benzer hesaplamalar ile (2.6.6) esitligi de ispatlanabilir.

(2.1.7) in ispat1:

Basit baz1 hesaplamalar ile,

a2m — amam

=a"(a" +p" - p")
=a"(a" + ")~ (af)"
olur. Binet formiilii ve off = q esitligi yardimyla,

2m m m
a” =a'V, —(

Ve benzer bi¢cimde
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ﬂ = ﬂ me —q "
elde edilir. Simdi, yukaridaki esitliklerinin her iki yaninin n. kuvveti alinip, sirasiyla

a* ve B ile garpilirsa,

n(n
a2mn+k — (ame _qm)nak =Z(S}msvr§ (_1)n—sqm(n—s)ak

s=0

ve benzer bigimde

ﬁmek _ Zn:[:}ﬁmsvnj (_1) n-s qm(n—s)ﬁk

s=0

bulunur. Bulunan son esitlikler, Binet formiiliinde yerine yazilirsa istenen bulunmus

olur. (2.1.8) 6zdesiliginin ispat1 da benzer bigimde yapilir.

(2.1.9) un ispat1:

— = —af oldugunu biliyoruz. Bu esitligin her iki yanina a* ekledigimizde,

o’ -q=a’-af =ala-p) =a\p*-4q

bulunur. Benzer sekilde £ —q=—/8+p*>—4q elde edilir. Bulunan bu esitliklerde

her iki yanin n. kuvveti alindiginda,

n

(a®-q)" =a"(p? —4q)5 ve (B2-q)" ==A"(p° —4q)5 yazilir. Binom agilim

kullanilarak,

Z(: 2(-q)"* =(p* -40)%a"

s=0



ve

n

Z(Z #(-q)"* = (-D)"(p*> —4q)2 p"

s=0

olur. Binet formiiliinden

"n Cnss ) g an+k _(_1)nﬂn+k
;[S)JZSJrk( q) _(p 4q) a—ﬂ

bulunur. Tekrar Binet formulu kullanilarak,

(N 2_49)2U_,, n cift
Z(S}JZS+k(_q) G c
0 (p®-49) 2 V,,, ntek

elde edilir. Benzer bicimde

n

Z@%M ()" =(p® —49)2 (" + (1" B™)

s=0

ve buradan

n.(n 2 _49)2V._,, n cift
Z(S}/Zwk (_q) = (p q)LA ek ¢
=0 (p>-4q)2U,,, ntek

elde edilir.
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2.2. Bir Matrisin Kuvvetleri ile izi ve Determinanti Kullanilarak Elde Edilen
Baz1 Ozdeslikler

a b
Bu bolumde, B :(C dj bi¢cimindeki bir matrisin izi ve determinant 6zelliklerini

kullanarak, binomial 6zdeslikler verdik. Bu 6zdeslikleri 6zel yapan, 6zdesliklerin her
iki yaninin Lucas veya genellestirilmis Lucas dizilerine karsilik gelmesidir. Teorem
sonucunda elde edilen 6zdeslikler, sadece Lucas dizilerini degil ayn1 zamanda Pell-

Lucas ve Jacobsthal-Lucas dizilerini de tretmektedir.

a b
Teorem 2.2.1 B = (C dj olmak iizere ve n>1 igin,
~d b g n—-i} ., .
Bn — (yn yn—l yn—l j ’ yn — Z( ) an—ZI (_D)I (221)
Cyn—l Yo — ayn—l i=0 I
dir [31]. Burada T ve D sirasiyla T =izB=a+d ve D =detB =ad —bc dir.

Asagidaki teoremde, herhangi bir matrisin kuvveti yardimiyla ve yine ayni matrisin

izi ve determinantini i¢eren bir esitlik verildi.

Teorem 2.2.2 n,k =1 olmak iizere,

k
k-1
nk — i &

Lz J(nk-_i] K _pocapy= 1 {ZJ[ZTJTHKZ'(TZ—M' (22.2)

a b
dir. B=[C dj olmak tizere, T ve D smasiyla, T =izB=a+d Ve

D =det B =ad —bc dir.
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. a
Ispat: Teorem 2.2.1 kullanilarak, B = [

J olmak tizere,
C

Bnk _ (ynk - dynk—l bynk—l J
Cynk—l Yok — aynk—l

EJ n—i . .
olur. Buradan izB™ =2y, —(a+d)y,, olup, yn:Z[ : JT”Z'(—D)' esitligi

i=0

kullanilarak,

i=0 i=0

k- ki
izB " :Zz[nki 'j—rnkzi (-D)' - T Z (nk i' ]ankZil(_D)i

elde edilir.

R

esitligi gézoniine alinip, gerekli diizenlemeler yapilirsa,

-0 nk —i

ki
iz|3"k=z(nki IJT”"‘Z‘(—D)‘( nk j (2.2.3)

esitligi elde edilir. Diger taraftan, B matrisinin 6zdegerleri,

&_T+\/T2—4D T-VT?-4D
2

ve 4, = >

dir. Bu yiizden, B™ matrisinin 6zdegerleri de "“ve A" olur. Ayrica, B™
yu g 2 y

matrisinin izi, 6zdegerlerinin toplamina esit oldugundan,
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iZB™ = 4," +2,™

yazilabilir. Boylece,

nk nk
EBM_£T+JT2—4DJ +(T—JT2—4D}
- 2

2

bulunur. Binom agilim kullanilarak,

2T ? —4D)' (2.2.4)

17 VkJ(nk

esitligi elde edilir. (2.2.3) ve (2.2.4) denklemlerinin esitligi kullanilarak ispat

tamamlanmus olur.

Teorem 2.2.3 n,k >1 olmak iizere,

0

nk —i nk nk—2i {%J nk— 2| i
( i jm p" (=)= Z( j p® —4q) (2.2.5)

dir.

ispat: Teorem 2.2.2 deki B matrisi B =(E _Oqj olarak almirsa, bu durumda

B :[ Yk —0Y e ]
Yoa Yok = PYna
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EJ n—i ) .
olur. Buradan izB™ =2y, —py,., olup, yn:Z[ : JT“'(—D)' esitligi

i=0

kullanilarak,

nk nk-1

[TJ i { 2 J —j-
iZBnk :2 > (nkl IJanZi (_q)i _ p Z (nk il 1]pnkzil(_q)i

i=0 i=0

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

ki
iZBnk=Z(nk_ ijnk—zi(_q)i( nk j (2.2.6)

-0 | nk —i

esitligi elde edilir. Diger taraftan, B matrisinin 6zdegerleri

p—+ P —4q

A 2

ve A, =

_Pp+yp°-4g
2

dir. B™ matrisinin 6zdegerleri ise 4™ ve A," dir. Ayrica, B™ matrisinin izi,

0zdegerlerinin toplamina esit oldugundan,
iZB™ = 4" +4,"

yazilabilir. Boylece,

2 2

nk nk
_— _[p+\/p24qj +[p p24q]

bulunur. Binom ag¢ilim kullanilarak,
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|l

K e |
Z@I jIO”“'(IO2 —4q)’ (2.2.7)

izB"™ =
k-1
2n i=0

esitligi bulunur ve (2.2.6) ve (2.2.7) denklemlerinin esitliginden

z

nk—i) nk i 1 NK) i, i
_ — = —4
[ | jnk_ip 0'= i D )(Zijp (" - 49)

yazilir ve ispat tamamlanmis olur.

Yukaridaki teoremin yardimiyla yeni bir 6zdeslik daha yazabiliriz;

Teorem 2.2.4 n,k >1 olmak iizere, 0<i< |_n/ ZJ olacak sekilde her i tamsayisi igin,

2l -
1 Sk k| (=0 N e i
P ;[ij[i]P (-a) —( : jn—i p" " (-q) (2.2.8)

dir.

Ispat: Teorem 2.2.3 iin ifadesinde k =1alimirsa ve i yerine k yazilirsa,

g g
1 &(n n-2k ; ~2 k_ &(n—k n n-2k k
ZHZ(ijp (p* - 40q) —Z( ) j—n_k " (-0)

k=0

yazilabilir. Esitligin sol tarafinda (p® —4q)" icin binom acilim yapilirsa
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Il
o

B 3]
1 &E(n n-2k / ~2 k_12 n n—2kkk 2\ k=i i
znlg(%}p (p? - 40q) =S k_0(2kjp {Z(J(p) (—4q)]
|

k -2k 2\ k=i i
(.Jp" (p?)"(-4q)

bulunur. Boylece de

1 20 n kY | _(n- Ky n o

esitligi elde edilmis olur.

Bu teoremde 6zel olarak p = —q =1 alinirsa, asagidaki sonug yazilabilir;

Sonu¢ 2.2.1 n>1 ve her i tamsayisi igin,0 <i < \_n/ZJ olmak tizere,
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Ll

e e

sonucu elde edilir ki bu esitlik [31] de J. Mc. Laughlin tarafindan verildi.

Teorem 2.2.3 de verilen esitligin her iki yanimi literatiirde ayr1i ayr1 gormek
muimkiindiir [9, 43]. Ancak burada, bu 6zdesligin 6nemi her iki yaninin da ayr1 ayri
genellestirilmis Lucas dizisinin terimlerini vermesidir. Dolayisiyla, asagidaki sonugta

esitligin her iki tarafinin genellestirilmis Lucas dizisi olan {\/nk} dizisine karsilik

geldigi gosterilecektir.

Teorem 2.2.5 {\/nk} genellestirilmis Lucas dizisi olmak tizere, n,k >1 igin,

nk—i) nk i
Vo = ( : ]—.p“(—q) (2.2.10)
=\ 1 Jnk—i
ve
Vv L mnk “2(p*-4q)’ 2.2
= "2 (p? —4q)' 2.11
=5 .=0(2in (p* ~4q) (2211)
dir.

Ispat: {Vnk} genellestirilmis Lucas dizisi i¢in Binet formiilii,

nk nk
V,=a"+p

2_4 _ 2_4
dir. Burada oczM ve ﬁ:w dir. Dikkat edilirse bu « ve

2

sayilart ayni zamanda B :(E _Oqj matrisinin 6zdegerleridir. Dolayisiyla o ve S
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sayilar1 Binet formiiliinde yerine yazilirsa (2.2.10) daki esitlik gosterilmis olur.

(2.2.5) esitliginden dolay1 da ispat tamamlanir.

Teorem 2.2.5 deki (2.2.10) ve (2.2.11) esitliklerinde p=-gq=k=1 alinirsa

asagidaki iyi bilinen sonuglar yazilabilir [43].

Sonug 2.2.2 n > 0 olmak iizere,

ve

23

dir [43].

Ayrica ayni sonug Pell-Lucas ve Jacobsthal- Lucas sayilar i¢in de asagidaki gibi

yazilabilir;
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L

TZ;GJQ

2.3. Bir Matrisin Kuvvetleri ve Bu Matrisle Elde Edilen Bazi1 Ozdeslikler

=

Bu kisimda, tanimladigimiz yeni bir matrisin kuvvetleri incelenecektir. Bu matris ve
kuvvetleri kullanilarak bir¢ok iyi bilinen veya ilk kez yazilacak olan 6zdeslikler
tiretilecektir. Kullandigimiz metodu digerlerinden ayiran, tanimladigimiz matrisin

yeni olmasi ve kuvvetlerinin ilk kez incelenmesidir. Elemanlarin1 {V,} dizisinden

alan,

2_
A:(p 29 Fz) ] (2.3.1)
-gp -2

matrisini alalim. Ayrica, A matrisinin tersi, A = p? —4q # 0 olmak iizere,

) —
Aui( f , P ) (2.3.2)
-gAl gp  p°-2q

dir. A matrisinin determinanti D =4q* —qp® =—0A ve izi T = p*—-4q olmak

lizere, asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.3.1 {U }={W, (0% p,q)} ve {V.}={W, (2, p; p,q)} olmak iizere, her n

tamsayist i¢in,

(|02—4q)n21(v"+1 Va j n tek
_an _an—l 1
A" = (2.3.3)
"u U
(p2—4q)2£ n " J n Gift
_qUn _qUn—l

dir.
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Ispat: Tiimevarim yontemiyle ispat kolayca goriilebilir. n=0 icin teoremin ifadesi

dogrudur. Simdi oncelikle n>1 durumunu inceleyelim; n =21 olsun. Bu durumda

(2 of V, \ _ _ — p?
A=(p>-4q) Y olur. Burada V,=2, V,=p ve V,=p’-2q
—HMV1 T HYo

oldugundan,

2_
AZEp 29 p J
—gp  -2g

bulunur. Dolayisiyla, n=1 igin esitlik dogrudur. Simdi, n=Kk ig¢in esitlik dogru

olsun. Yani,

YAV v
(p2—4q)2( kit K } k tek

_qVk _qkal
A* =
L&y U
(p2 _4q)2 k+1 k 1 k g|ft
-quU, -qU,,

olsun. Simdi de n =Kk +1 i¢in teoremin dogrulugunu gosterelim; dnce k tek olsun

Ak+1:AkA:(p2_4q)k2_l( Vk+l Vk J[pz_zq p ]
—qV, —aVi, -ap —2q

olur ve buradan

A (7 4q)k21[ (P* =20\, y =GBV, PV, -2V, ]
—q(p® =20V, +0°pV,y  — APV, +20°V,

elde edilir. V, igin tekrarli baginti ve [39] da verilen V,,—qV, , =(p° —4q)U,

esitligi yardimiyla, bu matrisin elemanlarmi sirasiyla incelersek, &rnegin (1,1)

eleman1



(P = 20V,.; =GPV = PVyy —QVys =V, — APV,
= p( ka+1 - qvk) - qVk+l - qVk+l
= ka+2 - qVk+1 - qVk+l

Vies —AViq = (p* —4Q)U, .,

bulunur. Yani,

(p* —2Q)V,., —apV, =(p* —4q)U,,,

elde edilir. Matrisin (1,2) elemant,

PVia —20V, = pV,,; —qV, —aqV,
Vi, —aVy =(p? —4q)U K+1

olur. Matrisin (2,1) elemant,

—q(p® —20)V, +a*pV,, =—ap?V, +29°V, +q*pV,

=—gp(pV, —aV,,) + 4V, +q*V,

=—qpV,,, +9°V, +q*V,
=—q(PVia —AVi) + 0%,
=—QV,,, +9%V,

==QVy,, V) =—qU,,

bulunur. Son olarak (2,2) elemant,

—qgpV, +29°V, , =—qpV, +q°V, , +q?V,
=—q(pV, —qV, 1) + 9V, 4
=—QVyy +Q°V
= —q(Vis —AVis) = —a(p* —4q)U,

33
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bi¢iminde bulunur. Bu elemanlart A*** matrisinde yerine yazarsak

NH:wAAWS((N—mwmz (N—MWMJ

—q(p®-4qU,., —a(p’—4q)U,

olur. Buradan

Ak+1 — (p2 _4q)k2+1( Uk+2 Uk+l j
-qU,,, —qU,

bulunur. Béylece N =Kk +1 i¢in Kk nin tek olma durumunda teorem ispatlanmis olur.

Simdi de k ¢ift olsun. Bu durumda

Ak+1:AkA:(p2_4q):£ Uk+l Uk J(pz_zq p J
—qU —qU, ) —ap —2q

esitliginden

Ak+1 — (pZ _4q)k21[ (p2 —ZQ)U k+1 _quk pUk+1 _Zqu ]

_q(p2 —-2q)U, +q2pUk—1 —qpU, +2q2Uk—l

matrisi elde edilir. k *nin tek olma durumuna benzer sekilde, U, i¢in tekrarli baginti

ve [39] da verilen
U, —qU, =V,

esitligi kullanilarak Nn>1 igin ispat tamamlanir. Simdi n >0 olsun. Kolay bir

hesaplama ile A" matrisinin tersini
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n+l
-n . _qvn—l _Vn
-q"(p* —4q) 2 ( j n tek
an Vn+l

A" =

_ 2(—qu,, -U _
n 2_4 2 n-1 n 1 n ft
q"(p Q) ( qu. Un+J ¢l

bi¢iminde elde ederiz. Yukaridaki matrislerde n > 0 igin,
U,=—q'U, ve V_ =q"V

n

oldugu kullanilirsa,

(p? 4q)n21( Vaa Vi j n tek
- qV7n - qvfn—l ’
A" =
(p2—4q)2( Yra o Us J n cift
- qU—n - qU—n—l 1

oldugu goriiliir. Dolayisiyla her n tamsayisi i¢in ispat tamamlanmis olur.

A matrisinin 6zel durumlar1 incelenirse, Lucas, Pell-Lucas ve Jacobsthal-Lucas

dizilerine ait matrisler elde edilir. A matrisinde; p=1 ve q=-1 yazilirsa

31

C :(1 ZJ matrisi elde edilir. Benzer bicimde p=2 veq=-1 alinirsa,
6 2 .. 51 ..

D= 5 9 matrisi ve p=1 ve q=-2 almirsa, E = 5 4 matrisi yazilir. Bu

matrisler gozoniine alinarak, asagidaki esitlik yazilabilir.

{F,} ve {L,} dizileri Fibonacci ve Lucas dizileri olmak iizere, n>0igin C

matrisinin n. kuvveti,
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C’ (2.3.4)

olur. Bu esitlik, Koken ve Bozkurt tarafindan verildi [29]. Dikkat edilirse teorem

2.3.1. bu sonucu genellemektedir.

Benzer sekilde Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas dizileri i¢in de

matrisler ve kuvvetleri yazilabilir.

Asagidaki teoremde verilen esitlikler [39] da R. S. Melham ve A. G. Shannon
tarafindan verildi. Ancak biz burada Teorem 2.3.1 de verdigimiz yeni matrisi

kullanarak, bu esitlikleri tekrar elde ettik.

Teorem 2.3.2 (Cassini Formiili) {U,} ve {V,} genellestirilmis Fibonacci Lucas

dizileri olmak tizere,

VoaVos —Vd =q""(p* - 40) (2.3.5)
ve
U,U,,-Uz=—q"" (2.3.6)
dir.

Ispat: A matrisinin determinant: yardimiyla

—q"A", n tek

det A" = (det A)" = (—gA)" =
(det A)" = (-qA) {qw, 0 Gift
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oldugu kolayca goriilebilir. A" matrisi kullanilarak (2.3.5) ve (2.3.6) esitlikleri

yazilir.

Bununla beraber p=1 ve q=-1 almrsa L, L ,—L>=5-)"" ve

n+1

F..F ,—F?=(-1)" bulunur [28].

n+1" n-1

A" ve A" matrisleri kullanilarak, genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizilerinin

elemanlarini igeren bazi esitlikler asagidaki teoremde verilebilir.

Teorem 233 M, NeZ ve A=p°—-4q#0 olmak iizere, asagidaki 6zdeslikler

saglanir;
Um+n = Um+1Un _quU n-1° Um+n = %(\/H’H—lvﬂ _quVn—l) (237)
Vm+n =U m+l¥n — qU mVn—l’ Vm+n :Vm+lU n_ quU n-1-* (238)

Ispat: Once (2.3.7) de verilen 6zdeslikleri ispatlayalim; Teorem 2.3.1 den

m-+n 2 et Vm+n+1 Vm+n
A™ =(p°-4q) ? , m+n tek, (2.3.9)
o quH\ - qu+n—l
™ e U U :
Am+n — (p2 _4q) 2 ( m+n+1 m+n } m-+n (}lft (2310)
-qU,., —qU..y

yazilabilir.

Hem m sayis1i hem de n sayisi tek olsun. Bu durumda m+n ¢ift olur. Matrislerin

carpimindan,
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m+n-2 Vm+1Vn+l - quVn Vn+1Vn - quVn—l
A™" = ATA" = (p? —4q) 2 (2.3.11)
- qvmvml +q 2Vm—an - quVn +q 2Vm—lvn—l

olup, (2.3.10) ve (2.3.11) matrisleri karsilikli esitlendiginde, (1,1) elemanlarinin

esitliginden

m+n m+n-2

(p2 _4q)TUm+n+1 = (p2 _4q) 2 (Vm+1vn+1 _qvmvn)

(p2 - 4q)U m-+n+1 =Vm+lvn+l - quVn

bulunur. (1,2) elemanlarinin esitliginden

m+n m+n-2

(p?-49) 2 U,.,=(p*-40q) 2 (Vp.V,—qV,V,.)

(p2 - 4q)U m+n Vm+1 n_ quVn—l

elde edilir. (2,1) elemanlarinin esitliginden

m+n m+n-2

( p2 - 4(:1)T (_q)U m+n ( p2 - 4q)T (_q)(\/mvn+l - qvm—lvn)

(p>-4qU, . =V V.., —qV, V.

m " n+l

elde edilir. (2,2) elemanlarinin esitliginden

m+n m+n-2

( p2 - 4q)7 (_q)U m+n-1 — ( pZ - 4q)T (_q)(vmvn+l - qvm—lvn)

(p>-4qU, . =V V.., —qV, V.

m " n+l
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elde edilir. Boylece, ispatin basinda hem m hem de n sayisinin tek say1 se¢ilmesine
ragmen (2.3.7) deki 6zdesliklerden ikincisinin m ve n sayilarnin tiim degerleri igin

dogru oldugu gosterilmis oldu.
Benzer bigimde, hem m hem de n sayilari gift tamsayilar oldugunda;

m+n U m+1U n+l qU mU n U m+1U n qU mU n-1
A™" = (p? —4q) 2 (2.3.12)
-qu U, ,+qU_ U -qu U +q°U, U,

n

olur. Tekrar (2.3.10) ve (2.3.12) matrisleri karsilikli esitlendiginde, (2.3.7) deki ilk
Ozdeslik

Um+n :Um+lUn _quUn—l

kolayca elde edilir. Benzer bi¢imde, (2.3.8) de verilen diger ozdeslikler de

ispatlanabilir.

Bu teoremde, ozel olarak eger p=1 ve q=-1 yazilirsa m, Ne Z , {Fn} ve {Ln}

dizileri i¢in,

I:m+n = I:m+1 I:n + I:m I:n—l’ I:m+n = %(Lmﬂ Ln + I-m I-n—l)
ve
Lm+n = I:m-¢—l Ln + I:m I—n—l’ I—m-¢—n = I—m+1 I:n + Lm Fn—l .

ozdeslikleri elde edilir [28].
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Teorem 234 m, nNe Z ve A=p°—-4q#0 olmak iizere asagidaki 6zdeslikler

saglanir.

=q - (U mU n+l m+lU ) U qT (Vm+lv -V Vn+l) (2313)

Vm— n = qin (VmU _Vm+1U n )’ Vm—n = qin (U m+1V U Vn+l) (2314)

n+1

Ispat: A™" matrisini kullanarak (2.3.13) de verilen dzdeslikleri ispatlayalim. Hem

m sayist hem de n sayisi tek olsun. Bu durumda m—n sayisi ¢ift olur. Boylece

m-n U m-n+1
A™" = (p?-4q) 2 (2.3.15)
_ qU

m-n
yazilir. Ayrica matrislerin carpimindan

qV -1 + quVn Vm+1V +VmVn+1
A™M = ATATT = _qfn(pZ _4q) 2 (2316)

qZV \% -1 q2V Vn quVn - qu—lv

m'n m-1

m+1" n-:

n+l

yazilabilir. (2.3.15) ve (2.3.16) esitliklerindeki matrisler karsilikli esitlendiginde,

(1,1) elemanlarinin esitliginden,

(p2 _4'q)7 m-n+l — (p 4q) 2 ( qu+1 n-1 +quVn)
( p - 4q)U m-n+l 7n+l (Vm+1 mVn )

q—(n—l)
U m—(n-1) — m (Vm+lvn—1 _VmVn)

elde edilir. (1,2) elemanlarinin esitliginden,
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m-n —N—

(p>-49) 2 U, , =-q"(p’ 4q) D ( VoV, +VoVo,)

(pZ - 4q)U m-n — q—n (Vm+1V -V Vn+1)

U VvV, -V, V
m-n (p _4 )(Vm+1 n+1)

bulunur. (2,1) elemanlarinin esitliginden

—Nn—

_Q(pz _4q)TUm—n =_qfn(p 4q) D (q2Vm+1V qZVmVn+1)
_q(p2_4q)umn__q nqz(\/m n-1"— len)

( p2 - 4q)U m-n — q B (van—l _Vm—lvn)

—-(n-1)

q
2 4q (van—l _Vm—lvn)

m—1.
U —1-(n-1)

olur. Son olarak (2,2) elemanlarinin esitliginden

—N—

m-n 2
—q(p*-4q) 2 U, =-q"(p® 4q) 2 (QV,V, —OQVy V)

(p2 - 4q)U m-n-1 — q—n (\/mVn _Vm—1Vn+1)

7n

U = nV, —V,.V
(m-1)-n ( 4q)(v m-1 n+l)

elde edilir. Boylece (2.3.13) de verilen 6zdesligin ikinci kisminin tim mve n
sayilart i¢in saglandigini gdstermis olduk. Benzer bigcimde hem m sayisi hem de n

sayis1 ¢ift alinarak diger 6zdeslik de ispatlanabilir. Bununla birlikte m ve n
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sayilarinin sirastyla tek ve ¢ift durumlari incelendiginde de (2.3.14) deki 6zdeslikler

bulunur.

Eger yukaridaki teoremde p=1ve q=-1 yazilirsa, M, N € Z igin,

&
- I:m+1 Fn)’ I:m—n = (Lm+1 Ln - I—m Ln+1)

Fm—n = (_1) " (Fm I:n+1 5

ve
Lm-n = (_1)n (Lm Fn+1 - Lm+l Fn)! Lm—n = (_1)n (Fm+1 Ln - Fm Ln+1)

Ozdeslikleri elde edilir [28].

Teorem 2.35 M, Ne Z ve A= p® —4q olmak iizere;

V.U, ntek
Upeo 1(-0)"U, = (2.3.17)
U,V, ngift
ve
AU U., n tek
Vm+n +(_q)nvmfn = (2318)
V.V, n cift

0zdeslikleri saglanir.

Ispat: (2.3.7) ve (2.3.13) de verilen bzdeslikler ile birlikte U, —qU,, =V, ve
V.., —0qV,, =AU, ozdeslikleri de kullanilarak, (2.3.17) de verilen 6zdeslgin ispat

kolayca yapilabilir; n ¢ift say1 olsun. Bu durumda,
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Upew +(-0)"U,, =U,U, -qU U +(-9)"g " (U, -V U,

m+n m+1~'n m+1~n

:Um(Un+1 _qUn—l):UmVn

bulunur. n tek say1 olsun. Bu durumda,
" 1 g
U men T (_Q) U m-n = X (Vm+1Vn - quVn—l) + (_q) T (Vm+1vn _VmVn+1)

Vi Vi
:X(le - qvn—l) = XAUn :VmUn

elde edilir.

Benzer sekilde, (2.3.18) 6zdesliginin ispati, (2.3.8) ve (2.3.14) da verilen 6zdeslikler,
U,-qu, . ,=V, ve V. —qV,,=AU, o0zdeslikleri kullanilarak Kkolayca

yapilabilir; n ¢ift say1 olsun. Bu durumda,

Vi + (0 Vo =Vl =V, U+ (0) "0 (VU V30U,
=Vp Uy —0U,) =V,

olur. Simdi de n tek say1 olsun.

Vi +(0) Vg =U oV, —0UV, o +(-0)" 07" UV, -U V)
=U, (Vo —QVoy) =AU, U,

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Yine burada p=1 ve q=-1 yazilirsa, Koshy tarafindan verilen
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L F ., ntek 5F F , n tek

m°'n? m-°n

F.L., ngift L.L ., ncift

m™=n m™=n

Ozdeslikleri elde edilir [28].

Benzer olarak, Teorem 2.3.3, Teorem 2.3.4 ve Teorem 2.35de, p=2 ve q=-1
alinirsa, Pell ve Pell-Lucas dizilerinin elemanlarini igeren 6zdeslikler ve p =1,
g=-2 almirsa, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas dizilerinin elemanlarini igeren

Ozdeslikler elde edilir.

Asagidaki lemma, C matrisi ile birim matrisin ilgisini vermektedir ve daha sonra
baz1 genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri ile ilgili 6zdeslikler elde edilmesinde

kullanilacaktir.

31 1 0
Lemma23.1C= I= .
(1 ZJ ve (0 1] olmak tizere,

- [”}5“0“2k (2.3.19)
0

olur.

Ispat: C+5C™" =5l esitliginin her iki yammin n. kuvveti almirsa ispat kolayca

goriilebilir.

Teorem 2.3.6 n tek ise,

o (n k-1
V,=A (Jq PYi 4 (2.3.20)
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ve n cift ise,
2o (n k-1
U,=A a4 PYes (2.3.21)
K
dir.

H
2k —i . :
Burada, A= p?-4q, yk=2[ _ JT“'(—D)' dir ve ayrica T =izA™" ve

io\ |

D=detA™ = 1 dir.
gA

Ispat: A= A(I + qA’l) esitligi kolayca goriilebilir. Binom agilim yardimuyla,

nin
A" = A" KA 2.3.22
;[qu ( )
) —
elde edilir. A‘lzﬁ( qpq 0? pqu oldugundan, A™ =(A™)* ve Teorem

2.2.1 kullanilarak A™ matrisinin k. kuvveti,

2 _2 p
Yk _(p_qujyk—l q_Ayk—l

-p L2
A Yia Y« A Yia

biciminde yazilir.

nn
A" = A" Z[kj q“A*esitliginde, A™ yerine yazilirsa

k=0
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A" = A”Z{EJ gt (2.3.23)
k=0

bulunur. (2.3.3) denkleminde n tek oldugunda, A" matrisinin (1, 2) eleman1 ve

(2.3.23) matrisindeki (1,2) elemant esitlenirse,

L{l n n n n
(p>-4q)2 v, = A"Z(k]qk q% Vs = A”‘lziqu“ s

k=1 k=1

bulunur. Boylece,

elde edilir. Benzer bigimde, (2.3.3) denkleminde n ¢ift iken, A" matrisinin (1, 2)

elemani ve (2.3.23) deki matrisin (1, 2) elemani esitlenirse,

n nn
2 —4 ZU — An k p
(p* - 40)%U, ;(k]q Ve

n-2 p
U,=az 3| gt
n k q pyk—l
k=1

bulunur.

Simdi, Teorem 2.3.1 de verilen (2.3.3) matrisini kullanarak {U .} ve {V,} dizileri igin

yeni birka¢ 6zdeslik daha verelim;
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Teorem 2.3.7 n tek ve k ¢ift tamsay1, A = p® —4q olmak iizere,

k-1
{TJ k—1-i) 2=
U, =V, : A2 U g (2.3.24)

dir.
Ispat: Teorem 2.3.1 kullanilirsa n tek oldugunda

An — (pz _4q)nz_l£ Vn+1 Vn j
_qvn _an—l

olur. k ¢ift olsun. Bu durumda

YAV U
Ank — (p2 _4q) 2 [ nk+1 nk J (2325)
_qUnk _qUnk—l

yazilir. Simdi, A" matrisinin k. kuvvetini Teorem 2.2.1’i kullanarak tekrar yazalim:

A = p® —4q olmak iizere,

n-1 n-1

n10y v k Y + qATVn—l Yia ATVn Yia

nyk n+l n

(A" =| A2 = (2.3.26)
- qvn - qvn—l n-1 n-1

- qATVn Yva Ye — ATVn+1 Yia

n

n-1
(Vv Vv
olur. Buradaki y, degerini, A" =A? ( e ] matrisine bagli olarak
- an - qvn—l
yazmak i¢in dnce bu matrisin iz ve determinantin1 yazmak gerekir. Yani,

n-1 n-1 n+l

T=izA"=A2(V,,—qV,,)=A2AU, =A% U,
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D =detA" = AT (_qvn+1vn—1 + an2) = _qAnil (Vn+1Vn 1 _Vnz)

olurve V. V., —V?=q""A oldugu kullanilirsa,

n+1 n
D =detA" =—q"A"

bulunur. Buradan

2 2

2k —1-i k—-1-2i i 2k —1-i n%l K=1-2i [N ANV

Yia= D, i (-D)' = >, o [aru) T @A
i=0 i—0

elde edilir. Simdi (2.3.25) ve (2.3.26) de verilen matrislerin esitliginden,

K—
nk n-1 n-1 {7J k =1—i n+l . .
Azunk=A2vnyk_1=A2an( i ](AZU)“Z'(q“A“)'

bulunur. Gerekli diizenlemeleri yaparsak

k—
nk nk+k {7J K—1—i) 22 k—1-2i [
Azunk:A 2 Vn I 2 Un (an”)|

ve buradan

: M(kli

]A—(Hl)u nk+2iqni

elde ederiz. Boylece ispat tamamlanmis olur. Simdi de n tamsayisinin ¢ift olma

durumunu irdeleyen asagidaki teoremi verelim:
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Teorem 2.3.8 n gift ve k herhengi bir tamsay1 ve A = p® —4q olmak iizere,

21
(k Il |Jvnk—1—2iqni(_1)i (2.3.27)

dir.

Ispat: Teorem 2.3.1 e gore n gift oldugunda,

An:(p2_4q)2(un+l Un ]
_qUn _qUn—l

oldugunu biliyoruz. kK hangi tamsayi olursa olsun nk ¢ift olacaktir. Bu durumda yine

YAV U
Ank — (p2 _4q) 2 [ nk+1 nk J (2328)
_qUnk _qUnk—l

yazilir. Simdi A" matrisinin k. kuvvetini Teorem 2.2.1 deki esitlikleri kullanarak

yazalim: A = p® —4q olmak iizere,

U U LY +aAU LY, AU,y

nyk n+1 n

(AM)* =| A? = (2.3.29)
_qUn _qUn—l

n n

- qAEU nYka Y — AU 1 Yk

Un+l U
_qUn _qUn—l

n

olur. Buradaki y,, A" :Az( j matrisine baghdir ve once bu

matrisin iz ve determinanti hesaplanmalidir. Basit bir hesaplama ile
T=izA"=A2U,,, -qU,,) =A%,

n+1

ve



D =detA" =A"(—qU, U, +qU?)=-gA"U, U, ,-U?)

n+l n+1

olur ve Cassini formiili kullanilirsa,
D =detA" =q"A"
bulunur. Buradan

kL

{%J —1—i {ZJ _1_i n
yk71 _ Z (k l |]Tk_1_2i (_D)i _ Z (k Il |](A2Vn)k_1—2i (_ann)i

i=0

elde edilir. Simdi (2.3.28) ve (2.3.29) da verilen matrislerin esitliginden,

k-1
nk n n LTJ k—1—j) " _ _
AU, =AUy, =AU, ) i (A2V,) 2 (—g"A")'

i=0

bulunur. Gerekli diizenlemeleri yaparsak

nk nk {%J k H
i=0

ve buradan

7
2 k-1-i k=1-2i _ ni i
U nk — U n | Vn q (_1)

i=1

50

elde edilir. Bdylece ispat tamamlanmis olur. incelenmesi gereken bir durum da n ve

k sayilarmin ikisininde tek tamsayr olma durumudur. Bu durum igin asagidaki

teoremi verelim:
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Teorem 2.3.9 n ve k tek tamsay1 ve A = p? —4q olmak iizere,

k-1
{TJ k_l_l k—1-2i @ ni
V., =V VAN (2.3.30)

dir.

Ispat: Teorem 2.3.1 den n tek oldugunda,

An — (pz _4q)nz_l£ Vn+1 Vn j
_qvn _an—l

oldugunu biliyoruz. nk sayisi tek olacagindan,

Ly v
Ank — (pZ _4q) 2 ( nk+l nk j (2331)
- ank _qvnk—l

yazilir. Simdi A" matrisinin k. kuvvetini Teorem 2.2.1 deki esitlikleri kullanarak

yazalim: A = p® —4q olmak iizere

n-1 n-1

n10y v k Y + qATVn—lyk—l ATVn Yia
nyk n+l n
(A") =(A 2 ( Qv J] = (2.3.32)
- n-1 n-1 n-1

- qATVn Yva Ye — ATVn+1 Yia

oy V
olur. Buradaki y,, A" =A?2 ( nt " matrisinin iz ve determinantina bagl
- an - qvn—l

olarak,

k-1

s 2 Casiy
yklzz(k l |JTK_1_2i(_D)i=Z(k Il I](Azun)k_l_zi(ann)i

i=0 | i=0



bi¢iminde yazilir. Simdi (2.3.31) ve (2.3.32) de verilen matrislerin esitliginden,

k-1
nk n-1 n-1

TJ k—1—i) ™t . .
sznszZVnyk—leZVnZ( : j(AZUn)klz'(ann)'

yazilabilir. Gerekli diizenlemeleri yaparsak

elde edilir.

Yukarida verilen son {i¢ teoremde n =K alinirsa

21
Unz=Uni(n_il_ljvn"‘l'“qm(—l)‘ . it
=1

52

ozdeslikleri elde edilir. Ayrica, eger bu 6zdesliklerde p=1 ve q=-1 yazilirsa {Fn}

ve {Ln} dizileri i¢in de asagidaki yeni 6zdeslikler tiiretilmis olur;

nt
2

Fe=F, > (n_il_']Ln””‘(—l)””‘ . n it

] -
2 ln-1-i ot
Z(n ! I]Fn"‘”"S 2 (D™ 5 on otek.



53

Bununla birlikte, bu 6zdeslikler P ve Q sayilarinin se¢imlerine gore Pell, Pell-

Lucas, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas dizileri i¢in de kolaylikla yazilabilir.

31 ..
Simdi, B6liim 2.3 de tanimladigimiz A matrisinin 6zel hali olan, C = (1 2] matrisi

1
ile literatiirde daha once kullanilan R =( j matrisi arasindaki iligskiyi veren

asagidaki sonucu yazalim.

Sonug¢ 2.3.3 C ve R matrisleri i¢in,

R™C" = 5”[ " J (2.3.33)

olur.

_ 1 1) .
Ispat: RC =5Q ve CR=5Q oldugu goriilebilir. Buradaki Q:(:L Oj Fibonacci

matrisi olup (RC)" =(5Q)" yazilirsa, buradan R"C" =5"Q" bulunur. Bu esitlikte,

her iki taraf R ile carpilarak R"™'C" =5"RQ" elde edilir. Ayrica,

oldugundan,

bulunur. R" matrisi yazilirsa,



n-1
2

R" — 5n R, n tek
521, n cift

elde edilir. Boylece, R matrisi ile C matrisi arasinda bir iligski kurulmus olur [28].
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BOLUM 3. FIBONACCI TiPi POLINOMLARIN KOKLERI

Giris boliimiinde, baslangi¢ kosullarini, Go(k) (x) =-1, Gl(k) (X) =x-=1 bi¢iminde

olan ve G™,(x) = x*G%)

n+1

(x)+GM(x) tekrarli bagintisi ile tanimlanan, Fibonacci
tipi polinomlardan bahsedildi. Bu bslimde ise, G (x) polinomlarinin k=2 ozel
durumunu g6z oniine alacagiz. Baslangi¢ kosullarini, a pozitif bir reel say1 olmak
tizere, GP(x)=-a, GP(x)=x-a alarak, G®(x) polinomlarimin koklerini

inceleyecegiz. n >0 igin,

Gp.o ) (X) = X°G,,? () + G, (x) (3.2)

tekrarli bagintis1 yazalim. (3.1) denkleminde verilen tekrarli bagintinin karakteristik

denklemi,
A2 —x*21-1=0

olup, kokleri ise

a(x) > (3.2)
ve
plx) = XX (33)

dir.
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G? (x) polinomlarin,

GP(x)=x—a,
GP(x)=x*-ax’ —a,
GP(x)=x* —ax* —ax” +x—a,

GP(x)=x" —ax® —ax* +2x® —2ax* —a.

olarak siralayabiliriz. Dikkat edilirse, G®(x) polinomlarinin her biri monik

polinomdur ve sabit terimleri —a dir. G (x) polinomlarinda X = ayazilirsa,

G?(a)=0,
G?(a)=-a<0,
G{P((a)=-a’*=a’G{(a) <0,

GP(a)=-a°-a<-a’=a’G{(a) <0,

elde edilir. Tiimevarim yardimiyla, k>2 i¢in, G® (a)<a’G®(a)<0 olur ve

tekrarli bagint1 kullanilirsa,

GA(a) =a’G (8)+ G (a) <0

elde edilir. Buradan n>2 i¢in G”(x) <0 oldugu goriiliir. Benzer sekilde, eger

X=a+1 yazilirsa, n > 2 igin,

GP(x)>0

elde edilir. Boylece, n>2 i¢in G® (x) polinomlarinin (8, a&+1) araliginda en az bir

koke sahip oldugu sdylenebilir.

Simdi de daha sonra kullanmak iizere, asagidaki lemmayi verelim.
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Lemma 3.1 Pozitif katsayili f fonksiyonunun maximal reel kokii r ise, x> r icin
f(x) >0 dir. Buna karsin, x>t icin f(Xx) >0 ise, r<t dir. Eger, f(S)<0 ise,
s<r dir [37].

G?(x) polinomunun tek ve ¢ift indisli kokleri sirasiyla {anfl} ve {QZn} olsun.

Koklerle ilgili asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.1 g, , G®(x)polinomunun maksimal reel kokii olmak tizere, {g,, ,}

monoton artan ve {g,,} ise monoton azalan bir dizidir.

Ispat: Once, tek indisli G® (x) polinomlarim dikkate alalim. Kolay bir hesaplama
ile GP(@)=-a®<0; g,>a dir. Ayrica, G®(x) polinomunun kokii g, =1
oldugundan ¢, >¢,=a=1 yazabiliriz. Simdi, 0, <0;<0s<-"*<0, 3 <0
oldugunu kabul edelim. Lemma 3.1 kullanilarak, G (g,.,)>0 oldugunu
yazabiliriz. Ayrica, G%, (g,) = (-D)*"G?, (g,) oldugunu gérmek zor degildir. Son

yazdigimiz formiil kullanilirsa asagidaki esitlik yazilabilir;
Géi)ﬂ(g 2k—1) = G((2212—1)+2 (9 2k—1) = _G((zzlz—l)—z (9 2k—1) = _Géi)—s (9 2k—1) .
Dolaysiyla, G2, (g,,_,) <O elde edilir.

Lemma 3.1 den, G{2,(x) polinomlarmin g,, ,den daha biiyiik bir kke sahip oldugu

goriilebilir. Boylece, 0,,.; > 0,, ; yazmak miimkiindiir.

Simdi, ¢ift indisli G?(x) polinomlarini inceleyelim. Tekrarli bagmnti kullanilirsa

asagidaki

Gz(i)u (9n) = g;k—lGéi) (91) + Géi)—l (92-1)
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esitligi bulunur. G2 (g,._,) =0 ve G{,(9,_,) <0 oldugundan, G{¥(g,, ,) <0

yazilabilir. Lemma 3.1 kullanilarak;
O2ka < Yok
oldugu goriilebilir. Tekrar Lemma 3.1 yardimiyla, G2 (g, ) >0 esitsizligi elde

edilir.

Benzer bicimde tekrarli baginti1 yardimiyla,

G(9x) = 95621 (9,) + G, (92)

esitligi yazilabilir. Buradan, — g2G%), (g,,) = G!?,(g,.) <0 yazilabilir. Boylece,

Ok <O
olur.

Dolayisiyla, {g,, ,} dizisinin monoton artan ve listten a+1 ile sinirli oldugu, benzer
bigimde {g,,} dizisinin monoton azalan ve alttan a ile smnirli oldugu elde edilmis

olur.

Teorem 3.2 {g,, ,} ve {0,,} dizileri agagidaki

J@-a?)?+8a% —(1-a?)
2a

(3.4)

Sayisina yaklnsar.

Ispat: (3.1) de verilen tekrarli bagint1 i¢in Binet formiilii yazilirsa,

GP(x) = A" (X) + B(X) 8" (X)
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olup

A(x) = 2(x—a)+ax’ —avx' +4

2Vx* +4

ve

B(x) = —2(x—a)—ax®*—avx' +4
2Ux* +4

yazilabilir. Her Xe[a,a+1] icin, (3.2) ve (3.3) esitlikleri kullanilarak
1 1
— <

a(x)  a(a)

a(x) > a(@) >1 ve |B(x)|= oldugundan

lima"(x) =40 ve limpB"(x)=0

n—oo

elde edilir. Eger Binet formiiliinde, n=2k -1, x=g,, , alinir ve kdk bulmak igin

G?(x) =0 oldugu kullanilirsa,

A(92k—1)a2kil(gzk—l) + B(gzk—l)ﬂZkil(QZK—l) =0

elde edilir. Boylece,

A(9y4) = —B(gZK_l)[MJ

o (9 Zk—l)

bulunur. A(X) ve B(x) sayilari [a,a+1] araliginda siireklidir. Bu ise sunu gosterir:
|A(X)| ve |B(X)|, [a,a+1] araligi tzerinde alttan ve dstten sinirhidir, ayrica

l!im A(9,,_,) = 0dir. Binet formiilii yardimiyla,



J@-a%)?+8a’ —(1-a?)
2a

limg, , =
k—>o0

elde edilir.

n=2k, x=g,, alinirsa, benzer olarak agsagidaki formiil bulunur;

1_22 82_1_2
im g, - J@-a)"+8a’ —(-a’)
k—o0 2a
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BOLUM 4. SONUC VE ONERILER

Bu ¢aligsmada, bazi say1 dizileri ve bu dizilerin terimlerini igeren 6zdeslikler yazildu.
Herhangi 2x 2 tipinde bir matrisin iz ve determinantindan yararlanilarak 6zdeslikler

tiretildi. n,k >1 olmak tizere,

nk

%] H
o 2 e

nk —i 0

ab
esitligi elde edildi. Burada B=(C dj olmak iizere, T ve D sirastyla,

T=izB=a+d ve D=detB=ad —bc dir. Bu kisimda verilen 6zdeslikler, 2012

yilinda “Ankara Matematik Giinlerinde” bildiri olarak sunulmustur.

Ayrica elemanlart n>2 i¢in, V,=pV,,—-qV,,, V,=2, V,=p biciminde

n

tanimlanan genellestirilmis Lucas dizisinin terimleri olan

2_
A:(p 29 p J
—gp  -29

matrisi tanimlandi ve kuvvetleri incelendi. Burada a, b, p ve q kompleks sayilar
ve =0 dir. Bu matrisin tek ve ¢ift kuvvetlerinin genellestirilmis Fibonacci ve

Lucas dizisinin terimleri ile iligkili oldugu goriildii. Bu matrisle ilgili ¢alismamiz ise,

2012 de Advances In Difference Equations adli dergide yayimlandi.

Tanimladigimiz matrisi kullanarak genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri ile
ilgili bir¢ok 6zdeslik elde ettik. Bu 6zdeslikler yine ayn1 matris kullanilarak daha da

genellestirilebilir. Ornegin; genellestirilmis Lucas dizisi olan V,, icin yazdigimiz
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ozdesikler, V,,,, i¢in de yazilabilir. Ayrica, 2x 2 tipinde yazilan matris daha biiyiik

boyutlu olusturulup farkli 6zdeslikler de tiiretilebilir.

Calismamizin son boliimiinde “altin  polinomlarin” koklerini inceledik. Altin

polinomlar,

Gp.o” (X) =X°G,,? () + G, (x)

tekrarli bagintisi ile verilir. Literatiirde baglangi¢ kosullari G (x) = —1,
Gl(z) (X) =x—1 alinarak, bu polinomlarin kokleri incelendi ve [38] de bu kdklerin
V2 sayisia yakmsadigi verildi. Biz burada baslangig kosullarmi G (x) = -a,

G (x) = x—a alarak, ayn1 polinomlarin koklerinin

J@-a%)? +8a% —(1-a?)
2a

sayisina yakinsadigimi gosterdik. Koklerle ilgili yapilan calisma “Journal of
Inequalities and Applications” adli dergide basilmak {izere kabul edilmistir.
Literatiirdeki ¢alismalar dikkate alinarak, ¢alisma bir adim daha ileriye tasinip, bu
polinomlarin koklerinin sinirlart incelenebilir [18, 35, 36, 37, 38, 41, 55]. Bununla

birlikte, k>3 secilerek, Gn(k)(x) polinomlarmin koklerinin davranis1 da bir

problem olarak ortaya konulabilir.
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