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OZET

Anahtar kelimeler: Fermi Sistemleri, Deforme Fermi Gazi1 Modeli, Kuantum Grup ve
Cebirleri, Deforme Fermiyonlar, Fibonacci Analizi, Virial Ac¢ilimi, Istatistiksel
Termodinamik

Bu tez ¢alismasinda fermiyonik Fibonacci osilatorleri (FFO) gazi modeli g6z Oniine
alinmig, sistemin yiiksek sicakliklar limitinde istatistik mekaniksel oOzellikleri
incelenmistir. ilk dort boliimde; deforme cebirlerin uygulamalari, kuantum o6zdes
parcacik sistemleri, standart fermiyon cebiri, (q,p)-deforme fermiyon osilatér cebiri
ve ideal Fermi gazinin genel istatistik mekaniksel 6zellikleri hakkinda temel bilgiler
verilmistir.

Besinci boliim tez calismasinin orijinal kismidir. Modelin deforme dagilim
fonksiyonu elde edilerek, toplam pargacik sayisi, i¢ enerji, entropi gibi termo-
istatistiksel fonksiyonlar, yiiksek sicakliklar limitinde reel, bagimsiz (q,p)
deformasyon parametreleri cinsinden hesaplanmistir. Modelin hal denklemi ve ilk
bes virial katsayisi iki ve {i¢ boyutlu uzayda bulunmustur. Son béliimde ise bulunan
deforme termo-istatistiksel fonksiyonlara deformasyonun etkileri ve modelin olasi
fiziksel uygulamalar1 tartisilmastir.



THE INVESTIGATION OF THE HIGH TEMPERATURE
STATISTICAL MECHANICAL PROPERTIES OF THE
FERMIONIC FIBONACCI OSCILLATORS GAS MODEL

SUMMARY

Keywords: Fermi Systems, Deformed Fermi Gas Model, Quantum Groups and
Algebras, Deformed Fermions, Fibonacci Calculus, Virial Expansion, Statistical
Thermodynamics

In this study, the Fermionic Fibonacci oscillators (FFO) gas model is considered. In
the high temperature limit, its statistical mechanical properties are investigated. In
the first four chapters, basic informations are given about applications of deformed
algebras, quantum identical particle systems, standard fermion algebra, the (q,p)-
deformed fermion oscillator algebra and statistical mechanical properties of the ideal
Fermi gas.

The fifth chapter is the original part of the thesis. By obtaining the deformed
distribution function of the model, the thermo-statistical functions such as; total
particle number, internal energy and entropy are calculated in terms of the real,
independent (qg,p) deformation parameters. All of these calculations are achieved in
the high temperature limits. The equation of state and the first five virial coefficients
of the model are found in two and three dimensional spaces. In the last chapter, the
effects of the deformation on the obtained deformed thermo-statistical functions and
possible physical applications are discussed.
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BOLUM 1. GIiRiS

Dogadaki sistemlerin incelenmesinde kullanilan fiziksel yontemler ve hesaplamalar
incelemenin yapildigir hiz, boyut ve enerji dlgcegine gore farklilik gosterir. Mesela
atomalt1 parcaciklarin s6z konusu oldugu boyutta klasik mekanik yasalar
gecerliligini yitirir ve yerini kuantum mekanigi yasalarina birakir. Oyle ki artik
gozlenebilirler lineer vektdr uzayinda birer islemciyle temsil edilirler. Burada
tizerinde durulabilecek bir diger ilging nokta kuantum mekanigindeki h Planck
sabitinin klasik mekanigi deforme eden bir parametre olarak degerlendirilebilmesidir
[1, 2]. Deformasyonun baska o6rnekleri ile karsilasmak da miimkiindiir. Mesela xy-
koordinatlar1 arasindaki sira degistirme bagintisinin bir g deformasyon parametresi
1s181inda tanimlanmasi ile komiitatif olmayan geometriye gecis yapmak miimkiindiir.
Bu yap1 kuantum gruplartyla yakindan alakalidir [3]. Oyle ki iki boyutlu kuantum
diizleminde tanimlanan komiitatif olmayan diferansiyel analizin yapisinin kuantum
matrisleri ile tanimlanan bir doniisim altinda degismez kaldigimi gormek
miimkiindiir [4]. Burada kuantum matrisleriyle kast edilen yapida, matris elemanlari
q deformasyon parametresi ile tanimlanan sira degistirme bagintilarina sahiptir.

g =1 icin bu yap1 klasik matris yapisina kars1 gelmektedir.

Kuantum grubu yapist ilk defa kuantum alan teorisi ve istatistik mekanikte
integrallenebilir sistemlerin davranisi galisilirken Kulish, Reshetikhin [5], Sklyanin,

Takhtajan ve Faddeev [6, 7] tarafindan ortaya konmustur [8].

Kuantum gruplar ile deforme bozon cebirleri arasinda bir iligkinin varligindan da
bahsetmek miimkiindiir. Bilinmektedir ki bozon cebirinin deformasyonu ilk defa
Arik-Coon tarafindan gergeklestirilmistir [9]. Daha sonra Macfarlane ve Biedenharn
birbirlerinden bagimsiz bir sekilde bozon cebirinin deformasyonunu Arik-Coon’dan
farkli bir formda gerceklestirmislerdir [10, 11]. Bu deformasyon i1siginda deforme

bozon cebirleri ile kuantum gruplar1 arasinda bir iligkinin varligi ortaya konmustur.



Oyle ki suq(2) Lie cebiri islemcilerinin deforme bozon cebiri islemcileri cinsinden

ifade edilebilecegi bu c¢aligmalar 1s18inda goriilmiistiir. Bu durum, o dénemde

deforme cebirlere olan ilginin artmasina da sebep olmustur.

Deforme cebirlerin farkli uygulama alanlarindan bahsetmek miimkiindiir. Bardeen-
Cooper-Schrieffer (BCS) ¢ok parcacik formalizminin niikleer ¢iftlenim kuvvetleri
versiyonunda dalga fonksiyonu i¢in standart fermiyon yaratma, yok etme operatorleri
yerine deforme yaratma, yok etme operatorleri kullanilmis; kuantum isgal olasiliklart
ve gap (bosluk), deformasyon parametresine bagli olarak incelenmistir [12]. Bir
baska calismada, Nambu-Jona-Lasinio (NJL) modeli gap denkleminde standart
fermiyon operatorleri yerine deforme fermiyon operatorleri kullanilmigtir. So6z
konusu g¢aligmada goriilmistir ki, NJL dort fermiyon etkilesmelerinin ¢iftlenim
kuvveti deformasyonun etkisiyle artmistir. Bu da dinamik kiitle ile alakali olan kuark
yogunlagmasinda bir artisa sebep olmustur [13]. Ote yandan, cekirdekteki ¢ok
pargacik etkilesmelerinin incelenmesinde de deforme cebirlerin daha yiiksek
mertebeden etkilerin anlagilmasinda 6nemli bir rol oynadigini gérmek miimkiindiir
[14]. Yine mezonlarin radyal ve rotasyonel uyarilmalari ve dinamik kiitleleriyle ilgili
caligmalarda x -deforme Poincare cebirinin deneysel verilerle iyi bir uyum iginde
oldugu soylenebilir [13, 15]. Kuark ve leptonlarin kiitle spektrumlar1 hakkinda g-
deforme cebirler 1s18inda séz soylenebilecegi gibi [16, 17], kuantum cebirlerini
kullanarak fermiyonlar ve bozonlar arasindaki etkilesimleri tarif etmek de

miimkiindiir [18].

Deforme bozon ve fermiyon sistemlerinin istatistik mekaniksel ozelliklerinin
incelendigi calismalara son yillarda siklikla rastlamak miimkiindiir. Oyle ki
literatiirde bu sistemlerin yiiksek ve diisiik sicaklik limitlerinin termo-istatistiksel
ozelliklerinin incelendigi bir ¢ok caligsma vardir [19-28]. istatistiksel mekanigin olasi
bir genellestirilmesi olarak degerlendirilebilecek bu yaklagimlar diginda, Tsallis
tarafindan ortaya konulan Tsallis istatistigi de istatistiksel mekanigin diger bir olas1

genellestirilmis formalizmidir [29].

Deforme cebirler yukarida bahsi gecen ¢alismalara ek olarak daha bir¢ok c¢alismada

karsimiza c¢ikar. Kompozit parcaciklarin i¢ yapisinin anlagilmasi i¢in kompozit



yapiyl olusturan pargaciklarin arasindaki etkilesimlerden veya basit olmayan
komiitasyon bagintilarindan faydalanilmasi gerekir. Deforme osilator sistemleri bu
amaca yoOnelik olarak kullanilabilecek yapilardan birisidir. Deformasyon
parametrelerinin kompozit yap1 hakkinda tasidigi anlam 1s18inda, kompozit yapinin
yapitasi olarak ya g-deforme bozonlart ya da g-deforme fermiyonlar1 géz Oniine

almak miimkiin olabilir [30, 31].

Agir iyon carpismalarinda iretilen ve kaydedilen hadronlarin iki parcacikli
korelasyon fonksiyonlarinin aligilmadik davraniglarini efektif olarak tanimlamak
icin, g-Bose gazi modelindeki g-deforme osilatér cebirinin kullanilmasi, deforme

cebirlerin farkli alanlardaki uygulamalarina bir bagka 6rnektir [32].

Literatiirde deforme cebirlerin karadelik fizigine uygulamalarina rastlamak da
miimkiindiir. Ornegin Pouliot ¢alismasinda [33], kuantum gravite teorisini
gelistirmek iizere pertiirbasyon teorisinde karsilagilan harmonik saliniciyr deforme
etmeyi Onermistir. Ancak bu yontemle sonlu sayida durum elde edilebilirken,

stipersimetri kirtlmasi istenilen seviyede gézlenememistir [33].

Diatomik molekiillerin titresimsel spektrumlarinin tanimlanmasinda SU,(11) ve
Uq(2) simetrilerine sahip g-deforme anharmonik osilatorlerini  kullanmak

mimkiindiir [34, 35]. Bu iki model 1s1ginda titresimsel molekiiler spektrumlari
yeterince iyi tanimlamak miimkiin olur. Ancak, spektrumu veren esitliklerde ayrigma
limitlerinin altinda beliren seviye sayilarinin ¢ikmasi bu modelin bir dezavantajdir.
Deneysel olarak bu sayinin ya bilinmesi veya bu saymin serbest ekstra bir parametre
olarak denklemde kullanilmasi gerekir. Bonatsos ve Daskolyannis g¢alismalarinda
[36] soz konusu dezavantaji da ortadan kaldirarak diatomik molekiillerin titresimsel

spektrumunu yine g-deforme anharmonik osilatorler yardimiyla tanimlamiglardir
[36].

Niikleer kollektif yapiyla ilgili ilk basarili g-deforme cebir uygulamasi Yu. F.
Smirnov [37] tarafindan yapilmigtir. Bu ¢alismayi zenginlestiren ve niikleer fizige -

deforme cebirlerinin nasil uygulandigin1 6rnekleyen bir bagka ¢alisma da Georgieva



ve arkadaglari tarafindan yapilmistir [38]. Georgieva ve arkadaslari iki ayr1 6rnek goz
Online alarak kuantum deforme cebirlerin niikleer fizige uygulamasini

gergeklestirmislerdir. g-deforme SU(3) dinamik simetri grubu ile tam ¢oziilebilen

iki-boyutlu etkilesimli bozon modelinin deforme versiyonunu ele aldiklar1 gibi,
ciftlenim korelasyonlarini ¢alismak i¢in de g-deforme Sp(4) modelini géz Oniine

almiglardir [38].

Deforme cebirlerin bir diger dnemli uygulamasi Monterio ve Rodrigues tarafindan

gerceklestirilmigtir  [39]. Landau teorisi ile *He izotopunun siiper akiskan

ozelliklerinin tanimlanmasi diisiik sicakliklarda deneysel sonuglarla bazi farkliliklar

icerir. Landau teorisinde *He izotopu i¢indeki fononlarin dispersiyon bagintisinda
pozitif ¢ikan bir parametrenin, deneysel verilere gore negatif ¢ikmasi gerekir.
Monterio ve Rodrigues ¢alismalarinda [39] géstermislerdir ki, deneysel verilerdeki
gibi negatif degerin elde edilmesi, fononlarin g-deforme bozonik osilatorler olarak
dikkate alinmasiyla miimkiin olabilir. Buradan elde edilen 1s1 kapasitesi degerinin de

deneysel sonuglarla uyum i¢inde oldugu goriilmiistiir [39].

Deforme sistemlerle ilgili farkli alanlardaki caligmalara daha bir ¢ok ©Ornek
verilebilir. Ancak artik bu tez ¢alismasinda g6z Oniine alinan sistem ve tezin igerigi
hakkinda birka¢ s6z soylemek daha uygun olacaktir. Tezin ikinci boliimiinde 6zdes
parcaciklar sisteminden ve simetrilestirme ilkesinden bahsedilmistir. Ugiincii
boliimde ise Oncelikle fermiyon cebiri {lizerinde durulmus; daha sonra da termo-
istatistiksel 6zellikleri incelenecek deforme Fermi sistemin ingasina iliskin kisa bir
bilgi verilmistir. Tezin dordiincii bolimiinde ideal Fermi gazi sistemi ve bu sistemin
istatistik mekaniksel o6zellikleri ile ilgili hesaplar 6zetlenmistir. Besinci boliim, tez
caligmasinin orijinal kismint olusturan (q,p)-deforme Fermi gazi modelinin yiiksek
sicakliklardaki termo-istatistiksel o6zelliklerinin incelendigi boliimdiir. Bu bdliimde
(9,p)-deforme Fermi gazi modelinin toplam pargacik sayisi, dagilim fonksiyonu,
basinci, i¢ enerjisi ve entropisi deformasyon parametreleri cinsinden elde edilmistir.
Ayrica sistemin iki ve ii¢ boyutlu uzayda, yiiksek sicakliklardaki hal denkleminin
virial agilimi ¢ikartilmis olup, ilk bes virial katsayisi deformasyon parametrelerinin

fonksiyonu olarak ayr1 ayri hesaplanmistir. Son boliimde ise elde edilen tiim termo-



istatistiksel fonksiyonlara q ve p deformasyon parametrelerinin etkileri aragtirilmig
olup, bu ¢ercevede deformasyon parametrelerinin fiziksel yorumlart yapilmaya
calisilmistir. (q,p)-Deforme Fermi gazi modelinin olas1 fiziksel uygulamalar1 da

ayrica tartisilmistir.



BOLUM 2. OZDES PARCACIK SISTEMLERI

Bu boliimde ilk olarak 6zdes parcacik kavrami ele alinacak ve bu parcaciklardan
olusan fiziksel sistemlerin klasik mekanik ve kuantum mekanigi 1s1ginda nasil
incelendikleri hakkinda kisa bir bilgi verilecektir. Kuantum 6zdes pargacik
sistemlerinde, sistemi tanimlayan dalga fonksiyonlarinin simetrik veya antisimetrik
olma Ozellikleri, 6nce iki pargacik ardindan da ¢ok pargacikli sistemler i¢in tekrar

edilecek ve bu ¢ergevede de simetrilestirme ilkesinden kisaca bahsedilecektir.
2.1. Ozdes Parcaciklar

Kiitle, yiik, hacim gibi fiziksel 6zellikleri birbirinin aynisi olan pargaciklara 6zdes
parcaciklar denir [40, 41]. Dogaldir ki, 6zdes pargacik sistemlerini incelerken, klasik
veya kuantum yaklagimindan hangisinin g6z Oniine alinacagina bagli olarak

yapilacak islemler birbirlerinden farklilik gosterecektir.

Klasik mekanige gore, 6zdes parcaciklari ayirt etmek miimkiindiir. Ciinkii 6zdes
parcaciklar i¢in kesin olarak tanimlanabilecek bir yoriinge s6z konusudur.
Dolayisiyla sistemdeki parcaciklarin biitiin 6zellikleri ayni olsa bile, yoriingeleri
onlar1 ayirt etmeyi miimkiin kilacaktir [41, 42]. Bu sebeple 6zdes pargaciklardan
olusan bir sitemdeki herhangi iki parcacigin degis tokusu ile elde edilen iki

konfigiirasyonun fiziksel olarak birbirinin aynisi oldugu séylenemez [43].

Kuantum mekaniginde ise, sistemi olusturan 6zdes parcaciklart klasik mekanikteki
yaklasim g¢ercevesinde ayirt etmek miimkiin degildir. Clinkii kuantum mekaniginde
klasik mekanikteki gibi belirli bir yoriingeden bahsetmek miimkiin degildir [41, 43].
Burada pargaciklar dalga fonksiyonlariyla tanimlanir. Dalga fonksiyonlarinin sifirdan
farkli oldugu bolgelerin kesismesine gore, parcaciklarin ayirt edilmesi ile ilgili s6z

soylemek mimkiin olur [41, 42]. Mesela bir atomun elektronlarini, dalga



fonksiyonlariin sifirdan farkli oldugu bdlgede bir kesisimin varligindan dolay1 ayirt
etmek miimkiin degilken, birbirinden yeterince uzakta olan farkli atomlarin

elektronlarini birbirinden ayirt etmek miimkiindiir [41, 42].
2.2. Kuantum Ozdes Parcacik Sistemleri ve Simetrilestirme ilkesi

Kuantum mekaniginde pargaciklar w(r,t) ile gosterilen dalga fonksiyonlariyla

tanimlanirlar. Parcacigin bir t aninda ¥ konumunda bulunma olasiligiyla ilgili

bilgiye ulagmay: saglayan y/(F,t) dalga fonksiyonu Schrodinger denklemi olarak

bilinen bir diferansiyel denklemi saglar [44]. N tane ayirt edilemez pargaciktan

olusan bir sistem i¢in zamana bagli Schrodinger denklemi

ih%‘/’(rl,slirmsziw;rN’SN’t)z

|:|(r1,Sl;r2,52;...;rN 'SN ,t)l//(l’l,Sl;l’z,Sz;...;l’N 'SN ,t) (21)

esitligi ile ifade edilir [41, 45]. Burada r,, r,,...,Iy Ve S1,So,..., Sy ile sirasiyla

konum ve spin koordinatlarini temsil edilmektedir. Bu ifadeyi
ih%y/(l,Z,..., N,t)=H(L2,...,N,t)w(L2,....,N,t) (2.2)

seklinde daha kisa bir sekilde yazmak miimkiindiir. Burada 1,2,...,N sistemdeki

parcaciklarin hem konum hem de spin koordinatlarini temsilen kullanilmaktadir [41].

Eger pargaciklar birbirleriyle etkilesmiyor ve zamana bagli olmayan bir potansiyel

icindelerse, (2.2) esitligindeki H Hamilton islemcisi

R ﬁz ﬁz I52 . R .
HL2,.. N t)=—2+ 2 4+ N V(1) +V(2)+...+V(N) (2.3)
2m  2m 2m

seklinde yazilabilir [41, 46]. Yukaridaki esitlikten de acikca goriilecegi gibi, 6zdes
pargaciklar birbirleriyle degis-tokus ettiginde, Hamilton islemcisi degismez kalir [41,

45]. S6z konusu simetrinin sonuglarii daha iyi gorebilmek icin N tane Ozdes



etkilesmeyen parcaciktan olusan bir sistemi incelemek yerine, iki parcaciktan olusan
bir sistemi incelemek daha uygun olacaktir. Birbirleriyle etkilesmeyen iki 6zdes
parcacik i¢in (2.3) esitligi ile ifade edilen Hamilton islemcisinin

H(L2)=H(21) (2.4)
esitligini sagladig kolaylikla goriilebilir [41, 45]. N pargacikli sistemde oldugu gibi

bu sistemde de potansiyelin zamandan bagimsiz oldugu kabul edildiginden,

zamandan bagimsiz Schrodinger denklemi

H(L2)y(L2) = Ey(L2) (2.5)
seklinde yazilabilir [41]. Burada Hamilton operatoriiniin y/(1,2) 6zdurumuna karsi
gelen enerji 6zdegeri E ile gosterilmektedir. Parcaciklar etkilesmedigi igin Hamilton
operatoru

H(12)=H(1)+H(2) (2.6)

seklinde ayr1 ayr1 pargaciklarin Hamilton operatorlerinin toplami cinsinden de

yazilabilir [41, 45]. Boylece (2.5) esitligindeki y(1,2) ve E ifadeleri igin sirasiyla

w(12)=y,(Dyz(2) (2.7)
Ei =B +Eop (2.8)
esitlikleri yazilabilir [41, 46]. Burada « ve g indisleri birinci ve ikinci pargacigin
bulunduklart kuantum durumlarini temsilen kullanmilmistir. (2.6)-(2.8) esitlikleri

1s1g8inda (2.5) esitligini

H(Q)w, (1) = ELi, (1) (2.9)



H(2)w5(2) = Ezpp(2) (2.10)

seklinde iki ayr1 esitlikle ifade etmek miimkiindiir [41]. 1 ve 2 no’lu pargaciklar
0zdes olduklarindan, (2.7) ve (2.8) esitliklerindeki gibi

w(12)=y,(2)yz(1) (2.11)
En =By, +Eip (2.12)
ifadeleri yazilabilir [41]. Boylece (2.9) ve (2.10) esitliklerine benzer sekilde

H(2)w, (2) = Ezuv(2) (2.13)

H(Dy (1) = Eygy (1) (2.14)

esitlikleri elde edilebilir. Burada sistemdeki parcaciklar 6zdes oldugundan (2.9) ve
(2.13) 6zdeger denklemlerindeki enerji 6zdegerleri ile (2.10) ve (2.14) G6zdeger

denkelemlerindeki enerji 6zdegerleri birbirine esittir [41]. Bir baska deyisle; H(1,2)
islemcisinin (2.7) 6zdurumuna kars1 gelen E, enerji 6zdegeri ile (2.11) 6zdurumuna
karst gelen E, enerji 6zdegeri aymidir [41]. Boylece sistemi olusturan ozdes
pargaciklar degis-tokus edildiginde, sistemin enerjisinin degismeyecegi matematiksel

olarak goriilmiis olur. Bu durum degis-tokus dejenereligi olarak da isimlendirilir
[41].

Herhangi bir f (1,2) fonksiyonuna etkisi
Pof(12)=f(21) (2.15)

esitligi ile tanimlanan bir P, [41, 45, 47, 48] degis-tokus islemcisinin, (2.5)

esitligindeki Hamilton islemcisi ile sira degistirdigi kolaylikla goriilebileceginden;
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H(12) islemcisi ile Islz islemcisinin ortak 06zfonksiyonlara sahip oldugunu

soylemek miimkiindiir [41, 45]. Boylece w(1,2) 6zfonksiyonu i¢in

Pow(L12)=Aw(L2) (2.16)

0zdeger denklemi yazilabilir. Degis-tokus islemcisinin tanim esitliginden de
P (12)=y(21) 2.17)

esitliginin yazilabilecegi bilinmekteydi [41]. Boylece (2.16) ve (2.17) esitliklerini

kullanarak
Pw(1,2) =y (1,2) (2.18)

esitligini elde etmek hi¢ de zor degildir. Bu esitlik 4 6zdegerinin ancak -1 veya +1
degerini alabilecegini agikca gostermektedir [41]. Yani y(1,2) dalga fonksiyonu ya

Vs (112) =WS(271) (219)
esitligini saglayacak sekilde simetrik formda olmali, ya da

va(L2)=-y,(21) (2.20)

esitligini saglayacak sekilde antisimetrik formda olmalidir [41]. Bu gereklilik (2.16)
esitliginde A yerine -1 veya +1 yazildiginda kolaylikla gériilebilir. Oyleyse (2.5)
esitligi ile ifade edilen 6zdeger denklemindeki 6zvektdrler de ya simetrik ya da
antisimetrik formda olmalidir. Bundan 6nce (2.7) ve (2.11) esitliklerinde ifade edilen
dalga fonksiyonlarinin ikisi de yalniz baslarma simetrik veya antisimetrik formda

degildirler. Ancak bunlarin
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1
vs ==, Dvz(2)+v,(2)wz(1)}
V2 g g (2.21)

1
Vo=, (Dvs(2)-vw,(2)wz(1)}
V2 g g (2.22)

seklinde yazilan lineer kombinasyonlari, istenilen simetrik ve antisimetrik

fonksiyonlar1 elde etmeyi miimkiin kilar [41, 45]. Bu esitliklerdeki 1/ V2 katsayisi

dalga fonksiyonlarinin normalize olma kosulundan gelmektedir.

Ozdes iki parcaciktan olusan sistemin dalga fonksiyonunun (2.21) veya (2.22)
esitligindeki gibi ya simetrik ya da antisimetrik formda olma zorunlulugu, sistemin
olasilik yogunluk fonksiyonuna bakilarak da anlagilabilir. Aciktir ki, sistemi
olusturan parcaciklarin durumlar aras1 degis-tokusu sonucu, sistemin olasilik

yogunlugu fonksiyonu, par¢aciklarin 6zdes olmasi sebebiyle

lw(1,2)° = [w(21)° (2.23)

esitligini saglar. Dolayisiyla y(1,2) dalga fonksiyonu ya (2.19) esitligini saglayacak
sekilde simetrik ya da (2.20) esitligini saglayacak sekilde antisimetrik olmalidir [46,
49].

N oOzdes pargaciktan olusan bir sisteme bu durumun nasil genellenebilecegini
gormek icin Oncelikle {i¢ pargacikli bir sistem gdz Oniine almak uygun olacaktir.
Kuantum durumlart «, g ve y ile ifade edilen, potansiyeli zamandan bagimsiz ii¢
0zdes parcaciktan olusan bir sistem i¢in yazilacak Schrodinger denkleminin olasi

goziimlerinin -y, (Dy3(2)y,(3), w,(DwsR)y,(2), v,(2ws(Dy,(3),

Ve (2w sy, (1) , v, vy, (), v,(3)ys()w,(2) seklinde ifade
edilebilecegini gormek, iki pargacikli sistem i¢in yapilan hesaplamalar 1s18inda hig

de zor degildir. Ancak iki parcacikli sistem incelenirken goriilmistiir ki sistemin

dalga fonksiyonu simetrik veya antisimetrik olacak sekilde elde edilen ¢oziimlerin



12

lineer kombinasyonu olmalidir. Ug parcacikli sistem igin bu durumu FA’I ile
gosterilen bir permiitasyon islemcisi yardimiyla ifade etmek mimkiindiir [40, 50,

51]. P islemcisi

P (D 5(2)w, (3)=w,(Dy(3)w,(2), (2.24)
P (D 5(2)w, (3) =y, (Dw4(2)w,(3), (2.25)
P Wy 5(2)w, (3) =, (2)w (1w, (3), (2.26)
P Wy (2w, (3) =, (2w (3w, (1), (2.27)
Pov o (DY 5(2)w, (3) =, (3w (2)w, (1), (2.28)
Pov, (Vv 52w, (3)=w, (3w, (2), (2.29)

esitlikleri 1s181nda tanimlanabilir. Burada i alt indisi ile degis-tokus sayis1 ifade
edilmektedir. Ancak dikkat edilirse i indisi yapilacak degis-tokus sayisini ifade
ederken, hangi parcaciklarin degis-tokus edilecegini acik¢a gostermemektedir.

Dolayistyla bu notasyon 1s181inda yukaridaki esitlikleri

P (Dwz(2)w, (3)=w,(2)w sy, (3), (2.30)
P, D 3(2)w, (3) =v, (2)w5(3)w, (1), (2.31)
Py Dy 5(2)w, (3) =y, (3)ws(2)w, (1), (2.32)

P, D 3(2)w, (3) =w, Wy 4(2)y, (3), (2.33)
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Psw o (D 5(2)w, (3) =y, (D 4(3)w, (2), (2.34)
Pov o (DY 5(2)w, (3) =w, (3w sy, (2), (2.35)

seklinde de tanimlamak miimkiin olabilir. Bu farklilik nihai hedef sistemin dalga
fonksiyonunu elde etmek oldugu siirece sorun tegkil etmez. Ciinkii burada 6nemli
olan miimkiin tiim permiitasyonlar1 elde ederken i indisinin tek mi ¢ift mi deger

aldigidir. Dolayisiyla bu notasyon gergevesinde

6
—%Zéwaa)mzmw) (2.36)
i=1
1L i
ﬁZ(—l)' P, Wy s(2)w,(3) (2.37)
i=1

esitlikleri yazilabilir. Burada (2.36) esitligi simetrik dalga fonksiyonunu, (2.37)
esitligi de antisimetrik dalga fonksiyonunu ifade etmektedir. (2.37) esitliginden de

goriildiigli gibi antisimetrik dalga fonksiyonunda tek permiitasyonlar lineer
kombinasyonda -1 katsayisina sahiptir. Her iki esitlikte de 1/\/§ normalizasyon

sabitidir.

Bu yaklasimlar gergevesinde kolaylikla goriilebilir ki; N 6zdes parcaciktan olusan bir

sistem i¢in simetrik ve antisimetrik dalga fonksiyonlar: sirasiyla

Ws = Pve.Dys(2)...y, (N) (2.38)
\/—Z B

Wa = rZ( 1)' Py (Dwp(2)...0, (N) (2.39)
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esitlikleriyle ifade edilebilir [40, 50, 51]. (2.39) esitligine dikkatli bir sekilde
bakilirsa bu ifadenin parcaciklarin tiim durumlar arasi permiitasyonlarinin birer satir
olarak yazildigi N x N ’lik bir determinant ifadesine esdeger olacagi goriilebilir.
Yani (2.39) esitligi

vo(1) ve(2) ... w,(N)
L‘/’ﬁ(l) wp(2) ... yp(N)

N

wa(L2,...,N)= (2.40)

v, (1) v, (2) ... w,(N)

seklinde de yazilabilir Buradaki N x N ’lik determinanta Slater determinant1 denir.
[52] Bu determinant ifadesinde karsilagilan tiim eksi isaretler, art1 yapilirsa (2.38)

esitligiyle ifade edilen simetrik dalga fonksiyonunu elde etmek de miimkiin olur.

Simdiye kadar matematiksel bir dille ortaya konulan durum, birka¢ ciimle ile

asagidaki sekilde 6zetlenebilir:

N 6zdes parcaciktan olusan bir sistemde, herhangi bir fiziksel gozlenebilir igin 6l¢iim
yapildiginda bulunan 6zdegerin, pargaciklarin durumlar arasi degis tokusundaki
herhangi bir permiitasyon 6zdurumuna karsi geldigi soylenebilir. Ayni 6zdegere
sahip farkli permiitasyon 6zdurumlarinin ortaya ¢iktigi bu durumdan degis-tokus
dejenereligi olarak da bahsedilmisti [40]. Burada s6z konusu edilen 6zdegerin,
sistemin hangi permiitasyon 6zdurumuna veya permiitasyonlarin nasil bir lineer
kombinasyonuna kars1 geldigi “simetrilestirme ilkesi” ile ortaya konabilir. Bu ilke “N
0zdes parcaciga ait sistemin durumu, N parcacigin permiitasyonlarina gore simetrik
veya antisimetrik olmak zorundadir” sozleriyle ifade edilebilir [40]. Yani “6zdes
pargaciklardan olusan bir sistem ya simetrik ya da antisimetrik dalga fonksiyonuna

sahiptir” denilebilir.

Parcaciklarin spinleri ile onlarin uyduklari istatistik arasinda dikkate deger bir iliski
vardir [48]. Simetrik dalga fonksiyonlariyla durumlari tanimlanan pargaciklara bozon
denir ve bozonlar Bose-Einstein istatistigine uyarlar [40]. Deneyler, # birimlerinde

sifir veya tamsay1 spinli parcaciklarm bozon oldugunu gostermistir. Ornegin 0 (%)
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spinli 7 ve K mezonlar veya 1 (%) spinli foton birer bozondur. Antisimetrik dalga
fonksiyonlartyla durumlari tanimlanan pargaciklara da fermiyon denir. Fermiyonlar,
i birimlerinde yarim tamsayi1 spinli parcaciklar olup, Fermi-Dirac istatistigine

uyarlar. Elektron, miion ve nétrino da fermiyon tipli pargaciklara 6rnek olarak

verilebilir [50].

(2.40) esitligindeki determinant ifadesi durumlar1 antisimetrik dalga fonksiyonlari ile
ifade edilen pargaciklarin 6nemli bir 6zelligini bir ¢irpida gérmeyi miimkiin kilar.
Sistemdeki iki veya daha fazla parcacik ayni kuantum durumunda ise, elemanlar tek
par¢acik durumlarindan olusan determinant ifadesinin iki veya daha fazla satiri
birbirine esit olur. Bu durumda determinantin degeri sifir olacagindan, antisimetrik
dalga fonksiyonu da sifir olur. Yani ayn1 kuantum durumunda birden fazla fermiyon
bulunamaz. Bu da 1925 yilinda Pauli tarafindan ortaya konulan Pauli disarlama

ilkesinden bagka bir sey degildir [50].



BOLUM 3. FERMIiYON SIiSTEMLERI

Bu bolimde ilk olarak, ¢ok pargacikli sistemlerin durumunun isgal sayist durum
vektorleri 1s1ginda ifade edildigi, Fock uzayindan kisaca bahsedilecektir. Herhangi
bir durumda parcacik yaratan veya yok eden islemciler fermiyonlar igin
tanimlanacak ve bu operatorlerin sagladigi cebirsel yapi iizerinde durulacaktir. Son
olarak da iki parametreli deforme fermiyon cebirinin islemcileri tensor notasyonu
1s181nda yazilacak ve bu cebirsel yapinin nasil inga edildigi hakkinda kisa bir bilgi

verilecektir.
3.1. Fock Uzay1 ve Fermiyon Cebiri

N Ozdes parcaciktan olusan bir sistemin kuantum durum vektori, tek pargacik
durumunu tanimlayan herhangi bir D dinamik degiskeninin bir tam seti kullanilarak
yazilabilir [53]. Sistemin herhangi bir durumunda, sistemdeki pargaciklar s6z konusu

dinamik degiskenin farkli degerlerine sahip olabilirler. Burada hangi par¢acigin D,
degerine sahip o durumunda, hangi par¢acigin Dg degerine sahip durumunda

oldugunu bilmek miimkiin degildir. Ancak « durumunda veya S durumunda
bulunan parcacik sayis1 hakkinda s6z sOylemek miimkiindiir. Yani, N Ozdes
parcaciktan olusan bir sistemin herhangi bir durumunu, « durumundaki pargacik

sayist N,, B durumundaki pargacik sayist Ng, vs ... ile ifade etmek miimkiindir

[53]. S6z konusu yaklasim g¢ercevesinde, D islemcisinin her D, 0zdegerine bir N o

isgal say1 islemcisinin karsi geldigi sOylenebilir. Bu say1 islemcisinin 6zvektorleri

~

D, Ozdegerine sahip n, tane parcacigin bulundugu bir durumu tanimlar. N,

islemcisinin n, o6zdegerleri de biraz 6nce vurgulandigi gibi o durumdaki pargacik

sayisim1 verir. N_ islemcilerinin hepsinin sira degistiren, Hermitsel bir tam set

[
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olusturdugu durumda, Fock uzay1 olarak da bilinen ¢ok parcacik sistemi vektor uzayi

icin baz vektorler
Ny Mgl (3.1)

seklinde yazilabilir. Bu baz vektorler 6zdes pargaciklar sistemi i¢in tam bir
ortonormal baz vektor seti olusturur. Sistemin en genel durumunu bu baz vektorlerin
lineer kombinasyonu ile tanimlamak miimkiindiir [53]. Hi¢ par¢acigin bulunmadigi

vakum durumu i¢in Fock uzay1 baz vektorii
|0,0,...,O,...> (3.2)

seklinde yazilabilir. Eger sistemde £ durumunda bir parcacik bulunuyorsa, o zaman

tek parcacik durum vektorii
0,ng =10,...,0,...) (3.3)

seklinde ifade edilebilir. Bu iki durum vektorii arasindaki gegis, yaratma iglemcisi

olarak isimlendirilen a; yardimiyla
a3(0,0,...0,...) < [0,n; =10,...,0,...) (3.4)

bi¢iminde ifade edilebilecegi gibi, yok etme iglemcisi olarak isimlendirilen a,

yardimiyla
ay o,n/,,=1,o,...,o,...>oc|o,o,...,o,...> (3.5)
bi¢iminde de gdsterilebilir. Bu durum daha genel olarak

a,[n,Ng,ny e ng g, on, 1) (3.6)
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&Ny Ng. iy, oc[ng ng, o, +1,.00) (3.7)

ifadeleriyle de ozetlenebilir. Burada a, ve a; islemcileri, ¥ durumunda pargacik

yok etme ve yaratma islemcileridir.

Buraya kadar yazilan ifadelerde sistemi olusturan pargaciklarin 6zdes olduklar
sOylenmig ancak onlarin bozon ya da fermiyon tipi parcacik olmalarina iligkin
herhangi bir vurgu yapilmamistir. Tez ¢alismasi fermiyon tipli pargaciklara odakl
oldugundan, bu noktadan sonra, durum vektorlerinin yapisi, yaratma ve yok etme
islemcilerinin durum vektorlerine etkisi ve bu islemcilerin sagladigi cebirsel yap1

fermiyon tipi parcaciklar g6z oniine alinarak incelenecektir.

Pauli disarlama ilkesine gore bir kuantum durumunda birden fazla fermiyon tipi

pargacik bulunamayacagindan, (3.1) ifadesindeki durum vektoriinde n,,n Bire-rly

sadece 0 ve 1 degerlerini alabilir. Buna gore N tane 6zdes fermiyonun «, S,...,y ile

adlandirilmig N tane kuantum durumunda bulunduklari bir sistem
Ny =Lng=1...n,=1)=1,15,..1,) (3.8)

seklinde bir Fock uzayr durum vektorii ile tanimlanabilir. Bu sistemin durum
vektorlinli ikinci boliimde ifade edildigi sekilde Slater determinanti yardimiyla da

ifade etmek miimkindir. Yani

vo() wa(2) ... wu(N)

1 2) ... N
1“’1ﬂ"“’17>5ﬁw5() Wﬂs() "[/ﬁf ) (3.9)

v,1) v,(2) ... yv,(N)

esitligi yazilabilir [54-56].



19

Yaratma ve yok etme islemcileri arasindaki cebirsel bagintilarin bulunabilmesi igin,
bu islemcilerin durum vektorlerine etkisine odaklanmak uygun olacaktir [54, 55]. «

ve A kuantum durumlarinda birer parcacigin bulundugu iki 6zdes fermiyondan

olusan bir sisteme, y kuantum durumunda pargacik yaratma islemcisinin etkisi

. va(1) v,(2) y,(3)
‘ \/_l///g(l) W,B(Z) 1/1,6(3) ‘105’1,3 7>
v,(1) v, (2) v,(3)

‘1 1 > g+ 1 va(1) w,(2)
e8I =Y Bl ) wi(2)

(3.10)

seklinde ifade edilebilir [54, 56]. Ote yandan N =3 o6zdes fermiyonun, a,f,y
durumlarini isgal ettikleri bir sistemde y durumunda bir pargacik yok etmek i¢in a,

operatoriiniin, sistemi temsil eden durum vektoriine etkisi

Y1) wa(2) w,(3)

1
8|l 151, )=a, =) vs(2) vu(3)=
ﬁwy(l) v,(2) w,(3) \/_

1 |wa(1) v,(2)
2vsp(1) wp(2)

‘ [alp)

(3.11)
esitlikleri ile ifade edilebilir [54, 56].

N =2 06zdes fermiyonun, «,f durumlarinda bulundugu bir sisteme y ve &

durumlarinda pargacik yaratma islemcilerinin farkli sirayla etkileri igin ise

1 w1 wu(2)
‘//,3(1) ‘//ﬂ(z)

aga;‘la,1ﬂ> aza, ——= \/_

va(1) va(2) w,(3) w,(4)
:iWﬂ(l) vp(2) wp(3) wp(4)
Jalv, ) v, (2) v,(3) v,(4)
vs(1) ws(2) ws(3) ws(4)

(3.12)

1 v v, (2)
a‘atll 1,)=a‘al—
asltats ) =285 Tl L0y ve2)
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voe(1) vo(2) vy,(3) w,(4)
1 vp(1) vp(2) yvp(3) wg(4)

S Jalrs() ws(2) ws(3) ws(4)
v,(1) v,(2) v,(3) v,(4)

ve(1) vo(2) v,(3) wu(4)

:_i‘//ﬂ(l) vp(2) vp(3) wi(4) (3.13)
JAlv, D) v, (2) w,(3) w,(4)
vs(1) ws(2) yws(3) ws(4)

esitlikleri yazilabilir. (3.12) ve (3.13) esitliginden de yaratma islemcileri arasindaki

antikomiitasyon bagintisinin

aza, +a,a;=0 (3.14)
esitligiyle ifade edilebilecegi goriilebilir. Bu baginti kisaca

{a;,a5}=0 (3.15)
seklinde de yazilabilir [54, 56].

Bir diger antikomiitasyon bagmtisi da, N =4 06zdes fermiyonun, «, 3, y, o
durumlarinda bulundugu bir sisteme y ve ¢ durumlarinda pargacik yok etme

islemcilerinin farkli sirayla etkileri 1s1g81nda incelenebilir. Buna gore

vo() vyu(2) w,(3) w,(4)

_ il//ﬂ(l) wvp(2) vp(3) ws(4)
aya5la'1ﬂ’ly’15>_a7a5\/ﬂx//},(l) v,(2) v,(3) v,(4)

vs(1) ws(2) ws(3) ws(4)

_ 1 WD) va(2) (3.16)

V2wp() wp(2)
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Vo) wa(2) we(3) wu(4)
il//ﬁ(l) wp(2) vp(3) wp(4)
7 Ay, v, (2) v, (3) w,(4)

vs(1) vws(2) ws(3) ws(4)

va(l) wo(2) vwe(3) w,(4)

__a.a il/jﬁ(l) wp(2) wp(3) wp(4)
v Jatlvs(D) ws(2) ws(3) ws(4)
v,1) v,(2) v,(3) v,(4)

Va) ¥, (2)
() ws(2)

aé'ay 1a ,1]3 ,17,15> = a5a

1

V2

(3.17)

esitlikleri yazilabilir. Burada kullanilan notasyona gore yok etme islemcileri, Slater
determinantinda son satirda yazilan durumu yok etmektedir [55, 56]. Bu sebeple
(3.17) esitliginde, determinantin son iki satir1 degis tokus edildikten sonra yok etme
islemcilerinin etkisi gbz oniine alinmistir. (3.16) ve (3.17) esitlikleri

a,as +asa, =0 (3.18)
antikomiitasyon bagintisini elde etmeyi miimkiin kilar. Bu bagint1 da kisaca
{a,,a5}=0 (3.19)

seklinde de yazilabilir [54].

N =2 6zdes fermiyonun, «, durumlarinda bulundugu bir sisteme £ durumunda

parcacik yok etme ve y durumunda pargacik yaratma operatorlerinin etkileri de

Le@ va@) 1 a@) v (2)
+ = t_— R 3.20
252 1y ) 2852 S ) @) Bl ) w(2) (3.20)
1 ve@) v (2) 1 v, (1) w,(2)
+ =ata, — - 3.21
aslalp) =82 Bl 0 W@ T ) v(2) (3.2
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esitlikleri ile ifade edilebilir. Dolayisiyla a, ve a; islemcileri arasinda

{az,a,}=0 (3.22)
seklinde yazilabilen bir antikomiitasyon bagintis1 vardir [54, 56].

a Ve B kuantum durumlarinda bulunan iki 6zdes fermiyondan olusan bir sisteme y

durumunda pargacik yaratma ve yok etme islemcilerinin etkilerini

1 Wwe@) vo(2) 1 |wa(1) v,(2)

+ = = 3.23
T2 vp(2) 2lvs(l) wp(2) (329

N oy 1w () we(2)
aja \1a,1ﬂ>=aya7—zwﬂ(l) v a(2) =0 (3.24)

esitlikleri 1s18inda inceleyerek a, ve a; islemcileri arasindaki cebirsel yapiy1

gormek miimkiindiir [54, 56]. Bu cebirsel yap1 « ve y kuantum durumlarinda
bulunan iki 6zdes fermiyondan olusan bir sisteme y durumunda pargacik yaratma ve

yok etme islemcilerinin etkileri incelenerek de goriilebilir. Oyle ki bu durumda

N 1 w1 w,(2)
R |

2 =0 (3.25)

(3.26)

1 we@) va(2) 1
2lv, (1) v,(2) 2

v, (1) l//a(z)‘

aya,|ip.1, ) =a; 7[ v, (1) w,(2)

esitlikleri yazilabilir. (3.23) ve (3.24) esitlikleri de (3.25) ve (3.26) esitlikleri de a,

ve a; islemcileri arasindaki cebirsel iliskinin
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{a,,a,}=1 (3.27)

seklinde yazilabilecegini ortaya koymaktadir [54, 56]. Dolayisiyla yaratma ve yok

etme igslemcileri arasindaki olasi biitiin cebirsel islemler, daha kapali bir formda

{ai,aj}=0 (328)

{ai,a]L}:&ij (329)

esitlikleri 1513inda ifade edilebilir. Burada &; Kronecker deltadir. Fermiyon yaratma

ve yok etme operatorleri arasindaki bu antikomiitasyon bagmtilarina fermiyon cebiri

denilmektedir.

(3.23)-(3.26) esitliklerine bakildiginda (3.6) ve (3.7) ifadeleri yerine

3N, Ng.ny.) =g Ingng,.on, =1, (3.30)
a;‘na,nﬂ,...,ny,...>:,ll—na‘na,nﬁ,...,ny +1,...> (3.31)

esitliklerinin yazilabilecegini gérmek de miimkiin olur.

i,J=12,---,d olmak tizere (3.28) ve (3.29) esitlikleri ile ifade edilen fermiyon

cebirinin yok etme islemcileri tensor notasyonu kullanilarak
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a =a®1" @1 ®@...@1"

(3.32)
d-1 Tane
a, =" ®ae1" @01V
(3.33)
d-2 Tane
ag =) o)V o) @ ®-)" ®a
(3.34)

d-1 Tane

seklinde de yazilabilir. Bu notasyon hem yok etme iglemcilerinin matris temsilinin
bir ¢irpida goriilebilmesi agisindan hem de fermiyon cebirinin deformasyonunun

nasil gerceklestirildiginin daha kolay anlasilmasit acisindan ©nemlidir. Burada

fermiyonik yok etme islemcisi a, yaratma islemcisi a* ve say1 islemcisi Nf

arasinda

aa” +ata=1 (3.35)
[a,N(]=a (3.36)
[a*,N;]=-a" (3.37)
a?=0 (3.38)
N =N; (3.39)

bagintilar1 saglanmaktadir [57].
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3.2. Iki Parametre ile Deforme Fermiyon Cebiri

Bugiine kadar yapilan ¢alismalara bakildiginda fermiyon cebirinin deformasyonunun
farklh sekillerde gergeklestirildigi goriilebilir [58-60]. Bu calismada deformasyonun
reel iki parametre ile gerceklestirildigi iki parametre ile deforme fermiyon cebiri goz

Oniine alinmustir.
Iki parametre ile deforme fermiyon cebirinin nasil insa edildigi hakkinda fikir sahibi

olmak i¢in bir dnceki boliimde (3.32)-(3.34) esitlikleri ile tanimlanan fermiyonik yok

etme islemcilerine odaklanmak uygun olacaktir.

c,=a® pr ® pr ®---® pr

(3.40)
d-1 Tane
C, :(—q)Nf ®a® pr ®R---® pr
(3.41)
d-2 Tane
N N N
cg=(-0q) "®(-0q) '®--®(-q) ' ®a
(3.42)

d-1 Tane

esitlikleri ile tantmlanan deforme fermiyon yok etme islemcilerinin p=1, q=1 igin
standart fermiyon islemcilerine karsi geldigi goriilebilir. Islemcilerin yukaridaki
esitliklerdeki gibi tensor ¢arpim uzayinda ifade edilmesi cebirsel yapinin bir ¢irpida
goriilebilmesi agisindan da 6nemlidir.

I < j igin c;c; ve cc; ifadelerine bakilirsa, sirasiyla,
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cicj =) @09 )" @ p" (-q)"" ©-- 03
®pr\]f (_q)r\]f ® pl\]fa® pzl\]f ®... pzr{lf

2N; 2N; N N N
G = (- R R (— ® (- ® (- ®---
cici =(-a) &) ( ?) Aa ( q)A p ‘ A (3.44)
®(_q)Nf pr ®apr ®p2Nf ®_”p2Nf

esitliklerinin yazilabilecegi goriilebilir. i’nci ve j’nci terimlere bakildiginda (3.43) ve

(3.44) ifadelerinin birbirlerine esit olmadig: kolaylikla goriilebilir. Dolayisiyla c; ve

¢j islemcileri arasindaki komiitasyon bagintisini bulmak i¢in oncelikle

a-)"" = (-g)"*a (3.45)

Nf Nf+1

ap ' =p a (3.46)

esitliklerinin varligin1 gérmek uygun olacaktir. Bu esitlikler, herhangi bir r reel

deformasyon parametresi i¢in
N f ~
ro'=1-@1-r)N¢ (3.47)

esitliginin yazilmasimnin ardindan (3.37) esitliginin kullanilmasiyla goriilebilir.

Boylece (3.43) ve (3.44) ifadeleri arasinda

icj =—%c-ci i<, i=12---d-1 j=12,--d (3.48)

seklinde bir esitlik yazmanin miimkiin oldugu goriilebilir.

¢ =c" (3.49)
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(3.50)

seklinde tanimlanan bir * islemi 1s1ginda, deforme fermiyon islemcileri arasindaki

komiitasyon bagintilarinin timii

Gt =_ECJCi’ i<j, i=12--d-1 j=12;--d
p

Cic? :_qpc?ci . i#j, i,j=12,---d

c2=0

* 2 % 2N
CiC +PCC=p

* 2 % * 2 % -
CiCj +0°Ci Cj =Ci41Cit1 + P Ci1Cisg I,j=12,---d

* 2 % 2N
CqCq +7C4Cq =Qq

d
D e =[Ny + Ny +--Ng ] =[N]
i1

seklinde elde edilebilir [57].

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)



BOLUM 4. iDEAL FERMI GAZI

1850°1i yillara kadar deneysel bir bilim olarak gelisen termodinamik, bir sistemin
makroskobik o6zelliklerini sistemin mikroskobik yapisina bakmadan inceler.
Mikroskobik yap1 kinetik teori ile kismen incelenmeye baslamis olsa da, 1872
yilindaki Boltzmann’in calismalarina kadar molekiiler dinamik ile makroskobik

termodinamik arasindaki gergek baglanti ortaya konamamistir [61].

Istatistiksel mekanik ele alman sistemi olusturan parcaciklarin tiiriine gore ve ele
alman sistemin enerji ve parcacik aligverisine izin verme durumuna gore farkli
sistematiklerde calisir. Ayirtedilebilir pargaciklardan olusan bir sistem klasik
yaklagim g¢ergevesinde incelenirken Maxwell-Boltzmann istatistigi kullanir. Kuantum
mekaniksel olarak incelenen ve ayirt edilemez pargaciklardan olusan bozonlar igin
Bose-Einstein istatistigi ve fermiyonlar i¢in de Fermi-Dirac istatistigi kullanilir [50].
Ic enerjisi ve pargactk sayis1 de@ismeyen sistemler mikrokanonik kiimede
incelenirken, sadece enerji aligverisine izin veren sistemler kanonik kiimede, enerji

ve pargacik aligverisine izin verilen sistemler de biiylik kanonik kiimede incelenir.

Bu boliimde birbirleriyle etkilesmeyen fermiyonlardan olusan Fermi gazi sistemi
biiyiik kanonik kiime yaklasimiyla incelenecektir [62]. Oncelikle fermiyonlardan
olusan sistemin biiylik paylasim fonksiyonunun nasil yazilacagi hakkinda bilgi
verilecek, sonrasinda da sistemin basincini, toplam parcacik sayisini ifade eden
nicelikler ile biiyiik paylasim fonksiyonu arasindaki iliskiyi ortaya koyan esitlikler
yazilacaktir. Ideal Fermi gazi sisteminin yiiksek ve diisiik sicakliklar igin termo-
istatistiksel ozellikleri hakkinda bilgi verilip, Fermi gazi modelinin dogadaki bazi

orneklerinden bahsedilecektir.
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4.1. Fermi Gazimin Genel istatistik Mekaniksel Ozellikleri

Pargacik sayisi sabit ve N olan bir fermiyon sisteminin ¢evresiyle enerji aligverisine
izin verildigi durumda bu sistem kanonik kiime yaklasimiyla incelenebilir ve bu

sisteme ait paylagim fonksiyonu

Qu (V. T)=> e &'k (4.1)

esitligi ile verilir [61]. Burada k Boltzmann sabitidir. Herhangi bir E, i¢ enerjisini

verebilecek tiim § momentumlu, &, enerjili parcacik sayis1 n, ile gdsterilirse

Er =D nye, (4.2)
p

N=>n, (4.3)
p

esitliklerini yazmak miimkiin olur [61, 63]. Buna gore paylasim fonksiyonu

Qu(V.T)= > ep{-BXn,s,} (4.4)
{ny} p
an:N

seklinde yazilabilir [61, 63]. Burada S =1/kT ve toplam islemi (4.3) kosulunu

saglayan tim {n,} dagilimlar kiimesi Uzerinden bir toplamdir [61].

Unutulmamalidir ki fermiyonlar i¢in n, =0,1 degerlerini alabilmektedir [63].

Enerji ve parcacik alisverisine izin verilen bir fermiyon sisteminde ise (4.2) ve (4.3)
esitlikleri ile verilen E, ve N biiyiikliikleri degismektedir. Bu durumda paylagim
fonksiyonu yerine sistemin biiyiikk paylasim fonksiyonu ile ilgilenilir. Biiytlik

paylasim fonksiyonu
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Z(z,V,T)=izNQN(V,T)
N=0

=i > [T (4.5)

seklinde yazilabilir [63]. Burada z = eAu fugasite olarak adlandirilan sistemin etkin

basinci, z de kimyasal potansiyelidir. Burada Z toplami yine N = an sartini
{np} p

saglayacak olan toplamdir. Ancak biiyiilk kanonik kiimede N siirekli degistigi icin

buradaki iki toplam tiim mimkin n, ’ler tizerinden ayr1 ayri toplam almaya denktir

[61]. Boylece biiyiik paylasim fonksiyonu

Z(zV,T)= D [(ze"")"(ze"*)"...]

= (ze )" > (e )M

=[1X ey (46)

biciminde yeniden yazilabilir [63]. Fermiyonlar i¢in n = 0,1 oldugundan (4.6) esitligi

Z(zV.T)=]J@a+ze7*?) (4.7)
p

seklinde diizenlenebilir [63]. Biiyiik paylasim fonksiyonunun logaritmasi sistemin
termodinamik biiytikliiklerinin elde edilmesi i¢in kullanilabilir. Sistemin basing ve

toplam parcacik sayisini igeren ifadeler sirasiyla
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PV —pe

F:InZ(z,V,T):Zp:In(l+ze P) (4.8)
0 1

N=z—Ilhz(zV,T)=) —— 4.9
oz ( : §1+z_leﬂgp “9

seklinde yazilabilir [63]. Dikkat edilirse, sistemin p momentumlu, &, enerjili

ortalama pargactk sayist <n, >
<n, >=—£ian(z,V,T):; (4.10)
p Ogy 1+ 7%/
esitligiyle ifade edilebilir. Dagilim fonksiyonu olarak da adlandirilan bu ifade
N=><n,> (4.11)
p

esitliginin (4.9) esitligi ile kiyaslanmasiyla da elde edilebilir [63]. (4.10) esitligi
n =P, — ) doniisiimi ile

1
1+e”

n(n) = (4.12)

bi¢iminde yeniden diizenlenebilir. Bu dagilim fonksiyonunun sonlu sicakliklarda 7

"ya gore degisimi Sekil 4.1.’de verilmistir.
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nfn)

Sekil 4.1. Standart Fermi-Dirac dagilim fonksiyonunun sonlu sicakliklarda 7 *ya gore degisimi (7 = ﬂ(gp —4)).

Dagilim fonksiyonunun Sekil 4.1. de verilen ve sicakligin sifir olmayan fakat sifira

¢ok yakin degerlerinde 77 = B(¢, — ) degiskenine bagh degisim grafigine gore tek-

parcacik enerji Seviyesi ¢ u’den biliyikken T =0 durumuna goére bazi

p )
fermiyonlarin istatistiksel olarak daha {ist seviyelere uyarildiklar1 anlasilmaktadir.
Ayrica yine Pauli disarlama ilkesine gore dagilim fonksiyonunun birden biiyiik deger
alamayacag da goriilmektedir [61, 64]. Sekil 4.1.’deki standart Fermi-Dirac dagilim

fonksiyonunun grafigi icin Matlab program kodu EK 1.’de sunulmustur.
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(4.8) ve (4.9) esitliklerinde; N — o0, V — oo limitinde sayis1 ¢ok fazla olan kesikli
durumlar siirekliymis gibi ele alabilirler ve toplam semboliiyle ifade edilen
esitlikler uygun bir sekilde integrale doniistiiriilebilir. Oyle ki bu esitliklerde p

iizerinden toplamlar,
Vo3
> oo = j d3p (4.13)

seklinde integrale doniistiiriilebilir [63]. Boylece (4.8) ve (4.9) esitlikleri

P 4z, —pp?i2m
—=—|dpp°In(1l+ze ) (4.14)
|
KT h ]
N 4z 1
V:_3J'o|p pzm (4.15)
h 0 1+z7e

seklinde yeniden yazilabilir. Burada e, = p®/2m ve d®p =47z p®dpdir. (4.14) ve

(4.15) esitliklerinde g dejenerelik faktorii 1 kabul edilmistir. (4.14) ve (4.15)

2

esitlikleri X“ = p2 / 2m doniisiimii yapilarak

P 1 4%, , 2

—:—3—J. XX“In(l+ze ™) (4.16)
KT fo

N 1 4°7

N_1 (4.17)
v o2 \/_'([1+z g

seklinde yeniden yazilabilir [63]. Burada A =h/+/22mkT termal dalga boyudur.
(4.16) ve (4.17)’deki esitliklerde
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f(z)= ., 0<7<o (4.18)

ile verilen Fermi integralleri tanimlanirsa [64], bunlar

P 1
ﬁ:Ffslz(Z) (419)
N 1

formunda yeniden yazilabilir [61, 63]. (4.18) esitligindeki I'(n)
r(n)= Je‘xx”‘ldx (4.21)
0

esitligi ile tanimlanan Gamma fonksiyonudur [61]. Kismi integrasyon uygulayarak

Gamma fonksiyonlariin ayn1 zamanda
I'(n)=(M-DYI'(n-1) (4.22)
esitligini sagladigini da gormek miimkiindiir [61]. (4.19) ve (4.20) esitliklerinde n

yarim tamsay1 degerler almaktadir. Bu degerlere kars1 gelen Gamma fonksiyonlarini

kolayca hesaplayabilmek i¢in
r(1/2)=r (4.23)
esitligini de not etmek uygun olacaktir [61].

(4.8) ve (4.19) esitlikleri 15181nda



PV V

InZ R e fs/2(2)

yazilabileceginden, sistemin i¢ enerjisi igin

U :_(alnzj :EKT% f5/2(2)=§NkT fe;0(2)
8,8 YA 2 A 2 f3/2(Z)

esitligi elde edilebilir [61]. Boylece sistemin i¢ enerjisinin

esitligini sagladigi da goriilebilir.

Ideal fermi gaz1 igin sabit hacimdeki 6z 1s1s1 Cy,

1(2) __3 f3(2)

0 1
—f(z2)==f_.(z
az n( ) 7 n—l( )
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(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

esitlikleri yardimuyla, (4.25) esitliginden hareketle Cy = (U /8T )y, ifadesinden

Cv _15f55(2) 9 f3,(2)
Nk 4 f3,(z) 4 fy,(2)

elde edilebilir [61]. Sistemin Helmholtz serbest enerjisi ve entropisi de

F—N-PV, SzTi(U—F)

(4.29)

(4.30)
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esitliklerinden hareketle sirastyla

F = NkT{ln z ——f5’2(z)} (4.31)
f3/2(2)
S= Nk{§M— In z} (4.32)
2 f5,,(2)

seklinde yazilabilir [61].

Dikkat edilirse, sistemin i¢ enerjisi, 6z 1s1s1, Helmholtz serbest enerjisi ve entropisini
ifade eden esitliklerin hepsi Fermi-Dirac fonksiyonlarini igermektedir. Ancak bu
fonksiyonlari, (4.18) tanim esitliginden de goriilebilecegi gibi z’nin deger araligina

gore farkli formda ifade etmek miimkiindiir. Bu durumu daha iyi ifade edebilmek

icin (4.18) esitligindeki ;2 terimine odaklanmak uygun olacaktir.

1+z7'%*
1 _=ze " 1 . (4.33)
1+27'e" 1+2ze™*
esitliginden goriilebilir ki 1 - terimi ancak z<1 igin yakinsamaktadir.
+ze™"

Dolayisiyla z <1 i¢in bu terimi seriye agmak miimkiindiir. Yani z <1 limitinde

f,(z) fonksiyonu i¢in sirasiyla

f (2)= 2 ¢ x*"dx
" r(n)g1+z %"

© —x2

2 on1 26

EE—— Y ———dx
I'(n)+ 1+ ze”*

o0

2 n-— —x200 X2
:ﬁgxz 126 ;(—1)'(ze ) dx
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r(n) =
2 < T x“l
= dx
I'(n) Zl EE
0 |
Y (-t 4.34
PUC (4.34)

esitliklerini yazmak miimkiindiir [61, 63]. Burada son satir yazilirken X%l =w

dontisiimiiyle elde edilen

J‘xzn‘le‘x2I dx =+ Ie‘wwn‘ldw ~L r(n) (4.35)
. 2"y 21"

esitligi kullanilmistir. (4.34) esitliginin n=5/2 ve n=3/2 igin diizenlenmesiyle

Fermi-Dirac fonksiyonlart z <1 limiti i¢in

2 3 4

YA YA

5/2(2) 25/2 35/2 - 45/ + (4'36)
z? v z*

fa2(2) =12 (4.37)

seklinde yazilabilir. Bu fonksiyonlarin z ’ye gore degisimlerini gosteren grafik de
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Sekil 4.2. f3,5(z) ve f5;,(z) Standart Fermi-Dirac fonksiyonlarmm 0 <z <1 araliginda degigimi.

seklinde ¢izilebilir. Ayrica f3,,(z) ve fg;,(z) standart Fermi-Dirac

fonksiyonlariin grafiklerinin Matlab program kodlar1 Ek 1. kisminda sunulmustur.

Fermi-Dirac fonksiyonlarinin z >1 limit durumundaki davranisint incelemek igin
oncelikle (4.18) esitliginde x% = y doniisiimiinii yapip, sonrasinda bu ifade i¢in
kismi integrasyon uygulamak uygun olacaktir. Bu islemler yapildiginda (4.18)

esitliginin

1 oy"e’dy
f“(Z)_r(n+1)£(eyV+1)2 (4.38)
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seklinde yeniden yazilabilecegini gdrmek miimkiindiir [63]. Burada z =e*/KT =¢V

olarak  alinmustir.  (4.38)  esitligindeki  integral ~ elemanter  yollarla

¢oziilemeyeceginden, bu ifadedeki y"’yi Vv civarinda seriye agmak uygun olacaktir.

n

y' icin V civarinda Taylor seri agilimi yapildiginda, f,,(z) fonksiyonu

_ 1 7 e'dy Mn (M) na,y, M) on2,,  y2
fn(z)_r(n+1)f(eyV+1)2[(OJV +(Jv (y v)+(2jv (y-v)?+..]

0

1 7 e'dt N . (M) o (M) aas
:r(n+1)j(et+1)2[(o}' +(1}’ t+(gj" t+..] (4.39)

-V

seklinde yazilabilir [63]. Dikkat edilirse son esitlikte y-—-v=t doniisimii

yapildigindan integralin sinirlar1 da degismistir. Bu yeni simirlar 1g1ginda integral

ifadesi
Poi-f 0

seklinde iki integrale ayrilabilir. Burada sinirlari —oo ile —v arasinda degisen

integrale bakilirsa, en biiyiik katkinin e~ ’lii terimden gelecegi goriilebilir. Ancak
burada bu hesaplarin detay1 gosterilmeyecegi gibi, bu hesaplamalar da sonuna kadar

yapilmayacaktir. Bunun sebebi biraz ileride daha net bir sekilde ortaya konulacaktir.

f,(z) fonksiyonu

0 tygm
o= ett—dtz (4.41)
s (e +1)

esitligi 15181nda

f (2)= ! |Inn n|”-1t'n|”-2t2 O(e™ 4.42
n()—r(nﬂ)[o(ojv +(1 WV +(2j 2V +...]+0(e™) (4.42)
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seklinde yeniden yazilabilir [63]. | _ integralleri i¢in gerekli islemler yapildiginda,

m

M *nin tek degerleri i¢in |, integrallerinin sifira esit oldugu goriliir. 1, =1 olmak

tizere M 'nin ¢ift degerleri i¢in de |, integralleri

| =(m-1)12m(1-2"")¢(m) (4.43)

esitligi ile ifade edilebilir [63]. Burada ¢ (m)

f(my=3-1

= (4.44)
kK

esitligi ile ifade edilen Riemann zeta fonksiyonlaridir. (4.42) esitligi yazilirken,
siirlart —oo ile —v arasinda degisen integralden gelen katki sadece mertebe olarak
vurgulanmistir. Bunun sebebi z ’nin ¢ok biiylik degerleri i¢in bu integralden gelecek
katkinin diger terimlerle mukayese edildiginde goz ard1 edilebilecek olmasidir. Yani

z>>1 i¢in f (z) fonksiyonu

1 n n n -1 n-2
fo(2) = Fn+D) [(OJ(M z)" + [2j4(1— 27)¢(m)g(2)(Inz2)™* +..] (4.45)

seklinde yeniden yazilabilir. Boylece n=5/2 ve n=3/2 igin f,(z) fonksiyonlar

z >>1 igin sirastyla

8
f.,.(z2)=
5/2( ) 15\/;

[(In 2)5’2+%(In )% +..] (4.46)

4

fS/Z(Z):S\/;

[(In 2)3’2+%2(In )V 4] (4.47)

seklinde ifade edilebilir. Burada £(2) = 7216 esitligi kullanilmustir [63].
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Buraya kadar f,(z) standart Fermi-Dirac fonksiyonlarinin z’nin farkli deger

araligia gore nasil ifade edilebilecegi matematiksel olarak ortaya konmustur. Ancak
unutulmamalidir ki z *nin almis oldugu degerler, gz oniine alinan ideal Fermi gazi
sisteminin sicaklig ile yakindan ilgilidir. Oyle ki z <<1 ve z >>1 limit durumlar
fiziksel olarak ideal Fermi gazinda sirasiyla yiiksek ve diisiik sicakliklar limitine

kars1 gelmektedir.

4.1.1.Yiiksek sicaklik ve diisiik yogunluk limiti ( NA3/V<<1)

Yiksek sicaklik ve diisiik yogunluk limitinde, yani NA IV <<1 icin parcaciklar
aras1 ortalama uzaklik, termal dalga boyundan ¢ok biiyiiktiir. Bu sebeple sistemdeki
kuantum etkiler géz ardi edilebilir ve sistemin klasik rejimde olmasi beklenir [62,

63].

(4.20) ve (4.37) esitliklerinden bilinmektedir ki

NS 2 2 7t
v :2—23/2+33/2—43/2+... (4.48)

esitligini yazmak miimkiindiir. Bu esitlik 1s13inda z, (NA°/V)’nin kuvvet serisi

olarak yazilirsa

3 32 33 3\
L\ 1 [ NA 1 1 NA 1 5 5 NA
=7y +23/2 v | T 02 g32 ) vy * 23 @32 +29/2 vV

5
95 3 7 1 ) NAZ
+(2532 + 712 - 9331/2 _53/2j[ v J T (4.49)

esitliginin elde edilebilecegi goriiliir. Bu esitlikten de NA3 IV <<1 icin
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I~ —— (4.50)

yaklagiminin yapilabilecegi kolaylikla sdylenebilir. Yani yiiksek sicaklik ve diisiik
yogunluk limiti daha 6nceden yapilan hesaplamalardaki z <<1 durumuna da karsi
gelmektedir. Yiiksek sicakliklar limitinde (4.10) esitligiyle verilen Fermi-Dirac

dagilim fonksiyonu beklendigi gibi
<n, >~ %e‘ﬁgp (4.51)

esitligiyle ifade edilen klasik Maxwell-Boltzmann dagilim fonksiyonuna doniisiir
[63].

(4.19) esitligi, (4.36) esitligini kullanarak

P 1 72 73 7%
ﬁ=?(2—25/2+35/2—45/2+...J (452)

seklinde yeniden yazilabilir. (4.49) esitligindeki z ifadesinin bu esitlikte yerine

yazilmasiyla, ideal Fermi gazinin hal denkleminin virial agilim1

3 32 33
PV 1 [ NA 1 2 NA 5 1 3 NA
—=lt+—|— |+ == || — | + — +— || —
NKT 25/2 \Vi 23 35/2 \Vj 211/2 23/231/2 25 \Vj

4
7 1 1 2 4 NA?
+(2—6——31/22+25T+3—3—55Tj(—v J +... (4.53)
seklinde elde edilir.

z<<1 igin f (z)=1z oldugundan, bu limitte ideal Fermi gazinin tiim &zellikleri

klasik Maxwell-Boltzmann gazinin &zelliklerine indirgenir. Ornegin sistemin hal

denklemi
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PV = NKT (4.54)
olurken, sistemin i¢ enerjisi de (4.25)’ten yararlanarak

U= g NKT, (4.55)

esitligine indirgenir. Ayrica bu limitte, sistemin 6z 1sisini, Helmholtz serbest
enerjisini ve entropisini ifade eden esitlikler (4.29), (4.31) ve (4.32)’den yararlanarak

sirastyla

C, = g NK (4.56)

F= NkT{In [NT’f’J—l} (4.57)
S- Nk{g— In (NT’lsJ} (4.58)

olacaktir [61].

Simdiye kadar ideal Fermi gazinin ii¢ boyutlu uzayda yiiksek sicakliklar limitindeki
ozellikleri tizerinde durulmustur. Bu sistemin diisiik sicakliklarindaki 6zelliklerinden
bahsetmeden Once, yiiksek sicakliklar limitinde iki boyutlu uzay i¢in sistemin hal
denkleminin virial agilimindan bahsetmek uygun olacaktir. Bunun igin ideal Fermi

gazi yine biiylik kanonik kiimede incelenecektir. Bu sistem i¢in

%: INZ=>"In(1+ze7” p*/2m (4.59)
p
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N:zﬁmzzz ! - (4.60)
2 o1+ z e P/2m

esitliklerini yazmak miimkiindiir [65]. Burada A par¢aciklarin iginde bulunduklari

alandir ve A — oo limitinde kesikli p ’ler {izerinden toplam

2 hizfdzp (4.61)
p 0

seklinde integrale doniisiir. (4.59) ve (4.60) esitlikleri bu doniistim ile

= 7 | pdpin (L ze P M) (4.62)
0

N_2zf__ e (4.63)

A h? 51+ z leAPo/2m

2

seklinde yeniden yazilabilir. Bu iki esitlik, f p?/2m=x? doniisimii yapilir ve

(4.62) esitliginde kismi integrasyon uygulanirsa, iki boyutlu hal i¢in

P 1
%:%z f1(2) (4.65)

elde edilebilir. Burada f,(z) ve f,(z)

o0 3

x°dx
fo(2)=2[———
01+Z e

(4.66)
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fl(z)zzj -
ol+z e

xdx (4.67)

X2

esitlikleriyle ifade edilen Fermi-Dirac fonksiyonlaridir. Dolayisiyla z <1 igin

A A AR &
f2(2)=2—?+3—2—ﬁ+5—2—... (468)
A A A &
f()=2—+———"—+——... 4.69
()=2-T (4.69)

ifadelerini yazmak miimkiin oldugu gibi, (4.65) ve (4.69) esitliklerini géz Oniine

alarak

2 2 3 4 5
NG,z (4.70)

f.(2)=
1()A 2 3 4 5

ifadesi de elde edilebilir. Bu ifadeler yardimiyla, z igin

N2 1(NA2Y 1(N2Y 1 (N2Y 1 (N2
Z= += += +— + +... (4.71)
A 2l A 6l A 24 A ) 1200 A

esitligini yazmak miimkiindiir. (4.64) ve (4.68) esitliklerinden

P 1 A AR AR &
E:?(Z—Z—Z'F\?’—Z—F'FS—Z—.HJ (472)

esitliginin yazilabilecegi goriilebilir. (4.71) esitligindeki z ifadesi (4.72) esitliginde
kullanildiginda
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PA _, 1(NZ) 1 (NZ 2+(3_£+3j NA Y
NKT 22\ A ) 23 A 2 22 2\ A

RSV w3
24352 A '

seklinde, sistemin hal denkleminin virial agilimi elde edilir [65].

4.1.2.Diisiik sicaklik ve yiiksek yogunluk limiti ( N2*/V>>1)

Bu tez caligmasinda iki parmetre ile deforme Fermi gazi modelinin yiiksek
sicakliklar limitindeki 6zelliklerine odaklanilacagindan, ideal Fermi gazinin diisiik

sicaklik limitindeki ozellikleri kisaca ele alinacaktir.

NA IV >>1 diisiikk sicakliklar limiti i¢in pargaciklar arast mesafe termal dalga
boyundan ¢ok ¢ok kiigiliktiir. Bu durumda sistem Pauli disarlama ilkesi ve diger tiim
kuantum etkilerinin dikkate alinacagi kuantum rejimindedir [63]. Sistemin diisiik

sicaklik ve yiiksek yogunluk limiti goz oniine alindigindan (4.20) esitligi 15181nda

fa2(z)>>1 (4.74)

yazilabilir. Dolayisiyla z>>1 igin yazilan (4.47) esitligini kullanarak, diisiik

sicakliklar i¢in

NZ_ 4 2)3/2+%2(Inz)_1/2+...] (4.75)

V 3z

ifadesini yazmak miimkiindiir [63]. Istenirse diisiik sicakliklar limiti i¢in fs,,(2)

fonksiyonu, i¢ enerji, basing ve 6z 1s1 gibi diger termo-istatistiksel fonksiyonlar da

hesaplanabilir [63].
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4.2. Fermi Gazi Modelinin Baz1 Fiziksel Uygulamalar

Etkilesmeyen fermiyon parcaciklarinin olusturdugu ideal Fermi gazi modeli
metallerde iletim elektronlarina ait baz1 ilging Olgiilebilir biiyiikliiklerin
hesaplanmasindaki tutarsizliklarin ortadan kaldirilmasina olanak verir [61, 64].
Tarihsel olarak metallerin elektron teorisi Drude ve Lorentz tarafindan gelistirilmistir
[61]. Elektron gazi i¢in Maxwell-Boltzmann istatistigi kullanilarak metallerin gesitli
ozellikleriyle ilgili teorik sonuglar elde edilmistir. Drude-Lorentz modeli metallerin
fiziksel davraniglarini anlamada kayda deger teorik bir temel olustursa da, hem nitel
hem de nicel olarak bir takim ciddi tutarsizliklarla karsilasmistir. Ornegin metallerin
gozlemlenen 6zisinin hemen hemen sadece Orgii titresimlerinden kaynaklandig,
elektron gazimmin hi¢ katkida bulunmadigi goriiliiyordu. Oysa, teori es boliisim
teoreminden dolayr gazdaki her elektronun metalin 6zisina 3k/2 kadar bir katki
yapacagini sOylilyordu. Ayrica Drude-Lorentz teorisi 1sil iletkenlik katsayist ve
elektriksel iletkenlik katsayisi gibi metallerin tagima 6zelliklerinin incelenmesine de
uygulanmisti. Fakat teorik degerlerle deneysel degerler arasinda yine bir uyusmazlik
bulunuyordu. Nihayet metallerin tasima ozellikleriyle ilgili tatmin edici ¢aligmalar
Sommerfeld tarafindan ortaya konmustu. Sommerfeld metallerdeki elektron gazini
tanimlamak i¢cin Maxwell-Boltzmann istatistigi yerine Fermi-Dirac istatistigini

kullanarak, birgok tutarsizligi diizeltme dehasini gostermisti [61]. Metallerin serbest

3

elektronlarinin yogunlugu 10%2cm ™ mertebesindedir ve bu durum icin hesaplanan

Te Fermi sicaklig 10* K mertebesindedir. Bu sebeple oda sicakligi T, icin,

Ty <<Tg oldugundan, metallerin serbest elektronlari dejenere Fermi gazi olarak ele

almabilirler [66]. Elektronlarin metal atomlarina bagimliliklar1 olmasaydi Coulomb
etkilesiminden dolayr elektronlar bu sekildeki yiiksek yogunluguna sahip
olamayacaklardi ve bu sebeple dejenerelik ortadan kalkacak ve dejenere fermi gazi
modeli kullanilamayacakti. Ayrica unutulmamalidir ki metallere bagli haldeykenki
Coulomb etkilesimi de ihmal edilebilecek diizeyde oldugundan, metallerin serbest

elektronlart dejenere Fermi gazi sistemi olarak ele alinabilir [67].

Dis manyetik alan icinde, etkilesmeyen fermiyon gazinin denge durumunun

incelenmesi, ideal Fermi gazi modelinin uygulamadaki énemini vurgulamak i¢in bir



48

diger 6rnek olarak verilebilir. Temel problem gazin manyetik momentini sicaklik ve
dis manyetik alanin bir fonksiyonu olarak belirlemek ve gazin manyetik duyarliligini
hesaplamaktir. Maxwell-Boltzmann yaklasimiyla yiiksek sicakliklarda Curie
yasasina uyan, disiik sicakliklarda manyetik doymusluk durumuna ulasilan pozitif
bir manyetik duyarlilik degeri elde ediliyordu. Fakat problemin Fermi istatistigi ile
incelenmesiyle belirgin bir sekilde farkli sonuglar elde edilmekteydi; 6zellikle de
diistik sicakliklarda. Ciinkii Fermi gazi mutlak sifirda dahi kismi olarak hareketlidir
ve bu yilizden bir manyetik doyum asla ger¢eklesmez; bu sebeple sicakliga bagh
olmayan ve gazin yogunluguna bagli olan bir limit duyarlilik degeri elde
edilmekteydi. S6z konusu calismalar ilk olarak 1927 yilinda Pauli tarafindan
yapilmis ve paramanyetik metallerin sicakliktan bagimsiz karakteri ortaya konmustu.
Pauli’nin bahsedilen davranis1 ortaya koymasindaki motivasyon, bu materyallerin
serbest elektronlarinin bir dejenere Fermi gazi sistemi olarak ele alinabilmesiydi
[64]. Bu sebeple bu olay Pauli paramanyetizmi olarak adlandirilmis ve klasik

Langevin paramanyetizminin yerini almistir [61].

Klasik istatistikte karsiligi olmayan, kuantum istatistiginde karsilasilan bir diger olay
da Landau diamanyetizmidir. Dis manyetik alan altinda yiiklii parcaciklarin
yoriingeleri kuantumlanir. Bu olay ilk olarak 1930 yilinda Landau tarafindan ortaya
konmustur ve paramanyetik duyarliliga benzer sekilde yine Curie yasasina uyan,
T — 0 limitinde sicakliktan bagimsiz, yogunluga bagli fakat negatif isaretli bir
duyarhiligin olmasi1 gerektigi sonucuna varilmistir. Genel olarak Fermi gazinin
manyetik davranisi, hem pargaciklarin i¢ manyetik momentleri, hem de
yoriingelerinin kuantizasyonu tarafindan belirlenen bir manyetik davranigtir. Eger
spin-orbit etkilesmeleri ihmal edilebilir diizeydeyse, sistemin davranist bu ikisinin

basitce birlesimiyle elde edilir [61].

Beyaz ciice yildizlarinin istatistiksel denge durumu Fermi istatistiginin astrofizik
alanindaki ilk uygulamasi olarak goriilebilir [61]. Beyaz ciice yildizlar1 beyaz 1s18a
ragmen anormal bir sekilde soniik ve kiiclik boyutlu yildizlardir [63]. Yapisindaki

hidrojeni tamamen tiiketmesinden dolay1 parlaklifini yitiren beyaz cilice yildizlar

helyumdan olusmaktadir. Bir beyaz ciice yildiz1 tipik olarak 107 g/ cm?® yogunluga,
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10% g kiitleye ve 10’ K merkezi sicakliga sahiptir. Dolayisiyla bir beyaz ciice

yildiz1 asir1 yiliksek sicaklik ve basingta bulunan helyum kiitlesi olarak da ele
almabilir. Bu sartlarda helyum atomlar1 tamamen iyonize olduklarindan, yildiz
helyum c¢ekirdeginden ve elektronlardan olusan bir gaz olarak ele alinabilir. Bu

030

elektron gazi yogunlugu yaklasik olarak 107" elektron/ cm?® olan bir ideal Fermi gazi

olarak diisiiniilebilir. Bu da 20MeV mertebesinde bir Fermi enerjisine ve 10*!K

civarinda bir Fermi sicakligina karst gelmektedir. Fermi sicakliginin yildiz
sicakligindan ¢ok daha biiylik olmasindan dolayi, elektron gazi yiiksek dejenere bir
Fermi gazidir. Elektron gazi taban durumda bulunan bir ideal Fermi gazi seklindedir
ve biiyiik bir sifir-nokta basincina sahiptir. Bu basing helyum cekirdekleri tarafindan
olusturulan gravitasyonel ¢ekim ile dengelenmektedir ve yildizin biitiinliigii bu ¢ekim
ile korunmaktadir. Buradan bir beyaz ciice yildizinin taban durumda bulunan N
elektron ve N /2 hareketsiz helyum ¢ekirdeginden olustugu varsayimina ulagilabilir.
Bu model beyaz ciice yildizlarinin yapisini olusturan iyonize Helyum atomlarinin
elektronlarinin, yogunluk, Fermi enerjisi, Fermi sicakligi, Fermi basinci gibi termo-
istatistiksel ~ ozelliklerinin  incelendigi bir yapmin yanisira [64] helyum
cekirdeklerinin de gravitasyonel olarak incelendigi bir sistemin o6zelliklerini tasir
[63].

Yukarida serbest Fermi gazinin istatistik mekaniksel 6zelliklerinin kullanildig1 bazi
uygulamalar sunulmus olup, bundan sonraki boliimde bu tez ¢aligmasinin orijinal
kismint olusturan (q,p)-deforme Fermi gazi modelinin istatistik mekaniksel

Ozellikleri incelenecektir.



BOLUM 5. iKi PARAMETRE iLE DEFORME FERMI GAZI
MODELI

Tez galigmasinin orijinal kismini olusturan bu boliimde iki parametre ile deforme
Fermi gazi modeli ile birlikte modelin genel istatistik mekaniksel 6zellikleri ele
aliacak ve yiiksek sicakliklardaki davranigina odaklanilacaktir. Béliimiin biitiinligi
acisindan Oncelikle modelin kuantum cebirsel yapisi incelenecektir. Daha sonra
modele ait toplam parcacik sayisi, basing, i¢ enerji ve entropi fonksiyonlari,
deformasyon parametrelerine bagli olarak bulunacaktir. Modelin hal denkleminin
virial agilimi iki ve ti¢ boyutlu uzayda ¢ikartilip, ilk bes virial katsayis1 deformasyon
parametreleri cinsinden ifade edilecektir. Son olarak da yapilan hesaplamalar
is1ginda deformasyonun Fermi gazi modelinin kuantum istatistiksel 6zelliklerine

etkisi tizerinde durulacaktir.
5.1. Modelin Kuantum Cebirsel Ozellikleri

Bu calismada g6z Oniine alinan g ve p gibi iki reel bagimsiz parametre ile deforme

Fermi gazi modelinin kuantum cebirsel 6zellikleri asagidaki sekilde 6zetlenebilir:

Deforme cebirin, i durumundan bir fermiyon eksiltmeyi temsil eden deforme yok

etme operatorii C; ve ayni durumda bir fermiyon arttirmayr temsil eden deforme

yaratma operatorii C; daha once iigiincii boliimde yazildig1 gibi

CiCy =—ﬂckci, i<k, (5.1)
p

CiCk =—apccC;, i#=k, (5.2)
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c? =0, (5.3)
cicf + pZeie, = p2N, (5.4)
CiC’ +0%¢C; =CiyyCiy + P2CiCig,  1=12,...,d -1, (5.5)
™ =cyc] +a2c5cq, (5.6)

bagintilarini saglar. [68]. Sistemin toplam deforme say1 operatorii

d
[N]=[N; + N, +...+Ng]=> ¢/ (5.7)
i=1

bicimindedir ve deforme say1 operatdriiniin 6zdeger spektrumu da

mp=1_—P _ (5.8)

seklindeki Fibonacci temel tamsayisidir (q# p,(g, p) € R"). Bu yiizden (q,p)-
deforme Fermi osilatorlerine, fermiyonik Fibonacci osilatorleri (FFO) adi da verilir.
Burada Ni deforme olmayan say1 operatoriidiir ve bir i durumundaki fermiyon
sayisinin Ol¢iimiinden sorumludur. Bu sebeple sadece 0 ve 1 6zdegerlerine sahiptir.
(5.1)-(5.8) esitlikleriyle tanimlanan (q,p)-Fermi osilatorleri SU,(d) kuantum grup
simetrisine sahiptir (r = p/q) [68].

Genel olarak g-deforme osilator sistemlerinin deforme sayi1 operatorleri Jackson
tiirev operatorii (JD) ile iliskilendirilebildikleri literatiirde iyi bilinmektedir [25, 26].
Oyleki bu tiir sistemlerin istatistik mekaniksel 6zelliklerinin incelenmesinde de JD

kullanilabilir. (q,p)-Deforme bozonik ve fermiyonik osilatér sistemlerinin istatistik
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mekaniksel 6zelliklerinin incelemesinde de JD’nin iki parametreli genellestirilmesi

olan Fibonacci fark operatorii 6P kullanilabilir. Bu da

2 2
(9% - p*)x

seklinde tanimlanir [69]. (5.1)-(5.8) ile verilen FFO’niin olusturdugu deforme Fermi
gazi modelinin bu tez ¢alismasinda incelenecek termo-istatistiksel 6zelliklerinin
bulunmasi igin (5.9) esitliginin modifiye edilmis formu kullanilacaktir. Asagida iki
parametre ile deforme Fermi gazi modelinin bahsedilen istatistik mekaniksel

ozellikleri incelenecektir.
5.2. (q,p)-Deforme Fermi Gazi Modelinin istatistik Mekaniksel Ozellikleri

Biiyiik kanonik kiimede (q,p)-deforme Fermi gazi modelinin Hamilton operatorii

Hap =2 (e —m)N, (510

formunda alinabilir [70]. Burada ¢;, i durumundaki pargacigin kinetik enerjisi, ve

A

N;, & enerjili durumla uyumlu say:1 operatoridiir. Bu Hamilton operatorii dolayli

olarak deforme ifadeleri igerdigi i¢in 6ziinde deforme bir Hamilton operatoriidiir
[70]. Ote yandan literatiirde (5.10) formlu Hamilton operatdrleri diger deforme

fermiyon ve bozon sistemleri i¢in de gdz oniine alinmistir [25, 26, 71, 72].

(5.10) esitliginde verilen deforme Hamilton operatérii modelin biiyiik bolistim

fonksiyonunda

7 =Tr(e Mar) (5.11)
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kullanilabilir. Dikkat edilirse boliisiim fonksiyonu standart formdadir. Buradan
termodinamik fonksiyonlarin hesaplanmasinda kullanilmak iizere bu fonksiyonun

logaritmasi

INZ =" In(1+ze 7%) (5.12)

formunda alinabilir. Burada z =e”* fugasitedir.

(9,p)-Deforme Fermi gazi modelinin termo-istatistigini incelemek i¢in (5.10)’daki
deforme Hamiltonyen nedeniyle standart termodinamik bagintilar modifiye
edilmelidir. Ornegin incelenen model i¢in N # Z(aln Z /62) olmaktadir. Dolayistyla
buradaki standart termodinamik tiirev operatorii, Fibonacci fark operatoriiniin

modifiye edilmis formu ile yerdegistirmelidir:

5 2 D{a-P) (5.13)

olup, burada D{P):

2 2 2 2
D@P £,y (4 =P7) | (a2)- f(p“z) 514
ST @] (@2 op?) (514

ile verilir [70, 71]. Boylece modelin toplam pargacik sayisi

N=zD{PInz (5.15)

esitliginden bulunabilir. Ayni1 zamanda, N = Z Njq,p ile verilen smirlayici kosul da
i

saglanir. Modelin ortalama pargacik sayisi ise



54

] =%Tr(e_mq‘p[l\]i])=%Tr(e_mq’pci*cij (5.16)

esitliginden yararlanilarak bulunabilir [20]. Buradan (5.1)-(5.8), (5.10) kullanilanarak

modelin ortalama pargacik sayisi
n %4 g2
z7Yeh4 4 p?

formunda elde edilir [70]. Burada g= p olup, deformasyon parametrelerinin

1

P @1 p2)

(5.17)

degisim araliklarini kisitlamak yerine (5.17)’de mutlak degerler g6z 6niine alinarak

dagilim fonksiyonunun pozitif olma kosulu yerine getirilmistir. Ayrica (q, p) >1

limitinde bu dagilim fonksiyonunun (4.12)’deki ideal Fermi gazimnin dagilim
fonksiyonuna indirgendigi modelin kuantum cebirsel Ozellikleri kullanilarak

goriilebilir.

q ve p deformasyon parametrelerinin dagilim fonksiyonuna etkisini incelemek i¢in

n = B (e — 1) donisiimiiyle

n 2
In e +q2
e’ +p

elde edilebilir. Bu dagilim fonksiyonunun farkli p degerleri i¢in 7 ve q’ya bagh

n(n,9,p) = (5.18)

In(a?/ p?)

degisim grafikleri (q, p) <1 ve (q, p) =1 araliklar i¢in sirasiyla Sekil 5.1. ve Sekil

5.2.’de gosterilmistir. Bu grafiklerin data analizlerinin sonucunda her iki aralik igin

n(n,g,p)’nin q ve p deformasyon parametrelerinin degerleri artarken arttig1

gorilmiistiir.
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Sekil 5.1. (g, p) <1 araliginda (q,p)-Deforme Fermi-Dirac dagilim fonksiyonunun farkli p degerleri i¢in n ve
Q’ya gore degisimi (7= B(e— 1) ).

Sekil 5.2. (g, p) =1 araliginda (q,p)-Deforme Fermi-Dirac dagilim fonksiyonunun farkli p degerleri igin 7 ve
Q’ya gore degisimi (77 = (e — ) ).
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(9,p)-Deforme basing ifadesi

PV hz- Zln (1+ ze P4) (5.19)

esitliginden elde edilebilir.

Termodinamik limitte N,V — o0 durumu icin (4.13) doniisimiinde &= p?/2m

esitliginin kullanilmasyla,

0

> oo @(2@3’ ngl’ 24 (5.20)
i h 0

doniisiimii elde edilir. Bu doniisim ile N = "n; 4 ; ve (5.19) esitlikleri
i

:_(2 )3’2j V24, In [ SN qzj (5.21)
z7e” +p
P 2z 312 /2 _pe
k—T=F(2m) j eY2dgIn (1+ ze7P¢) (5.22)
0

seklinde yazilabilir. X = B¢ doniisimi yapilirsa (5.14) esitliginde verilen @)((q,p)
operatorii de kullanilarak (5.21) ve (5.22) esitlikleri

o -1.X 2
ﬁ_isijxlfzdx | £° % (5.23)
Vo 2Pz 77e*+p
P 1 4 Txg,z . 1 nl 2 leX 4+ g2 (5.24)
kT 8 3Jr : ‘In G2/ pz)‘ 7%eX 4 p2
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formunda yeniden yazilabilir. (5.23) ve (5.24) esitliklerindeki integraller

Z—lex+q2
In 1.X 2
z e+ p

seklinde iki-parametre ile genellestirilmis Fermi integralleridir [70]. Boylece (5.23)
ve (5.24) esitlikleri

f (z,q,p) = F(ln) Ix ax (5.25)

N 1
v =? f3/2(2,0, p) (5.26)
P 1
ﬁ:? f5/2(z,9, p) (5.27)

formunda yazilabilir. Unutulmamalidir ki yiiksek sicakliklar limitindeki
incelemelerde z <<1 limiti dikkate alindigindan, bu limitte (5.25) esitligindeki

integrale kismi integrasyon uygulanir ve

— :i p?ze™)! (5.28)

1+p ze

w2 At

1+q ze

yazilabilir. Buradan (5.25)’deki iki-parametre ile genellestirilmis Fermi

integrallerinin ¢oztimleri yapilirsa,

1 1% & ._1<p2z>'}
f0 (2,0, p) = —————1 > (D)’ & (5.29)
‘In (q /p )‘ {Z |n+1 Igll |n+1

1=1

bulunur [70]. Sekil 5.3. ve Sekil 5.4.’de swrasiyla f3;,(z,q, p) fonksiyonlarinin bazi
p degerleri icin z ve g’ya bagh degisimlerinin grafikleri (q, p) <1, (qg,p)=>1

araliklart i¢in incelenmistir. Sekil 5.5. ve Sekil 5.6.’da da swrasiyla fs;, (2,0, p)
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fonksiyonlarimin bazi p degerleri i¢in z ve (’ya bagli degisimlerinin grafikleri

(9, p) <1, (g,p)=1 araliklar1 icin incelenmistir. Sekil 5.3.-Sekil 5.6.’nin elde
edilmesi i¢in gerekli olan Matlab program kodlar1 Ek 2.’de verilmistir. q ve p

parametrelerinin artmasiyla f3,, (2,0, p) ve fg;5(z,q, p) fonksiyonlarinin da artt1g1
gozlemlenmistir. Bu fonksiyonlar (g, p) <1 araliginda standart f;,, (z) ve fg;5 (2)
fonksiyonlarindan kiiciik, (q, p) >1 araliginda ise biiyiik degerler almaktadir. Kendi
icinde de, f3,,(z,9,p) fonksiyonu (q,p)<1 araligmmda f5,,(z,q,p)

fonksiyonundan kiiciik, fakat (g, p) >1 araliginda da biiylik degerler almaktadir.
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I/,,,(z-9.p)|

e
'
£

Sekil 5.3. (g, p) <1 araliginda f3;,(z,q, p) deforme Fermi-Dirac fonksiyonunun farkli p degerleri i¢in z ve q’ya
bagl degisimi.

Sekil 5.4. (g, p) =1 araliginda f3;,(z,9, p) deforme Fermi-Dirac fonksiyonunun farkli p degerleri i¢in z ve q’ya
bagli degisimi.
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Sekil 5.5. (g, p) <1 araliginda fg;,(z,9, p) deforme Fermi-Dirac fonksiyonunun farkli p degerleri i¢in z ve q’ya

bagli degisimi.

— p:‘l

— =15

Sekil 5.6. (g, p) =1 araliginda fg;,(z,9, p) deforme Fermi-Dirac fonksiyonunun farkli p degerleri i¢in z ve q’ya

bagli degisimi.
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Modelin i¢ enerjisi U =—(0InZ/0f) denkleminden elde edilebilir. Bunun igin i¢

enerji

U= —Z a“' DYP n (1+ zax;) (5.30)

formunda yeniden yazilmahdir. Burada ¢; = e P4 olmak iizere (5.14) esitligindeki

DaP modifiye edilmis Fibonacci fark operatorii kullanilmistir. Ote yandan i¢ enerji

fonksiyonu

2, P
U - Z [1+q ze J‘ (5.31)

1+ p?ze P

formunu da saglar. Termodinamik limitte N,V — oo i¢in (5.20) kullanilarak

(5.31)’deki i¢ enerji ifadesi

U:3 vV 4 J‘Xs/zdx 1

ZKkT — 5.32
2 23ry (5.82)

2_,—X
In 1+qzze
1+ p-ze™™

formuna dontisiir. Burada yine x = ¢ olarak alinmistir. Buradan (5.25) esitligindeki

(9,p)-deforme Fermi-Dirac fonksiyonlar1 kullanilirsa sistemin i¢ enerjisi
3.V
U :EkTE fs/2 (2,9, p) (5.33)

olur. Burada fs;, (z,q, p) fonksiyonu (5.29) esitliginde verilmistir.

Sistemin Helmholtz serbest enerjisi, (5.26) ve (5.27) esitliklerinin kullanilmasiyla
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F—uN—PV = NkT{In 7 —M} (5.34)
f312(z,d, p)

seklinde elde edilir. Modelin entropi fonksiyonu da
S
P InZ + pU — SuN (5.35)

seklindeki esitlikten elde edilebilir. Bu ifadede (5.26), (5.27) ve (5.33) esitlikleriyle
ifade edilen (g,p)-Fermi gazi modeline ait sonuglar kullanilirsa, sistemin yiiksek

sicakliklarda deforme entropi fonksiyonu

v - ?{E f510 (2,0, p) = 3,2 (2,9, p)In Z} (5.36)

seklinde elde edilebilir. (5.36) esitliginden S(@P) 23 /kV iki parametre ile deforme
entropi fonksiyonunun bazi sabit p degerleri i¢in z ve g’ya bagli degisimlerinin
grafikleri Sekil 5.7. ve Sekil 5.8.°de (q,p)<1, (qg,p)=1 araliklar1 igin

incelenmistir. Sekil 5.7. ve Sekil 5.8.’in elde edilmesi i¢in gerekli olan Matlab

program kodlar1 Ek 2.°de verilmistir. ¢ ve p parametrelerinin artmasiyla

s@P) 23 /kv  fonksiyonunun da arttig1 gozlemlenmistir.

Bir sonraki boliimde sistemin yiiksek sicakliklardaki hal denkleminin virial agilimi

incelenecektir.



s.P Py

Sekil 5.7. (g, p) <1 araliginda SAIKV entropi fonksiyonunun farkli p degerleri i¢in zZ ve ’ya bagh degisimi.

s (9, p)Z’/kV

Sekil 5.8. (g, p) =1 araliginda SAIKV entropi fonksiyonunun farkli p degerleri i¢in z ve ’ya bagh degisimi.

63
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5.3. (q,p)-Deforme Fermi Gaz1 Modelinin Hal Denklemi

(9,p)-Deforme Fermi gazi modelinin yiiksek sicakliklardaki hal denkleminin virial
acilimi ve ilk bes virial katsay1 q ve p deformasyon parametrelerinin fonksiyonu
olarak, ii¢ boyutlu ve iki boyutlu uzayda ayri ayr1 elde edilecektir. Virial
katsayilarinin g ve p  parametreleri igin degisim grafikleri incelenecek ve

deformasyonun etkileri bulunmaya ¢alisilacaktir.

5.3.1. Uc boyutlu uzayda hal denklemi ve virial katsayilari

Yiiksek sicakliklar (veya z <<1) limitinde (5.29) esitligindeki f,(z,q, p) ifadesi
(5.26) esitliginde kullanildiginda

N3 1 on 2 (972 —(p%2)?®  (9%2)® - (p?z)°
= q Z— Z—
V ‘In (qZ/pZ)‘ 25/2 35/2
_@2*-(p’2)*  (@*2)°-(p’2)° (5.37)
45/2 55/2 )

esitligi elde edilir. Bu esitlikten

In@®/p?)| (N “”(qzlpzﬂz (@*-p* (N2
T V)T @y v

B 3 3

‘In(qzlpz)‘ (G - p)?2 ‘In(qzlpz)‘ (q° - p°) (N/13J3
+ —

24 (q2_ p2)5 35/2 (q2_ p2)4 V

[ 2, 24 (@ -pH® 5 2, 244 (@ - p®)g* - ph)

+ H1512 ‘In @ /p )‘ (A2 - p2)’ T 5i24512 ‘In @ /p )‘ (A2 - p2)°
4

‘In(qzlpz)‘ (@8- p®) | N2 4

+ 45/2 (q2 _ p2)5 V
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T g2 pf@ti=pHt 7 2, 25 (@ =p")*@° - p°)
{z—g\ln(q /p°) o ph) In(9®/ p?)

(@* - p?)®

5
N@*/p%)| (6 _p)2 3 5 (8 Byd 4
J . ‘ (q2 |02)7+ 3 |n(q2/p2)‘ (q |2)(q2 7|0)
3 @ -p°)" 2 @ -p°)

(5.38)

5
‘In(q2 / pz)‘ (' = p19) | NA3 S
L @2 -p2)° | Vv

ifadesi elde edilir. Burada yliksek sicakliklar limiti NA% /V <<1 durumuna kars1

geldigi icin z ifadesinde NA3/V ’nin besinci kuvvetinden sonraki terimler ihmal

edilmistir. (5.29) esitliginin (5.27) esitliginde kullanilmasiyla

P_Ll 1 e, 2, @D°-(0"D)° (@2)°-(p"2)°

@%2)* - (p?2)*  (a%2)° - (p°2)°
B 4712 + 5712 e (539)

seklinde basing ifadesi elde edilir. (5.38) esitligindeki z ifadesinin burada

kullanilmasiyla

3 32 33
(A P)+ 2 p)(%}ag(q, p)[%] +a,(0 p){%}

VAN
+as(q, p)[Tj ‘.. (5.40)

bigiminde sistemin hal denkleminin virial a¢ilimi bulunabilir. Burada & (q, p),
a,(a, p), az(a,p), as(a, p) ve as(qg, p) sistemin g ve p parametrelerine baglh ilk

bes virial katsayisidir ve
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(g, p) =1 (5.41)

In(a?/ p?)
200 =375 | — pz)Z‘ @* - p*) (5.42)

2
1 n@®/p?)
az (g, p) =—W(q4 -p*)? - 3712 (g7 _ Py’ @°-p°) (5.43)

S ‘In(qzlpz)‘s 4 43 3 ‘In(qzlpz)‘g 4 4
as(q, p) = (" -p7)° - @-p)@ -p")
21712 (q2 B p2)6 65/2 (q2 _ p2)5

(@® - p®) (5.44)

7 ‘In(qzlpz)r 4 44 1 ‘In(qzlpz)r 4 4\2,.6 6
as(q, p) = @ -p")" - @ -p") (@ -p°)
210 (qz_pz)s 2333/2 (qz—p2)7

2 In@? o)’ i
P (g2~ pd)°

In(@*/p?)
1
@ -p®)?+ 1172 | PR @ -p%)@*-p*

4
4 |n@®7p?)
5772 (g2 — p2)5

(@'~ p'?) (5.45)

seklindeki gibidir [70]. Birincisi hari¢ bulunan bu virial katsayilarinin ¢ ve p

deformasyon parametrelerine gore degisimlerinin grafikleri (q, p) <1 ve (g, p) =1

araliklar1 i¢in Sekil 5.9.-Sekil 5.16.’da verilmistir. Sekil 5.9.-Sekil 5.16.’nin elde
edilmesi igin gerekli olan Matlab program kodlar1 Ek 2.’de verilmistir. Virial
katsayilarinin serbest bozon gazi igin negatif, serbest fermiyon gazi igin de pozitif
degerler alabildigi bilinmektedir [61, 63, 64]. Ancak (q,p)-deforme Fermi gazina ait
bu virial katsayillarinin Sekil 5.9.-Sekil 5.16.°da goériilecegi tlizere q ve p

parametrelerinin bazi degerlerinde negatif, bazi degerlerinde de pozitif oldugu
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gortilmistiir. Bu da q ve p parametrelerinin modelin orijinal fermiyonik davranistan

bozonik davranisa gegmesinde rol oynayabilecekleri seklinde yorumlanmustir.
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Sekil 5.9. (g, p) <1 araliginda a, (g, p) deforme virial katsayisinin g ve p ile degisimi

008

01

014

02

Sekil 5.10. (g, p) =1 araliginda a,(q, p) deforme virial katsayisinin g ve p ile degisimi

— p=T
I — p=1.1
— . —p=15
L 1 1 1 1 1 1 1
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68



01
e or - - T ——
R |
& b/ T
3 g ; = —
“m ||/ . ’ H-"‘"-\..___\_\_
02F T
|I —
03|
sl
|
-u.si
LB
.07k
08 —p:D']
——p=03
0afk b=
1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]

Sekil 5.11. (g, p) <1 araliginda a3(q, p) deforme virial katsayisinin g ve p ile degisimi
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Sekil 5.12. (g, p) 21 araliginda a3(q, p) deforme virial katsayisinin g ve p ile degisimi
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Sekil 5.14. (g, p) =1 araliginda a4(q, p) deforme virial katsayisinin g ve p ile degisimi
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Sekil 5.16. (g, p) 21 araliginda a5(q, p) deforme virial katsayisinin g ve p ile degisimi
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Ug boyutlu uzayda modelin hal denkleminin virial agilimi ve ilk bes virial katsaymin
bulunmasindan sonra, asagida modelin iki boyutlu uzayda hal denklemi ve virial
katsayilar1 bulunacaktir.

5.3.2.1ki boyutlu uzayda hal denklemi ve virial katsayilari

Iki boyutlu uzayda modelin basing ifadesi (4.59) esitligindekine benzer sekilde

P

1z (5.46)
KT A

den bulunabilir. Bu hal igin A N — oo limiti goz Sniine alinarak

> oo 2w mA [ae (5.47)

dontigiimityle toplamlar integrale donistiiriiliir. Boylece iki boyutlu uzayda modelin

basing ve toplam pargacik sayisi

5 _27zm°o —pe

ﬁ = h—zz';dg In (1+ e ) (548)

J 0 1 fe o2

%:Mzm.[ a2 o2 In[z—leﬁngqz] (5.49)
h? 5 [n@®rp?)]| (z%e® +p

halini alir. Bu esitlikler x = fe doniisiimii yapildiginda

P

1 o0
=~ | dxIn(1+ ze”* 5.50
T /12!; (1+2e7) (5.50)



)>|Zz

® A
0

Z—lex+q2
In 1 5
z77e+p

seklinde yeniden yazilabilir. Bu esitliklerde m=ze™™
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(5.51)

déniisiimii ve (5.14)’deki

[A),(nq‘p) modifiye edilmis Fibonacci fark operatorii kullanilarak kismi integrasyon

yapildiginda bu iki esitlik

1
=?f2(21q, p)

2| o

N 1
Y =? f1(z,q, p)

seklindeki gibi yazilabilir [70]. f;(z,q, p) ve f,(z,9, p) Fermi integralleri

f1(z,0,p) = jd

Z—lex+q2
In 1.X 2
7 e+ p
2% 4 g2
In 1.X 2
7 e+ p

bigimindedir. (5.54) ve (5.55) esitlikleri ¢oziiliirse

f2(2,0,p) = jd

1=1

251 0 251
(2.0, p) = 1 {Z(_l) 1 (qIZZ) _Z(_l)l—l(DIZZ) }
1=

‘I 2/p)‘

fo(z.0,p) = ;{Z(— D' 1(q|z) Z( 2! —1('0 Z) }

In(a®/p?)| |15

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)
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bulunur.

Yukarida bulunan ifadeler iki boyutlu uzayda hal denkleminin elde edilmesi i¢in

kullanilacaktir. Oncelikle (5.56) esitliginin (5.53) esitliginde kullanilmasiyla

NA2_ 1 2,2, @D =) (@°)°-(p°D)°
A ‘In(qzlpz)‘ 22 32

_(9°2)* —2(p22)4 +((122)5 —2(p22)5:| (5.58)
4 5

esitligi elde edilir. Bu esitlikten

Z ‘|n(q2/p2)‘ N~/12 ‘In(qzlpz)‘z (q4_p4) |\~l/12 2
= +
(@®-p%) | A 28 @-p?)’L A

3 3
‘In(qzlpz)‘ (@ - ph)?2 ‘In(qzlpz)‘ (q° - p®) (W’ZT
+ P
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bulunur. Burada yiiksek sicakliklar limiti NA% / A<<1 durumuna kars1 geldigi igin z

ifadesinde NA%/A’nin besinci kuvvetinden sonraki terimler ihmal edilmistir. (5.57)

esitliginin (5.52) esitliginde kullanilmasiyla da

| o

11 {2Z_p22_(q22)2—(922)2+(q22)3—(P22)3

K :?‘In(qzlpz)‘ 23 33

—

2 2 2 2
(g 2)44—3(p 2)* +(CI Z)55—3(p Z)E:I (5.60)

esitligi elde edilir. (5.59) esitligindeki z ifadesi (5.60) esitliginde kullanildiginda

sistemin yliksek sicakliklardaki hal denkleminin virial agilimi

~ ~ ~ 2 ~ 3
ﬂ—él“(q p)+a,(q p)N—AZ%a”(q p)N—’12 +a4(q |0)N—ﬂ2
I"\I*'kT 1 y 2 ] A 3 ’ A 4 ] A

- N2 Y
+as(q,p)( J +eo (5.61)

A

seklinde elde edilir. Burada a;(q, p), a,(a,p), as(a,p), a,(q,p) ve as(qg, p)

sistemin iki boyutlu uzayda q ve p parametrelerine bagli ilk bes virial katsayisidir ve

ap(a, p) =1 (5.62)
- 1 [In@?/p?)

3,(q,p) = Z—Sﬁm‘l -ph (5.63)
~ L n@re) z_i\mmzlpz)\z

830, p) =554 @* - p*) (% - p% (5.64)
’ q-p?)* g% - p?)°
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T (@ p?) -p) (5.66)
seklindedir. Birinci virial katsayist hari¢, bulunan bu virial katsayilarmin q ve p
deformasyon parametrelerine gore degisimlerinin grafikleri (q, p) <1 ve (g, p) =1
araliklar1 i¢in Sekil 5.17.-Sekil 5.24.’de verilmistir. Sekil 5.17.-Sekil 5.24.’iin elde
edilmesi igin gerekli olan Matlab program kodlar1 Ek 2.’de verilmistir. ki boyutlu
uzay i¢in de (g,p)-deforme Fermi gazina ait virial katsayilariin Sekil 5.17.-Sekil
5.24.deki grafiklerden de goriilecegi lizere ¢ ve p parametrelerinin bazi degerlerinde
negatif, bazi degerlerinde de pozitif oldugu goriiliir. Yine bu durum g ve p
parametrelerinin modelin iki boyutlu uzayda da, orjinal fermiyonik davranigtan

bozonik davranisa gegmesinde rol oynayabilecegi yorumunu miimkiin kilmaktadir.
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Sekil 5.17. (q, p) <1 araliginda a,(q, p) deforme virial katsayismin g ve p ile degisimi
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Sekil 5.18. (q, p) >1 araliginda a, (q, p) deforme virial katsayisinin g ve p ile degisimi
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Sekil 5.19. (g, p) <1 araliginda a5(q, p) deforme virial katsayisinin g Ve p ile degisimi
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Sekil 5.20. (g, p) >1 araliginda a5(q, p) deforme virial katsayisinin g ve p ile degisimi
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Bu boliimde (q,p)-deforme Fermi gazi modeline ait termo-istatistiksel fonksiyonlar
yiiksek sicakliklar limitinde bulunup, g ve p parametrelerinin bu fonksiyonlara etkisi
incelenmistir. Sistemin hal denklemi ve virial katsayilari q ve p parametreleri
cinsinden elde edilmistir. Son béliimde (q,p)-deforme Fermi gazi modelinin istatistik

mekaniksel 6zelliklerine deformasyonun etkileri ve diger sonuglar tartisilacaktir.



BOLUM 6. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu tez calismasinda ilk olarak fermiyon sistemlerinin genel kuantumsal ve
istatistiksel ozellikleri ele alinmistir. Daha sonra fermiyon cebirinin iki parametre ile
deformasyonu ile olusturulan FFO sisteminin kuantum cebirsel yonleri analiz
edilmigtir. Bu tiir deforme osilatérlerin olusturdugu (q,p)-deforme Fermi gazi
modelinin istatistik mekaniksel yonleri {izerine odaklanilmistir. Yiiksek sicaklik
limitinde fermiyonik Fibonacci osilatorleri gazi modelinin dagilim fonksiyonu,
toplam parcacik sayisi, basing, i¢ enerji ve entropisi ( Ve p parametrelerine bagh
olarak bulunmustur. Modelin iki ve ii¢ boyutlu uzayda hal denkleminin virial agilimi
elde edilmis ve ilk bes virial katsayisi q ve p parametreleri cinsinden hesaplanmuistir.
Deformasyon parametrelerinin s6z konusu termo-istatistiksel fonksiyonlara etkisi
arastirtlmis  ve bu c¢ercevede deformasyon parametreleri fiziksel olarak

yorumlanmaya c¢alisilmistir.

Modelin n(7,q,p) deforme dagilim fonksiyonunun (q,p)<1 ve (q,p)=>1

araliklarinda ¢ ve p parametrelerinin artistyla arttigt goézlemlenmigstir. Ayrica

(9, p) £1 araliginda deforme dagilim fonksiyonu sabit 7 degerleri i¢in ideal
fermiyon dagilim fonksiyonundan kiiglik degerler alirken, (g, p)>1 araliginda

biiyiik degerler alabilmektedir.

Ote yandan modelin f;;,(z,0,p) ve fg5(z,0,p) deforme Fermi-Dirac
fonksiyonlar1, hem (g, p) <1, hem de (g, p) >1 araliklarinda g ve p ‘nin artisiyla
artmaktadir. Deforme Fermi-Dirac fonksiyonlar1 (g, p) <1 araliginda sabit z
degerlerinde ideal Fermi-Dirac fonksiyonlarindan kiiciik degerler alirken, (g, p) >1
araliginda ise biiyiik degerler almaktadir. Ayrica kendi iginde de yine sabit z

degerlerinde (g, p) <1 araliginda fg,,(z,q4,p) fonksiyonu f3,5(z,q,p)
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fonksiyonundan daha biiyiik degerler alirken, (g, p) >1 araliginda da daha kiigiik

degerler almaktadir.

Ozetlemek gerekirse n(7,q, p) deforme dagilim fonksiyonu (g, p) <1 ve (q, p) >1
araliklarinda, sabit # degerlerinde q ve p artarken artmaktadir. Fakat sabit q ve p
degerlerinde 7 artarken azalmaktadir. 3, (z,9,p), f5/»(z,9,p) deforme Fermi-
Dirac fonksiyonlarin (g, p) <1 ve (g, p) =1 araliklarinda sabit z degerlerinde q ve p

artarken artmaktadir.

Ug boyutlu uzay igin (q,p)-deforme Fermi gaz1 modelinin yiiksek sicakliklardaki hal
denkleminin virial acilimindaki a,(q, p), az(a, p), as(q, p) ve ag(q, p) deforme
virial katsayilari, q ve p’nin artisina gore bazi araliklarda artarken, bazi araliklarda
azalmaktadir. Ayrica a,(q,p) ve a,(g,p) hem (q,p)<1, hem de (q,p)=>1
araliklarinda pozitif ve negatif degerler alabilmektedir. Dolayisiyla q ve p
parametrelerine bagl olarak virial katsayilar1 pozitifken sistem fermiyonik davranig
gostermekte, negatifken de sistem bozon benzeri davramis gosterebilmektedir.
as(q, p) ve as(g, p) hem (g, p) <1, hem de (g, p) >1 araliklarinda sadece negatif
degerler almaktadir. Oysa a,(q, p) ve a,(Q, p) g>p igin pozitif, g<p i¢in negatif
degerler alabilmektedir. Sekil 5.9.-Sekil 5.16.’deki virial katsayisi grafiklerine

bakildiginda grafikte siireksizlikler goriilmektedir. Bu siireksizlikler sistemin
fermiyonik ~ davramistan  bozonik  davramisa  ge¢is  yaptigi  seklinde

yorumlanabilmektedir.

Iki boyutlu uzayda elde edilen a,(q, p), as(q, p), as(q, p) ve as(q, p) deforme
virial katsayilar1 da g ve p’nin artisina gore bazi araliklarda artarken, bazi araliklarda

azalmaktadir. a,(q,p) ve a,(q,p) virial katsayilari hem (g, p) <1, hem de
(9, p) =1 araliklarinda pozitif ve negatif degerler alabilmektedir. a5(q, p) katsayisi
(9, p) £1 araliginda pozitif ve negatif degerler alirken, (g, p) >1 aralifinda sadece
pozitif degerler almaktadir. ag(qg, p) ise sadece her iki aralikta da negatif deger

alabilmektedir.
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Besinci bolimde elde edilen (Q,p)-deforme Fermi gazi modelinin tiim deforme
termo-istatistiksel fonksiyonlar1 (g, p) —»1 limitinde ideal Fermi gazi sonuglarina
indirgenir.  Ayrica  modelin  incelenen  (g,p)-deforme  termo-istatistiksel
fonksiyonlarinin grafiklerine ait Matlab program kodlar1 Ek 2. kisminda

sunulmustur.

Modelin  S(@P) 33 /kv entropi fonksiyonu hem (g, p)<1, hem de (q,p)=1
araliklarinda q ve p‘nin artistyla artmaktadir. Bu fonksiyon (q, p) <1 aralifinda sabit

Z degerlerinde ideal Fermi gazinin entropi fonksiyonundan kiigiik degerler alirken,

(g, p) =1 araliginda ise biiyiik degerler almaktadir. Ayrica kendi i¢cinde de yine sabit
Z degerlerinde (q, p) <1 araliginda, (g, p) >1 araligindakinden daha kiiciik degerler

almaktadir.

Ideal Fermi gazinin hal denklemlerinin virial agilimlarindaki virial katsayilar1 belli
sabit sayilardir. Oysa pargaciklar arasi etkilesmelerin oldugu gercek fiziksel
sistemlerin virial katsayilari etkilesme potansiyelinin bir fonksiyonu seklindedir [61].
(9,p)-Deforme Fermi gazi modeli i¢in elde edilen virial katsayilar1 da bir sabit olmak
yerine, q ve p deformasyon parametrelerinin bir fonksiyonu oldugundan bu
parametrelerin  pargaciklar arasi etkilesmeler hakkinda bilgi tasiyabilecekleri
diistiniilebilir. Ayrica modelin g ve p’nin belirli degerlerinde orijinal fermiyonik
davranmistan bozonik davranisa gecebilmesi deforme fermiyonik parcaciklar
arasindaki etkilesmelerden dolay:r olusabilecegi, buradan da bunlarin kompozit

fermiyon (veya kuazi-fermiyon) olabilecekleri yorumunu yapmak miimkiin olur [70].

Ote yandan Béliim 4.3.°de dejenere Fermi gazmin uygulama alanlarina ydnelik
olarak  metallerin  elektron  teorisi, Pauli  paramanyetizmasi, Landau
diyamanyetizmasi, beyaz ciice yildizlarinin istatistik mekaniksel ozellikleri gibi
ornekler verilmisti. Bunlara benzer uygulamalarda da sistemin pargaciklart (q,p)-
deforme fermiyonlarla yer degistirilerek yeniden ele alinirlarsa, pargaciklar arasi
etkilesmeler gelecekte (g,p)-deforme Fermi gazi modelinin istatistik mekaniksel
yonleri aracilifiyla calisilabilir ve boylece gergek fiziksel sistemlerde bazi lineer

olmayan davraniglarin agiklanmasinda faydali olup olmayacaklart g6zlemlenebilir.
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EKLER

EK 1.

* Standart Fermi-Dirac dagilim fonksiyonunun grafigi i¢in Matlab program kodu

x=[-4:0.001:4];

y=1./(exp(x)+1);
>> plot(x,y,'k') , xlabel("\eta','FontSize',14), ylabel('n(\eta)', 'FontSize',14)

* f3,5(2) ve fg;,(z) Fermi-Dirac fonksiyonlarinin grafigi i¢in Matlab program

kodu

>>z=[0:0.001:1];

sum=0;

for 1=1:49;
sum=sum-+((((-1)*(1-1))*(z.71))/(1*1.5));
end

>>y=[0:0.001:1];

sum2=0;

for 1=1:49;
sum2=sum2+((((-1)7(I-1))*(y.M))/(172.5));
end

>> plot(z,sum,'k:",y,sum2,'k') , xlabel('z, 'FontSize',14), ylabel('f_{n}(z)', 'FontSize',14) ,

legend('n={3/2}", 'n={5/2}')
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EK 2.

* (g, p) <1 araliginda (qg,p)-Deforme Fermi-Dirac dagilim fonksiyonunun grafigi

i¢cin Matlab program kodu

>> [x,y] = meshgrid(0:0.01:0.99,-4:0.01:4);

>> z=abs(1./log((x.”2)./((0.1)*2))).*abs(log((exp(y)+x.22)./(exp(y)+(0.1)*2)));

>> v=abs(1./log((x.72)./((0.8)"2))).*abs(log((exp(y)+x.72)./(exp(y)+(0.8)"2)));

>> plot3(x,y,z,'r',x,y,v,'k"), grid off, xlabel('q','FontSize',14) , ylabel('\eta','FontSize',14),

zlabel('n(\eta ,q,p)','FontSize',14)

* (g, p) =1 arahiginda (qg,p)-Deforme Fermi-Dirac dagilim fonksiyonunun grafigi

icin Matlab program kodu

[x,y] = meshgrid(1.01:0.01:2,-4:0.01:4);

z=abs(1./log((x.A2)./(1.1)2))). *abs(log((exp(y}+x.2)./(exp(y}+(1.1)2)));
v=abs(1./log((x.22)./((1.5)*2))).*abs(log((exp(y)+x.22)./(exp(y)+(1.5)"2)));
plot3(x,y,z,'r',x,y,v,'k'), grid off, xlabel('q’,'FontSize',14) , ylabel('\eta','FontSize',14) ,

zlabel('n(\eta,q,p)','FontSize',14)

* (g, p) <1 araliginda f;3,,(z,q, p) deforme Fermi-Dirac fonksiyonunun grafigi igin

Matlab program kodu

>> [x,y] = meshgrid(0:0.01:0.99,0:0.01:1);

sum=0;

for k=1:49;
sum=sum+((-1)*(k-1)./(abs(log((x.22)./((0.1)*2))).*(k”2.5))).*((((x.72).*y). k)-
(((0.112).*y)."k));

end;

>>sum1=0;

>> for k=1:49;
suml=suml+((-1)*(k-1)./(abs(log((x.72)./((0.3)*2))).*(k"2.5))).*((((x.”2).*y).~k)-
(((0.372).*y)."k));

end;

>>sum2=0;

>> for k=1:49;
sum2=sum2+((-1)*(k-1)./(abs(log((x.”2)./((1)*2))).*(k”2.5))).*((((x.72).*y)."k)-
(((172).*y).~k));

end;

>> plot3(x,y,abs(sum),'r',x,y,abs(sum1), 'b',x,y,abs(sum2), 'g'), xlabel('q','FontSize',14),

ylabel('z','FontSize',14) , zlabel('|f_{3/2}(z,q,p)|','FontSize',14);
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* (g, p) =1 araliginda f;,,(z,q, p) deforme Fermi-Dirac fonksiyonunun grafigi igin

Matlab program kodu

>> [x,y] = meshgrid(1.01:0.01:2, 0:0.01:1);

sum=0;

for k=1:9;
sum=sum-+((-1)"(k-1)./(abs(log((x.2)./((1)"2))).*(k"2.5))).*((((x.A2).*y).Ak)~(((172).*y)."k));
end;

>>sum1=0;

>> for k=1:9;
suml=suml+((-1)*(k-1)./(abs(log((x.”2)./((1.1)"2))).*(k*2.5))).*((((x.~2).*y).~k)-
(((1.212).*y).~k));

end;

>>sum2=0;

>> for k=1:9;
sum2=sum2+((-1)*(k-1)./(abs(log((x.”2)./((1.5)"2))).*(k~2.5))).*((((x.~2).*y).~k)-
(((1.512).*y).~k));

end;

>> plot3(x,y,abs(sum),'r',x,y,abs(sum1), 'b',x,y,abs(sum2), 'g'), xlabel('q','FontSize',14),

ylabel('z','FontSize',14) , zlabel('|f_{3/2}(z,q,p)|','FontSize',14);

* (g, p) <1 araliginda fg;, (2,9, p) deforme Fermi-Dirac fonksiyonunun grafigi igin

Matlab program kodu

>> [x,y] = meshgrid(0:0.01:0.99,0:0.01:1);

sum=0;

for k=1:49;
sum=sum+((-1)*(k-1)./(abs(log((x.*2)./((0.1)*2))).*(k”3.5))).*((((x.72).*y). k)-
(((0.112).*y).~k));

end;

>>sum1=0;

>> for k=1:49;
suml=suml+((-1)*(k-1)./(abs(log((x.”2)./((0.3)"2))).*(k*3.5))).*((((x.~2).*y).~k)-
(((0.312).*y).~k));

end;

>>sum2=0;

>> for k=1:49;
sum2=sum2+((-1)*(k-1)./(abs(log((x.”2)./((1)*2))).*(k”3.5))).*((((x.72).*y)."k)-
(((172).*y).~k));

end;

>> plot3(x,y,abs(sum),'r',x,y,abs(sum1), 'b',x,y,abs(sum2), 'g'), xlabel('q','FontSize',14),

ylabel('z','FontSize',14) , zlabel('|f_{5/2}z,q,p)|','FontSize',14);
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* (g, p) =1 araliginda fg;, (2,9, p) deforme Fermi-Dirac fonksiyonunun grafigi igin

Matlab program kodu

>> [x,y] = meshgrid(1.01:0.01: 2, 0:0.01:1);

sum=0;

for k=1:9;
sum=sum+((-1)*(k-1)./(abs(log((x.*2)./((1)"2))).*(k"3.5))).*((((x."2). *y)."k)-(((142).*y)."k));
end;

>>sum1=0;

>> for k=1:9;
suml=suml+((-1)*(k-1)./(abs(log((x.72)./((1.1)*2))).*(k"3.5))).*((((x.”2).*y).~k)-
(((1.272).*y).~k));

end;

>>sum2=0;

>> for k=1:9;
sum2=sum2+((-1)*(k-1)./(abs(log((x.*2)./((1.5)*2))).*(k”3.5))).*((((x.”2).*y).~k)-
(((1.572).*y).~k));

end;

>> plot3(x,y,abs(sum),'r',x,y,abs(sum1), 'b',x,y,abs(sum2), 'g'), xlabel('q','FontSize',14),

ylabel('z','FontSize',14) , zlabel('|f_{5/2}(z,q,p)|','FontSize',14);

* (9,p) £1 araliginda s(@P) 23 /Ky entropi fonksiyonunun grafigi i¢in Matlab

program kodu

>> [x,y] = meshgrid(0:0.01:0.99,0:0.01:1);

sum=0;

for k=1:49;
sum=sum+((-1)*(k-1)./(abs(log((x.*2)./((0.1)*2))).*(k”2.5))).*((((x.72).*y). k)-
(((0.112).*y).~k));

end;

sum1=0;

for k=1:49;
suml=suml+((-1)*(k-1)./(abs(log((x.*2)./((0.3)*2))).*(k*2.5))).*((((x.”2).*y).~k)-
(((0.312).*y).~k));

end;

sum2=0;

for k=1:49;
sum2=sum2+((-1)*(k-1)./(abs(log((x.”2)./((1)*2))).*(k”2.5))).*((((x.72).*y).”k)-
(((172).*y).~k));

end;

>> sum3=0;

for k=1:49;
sum3=sum3+((-1)*(k-1)./(abs(log((x.72)./((0.1)*2))).*(k”3.5))).*((((x.”2).*y).~k)-
(((0.172).*y).~k));

end;

sum4=0;

for k=1:49;
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sum4=sum4+((-1)*(k-1)./(abs(log((x.”2)./((0.3)2))).*(k”*3.5))).*((((x.~2).*y).~k)-
(((0.372).*y).~k));

end;

sum5=0;

for k=1:49;
sum5=sum5+((-1)*(k-1)./(abs(log((x.72)./((1)*2))).*(k”3.5))). *((((x.72).*y).~k)-
(((172).*y).~k));

end;

>> e=((5/2).*abs(sum3))-(abs(sum)).*log(y);

>> f=((5/2).*abs(sum4))-(abs(sum1)).*log(y);

>> g=((5/2).*abs(sum5))-(abs(sum2)).*log(y);

>> plot3(x,y,e,'r',x,y,f, 'b',x,y,g, 'g'), xlabel('q','FontSize',14), ylabel('z','FontSize',14),

zlabel('S{\lambda}*3/kV','FontSize',14);

* (gq,p) =1 araliginda s@P 23 kv entropi fonksiyonunun grafigi icin Matlab

program kodu

>> [x,y] = meshgrid(1.01:0.01: 2, 0:0.01:1);

sum=0;

for k=1:9;

sum=sum-+((-1)*(k-1)./(abs(log((x."2)./((1)*2))).*(k"2.5))). *((((x.*2).*y).~k)-(((1"2).*y)."k));
end;

>>sum1=0;

>> for k=1:9;
suml=suml+((-1)*(k-1)./(abs(log((x.*2)./((1.1)72))).*(k"2.5))).*((((x.”2).*y).~k)-
(((1.272).*y).~k));

end;

>>sum2=0;

>> for k=1:9;
sum2=sum2+((-1)*(k-1)./(abs(log((x.”2)./((1.5)"2))).*(k*2.5))).*((((x.A2).*y).~k)-
(((1.572).*y).~k));

end;

sum3=0;

for k=1:9;
sum3=sum3+((-1)*(k-1)./(abs(log((x.”2)./((1)*2))).*(k”3.5))).*((((x.72).*y).”k)-
(((172).*y).~k));

end;

>> sum4=0;

>> for k=1:9;
sum4=sum4+((-1)*(k-1)./(abs(log((x.22)./((1.1)72))).*(k”3.5))).*((((x.”2).*y).~k)-
(((1.272).*y).~k));

end;

>>sum5=0;

>> for k=1:9;
sum5=sum5+((-1)*(k-1)./(abs(log((x.22)./((1.5)*2))).*(k”3.5))). *((((x.”2).*y).~k)-
(((1.512).*y).~k));

end;

>> e=((5/2).*abs(sum3))-(abs(sum)).*log(y);
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>> f=((5/2).*abs(sum4))-(abs(sum1)).*log(y);
>> g=((5/2).*abs(sum5))-(abs(sum2)).*log(y);
>> plot3(x,y,e,'r',x,y,f, 'b',x,y,g, 'g'), xlabel('q','FontSize',14), ylabel('z','FontSize',14),

zlabel('S{\lambda}*3/kV','FontSize',14);

* (9,p) <1 araliginda a,(q,p) deforme virial katsayisinin grafiginin Matlab

program kodu

>> x=[0:0.01:0.99];

>>y=(1/2"(7/2))*((abs(log((x.*2)./((0.1)22))))./(((x.*2)-( (0.1)"2)).72)).*((x.~4)-( (0.1)*4));
>> u=(1/2"(7/2))*((abs(log((x.*2)./( (0.3)22))))./(((x.*2)-( (0.3)*2)).72)).*((x.*4)-( (0.3)"4));
>>w=(1/2"(7/2))*((abs(log((x.72)./(112))))./(((x.A2)-(142)).72)).*((x."4)-(1"4));

>> plot(x,y,'r',x,u, 'b',x,w, 'g'); xlabel('q’,'FontSize',14) , ylabel('a_{2}(q,p)','FontSize',14),

Jegend('p=0.1",'p=0.3","p=1");

* (q,p)=1 araliginda a,(q,p) deforme virial katsayisinin grafiginin Matlab

program kodu

>> x=[1:0.01:2];

>>y=(1/2"(7/2))*((abs(log((x.72)./((1)*2))))./(((x.72)-( (1)72)).72)).*((x.”4)-( (1)*4));
>>u=(1/27(7/2))*((abs(log((x.*2)./( (1.1)22))))./(((x.*2)-( (1.1)72)).72)).*((x.4)-( (1.1)"4));
>>w=(1/27(7/2))*((abs(log((x.*2)./((1.5)*2))))./(((x.*2)-( (1.5)"2))."2)).*((x.*4)-( (1.5)"4));
>> plot(x,y,'r',x,u, 'b',x,w, 'g'); xlabel('q','FontSize',14) , ylabel('a_{2}(q,p)','FontSize',14),

Jegend('p=1','p=1.1","p=1.5");

* (q,p) <1 araliginda a3(q,p) deforme virial katsayisiin grafiginin Matlab

program kodu

>> x=[0:0.01:0.99];
>>y=((1/27(5))*(((abs(log((x.#2)./((0.1)22)))).~2)./(((x.~2)-((0.1)"2)).~4)).*(((x. 4)-
((0.1)74)).~2))-((2/3(7/2))*(((abs(log((x.72)./((0.1)22)))).*2)./(((x.~2)-
((0.1)22)).73)).*((x.6)-((0.1)"6)));

>> u=((1/27(5))*(((abs(log((x.72)./((0.3)"2)))).~2)./(((x.72)-((0.3)72)).~4)).*(((x."4)-
((0.3)14)).22))-((2/37(7/2))*(((abs(log((x.72)./((0.3)2)))).*2)./(((x.A2)-
((0.3)72)).73)).*((x."6)-((0.3)"6)));

>> w=((1/27(5))*(((abs(log((x.22)./((1)72)))).22)./(((x.72)-((1)"2)).74)).*(((x."4)-((1) 4)).72))-
((2/37M7/2))*(((abs(log((x.2)./((1)72)))).72)./(((x.72)-((1)*2)).73)).*((x.*6)-((1)6)));

>> plot(x,y,'r',x,u, 'b',x,w, 'g'); xlabel('q','FontSize',14) , ylabel('a_{3}(q,p)','FontSize',14),

legend('p=0.1','p=0.3",'p=1");
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* (q,p)=1 araliginda a3(q,p) deforme virial katsayisinin grafiginin Matlab

program kodu

>> x=[1:0.01:2];
>>y=((1/27(5))*(((abs(log((x.#2)./((1)"2)))).~2)./(((x.A2)-((1)*2)).~4)).*(((x.~4)-((1)*4)).72))-
((2/37(7/2))*(((abs(log((x."2)./((1)*2)))).~2)./(((x.72)-((1)*2)).73)).*((x.6)-((1)"6)));

>> u=((1/27(5))*(((abs(log((x.72)./((1.1)"2)))).~2)./(((x.*2)-((1.1)72)).~4)). *(((x.4)-
((1.2)74)).~2))-((2/3(7/2))*(((abs(log((x.*2)./((1.1)2)))).*2)./(((x.~2)-
((1.1)72)).73)).*((x.~6)-((1.1)"6)));
>>w=((1/27(5))*(((abs(log((x.2)./((1.5)72)))).*2)./(((x.*2)~((1.5)*2)).74)).*(((x."4)-
((1.5)74)).72))-((2/37(7/2))*(((abs(log((x.*2)./((1.5)"2)))).*2)./(((x."2)-
((1.5)12)).73)).*((x."6)-((1.5)"6)));

>> plot(x,y,'r',x,u, 'b',x,w, 'g'); xlabel('q','FontSize',14) , ylabel('a_{3}(q,p)','FontSize',14)

Jegend('p=1',"p=1.1","p=1.5");

* (q,p) <1 araliginda a,(g,p) deforme virial katsayisinin grafiginin Matlab

program kodu

>> x=[0:0.01:0.99];
>>y=((5/27(17/2))*(((abs(log((x.72)./((0.1)"2)))).~3)./(((x.*2)-((0.1)*2)).76)).*(((x."4)-
((0.1)4)).~3))-((3/6"(5/2))*(((abs(log((x.*2)./((0.1)"2)))).~3)./(((x.*2)~(
(0.1)22)).25)).*(((x.76)-( (0.1)26)).*((x.*4)-( (0.1)*4))))+((3/2"(7)) *(((abs(log((x.*2)./(
(0.1)22)))).*3)./(((x.~2)-( (0.1)22)).~4)).*((x.~8)-( (0.1)"8)));

>> u=((5/27(17/2))*(((abs(log((x.*2)./((0.3)*2)))).*3)./(((x.*2)-((0.3)*2)).26)).*(((x."4)-
((0.3)24)).73))-((3/6"(5/2))*(((abs(log((x.*2)./((0.3)"2)))).~3)./(((x.*2)~(
(0.3)22)).25)).*(((x.76)-( (0.3)26)).*((x."4)-( (0.3)*4))))+((3/2"(7)) *(((abs(log((x."2)./(
(0.3)22)))).*3)./(((x.~2)-( (0.3)22)).4)).*((x.~8)-( (0.3)"8)));
>>w=((5/22(17/2))*(((abs(log((x.*2)./((1)*2)))).*3)./(((x.*2)-((1)*2)).76)).*(((x."4)-
((1)"4)).73))-((3/6"(5/2))*(((abs(log((x.*2)./((1)*2)))).*3)./(((x.*2)-( (1)2)).*5)).*(((x."6)~(
(1)76)).*((x.~4)-( (1)74))))+((3/27(7))*(((abs(log((x.*2)./( (1)*2)))).*3)./(((x.”2)~(
(1)12)).74)).*((x.~8)-( (1)"8)));

>> plot(x,y,'r',x,u, 'b',x,w, 'g'); xlabel('q','FontSize',14) , ylabel('a_{4}(q,p)','FontSize',14),

legend('p=0.1',"p=0.3",'p=1");

* (q,p)=1 araliginda a,(q,p) deforme virial katsayisinin grafiginin Matlab

program kodu

>> x=[1:0.01:2];
>>y=((5/2"(17/2))*(((abs(log((x."2)./((1)*2)))).*3)./(((x.*2)-((1)*2)).*6)).*(((x."4)-
((1)74)).73))-((3/6"(5/2))*(((abs(log((x.*2)./((1)*2)))).*3)./(((x.*2)-( (1)*2))."5)). *(((x.*6)-(
(1)76)).*((x.74)-( (1)"4))))+((3/2"(7))*(((abs(log((x.*2)./( (1)*2)))).*3)./(((x.*2)-(
(1)72)).74)).*((x.~8)-( (1)"8)));
>>u=((5/27(17/2))*(((abs(log((x.#2)./((1.1)*2))))."3)./(((x.*2)-((1.1)*2)).*6)).*(((x."4)-
((1.1)~4)).73))-((3/6"(5/2))*(((abs(log((x.*2)./((1.1)22)))).*3)./(((x.*2)(
(1.1)72)).75)).*(((x."6)-( (1.1)26)).*((x."4)-( (1.1)"4))))+((3/27(7))*(((abs(log((x.*2)./(
(1.2)72)))).~3)./(((x.2)-( (1.1)2)).~4)).*((x.~8)-( (1.1)"8)));
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>>w=((5/2"(17/2))*(((abs(log((x.2)./((1.5)2)))).*3)./(((x.*2)-((1.5)"2))."6)).*(((x."4)-
((1.5)74)).73))-((3/6"(5/2))*(((abs(log((x.72)./((1.5)*2)))).”3)./(((x.*2)~(
(1.5)72)).75)).*(((x.76)-( (1.5)6)).*((x.~4)-( (1.5)*4))))+((3/2"(7))*(((abs(log((x.*2)./(
(1.5)22)))).73)./(((x.~2)-( (1.5)"2)).4)).*((x.~8)-( (1.5)"8)));

>> plot(x,y,'r',x,u, 'b',x,w, 'g'); xlabel('q','FontSize',14) , ylabel('a_{4}(q,p)','FontSize',14),

legend('p=1','p=1.1",'p=1.5");

* (q,p) <1 araliginda ag(q,p) deforme virial katsayisinin grafiginin Matlab

program kodu

>> x=[0:0.01:0.99];
y=(((2/(3(5)))*((abs(log((x.2)./(0.1)22))).”4).*(((x.*6)-(0.1)"6).72))./(((x.*2)-(0.1)"2).76))+
((1/(27(11/2)))*((abs(log((x."2)./(0.1)*2))).74).*(((x."4)-(0.1)"4).*((x.*8)-(0.1)8))./(((x."2)-
(0.1)72).76))- ((1/((27(3))*(3(3/2)))) *((abs(log((x.*2)./(0.1)22))).~4). *((((x. 4)-
(0.1)74).A2).*((x.~6)-(0.1)"6))./(((x.~2)-(0.1)A2).A7))+
(((7/(27(10)))*((abs(log((x.*2)./(0.1)*2))).~4).*(((x."4)-(0.1)"4).74))./(((x.*2)-(0.1)*2)."8))-
(((4/(57(7/2)))*((abs(log((x."2)./(0.1)22))).~4).*(((x.~10)-(0.1)*10)))./(((x.*2)-(0.1)*2)."5)) ;
u= (((2/(37(5)))*((abs(log((x.72)./(0.3)*2))).~4).*(((x."6)-(0.3)"6).72))./(((x.*2)-(0.3)"2)."6))+
((1/(27(11/2)))*((abs(log((x."2)./(0.3)72))).74).*(((x.74)-(0.3)"4).*((x.*8)-(0.3)8))./(((x."2)-
(0.3)72).76))- ((1/((27(3))*(37(3/2))))*((abs(log((x.*2)./(0.3)22))).~4).*((((x.~4)-
(0.3)724).72).*((x.~6)-(0.3)16))./(((x.A2)-(0.3)22).77))+
(((7/(27(10)))*((abs(log((x.#2)./(0.3)2))).~4).*(((x."4)-(0.3)"4).74))./(((x.*2)-(0.3)"2)."8))-
(((4/(57(7/2)))*((abs(log((x.2)./(0.3)72)))."4).*(((x.~10)-(0.3)*10)))./(((x.*2)-(0.3)*2).A5)) ;
w= (((2/(37(5)))*((abs(log((x.72)./(1)2))).~4).*(((x.76)-(1)"6).72))./(((x.*2)-(1)"2).76))+
((1/(27(11/2)))*((abs(log((x."2)./(1)72))).74).*(((x."4)-(1)"4).*((x.78)-(1)"8))./(((x."2)-
(1)72).76))- ((1/((27(3))*(37(3/2))) *((abs(log((x.72)./(1)*2))).~4).*((((x."4)-
(1)74).22).*((x.%6)-(1)"6))./(((x.72)-(1)2).77))+

(((7/(27(10)))*((abs(log((x.#2)./(1)"2))).~4). *(((x.~4)-(1)"4).74))./(((x.*2)-(1)*2)."8))-
(((4/(57(7/2)))*((abs(log((x."2)./(1)"2))).~4).*(((x.~10)-(1)"10)))./(((x."2)-(1)"2).75)) ;
plot(x,y,'r',x,u, 'b',x,w, 'g'); xlabel('q','FontSize',14) , ylabel(‘a_{5}(q,p)','FontSize',14),

legend('p=0.1','p=0.3",'p=1");

* (q,p)=1 araliginda as(q,p) deforme virial katsayisinin grafiginin Matlab

program kodu

>> x=[1:0.01:2];
y=(((2/(37(5)))*((abs(log((x.2)./(1)*2))).74).*(((x.76)-(1)"6).22))./(((x.A2)-(1)"2).76))+
((1/(27(11/2)))*((abs(log((x.72)./(1)22))).~4).*(((x."4)-(1)"4).*((x.~8)-(1)*8))./(((x.*2)-
(1)72).76))- ((1/((27(3))*(37(3/2))))*((abs(log((x.72)./(1)72))).~4). *((((x.4)-
(1)74).22).*((x.76)-(1)"6))./(((x.A2)-(1)A2).A7))+
(((7/(27(10)))*((abs(log((x."2)./(1)72))).74).*(((x.74)-(1)"4).74))./(((x.A2)-(1)"2).78))-
(((4/(5™(7/2)))*((abs(log((x.72)./(1)22))).~4).*(((x.710)-(1)"10)))./(((x.72)-(1)A2).A5)) ;

u= (((2/(37(5)))*((abs(log((x.72)./(1.1)22))).~4).*(((x.~6)-(1.1)6)."2))./(((x.A2)-(1.1)"2).76))+
((1/(27(11/2)))*((abs(log((x.72)./(1.1)72))).74).*(((x.”4)-(1.1)"4).*((x.78)-(1.1)"8))./(((x.72)-
(1.1)22).76))- ((1/((2(3))*(32(3/2))))*((abs(log((x.72)./(1.1)72))).~4).*((((x.~4)-
(1.1)74).22).*((x.*6)-(1.1)"6))./(((x.A2)-(1.1)A2).A7))+
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(((7/(27(10)))*((abs(log((x."2)./(1.1)22))).74).*(((x."4)-(1.1)"4).74))./(((x.*2)-(1.1)A2).78))-
(((4/(57(7/2)))*((abs(log((x.72)./(1.1)22))).74).*(((x.~10)-(1.1)710)))./(((x.*2)-(1.1)"2).5)) ;
w= (((2/(37(5)))*((abs(log((x.72)./(1.5)"2))).~4).*(((x.~6)-(1.5)"6)."2))./(((x."2)-(1.5)"2).76))+
((1/(27(11/2)))*((abs(log((x.72)./(1.5)72))).74).*(((x."4)-(1.5)"4).*((x.8)-(1.5)"8))./(((x."2)-
(1.5)22).26))- ((1/((27(3))*(37(3/2))))*((abs(log((x.72)./(1.5)*2))).~4).*((((x."4)-
(1.5)74).22).*((x.*6)-(1.5)"6))./(((x.A2)-(1.5)"2).A7))+
(((7/(27(10)))*((abs(log((x.A2)./(1.5)72)))."4). *(((x.~4)-(1.5)"4)."4))./(((x."2)-(1.5)"2).78))-
(((4/(5™(7/2)))*((abs(log((x.~2)./(1.5)72))).74).*(((x.*10)-(1.5)*10)))./(((x.~2)-(1.5)"2).A5)) ;
plot(x,y,'r',x,u, 'b',x,w, 'g'); xlabel('q','FontSize',14) , ylabel('a_{5}(q,p)','FontSize',14),

legend('p=1','p=1.1",'p=1.5");

* (q,p)<1 araliginda a,(q,p) deforme virial katsayisinin grafiginin Matlab

program kodu

>> x=[0:0.01:0.99];

>>y=(1/2"(3))*((abs(log((x.*2)./((0.1)*2))))./(((x.*2)-( (0.1)22)).~2)).*((x.*4)-( (0.1)"4));
>>u=(1/2"(3))*((abs(log((x.#2)./((0.3)*2))))./(((x.*2)-( (0.3)"2)).72)).*((x.~4)-( (0.3)"4));
>>w=(1/2/(3))*((abs(log((x.*2)./((1)*2))))./(((x.*2)-((1)2))."2)).*((x."4)-((1)"4));

>> plot(x,y,'r',x,u, 'b',x,w, 'g'); xlabel('q','FontSize',14) , ylabel(' a_{2}(q,p)’,

'fontsize',14),legend('p=0.1",'p=0.3","'p=1");

* (g, p) =1 araliginda a,(q,p) deforme virial katsayisinin grafiginin Matlab

program kodu

>> x=[1:0.01:2];

>>y=(1/2"(3))*((abs(log((x.*2)./((1)*2))))./(((x.*2)-( (1)"2)).72)).*((x.*4)-( (1)4));
>>u=(1/27(3))*((abs(log((x.#2)./((1.1)*2))))./(((x.*2)-( (1.1)"2)).72)).*((x.~4)-( (1.1)*4));
>>w=(1/2(3))*((abs(log((x.#2)./((1.5)72))))./(((x.*2)-((1.5)"2)).72)).*((x."4)~((1.5)"4));
>> plot(x,y,'r',x,u, 'b',x,w, 'g'); xlabel('q','FontSize',14) , ylabel(' a_{2}(q,p)’,

'fontsize',14),legend('p=1','p=1.1",'p=1.5");

* (q,p) <1 araliginda a;(q,p) deforme virial katsayisinin grafiginin Matlab

program kodu

>> x=[0:0.01:0.99];

>> y=((1/27(8))*(((abs(log((x.42)./((0.2)72)))-A2)./(((x.A2)-((0.1)12)).4)). *(((x.A4)-
((0.1)14)).2))-((2/3(3))*(((abs(log((x."2)./((0.1)"2))))."2)./(((x."2){(0.1)42)).A3)).*((x."6)-
((0.1)"6)));

>> u=((1/27(4))*(((abs(log((x.22)./((0.3)72)))).A2)./(((x.72)-((0.3)A2)).A4)).*(((x.74)-
((0.3)14)).22))-((2/3(3))*(((abs(log((x.A2)./((0.3)2)))).A2)./(((x.2)-{(0.3)"2)).A3)).*((x."6)-
((0.3)"6)));
>>w=((1/2"(4))*(((abs(log((x.*2)./((1)"2)))).*2)./(((x."2)-((1)"2)).~4)).*(((x.*4)-((1)"4)).~2))-
((2/37(3))*(((abs(log((x.72)./((1)*2)))).*2)./(((x.72)-((1)*2)).*3)). *((x."6)-((1)"6)));
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>> plot(x,y,'r',x,u, 'b',x,w, 'g'); xlabel('q’,'FontSize',14) , ylabel('a_{3}(q,p)’,
'fontsize',14),legend('p=0.1','p=0.3",'p=1");

* (q,p) =1 araliginda a;(q,p) deforme virial katsayisinin grafiginin Matlab

program kodu

>> x=[1:0.01:2];
>>y=((1/27(4))*(((abs(log((x.#2)./((1)2)))).~2)./(((x.A2)-((1)A2)).74)).*(((x.~4)-((1)*4)).72))-
((2/37(3))*(((abs(log((x.72)./((1)72)))).~2)./(((x.72)-((1)"2))."3)).*((x.~6)-((1)"6)));

>> u=((1/27(4))*(((abs(log((x.~2)./((1.1)"2)))).~2)./(((x.*2)-((1.1)72)).~4)). *(((x.4)-
((1.2)4)).22))-((2/3"(3))*(((abs(log((x."2)./((1.1)72)))).*2)./(((x.*2)-((1.1)*2)).*3)).*((x."6)-
((1.1)%6)));
>>w=((1/27(4))*(((abs(log((x.*2)./((1.5)72)))).*2)./(((x.*2)~((1.5)*2)).74)).*(((x."4)-
((1.5)"4)).22))-((2/3"(3))*(((abs(log((x."2)./((1.5)*2)))).~2)./(((x.*2)-((1.5)2)).*3)).*((x."6)-
((1.5)%6)));

>> plot(x,y,'r',x,u, 'b',x,w, 'g'); xlabel('q’,'FontSize',14) , ylabel(' a_{3}(q,p)',

'fontsize',14),legend('p=1','p=1.1",'p=1.5");

* (q,p) <1 araliginda a,(q,p) deforme virial katsayisinin grafiginin Matlab

program kodu

>> x=[0:0.01:0.99];

>>y=((5/27(7))*(((abs(log((x.72)./((0.1)22)))).*3)./(((x.~2)-( (0.1)22)).26)).*(((x."4)-(
(0.1)24)).73))-((3/6"(2))*(((abs(log((x.*2)./( (0.1)22)))).”3)./(((x.*2)-( (0.1)"2)).75)).*(((x."6)-(
(0.1)76)).*((x.74)-( (0.1)24))))+((3/27(6))*(((abs(log((x.72)./( (0.1)*2)))).73)./(((x.72)-(
(0.1)72)).”4)).*((x.”8)-( (0.1)18)));

>> u=((5/27(7))*(((abs(log((x.~2)./((0.3)"2)))).~3)./(((x.*2)-( (0.3)"2)).”6)).*(((x.~4)~(
(0.3)24)).73))-((3/6"(2))*(((abs(log((x.*2)./( (0.3)*2)))).*3)./(((x.*2)-( (0.3)"2)).~5)).*(((x."6)~(
(0.3)26)).*((x."4)-( (0.3)24))))+((3/2"(6))*(((abs(log((x.*2)./( (0.3)*2)))).*3)./(((x.*2)~(
(0.3)12)).74)).*((x.”8)-( (0.3)"8)));
>>w=((5/2(7))*(((abs(log((x.*2)./(172)))).*3)./(((x.*2)-(172)).76)).*(((x."4)-(1"4)).73))-
((3/67(2))*(((abs(log((x.72)./(172)))).~3)./(((x.A2)-(172)).75)).*(((x."6)-(1"6)).*((x. 4)-
(174))+((3/27(6))*(((abs(log((x.72)./(172))))."3)./(((x.A2)-(172)).74)).*((x."8)-(1"8)));

>> plot(x,y,'r',x,u, 'b',x,w, 'g'); xlabel('q','FontSize',14) , ylabel(' a_{4}(q,p)',

'fontsize',14),legend('p=0.1",'p=0.3","'p=1");

* (q,p) =1 araliginda a,(q,p) deforme virial katsayisinin grafiginin Matlab

program kodu

>>x=[1:0.01:2];

>>y=((5/2"(7))*(((abs(log((x.*2)./((1)*2))))."3)./(((x.*2)-( (1)*2))."6)).*(((x.*4)-( (1)"4)).*3))-
((3/67(2))*(((abs(log((x.72)./( (1)72))))-~3)./(((x.*2)-( (1)*2)).75)).*(((x."6)-( (1)"6)).*((x.*4)-(
(1)74))+((3/27(6))*(((abs(log((x.”2)./( (1)72)))).~3)./(((x.72)-( (1)"2)).74)).*((x."8)-( (1)*8)));
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>> u=((5/2"(7))*(((abs(log((x.72)./((1.1)72))))."3)./(((x.72)-( (1.1)22)).76)).*(((x."4)-(
(1.1)74)).73))-((3/6(2))*(((abs(log((x.72)./( (1.1)22)))).*3)./(((x.72)-( (1.1)"2)).A5)).*(((x.6)-(
(1.1)76)).*((x.74)-( (1.1)"4))))+((3/27(6))*(((abs(log((x.72)./( (1.1)22)))).*3)./(((x.~2)-(
(1.1)72)).74)).*((x.8)-( (1.1)8)));
>>w=((5/27(7))*(((abs(log((x.*2)./((1.5)72)))).~3)./(((x.*2)-( (1.5)72)).76)).*(((x.4)-(
(1.5)74)).73))-((3/6"(2))*(((abs(log((x.*2)./( (1.5)"2)))).~3)./(((x.~2)-( (1.5)"2)).~5)).*(((x."6)~(
(1.5)16)).*((x.74)-( (1.5)24))))+((3/2"(6))*(((abs(log((x.*2)./( (1.5)*2)))).*3)./(((x.”2)-(
(1.5)72)).74)).*((x.8)-( (1.5)"8)));

>> plot(x,y,'r',x,u, 'b',x,w, 'g'); xlabel('q','FontSize',14) , ylabel(‘a_{4}(q,p)',

'fontsize',14),legend('p=1','p=1.1",'p=1.5");

* (q,p)<1 araliginda as(q,p) deforme virial katsayisinin grafiginin Matlab

program kodu

>> x=[0:0.01:0.99];
y=(((2/(37(4)))*((abs(log((x.*2)./(0.1)72))).~4).*(((x.*6)-(0.1)"6).72))./(((x.*2)-(0.1)*2).6))+
((1/(2"(4)))*((abs(log((x.72)./(0.1)"2))).~4).*(((x.4)-(0.1)"4).*((x."8)-(0.1)"8))./(((x.*2)-
(0.1)72).76))- (((1)/((12)))*((abs(log((x.*2)./(0.1)*2))).~4).*((((x."4)-(0.1)"4).72).*((x."6)-
(0.1)76))./(((x.72)-(0.1)2).A7))+ (((7/(27(8))) *((abs(log((x."2)./(0.1)*2)))."4). *(((x."4)-
(0.1)74).4))./(((x.~2)-(0.1)*2)."8))-(((4/(5"(3)))*((abs(log((x.*2)./(0.1)*2))).~4).*(((x.*10)-
(0.1)10)))./(((x.*2)-(0.1)A2).75)) ;
u=(((2/(3"(4)))*((abs(log((x.#2)./(0.3)2))).~4).*(((x.*6)-(0.3)"6).72))./(((x."2)-(0.3)"2).76))+
((1/(27(4))*((abs(log((x."2)./(0.3)72))).74).*(((x."4)-(0.3)"4).*((x.*8)-(0.3)8))./(((x."2)-
(0.3)22).76))- (((1)/((12)))*((abs(log((x.72)./(0.3)*2))).~4).*((((x."4)-(0.3)"4).72).*((x."6)-
(0.3)76))./(((x.72)-(0.3)*2).A7))+ (((7/(27(8))) *((abs(log((x."2)./(0.3)*2)))."4).*(((x."4)-
(0.3)74).4))./(((x.»2)-(0.3)72)."8))-(((4/(5"(3)))*((abs(log((x.*2)./(0.3)*2))).~4).*(((x.*10)-
(0.3)210)))./(((x.*2)-(0.3)22).75)) ;

w= (((2/(3(4)))*((abs(log((x.72)./(1)"2))).~4).*(((x."6)-(1)"6).72))./(((x.*2)-(1)"2).76))+
((1/(27(4)))*((abs(log((x.72)./(1)*2))).~4).*(((x."4)-(1)"4).*((x.*8)-(1)"8))./(((x.2)-
(1)2).6))- (((1)/((12)))*((abs(log((x.*2)./(1)*2))).~4).*((((x.~4)-(1)"4).~2).*((x."6)-
(1)76))./(((x.~2)-(2)22).A7))+ (((7/(27(8))) *((abs(log((x.*2)./(1)22))).~4). *(((x."4)-
(1)74).74))./(((x.~2)-(1)72).78))-(((4/(5(3))) *((abs(log((x.2)./(1)"2))).~4).*(((x.~10)-
(1)710)))./(((x.22)-(1)"2).75)) ;

plot(x,y,'r',x,u, 'b',x,w, 'g'); xlabel('q','FontSize',14) , ylabel('a_{5}(q,p)','FontSize',14),

legend('p=0.1','p=0.3",'p=1");

* (q,p) =1 araliginda as(q,p) deforme virial katsayisinin grafiginin Matlab

program kodu

>>x=[1:0.01:2];
y=(((2/(37(4)))*((abs(log((x."2)./(1)"2))).74).*(((x.~6)-(1)"6)."2))./(((x.72)-(1)"2)."6))+
((1/(2"(4)))*((abs(log((x.72)./(1)*2))).~4).*(((x."4)-(1)"4).*((x.*8)-(1)"8))./(((x."2)-
(1)72).76))- (((1)/((12)))*((abs(log((x.72)./(1)22))).~4). *((((x."4)-(1)"4).72).*((x."6)-
(1)76))./(((x.22)-(2)22).A7))+ (((7/(27(8))) *((abs(log((x."2)./(1)2))).~4).*(((x."4)-
(1)74).74))./(((x.~2)-(1)"2).78))-(((4/(5(3)))*((abs(log((x.2)./(1)"2))).~4).*(((x.*10)-
(1)710)))./(((x.22)-(1)"2).75)) ;
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u= (((2/(37(4)))*((abs(log((x.72)./(1.1)72))).4).*(((x.76)-(1.1)"6).72))./(((x.A2)-(1.1)*2).76))+
((1/(27(4)))*((abs(log((x.*2)./(1.1)72))).~4).*(((x.”4)-(1.1)"4).*((x."8)-(1.1)8))./(((x."2)-
(1.1)72).76))- (((1)/((12)))*((abs(log((x.2)./(1.1)72))).~4).*((((x."4)-(1.1)"4).A2).*((x.6)-
(1.2)26))./(((x.72)-(1.1)22).A7))+ (((7/(27(8))) *((abs(log((x.72)./(1.1)72))).74).*(((x."4)-
(1.1)24).74))./(((x.72)-(1.1)22).78))-(((4/(5"(3))) *((abs(log((x."2)./(1.1)*2))).~4).*(((x.* 10)-
(1.1)210)))./(((x.~2)-(1.1)"2).75)) ;

w= (((2/(37(4)))*((abs(log((x.72)./(1.5)2))).~4).*(((x.76)-(1.5)"6).72))./(((x.A2)-(1.5)"2)."6))+
((1/(27(4)))*((abs(log((x.72)./(1.5)"2))).~4).*(((x.~4)-(1.5)4).*((x.~8)-(1.5)"8))./(((x."2)-
(1.5)22).76))- (((1)/((12)))*((abs(log((x.*2)./(1.5)"2))).A4).*((((x."4)-(1.5)"4)."2).*((x."6)-
(1.5)6))./(((x.72)-(1.5)"2).A7))+ (((7/(27(8))) *((abs(log((x.72)./(1.5)*2))).74).*(((x."4)-
(1.5)24).74))./(((x.72)-(1.5)"2).78))-(((4/(5"(3)))*((abs(log((x."2)./(1.5)*2))).~4).*(((x.* 10)-
(1.5)210)))./(((x.~2)-(1.5)"2).75)) ;

plot(x,y,'r',x,u, 'b',x,w, 'g'); xlabel('q','FontSize',14) , ylabel('a_{5}(q,p)','FontSize',14),

legend('p=1','p=1.1",'p=1.5");
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