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OZET

Anahtar kelimeler: Minkowski uzayi, paralel p -equidistant, regle yiizeyler, sekil
operatoru.

Bu gahsmq, alt1 béliimden olusmustur. Birinci béliim giris kismina ayrilmistir. Ikinci
bolimde Oklid ve Minkowski uzayi ile ilgili bazi temel tamm ve teoremlere yer
verilmigstir. Ugiincli boliimde 3-boyutlu Oklid ve Minkowski uzayinda regle yiizey
kavrami ve B-scrollar ifade edildi. Dordiincii boliimde E°, 3-boyutlu Oklid uzayinda
paralel p-equidistant regle yiizeyler ile R}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike

ve timelike paralel p-equidistant regle yiizeyler ile ilgili tanim ve teoremlere yer
verildi.

Besinci boliim bu calismanin orijinal kismini1 olusturmaktadir ve dort alt bolim
olarak diizenlenmistir. Besinci boliimiin birinci alt boliimiinde null paralel p-
equidistant B-scrollar tanitildi. Ikinci alt bdliimde null paralel p-equidistant B-
scrollarin sekil operatorlerine karsilik gelen matrisler hesaplanarak aralarindaki iliski
verildi. Ugiincii alt boliimde sekil operatdriiniin cebirsel degismezleri ile ilgili bazi
teorem ve sonuglar elde edildi. Son olarak da null paralel p-equidistant B-scrollarin
dralleri, ikinci ortalama ve Gauss egrilikleri arasindaki iligkiler bulundu. Ayrica null
paralel p-equidistant B-scrollarin dayanak egrileri ile ilgili baz1 karakteristik teorem
ve sonuclar ifade edildi.

Altinct boliimde tiim c¢alismanin genis bir 6zeti yapildi ve bundan sonra null paralel
p-equidistant B-scrollarla ile ilgili yapilacak arastirmalara yonelik 6neride bulunuldu.

Vi



NULL PARALLEL P-EQUIDISTANT RULED SURFACES IN
THREE DIMENSIONAL MINKOWSKI SPACE R;

SUMMARY

Key Words: Minkowski space, parallel p-equidistant, ruled surfaces, shape operator.

This thesis consist of six chapters. The first chapter is devoted to the introduction. In
the second chapter some basic definitions and theorems are given related to the
Euclidean and Minkowski space. In the third chapter, the concept of ruled surface

and B-scrolls are expressed in 3-dimensional Minkowski space R’ and 3-

dimensional Euclidean space E’. In the fourth chapter, definitions and theorems are
given with related to parallel p-equidistant ruled surfaces in three dimensional
Euclidean space and related to spacelike and timelike parallel p-equidistant ruled
surfaces in three dimensional Minkowski space.

The fifth chapter of this study constitutes the original part and settled as four sub-
sections. In the first subsection null parallel p-equidistant B-scrolls are introduced. In
the second subsection, the matrices of shape operators for null paralel p-equidistant
B-scrolls are calculated and the relationships between the matrices of shape operators
are given. In the third subsection, some theorems and conclutions are obtained about
the algebraic invariants of the shape operators. Lastly, the relationships between
dralls, second mean and second Gaussian curvatures of null p-parallel equidistant B-
scrolls have been found. In addition, some characteristic theorems and conclutions
have been expressed with related to base curves of null parallel p-equidistant B-
scrolls.

In the sixth chapter of this thesis, a brief summary of the study is given and a

suggestion is proposed for investigations on the realm of null parallel p-equidistant
B-scrolls.
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BOLUM 1. GIRIS

Uzaysal harekette, hareketli bir kati cisim igerisine daldirilmis, yonlendirilmis
dogrularin yoriingeleri genellikle regle yilizeylerdir. Bu yiizden, regle ylizeylerin
uzaysal geometrisi, uzaysal mekanizma teorisinin oransal dizayn problemlerinin
calisilmasinda 6nemli bir yer tutar. Bu amagla A. T. Yang tarafindan regle yiizeylerin
baz1 karakteristik 6zelikleri mekanizma teorisine uygulandi (Kirson ve Roth, 1975).
Ayn1 zamanda egrilerin ve agilabilir yiizeylerin geometrisi kullanilarak, bazi uzaysal

dizayn problemleri H. Pottmann tarafindan ¢alisildi (Lu ve Ravani, 1995). Bdylece
E*, 3-boyutlu Oklid uzay1 ve R, 3-boyutlu Minkowski uzayinda regle yiizeyler ile

ilgili bir cok ¢alisma ortaya konulmustur. Ornegin, A. Turgut tarafindan yapilan “3-
boyutlu Minkowski Uzayinda Spacelike ve Timelike Regle Yiizeyler” adli doktora
calismasinda, dayanak egrisi spacelike bir egri ve anadogrusu spacelike bir dogru
alinarak elde edilen spacelike regle ylizeylerin bogaz noktasi, bogaz ¢izgisi, dagilma
parametresi ve bu regle yiizeylerin agilabilir olmasi ile ilgili teoremler elde edildi.
Ayrica dayanak egrisi spacelike bir egri ve anadogrular1 timelike olan veya dayanak
egrisi timelike bir egri ve anadogrular1 spacelike olan timelike regle yiizeyler icin de

benzer teoremlere yer verildi (Turgut, 1995).

Oklid uzayinda paralel p-equidistant regle yiizeyler ilk olarak 1986 yilinda I. E.
Valeontis tarafindan “Paralel p - 4 quidistante Regelfldchen” adli makalede
tanimlandi. Bu regle yiizeylerin Frenet catilarinin denkligi ile dayanak egrilerinin
egrilikleri arasindaki iliskiler verilerek striksiyon egrileri ile ilgili baz1 sonuglar elde
edildi (Valeontis, 1986). Bu makaleden hareketle “Genellestirilmis Paralel p-
Equidistant Regle Yiizeyler” adli doktora ¢alismasinda M. Baykut tarafindan E°, 3-
boyutlu Oklid uzayinda tanmimli paralel p-equidistant regle yiizeylerin sekil
operatdrlerinin cebirsel degismezleri ve dayanak egrilerinin kiiresel gostergeleri ile
ilgili karakteristik sonuglar elde edildi. Ayrica paralel p-equidistant regle yiizeyler

E", n-boyutlu Oklid uzayina genellestirilerek, bu regle yiizeylerin ortalama, Ricci,



kesitsel, skalar egrilikleri hesaplanarak bu egrilikler arasindaki bagintilar ifade edildi

(Baykut, 1997). Daha sonraki yillarda M. Masal ve N. Kuruoglu tarafindan R; ve

RT de spacelike ve timelike paralel p-equidistant regle yiizeyler tanimlanarak bu

regle yiizeylerin sekil operatorleri ile ilgili baz1 sonuglar elde edilmistir (Kuruoglu ve

Masal, 2007), (Masal ve Kuruoglu, 2005), (Masal, 2006).

Dayanak egrisi null olan timelike regle yiizeyler oldukca yenidir. 3-boyutlu Lorentz
(Minkowski) uzayindaki bu tip regle yiizeyleri ilk olarak L. K. Graves “Codimension
One Isometric Immersions Between Lorentz Spaces” adli makalede B-scrollar olarak
adlandirmistir (Graves, 1979). Literatiirde null scroll ve B-scrollarla ilgili birgok
calisgma gormek miimkiindiir. Bu calismalara bir ka¢ 6rnek vermek istersek; H.

Balgetir, M. Bektas ve M. Ergiit tarafindan yapilan “On The B-Scrolls In The Three

Dimensional Lorentzian Space L'” adli makalede 3- boyutlu Lorentz (Minkowski)
uzaymda bir B-scrollun merkez noktasi, striksiyon egrisi ve pseudo-ortogonal
yorlingesi tanimlanarak bu yapilarla ilgili baz1 teoremler elde edilmistir (Balgetir,
Bektas ve Ergiit, 2005). Yine H. Balgetir, M. Bektas ve J. Inoguchi tarafindan
yapilan “Null Bertrand Curves in Minkowski 3-space and Their Characterizations”
adli calismada Cartan catili null egrilerin Bertrand egrisi olma durumu incelenmistir
ve null Bertrand egrilerinin null geodezikler ya da sabit ikinci egrilikli Cartan catili
null egriler olduklart sonucuna ulagilmistir (Balgetir, Bektas ve Inoguchi, 2004). Null
scrollarin Gauss doniisiimii S. M. Choi, B-scrollarin Gauss doniisiimii L. J. Alias
tarafindan incelenmistir (Ki ve Sch, 1998), (Ferrandez ve Lucas, 1998),. A. F.
Yalimiz, H. H. Hacisalihoglu tarafindan “Null Generalized Helices in L’ and L', 3
and 4-Dimensional Lorentzian Space” adli makalede 3 ve 4-boyutlu Lorentz
uzaylarindaki null genellestirilmis helislerin harmonik egrilikleri elde edilmis ve null

genellestirilmis helislerin tanimlar1 harmonik egrilikler cinsinden verilmistir (Yaliniz

ve Hacisalihoglu, 2005).

3-boyutlu Minkowski uzayinda null paralel p-equidistant B-scrollarin incelendigi
caligma tarafimizdan yapildi. Bu ¢aligmada R;, 3-boyutlu Minkowski uzayinda

alian bir null paralel p-equidistant B-scroll yiizey ¢iftinin Cartan ¢atilarinin denkligi

ile dayanak egrilerinin egrilikleri arasindaki iliski, ylizeylerin sekil operatdrlerine



karsilik gelen matrisler arasindaki iliski ve sekil operatorlerinin cebirsel degismezleri
arasindaki iliskiler incelendi. Daha sonra da dagilma parametreleri, ikinci ortalama
ve Gauss egrilikleri arasindaki bagimtilara yer verildi. Ayrica, null paralel p-

equidistant B-scrollarin dayanak egrileri ile ilgili baz1 sonu¢ ve teoremler ifade

edildi.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, sirastyla, Oklid ve Minkowski uzaymdaki temel kavramlar ve

teoremlere yer verilecektir.
2.1. Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Tanimm 2.1.1. A= O bir ciimle ve V' de F cismi lizerinde bir vektor uzayr olsun.
Eger
V:AxA—>V

doniisiimi P, O € 4 noktalari igin
(P.0)—>(PO)eV
seklinde tanimlanmis ve asagidaki iki aksiyomu sagliyor ise, 4 climlesine V' ile
birlestirilmis bir afin uzay adi verilir.
i) Her P,Q, R € A4 igin ﬁ:FQ+@ dir,
ii) Her Pe A ve her @ €V igin P—Q =a olacak bigimde bir tek O € 4 noktasi
vardir.

TQ vektoriinde, P noktasina baslangi¢ noktasi, O noktasina da uc¢ noktast denir.

Boylece
boyA = boyV
dir (Hacisalihoglu, 1975).

Tanmmm 2.1.2. Bir V' vektor uzay: ile birlesen afin uzay 4 olsun. P,P,P,P, € 4
noktalar1 i¢in ﬁ,@,@eV vektorlerinin sistemi, 7 nin bir bazi ise
{PO,PI,PZ,P3} nokta 4-liistine A afin uzaymnmn bir afin ¢atist denir. Burada F,

noktasina c¢atinin baslangi¢ noktasi, P noktalarina da ¢atinin birim noktalar1 denir

(Hacisalihoglu, 1975).



Tamm 2.1.3. n-boyutlu standart afin uzayda E, =(0,0,..,0), E, =(1,0,...,0),...,

E,=(0,0,..,1) noktalarm alalim. {E,,E,,...,E,} catisina standart afin ¢ati denir

(Hacisalihoglu, 1975).

Tanimm 2.1.4. 4 afin uzayinda bir P noktasinin V' deki standart afin catisina gore

ifadesi

o

RP=YaRP
i=1

dir. Buradaki
a:A—>F , 1<i<3
fonksiyonlarina P noktasinin afin koordinat fonksiyonlar1 ve {al,az,a3} sirali 3-

liisiine de 7 nin afin koordinat sistemi denir (Hacisalihoglu, 1975).

Tamm 2.1.5. Bir reel afin uzay 4 ve A ile birlesen vektdr uzayi da V' olsun. V' de

<,>:V><V—>]R
(x,;>a<x,;>=§x,-y,- , {

seklinde bir Oklid i¢ ¢arpimi tanimlanirsa, 4 afin uzayma 3-boyutlu Oklid uzay:

xz(xl,xz,x3)

¥=(102.93)
denir ve E” ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1975).

Tamim 2.1.6. 3-boyutlu bir reel i¢ garpim uzay1 V ile birlesen bir Oklid uzayr E’

olsun. V' vektor uzay1 iizerindeki norm || || olmak iizere

d:E°xE > IR J(X,Y):HEH
olarak tanimlanan fonksiyona E’ de uzaklik fonksiyonu ve her X,Y e E’ icin

d (X Y ) degerine de X ile Y arasindaki uzaklik adi verilir (Hacisalihoglu, 1975).

Teorem 2.1.1. E’, 3-boyutlu Oklid uzaymnda uzaklik fonksiyonu bir metriktir
(Hacisalihoglu, 1975).



Tamim 2.1.7. £, 3-boyutlu Oklid uzayinda tanimlanan uzaklik fonksiyonuna E° de
Oklid metrigi denir (Hacisalihoglu, 1975).

Tanmm 2.1.8. E’, 3-boyutlu Oklid uzayinda farkli {i¢ nokta X,Y,Z olsun. XY ile
XZ vektorleri arasindaki 6 € R agist, 0 <@ <7 olmak lizere,

(7.7

7] ||

cosd =

dir (Hacisalihoglu, 1975).

Tamm 2.1.9. 3-boyutlu reel i¢ carpim uzayr R’ ile birlesen E’ Oklid uzayinda,
sirali bir {F), B, P, B} nokta 4-liisii igin eger {ﬁ,@,@} vektdr sistemi V' nin
bir ortonormal bazi ise, {F,, B, B, B} catisma bir dik ¢ati (veya Oklid ¢atisi) denir

(Hacisalihoglu, 1975).

Tanim 2.1.10. E’ de bir X noktasinin E’ deki {EO,EI,Ez,E3} standart Oklid

catisina gore ifadesi

dir. Buradaki

x:E'—>R , 1<i<3
fonksiyonlarina X noktasinin Oklid koordinat fonksiyonlari ve {xl,xz,x3} siral1 ve

reel degerli fonksiyonlar 3-liisine de E° iin Oklid koordinat sistemi denir

(Hacisalihoglu, 1975).

Tamim 2.1.11. M bir n-boyutlu topolojik manifold ve U da E" in bir agik alt
ciimlesi olsun. O zaman U bir y homeomorfizimi ile M nin bir W agik alt
climlesine eslenebilir.

wUcCE'"->WcM



(w,w) ikilisine M da bir koordinat komsulugu veya harita denir (Hacisalihoglu,

1975).

Tanim 2.1.12. R nin bir agik aralig1 / olmak iizere bir
a:l>E"

diferensiyellenebilir fonksiyonuna E” de bir egri ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1975).

Tamm 2.1.13. M < E" egrisi (/,a) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda,

. . . . - k ..
W:{a',a",...,a(')} , r<n, sistemi lineer bagimsiz ve v k>r, icin;

r

a) e Sp{w} olmak iizere, y den elde edilen {V,,V,,...,V,} ortonormal sistemine,
M egrisinin Serret Frenet r-ayakli alan1 ve meM icin {Vl(m),,Vr(m)} ye

m e M noktasindaki Serret Frenet r-ayaklisi, her bir IZ, 1<i<r, vektoriine de

Serret Frenet vektorii adi verilir (Hacisalihoglu, 1975).

Tamm 2.1.14. M c E" egrisi (I ,a) koordinat komsulugu ile verilsin. s/ ya

r

karsilik gelen o(s) noktasindaki Frenet r-ayaklisi {Vl(s),Vz(s),...,V (s)} olsun.

Buna gore,

k:I—->R , 1<i<r
s>k (s)=(V/(s).V (5))
seklinde tanimlanan k, fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve
sel igin, kl.(s) reel sayisina da a(s) noktasinda M nin i-yinci egriligi denir

(Hacisalihoglu, 1975).

Teorem 2.1.2. M c E" egrisi (I ,a) koordinat komsulugu ile verilsin. se/ yay

parametresi olmak iizere, &(s) noktasinda i-yinci egrilik &, (s) ve Frenet r-ayaklisi

{Vl (S),V2 (S),...,V, (S)} ise,



K() k. (S) Vi (s)+ki (s) Vi (s), 1<i<r
Vi(s) =k (s) V. (s)

dir (Hacisalihoglu, 1975).

Tanim 2.1.15. M c E’ egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. s/ ya

karsilik gelen o(s)eM noktasinda, M nin 1. ve 2. egrilikleri &, (s) ve k,(s) ise,

H, (s)=ﬁ seklinde tanimhi H, fonksiyonuna, M nin l-inci harmonik egrilik

ky (s)
fonksiyonu ve H,(s) degerine de s noktasindaki harmonik egriligi denir

(Hacisalihoglu, 1975).

Teorem 2.1.3. M c E" egrisi (I ,a) koordinat komsulugu ile verilsin.

M bir egilim ¢izgisidir < Vs e I; H, (s) =sabittir (Hacisalihoglu, 1975).

Tamm 2.1.16. E", n-boyutlu Oklid uzaymda (n-1) boyutlu bir yiizey, veya (n-1)
yiizey diye E" deki bos olmayan M ciimlesine denir, dyle ki bu M ciimlesi

dif.bilir

f:U > R
x— f(x) =c, U biragik alt ciimle

M= xeUcCE"

Vf | »#0, VP eM bigiminde tanimlanir. £ * de bir 2-yiizeye ekseriya sadece yiizey,

E" de bir l-yiizeye bir egri ve E" de bir (n-1) yiizeye n>3 olmasi1 halinde
hiperylizey denir (Hacisalihoglu, 1975).

Tanim 2.1.17. E” in bir hiperyilizeyi M ve M nin birim normal vektor alanm1 N,

olsun. £” de Riemann konneksiyonu D olmak iizere, VX € ;((M ) icin,
S(X)=DyN,

seklinde tanimlanan §': ;((M ) - ;((M ) dontlistimiine M {lizerinde sekil operatorii

(Weingarten doniisiimii) denir (Hacisalihoglu, 1975).



Tanim 2.1.18. E” de bir hiperylizey M olsun. 1 < g <n olmak lizere,
I': g (M) 2 (M)—>C*(M,R), I'(X,7)=($"(X).Y)
seklinde tanimlanan /¢ fonksiyonuna M hiperyiizeyi lizerinde g -yuncu temel form

adi verilir (Hacisalihoglu, 1975).

Tamm 2.1.19. E" in bir hiperylizeyi M ve M nin sekil operatorii S olsun. M nin
P noktasina karsilik gelen karakteristik degerleri M nin bu noktadaki asli
egrilikleri, asli egriliklere karsilik gelen karakteristik vektor denen vektorlerin
belirttigi dogrultulara da M nin bu P noktasindaki asli egrilik dogrultular1 denir
(Hacisalihoglu, 1975).

Tanim 2.1.20. E" de bir hiperylizey M olsun. M nin P noktasindaki sekil
operatoriine karsilik gelen matris S (P) olmak iizere,

K:M —>R, K(P)=detS(P)
ile tanimlanan fonksiyona, M nin Gauss egrilik fonksiyonu ve K (P) degerine de

M nin P noktasindaki Gauss egriligi (total egrilik) denir (Hacisalihoglu, 1975).

Tanmm 2.1.21. E" de bir hiperylizey M olsun. M nin P noktasindaki sekil
operatdriine karsilik gelen matris S(P) olmak iizere,

H:M —>R, H(P)=[S(P)
ile tanimlanan fonksiyona, M nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H (P) degerine de

M nin P noktasindaki ortalama egriligi denir (Hacisalihoglu, 1975).

Tamm 2.1.22. E” de bir hiperylizey M ve M {izerinde bir egri o olsun. o nmn
teget vektor alanm1 7 ve M nin sekil operatdrii S olsun. Eger T vektor alant o
egrisi boyunca S nin karakteristik vektorlerine karsilik geliyorsa o egrisine M

tizerinde bir egrilik ¢izgisidir denir (Hacisalihoglu, 1975).
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Tamm 2.1.23. E” nin bir hiperyiizeyi M ve P €M noktasindaki sekil operatorii S

olsun. Eger X—P,Fp el, (P) icin,

<S(X—’P),?,§>:o

ise bu iki tanjant vektdre esleniktirler denir. Bir X—P £0 tanjant vektorii icin,

<S(X_’P),X_’P>:o

ise X—P dogrultusuna, M nin P noktasindaki bir asimptotik dogrultusu ve X—P yi

VP € o noktasinda teget vektorii kabul eden « egrisine M iizerinde bir asimptotik

cizgidir denir (Hacisalihoglu, 1975).

Teorem 2.1.4. E’ iin bir hiperyiizeyi M olsun. M iizerinde birinci, ikinci ve

ticlincii temel formlar, sirasiyla; 7,171,111 ve Gauss egrilik fonksiyonu K, ortalama

egrilik fonksiyonu H olmak iizere,
HI-H-II+K-1=0
dir (Hacisalihoglu, 1975).

Tamm 2.1.24. E de bir & egrisinin asli normali sabit bir ¥ dogrultusu ile sabit bir

ac1 olusturuyorsa @ ya E de bir slant helis ad1 verilir (Izumiya ve Takeuchi, 2004).

Tanmmm 2.1.25. Bir F cismi lizerindeki bir n-kare matrisi 4 olsun. 4-A11,
matrisine, » -kare birim matrisi /, ve A bilinmeyen olmak tizere 4 nin karakteristik
matrisi denir. P,(A1)=det(4—A1,) determinanti A nimn bir polinomudur ve 4 nin
karakteristik polinomu olarak adlandirilir. det(A—/lln):O esitligine de 4 nin

karakteristik denklemi denir (Lipschutz, 1990).

Teorem 2.1.5. (Cayley-Hamilton) Her matris karakteristik polinomunun bir

kokiidiir (Lipschutz, 1990).
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2.2. Minkowski Uzayinda Temel Kavramlar

Tanim 2.2.1. V', sonlu boyutlu reel vektor uzayi olmak {izere,
< , > V' xV —>R
bilineer fonksiyonu her v,weV icin <;, 7v> = <7v, \:> ozeligini sagliyor ise, < , > ye V

tizerinde bir simetrik bilineer form denir (O’neill, 1983).

Tanmm 2.2.2. V' vektdr uzay: lizerinde bir simetrik bilineer form <,> olsun. Bu
takdirde,

i) Vv e v, v£0 i¢in <;,; > >0 ise < , > bilineer formu pozitif tanimli,
ii) Vv e v, v£0 i¢in <;,; > <0 ise < , > bilineer formu negatif tanimli,
ii) Vv e v, v£0 i¢cin <;,; > >0 ise < , > bilineer formu pozitif yari-tanimli,

iv) vveV, v#0 i¢in <;,; > <0 ise < , > bilineer formu negatif yari-tanimli,

v) VweV igin <v, w> =0 i¢in v=0 oluyorsa <,> bilineer formuna non-dejenere,

aksi takdirde dejenere adi verilir (O’neill, 1983).

Tamm 2.2.3. R’, standart reel vektor uzaymnda, Oklid i¢ ¢arpimi yerine, (-++)
isaretli
()R xR’ >R
(X,J’) _)<X,y > =N TN, XY,

Lorentzian i¢ carpimi alinirsa, R’ afin uzayina, 3-boyutlu Minkowski uzay1 denir ve

bu uzay R; ile gosterilir. Burada x =(x,,x,,%, ), = (1, ¥,, ;) dir (O’neill, 1983).
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Tamm 2.2.4. x=(x,,x,,x,) € R} olsun. Eger
i) <}, ;c> <0 ise x e timelike vektor,
ii) <}, ;c> >0 veya x=0ise x e spacelike vektor,

i) <3& }> =0 ve x#0 ise x e null (lightlike) vektor adi verilir (O neill, 1983).

Tamim 2.2.5. R?, 3-boyutlu Minkowski uzay1 olsun. Vx, ;e R} igin
(x.7)=0

ise x ve ;/ vektorleri Lorentz anlamda diktirler denir (O’neill, 1983).

Tamm 2.2.6. x =(x,,,,x,) € R} olsun. Bu takdirde
o[-0 ar
i) H}H =0 < x bir null vektordir,
iii) % bir timelike vekdr ise H}Hz =—(x.x).

iv) x bir spacelike vektor ise H;CHZ =<}, ;c> dir (O’neill, 1983).

Tamm 2.2.7. R}, Minkowski uzayinda iki vektor v = (vi,vy,v3) ve w=(w,w,,w;)

olmak lzere

-6 e e
vaw=det| v, v, v, :(—(v2w3—v3w2),—(vlw3—v3wl),vlw2—vzwl).

ww, W

vektoriine v ve w nun vektorel carpimi (dis ¢arpimi) denir (O’neill, 1983).
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Teorem 2.2.1. u,v,w,x € R? olsun. Bu takdirde

b @AV =V AL

i) dot () = (2,7 A ) = (i A, ).

i) (A7) A = —(i, )+ (5,0

iv) (i A7 A %) == (1) (3.3 + (5,0 (i ).

dir (O’neill, 1983).

Tamm 2.2.8. <,>, V' lizerinde simetrik bilineer form ' da V' nin bir alt uzay1

olsun. <,> nin W iizerinde kisitlanmisi <, > . olmak iizere

(+)

negatif tanimli olacak sekilde en biiyiikk boyutlu W altuzayinin boyutuna, <,>

WxW >R
w

simetrik bilineer formun indeksi denir. < , > nin indeksi v olmak tlizere 0 <v <boyV

dir (O’neill, 1983).

Tamm 2.2.9. (V,< ,>) Minkowski uzay1 olsun. W V' alt uzay: i¢in, W {izerine

indirgenmis metrik tensor < , > . olmak iizere,

D ()
i) ()
iii) ()

denir (O’neill, 1983).

y WXW — R, pozitifise W ya spacelike altuzay,

S WXW — R, I-indeksli ve non-dejenere ise W ya timelike altuzay,

y WXW >R, dejenere ise W ya lightlike altuzay
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Tamm 2.2.10. R}, 3-boyutlu Minkowski uzaymda u ve v tarafindan gerilen
diizlem IT yani I1T :Sp{ﬁ,;} olsun. Bu takdirde IT :Sp{ﬁ,;} diizleminin timelike,

spacelike veya null olmasi u ve v nin karakterine baglidir. Eger <z;,;>=0 ise

asagidaki tablo verilebilir (Ferrandez, Gimenez ve Lucas, 2007).

Tablo 2.2.1. R? Minkowski uzayinda diizlemler

3_; Spacelike Timelike Rl
7
Spacelike [T Spacelke T Timelke IT raun
Timelike IT Timelike E— _
MLl IT

2.2.1)

Tamim 2.2.11. @ € R} Minkowski uzayinda bir egri olsun. a egrisinin hiz vektdrii

de o' olmak lizere;
i) <E7, g> <0 ise, a timelike egri,
ii) <E7, g> >0 ise, a spacelike egri,
iii) <E’, E> =0 ise, o null egri

olarak adlandirilir (O’neill, 1983).

Tanim 2.2.12. M bir C” manifold olmak tizere,

<’>:Z(M)XZ_(A{)_>COO(M’R)

(X,Y)a<5(’,17>
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seklinde tanimli simetrik, bilineer, non-dejenere fonksiyona M iizerinde metrik
tensor denir. Bu metrik tensoriin indeksine M manifoldunun indeksi denir ve v ile

gosterilir (O’neill, 1983).

Tanmm 2.2.13. M bir C” -manifold ve <,> de M iizerinde sabit indeksli metrik

tensor olmak tlzere (M ,< ,>) ciftine bir yari-Riemann manifoldu denir (O’neill,

1983).

Tanim 2.2.14. boyM =n olmak iizere (M ,< ,>) ¢ifti bir yari-Riemann manifold
olsun. Eger v =0 ise (M ,< , >) ciftine bir Riemann manifoldu denir. Ayrica n>2 ve

v=1ise (M ,< , >) ciftine bir Lorentz manifoldu denir (O’neill, 1983).

Tamim 2.2.15. R/ de bir Lorentz alt manifold M olsun. Eger hoyM =n—1 ise M

ye R} in Lorentz hiperyiizeyi denir.

Burada M timelike alt manifold ise M ye timelike hiperyiizey; M spacelike alt
manifold ise M ye spacelike hiperyiizey denir.

Ayrica M timelike bir hiperyiizey ve N, bu hiperyiizeyin birim normali ise
(Ny, Ny ) =1

dir, yani N, spacelike birim normal vektor alanidir.

Benzer sekilde M spacelike bir yiizey ve N, bu hiperylizeyin birim normali ise

(Ny, Ny)=-1

dir, yani N, timelike birim normal vektor alanidir (Ferrandez ve Lucas, 1992).
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Tamm 2.2.16. R| de bir Lorentz hiperylizeyi M olsun. M nin normal vektor alani

N ve M fiizerinde Levi-Civita konneksiyonu D olmak iizere
S:y(M)— y(M) 222)

X —>S(X)=-D,N o

seklinde tanimli § donilistimiine M nin sekil operatorii (Weingarten doniisiimii)

denir (Ekmekgi, 1991).

Tamim 2.2.17. R’ de bir Lorentz yiizeyi M olsun. P e M noktasinda M nin sekil

operatorii S ve ylizeyin birim normal vektor alan1 N, olmak tizere,

K:M—>R

P —K(P)=(N,,N,)dets, (2.2.3)

seklinde tanimlanan K fonksiyonuna M nin Gauss egrilik fonksiyonu ve K (P)

degerine de P € M noktasinda M nin Gauss egriligi denir (Sodsiri, 2005).

Tamm 2.2.18. R} de bir Lorentz hiperylizeyi M olsun. P € M noktasinda M nin

sekil operatori S olmak tizere

S(X)=1X, 2eR, XeT,(M) (2.2.4)

olacak sekilde bir X =0 vektorii varsa A sayisina S nin karakteristik degeri ve X
vektoriine de S nin karakteristik degerine karsilik gelen karakteristik vektorii denir.
S nin karakteristik degerine M nin P noktasindaki asli egrilikleri ve bu degerlere
karsilik gelen karakteristik vektorlere de M nin P noktasindaki asli vektorleri veya

asli egrilik dogrultular1 denir (Alias, Ferrandez ve Lucas, 1995).

Tamm 2.2.19. R} de bir Lorentz hiperylizeyi M olsun. P € M noktasinda M nin
sekil operatorii S olmak iizere

Py (A)=det(S—-AI,_)=A"+a A" " +..+a,
seklinde tanimlanan polinoma S nin karakteristik polinomu ve

Py (A)=det(S—-A1,,)=0 (2.2.5)

denklemine de S nin karakteristik denklemi denir (O’neill, 1983).
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Tamm 2.2.20. M bir yari-Riemann manifoldu ve veT, (M) bir null vektdr olsun.
T, (M ) de bir diizlem IT olsun. Eger IT, herhangi bir we Il igin
(v.w)=0
olacak sekilde bir v vektoriinii ihtiva ediyorsa ve
<WO, ﬁ> #0
olacak sekilde bir ﬁ eT,(IT) mevcutsa I1 diizlemine v dogrultusunda bir null

diizlem denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tanim 2.2.21. M bir yari-Riemann manifoldu ve M {izerinde vektor alanlarinin

uzay1 ;((M) olsun. ‘v’)?,?,fe;g(M) ve Vf eC” (M,]R) icin

D:y(M)xy(M)— x(M)

operatort,

ozeliklerini sagliyor ise D ye M iizerinde konneksiyon D}f’ ye de Y nin X

vektor alanina gore kovaryant tlirevi denir (Hacisalihoglu, 1975).

Tamm 2.2.22. M bir yari-Riemann manifoldu ve M iizerindeki konneksiyon D

olsun. VX,Y,Z € 7(M) igin
i) | XY |=D.Y+ DX
i) 5(’<17Z> - <D§ 17,7> +<17, D)??>

ozelikleri saglaniyorsa D konneksiyonuna M iizerinde Levi-Civita konneksiyonu

denir (Hacisalihoglu, 1975).
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Tamim 2.2.23. M bir Lorentz manifoldu olsun. M {izerindeki bir o egrisi igin
D, a'=0

ise a egrisine bir geodezik egri ad1 verilir (O’neill, 1983).

Tamm 2.2.24. M bir Lorentz manifoldu ve M iizerinde bir null egri  olsun. Eger
a null egrisi i¢in
D, a'=0 (2.2.6)

ise o egrisine M nin bir null geodezigi denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tamm 2.2.25. M bir Lorentz manifoldu ve M {izerinde bir egri « olsun. o

tizerinde bir Z vektor alani i¢in D_Z =0 ise Z vektor alanina o egrisi boyunca

paralel vektor alan1 denir (O’neill, 1983).

Tamim 2.2.26. M yiizeyi ¢:Q — R7, (p(s,v) ve E,F,G:Q — R olsun.

E=(p,.0,).F=(0,,0,),G=(p,.0,)
seklinde tanimlanan fonksiyonlara birinci temel formun katsayilar1 adi verilir

(Sodsiri, 2005).

Teorem 2.2.2. (Brioschi Formiilii) R} de bir M yiizeyi ¢:Q—>R;, ¢(s,v) ve
E,F,G ler birinci temel formun katsayilar1 olmak iizere M nin Gauss egrilik

fonksiyonu K ;

_lEVV+FS'V_lGSS lES _lEV+FS‘ 0 lE‘V lGS
2 2 2 2 2 2
1 1 1
K=—— F-=G, E F |--E E F
(EG—FZ) 2 2
le F G lGS F G
2 2

ile verilir (Sodsiri, 2005).
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Tamm 2.2.27. R} de M yiizeyi ¢:Q—>R], go(s,v) yiizeyinin birim normali

__ 9. %9,

Mo e, x o,

olsun. Bu takdirde e, f,g:Q — R olmak lizere,

e=—(Noi,@,) =(No, 2.)
[==(No»0,) =(No,,,) ==(N,,. 0,).
g=~(No,) =Ny 2,)-
seklinde tanimlanan fonksiyonlara ikinci temel formun katsayilar1 ad1 verilir (Sodsiri,

2005).

Teorem 2.2.3. M , R} de agilamaz bir yiizey ise M nin ikinci Gauss egriligi K, ,

1 1 1 1 1 1
-—e +f —= —e, ——e, + 0 —e =
2 v f.;'V 2gSS 2 S 2 v f;’ 2 v 2gS
1 1 1
Ky=rr—-3 S 58 e foo|- 56 € [ 22.7)
(ag—af ) | |
58 f g 38 foog

ile verilir (Sodsiri, 2005).

Sonug 2.2.1. ¢:Q — R} bir yiizey olsun. Her i € {1,2} i¢in,

r§=r5+r;=@n\EG—Fﬂ)

li

seklindedir (Sodsiri, 2005).

Tamim 2.2.28. R’ de agilamaz bir yiizey M olsun. . ve II. temel formlarinin da

Levi-Civita konneksiyonlari, sirasiyla D, D ve bu konneksiyonlarin katsayilari da,

k
i

strastyla, T’ ff; olsun. T fark tensori, her i, j,k € {1,2} i¢in
k ~k k
Ty =0y =Ty

dir (Sodsiri, 2005).
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Onerme 2.2.1. M , R; de agilamaz bir yiizey olsun. /. ikinci temel formunun Levi-

Civita konneksiyonu D nm katsayilar ffj ve T fark tensorii igin i 6{1,2} olmak

uzere,
i) ff‘k :(ln ‘eg—fz‘)
li
i) 7} = (ln JK )" ,burada K, M nin Gauss egriligidir.

ikinci temel formu /7 = Ll./.dxidx-" ile gosterelim. /I non-dejenere oldugundan, (L!.].)

matrisi tersinirdir. (L!.].) matrisinin tersini (L” ) ile gosterelim (Sodsiri, 2005).

Teorem 2.2.4. R’ de agilamaz M yiizeyinin H, ile gosterilen ikinci ortalama

egriligi

2\/72&{ (ML” = (inf f)} (2.2.8)

det /1

dir. Burada, H ylizeyin ortalama egriligini gostermektedir (Sodsiri, 2005).

Tamm 2.2.29. R’ de PeM noktasinda M yiizeyi iizerindeki herhangi bir

ortonormal ¢at1 {el,ez} olsun. M nin ikinci temel formu // olmak tizere

H(P):%{<el,el>ll(el,el)+<e2,e2>ll(e2,e2)}‘P

ifadesine ortalama egrilik, ayrica H,: M — R reel degerli bir diizgiin fonksiyon
olmak tizere,

H=H,N
seklinde tanimlanan H vektor alanina M nin ortalama egrilik vektor alani denir.

Burada H, : M — R reel degerli diizgiin fonksiyonu,

B eG-2fF+gE  eG-2fF+gE
H,=(N.N) 2(EG-F?) - 2\EG—F2\

dir (Sodsiri, 2005).
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Teorem 2.2.5. R de bir yiizey M , yiizeyin birim normal vektdrii ﬁo ve sekil

operatoriine karsilik gelen matris S olmak tizere, yiizeyin ortalama egriligi H ise
— 1.
H= <N0,NO>EIZS (2.2.9)

seklindedir (Sodsiri, 2005).

Tamm 2.2.30. M bir Lorentz manifoldu olsun. Eger X—P,Fp eT, (M ) olmak iizere
(X,.%,)=0
ise X—P ve E vektorlerine eslenik vektorler denir. Eger

(X, X,)=0 (2.2.10)

ise Z ye P noktasinda asimptotik vektor denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Teorem 2.2.6. R’ de bir timelike yiizey M olsun. M iizerinde birinci, ikinci,
ticlincii temel formlar, sirastyla; 7,171,111 ve Gauss egrilik fonksiyonu K, ortalama

egrilik fonksiyonu H olmak iizere,
1-2-H-1I1+K-1=0
dir (Inoguchi ve Toda, 2004).

Tamim 2.2.31. R} de bir & null egrisinin tegeti { sabit bir V dogrultusu ile sabit

bir a1 olusturuyorsa & ya R de bir null helis adi verilir (Sahin, Kilig ve Giines,

2001).

Teorem 2.2.7. o, R; de bir null egri olsun. O zaman « bir null helis olmasi igin

gerek ve yeter sart X —sabit olmasidir (Sahin, Kili¢ ve Giines, 2001).
T

Tamm 2.2.32. V sabit bir dogrultu ve n de o null egrisinin asli normali olmak

uzere <;z,l7> =sabit ise @ ya R} de bir null slant helis ad1 verilir (Karadag, 2008).
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Teorem 2.2.8. «, R} de bir null egri olsun. O zaman ¢ mn bir null slant helis

olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart @ nin bir null helis olmasidir (Karadag, 2008).



BOLUM 3. REGLE YUZEYLER

Bu boliimde, £’ Oklid uzayr ve R] Minkowski uzayinda regle yiizeyler tamtilarak

bu yiizeylerle ilgili temel kavram ve teoremlere yer verilecektir.

3.1. Oklid Uzayinda Regle Yiizeyler

Tamm 3.1.1. Bir M c E’ yiizeyi verilsin. VP € M noktasinda E° {in tamamen M
de kalan bir dogrusu varsa, M ye bir regle ylizey ve VP € M noktasindan gegen ve

M de kalan bu dogruya da regle ylizeyin dogrultmani denir (Hacisalihoglu, 1975).

Dogrultmanlari kesen ve yiizey iizerinde bulunan diferensiyellenebilir bir « : I — E*

egrisine de regle ylizeyin dayanak egrisi ad1 verilir. M bir regle yiizey ve o da M

nin dayanak egrisi olsun. a(s) noktasindan gecen bir dogrultmanin tizerindeki

vektor X olmak tlizere dogrultman iizerindeki degisken bir nokta S (v) ise,
ﬂ(v) = a(s)+vX(s)
yazabiliriz. Buna gore bir M regle ylizeyi parametrik olarak,
p:IxR > E’
(S,v) - (o(s,v) = a(s) +VX(S)

ile verilir (Hacisalihoglu, 1975).



24

Tamm 3.1.2. Regle ylizeyin komsu iki anadogrusu arasindaki en kisa uzakligin bu
iki komsu anadogru arasindaki agiya oranina, regle yiizeyin dagilma parametresi

denir (Hacisalihoglu, 1975).

l
Sekil 3.1.1. Dagilma parametresi | d = —
do

Tanim 3.1.3. Bir regle yiizeyin anadogrular1 boyunca teget diizlemleri ayni ise regle

yiizeye agilabilirdir denir (Hacisalihoglu, 1975).

Teorem 3.1.1. Bir go(s,v) regle ylizeyinin acilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

dagilma parametresinin sifir olmasidir (Hacisalihoglu, 1975).

Tanim 3.1.4. Eger

p:IxR—>E’
(s,v) —)(o(s,v) :a(s)+vX(S)

regle yiizeyi Vs e[ igin,
p(s+27,v)=p(s,v)

olacak sekilde peryodik ise bu regle yiizeye kapalidir denir (Hacisalihoglu, 1975).
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Tamm 3.1.5. Bir go(s, v) regle yiizeyinin anadogrularinin her birini dik olarak kesen

egriye, regle yiizeyin ortogonal yoriingesi denir (Hacisalihoglu, 1975).

Tanim 3.1.6. Bir go(s,v) regle ylizeyinde komsu iki dogrultmanin ortak dikmesinin

esas olan anadogru iizerindeki ayagina bogaz (merkez veya striksiyon) noktasi adi

verilir (Hacisalihoglu, 1975).

Sekil 3.1.2. Striksiyon noktasi

Tamm 3.1.7. Bir ¢(s,v) regle yiizeyinin anadogrusu dayanak egrisi boyunca yiizeyi

olustururken bogaz noktalarinin geometrik yerine, regle yilizeyin bogaz (striksiyon)

cizgisi (egrisi) denir (Hacisalihoglu, 1975).

3.2. Minkowski Uzayinda Regle Yiizeyler

Bu bolimde R’ de spacelike ve timelike regle yiizeylerle ilgili kavramlar

verilecektir.

Tamim 3.2.1. R}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda, verilen bir z dogrusu, verilen bir

o egrisi boyunca hareket ettirilerek bir yiizey elde edilebiliyorsa, bu yiizeye 3-
boyutlu Minkowski uzayinda bir regle yiizey denir. Bu durumda verilen bir u
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dogrusuna regle yiizeyin anadogrusu ve verilen o egrisine, regle yilizeyin dayanak

egrisi denir (Turgut, 1995).

Tamim 3.2.2. R’, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir regle yiizeyin anadogrulari

boyunca teget diizlemleri ayn1 ise regle ylizeye acilabilirdir denir (Turgut, 1995).

Tamim 3.2.3. R}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda agilabilir olmayan bir regle yiizey

verilsin. Regle ylizeyin komsu iki anadogrusunun ortak dikmesi varsa, bu dikmenin
esas anadogru iizerindeki ayagma bogaz (merkez veya striksiyon) noktasi denir

(Turgut, 1995).

Tammm 3.2.4. R}, 3-boyutlu Minkowski uzaymda agilabilir olmayan bir regle

yiizeyin ana dogrusu dayanak egrisi boyunca yiizeyi olustururken bogaz noktalarinin
geometrik yerine, regle yiizeyin bogaz (striksiyon) ¢izgisi (egrisi) denir (Turgut,
1995).

Tanim 3.2.5. 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir regle yiizeyin ana dogrularinin her
birini dik olarak kesen bir egriye regle ylizeyin bir ortogonal yoriingesi denir (Turgut,

1995).

Tamim 3.2.6. R}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda dayanak egrisi spacelike bir egri,

anadogrular1 da spacelike dogrular olan regle yiizeylere spacelike regle yiizeyler

denir (Turgut, 1995).

M spacelike regle yiizeyi parametrik olarak,

(p(s,v) = a(s)+vX(s)
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ile verilir. M spacelike regle yiizeyinin, @ egrisi boyunca ortonormal ¢at1 alani,

egrisinin birim tegeti 77 ve u anadogrusunun teget vektor alani (yani dogrultman

vektori) Z ise bu diizlemde T ye dik olacak sekilde

Y=2Z-(Z,T)T
secilerek Y spacelike vektor alani elde edilir. Ayrica X =ﬁ alinirsa ||X || =1 ve
<X,T>:O olur.

N=TrX

olmak lzere

(X,N)=0,(T,N)=0,(N,N)=—1

olur. Bu durumda {T ,X,N } sistemi M nin ortonormal ¢ati alanidir. Bdylece Rf

deki Levi-Civita konneksiyonu D olmak iizere, & boyunca bu sistemin degisim

formiilleri
D,T =aX +bN
D, X =-aTl +cN
DN =bT +cX

seklindedir. Burada,

a=(D,T,X)=—(T,D, X)
b=—(D,T,N)=(T,D,N)
c=—(D,X,N)=(X,D,N)

dir. M spacelike regle yiizeyi iizerinde

o, :Ix{v} M
(s,v)—)gov(s,v):a(s)+vX(s)

bir egridir (parametre egrisi). Bu egrinin teget vektor alan1 da
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A:(l—av)T+ch

dir (Turgut, 1995).

Teorem 3.2.1. R’ de M bir spacelike regle yiizey olsun. Bir anadogru boyunca

teget dlizlemlerin ayni olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ =0 olmasidir (Turgut, 1995).

Teorem 3.2.2. R’ de spacelike bir M regle yiizeyinin agilabilir olmasi igin gerek ve

yeter sart ¢ =0 olmasidir (Turgut, 1995).

Teorem 3.2.3. R; de agilamaz bir M spacelike regle yiizeyinin bogaz egrisi

olup bu egri spacelike egridir (Turgut, 1995).

Tamm 3.2.7. 3-boyutlu Minkowski uzay1 R’ de spacelike regle yiizey M olsun. Bu
takdirde

(TAX,X')  det(T,X,X')
<X,,X’> - <XI,XI>

d =

seklinde tanimlanan d ye spacelike regle ylizeyin dagilma parametresi denir

(Turgut, 1995).

Teorem 3.2.5. R} de bir M spacelike regle yiizeyinin agilabilir olmasi igin gerek ve

yeter sart dagilma parametresinin sifir olmasidir (Turgut, 1995).
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Teorem 3.2.6. R} de M bir spacelike regle yiizey olsun. M nin agilabilir olmasi

icin gerek ve yeter sart M nin Gauss egrilik fonksiyonunun 6zdes olarak sifir

olmasidir (Turgut, 1995).

Tamim 3.2.8. R}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda dayanak egrisi spacelike bir egri,

anadogrulart timelike dogrular ya da dayanak egrisi timelike bir egri anadogrulari

spacelike olan regle yiizeylere timelike regle yiizeyler denir (Turgut, 1995).

Simdi bu iki durumu ayr1 ayr1 inceleyelim.

1.Durum ( Dayanak Egrisi Timelike ise)

M timelike regle yiizeyinin parametrik denklemi,
(p(s,v) = a(s) +VX(S)

dir. M timelike regle yiizeyinin, & timelike egrisi boyunca ortonormal cati1 alani, &

egrisinin birim tegeti 7 ve u anadogrusunun teget vektor alani (yani dogrultman

vektori) Z ise bu diizlemde 7' ye dik olacak sekilde

Y=2Z-(Z,T)T

secilerek Y timelike vektor alanmi elde edilir. Ayrica X = alinirsa <X , X > =-1

¥
¥l
ve <X , T > =0 olur. Boylece

N=TArX
olmak iizere

(X,N)=0,(T,N)=0,(N,N) =1
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dir. Bu durumda {T N, X } sistemi M nin ortonormal ¢at1 alanidir. O halde R? deki

Levi-Civita konneksiyonu D olmak iizere, o boyunca bu sistemin degisim

formiilleri
D, T =aX +bN
DN =-bT —cX
D, X =aTl —cX

seklindedir. Burada,

a=—(D,T,X)=(T,D, X)
b=(D,T,N)=—(T,D,N)
¢=(D,X,N)=—(X,D,N)

dir. M timelike regle yilizeyinin bir parametre egrisi

o, :Ix{v} M
(s,v)—>gov(s,v):a(s)+vX(s)

olsun. Bu egrinin teget vektor alan1 da

A:(l+av)T+ch

dir (Turgut, 1995).

2.Durum ( Dayanak Egrisi Spacelike ise)

M timelike regle ylizeyinin parametrik denklemi,
(o(s,v) = a(s) +vX(s)

dir. M timelike regle yiizeyinin, & spacelike egrisi boyunca ortonormal ¢ati alani,

o egrisinin birim tegeti 7 ve u anadogrusunun teget vektor alani (yani dogrultman

vektorii) Z ise bu diizlemde T ye dik olacak sekilde

Y=Z+(ZT)T
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secilerek Y spacelike vektor alani elde edilir. Ayrica X = alinirsa ||X || =1 ve

r
Y]
<X,T> =0 olur. O halde

N=TrX
olmak tiizere

(X,N)=0,(T,N)=0,(N,N) =1

dir. Bu durumda {X N, T } sistemi M nin ortonormal ¢at1 alanidir. Boylece Ri deki

Levi-Civita konneksiyonu D olmak ilizere, o boyunca bu sistemin degisim

formiilleri

D, X =aT +cN
D,N =bT —cX
D,T =aX +bN

dir. Burada,

(D,T,X)=—(T,D,X)
(D,T,N)=—(T,D;N)
(D, X,N)=~(X,D,N)

a
b

c

dir. M timelike regle yilizeyinin bir parametre egrisi

o, :Ix{v} M
(s,v)—>gov(s,v):a(s)+vX(s)

olsun. Bu egrinin teget vektor alan1 da

A:(l+av)T+ch

dir (Turgut, 1995).

Teorem 3.2.7. R’ de M bir timelike regle yiizey olsun. Bir anadogru boyunca teget

diizlemlerin ayni olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ =0 olmasidir (Turgut, 1995).
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Teorem 3.2.8. R} de timelike bir M regle yiizeyinin agilabilir olmasi igin gerek ve

yeter sart ¢ =0 olmasidir (Turgut, 1995).

Teorem 3.2.9. R’ de agilamaz bir M timelike regle yiizeyinin bogaz egrisi,

i) Dayanak egrisi spacelike bir egri ise,

bir spacelike egridir.

ii) Dayanak egrisi timelike bir egri ise,

bir timelike egridir (Turgut, 1995).

Tamim 3.2.9. R?, 3-boyutlu Minkowski uzayimda timelike regle yiizey M olsun.

TAX, X  det(T,X,X'
_{ ) det( )
Xy (X

seklinde tanimlanan d ye timelike regle yiizeyin dagilma parametresi denir (Turgut,

1995).

Teorem 3.2.10. Bir M timelike regle yiizeyinin agilabilir olmas1 i¢in gerek ve yeter

sart dagilma parametresinin sifir olmasidir (Turgut, 1995).

Teorem 3.2.11. M bir timelike regle ylizey olsun. M nin agilabilir olmasi igin
gerek ve yeter sart M nin Gauss egrilik fonksiyonunun 6zdes olarak sifir olmasidir

(Turgut, 1995).
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3.3. R} Minkowski Uzayinda B-Scrollar

Bu bolimde R de dayanak egrisi null egri ve dogrultmani null dogru olan B-

scrollar tanitilacaktir.

Tamm 3.3.1. M, R’ de bir Lorentz manifoldu ve &, M de bir null egri olmak

lizere R’ {in bir baz1

kosullarini saglayan pozitif yonlendirilmis (ﬁ, n,u) vektor tgliistudiir. 7, d_a in bir
s

pozitif skalar katt olmak iizere a(s) null egrisinin  bir null catist

F(S) = (Z(S),n(s),u(s)) icin

%:h€+xu

ds

@=—hn+ru (3.3.1)
ds

@=r£+lcn

ds

esitliklerine, F catisina gére a null egrisinin Frenet denklemleri denir (Balgetir,

Bektas ve Ergiit, 2005).

Tamm 3.3.2. R}, 3-boyutlu Minkowski uzaymda bir null egrisi boyunca null bir

dogrultman yardimiyla olusturulmus regle yiizey iizerinde alinan ¢at1 null ¢at1 ise bu

regle yiizeye null scroll denir (Balgetir, Bektas ve Ergiit, 2005).
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Tanim 3.3.3. / :d_a ve h=0 olmasi durumunda F :(ﬁ, n,u) cat1 alan1 Cartan

ds
catis1 olarak adlandirilir. Boylece Frenet denklemleri

l'=Ku
n'=tu (3.3.2)

u'=tl+xn

olarak yazilabilir. Burada ¢ ve u vektdrleri E° deki bir egri igin standart Frenet

catisindaki, sirastyla, teget ve asli normal vektorlerine benzer (Graves, 1979).

Tanmm 3.3.4. R? de o bir null egri ve F =(f,n,u), o egrisi boyunca bir Cartan

catisi olsun. & egrisi boyunca, n null vektorii hareket ederse

p:IxR >R’
(s,v)—)(p(s,v)=a(s)+vn(s),se],veJ

parametrizasyonu ile elde edilen regle yiizeye genel olarak K(s) #0 ve 7=sabit

oldugunda B-scroll ad1 verilir ve M ile gosterilir (Balgetir, Bektas ve Ergiit, 2005).

Teorem 3.3.1. R}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda H” =K olan biitiin Lorentzian

yiizeyler null scrolldur ve asagidaki gibi ii¢ durumda siiflandirilabilirler.
i) Lorentz diizlemi ya da kiire,
ii) B-scroll,
iii) 7 # sabit sekil operatdriiniin minimal polinomu (x - r)z olan bir null scrolldur

(Fenghui ve Zhong, 2007).
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Teorem 3.3.2. M, R’ de bir B-scroll olsun. O halde dogrultman boyunca teget

diizlemlerinin ¢akisik olabilmesi gerek ve yeter sart ¢ =0 olmasidir (Balgetir, Bektas

ve Ergiit, 2005).

Teorem 3.3.3 R’ de M , B-scrollunun agilabilir olmast igin gerek ve yeter sart ¢ =0

olmasidir (Balgetir, Bektas ve Ergiit, 2005).

Teorem 3.3.4. R} de agilamaz bir B-scroll M olsun. O zaman B-scrollun dayanak

egrisi striksiyon egrisidir (Balgetir, Bektas ve Ergiit, 2005).

Sonu¢ 3.3.1. R} de M agilamaz bir B-scroll olsun. O zaman striksiyon egrisi

nulldur (Balgetir, Bektas ve Ergiit, 2005).

Tamm 3.3.5. R} de bir B-scrollun dayanak egrisi ile merkez noktasi arasindaki

uzakligin sifir olmasi durumunda »" ve u lineer bagimli olur. Yani d bir reel skalar

olmak lzere
dn'=0An.
dir. O halde

d_(f/\n,n'>__det(ﬂ,n,n')_l (33.3)
| . B

seklinde tanimlanan d ye M B-scrollunun dagilma parametresi denir. Burada

<n',n'> # 0 dir (Balgetir, Bektas ve Ergiit, 2005).



BOLUM 4. PARALEL P-EQUIDISTANT REGLE YUZEYLER

Bu béliimde £’ ve R} de paralel p-equidistant regle yiizeyler tanitilacaktir.

4.1. E° Oklid Uzayinda Paralel P-equidistant Regle Yiizeyler

E’, 3-boyutlu Oklid uzayinda yay parametresi ile verilen diferensiyellenebilir bir

egri o ve bu egrinin a(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi da {VI,VZ,V;} olsun. Bu

takdirde Frenet vektorleri igin,

s Vi=hial,

yazilabilir. Burada ¥, vektdriine tiretici vektor (dogrultman vektorii), V, ye merkezi

normal vektor ve V; Frenet vektoriine de merkezi teget vektor ad1 verilir.

Boylece E’ de dayanak egrisi o =a/(s) ve dogrultmamt ¥, =V,(s) olan bir M
regle yiizeyi, parametrik olarak

M:{(/)(S,V)W(S,V):a(s)+vVl(s), (s,v)e[xR}
seklinde verilir. Eger M nin striksiyon egrisi » ve dagilma parametresi de d ile

gosterilirse, sirasiyla,

ve
_det(a, V1)
]
dir. Eger M regle ylizeyi icin d =0 ise M ye tors ve d #0 ise M ye acilamaz
regle ylizey denir (Valeontis, 1986).
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Eger M regle ylizeyinin y striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi ve parametresi de yay
parametresi olarak alinirsa, M nin parametrik ifadesi,

(p(s,v) = }/(s)%er1 (s)
seklindedir.

Tanm 4.1.1. E° de M regle yiizeyinin dayanak egrisinin birinci egriligine M nin

egriligi, ikinci egriligine ise torsiyonu denir (Valeontis, 1986).

Tanmm 4.1.2. E° de M regle yiizeyinin egriligi x ve torsiyonu r olmak iizere

Frenet formiilleri,

W =xV,
V=V, sV,
V==V,

seklinde yazilabilir. M regle ylizeyinin striksiyon ¢izgisinin 7 birim teget
vektoriiniin V ile yaptigi agt o olmak iizere, T vektorii {V;,V,,V,} Frenet 3-ayaklisi

cinsinden,

. V2 7
I'=coscV,+sincl, |, —3<GS—

seklinde yazilabilir. Burada o ya M nin striksiyonu, {K, 1,0'} sistemine de M nin

tamamlanmis invaryant sistemi denir (Valeontis, 1986).

Teorem 4.1.1. E° de M, y striksiyon egrisini dayanak egrisi kabul eden bir regle

yiizey olsun. o striksiyon ve x egrilik olmak iizere M nin dagilma parametresi,

sinoc
d=

K

dir (Valeontis, 1986).

Tamim 4.1.3. E° de bir M regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisi boyunca, Sp{Vl,Vz} ,
Sp{VZ,V3} , Sp{V3,Vl} uzaylarma karsilik gelen diizlemlere, sirasiyla, asimptotik,

polar ve merkezi diizlem adi verilir (Valeontis, 1986).
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Tamm 4.1.4. E’ de iki regle yiizey M ve M olsun. Eger bu regle yiizeyler icin,
1) Uretici vektorler paralel, (¥, ve V" paralel)
2) Uygun noktalardaki polar diizlemler arasindaki p uzakligi sabit ise M ve

M" regle yiizey giftine paralel p-equidistant regle yiizeyler denir.

Eger o6zel olarak uygun noktalardaki polar diizlemler ¢akisirsa M ve M™ regle
yiizey ciftine paralel p-equivalent denir. Benzer sekilde uygun noktalardaki
asimptotik (merkezi) diizlemler arasindaki q uzaklig1 (z uzakligr) sabit ise, M ve
M" regle yiizey ciftine paralel g-equidistant (z-equidistant) regle yiizeyler denir
(Valeontis, 1986).

Boylece M ve M™ paralel p-equidistant regle ylizeylerin parametrik ifadeleri
M = {go(s,v)‘(o(s,v) =a(s)+vV(s), (s,v)e IXR}
M" = {(p* (s*,v*)‘(p* (s*,v*) =a (s*)+v* |4 (s*), (s*,v*)e IX]R}

seklinde verilebilir (Valeontis, 1986).

Sekil 4.1.1. M ve M " paralel p-equidistant regle yiizeyleri

M ve M’ paralel p-equidistant regle yiizeylerin striksiyon egrileri, dayanak egrileri
olarak alinsin. Ayrica, M ve M" regle yiizeylerinin uygun noktalarindaki merkezi
diizlemler, asimptotik diizlemler ve polar diizlemler arasindaki uzakliklar da,

sirastyla, |z

2

q| ve | p| dir.
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Teorem 4.1.2. E° de M ve M" paralel p-equidistant regle yiizeyler, M nin
dayanak egrisi y striksiyon ¢izgisi ve M~ in dayanak egrisi & olsun. Z(s), q(s)
ve p(s), s eI, C? smifindan fonksiyonlar ve

a =y+zVy+qVi+pV,

olmak tizere, M~ regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisi,

Z'—qr

yio=y+zV,+qV— 4

dir (Valeontis, 1986).
Sonuc 4.1.1. E° de M ve M’ paralel p-equidistant regle yiizeylerinin polar

diizlemleri arasindaki uzaklik,

Z'—qgt

p=
K

dir (Valeontis, 1986).

Teorem 4.1.3. E° de M ve M" paralel p-equidistant regle yiizeyler, M ve M"
regle ylizeylerinin dayanak egrilerinin parametreleri de, sirasiyla, s ve s olsun. M"

daki {VI*,V;,IQ"} Frenet 3-ayaklisi ile M deki {V],V,,V,} Frenet 3-ayaklisi denktir

(Valeontis, 1986).

Teorem 4.1.4. E° de M ve M" paralel p-equidistant regle yiizeyler, M ve M"
regle ylizeylerinin striksiyon egrilerinin parametreleri, sirasiyla, s ve s olsun. M
nin x egriligi ve 7 torsiyonuile M" in x* egriligi ve z* torsiyonu arasinda,

. ds . ds
K =K— ve T =T—

ds ds

bagintilar1 vardir (Valeontis, 1986).

Tamm 4.1.5. E° de M regle yiizeyinin egriligi «, torsiyonu 7 olmak iizere,

ifadesine M nin konik egriligi ad1 verilir (Valeontis, 1986).
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Teorem 4.1.5. E° de M ve M"™ paralel p-equidistant regle yiizeyleri ayn1 konik
egrilige sahiptir (Valeontis, 1986).

Teorem 4.1.6. E° de M ve M paralel p-equidistant regle yiizeyler, M" 1n dagilma

parametresi d° ve M nin dagilma parametresi de d olsun. Bu takdirde, asagidaki
bagint1 vardir (Valeontis, 1986).

J sinc+q'+zt :d+q'+zr .
K K

Teorem 4.1.7. E* de M ve M" paralel p-equidistant regle yiizeyler olsun. M ve
M" regle yiizeyleri i¢in asagidaki 6zeliklerden iki tanesi saglanirsa tigiincii 6zelik de
saglanir.

i) M nin y striksiyon ¢izgisi M nin bir egilim ¢izgisidir.

ii) M nin y" striksiyon ¢izgisi M~ 1n bir egilim ¢izgisidir.

iii) M ve M" m uygun noktalardaki asimptotik diizlemleri arasindaki ¢ uzakligi

sabittir (Valeontis, 1986).

Teorem 4.1.8. E° de M ve M" paralel p-equidistant regle yiizeyler olsun. M ve

M" regle ylzeyleri ayn1 dagilma parametresine sahipse, uygun striksiyon noktalari

arasindaki uzaklik sabittir (Valeontis, 1986).

4.2. R} Minkowski Uzayinda Timelike Paralel P -equidistant Regle Yiizeyler

Tamm 4.2.1. R}, 3-boyutlu Minkowski uzaymda a=a(s) diferensiyellenebilir
timelike bir egri, {kl,kz}, strastyla, birinci, ikinci egrilikler ve {VI,VZ,V3} Frenet

catist olsun. ¥, in « egrisi boyunca hareketiyle meydana gelen M timelike regle
yiizeyi parametrik olarak

(p(s,v) = a(s)+vK (s)
denklemi ile verilir. Boylece M timelike regle yiizeyinin striksiyon egrisi boyunca

Sp{V.V, ), SpiV,. Vi) ve Sp{V,V,} alt uzaylarma karsihk gelen diizlemler,
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sirastyla, asimptotik, polar ve merkezi diizlem olarak adlandirilirlar (Kuruoglu ve

Masal, 2007).

Tamm 4.2.2. R} de M ve M™ iki timelike regle yiizey ve polar, merkezi ve
asimptotik diizlemleri arasindaki uzakliklar, sirasiyla, p,, p,, p; olsun. Eger

i) M ve M" 1n dogrultmanlari paralel,

ii) M ve M" in p,1<i<3 uzakliklar sabit ise M ve M" regle yiizey gifti
timelike dayanak egrili, timelike paralel p,-equidistant regle ylizeyler olarak

adlandirilir (Kuruoglu ve Masal, 2007).

Teorem 4.2.1. R} de M ve M" timelike paralel p,-equidistant regle yiizeylerinin

striksiyon egrileri, sirasiyla, ¥ ve " olmak tizere bu striksiyon egrileri arasinda

1

. p k, + p)
7=7+[4Lﬁ—i)ﬁ+pﬂé+pJé

bagintisi vardir (Kuruoglu ve Masal, 2007).

Teorem 4.2.2. R} de M ve M" timelike paralel p,-equidistant regle yiizeyler

olsun. M ve M™ 1n polar diizlemleri arasindaki

k, + p;
P = P+ Py
_kl

uzakligt sabittir (Kuruoglu ve Masal, 2007).

Teorem 4.2.3. R’ de M ve M" timelike paralel p, -equidistant regle yiizeylerinin

*

karsilikli noktalarindaki Frenet catilari a;i>0 icin denktir (Kuruoglu ve Masal,
s

2007).

Sonu¢ 4.2.1. M ve M timelike paralel p,-equidistant regle yiizeyler olsun.

i) M ve M" n dayanak egrilerinin, sirasiyla, &,k birinci egrilikleri ve k,,k,

ikinci egrilikleri arasinda
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K=k B 1<i<a.
ds

seklinde bir bagint1 vardir.
ii) M* m dayanak egrisi egilim egrisi ise, M nin dayanak egrisi de egilim
egrisidir.

iii) M ve M" in dayanak egrileri striksiyon egrileridir (Kuruoglu ve Masal, 2007).

Teorem 4.2.4. R} de M ve M timelike paralel p, -equidistant regle yiizeyler

olsun. M ve M" regle yiizeylerinin dagilma parametreleri arasinda

ds”

78
" ds

d.=d , 1<i<3,

bagintisi vardir (Kuruoglu ve Masal, 2007).

Teorem 4.2.5. R} de M ve M timelike paralel p,-equidistant regle yiizeyler

olsun. M ve M"  sekil operatorleri, sirastyla, S ve S* olmak tlizere aralarinda
S'=S
bagintis1 vardir (Kuruoglu ve Masal, 2007).

Sonu¢ 4.2.2. M ve M timelike paralel p,-equidistant regle yiizeyler olsun.

i) M ve M 1n Gauss egrilikleri, sirasiyla, K ve K" ise,
K'=K=0
dir.

ii) M ve M" n ortalama egrilikleri, sirasiyla, H ve H" ise,

k2

,v>0icin
« VK,
H = = k
——2— v<0igin
Vi

dir.
iii) M nin egrilik ekseni ise M 1n da egrilik eksenidir. (Tersi de dogrudur.)
iv) M nin asimptotik egrisi, M~ 1n da asimptotik egrisidir. (Tersi de dogrudur)

(Kuruoglu ve Masal, 2007).
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4.3. R} Minkowski Uzayinda Spacelike Paralel P -equidistant Regle Yiizeyler

Tamm 4.3.1. M regle yiizeyinin tireteci V,, M~ regle yiizeyinin tireteci V" ve M
ile M* R; de iki spacelike regle yiizey olsun. Polar, merkezi ve asimptotik
diizlemleri arasindaki uzakliklar, sirasiyla, p,, p,, p; olsun. Eger

i) M ve M™ 1n iiretici vektorleri paralel,

ii) 1<i<3 igin p, uzakliklar sabitise M ve M regle yiizey ¢ifti, R} de spacelike
paralel p,-equidistant regle yiizeyler olarak adlandirilirlar. Eger p, =0 ise M ve
M" regle yiizey gifti spacelike p,-equivalent regle yiizeyler olarak adlandirilirlar

(Masal ve Kuruoglu, 2005).

Teorem 4.3.1. R} de M ve M" spacelike paralel regle yiizeyler olsun. M nin

striksiyon egrisi ¥ ve M 1n striksiyon egrisi " olmak tizere

1

. k, +p!
y =7+[%2—kpzle+szz+p3V3

seklinde bir bagint1 vardir (Masal ve Kuruoglu, 2005).

Teorem 4.3.2. R’ de M ve M" spacelike paralel p, equidistant regle yiizeyler

olsunlar.

*

i) M ve M" daki, sirasiyla, {1/1,1/2,1/3} ve {Vl*,Vz*,V;} Frenet catilar ili> 0 icin
s

karsilikli noktalarda denktir.

ii) M ve M" m dayanak egrilerinin egrilikleri, sirasiyla, k,, k; ve torsiyonlar1 da
k,, k; ise,
ki =k —, 1<i<2.
dir.
iii) Spacelike paralel p, -equidistant regle yiizeylerin (ya da spacelike paralel p, -

equivalent regle yiizeylerin) polar diizlemleri arasindaki uzaklik
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P, =—p3k2;p2 — sabit [yadapl =—p3k2k+p2 :oj
1 !

dir.
iv) M ve M" 1n dayanak egrileri striksiyon egrileridir.
v) M nin striksiyon egrisi egilim ¢izgisi ise, M " 1n da striksiyon egrisi egilim

cizgisidir. (Tersi de dogrudur) (Masal ve Kuruoglu, 2005).

Teorem 4.3.3. R} de M ve M" spacelike paralel p,-equidistant regle yiizeylerinin

karsilikli noktalarindaki dagilma parametreleri, sirasiyla, d,,l_ ve dV* ise,

dV*=dVvdi, 1<i<3.
i " ds

dir (Masal ve Kuruoglu, 2005).

Teorem 4.3.4. R} de M ve M" spacelike paralel p,-equidistant regle yiizeyler
olsunlar.

i) M ve M’ spacelike paralel p,-equidistant regle yiizeylerinin sekil
operatorlerinin matrisleri, sirasiyla, S ve S* ise S=S8" dir.

ii) M nin Gauss egriligi K, M" 1n Gauss egriligi K" ise,

K=K =-detS =0.

dir.

iii) M nin ortalama egriligi H, M" 1n ortalama egriligi H" ise,

k2

] - ,v>0 icin

%

H*zH:bIZSM: b
oyut 2 v<0ic¢in

2vk,

dir.
iv) M deki geodezik egriler, M " da da geodezik egrilerdir.
v) M deki asli egrilik dogrultusu M~ da da asli egrilik dogrultusudur.
vi) M deki asimptotik egri M" da da asimptotik egridir.

(Son ti¢ durumun tersleri de dogrudur) (Masal ve Kuruoglu, 2005).
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Teorem 4.3.5. R} de M ve M" spacelike paralel p,-equidistant regle yiizeyler
olsunlar.
i) M ve M" m ikinci temel formlari, sirasiyla, 17 ve II" ise, VV ,W € ;((M ) ve
vV, W e ;((M*) i¢in
mwww)y=uy.,w)
dir.
ii) M deki eslenik vektorler ayn1 zamanda M da da eslenik vektorlerdir.

iii) M deki asimptotik dogrultular M~ da da asimptotik dogrultulardir.

Son iki durumun tersleri de dogrudur (Masal ve Kuruoglu, 2005).

Teorem 4.3.6. R’ de M ve M" spacelike paralel p,-equidistant regle yiizeyler
olsunlar.
i) M ve M" 1n g-yuncu temel formlari, sirasiyla, 7 ve I ise, VX,YE;((M)
ve VX', Y° e;((M) i¢in
I*q(X*,Y*):Iq(X,Y), 1<¢<3
dir.
ii) M ve M" m sekil operatorlerinin karakteristik polinomlari, sirasiyla, P, (/1) ve
P.(4) ise,
P (4)=F (%)

dir (Masal ve Kuruoglu, 2005).



BOLUM 5. R}, 3-BOYUTLU MiINKOWSKi UZAYINDA NULL
PARALEL P-EQUIDISTANT B-SCROLLAR

Bu béliim, ¢alismamizin orjinal ksmini olusturmaktadir. Bu kisimda ilk olarak R?,
3-boyutlu Minkowski uzayinda null paralel p -equidistant B-scrollar tanimlanarak,
null paralel p-equidistant B-scrollarin Cartan c¢atilariin  denkligi, sekil

operatdrlerine karsilik gelen matrisler, Gauss ve ortalama egrilikleri ile birinci, ikinci
ve ticlincii temel formlar ile ilgili bagintilar elde edildi.

Daha sonra, null paralel p -equidistant B-scrollarin asli egrilikleri, asli egrilik
dogrultulart ve eslenik tanjant vektorleri ve konneksiyonlart arasindaki iligki verildi.
Son olarak R’ de agilamaz null paralel p -equidistant B-scrollarmin dagilma

parametreleri, ikinci Gauss egrilikleri, ikinci ortalama egrilikleri ile ilgili bagintilar

ile birlikte bir 6rnek verildi.
5.1. Null Paralel P-equidistant B-Scrollar

R}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir a = a(s) null egrisinin (3.2.2) denklemleri

ile verilen Cartan catist {K,n,u} olsun. Boylece n nin irettigi B-scroll parametrik

olarak

M={(p(s,v)‘(p(s,v)=0{(s)+vn(s)} (5.1.1)
ile verilir. Burada a(s) null egrisi ve n(s) null vektori, sirastyla, M B-scrollunun
dayanak egrisi ve dogrultman vektoriidiir. (5.1.1) denklemi g6z oniine alinirsa

(/)S:€(s)+vru(s), (pv:n(s) (5.1.2)
elde edilir. Boylece

IAan=u , NAU=—N , IAu=1" (5.1.3)

olmak tizere M , B-scrollunun birim normali
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Noz(/>s/\¢>v:u(s)+vrn(s) (5.1.4)
olur. Son denklem g6z 6niine alinirsa,

<N0,N0> = <u,u> +v7r? <n,n> =1
elde edilir. Bu, ifade eder ki N, birim normal vektorii bir spacelike vektordiir. O
halde M bir timelike yiizeydir. F =(/,n,u) Cartan ¢atili & null egrisinin Frenet

formiilleri

'=Ku

n'=tu

u'=tl+kxn
dir. R}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda, M, B-scrollunun « dayanak egrisi
boyunca Sp{ﬁ,n}, Sp{n,u} ve Sp{u,ﬁ} alt uzaylarina karsilik gelen diizlemlere,

sirastyla, merkezi diizlem, polar diizlem ve asimptotik diizlem adi verilir. Eger
(2.2.1) denklemi ile verilmis olan tablo goz Oniinde bulundurulursa agiktir ki
buradaki merkezi diizlem timelike, polar ve asimptotik diizlemler ise null

diizlemlerdir.

R} Minkowski uzayinda (F‘(s*),n*(s*),u* (s*)) Cartan c¢atil1 bir diger null egri "

olsun. Burada;
K(S ):Ti, g(n,n):g(f,f)zo,
g(ﬁ*,u*)zg(n*,u*)zo, g(ﬁ*,n*)=—l, g(u*,u*)=l

(5.1.5)

dir. Boylece F” =(€*,n*,u*) Cartan catisina gore o«  null egrisinin Frenet

formiilleri,
E*’ — K_*u*
n' =t (5.1.6)

*

4 # ik * %
u =t l +xn

'

seklindedir. Burada s" parametresine gore diferensiyeli gosterir.
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O halde, M"* B-scrollu parametrik olarak
M* _ {w* (S*’V* )‘¢* (S*,V*) _ a* (S*)+V*I’l* (S* )} (517)

ile verilir.

Tamim 5.1.1. R}, 3-boyutlu Minkowski uzaymda M ve M", B-scrollar olsunlar.

i) M ve M™n iiretici vektorleri paralel

ii) M ve M" in asimptotik diizlemleri arasindaki p -uzaklig1 sabit,

sartlar1 saglaniyor ise M ve M” yiizeylerine R} de null paralel p -equidistant B-
scrollar denir. (Burada K*(s*);to, r*(s*) sabit, x(s)#0, 7(s) sabittir ve M ve

M n dayanak egrileri aym zamanda striksiyon egrileridir.)

Teorem 5.1.1. R}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda M ve M’ null paralel p-
equidistant B-scrollarinin a(s) ve a*(s*) dayanak egrilerinin {E,n,u} ve

{E*, n*,u*} Cartan ¢atilarinin birbirine denk olmasi (£ =/¢",n=n",u =u") igin gerek

. ds . ds
ve yeter sart K =xk—-, 7 =7—— olmasidir.
ds ds

Ispat. Kabul edelim ki (=/¢"n=n",u=u" olsun. O halde (5.1.6) esitliklerinin

dg* * *
—,u =K
<dS* >

yazilabilir. Buradan son denklem ve hipotezden birinci egrilikler arasindaki iligki,

ds .
=K
ds”

birincisinden,

K

olarak elde edilir. Yine (5.1.6) esitliklerinin ikincisinden,

dn” .
U )=7

bulunur. Bu son esitlik ve kabul yardimiyla da ikinci egrilikler arasindaki iliski de
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ds
T— =7
ds
olarak bulunur.
. P ds . ds . )
Tersine kabul edelim ki x :KF , T = TF ve n=n" olsun. Boylece M ve
s

M" null paralel p -equidistant B-scroll oldugundan

dn_dn_ ds (5.1.8)
ds ds” ds
dir. (5.1.6) ve (3.3.2) esitlikleri ve kabulden dolay1
ds .ds’
TU=T—U —
ds ds
u=u"
olur. Ayrica
du_di" ds°
ds ds* ds

esitligi gbz oOnilinde bulundurularak, (5.1.6) ve (3.3.2) denklemleri son denklemde

yerlerine yazilir ve kabul g6z oniine alinirsa

T€+Kn=(r ds U+ K ds njdi

ds” ds” ds
ol =1l
(=0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. m

5.2. R} Minkowski Uzayinda Null Paralel p-Equidistant B-Scrollarin Sekil

Operatorlerinin Matrislerinin Hesabi

R}, 3-boyutlu Minkowski uzaymda M ve M’ null paralel p -equidistant B-

scrollart, sirastyla,
M = {go(s,v)‘(o(s,v) = a(s)+vn(s)}
M= {(p* (s*,v*)‘(p* (s*,v*) —a (s*)+v* n (s*)}

parametrik ifadeleri ile verilsin. Boylece (3.3.2), (5.1.1) esitlikleri yardimiyla
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(ps=£(s)+vru(s), 5.2.0)
o, =n(s),

bulunur.

2(M) in {¢,,¢,} bazii¢in M, B-scrollunun birim normal vektor alam N, olmak
tizere (5.2.1) esitliklerinden

A
O, NP,

dir.

Teorem 5.2.1. R} de M ve M" null paralel p -equidistant B-scrollarmin sekil

operatorleri, sirasiyla, S ve S* olmak iizere S ve S* arasinda

. ds
S _S(ds*j (5.2.2)

bagintis1 vardir.

Ispat. Eger (2.2.2), (3.3.2), (5.1.2), ve (5.1.4) denklemleri goz éniine alinirsa

S(@,)=-D, N, =—d§£°
=—z(¢(s)+ve’u(s))-x(s)n(s) (5.2.3)
=—1rp, —Kk(s)p,
ve
S(e,)= D(/,LVN():—dC];‘[}O
=-7n(s) (5.2.4)
=79,

bagintilar1 elde edilir. Boylece M nin sekil operatoriine karsilik gelen matris S

olmak tizere,
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dir. Buradan,

o
s=|_ (5.2.5)

K(s) -

elde edilir. Aymi sekilde M*, B-scrollunun S° sekil operatoriine karsilik gelen

matrisi hesaplayalim:

(5.1.6), (5.1.7) esitlikleri yardimiyla
P. :E*(s*)+v* r*u*(s*) (526
0. =n'(s)

dir. ;((M *) n {(0: ,(p:*} bazi igin M, B-scrollunun birim normal vektér alant N,
olmak {izere (5.2.6) denkleminden
LA
N = N
Q. AQ,

_ (E*(s*)+v* T*u*(s*))/\n*(s*) _,
H(f (S* ) +victu' (S* )) N (S* )H

elde edilir. O halde (2.2.2), (5.1.6), (5.2.6) ve (5.2.7) bagintilarindan

’ (S*)+v* 'n' (s*) (5.2.7)

S*((P:* ) :_DQ;NS :_Cs?
=—7 (E* (s*)+ Vit (s* )) -k (s* )n* (s*) (5.2.8)

Ve

=—"n"(s") (5.2.9)
=—7" @,

v

bulunur. Bylece M " 1n sekil operatoriine karsilik gelen S* matrisi

) -
S* = (5.2.10)

olarak elde edilir. O halde (5.2.5), (5.2.10) esitlikleri ve Teorem 5.1.1 birlikte goz

Oniine alinirsa, S ve S” matrisleri arasinda,
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. ds 0
. -7 0 ds” ds
S = * * * = = S *
—K (S ) -7 L ds . ds ds
ds” ds”

bagintis1 elde edilir. Bu da ispati tamamlar. m

5.3. Temel Formlar ve Sekil Operatorlerinin Cebirsel Degismezleri

Teorem 5.3.1. R}, de M ve M™ null paralel p -equidistant B-scrollarmin Gauss

egrilikleri, sirasiyla K ve K, ortalama egrilikleri de H ve H™ olsunlar. Bu

takdirde Gauss ve ortalama egrilikleri arasinda, sirasiyla,

2
K =K(;S*) (5.3.1)
S
Ve
H :H(Z;] (5.3.2)

bagintilar1 vardir.

Ispat. R}, de M ve M* null paralel p -equidistant B-scrollarinin, sirastyla, K ve
K*, H ve H", Gauss ve ortalama egrilikleri olsunlar. Bu durumda, (2.2.3), (5.2.5),
ve (5.2.10) bagintilarindan

K=detS =17’ (5.3.3)
ve

K =detS =7~ (5.3.4)

bulunur. Ayn1 zamanda bu esitligi /. temel formun katsayilar1 E, F,G olmak iizere,

_lEVV+FS'V_lGSS lE‘S _lEV+FS‘ 0 lE‘V lGS
2 2 2 2 2 2
] 1 ]
K=——— F -=G, E F |-|=E, E F
(EG—FZ) 2 2
le F G lGY F G
2 2

seklindeki Brioschi’s formiiliinden de elde edebiliriz. Yani
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E=<(ps,(ps>=v2 o, E=2vi’ , E =0 , E =27
F:<¢s’¢v>:_1 4 EZO 4 F;ZO 4 EVZO
G=(p,.0,)=0 , G =0 , G=0 , G, =0

esitlikleri Brioschi’s formiiliinde kullanilirsa,

K =72

bulunur. Benzer islemler M, B-scrollu igin yapilirsa K =7 elde edilir.

Eger (2.2.9), (5.2.5) ve (5.2.10) bagintilar1 g6z oniine alinirsa

e =S :—22'
boyutM 2

=-7 (5.3.5)

ve
pro S 220 - (5.3.6)

boyutM 2
bulunur. (5.3.3), (5.3.4), (5.3.5), (5.3.6) denklemleri ve Teorem 5.1.1 g6z Oniine

2
almirsa, K" =K (d_s*) ve H' =H (d_s*j elde edilir. m
ds ds

Simdi ;((M ) deki bir Z vektor alaninin ;((M ) da olmasi i¢in saglamasi gereken

sartlar1 arastiralim:

Teorem 5.3.2. R} de M ve M™ null paralel p-equidistant B-scrollar olsunlar. M

nin vektor alanlarinin climlesi ;((M ) ve M" 1n vektor alanlariin ctimlesi ;((M )

olmak iizere VZ = ap, +bp, € y (M) ve VZ =a @.+b ¢ € Z(M) ise

a=a-z , b"=b-p , yr= T4 as (5.3.7)
(a—z)z' ds

duir.
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Ispat. M ve M" null paralel p-equidistant B-scrollarmin vektor alanlar ciimleleri,

swrastyla, y (M) ve ;((M ) olmak iizere

2(M)=Splo, o}

;((M) = Sp{(q:*,(p:* }
dir. Kabul edelim ki Z € (M) olsun. Bu durumda a,b € R skalarlari igin,

Z=ag +bp,=al(s)+bn(s)+avru(s)
yazilabilir. Simdi de kabul edelim ki Z vektor alan1 y(M") m da bir vektor alan:
olsun. Bu takdirde Z vektor alaninin {¢.,¢". | bazina gore ifadesi a”,b" € R olmak
iizere

2 =d g +b g =a (s )b (s )va v T (5)

seklinde yazilsin.

Z . 2
aa”
a o
o

Sekil 5.3.1. Null paralel p-equidistant B-scrollarin Z ve Z* vektdr alanlari

O halde Sekil 5.3.1 den
7'=7Z-aa"
olacagindan bu ifadede e =z ¢+ pn+qu yerine yazilirsa,
Z'=Z-z0-pn—qu
a0 (s")+b"n (s )+a v e u (s ) =al(s)+bn(s)+avru(s)-z L~ pn-qu
a0 (s ) +b ' (s ) va' v e (s7) = (a—2) £(s)+ (b= p)n(s) +(ave —q)u(s)

elde edilir. Boylece Teorem 5.1.1 den,
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bulunur. m

Teorem 5.3.3. R} de M ve M™ null paralel p -equidistant B-scrollar olsunlar. M

ve M™ 1n temel formlar: arasinda,

*q ds - q
rre(=S) 10 1sgs3 (5.3.8)
)

bagintis1 vardir.

Ispat. VX,Y e ;((M ) icin M , B-scrollunun birinci, ikinci ve iigiincii temel formlari
1,11, 1II olmak lizere;
1(X,Y)=(X,Y)
n(x,y)=(S(x).y) (5.3.9)
2

(X).Y)

dir. Benzer sekilde, M~ B-scrollunun birinci, ikinci ve ti¢lincii temel formlari,

m(X,Y)=(s

sirastyla, I*, 11", III" ile gosterilsin. Boylece
I'(X,Y)=(X,Y)

oldugundan (5.3.9) denkleminden,
I'(X,Y)=1(X,Y)

dir. Benzer sekilde
I (x,v)=(s"(X).7)

oldugundan (5.2.2) denkleminden,
I (X,Y)= (%j(s()(), Y)

dir. O halde bu son denklem ve (5.3.9) denkleminden,
' (X.Y)= (%j][(X,Y)

elde edilir. Son olarak

o (X,Y)=(87(x).y)
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dir. Boylece (5.2.2) ve son denklemden,

. ds Y
I (X,Y):(Ej (s*(x).7) (5.3.10)
bulunur. Boylece (5.3.9) ve (5.3.10) denklemlerinden
. ds Y
ur(x,y)= — r(X,Y)
s

olur. Bu ise ispat1 tamamlar. m

Teorem 5.3.4. R} de M ve M paralel p -equidistant B-scrollarin asli egrilikleri,

sirastyla, k, ve k; , i=1,2 olsun bu takdirde k, ve &, asli egrilikleri arasinda,

ki* = ( ds* jki
ds

bagintis1 vardir.

Ispat. (2.2.4) ile verilen asli egrilik tanimindan det(S -k, ) =0 oldugundan,
(5.2.10) denklemi goz Oniine alinirsa
" =k’ 0

elde edilir. Boylece Teorem 5.1.1 den

k;=_f*=_f( dﬂ]=ki(dij (5.3.11)
ds ds

olarak bulunur. m

Teorem 5.3.5. R} de M ve M™ null paralel p -equidistant B-scrollar olsunlar. M

nin asli egrilik dogrultulart M n da asli egrilik dogrultularidir. (Tersi de dogrudur.)

Ispat. Kabul edelim ki M deki asli egrilik dogrultusu X olsun. Yani
S(X)=kX

olsun. O halde (5.2.2) denkleminden,

S*(X)=($jS(X)=(:’i]kX=k*X

S
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bulunur. Buise X in M" 1n da asli egrilik dogrultusu oldugunu gosterir.

Tersine, M " 1 asli egrilik dogrultusu Y olsun. Bu takdirde,
S (Y)=kY

yazilabilir. Boylece (5.2.2) ve (5.3.11) denklemlerinden,

S(Y):(cg]S*(Y):[Cs*Jk*Y:kY

S

elde edilir. Bu ise, ¥ nin M nin de asli egrilik dogrultusu oldugunu ifade eder. m

Teorem 5.3.6. R} de M ve M null paralel p -equidistant B-scrollar olsunlar.

i) M nin eslenik tanjant vektorleri M ™ n da eslenik tanjant vektorleridir.

ii) M nin asimptotik dogrultular1 M" in da asimptotik dogrultularidir.

Tersleri de dogrudur. m

Ispat.
i) Kabul edelim ki X,,Y,, M nin eslenik tanjant vektorleri olsunlar. O zaman

X,.Y,eT, (P) olmak iizere

(S(X,).Y,)=0

dir. Bu takdirde (5.2.2) den,

ds’ | ..
<( (Z js (XP),YP>=O
olur. Buradan ise
($"(X,).7,)=0

dir. Yani, X,,Y, M" n da eslenik tanjant vektorleridir.

ii) Kabul edelim ki X, M nin asimptotik dogrultusu olsun. Bu takdirde
(S(X,).X,)=0

dir. O halde (5.2.2) den,
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olur. Boylece

dir. Buise X, nin M" n da asimptotik dogrultusu olmas1 demektir. m

Sonu¢ 5.3.1. R} de M ve M" null paralel p-equidistant B-scrollarinin sekil

operatorlerine karsilik gelen matrislerin karakteristik polinomlarina Cayley-Hamilton

teoremi uygulanirsa,

denklemi elde edilir.

Ispat. M ve M® null paralel p -equidistant B-scrollarina karsilik gelen sekil
operatorlerinin matrisleri, sirasiyla, S ve S* olmak tizere, karakteristik polinomlart,
P (A)=2"—(k + k) A+ (k k)
ve
P.(A)= A= (k; +k; ) A+(k ;)

dir. M ve M m, sirasiyla, H,H" ve K,K" ortalama ve Gauss egrilikleridir.

H=%, H =M ve K =k k,, K" =k k, olacagindan
Py(A)-A*=-2HA+K (5.3.12)
P.(2) -4 =2HA+K' -
elde edilir.

Buradan (5.3.1), (5.3.2) denklemleri g6z oniine alinirsa,
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ds ds )
P (A)+2HA-K =P, (A)+2H(ds*j,1+1<(ds*j

P.(A)=P, (/1)+2H/1(1—(%D—K£1+(%J2J

bulunur.

Ayrica Cayley-Hamilton teoreminden,
P (S)=8-2HS+K =0
* *2 * * *
P.(S7)=8"-2H'S"+K" =0

elde edilir. O halde (5.2.2), (5.3.1) ve (5.3.2) denklemlerinden,

P.(57)= [%T {$?-2HS+K}=0

()= n(s)0

bulunur. m

Teorem 5.3.7. R} de M ve M" null paralel p -equidistant B-scrollarmin birinci,
ikinci, iglincii temel formlari, ortalama ve Gauss egrilikleri arasinda,

2
U =2H"II' +K°I" = (%) {IT-2H I +K1I}=0
N

bagintis1 vardir.

Ispat. M ve M null paralel p -equidistant B-scrollarm 7.,11.,7II. temel formlari,
ortalama ve Gauss egrilikleri arasinda,
HI-2HII+KI=0
ve
or -2H'II'+K'I" =0
bagintilar1 vardir. Boylece (5.3.1), (5.3.2) ve (5.3.6) denklemlerinden,

2 2 2 2
III*—ZH*H*+K*I*:(5S] 111—(5‘9] 2HU+(;S] Klz(d—s*J (IT-2HIT+K1}=0

* * *
S S S S

elde edilir. m
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Teorem 5.3.8. R} de M ve M’ null paralel p -equidistant B-scrollarmin Levi-

Civita konneksiyonlart D ve D" olmak tizere bu konneksiyonlar arasinda,

DXY:D;Y+<S(X),Y>{u(;i —1j+n(“”_q(;§)—wj} (5.3.13)

S a—z

bagintis1 vardir.

Ispat.

M = {(o(s,v)‘(o(s,v) = a(s)+vn(s)}

M= {(0* (S*,V*)‘ o (S*,v*) —q (S*)+v* n* (s*)}
null paralel p -equidistant B-scrollari olsunlar. R} deki konneksiyon D, M ve M*
null paralel p -equidistant B-scrollarinin konneksiyonlari da, sirasiyla, D ve D"
olmak tizere, bu B-scrollarin Gauss denklemleri,

DY =D,Y+(S(X).Y)N,
ve

D,Y =D;,Y +(S"(X),Y)N,
dir. O halde Teorem 5.1.1 ve (5.3.7) denkleminden, M~ B-scrollunun birim normal
vektor alant

N, :u*(s*)+v* T n*(s*)
vt (d_s*jr( ds ]n

(a—z)z\ ds ds”
q

avt —

=u+
=u+

n
a—z

seklinde yazilabilir. Buradan, (5.2.2) denklemi g6z Oniine alinarak,

DY +(S(X),Y)N, = D}Y+(%j<S(X),Y> N;

DXY:D;Y+<S(X),Y>{u(Z:* —1)+n(azf_—zq($j_vrj}

elde edilir. m
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Teorem 5.3.9. R} de M ve M" null paralel p -equidistant B-scrollar olsun. «

egrisi M de asimptotik ve geodezik ise M~ da da geodeziktir.

Ispat. M deki o egrisinin tegeti T olsun. ¢, M de geodezik ve asimptotik ise,

(2.2.6) ve (2.2.10) denklemlerinden
(S(T),T)=0 ve D,T =0 dr.

O halde (5.3.13) denkleminden,
D;T=0

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar. m

Sonu¢ 5.3.2. M ve M" null paralel p -equidistant B-scrollar olsun. a, M de

asimptotik olmasin. Bu takdirde @ nin M de geodezik ¢izgi olmasi durumunda, M"

VTz—q

da da geodezik cizgi olmasi i¢in gerek ve yeter sart %=1 ve -vr=0
s

a—z

olmasidir.

Ispat. M de a egrisinin tegeti T olsun. o, M ve M"* da geodezik ¢izgi ise
(5.3.13) denkleminden,

ds* 1 ve YEZ74
ds a—z

—vr=0

dir. Bu ifade eder ki &, M" da bir geodezik ¢izgidir.

Tersine ¢, M de geodezik ve ;i_s =1, vrz—49

—v7 =0 ise (5.3.13) denkleminden,
a-z

DT =0.

dir. Bu ifade eder ki &, M" da bir geodezik ¢izgidir. m
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5.4. R} Minkowski Uzayinda Null Paralel p-Equidistant B-Scrollarin Ikinci

Ortalama, ikinci Gauss Egrilikleri ve Dagilma Parametreleri Arasindaki

Mliskiler

Acilamaz null paralel p -equidistant B-scrollar icin ikinci temel form yiizey lizerinde
yeni bir metrik tensor olarak g6z oniine alinabileceginden, (M v/ ) 2 -boyutlu yari-
Riemann manifoldunun K, ile gosterilen ikinci Gauss egriligi ve yine ayni diisiince
ile H, ile gosterilen ikinci ortalama egriligi hesaplanabilir. Bu boéliimde, iki
agilamaz M ve M™ null paralel p -equidistant B-scrollarin (Yani, sirasiyla, 7 #0

ve 7" #0) oncelikle dagilma parametreleri arasindaki iliski, daha sonra da ikinci

Gauss ve ortalama egrilikleri arasindaki iligki ele alinacaktir.

Teorem 5.4.1. R’ de M ve M iki agilamaz null paralel p -equidistant B-scrollar

olsunlar. M ve M" 1n, sirasiyla, d ve d* dagilma parametreleri arasinda

-
ds

bagintis1 vardir.

Ispat. M ve M"™ B-scrollarmin dagilma parametreleri, sirasiyla, d ve d* olmak

iizere (3.3.3) ve Teorem 5.1.1 yardimiyla

Ll (o) ) o a

2 2 2 - -
" ds 7 ds ds
T %
ds

«f

n

!

%k
Tu

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar. m

M ve M™ B-scrollar1 agilamaz oldugundan agilim agisi ve agilim uzunlugundan

bahsedilemez.

Simdi M ve M agilamaz null paralel p -equidistant B-scrollarinin, sirasiyla, ikinci

Gauss egrilikleri K, ve K, olmak iizere bunlar arasindaki iligkiyi inceleyelim:
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Teorem 5.4.2. R} de M ve M" agilamaz null paralel p -equidistant B-scrollarinin,

sirastyla, K, ve K, ikinci Gauss egrilikleri arasinda,

. ds
K, =K, (g]

bagintis1 mevcuttur.

Ispat. M agilamaz null paralel p -equidistant B-scrollunun birinci temel formunun

katsayilart E,F,G olmak iizere

E=(p.0,) . F=(p.0) » G=(p.0) (5.4.1)

dir. Boylece

A=NF ZEG = (0.0 ~(0..0.)(0,.0,)

dir. O halde (5.1.2) ve (5.4.1) esitlikleri g6z oniine alinirsa
E=v7t’, F=-1, G=0 (5.4.2)

olarak bulunur.

Simdi de ikinci temel formun katsayilari olan

o \Ootr) o (ewenn) _(0n0r0)
A A A
katsayilarini bulalim. (5.1.2) ve (5. 1.4) den
e=1((s)—v2 , f=1, g=0 (5.4.3)

olur. O halde (5.4.3) esitligi ve bu esitligin kismi tiirevleri (2.2.7) de yerine yazilir ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa,

r’ EK'(S) vt 0 g 0
K,,:% 0 K(S)—V2T3 T ||t K(S)—V2T3 tt=— (54.4)
“lo r 0| | o r

bulunur. Benzer sekilde M™ 1n ikinci temel formunun katsayilari olan e, /™, g"

hesaplanmak istenirse, (5.2.6) dan
e = K*(s*)—v*2 o, ff=7, g = (5.4.5)

bulunacag aciktir. Boylece (5.4.5) den,
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i %K () v v 0
K :L*‘* 0 &"(s7)-v? ot K (sT) v (5.4.6)
T
0 T* 0 0 T* 0

olarak elde edilir. Buradan (5.4.4) ve (5.4.6) esitlikleri ile Teorem 5.1.1 g6z Oniine

. . ds ds
K, =1t =—1|—1|=K,| —
1 (ds*j I](ds*j

alinirsa,

bulunur. m

Simdi de M ve M" agilamaz null paralel p -equidistant B-scrollar1 i¢in, sirasiyla,

H, ve H, ikinci ortalama egriliklerini hesaplayalim:

Teorem 5.4.3. R} de M ve M" agilamaz null paralel p -equidistant B-scrollarin,

sirastyla, H, ve H,, ikinci ortalama egrilikleri arasinda
. ds
H,=H,| —
i i ( ds*J

bagintis1 mevcuttur.

Ispat. Onerme 2.2.1 den

II={€ ]‘}:an{/c(s)—vzz'3 z}
fogl 7 z 0

ve
1
11 12 O -
-1 L L 1 8 _f i T
1] = = — L.I — ) s
* [P detll|-f e 1 Vo —x(s) |(54.7)
T 7’
det Il =—-7°
dir. O halde (2.2.8) ve (5.4.7) denklemlerinden
H,=H

bulunur.
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Benzer sekilde Onerme 2.2.1 den

H*_{e* fﬂ}-[j- K*(S*)—V*ZT*3 "
g ! T’ 0

vE
1
- L*ll L*12 1 g* _f* o 0 T*
=, 5| s TR BV AR vl (5.4.8)
L r detll"| —f* e 1 Vi (s7)
- 2

seklindedir. Buradan (5.4.8) ve (2.2.8) denklemlerinden
H,=H"

olarak elde edilir. Boylece (5.3.2) gdz Oniine alinirsa,

. ds
H,=H, (Ej

esitligi bulunur. m

Teorem 5.4.4. R} deki M ve M null paralel p -equidistant B-scrollarinin dayanak

egrileri, sirastyla, @ ve a olsunlar. Bu durumda « nin null helis olabilmesi igin

gerek ve yeter sart &” mn da null helis olmasidir.

Ispat. M null paralel p-equidistant B-scrollunun dayanak egrisi olan « null helis

olsun. Bu durumda Teorem 2.2.7 den

K _ sabittir. (5.4.9)
T

Boylece (5.4.9) esitligi ve Teorem 5.1.1 den,

*(ds*]
“las ) «
K =X _ sabit (5.4.10)

r *(ds*j_r*_
T -
ds

olarak bulunur. Yani «" da null helistir. Tersi de dogrudur. m

Sonug 5.4.1. R} deki M ve M™ null paralel p -equidistant B-scrollarinin dayanak

egrileri, sirasiyla, @ ve " olsunlar. O zaman harmonik egrilikleri aymidir.
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Ispat. Sonucun ispat: Teorem 2.2.7 ve (5.4.10) denkleminden agiktir. m

Teorem 5.4.5. R} deki M ve M null paralel p -equidistant B-scrollarinin dayanak

egrileri, sirasiyla, @ ve a” olsunlar. & nin null slant helis olabilmesi i¢in gerek ve

yeter sart «” 1n da null slant helis olmasidir.

Ispat. M null paralel p-equidistant B-scrollunun dayanak egrisi olan « null helis

olsun. O halde Teorem 2.2.8 den « ayni zamanda null slant helistir. (5.4.10)

denklemi g6z oniine alinirsa " 1 null helis ve Teorem 2.2.8 den de " 1 null slant

helis olacagi aciktir. m

Ornek 5.4.1. R’ de M ve M~ null paralel p-equidistant B-scrollarmin parametrik

denklemleri, sirasiyla,
(p(s,v) = (s,coss,sins)+v l,lsins,—lcoss
22 2
Q" (s*,v*) :(s* +2,c08s" +2,sins” +2)+v* l,lsins*,—lcoss*
22 2

olsun. (Sekil 5.4.1 ve Sekil 5.4.2) Bu durumda (3.2.2) ve (5.1.6) denklemlerinden,

: ; 1
K =xk=1, 7 =1=—=

2
dir. Ayrica (5.2.5), (5.2.10) denklemlerinden, M ve M "in sekil operatorlerine

karsilik gelen matrisler

(2.2.7), (2.2.8) denklemlerinden, M ve M " agilamaz null paralel p-equidistant B-
scrollarinin ikinci Gauss ve ortalama egrilikleri arasinda
K=K, =+, H,=H,=+
2 2
bagintis1 vardir. Son olarak da (5.2.5), (5.2.10) denklemleri ve asli egrilik

tanimindan,



M ve M “n asli egrilikleri arasinda,

*
k1,2 = k1,2 =

1
2

bagintis1 mevcuttur. m

. I 1. 1
Sekil 5.4.1. (D(S,V)Z(S,COSS,SlnS)+V E,ESIHS,—ECOSS null paralel p-equidistant

B-scroll

* * * * * . * * 1 1 . * 1 *
Sekil 5.4.2. @ (s ,V )=(s +2,c085 +2,sins +2)+v —,—sins ,——coss | null
22 2

paralel p-equidistant B-scroll
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BOLUM 6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢aligmada orjinal boliim dért alt boliimden olugmaktadir. Ik alt bolimde R, 3-

boyutlu Minkowski uzayinda null paralel p-equidistant B-scrollar tanitilarak, bu B-
scrollarin dayanak egrilerinin egrilikleri arasindaki iliskiyi veren teorem ifade ve
ispat edilmistir. Bdylece calismamizin diger alt boliimlerinde de sik sik
deginecegimiz bir teorem ifade edilmistir. Orjinal boliimiin ikinci alt boliimiinde null
paralel p-equidistant B-scrollarin sekil operatorlerine karsilik gelen matrisler
hesaplanarak, bu matrisler arasindaki iliski verilmistir. Uciincii alt béliim sekil
operatdriinlin cebirsel degismezleri olarak bilinen, null paralel p-equidistant B-
scrollarin ortalama egrilikleri, Gauss egrilikleri, temel formlar1 arasindaki iliskiler ile
bu iligkiler ile ilgili bazi teorem ve sonuglara ayrilmistir. Son kisimda ise, agilamaz
null paralel p-equidistant B-scrollarin dralleri arasindaki iliski ele alinmig daha sonra
da agilamaz null paralel p-equidistant B- scrollar i¢in yeni bir metrik tensor olarak
g6z Oniine aliabilecek olan ikinci temel form i¢in B-scrollarin ikinci ortalama ve
ikinci Gauss egrilikleri arasindaki iligkiler ele alinmistir. Son olarak da null paralel p-
equidistant B-scrollarin dayanak egrilerinin null veya slant helis olma kosullari

incelenmistir.

Bu calismada R}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda null paralel p-equidistant B-

n

scrollar i¢in elde edilen teorem ve sonuglar R,

n-boyutlu Minkowski uzayinda

genellestirilmis null paralel p-equidistant B-scrollar i¢in de arastirilabilir.
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