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ÖZET 

 

 

 

Anahtar kelimeler: Minkowski uzayı, paralel p -equidistant, regle yüzeyler, şekil 

operatörü. 

 
Bu çalışma, altı bölümden oluşmuştur. Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. Đkinci 
bölümde Öklid ve Minkowski uzayı ile ilgili bazı temel tanım ve teoremlere yer 
verilmiştir. Üçüncü bölümde 3-boyutlu Öklid ve Minkowski uzayında regle yüzey 
kavramı ve B-scrollar ifade edildi. Dördüncü bölümde 3

E , 3-boyutlu Öklid uzayında 

paralel p-equidistant regle yüzeyler ile 3
1ℝ , 3-boyutlu Minkowski uzayında spacelike 

ve timelike paralel p-equidistant regle yüzeyler ile ilgili tanım ve teoremlere yer 
verildi. 
 
Beşinci bölüm bu çalışmanın orijinal kısmını oluşturmaktadır ve dört alt bölüm 
olarak düzenlenmiştir. Beşinci bölümün birinci alt bölümünde null paralel p-
equidistant B-scrollar tanıtıldı. Đkinci alt bölümde null paralel p-equidistant B-
scrolların şekil operatörlerine karşılık gelen matrisler hesaplanarak aralarındaki ilişki 
verildi. Üçüncü alt bölümde şekil operatörünün cebirsel değişmezleri ile ilgili bazı 
teorem ve sonuçlar elde edildi. Son olarak da null paralel p-equidistant B-scrolların 
dralleri, ikinci ortalama ve Gauss eğrilikleri arasındaki ilişkiler bulundu. Ayrıca null 
paralel p-equidistant B-scrolların dayanak eğrileri ile ilgili bazı karakteristik teorem 
ve sonuçlar ifade edildi. 
 
Altıncı bölümde tüm çalışmanın geniş bir özeti yapıldı ve bundan sonra null paralel 
p-equidistant B-scrollarla ile ilgili yapılacak araştırmalara yönelik öneride bulunuldu. 
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NULL PARALLEL P-EQUIDISTANT RULED SURFACES IN 

THREE DIMENSIONAL MINKOWSKI SPACE 3

1ℝ  

 

 

SUMMARY 

 

 

Key Words: Minkowski space, parallel p-equidistant, ruled surfaces, shape operator. 

 

This thesis consist of six chapters. The first chapter is devoted to the introduction. In 

the second chapter some basic definitions and theorems are given related to the 

Euclidean and Minkowski space. In the third chapter, the concept of ruled surface 

and B-scrolls are expressed in 3-dimensional Minkowski space 3

1ℝ  and 3-

dimensional Euclidean space 3
E . In the fourth chapter, definitions and theorems are 

given with related to parallel p-equidistant ruled surfaces in three dimensional 

Euclidean space and related to spacelike and timelike parallel p-equidistant ruled 

surfaces in three dimensional Minkowski space. 

 

The fifth chapter of this study constitutes the original part and settled as four sub-

sections. In the first subsection null parallel p-equidistant B-scrolls are introduced. In 

the second subsection, the matrices of shape operators for null paralel p-equidistant 

B-scrolls are calculated and the relationships between the matrices of shape operators 

are given. In the third subsection, some theorems and conclutions are obtained about 

the algebraic invariants of the shape operators. Lastly, the relationships between 

dralls, second mean and second Gaussian curvatures of null p-parallel equidistant B-

scrolls have been found. In addition, some characteristic theorems and conclutions 

have been expressed with related to base curves of null parallel p-equidistant B-

scrolls. 

 

In the sixth chapter of this thesis, a brief summary of the study is given and a 

suggestion is proposed for investigations on the realm of null parallel p-equidistant 

B-scrolls. 



 
 
 
BÖLÜM 1. GĐRĐŞ 

 

 

Uzaysal harekette, hareketli bir katı cisim içerisine daldırılmış, yönlendirilmiş 

doğruların yörüngeleri genellikle regle yüzeylerdir. Bu yüzden, regle yüzeylerin 

uzaysal geometrisi, uzaysal mekanizma teorisinin oransal dizayn problemlerinin 

çalışılmasında önemli bir yer tutar. Bu amaçla A. T. Yang tarafından regle yüzeylerin 

bazı karakteristik özelikleri mekanizma teorisine uygulandı (Kirson ve Roth, 1975). 

Aynı zamanda eğrilerin ve açılabilir yüzeylerin geometrisi kullanılarak, bazı uzaysal 

dizayn problemleri H. Pottmann tarafından çalışıldı (Lu ve Ravani, 1995). Böylece 

3E , 3-boyutlu Öklid uzayı ve 3
1ℝ , 3-boyutlu Minkowski uzayında regle yüzeyler ile 

ilgili bir çok çalışma ortaya konulmuştur. Örneğin, A. Turgut tarafından yapılan “3-

boyutlu Minkowski Uzayında Spacelike ve Timelike Regle Yüzeyler” adlı doktora 

çalışmasında, dayanak eğrisi spacelike bir eğri ve anadoğrusu spacelike bir doğru 

alınarak elde edilen spacelike regle yüzeylerin boğaz noktası, boğaz çizgisi, dağılma 

parametresi ve bu regle yüzeylerin açılabilir olması ile ilgili teoremler elde edildi. 

Ayrıca dayanak eğrisi spacelike bir eğri ve anadoğruları timelike olan veya dayanak 

eğrisi timelike bir eğri ve anadoğruları spacelike olan timelike regle yüzeyler için de 

benzer teoremlere yer verildi (Turgut, 1995). 

 

Öklid uzayında paralel p-equidistant regle yüzeyler ilk olarak 1986 yılında I. E. 

Valeontis tarafından “Paralel p - Aɺɺ quidistante Regelfl aɺɺchen” adlı makalede 

tanımlandı. Bu regle yüzeylerin Frenet çatılarının denkliği ile dayanak eğrilerinin 

eğrilikleri arasındaki ilişkiler verilerek striksiyon eğrileri ile ilgili bazı sonuçlar elde 

edildi (Valeontis, 1986). Bu makaleden hareketle “Genelleştirilmiş Paralel p-

Equidistant Regle Yüzeyler” adlı doktora çalışmasında M. Baykut tarafından 3E , 3-

boyutlu Öklid uzayında tanımlı paralel p-equidistant regle yüzeylerin şekil 

operatörlerinin cebirsel değişmezleri ve dayanak eğrilerinin küresel göstergeleri ile 

ilgili karakteristik sonuçlar elde edildi. Ayrıca paralel p-equidistant regle yüzeyler 

nE , n-boyutlu Öklid uzayına genelleştirilerek, bu regle yüzeylerin ortalama, Ricci, 



 2

kesitsel, skalar eğrilikleri hesaplanarak bu eğrilikler arasındaki bağıntılar ifade edildi 

(Baykut, 1997). Daha sonraki yıllarda M. Masal ve N. Kuruoğlu tarafından 3
1ℝ  ve 

1
n
ℝ  de spacelike ve timelike paralel p-equidistant regle yüzeyler tanımlanarak bu 

regle yüzeylerin şekil operatörleri ile ilgili bazı sonuçlar elde edilmiştir (Kuruoğlu ve 

Masal, 2007), (Masal ve Kuruoğlu, 2005), (Masal, 2006). 

 

Dayanak eğrisi null olan timelike regle yüzeyler oldukça yenidir. 3-boyutlu Lorentz 

(Minkowski) uzayındaki bu tip regle yüzeyleri ilk olarak L. K. Graves “Codimension 

One Isometric Immersions Between Lorentz Spaces” adlı makalede B-scrollar olarak 

adlandırmıştır (Graves, 1979). Literatürde null scroll ve B-scrollarla ilgili birçok 

çalışma görmek mümkündür. Bu çalışmalara bir kaç örnek vermek istersek; H. 

Balgetir, M. Bektaş ve M. Ergüt tarafından yapılan “On The B-Scrolls In The Three 

Dimensional Lorentzian Space 3L ” adlı makalede 3- boyutlu Lorentz (Minkowski) 

uzayında bir B-scrollun merkez noktası, striksiyon eğrisi ve pseudo-ortogonal 

yörüngesi tanımlanarak bu yapılarla ilgili bazı teoremler elde edilmiştir (Balgetir, 

Bektaş ve Ergüt, 2005). Yine H. Balgetir, M. Bektaş ve J. Inoguchi tarafından 

yapılan “Null Bertrand Curves in Minkowski 3-space and Their Characterizations” 

adlı çalışmada Cartan çatılı null eğrilerin Bertrand eğrisi olma durumu incelenmiştir 

ve null Bertrand eğrilerinin null geodezikler ya da sabit ikinci eğrilikli Cartan çatılı 

null eğriler oldukları sonucuna ulaşılmıştır (Balgetir, Bektaş ve Inoguchi, 2004). Null 

scrolların Gauss dönüşümü S. M. Choi, B-scrolların Gauss dönüşümü L. J. Alias 

tarafından incelenmiştir (Ki ve Sch, 1998), (Ferrandez ve Lucas, 1998),. A. F. 

Yalınız, H. H. Hacısalihoğlu tarafından “Null Generalized Helices in 3L  and 4L , 3 

and 4-Dimensional Lorentzian Space” adlı makalede 3 ve 4-boyutlu Lorentz 

uzaylarındaki null genelleştirilmiş helislerin harmonik eğrilikleri elde edilmiş ve null 

genelleştirilmiş helislerin tanımları harmonik eğrilikler cinsinden verilmiştir (Yalınız 

ve Hacısalihoğlu, 2005). 

 

3-boyutlu Minkowski uzayında null paralel p-equidistant B-scrolların incelendiği 

çalışma tarafımızdan yapıldı. Bu çalışmada 3
1ℝ , 3-boyutlu Minkowski uzayında 

alınan bir null paralel p-equidistant B-scroll yüzey çiftinin Cartan çatılarının denkliği 

ile dayanak eğrilerinin eğrilikleri arasındaki ilişki, yüzeylerin şekil operatörlerine 
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karşılık gelen matrisler arasındaki ilişki ve şekil operatörlerinin cebirsel değişmezleri 

arasındaki ilişkiler incelendi. Daha sonra da dağılma parametreleri, ikinci ortalama 

ve Gauss eğrilikleri arasındaki bağıntılara yer verildi. Ayrıca, null paralel p-

equidistant B-scrolların dayanak eğrileri ile ilgili bazı sonuç ve teoremler ifade 

edildi. 

 



 
 
 
BÖLÜM 2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

 

Bu bölümde, sırasıyla, Öklid ve Minkowski uzayındaki temel kavramlar ve 

teoremlere yer verilecektir. 

 

2.1. Öklid Uzayında Temel Kavramlar 

 

Tanım 2.1.1. A ≠ ∅  bir cümle ve V  de F  cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. 

Eğer 

: A A VΨ × →  

dönüşümü ,P Q A∈  noktaları için 

( ) ( ),P Q PQ V→ ∈
����

 

şeklinde tanımlanmış ve aşağıdaki iki aksiyomu sağlıyor ise, A  cümlesine V  ile 

birleştirilmiş bir afin uzay adı verilir. 

   i) Her , ,P Q R A∈  için PR PQ QR= +
���� ���� ����

 dir, 

   ii) Her P A∈  ve her Vα ∈
�

 için PQ α=
���� �

 olacak biçimde bir tek Q A∈  noktası 

vardır. 

PQ
����

 vektöründe, P  noktasına başlangıç noktası, Q  noktasına da uç noktası denir. 

Böylece 

boyA boyV=  

dır (Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Tanım 2.1.2. Bir V  vektör uzayı ile birleşen afin uzay A  olsun. 0 1 2 3, , ,P P P P A∈  

noktaları için 0 1 0 2 0 3, ,P P P P P P V∈
����� ����� �����

 vektörlerinin sistemi, V  nin bir bazı ise 

{ }0 1 2 3, , ,P P P P  nokta 4-lüsüne A  afin uzayının bir afin çatısı denir. Burada 0P  

noktasına çatının başlangıç noktası, iP  noktalarına da çatının birim noktaları denir 

(Hacısalihoğlu, 1975). 
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Tanım 2.1.3. n-boyutlu standart afin uzayda ( )0 0,0,...,0E = , ( )1 1,0,...,0 ,....,E =  

( )0,0,...,1nE =  noktalarını alalım. { }0 1, ,..., nE E E  çatısına standart afin çatı denir 

(Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Tanım 2.1.4. A  afin uzayında bir P  noktasının V  deki standart afin çatısına göre 

ifadesi 

3

0 0
1

i i
i

P P a P P
=

=∑
���� �����

 

dir. Buradaki 

: , 1 3ia A F i→ ≤ ≤  

fonksiyonlarına P  noktasının afin koordinat fonksiyonları ve { }1 2 3, ,a a a  sıralı 3-

lüsüne de 3F  nin afin koordinat sistemi denir (Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Tanım 2.1.5. Bir reel afin uzay A  ve A  ile birleşen vektör uzayı da V  olsun. V  de 

( ) ( )
( )

3
1 2 3

1 1 2 3

, :

, ,
, , ,

, ,i i
i

V V

x x x x
x y x y x y

y y y y=

× →

 =
→ = 

=
∑

ℝ

�
� � � �

�

 

şeklinde bir Öklid iç çarpımı tanımlanırsa, A  afin uzayına 3-boyutlu Öklid uzayı 

denir ve 3E  ile gösterilir (Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Tanım 2.1.6. 3-boyutlu bir reel iç çarpım uzayı V  ile birleşen bir Öklid uzayı 3E  

olsun. V  vektör uzayı üzerindeki norm  olmak üzere 

( )3 3: , ,d E E IR d X Y XY× → =
����

 

olarak tanımlanan fonksiyona 3E  de uzaklık fonksiyonu ve her 3,X Y E∈  için 

( ),d X Y  değerine de X  ile Y  arasındaki uzaklık adı verilir (Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Teorem 2.1.1. 3E , 3-boyutlu Öklid uzayında uzaklık fonksiyonu bir metriktir 

(Hacısalihoğlu, 1975). 

 



 

 

6

Tanım 2.1.7. 3E , 3-boyutlu Öklid uzayında tanımlanan uzaklık fonksiyonuna 3E  de 

Öklid metriği denir (Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Tanım 2.1.8. 3E , 3-boyutlu Öklid uzayında farklı üç nokta , ,X Y Z  olsun. XY
����

 ile 

XZ
����

 vektörleri arasındaki θ ∈ℝ  açısı, 0 θ π≤ ≤  olmak üzere, 

,
cos

XY XZ

XY XZ
θ =

���� ����

���� ����  

dır (Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Tanım 2.1.9. 3-boyutlu reel iç çarpım uzayı 3
ℝ  ile birleşen 3E  Öklid uzayında, 

sıralı bir { }0 1 2 3, , ,P P P P  nokta 4-lüsü için eğer { }0 1 0 2 0 3, ,P P P P P P
����� ����� �����

 vektör sistemi V  nin 

bir ortonormal bazı ise, { }0 1 2 3, , ,P P P P  çatısına bir dik çatı (veya Öklid çatısı) denir 

(Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Tanım 2.1.10. 3E  de bir X  noktasının 3E  deki { }0 1 2 3, , ,E E E E  standart Öklid 

çatısına göre ifadesi 

3

0 0
1

i i
i

E X x E E
=

=∑
����� ������

 

dir. Buradaki 

3: , 1 3ix E i→ ≤ ≤ℝ  

fonksiyonlarına X  noktasının Öklid koordinat fonksiyonları ve { }1 2 3, ,x x x  sıralı ve 

reel değerli fonksiyonlar 3-lüsüne de 3E  ün Öklid koordinat sistemi denir 

(Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Tanım 2.1.11. Mɶ  bir n-boyutlu topolojik manifold ve U  da nE  in bir açık alt 

cümlesi olsun. O zaman U  bir ψ  homeomorfizimi ile Mɶ  nin bir W  açık alt 

cümlesine eşlenebilir. 

: nU E W Mψ ⊂ → ⊂ ɶ  
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( ),Wψ  ikilisine Mɶ  da bir koordinat komşuluğu veya harita denir (Hacısalihoğlu, 

1975). 

 

Tanım 2.1.12. ℝ  nin bir açık aralığı I  olmak üzere bir 

: nI Eα →  

diferensiyellenebilir fonksiyonuna nE  de bir eğri adı verilir (Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Tanım 2.1.13. nM E⊂  eğrisi ( ),I α  koordinat komşuluğu ile verilsin. Bu durumda, 

( ){ }, ,..., ,r r nψ α α α′ ′′= < , sistemi lineer bağımsız ve ( ) ,k k rα∀ > , için; 

( ) { }k Spα ψ∈  olmak üzere, ψ  den elde edilen { }1 2, ,..., rV V V  ortonormal sistemine, 

M  eğrisinin Serret Frenet r-ayaklı alanı ve m M∈  için ( ) ( ){ }1 ,..., rV m V m  ye 

m M∈  noktasındaki Serret Frenet r-ayaklısı, her bir iV
��

, 1 i r≤ ≤ , vektörüne de 

Serret Frenet vektörü adı verilir (Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Tanım 2.1.14. nM E⊂  eğrisi ( ),I α  koordinat komşuluğu ile verilsin. s I∈  ya 

karşılık gelen ( )sα  noktasındaki Frenet r-ayaklısı ( ) ( ) ( ){ }1 2, ,..., rV s V s V s  olsun. 

Buna göre, 

( ) ( ) ( )1

: , 1

      ,

i

i i i

k I i r

s k s V s V s+

→ ≤ <

′→ =

ℝ
 

şeklinde tanımlanan ik  fonksiyonuna M  eğrisinin i-yinci eğrilik fonksiyonu ve 

s I∈  için, ( )ik s  reel sayısına da ( )sα  noktasında M  nin i-yinci eğriliği denir 

(Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Teorem 2.1.2. nM E⊂  eğrisi ( ),I α  koordinat komşuluğu ile verilsin. s I∈  yay 

parametresi olmak üzere, ( )sα  noktasında i-yinci eğrilik ( )ik s  ve Frenet r-ayaklısı 

( ) ( ) ( ){ }1 2, ,..., rV s V s V s  ise, 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 2

1 1 1

1 1

,1i i i i i

r r r

V s k s V s

V s k s V s k s V s i r

V s k s V s

− − +

− −

′ = ⋅

′ = − ⋅ + ⋅ < <

′ = − ⋅

 

dır (Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Tanım 2.1.15. 3M E⊂  eğrisi ( ),I α  koordinat komşuluğu ile verilsin. s I∈  ya 

karşılık gelen ( )s Mα ∈  noktasında, M  nin 1. ve 2. eğrilikleri ( )1k s  ve ( )2k s  ise, 

( ) ( )
( )

1
1

2

k s
H s

k s
=  şeklinde tanımlı 1H  fonksiyonuna, M  nin 1-inci harmonik eğrilik 

fonksiyonu ve ( )1H s  değerine de s  noktasındaki harmonik eğriliği denir 

(Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Teorem 2.1.3. nM E⊂  eğrisi ( ),I α  koordinat komşuluğu ile verilsin. 

M  bir eğilim çizgisidir⇔ ( )1; sabittirs I H s∀ ∈ =  (Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Tanım 2.1.16. nE , n-boyutlu Öklid uzayında (n-1) boyutlu bir yüzey, veya (n-1) 

yüzey diye nE  deki boş olmayan M  cümlesine denir, öyle ki bu M  cümlesi 

( )

dif.bilir

:

                       , bir açık alt cümle

nx U E f U
M

x f x c U

 ∈ ⊂ → 
=  
 → = 

ℝ
 

0,
P

f P M∇ ≠ ∀ ∈  biçiminde tanımlanır. 3E  de bir 2-yüzeye ekseriya sadece yüzey, 

nE  de bir 1-yüzeye bir eğri ve nE  de bir (n-1) yüzeye 3n >  olması halinde 

hiperyüzey denir (Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Tanım 2.1.17. nE  in bir hiperyüzeyi M  ve M  nin birim normal vektör alanı 0N  

olsun. nE  de Riemann konneksiyonu D  olmak üzere, ( )X Mχ∀ ∈  için, 

( ) 0XS X D N=  

şeklinde tanımlanan ( ) ( ):S M Mχ χ→  dönüşümüne M  üzerinde şekil operatörü 

(Weingarten dönüşümü) denir (Hacısalihoğlu, 1975). 
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Tanım 2.1.18. nE  de bir hiperyüzey M  olsun. 1 q n≤ ≤  olmak üzere, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1: , , , ,q q qI M M C M I X Y S X Yχ χ ∞ −× → =ℝ  

şeklinde tanımlanan qI  fonksiyonuna M  hiperyüzeyi üzerinde q -yuncu temel form 

adı verilir (Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Tanım 2.1.19. nE  in bir hiperyüzeyi M  ve M  nin şekil operatörü S  olsun. M  nin 

P  noktasına karşılık gelen karakteristik değerleri M  nin bu noktadaki asli 

eğrilikleri, asli eğriliklere karşılık gelen karakteristik vektör denen vektörlerin 

belirttiği doğrultulara da M  nin bu P  noktasındaki asli eğrilik doğrultuları denir 

(Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Tanım 2.1.20. nE  de bir hiperyüzey M  olsun. M  nin P  noktasındaki şekil 

operatörüne karşılık gelen matris ( )S P  olmak üzere, 

( ) ( ): , detK M K P S P→ =ℝ  

ile tanımlanan fonksiyona, M  nin Gauss eğrilik fonksiyonu ve ( )K P  değerine de 

M  nin P  noktasındaki Gauss eğriliği (total eğrilik) denir (Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Tanım 2.1.21. nE  de bir hiperyüzey M  olsun. M  nin P  noktasındaki şekil 

operatörüne karşılık gelen matris ( )S P  olmak üzere, 

( ) ( ): ,H M H P ĐzS P→ =ℝ  

ile tanımlanan fonksiyona, M  nin ortalama eğrilik fonksiyonu ve ( )H P  değerine de 

M  nin P  noktasındaki ortalama eğriliği denir (Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Tanım 2.1.22. nE  de bir hiperyüzey M  ve M  üzerinde bir eğri α  olsun. α  nın 

teğet vektör alanı T  ve M  nin şekil operatörü S  olsun. Eğer T  vektör alanı α  

eğrisi boyunca S  nin karakteristik vektörlerine karşılık geliyorsa α  eğrisine M  

üzerinde bir eğrilik çizgisidir denir (Hacısalihoğlu, 1975). 
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Tanım 2.1.23. nE  nin bir hiperyüzeyi M  ve P M∈  noktasındaki şekil operatörü S  

olsun. Eğer ( ),P P MX Y T P∈
���� ���

 için, 

  ( ) , 0P PS X Y =
���� ���

 

ise bu iki tanjant vektöre eşleniktirler denir. Bir 0PX ≠
���� �

 tanjant vektörü için, 

  ( ) , 0P PS X X =
���� ����

 

ise PX
����

 doğrultusuna, M  nin P  noktasındaki bir asimptotik doğrultusu ve PX
����

 yi 

P α∀ ∈  noktasında teğet vektörü kabul eden α  eğrisine M  üzerinde bir asimptotik 

çizgidir denir (Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Teorem 2.1.4. 3E  ün bir hiperyüzeyi M  olsun. M  üzerinde birinci, ikinci ve 

üçüncü temel formları, sırasıyla; , ,I II III  ve Gauss eğrilik fonksiyonu K , ortalama 

eğrilik fonksiyonu H  olmak üzere, 

  0III H II K I− ⋅ + ⋅ ≡  

dır (Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Tanım 2.1.24. 3E  de bir α  eğrisinin asli normali sabit bir V
��

 doğrultusu ile sabit bir 

açı oluşturuyorsa α  ya 3E  de bir slant helis adı verilir (Izumiya ve Takeuchi, 2004). 

 

Tanım 2.1.25. Bir F  cismi üzerindeki bir n -kare matrisi A  olsun. nA Iλ−  

matrisine, n -kare birim matrisi nI  ve λ  bilinmeyen olmak üzere A  nın karakteristik 

matrisi denir. ( ) ( )detA nP A Iλ λ= −  determinantı λ  nın bir polinomudur ve A  nın 

karakteristik polinomu olarak adlandırılır. ( )det 0nA Iλ− =  eşitliğine de A  nın 

karakteristik denklemi denir (Lipschutz, 1990). 

 

Teorem 2.1.5. (Cayley-Hamilton) Her matris karakteristik polinomunun bir 

köküdür (Lipschutz, 1990). 
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2.2. Minkowski Uzayında Temel Kavramlar 

 

Tanım 2.2.1. V , sonlu boyutlu reel vektör uzayı olmak üzere, 

, :V V× →ℝ  

bilineer fonksiyonu her ,v w V∈
� ��

 için , ,v w w v=
� �� �� �

 özeliğini sağlıyor ise, ,  ye V  

üzerinde bir simetrik bilineer form denir (O’neill, 1983). 

 

Tanım 2.2.2. V  vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer form ,  olsun. Bu 

takdirde, 

   i) , 0v V v∀ ∈ ≠
� �

 için , 0v v >
� �

 ise ,  bilineer formu pozitif tanımlı, 

   ii) , 0v V v∀ ∈ ≠
� �

 için , 0v v <
� �

 ise ,  bilineer formu negatif tanımlı, 

   ii) , 0v V v∀ ∈ ≠
� �

 için , 0v v ≥
� �

 ise ,  bilineer formu pozitif yarı-tanımlı, 

   iv) , 0v V v∀ ∈ ≠
� �

 için , 0v v ≤
� �

 ise ,  bilineer formu negatif yarı-tanımlı, 

   v) w V∀ ∈
��

 için , 0v w =
� ��

 için 0v =
� �

 oluyorsa ,  bilineer formuna non-dejenere, 

aksi takdirde dejenere adı verilir (O’neill, 1983). 

 

Tanım 2.2.3. 3
ℝ , standart reel vektör uzayında, Öklid iç çarpımı yerine, (-,+,+) 

işaretli 

  
( )

3 3

1 1 2 2 3 3

, :

, ,x y x y x y x y x y

× →

→ = − + +

ℝ ℝ ℝ

� �� � ��  

Lorentzian iç çarpımı alınırsa, 3
ℝ  afin uzayına, 3-boyutlu Minkowski uzayı denir ve 

bu uzay 3
1ℝ  ile gösterilir. Burada ( )1 2 3, ,x x x x=

�
, ( )1 2 3, ,y y y y=
��

 dir (O’neill, 1983). 
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Tanım 2.2.4. ( ) 3
1 2 3 1, ,x x x x= ∈

�
ℝ  olsun. Eğer 

   i) , 0x x <
� �

 ise x
�

 e timelike vektör, 

   ii) , 0x x >
� �

 veya 0x =
� �

 ise x
�

 e spacelike vektör, 

   iii) , 0x x =
� �

 ve 0x ≠
� �

 ise x
�

 e null (lightlike) vektör adı verilir (O’neill, 1983). 

 

Tanım 2.2.5. 3
1ℝ , 3-boyutlu Minkowski uzayı olsun. 3

1,x y∀ ∈
� ��

ℝ  için 

, 0x y =
� ��

 

ise x
�

 ve y
��

 vektörleri Lorentz anlamda diktirler denir (O’neill, 1983). 

 

Tanım 2.2.6. ( ) 3
1 2 3 1, ,x x x x= ∈

�
ℝ  olsun. Bu takdirde 

   i) 0x >
�

 dır, 

   ii) 0x x= ⇔
� �

 bir null vektördür, 

   iii) x
�

 bir timelike vektör ise 
2

,x x x= −
� � �

, 

   iv) x
�

 bir spacelike vektör ise 
2

,x x x=
� � �

 dir (O’neill, 1983). 

 

Tanım 2.2.7. 3
1ℝ , Minkowski uzayında iki vektör ( )1 2 3, ,v v v v=

�
 ve ( )1 2 3, ,w w w w=
��

 

olmak üzere 

( ) ( )( )
1 2 3

1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

det , , .

e e e

v w v v v v w v w v w v w v w v w

w w w

 −
 

∧ = = − − − − − 
 
 

�� ��� ��

� ��

 

vektörüne v
�

 ve w
��

 nun vektörel çarpımı (dış çarpımı) denir (O’neill, 1983). 
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Teorem 2.2.1. 3
1, , ,u v w x∈

� � �� �
ℝ  olsun. Bu takdirde 

   i) .u v v u∧ = − ∧
� � � �

 

   ii) ( )det , , , , .u v w u v w u v w= ∧ = ∧
� � �� � � �� � � ��

 

   iii) ( ) , , .u v w u w v v w u∧ ∧ = − +
� � �� � �� � � �� �

 

   iv) , , , , , .u v w x u w v x v w u x∧ ∧ = − +
� � �� � � �� � � � �� � �

 

dır (O’neill, 1983). 

 

Tanım 2.2.8. , , V  üzerinde simetrik bilineer form W  da V  nin bir alt uzayı 

olsun. ,  nin W  üzerinde kısıtlanmışı ,
W

 olmak üzere 

, :
W
W W× →ℝ  

negatif tanımlı olacak şekilde en büyük boyutlu W  altuzayının boyutuna, ,  

simetrik bilineer formun indeksi denir. ,  nin indeksi v  olmak üzere 0 v boyV≤ ≤  

dir (O’neill, 1983). 

 

Tanım 2.2.9. ( ), ,V  Minkowski uzayı olsun. W V⊂  alt uzayı için, W  üzerine 

indirgenmiş metrik tensör ,
W

 olmak üzere, 

   i) , :
W
W W× →ℝ , pozitif ise W  ya spacelike altuzay, 

   ii) , :
W
W W× →ℝ , 1-indeksli ve non-dejenere ise W  ya timelike altuzay, 

   iii) , :
W
W W× →ℝ , dejenere ise W  ya lightlike altuzay 

denir (O’neill, 1983). 
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Tanım 2.2.10. 3
1ℝ , 3-boyutlu Minkowski uzayında u

�
 ve v

�
 tarafından gerilen 

düzlem Π  yani { },Sp u vΠ =
� �

 olsun. Bu takdirde { },Sp u vΠ =
� �

 düzleminin timelike, 

spacelike veya null olması u
�

 ve v
�

 nin karakterine bağlıdır. Eğer , 0u v =
� �

 ise 

aşağıdaki tablo verilebilir (Ferrandez, Gimenez ve Lucas, 2007). 

 

Tablo 2.2.1. 
3
1ℝ  Minkowski uzayında düzlemler 

                                           (2.2.1) 

 

Tanım 2.2.11. 3
1α ∈ℝ  Minkowski uzayında bir eğri olsun. α  eğrisinin hız vektörü 

de α ′
���

 olmak üzere; 

   i) , 0α α′ ′ <
��� ���

 ise, α  timelike eğri, 

   ii) , 0α α′ ′ >
��� ���

 ise, α  spacelike eğri, 

   iii) , 0α α′ ′ =
��� ���

 ise, α  null eğri 

olarak adlandırılır (O’neill, 1983). 

 

Tanım 2.2.12. M  bir C∞  manifold olmak üzere, 

( ) ( ) ( )

( )
, : ,

, ,

M M C M

X Y X Y

χ χ ∞× →

→

ℝ

��� �� ��� ��  
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şeklinde tanımlı simetrik, bilineer, non-dejenere fonksiyona M  üzerinde metrik 

tensör denir. Bu metrik tensörün indeksine M  manifoldunun indeksi denir ve ν  ile 

gösterilir (O’neill, 1983). 

 

Tanım 2.2.13. M  bir C∞ -manifold ve ,  de M  üzerinde sabit indeksli metrik 

tensör olmak üzere ( ), ,M  çiftine bir yarı-Riemann manifoldu denir (O’neill, 

1983). 

 

Tanım 2.2.14. boyM n=  olmak üzere ( ), ,M  çifti bir yarı-Riemann manifold 

olsun. Eğer 0ν =  ise ( ), ,M  çiftine bir Riemann manifoldu denir. Ayrıca 2n ≥  ve 

1ν =  ise ( ), ,M  çiftine bir Lorentz manifoldu denir (O’neill, 1983). 

 

Tanım 2.2.15. 1
n
ℝ  de bir Lorentz alt manifold M  olsun. Eğer 1boyM n= −  ise M  

ye 1
n
ℝ  in Lorentz hiperyüzeyi denir. 

 

Burada M  timelike alt manifold ise M  ye timelike hiperyüzey; M  spacelike alt 

manifold ise M  ye spacelike hiperyüzey denir. 

 

Ayrıca M  timelike bir hiperyüzey ve 0N  bu hiperyüzeyin birim normali ise 

0 0, 1N N =  

dir, yani 0N  spacelike birim normal vektör alanıdır. 

 

Benzer şekilde M  spacelike bir yüzey ve 0N  bu hiperyüzeyin birim normali ise 

0 0, 1N N = −  

dir, yani 0N  timelike birim normal vektör alanıdır (Ferrandez ve Lucas, 1992). 
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Tanım 2.2.16. 1
n
ℝ  de bir Lorentz hiperyüzeyi M  olsun. M  nin normal vektör alanı 

N  ve M  üzerinde Levi-Civita konneksiyonu D  olmak üzere 

( ) ( )
( )

:

X

S M M

X S X D N

χ χ→

→ = −
             (2.2.2) 

şeklinde tanımlı S  dönüşümüne M  nin şekil operatörü (Weingarten dönüşümü) 

denir (Ekmekçi, 1991). 

 

Tanım 2.2.17. 3
1ℝ  de bir Lorentz yüzeyi M  olsun. P M∈  noktasında M  nin şekil 

operatörü S  ve yüzeyin birim normal vektör alanı 0N  olmak üzere, 

( ) 0 0

:

, det ,

K M

P K P N N S

→

→ =

ℝ
            (2.2.3) 

şeklinde tanımlanan K  fonksiyonuna M  nin Gauss eğrilik fonksiyonu ve ( )K P  

değerine de P M∈  noktasında M  nin Gauss eğriliği denir (Sodsiri, 2005). 

 

Tanım 2.2.18. 1
n
ℝ  de bir Lorentz hiperyüzeyi M  olsun. P M∈  noktasında M  nin 

şekil operatörü S  olmak üzere 

( ) ( ), , PS X X X T Mλ λ= ∈ ∈
��� ��� ���

ℝ             (2.2.4) 

olacak şekilde bir 0X ≠
��� �

 vektörü varsa λ  sayısına S  nin karakteristik değeri ve X
���

 

vektörüne de S  nin karakteristik değerine karşılık gelen karakteristik vektörü denir. 

S  nin karakteristik değerine M  nin P  noktasındaki asli eğrilikleri ve bu değerlere 

karşılık gelen karakteristik vektörlere de M  nin P  noktasındaki asli vektörleri veya 

asli eğrilik doğrultuları denir (Alias, Ferrandez ve Lucas, 1995). 

 

Tanım 2.2.19. 1
n
ℝ  de bir Lorentz hiperyüzeyi M  olsun. P M∈  noktasında M  nin 

şekil operatörü S  olmak üzere 

( ) ( ) 1 2
1 1det ...n n

S n nP S I a aλ λ λ λ− −
−= − = + + +  

şeklinde tanımlanan polinoma S  nin karakteristik polinomu ve  

( ) ( )1det 0S nP S Iλ λ −= − =              (2.2.5) 

denklemine de S  nin karakteristik denklemi denir (O’neill, 1983). 
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Tanım 2.2.20. M  bir yarı-Riemann manifoldu ve ( )Pv T M∈
�

 bir null vektör olsun. 

( )PT M  de bir düzlem Π  olsun. Eğer Π , herhangi bir w∈Π
��

 için 

, 0v w =
� ��

 

olacak şekilde bir v
�

 vektörünü ihtiva ediyorsa ve 

0 0, 0w w ≠
��� ���

 

olacak şekilde bir ( )0 Pw T∈ Π
���

 mevcutsa Π  düzlemine v
�

 doğrultusunda bir null 

düzlem denir (Duggal ve Bejancu, 1996). 

 

Tanım 2.2.21. M  bir yarı-Riemann manifoldu ve M  üzerinde vektör alanlarının 

uzayı ( )Mχ  olsun. ( ), ,X Y Z Mχ∀ ∈
��� �� ��

 ve ( ),f C M∞∀ ∈ ℝ  için 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
:

, ,
X

D M M M

X Y D X Y D Y

χ χ χ× →

→ = ���

��� �� ��� �� ��  

operatörü, 

   i) ( )X X X
D Y Z D Y D Z+ = +��� ��� ���

�� �� �� ��
 

   ii) 
X Y X Y

D Z D Z D Z
+

= +��� �� ��� ��

�� �� ��
 

   iii) 
f X X

D Y fD Y=��� ���

�� ��
 

   iv) ( ) [ ]X X
D f Y X f Y f D Y= +��� ���

�� ��� �� ��
 

özeliklerini sağlıyor ise D  ye M  üzerinde konneksiyon 
X

D Y���
��

 ye de Y
��

 nin X
���

 

vektör alanına göre kovaryant türevi denir (Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Tanım 2.2.22. M  bir yarı-Riemann manifoldu ve M  üzerindeki konneksiyon D  

olsun. ( ), ,X Y Z Mχ∀ ∈
��� �� ��

 için 

   i) ,
X Y

X Y D Y D X  = + 
��� ��

��� �� �� ���
 

   ii) , , ,
X X

X Y Z D Y Z Y D Z= +��� ���

��� �� �� �� �� �� ��
 

özelikleri sağlanıyorsa D  konneksiyonuna M  üzerinde Levi-Civita konneksiyonu 

denir (Hacısalihoğlu, 1975). 
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Tanım 2.2.23. M  bir Lorentz manifoldu olsun. M  üzerindeki bir α  eğrisi için 

0Dαα′ ′ =  

ise α  eğrisine bir geodezik eğri adı verilir (O’neill, 1983). 

 

Tanım 2.2.24. M  bir Lorentz manifoldu ve M  üzerinde bir null eğri α  olsun. Eğer 

α  null eğrisi için 

0Dαα′ ′ =                (2.2.6) 

ise α  eğrisine M  nin bir null geodeziği denir (Duggal ve Bejancu, 1996). 

 

Tanım 2.2.25. M  bir Lorentz manifoldu ve M  üzerinde bir eğri α  olsun. α  

üzerinde bir Z  vektör alanı için 0D Zα ′ =  ise Z  vektör alanına α  eğrisi boyunca 

paralel vektör alanı denir (O’neill, 1983). 

 

Tanım 2.2.26. M  yüzeyi 3
1:ϕ Ω→ℝ , ( ),s vϕ  ve , , :E F G Ω→ ℝ  olsun. 

, , , , ,s s s v v vE F Gϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = =  

şeklinde tanımlanan fonksiyonlara birinci temel formun katsayıları adı verilir 

(Sodsiri, 2005). 

 

Teorem 2.2.2. (Brioschi Formülü) 3
1ℝ  de bir M  yüzeyi 3

1:ϕ Ω→ℝ , ( ),s vϕ  ve 

, ,E F G  ler birinci temel formun katsayıları olmak üzere M  nin Gauss eğrilik 

fonksiyonu K ; 

( )22

1 1 1 1 1 1
0

2 2 2 2 2 2
1 1 1

2 2
1 1

2 2

     

vv sv ss s v s v s

v s v

v s

E F G E E F E G

K F G E F E E F
EG F

G F G G F G

 
− + − − + 

 
 

= − − 
−  

 
 
 

 

ile verilir (Sodsiri, 2005). 
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Tanım 2.2.27. 3
1ℝ  de M  yüzeyi 3

1:ϕ Ω→ℝ , ( ),s vϕ  yüzeyinin birim normali 

0
s v

s v

N
ϕ ϕ
ϕ ϕ

×
=

×
 olsun. Bu takdirde , , :e f g Ω→ℝ  olmak üzere, 

0 0

0 0 0

0 0

, , ,

, , , ,

, , .

s s ss

s v sv v s

v v vv

e N N

f N N N

g N N

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

= − =

= − = = −

= − =

 

şeklinde tanımlanan fonksiyonlara ikinci temel formun katsayıları adı verilir (Sodsiri, 

2005). 

 

Teorem 2.2.3. M , 3
1ℝ  de açılamaz bir yüzey ise M  nin ikinci Gauss eğriliği IIK , 

 

( )22

1 1 1 1 1 1
0

2 2 2 2 2 2
1 1 1

2 2
1 1

2 2

vv sv ss s v s v s

II v s v

v s

e f g e e f e g

K f g e f e e f
eg f

g f g g f g

 
− + − − + 

 
 

= − − 
−  

 
 
 

(2.2.7) 

ile verilir (Sodsiri, 2005). 

 

Sonuç 2.2.1. 3
1:ϕ Ω→ℝ  bir yüzey olsun. Her { }1,2i∈  için, 

  ( )1 2 2
1 2 lnk

ik i i
i

EG FΓ = Γ +Γ = −  

şeklindedir (Sodsiri, 2005). 

 

Tanım 2.2.28. 3
1ℝ  de açılamaz bir yüzey M  olsun. .I  ve .II  temel formlarının da 

Levi-Civita konneksiyonları, sırasıyla D , D̂  ve bu konneksiyonların katsayıları da, 

sırasıyla, k
ijΓ , ˆ k

ijΓ  olsun. T  fark tensörü, her { }, , 1, 2i j k∈  için 

ˆk k k
ij ij ijT = Γ −Γ  

dir (Sodsiri, 2005). 
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Önerme 2.2.1. M , 3
1ℝ  de açılamaz bir yüzey olsun. .II  ikinci temel formunun Levi-

Civita konneksiyonu D̂  nın katsayıları ˆ k
ijΓ  ve T  fark tensörü için { }1,2i∈  olmak 

üzere, 

i) ( )2ˆ lnk
ik

i

eg fΓ = −  

ii) ( )lnk
ik

i
T K= , burada K , M  nin Gauss eğriliğidir. 

ikinci temel formu i j
ijII L dx dx=  ile gösterelim. II  non-dejenere olduğundan, ( )ijL  

matrisi tersinirdir. ( )ijL  matrisinin tersini ( )ijL  ile gösterelim (Sodsiri, 2005). 

 

Teorem 2.2.4. 3
1ℝ  de açılamaz M  yüzeyinin IIH  ile gösterilen ikinci ortalama 

eğriliği 

( )1
det ln

2 det

ij
II i j

ij

H H II L K
u uII

∂ ∂ = −  ∂ ∂ 
∑          (2.2.8) 

dır. Burada, H  yüzeyin ortalama eğriliğini göstermektedir (Sodsiri, 2005). 

 

Tanım 2.2.29. 3
1ℝ  de P M∈  noktasında M  yüzeyi üzerindeki herhangi bir 

ortonormal çatı { }1 2,e e  olsun. M  nin ikinci temel formu II  olmak üzere 

( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 2 2 2 2

1
, , , ,

2 P
H P e e II e e e e II e e= +  

ifadesine ortalama eğrilik, ayrıca :IH M →ℝ  reel değerli bir düzgün fonksiyon 

olmak üzere, 

IH H N=  

şeklinde tanımlanan H  vektör alanına M  nin ortalama eğrilik vektör alanı denir. 

Burada :IH M →ℝ  reel değerli düzgün fonksiyonu, 

  
( ) 22

2 2
,

22
I

eG fF gE eG fF gE
H N N

EG FEG F

− + − +
= = −

−−
 

dır (Sodsiri, 2005). 
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Teorem 2.2.5. 3
1ℝ  de bir yüzey M , yüzeyin birim normal vektörü 0N

���
 ve şekil 

operatörüne karşılık gelen matris S  olmak üzere, yüzeyin ortalama eğriliği H  ise 

0 0

1
,

2
H N N ĐzS=

��� ���
              (2.2.9) 

şeklindedir (Sodsiri, 2005). 

 

Tanım 2.2.30. M  bir Lorentz manifoldu olsun. Eğer ( ),P P PX Y T M∈
���� ���

 olmak üzere 

( ), 0P PII X Y =
���� ���

 

ise PX
����

 ve PY
���

 vektörlerine eşlenik vektörler denir. Eğer 

  ( ), 0P PII X X =
���� ����

            (2.2.10) 

ise PX
����

 ye P  noktasında asimptotik vektör denir (Duggal ve Bejancu, 1996). 

 

Teorem 2.2.6. 3
1ℝ  de bir timelike yüzey M  olsun. M  üzerinde birinci, ikinci, 

üçüncü temel formlar, sırasıyla; , ,I II III  ve Gauss eğrilik fonksiyonu K , ortalama 

eğrilik fonksiyonu H  olmak üzere, 

  2 0III H II K I− ⋅ ⋅ + ⋅ ≡  

dır (Inoguchi ve Toda, 2004). 

 

Tanım 2.2.31. 3
1ℝ  de bir α  null eğrisinin teğeti 

�
ℓ  sabit bir V

��
 doğrultusu ile sabit 

bir açı oluşturuyorsa α  ya 3
1ℝ  de bir null helis adı verilir (Şahin, Kılıç ve Güneş, 

2001). 

 

Teorem 2.2.7. α , 3
1ℝ  de bir null eğri olsun. O zaman α  bir null helis olması için 

gerek ve yeter şart sabit
κ
τ
=  olmasıdır (Şahin, Kılıç ve Güneş, 2001). 

 

Tanım 2.2.32. V
��

 sabit bir doğrultu ve n
�

 de α  null eğrisinin asli normali olmak 

üzere , sabitn V =
� ��

 ise α  ya 3
1ℝ  de bir null slant helis adı verilir (Karadağ, 2008). 
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Teorem 2.2.8. α , 3
1ℝ  de bir null eğri olsun. O zaman α  nın bir null slant helis 

olabilmesi için gerek ve yeter şart α  nın bir null helis olmasıdır (Karadağ, 2008). 

 



 
 

 
 
 
BÖLÜM 3. REGLE YÜZEYLER 

 

 

Bu bölümde, 3E  Öklid uzayı ve 3
1ℝ  Minkowski uzayında regle yüzeyler tanıtılarak 

bu yüzeylerle ilgili temel kavram ve teoremlere yer verilecektir. 

 

3.1. Öklid Uzayında Regle Yüzeyler 

 

Tanım 3.1.1. Bir 3M E⊂  yüzeyi verilsin. P M∀ ∈  noktasında 3E  ün tamamen M  

de kalan bir doğrusu varsa, M  ye bir regle yüzey ve P M∀ ∈  noktasından geçen ve 

M  de kalan bu doğruya da regle yüzeyin doğrultmanı denir (Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Doğrultmanları kesen ve yüzey üzerinde bulunan diferensiyellenebilir bir 3: I Eα →  

eğrisine de regle yüzeyin dayanak eğrisi adı verilir. M  bir regle yüzey ve α  da M  

nin dayanak eğrisi olsun. ( )sα  noktasından geçen bir doğrultmanın üzerindeki 

vektör X  olmak üzere doğrultman üzerindeki değişken bir nokta ( )vβ  ise, 

  ( ) ( ) ( )v s v X sβ α= +  

yazabiliriz. Buna göre bir M  regle yüzeyi parametrik olarak, 

 

( ) ( ) ( ) ( )

3:

, ,

I E

s v s v s v X s

ϕ

ϕ α

× →

→ = +

ℝ
 

ile verilir (Hacısalihoğlu, 1975). 
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Tanım 3.1.2. Regle yüzeyin komşu iki anadoğrusu arasındaki en kısa uzaklığın bu 

iki komşu anadoğru arasındaki açıya oranına, regle yüzeyin dağılma parametresi 

denir (Hacısalihoğlu, 1975). 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.1.1. Dağılma parametresi d
dϕ

 
= 

 

ℓ
 

 

Tanım 3.1.3. Bir regle yüzeyin anadoğruları boyunca teğet düzlemleri aynı ise regle 

yüzeye açılabilirdir denir (Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Teorem 3.1.1. Bir ( ),s vϕ  regle yüzeyinin açılabilir olması için gerek ve yeter şart 

dağılma parametresinin sıfır olmasıdır (Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Tanım 3.1.4. Eğer 

( ) ( ) ( ) ( )

3:

, ,

I E

s v s v s v X s

ϕ

ϕ α

× →

→ = +

ℝ
 

regle yüzeyi s I∀ ∈  için, 

  ( ) ( )2 , ,s v s vϕ π ϕ+ =  

olacak şekilde peryodik ise bu regle yüzeye kapalıdır denir (Hacısalihoğlu, 1975). 

 

O  

 ℓ  

α  

α
�

 

dα α+
� �

 

dα
�

 

X dX+  

 X  

 dϕ  

X dX+  
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Tanım 3.1.5. Bir ( ),s vϕ  regle yüzeyinin anadoğrularının her birini dik olarak kesen 

eğriye, regle yüzeyin ortogonal yörüngesi denir (Hacısalihoğlu, 1975). 

 

Tanım 3.1.6. Bir ( ),s vϕ  regle yüzeyinde komşu iki doğrultmanın ortak dikmesinin 

esas olan anadoğru üzerindeki ayağına boğaz (merkez veya striksiyon) noktası adı 

verilir (Hacısalihoğlu, 1975). 

 

 

 

 

 

Şekil 3.1.2. Striksiyon noktası 

 

Tanım 3.1.7. Bir ( ),s vϕ  regle yüzeyinin anadoğrusu dayanak eğrisi boyunca yüzeyi 

oluştururken boğaz noktalarının geometrik yerine, regle yüzeyin boğaz (striksiyon) 

çizgisi (eğrisi) denir (Hacısalihoğlu, 1975). 

 

3.2. Minkowski Uzayında Regle Yüzeyler 

 

Bu bölümde 3
1ℝ  de spacelike ve timelike regle yüzeylerle ilgili kavramlar 

verilecektir. 

 

Tanım 3.2.1. 3
1ℝ , 3-boyutlu Minkowski uzayında, verilen bir µ  doğrusu, verilen bir 

α  eğrisi boyunca hareket ettirilerek bir yüzey elde edilebiliyorsa, bu yüzeye 3-

boyutlu Minkowski uzayında bir regle yüzey denir. Bu durumda verilen bir µ  

  P  

   Q′  

  P′  
  Q  

( )tα  

I 

II 

III 

  X  

X X dt′+  
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doğrusuna regle yüzeyin anadoğrusu ve verilen α  eğrisine, regle yüzeyin dayanak 

eğrisi denir (Turgut, 1995). 

 

Tanım 3.2.2. 3
1ℝ , 3-boyutlu Minkowski uzayında bir regle yüzeyin anadoğruları 

boyunca teğet düzlemleri aynı ise regle yüzeye açılabilirdir denir (Turgut, 1995). 

 

Tanım 3.2.3. 3
1ℝ , 3-boyutlu Minkowski uzayında açılabilir olmayan bir regle yüzey 

verilsin. Regle yüzeyin komşu iki anadoğrusunun ortak dikmesi varsa, bu dikmenin 

esas anadoğru üzerindeki ayağına boğaz (merkez veya striksiyon) noktası denir 

(Turgut, 1995). 

 

Tanım 3.2.4. 3
1ℝ , 3-boyutlu Minkowski uzayında açılabilir olmayan bir regle 

yüzeyin ana doğrusu dayanak eğrisi boyunca yüzeyi oluştururken boğaz noktalarının 

geometrik yerine, regle yüzeyin boğaz (striksiyon) çizgisi (eğrisi) denir (Turgut, 

1995). 

 

Tanım 3.2.5. 3-boyutlu Minkowski uzayında bir regle yüzeyin ana doğrularının her 

birini dik olarak kesen bir eğriye regle yüzeyin bir ortogonal yörüngesi denir (Turgut, 

1995). 

 

Tanım 3.2.6. 3
1ℝ , 3-boyutlu Minkowski uzayında dayanak eğrisi spacelike bir eğri, 

anadoğruları da spacelike doğrular olan regle yüzeylere spacelike regle yüzeyler 

denir (Turgut, 1995). 

 

M  spacelike regle yüzeyi parametrik olarak, 

( ) ( ) ( ),s v s vX sϕ α= +  
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ile verilir. M  spacelike regle yüzeyinin, α  eğrisi boyunca ortonormal çatı alanı, α  

eğrisinin birim teğeti T  ve µ  anadoğrusunun teğet vektör alanı (yani doğrultman 

vektörü) Z  ise bu düzlemde T  ye dik olacak şekilde 

,Y Z Z T T= −  

seçilerek Y  spacelike vektör alanı elde edilir. Ayrıca 
Y

X
Y

=  alınırsa 1X =  ve 

, 0X T =  olur. 

  N T X= ∧  

olmak üzere 

  , 0, , 0, , 1X N T N N N= = = −  

olur. Bu durumda { }, ,T X N  sistemi M  nin ortonormal çatı alanıdır. Böylece 3
1ℝ  

deki Levi-Civita konneksiyonu D  olmak üzere, α  boyunca bu sistemin değişim 

formülleri 

T

T

T

D T aX bN

D X aT cN

D N bT cX

= +

= − +

= +

 

şeklindedir. Burada, 

, ,

, ,

, ,

T T

T T

T T

a D T X T D X

b D T N T D N

c D X N X D N

= = −

= − =

= − =

 

dir. M  spacelike regle yüzeyi üzerinde 

{ }
( ) ( ) ( ) ( )

:

        , ,

v

v

I v M

s v s v s vX s

ϕ

ϕ α

× →

→ = +
 

bir eğridir (parametre eğrisi). Bu eğrinin teğet vektör alanı da 
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( )1A av T cvN= − +  

dir (Turgut, 1995). 

 

Teorem 3.2.1. 3
1ℝ  de M  bir spacelike regle yüzey olsun. Bir anadoğru boyunca 

teğet düzlemlerin aynı olması için gerek ve yeter şart 0c =  olmasıdır (Turgut, 1995). 

 

Teorem 3.2.2. 3
1ℝ  de spacelike bir M  regle yüzeyinin açılabilir olması için gerek ve 

yeter şart 0c =  olmasıdır (Turgut, 1995). 

 

Teorem 3.2.3. 3
1ℝ  de açılamaz bir M  spacelike regle yüzeyinin boğaz eğrisi 

( ) ( ) ( )2 2

a
s s X s

a c
γ α= +

−
 

olup bu eğri spacelike eğridir (Turgut, 1995). 

 

Tanım 3.2.7. 3-boyutlu Minkowski uzayı 3
1ℝ  de spacelike regle yüzey M  olsun. Bu 

takdirde 

( )det , ,,

, ,

T X XT X X
d

X X X X

′′∧
= = −

′ ′ ′ ′
 

şeklinde tanımlanan d  ye spacelike regle yüzeyin dağılma parametresi denir 

(Turgut, 1995). 

 

Teorem 3.2.5. 3
1ℝ  de bir M  spacelike regle yüzeyinin açılabilir olması için gerek ve 

yeter şart dağılma parametresinin sıfır olmasıdır (Turgut, 1995). 
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Teorem 3.2.6. 3
1ℝ  de M  bir spacelike regle yüzey olsun. M  nin açılabilir olması 

için gerek ve yeter şart M  nin Gauss eğrilik fonksiyonunun özdeş olarak sıfır 

olmasıdır (Turgut, 1995). 

 

Tanım 3.2.8. 3
1ℝ , 3-boyutlu Minkowski uzayında dayanak eğrisi spacelike bir eğri, 

anadoğruları timelike doğrular ya da dayanak eğrisi timelike bir eğri anadoğruları 

spacelike olan regle yüzeylere timelike regle yüzeyler denir (Turgut, 1995). 

Şimdi bu iki durumu ayrı ayrı inceleyelim. 

 

1.Durum ( Dayanak Eğrisi Timelike ise) 

M  timelike regle yüzeyinin parametrik denklemi, 

( ) ( ) ( ),s v s vX sϕ α= +  

dir. M  timelike regle yüzeyinin, α  timelike eğrisi boyunca ortonormal çatı alanı, α  

eğrisinin birim teğeti T  ve µ  anadoğrusunun teğet vektör alanı (yani doğrultman 

vektörü) Z  ise bu düzlemde T  ye dik olacak şekilde 

,Y Z Z T T= −  

seçilerek Y  timelike vektör alanı elde edilir. Ayrıca 
Y

X
Y

=  alınırsa , 1X X = −  

ve , 0X T =  olur. Böylece 

  N T X= ∧  

olmak üzere 

  , 0, , 0, , 1X N T N N N= = =  
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dir. Bu durumda { }, ,T N X  sistemi M  nin ortonormal çatı alanıdır. O halde 3
1ℝ  deki 

Levi-Civita konneksiyonu D  olmak üzere, α  boyunca bu sistemin değişim 

formülleri 

T

T

T

D T aX bN

D N bT cX

D X aT cX

= +

= − −

= −

 

şeklindedir. Burada, 

, ,

, ,

, ,

T T

T T

T T

a D T X T D X

b D T N T D N

c D X N X D N

= − =

= = −

= = −

 

dir. M  timelike regle yüzeyinin bir parametre eğrisi 

{ }
( ) ( ) ( ) ( )

:

        , ,

v

v

I v M

s v s v s vX s

ϕ

ϕ α

× →

→ = +
 

olsun. Bu eğrinin teğet vektör alanı da 

( )1A av T cvN= + +  

dir (Turgut, 1995). 

 

2.Durum ( Dayanak Eğrisi Spacelike ise) 

M  timelike regle yüzeyinin parametrik denklemi, 

( ) ( ) ( ),s v s vX sϕ α= +  

dir. M  timelike regle yüzeyinin, α  spacelike eğrisi boyunca ortonormal çatı alanı, 

α  eğrisinin birim teğeti T  ve µ  anadoğrusunun teğet vektör alanı (yani doğrultman 

vektörü) Z  ise bu düzlemde T  ye dik olacak şekilde 

,Y Z Z T T= +  
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seçilerek Y  spacelike vektör alanı elde edilir. Ayrıca 
Y

X
Y

=  alınırsa 1X =  ve 

, 0X T =  olur. O halde 

  N T X= ∧  

olmak üzere 

  , 0, , 0, , 1X N T N N N= = =  

dir. Bu durumda { }, ,X N T  sistemi M  nin ortonormal çatı alanıdır. Böylece 3
1ℝ  deki 

Levi-Civita konneksiyonu D  olmak üzere, α  boyunca bu sistemin değişim 

formülleri 

T

T

T

D X aT cN

D N bT cX

D T aX bN

= +

= −

= +

 

dir. Burada, 

, ,

, ,

, ,

T T

T T

T T

a D T X T D X

b D T N T D N

c D X N X D N

= = −

= = −

= = −

 

dir. M  timelike regle yüzeyinin bir parametre eğrisi 

{ }
( ) ( ) ( ) ( )

:

        , ,

v

v

I v M

s v s v s vX s

ϕ

ϕ α

× →

→ = +
 

olsun. Bu eğrinin teğet vektör alanı da 

( )1A av T cvN= + +  

dir (Turgut, 1995). 

 

Teorem 3.2.7. 3
1ℝ  de M  bir timelike regle yüzey olsun. Bir anadoğru boyunca teğet 

düzlemlerin aynı olması için gerek ve yeter şart 0c =  olmasıdır (Turgut, 1995). 
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Teorem 3.2.8. 3
1ℝ  de timelike bir M  regle yüzeyinin açılabilir olması için gerek ve 

yeter şart 0c =  olmasıdır (Turgut, 1995). 

 

Teorem 3.2.9. 3
1ℝ  de açılamaz bir M  timelike regle yüzeyinin boğaz eğrisi, 

   i) Dayanak eğrisi spacelike bir eğri ise, 

( ) ( ) ( )2 2

a
s s X s

a c
γ α= −

+
 

bir spacelike eğridir. 

   ii) Dayanak eğrisi timelike bir eğri ise, 

( ) ( ) ( )2 2

a
s s X s

c a
γ α= +

−
 

bir timelike eğridir (Turgut, 1995). 

 

Tanım 3.2.9. 3
1ℝ , 3-boyutlu Minkowski uzayında timelike regle yüzey M  olsun. 

( )det , ,,

, ,

T X XT X X
d

X X X X

′′∧
= = −

′ ′ ′ ′
 

şeklinde tanımlanan d  ye timelike regle yüzeyin dağılma parametresi denir (Turgut, 

1995). 

 

Teorem 3.2.10. Bir M  timelike regle yüzeyinin açılabilir olması için gerek ve yeter 

şart dağılma parametresinin sıfır olmasıdır (Turgut, 1995). 

 

Teorem 3.2.11. M  bir timelike regle yüzey olsun. M  nin açılabilir olması için 

gerek ve yeter şart M  nin Gauss eğrilik fonksiyonunun özdeş olarak sıfır olmasıdır 

(Turgut, 1995). 
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3.3. 3
1ℝ  Minkowski Uzayında B-Scrollar 

 

Bu bölümde 3
1ℝ  de dayanak eğrisi null eğri ve doğrultmanı null doğru olan B-

scrollar tanıtılacaktır. 

 

Tanım 3.3.1. M , 3
1ℝ  de bir Lorentz manifoldu ve α , M  de bir null eğri olmak 

üzere 3
1ℝ  ün bir bazı 

, , 0 , , 1

, , 0 , , 1

n n n

u n u u u

= = = −

= = =

ℓ ℓ ℓ

ℓ
 

koşullarını sağlayan pozitif yönlendirilmiş ( ), ,n uℓ  vektör üçlüsüdür. ℓ , 
d

ds

α
 in bir 

pozitif skalar katı olmak üzere ( )sα  null eğrisinin bir null çatısı 

( ) ( ) ( ) ( )( ), ,F s s n s u s= ℓ  için 

d
h u

ds

dn
hn u

ds

du
n

ds

κ

τ

τ κ

= +

= − +

= +

ℓ
ℓ

ℓ

              (3.3.1) 

eşitliklerine, F  çatısına göre α  null eğrisinin Frenet denklemleri denir (Balgetir, 

Bektaş ve Ergüt, 2005). 

 

Tanım 3.3.2. 3
1ℝ , 3-boyutlu Minkowski uzayında bir null eğrisi boyunca null bir 

doğrultman yardımıyla oluşturulmuş regle yüzey üzerinde alınan çatı null çatı ise bu 

regle yüzeye null scroll denir (Balgetir, Bektaş ve Ergüt, 2005). 
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Tanım 3.3.3. 
d

ds

α
=ℓ  ve 0h =  olması durumunda ( ), ,F n u= ℓ  çatı alanı Cartan 

çatısı olarak adlandırılır. Böylece Frenet denklemleri 

u

n u

u n

κ
τ

τ κ

′ =

′ =

′ = +

ℓ

ℓ

               (3.3.2) 

olarak yazılabilir. Burada ℓ  ve u  vektörleri 3E  deki bir eğri için standart Frenet 

çatısındaki, sırasıyla, teğet ve asli normal vektörlerine benzer (Graves, 1979). 

 

Tanım 3.3.4. 3
1ℝ  de α  bir null eğri ve ( ), ,F n u= ℓ , α  eğrisi boyunca bir Cartan 

çatısı olsun. α  eğrisi boyunca, n  null vektörü hareket ederse  

( ) ( ) ( ) ( )

3
1:

     , , , ,

I

s v s v s v n s s I v J

ϕ

ϕ α

× →

→ = + ∈ ∈

ℝ ℝ
 

parametrizasyonu ile elde edilen regle yüzeye genel olarak ( ) 0sκ ≠  ve sabitτ =  

olduğunda B-scroll adı verilir ve M  ile gösterilir (Balgetir, Bektaş ve Ergüt, 2005). 

 

Teorem 3.3.1. 3
1ℝ , 3-boyutlu Minkowski uzayında 2H K=  olan bütün Lorentzian 

yüzeyler null scrolldur ve aşağıdaki gibi üç durumda sınıflandırılabilirler.  

   i) Lorentz düzlemi ya da küre, 

   ii) B-scroll, 

   iii) sabitτ ≠  şekil operatörünün minimal polinomu ( )2
x τ−  olan bir null scrolldur 

(Fenghui ve Zhong, 2007). 
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Teorem 3.3.2. M , 3
1ℝ  de bir B-scroll olsun. O halde doğrultman boyunca teğet 

düzlemlerinin çakışık olabilmesi gerek ve yeter şart 0c =  olmasıdır (Balgetir, Bektaş 

ve Ergüt, 2005). 

 

Teorem 3.3.3 3
1ℝ  de M , B-scrollunun açılabilir olması için gerek ve yeter şart 0c =  

olmasıdır (Balgetir, Bektaş ve Ergüt, 2005). 

 

Teorem 3.3.4. 3
1ℝ  de açılamaz bir B-scroll M  olsun. O zaman B-scrollun dayanak 

eğrisi striksiyon eğrisidir (Balgetir, Bektaş ve Ergüt, 2005). 

 

Sonuç 3.3.1. 3
1ℝ  de M  açılamaz bir B-scroll olsun. O zaman striksiyon eğrisi 

nulldur (Balgetir, Bektaş ve Ergüt, 2005). 

 

Tanım 3.3.5. 3
1ℝ  de bir B-scrollun dayanak eğrisi ile merkez noktası arasındaki 

uzaklığın sıfır olması durumunda n′  ve u  lineer bağımlı olur. Yani d  bir reel skalar 

olmak üzere 

  .d n n′ = ∧ℓ  

dir. O halde 

( )
2 2

det , ,, 1
.

n nn n
d

n n τ

′′∧
= = − =

′ ′

ℓℓ
            (3.3.3) 

şeklinde tanımlanan d  ye M  B-scrollunun dağılma parametresi denir. Burada 

, 0n n′ ′ ≠  dır (Balgetir, Bektaş ve Ergüt, 2005). 

 

 



 
 

 
 
 
BÖLÜM 4. PARALEL P-EQUIDISTANT REGLE YÜZEYLER 

 

 

Bu bölümde 3E  ve 3
1ℝ  de paralel p-equidistant regle yüzeyler tanıtılacaktır. 

 

4.1. 3E  Öklid Uzayında Paralel P-equidistant Regle Yüzeyler 

 

3E , 3-boyutlu Öklid uzayında yay parametresi ile verilen diferensiyellenebilir bir 

eğri α  ve bu eğrinin ( )sα  noktasındaki Frenet 3-ayaklısı da { }1 2 3, ,V V V  olsun. Bu 

takdirde Frenet vektörleri için, 

1 2 3 1 2, ,V V V V V
α

α
α
′′

′= = = ∧
′′

 

yazılabilir. Burada 1V  vektörüne üretici vektör (doğrultman vektörü), 2V  ye merkezi 

normal vektör ve 3V  Frenet vektörüne de merkezi teğet vektör adı verilir. 

 

Böylece 3E  de dayanak eğrisi ( )sα α=  ve doğrultmanı ( )1 1V V s=  olan bir M  

regle yüzeyi, parametrik olarak 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, , , ,M s v s v s v V s s v Iϕ ϕ α= = + ∈ ×ℝ  

şeklinde verilir. Eğer M  nin striksiyon eğrisi γ  ve dağılma parametresi de d  ile 

gösterilirse, sırasıyla, 

  ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )1

1 12

1

,
, 0

s V s
s s V s V s

V s

α
γ α

′ ′
′= − ≠

′
 

ve 

  
( )1 1

2

1

det , ,V V
d

V

α ′ ′
=

′
 

dir. Eğer M  regle yüzeyi için 0d =  ise M  ye tors ve 0d ≠  ise M  ye açılamaz 

regle yüzey denir (Valeontis, 1986). 
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Eğer M  regle yüzeyinin γ  striksiyon çizgisi dayanak eğrisi ve parametresi de yay 

parametresi olarak alınırsa, M  nin parametrik ifadesi, 

  ( ) ( ) ( )1,s v s vV sϕ γ= +  

şeklindedir. 

 

Tanım 4.1.1. 3E  de M  regle yüzeyinin dayanak eğrisinin birinci eğriliğine M  nin 

eğriliği, ikinci eğriliğine ise torsiyonu denir (Valeontis, 1986). 

 

Tanım 4.1.2. 3E  de M  regle yüzeyinin eğriliği κ  ve torsiyonu τ  olmak üzere 

Frenet formülleri, 

  
1 2

2 1 3

3 2

V V

V V V

V V

κ

κ τ

τ

′=

′ = − +

′ = −

 

şeklinde yazılabilir. M  regle yüzeyinin striksiyon çizgisinin T  birim teğet 

vektörünün 1V  ile yaptığı açı σ  olmak üzere, T  vektörü { }1 2 3, ,V V V  Frenet 3-ayaklısı 

cinsinden, 

  1 3cos sin ,
2 2

T V V
π π

σ σ σ= + − < ≤  

şeklinde yazılabilir. Burada σ  ya M  nin striksiyonu, { }, ,κ τ σ  sistemine de M  nin 

tamamlanmış invaryant sistemi denir (Valeontis, 1986). 

 

Teorem 4.1.1. 3E  de M , γ  striksiyon eğrisini dayanak eğrisi kabul eden bir regle 

yüzey olsun. σ  striksiyon ve κ  eğrilik olmak üzere M  nin dağılma parametresi,  

  
sin

d
σ

κ
=  

dir (Valeontis, 1986). 

 

Tanım 4.1.3. 3E  de bir M  regle yüzeyinin striksiyon çizgisi boyunca, { }1 2,Sp V V , 

{ }2 3,Sp V V , { }3 1,Sp V V  uzaylarına karşılık gelen düzlemlere, sırasıyla, asimptotik, 

polar ve merkezi düzlem adı verilir (Valeontis, 1986). 
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Tanım 4.1.4. 3E  de iki regle yüzey M  ve M ∗  olsun. Eğer bu regle yüzeyler için, 

1) Üretici vektörler paralel, ( 1V  ve 1V ∗  paralel) 

2) Uygun noktalardaki polar düzlemler arasındaki p  uzaklığı sabit ise M  ve 

M ∗  regle yüzey çiftine paralel p-equidistant regle yüzeyler denir. 

 

Eğer özel olarak uygun noktalardaki polar düzlemler çakışırsa M  ve M ∗  regle 

yüzey çiftine paralel p-equivalent denir. Benzer şekilde uygun noktalardaki 

asimptotik (merkezi) düzlemler arasındaki q  uzaklığı (z uzaklığı) sabit ise, M  ve 

M ∗  regle yüzey çiftine paralel q-equidistant (z-equidistant) regle yüzeyler denir 

(Valeontis, 1986). 

 

Böylece M  ve M ∗  paralel p-equidistant regle yüzeylerin parametrik ifadeleri 

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

1

1

, , , ,

, , , ,

M s v s v s v V s s v I

M s v s v s v V s s v I

ϕ ϕ α

ϕ ϕ α∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

= = + ∈ ×

= = + ∈ ×

ℝ

ℝ

 

şeklinde verilebilir (Valeontis, 1986). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.1.1. M  ve M ∗
 paralel p-equidistant regle yüzeyleri 

 

M  ve M ∗  paralel p-equidistant regle yüzeylerin striksiyon eğrileri, dayanak eğrileri 

olarak alınsın. Ayrıca, M  ve M ∗  regle yüzeylerinin uygun noktalarındaki merkezi 

düzlemler, asimptotik düzlemler ve polar düzlemler arasındaki uzaklıklar da, 

sırasıyla, z , q  ve p  dir. 

 

( )γ  
γ
�

 

*γα
����

 

*α
���

 ( )α ∗  

1V
∗��
 

1V
���

 

 O 
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Teorem 4.1.2. 3E  de M  ve M ∗  paralel p-equidistant regle yüzeyler, M  nin 

dayanak eğrisi γ  striksiyon çizgisi ve M ∗  ın dayanak eğrisi α ∗  olsun. ( )z s , ( )q s  

ve ( )p s , s I∈ , 2C  sınıfından fonksiyonlar ve 

  2 3 1zV qV pVα γ∗ = + + +  

olmak üzere, M ∗  regle yüzeyinin striksiyon çizgisi, 

  2 3 1

z q
zV qV V

τ
γ γ

κ
∗ ′ −
= + + −  

dir (Valeontis, 1986). 

 

Sonuç 4.1.1. 3E  de M  ve M ∗  paralel p-equidistant regle yüzeylerinin polar 

düzlemleri arasındaki uzaklık, 

  
z q

p
τ

κ
′ −

= −  

dır (Valeontis, 1986). 

 

Teorem 4.1.3. 3E  de M  ve M ∗  paralel p-equidistant regle yüzeyler, M  ve M ∗  

regle yüzeylerinin dayanak eğrilerinin parametreleri de, sırasıyla, s  ve s∗  olsun. M ∗  

daki { }1 2 3, ,V V V∗ ∗ ∗  Frenet 3-ayaklısı ile M  deki { }1 2 3, ,V V V  Frenet 3-ayaklısı denktir 

(Valeontis, 1986). 

 

Teorem 4.1.4. 3E  de M  ve M ∗  paralel p-equidistant regle yüzeyler, M  ve M ∗  

regle yüzeylerinin striksiyon eğrilerinin parametreleri, sırasıyla, s  ve s∗  olsun. M  

nin κ  eğriliği ve τ  torsiyonu ile M ∗  ın κ ∗  eğriliği ve τ ∗  torsiyonu arasında, 

  
ds

ds
κ κ∗

∗
=         ve        

ds

ds
τ τ∗

∗
=  

bağıntıları vardır (Valeontis, 1986). 

 

Tanım 4.1.5. 3E  de M  regle yüzeyinin eğriliği κ , torsiyonu τ  olmak üzere, 

  1k
τ
κ

=  

ifadesine M  nin konik eğriliği adı verilir (Valeontis, 1986). 

 



 

 

40 

Teorem 4.1.5. 3E  de M  ve M ∗  paralel p-equidistant regle yüzeyleri aynı konik 

eğriliğe sahiptir (Valeontis, 1986). 

 

Teorem 4.1.6. 3E  de M  ve M ∗  paralel p-equidistant regle yüzeyler, M ∗  ın dağılma 

parametresi d ∗  ve M  nin dağılma parametresi de d  olsun. Bu takdirde, aşağıdaki 

bağıntı vardır (Valeontis, 1986). 

  
sin q z q z

d d
σ τ τ

κ κ
∗ ′ ′+ + +
= = + . 

 

Teorem 4.1.7. 3E  de M  ve M ∗  paralel p-equidistant regle yüzeyler olsun. M  ve 

M ∗  regle yüzeyleri için aşağıdaki özeliklerden iki tanesi sağlanırsa üçüncü özelik de 

sağlanır. 

   i) M  nin γ  striksiyon çizgisi M  nin bir eğilim çizgisidir. 

   ii) M ∗  nin γ ∗  striksiyon çizgisi M ∗  ın bir eğilim çizgisidir. 

   iii) M  ve M ∗  ın uygun noktalardaki asimptotik düzlemleri arasındaki q  uzaklığı 

sabittir (Valeontis, 1986). 

 

Teorem 4.1.8. 3E  de M  ve M ∗  paralel p-equidistant regle yüzeyler olsun. M  ve 

M ∗  regle yüzeyleri aynı dağılma parametresine sahipse, uygun striksiyon noktaları 

arasındaki uzaklık sabittir (Valeontis, 1986). 

 

4.2. 3
1ℝ  Minkowski Uzayında Timelike Paralel iP -equidistant Regle Yüzeyler 

 

Tanım 4.2.1. 3
1ℝ , 3-boyutlu Minkowski uzayında ( )sα α=  diferensiyellenebilir 

timelike bir eğri, { }1 2,k k , sırasıyla, birinci, ikinci eğrilikler ve { }1 2 3, ,V V V  Frenet 

çatısı olsun. 1V  in α  eğrisi boyunca hareketiyle meydana gelen M  timelike regle 

yüzeyi parametrik olarak 

( ) ( ) ( )1,s v s vV sϕ α= +  

denklemi ile verilir. Böylece M  timelike regle yüzeyinin striksiyon eğrisi boyunca 

{ }1 2,Sp V V , { }2 3,Sp V V  ve { }3 1,Sp V V  alt uzaylarına karşılık gelen düzlemler, 
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sırasıyla, asimptotik, polar ve merkezi düzlem olarak adlandırılırlar (Kuruoğlu ve 

Masal, 2007). 

 

Tanım 4.2.2. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  iki timelike regle yüzey ve polar, merkezi ve 

asimptotik düzlemleri arasındaki uzaklıklar, sırasıyla, 1 2 3, ,p p p  olsun. Eğer 

i) M  ve M ∗  ın doğrultmanları paralel, 

ii) M  ve M ∗  ın ,1 3ip i≤ ≤  uzaklıkları sabit ise M  ve M ∗  regle yüzey çifti 

timelike dayanak eğrili, timelike paralel ip -equidistant regle yüzeyler olarak 

adlandırılır (Kuruoğlu ve Masal, 2007). 

 

Teorem 4.2.1. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  timelike paralel ip -equidistant regle yüzeylerinin 

striksiyon eğrileri, sırasıyla, γ  ve γ ∗  olmak üzere bu striksiyon eğrileri arasında 

3 2 2
1 2 2 3 3

1

p k p
V p V p V

k
γ γ∗  ′+

= + + + − 
 

bağıntısı vardır (Kuruoğlu ve Masal, 2007). 

 

Teorem 4.2.2. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  timelike paralel 1p -equidistant regle yüzeyler 

olsun. M  ve M ∗  ın polar düzlemleri arasındaki 

3 2 2
1

1

p k p
p

k

′+
=

−
 

uzaklığı sabittir (Kuruoğlu ve Masal, 2007). 

 

Teorem 4.2.3. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  timelike paralel 1p -equidistant regle yüzeylerinin 

karşılıklı noktalarındaki Frenet çatıları 0
ds

ds

∗

>  için denktir (Kuruoğlu ve Masal, 

2007). 

 

Sonuç 4.2.1. M  ve M ∗  timelike paralel ip -equidistant regle yüzeyler olsun. 

   i) M  ve M ∗  ın dayanak eğrilerinin, sırasıyla, 1 1,k k∗  birinci eğrilikleri ve 2 2,k k∗  

ikinci eğrilikleri arasında 
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, 1 2i i

ds
k k i

ds
∗

∗= ≤ ≤ . 

şeklinde bir bağıntı vardır. 

   ii) M ∗  ın dayanak eğrisi eğilim eğrisi ise, M  nin dayanak eğrisi de eğilim 

eğrisidir. 

   iii) M  ve M ∗  ın dayanak eğrileri striksiyon eğrileridir (Kuruoğlu ve Masal, 2007). 

 

Teorem 4.2.4. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  timelike paralel ip -equidistant regle yüzeyler 

olsun. M  ve M ∗  regle yüzeylerinin dağılma parametreleri arasında 

, 1 3.
ii

VV

ds
d d i

ds
∗

∗

= ≤ ≤  

bağıntısı vardır (Kuruoğlu ve Masal, 2007). 

 

Teorem 4.2.5. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  timelike paralel ip -equidistant regle yüzeyler 

olsun. M  ve M ∗  ın şekil operatörleri, sırasıyla, S  ve S∗  olmak üzere aralarında 

S S∗ =  

bağıntısı vardır (Kuruoğlu ve Masal, 2007). 

 

Sonuç 4.2.2. M  ve M ∗  timelike paralel ip -equidistant regle yüzeyler olsun. 

   i) M  ve M ∗  ın Gauss eğrilikleri, sırasıyla, K  ve K ∗  ise, 

0K K∗ = =  

dır. 

   ii) M  ve M ∗  ın ortalama eğrilikleri, sırasıyla, H  ve H ∗  ise, 

2

1

2

1

, 0 için
2

, 0 için
2

k
v

vk
H H

k
v

vk

∗

 >
= = 

− <


 

dir. 

   iii) M  nin eğrilik ekseni ise M ∗  ın da eğrilik eksenidir. (Tersi de doğrudur.) 

   iv) M  nin asimptotik eğrisi, M ∗  ın da asimptotik eğrisidir. (Tersi de doğrudur) 

(Kuruoğlu ve Masal, 2007). 
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4.3. 3
1ℝ  Minkowski Uzayında Spacelike Paralel iP -equidistant Regle Yüzeyler 

 

Tanım 4.3.1. M  regle yüzeyinin üreteci 1V , M ∗  regle yüzeyinin üreteci 1V ∗  ve M  

ile M ∗  3
1ℝ  de iki spacelike regle yüzey olsun. Polar, merkezi ve asimptotik 

düzlemleri arasındaki uzaklıklar, sırasıyla, 1 2 3, ,p p p  olsun. Eğer 

i) M  ve M ∗  ın üretici vektörleri paralel, 

ii) 1 3i≤ ≤  için ip  uzaklıkları sabit ise M  ve M ∗  regle yüzey çifti, 3
1ℝ  de spacelike 

paralel ip -equidistant regle yüzeyler olarak adlandırılırlar. Eğer 0ip =  ise M  ve 

M ∗  regle yüzey çifti spacelike ip -equivalent regle yüzeyler olarak adlandırılırlar 

(Masal ve Kuruoğlu, 2005). 

 

Teorem 4.3.1. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  spacelike paralel regle yüzeyler olsun. M  nin 

striksiyon eğrisi γ  ve M ∗  ın striksiyon eğrisi γ ∗  olmak üzere 

3 2 2
1 2 2 3 3

1

p k p
V p V p V

k
γ γ∗  ′+

= + + + − 
 

şeklinde bir bağıntı vardır (Masal ve Kuruoğlu, 2005). 

 

Teorem 4.3.2. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  spacelike paralel ip  equidistant regle yüzeyler 

olsunlar. 

   i) M  ve M ∗  daki, sırasıyla, { }1 2 3, ,V V V  ve { }1 2 3, ,V V V∗ ∗ ∗  Frenet çatıları 0
ds

ds

∗

>  için 

karşılıklı noktalarda denktir. 

   ii) M  ve M ∗  ın dayanak eğrilerinin eğrilikleri, sırasıyla, 1 1,k k∗  ve torsiyonları da 

2 2,k k∗  ise, 

, 1 2.i i

ds
k k i

ds
∗

∗= ≤ ≤  

dir. 

   iii) Spacelike paralel 1p -equidistant regle yüzeylerin (ya da spacelike paralel 1p -

equivalent regle yüzeylerin) polar düzlemleri arasındaki uzaklık 
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3 2 2 3 2 2
1 1

1 1

sabit ya da 0
p k p p k p

p p
k k

 ′ ′+ +
= = = = − − 

 

dır. 

   iv) M  ve M ∗  ın dayanak eğrileri striksiyon eğrileridir. 

   v) M  nin striksiyon eğrisi eğilim çizgisi ise, M ∗  ın da striksiyon eğrisi eğilim 

çizgisidir. (Tersi de doğrudur) (Masal ve Kuruoğlu, 2005). 

 

Teorem 4.3.3. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  spacelike paralel ip -equidistant regle yüzeylerinin 

karşılıklı noktalarındaki dağılma parametreleri, sırasıyla, 
iVd  ve 

iV
d ∗  ise, 

, 1 3.
ii

VV

ds
d d i

ds
∗

∗

= ≤ ≤  

dir (Masal ve Kuruoğlu, 2005). 

 

Teorem 4.3.4. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  spacelike paralel ip -equidistant regle yüzeyler 

olsunlar. 

   i) M  ve M ∗  spacelike paralel ip -equidistant regle yüzeylerinin şekil 

operatörlerinin matrisleri, sırasıyla, S  ve S∗  ise S S ∗=  dır. 

   ii) M  nin Gauss eğriliği K , M ∗  ın Gauss eğriliği K ∗  ise, 

det 0.K K S∗ = = − =  

dır. 

   iii) M  nin ortalama eğriliği H , M ∗  ın ortalama eğriliği H ∗  ise, 

2

1

2

1

, 0 için
2

.
boyut

, 0 için
2

k
v

vkĐzS
H H

kM
v

vk

∗

− >
= = = 

 <


 

dır. 

   iv) M  deki geodezik eğriler, M ∗  da da geodezik eğrilerdir. 

   v) M  deki asli eğrilik doğrultusu M ∗  da da asli eğrilik doğrultusudur. 

   vi) M  deki asimptotik eğri M ∗  da da asimptotik eğridir. 

(Son üç durumun tersleri de doğrudur) (Masal ve Kuruoğlu, 2005). 
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Teorem 4.3.5. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  spacelike paralel ip -equidistant regle yüzeyler 

olsunlar. 

   i) M  ve M ∗  ın ikinci temel formları, sırasıyla, II  ve II ∗  ise, ( ),V W Mχ∀ ∈  ve 

( ),V W Mχ ∗∀ ∈  için 

( ) ( ), ,II V W II V W∗ =  

dir. 

   ii) M  deki eşlenik vektörler aynı zamanda M ∗  da da eşlenik vektörlerdir. 

   iii) M  deki asimptotik doğrultular M ∗  da da asimptotik doğrultulardır. 

Son iki durumun tersleri de doğrudur (Masal ve Kuruoğlu, 2005). 

 

Teorem 4.3.6. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  spacelike paralel ip -equidistant regle yüzeyler 

olsunlar. 

   i) M  ve M ∗  ın q -yuncu temel formları, sırasıyla, qI  ve 
q

I ∗  ise, ( ),X Y Mχ∀ ∈  

ve ( ),X Y Mχ∗ ∗ ∗∀ ∈  için 

( ) ( ), , , 1 3
q qI X Y I X Y q∗ ∗ ∗ = ≤ ≤  

dır. 

   ii) M  ve M ∗  ın şekil operatörlerinin karakteristik polinomları, sırasıyla, ( )SP λ  ve 

( )
S

P λ∗  ise, 

( ) ( )SS
P Pλ λ∗ =  

dır (Masal ve Kuruoğlu, 2005). 

 



 
 

 
 
 
BÖLÜM 5. 3

1ℝ , 3-BOYUTLU MĐNKOWSKĐ UZAYINDA NULL 

PARALEL P-EQUĐDĐSTANT B-SCROLLAR 

 

 

Bu bölüm, çalışmamızın orjinal ksmını oluşturmaktadır. Bu kısımda ilk olarak 3
1ℝ , 

3-boyutlu Minkowski uzayında null paralel p -equidistant B-scrollar tanımlanarak, 

null paralel p -equidistant B-scrolların Cartan çatılarının denkliği, şekil 

operatörlerine karşılık gelen matrisler, Gauss ve ortalama eğrilikleri ile birinci, ikinci 

ve üçüncü temel formlar ile ilgili bağıntılar elde edildi. 

Daha sonra, null paralel p -equidistant B-scrolların asli eğrilikleri, asli eğrilik 

doğrultuları ve eşlenik tanjant vektörleri ve konneksiyonları arasındaki ilişki verildi. 

Son olarak 3
1ℝ  de açılamaz null paralel p -equidistant B-scrollarının dağılma 

parametreleri, ikinci Gauss eğrilikleri, ikinci ortalama eğrilikleri ile ilgili bağıntılar 

ile birlikte bir örnek verildi. 

 

5.1. Null Paralel P-equidistant B-Scrollar 

 

3
1ℝ , 3-boyutlu Minkowski uzayında bir ( )sα α=  null eğrisinin (3.2.2) denklemleri 

ile verilen Cartan çatısı { }, ,n uℓ  olsun. Böylece n  nin ürettiği B-scroll parametrik 

olarak 

( ) ( ) ( ) ( ){ }, ,M s v s v s vn sϕ ϕ α= = +            (5.1.1) 

ile verilir. Burada ( )sα  null eğrisi ve ( )n s  null vektörü, sırasıyla, M  B-scrollunun 

dayanak eğrisi ve doğrultman vektörüdür. (5.1.1) denklemi göz önüne alınırsa 

( ) ( ) ( ),s vs v u s n sϕ τ ϕ= + =ℓ             (5.1.2) 

elde edilir. Böylece 

, ,n u n u n u∧ = ∧ = − ∧ =ℓ ℓ ℓ           (5.1.3) 

olmak üzere M , B-scrollunun birim normali 
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( ) ( )0 s vN u s v n sϕ ϕ τ= ∧ = +             (5.1.4) 

olur. Son denklem göz önüne alınırsa, 

2 2
0 0, , , 1N N u u v n nτ= + =  

elde edilir. Bu, ifade eder ki 0N  birim normal vektörü bir spacelike vektördür. O 

halde M  bir timelike yüzeydir. ( ), ,F n u= ℓ  Cartan çatılı α  null eğrisinin Frenet 

formülleri 

u

n u

u n

κ
τ
τ κ

′ =

′ =

′ = +

ℓ

ℓ

 

dir. 3
1ℝ , 3-boyutlu Minkowski uzayında, M , B-scrollunun α  dayanak eğrisi 

boyunca { },Sp nℓ , { },Sp n u  ve { },Sp u ℓ  alt uzaylarına karşılık gelen düzlemlere, 

sırasıyla, merkezi düzlem, polar düzlem ve asimptotik düzlem adı verilir. Eğer 

(2.2.1) denklemi ile verilmiş olan tablo göz önünde bulundurulursa açıktır ki 

buradaki merkezi düzlem timelike, polar ve asimptotik düzlemler ise null 

düzlemlerdir. 

 

3
1ℝ  Minkowski uzayında ( ) ( ) ( )( ), ,s n s u s∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

ℓ  Cartan çatılı bir diğer null eğri α ∗  

olsun. Burada; 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , , 0,

, , 0, , 1, , 1

d
s g n n g

ds

g u g n u g n g u u

α ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

= = =

= = = − =

ℓ ℓ ℓ

ℓ ℓ

         (5.1.5) 

dır. Böylece ( ), ,F n u∗ ∗ ∗ ∗= ℓ  Cartan çatısına göre α ∗  null eğrisinin Frenet 

formülleri, 

u

n u

u n

κ

τ

τ κ

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

′ =

′ =

′ = +

ℓ

ℓ

               (5.1.6) 

şeklindedir. Burada “ ' ’’ s∗  parametresine göre diferensiyeli gösterir. 
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O halde, M ∗  B-scrollu parametrik olarak 

( ) ( ) ( ) ( ){ }, ,M s v s v s v n sϕ ϕ α∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = +            (5.1.7) 

ile verilir. 

 

Tanım 5.1.1. 3
1ℝ , 3-boyutlu Minkowski uzayında M  ve M ∗ , B-scrollar olsunlar. 

   i) M  ve M ∗ ın üretici vektörleri paralel 

   ii) M  ve M ∗  ın asimptotik düzlemleri arasındaki p -uzaklığı sabit, 

şartları sağlanıyor ise M  ve M ∗  yüzeylerine 3
1ℝ  de null paralel p -equidistant B-

scrollar denir. (Burada ( ) ( )0,s sκ τ∗ ∗ ∗ ∗≠  sabit, ( ) ( )0,s sκ τ≠  sabittir ve M  ve 

M ∗ ın dayanak eğrileri aynı zamanda striksiyon eğrileridir.) 

 

Teorem 5.1.1. 3
1ℝ , 3-boyutlu Minkowski uzayında M  ve M ∗  null paralel p -

equidistant B-scrollarının ( )sα  ve ( )sα ∗ ∗  dayanak eğrilerinin { }, ,n uℓ  ve 

{ }, ,n u∗ ∗ ∗
ℓ  Cartan çatılarının birbirine denk olması ( , ,n n u u∗ ∗ ∗= = =ℓ ℓ ) için gerek 

ve yeter şart 
ds

ds
κ κ∗

∗
= , 

ds

ds
τ τ∗

∗
=  olmasıdır. 

 

Đspat. Kabul edelim ki , ,n n u u∗ ∗ ∗= = =ℓ ℓ  olsun. O halde (5.1.6) eşitliklerinin 

birincisinden, 

,
d

u
ds

κ
∗

∗ ∗
∗ =
ℓ

 

yazılabilir. Buradan son denklem ve hipotezden birinci eğrilikler arasındaki ilişki, 

ds

ds
κ κ ∗

∗ =  

olarak elde edilir. Yine (5.1.6) eşitliklerinin ikincisinden, 

,
dn

u
ds

τ
∗

∗ ∗
∗ =  

bulunur. Bu son eşitlik ve kabul yardımıyla da ikinci eğrilikler arasındaki ilişki de 
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ds

ds
τ τ ∗

∗ =  

olarak bulunur. 

 

Tersine kabul edelim ki 
ds

ds
κ κ∗

∗= , 
ds

ds
τ τ∗

∗=  ve n n∗=  olsun. Böylece M  ve 

M ∗  null paralel p -equidistant B-scroll olduğundan 

.
dn dn ds

ds ds ds

∗ ∗

∗=               (5.1.8) 

dır. (5.1.6) ve (3.3.2) eşitlikleri ve kabulden dolayı 

ds ds
u u

ds ds

u u

τ τ
∗

∗
∗

∗

=

=

 

olur. Ayrıca 

.
du du ds

ds ds ds

∗ ∗

∗
=  

eşitliği göz önünde bulundurularak, (5.1.6) ve (3.3.2) denklemleri son denklemde 

yerlerine yazılır ve kabul göz önüne alınırsa 

ds ds ds
n n

ds ds ds
τ κ τ κ

τ τ

∗
∗

∗ ∗

∗

∗

 + = + 
 

=

=

ℓ ℓ

ℓ ℓ

ℓ ℓ

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. ■ 

 

5.2. 3
1ℝ  Minkowski Uzayında Null Paralel p-Equidistant B-Scrolların Şekil 

Operatörlerinin Matrislerinin Hesabı 

 

3
1ℝ , 3-boyutlu Minkowski uzayında M  ve M ∗  null paralel p -equidistant B-

scrolları, sırasıyla, 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }
, ,

, ,

M s v s v s v n s

M s v s v s v n s

ϕ ϕ α

ϕ ϕ α∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

= = +

= = +
 

parametrik ifadeleri ile verilsin. Böylece (3.3.2), (5.1.1) eşitlikleri yardımıyla 
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( ) ( )
( )

,

,

s

v

s v u s

n s

ϕ τ

ϕ

= +

=

ℓ
              (5.2.1) 

bulunur. 

 

( )Mχ  in { },s vϕ ϕ  bazı için M , B-scrollunun birim normal vektör alanı 0N  olmak 

üzere (5.2.1) eşitliklerinden 

0
s v

s v

N
ϕ ϕ
ϕ ϕ

∧
=

∧
 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
s v u s n s

u s v n s
s v u s n s

τ
τ

τ

+ ∧
= = +

+ ∧

ℓ

ℓ
 

dır. 

 

Teorem 5.2.1. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  null paralel p -equidistant B-scrollarının şekil 

operatörleri, sırasıyla, S  ve S∗  olmak üzere S  ve S∗  arasında 

ds
S S

ds
∗

∗

 =  
 

               (5.2.2) 

bağıntısı vardır. 

 

Đspat. Eğer (2.2.2), (3.3.2), (5.1.2), ve (5.1.4) denklemleri göz önüne alınırsa 

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

0
0

2

ss

s v

dN
S D N

ds

s v u s s n s

s

ϕϕ

τ τ κ

τ ϕ κ ϕ

= − = −

= − + −

= − −

ℓ            (5.2.3) 

ve 

( )

( )

0
0vv

v

dN
S D N

dv

n s

ϕϕ

τ

τ ϕ

= − = −

= −

= −

             (5.2.4) 

bağıntıları elde edilir. Böylece M  nin şekil operatörüne karşılık gelen matris S  

olmak üzere, 

( )
( ) ( )

0v v

s s

S

sS

τϕ ϕ
κ τϕ ϕ

−     
=     − −    
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dır. Buradan, 

( )
0

S
s

τ
κ τ
− 

=  − − 
              (5.2.5) 

elde edilir. Aynı şekilde M ∗ , B-scrollunun S∗  şekil operatörüne karşılık gelen 

matrisi hesaplayalım: 

 

(5.1.6), (5.1.7) eşitlikleri yardımıyla 

( ) ( )
( )

s

v

s v u s

n s

ϕ τ

ϕ

∗

∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

= +

=

ℓ

             (5.2.6) 

dır. ( )Mχ ∗  ın { },
s v

ϕ ϕ∗ ∗
∗ ∗  bazı için M ∗ , B-scrollunun birim normal vektör alanı oN ∗  

olmak üzere (5.2.6) denkleminden 

s v
o

s v

N
ϕ ϕ

ϕ ϕ
∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗
∗

∗ ∗

∧
=

∧
 

    
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
s v u s n s

u s v n s
s v u s n s

τ
τ

τ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

+ ∧
= = +

+ ∧

ℓ

ℓ

    (5.2.7) 

elde edilir. O halde (2.2.2), (5.1.6), (5.2.6) ve (5.2.7) bağıntılarından 

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

0
0

2

s
s

s v

dN
S D N

ds

s v u s s n s

s

ϕ
ϕ

τ τ κ

τ ϕ κ ϕ

∗ ∗
∗

∗ ∗

∗
∗ ∗ ∗

∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

= − = −

= − + −

= − −

ℓ          (5.2.8) 

ve 

( )
( )

0
0

v
v

v

dN
S D N

dv

n s

ϕ
ϕ

τ

τ ϕ

∗ ∗
∗

∗

∗
∗ ∗ ∗

∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗

= − = −

= −

= −

           (5.2.9) 

bulunur. Böylece M ∗  ın şekil operatörüne karşılık gelen S∗  matrisi 

( )
0

S
s

τ

κ τ

∗

∗
∗ ∗ ∗

 −
=  

− −  
            (5.2.10) 

olarak elde edilir. O halde (5.2.5), (5.2.10) eşitlikleri ve Teorem 5.1.1 birlikte göz 

önüne alınırsa, S  ve S∗  matrisleri arasında, 
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( )
00

ds
dsdsS S

ds ds dss

ds ds

ττ

κ τ κ τ

∗
∗

∗
∗∗ ∗ ∗

∗ ∗

 − −    = = =     − −       − −
  

 

bağıntısı elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. ■ 

 

5.3. Temel Formlar ve Şekil Operatörlerinin Cebirsel Değişmezleri 

 

Teorem 5.3.1. 3
1ℝ , de M  ve M ∗  null paralel p -equidistant B-scrollarının Gauss 

eğrilikleri, sırasıyla K  ve K ∗ , ortalama eğrilikleri de H  ve H ∗  olsunlar. Bu 

takdirde Gauss ve ortalama eğrilikleri arasında, sırasıyla, 

2
ds

K K
ds

∗
∗

 =  
 

              (5.3.1) 

ve 

ds
H H

ds
∗

∗

 =  
 

              (5.3.2) 

bağıntıları vardır. 

 

Đspat. 3
1ℝ , de M  ve M ∗  null paralel p -equidistant B-scrollarının, sırasıyla, K  ve 

K ∗ , H  ve H ∗ , Gauss ve ortalama eğrilikleri olsunlar. Bu durumda, (2.2.3), (5.2.5), 

ve (5.2.10) bağıntılarından 

2detK S τ= =               (5.3.3) 

ve 

2
detK S τ∗ ∗ ∗= =               (5.3.4) 

bulunur. Aynı zamanda bu eşitliği .I  temel formun katsayıları , ,E F G  olmak üzere, 

( )22

1 1 1 1 1 1
0

2 2 2 2 2 2
1 1 1

2 2
1 1

2 2

vv sv ss s v s v s

v s v

v s

E F G E E F E G

K F G E F E E F
EG F

G F G G F G

 
− + − − + 

 
 

= − − 
−  

 
 
 

 

şeklindeki Brioschi’s formülünden de elde edebiliriz. Yani 
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2 2 2 2, , 2 , 0 , 2

, 1 , 0 , 0 , 0

, 0 , 0 , 0 , 0

s s v s vv

s v s v sv

v v s v ss

E v E v E E

F F F F

G G G G

ϕ ϕ τ τ τ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

= = = = =

= = − = = =

= = = = =

 

eşitlikleri Brioschi’s formülünde kullanılırsa, 

2 2 2

2 2 2 2 2

2

0 0 0

0 1 1

0 1 0 0 1 0

v v

K v v v

K

τ τ τ

τ τ τ

τ

 − −
 

= − − − 
 − − 

=

 

bulunur. Benzer işlemler M ∗ , B-scrollu için yapılırsa 2K τ∗ ∗=  elde edilir. 

 

Eğer (2.2.9), (5.2.5) ve (5.2.10) bağıntıları göz önüne alınırsa 

2

boyut 2

ĐzS
H

M

τ
τ

−
= = = −              (5.3.5) 

ve 

2

boyut 2

ĐzS
H

M

τ
τ

∗ ∗
∗ ∗

∗

−
= = = −             (5.3.6) 

bulunur. (5.3.3), (5.3.4), (5.3.5), (5.3.6) denklemleri ve Teorem 5.1.1 göz önüne 

alınırsa, 
2

ds
K K

ds
∗

∗

 =  
 

 ve 
ds

H H
ds

∗
∗

 =  
 

 elde edilir. ■ 

 

Şimdi ( )Mχ  deki bir Z  vektör alanının ( )Mχ ∗  da olması için sağlaması gereken 

şartları araştıralım: 

 

Teorem 5.3.2. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  null paralel p-equidistant B-scrollar olsunlar. M  

nin vektör alanlarının cümlesi ( )Mχ  ve M ∗  ın vektör alanlarının cümlesi ( )Mχ ∗  

olmak üzere ( )s vZ a b Mϕ ϕ χ∀ = + ∈  ve ( )s v
Z a b Mϕ ϕ χ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗∀ = + ∈  ise 

( )
, ,

av q ds
a a z b b p v

a z ds

τ
τ

∗
∗ ∗ ∗  −
= − = − =  −  

         (5.3.7) 

dır. 
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Đspat. M  ve M ∗  null paralel p-equidistant B-scrollarının vektör alanları cümleleri, 

sırasıyla, ( )Mχ  ve ( )Mχ ∗  olmak üzere 

( ) { }

( ) { }
,

,

s v

s v

M Sp

M Sp

χ ϕ ϕ

χ ϕ ϕ∗ ∗
∗ ∗ ∗

=

=
 

dir. Kabul edelim ki ( )Z Mχ∈  olsun. Bu durumda ,a b∈ℝ  skalarları için, 

( ) ( ) ( )s vZ a b a s bn s a v u sϕ ϕ τ= + = + +ℓ  

yazılabilir. Şimdi de kabul edelim ki Z  vektör alanı ( )Mχ ∗  ın da bir vektör alanı 

olsun. Bu takdirde Z  vektör alanının { },
s v

ϕ ϕ∗ ∗
∗ ∗  bazına göre ifadesi ,a b∗ ∗ ∈ℝ  olmak 

üzere 

( ) ( ) ( )s v
Z a b a s b n s a v u sϕ ϕ τ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= + = + +ℓ  

şeklinde yazılsın. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 5.3.1. Null paralel p-equidistant B-scrolların Z  ve Z ∗
 vektör alanları 

 

O halde Şekil 5.3.1 den 

Z Z αα∗ ∗= −  

olacağından bu ifadede z p n quαα ∗ = + +ℓ  yerine yazılırsa, 

Z Z z p n qu∗ = − − −ℓ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a s b n s a v u s a s bn s a v u s z p n qu

a s b n s a v u s a z s b p n s a v q u s

τ τ

τ τ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

+ + = + + − − −

+ + = − + − + −

ℓ ℓ ℓ

ℓ ℓ

 

elde edilir. Böylece Teorem 5.1.1 den, 

Z ∗
���

 Z
��

 

αα ∗
�����

 

( )α  ( )α ∗  

α
��

 α ∗
���

 

O  
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( )
, ,

av q ds
a a z b b p v

a z ds

τ
τ

∗
∗ ∗ ∗  −
= − = − =  −  

 

bulunur. ■ 

 

Teorem 5.3.3. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  null paralel p -equidistant B-scrollar olsunlar. M  

ve M ∗  ın temel formları arasında, 

1

, 1 3
q

q qds
I I q

ds

−
∗

∗

 = ≤ ≤ 
 

            (5.3.8) 

bağıntısı vardır. 

 

Đspat. ( ),X Y Mχ∀ ∈  için M , B-scrollunun birinci, ikinci ve üçüncü temel formları 

, ,I II III  olmak üzere; 

( )
( ) ( )

( ) ( )2

, ,

, ,

, ,

I X Y X Y

II X Y S X Y

III X Y S X Y

=

=

=

             (5.3.9) 

dır. Benzer şekilde, M ∗  B-scrollunun birinci, ikinci ve üçüncü temel formları, 

sırasıyla, , ,I II III∗ ∗ ∗  ile gösterilsin. Böylece 

( ), ,I X Y X Y∗ =  

olduğundan (5.3.9) denkleminden, 

( ) ( ), ,I X Y I X Y∗ =  

dır. Benzer şekilde 

( ) ( ), ,II X Y S X Y∗ ∗=  

olduğundan (5.2.2) denkleminden, 

( ) ( ), ,
ds

II X Y S X Y
ds

∗
∗

 =  
 

 

dır. O halde bu son denklem ve (5.3.9) denkleminden, 

( ) ( ), ,
ds

II X Y II X Y
ds

∗
∗

 =  
 

 

elde edilir. Son olarak 

( ) ( )2, ,III X Y S X Y∗ ∗=  
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dir. Böylece (5.2.2) ve son denklemden, 

( ) ( )
2

2, ,
ds

III X Y S X Y
ds

∗
∗

 =  
 

          (5.3.10) 

bulunur. Böylece (5.3.9) ve (5.3.10) denklemlerinden 

( ) ( )
2

, ,
ds

III X Y III X Y
ds

∗
∗

 =  
 

 

olur. Bu ise ispatı tamamlar. ■ 

 

Teorem 5.3.4. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  paralel p -equidistant B-scrolların asli eğrilikleri, 

sırasıyla, ik  ve ik
∗ , 1,2i =  olsun bu takdirde ik  ve ik

∗  asli eğrilikleri arasında, 

i i

ds
k k

ds
∗

∗

 =  
 

 

bağıntısı vardır. 

 

Đspat. (2.2.4) ile verilen asli eğrilik tanımından ( )2det 0S k I∗ ∗− =  olduğundan, 

(5.2.10) denklemi göz önüne alınırsa 

( )
0

0
k

s k

τ

κ τ

∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

− −
=

− − −
 

elde edilir. Böylece Teorem 5.1.1 den 

i i

ds ds
k k

ds ds
τ τ∗ ∗

∗ ∗

   = − = − =   
   

          (5.3.11) 

olarak bulunur. ■ 

 

Teorem 5.3.5. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  null paralel p -equidistant B-scrollar olsunlar. M  

nin asli eğrilik doğrultuları M ∗  ın da asli eğrilik doğrultularıdır. (Tersi de doğrudur.) 

 

Đspat. Kabul edelim ki M  deki asli eğrilik doğrultusu X  olsun. Yani 

( )S X k X=  

olsun. O halde (5.2.2) denkleminden, 

( ) ( )ds ds
S X S X k X k X

ds ds
∗ ∗

∗ ∗

   = = =   
   
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bulunur. Bu ise X  in M ∗  ın da asli eğrilik doğrultusu olduğunu gösterir. 

 

Tersine, M ∗  ın asli eğrilik doğrultusu Y  olsun. Bu takdirde, 

( )S Y k Y∗ ∗=  

yazılabilir. Böylece (5.2.2) ve (5.3.11) denklemlerinden, 

( ) ( )ds ds
S Y S Y k Y kY

ds ds

∗ ∗
∗ ∗   

= = =   
   

 

elde edilir. Bu ise, Y  nin M  nin de asli eğrilik doğrultusu olduğunu ifade eder. ■ 

 

Teorem 5.3.6. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  null paralel p -equidistant B-scrollar olsunlar. 

   i) M  nin eşlenik tanjant vektörleri M ∗  ın da eşlenik tanjant vektörleridir. 

   ii) M  nin asimptotik doğrultuları M ∗  ın da asimptotik doğrultularıdır. 

Tersleri de doğrudur. ■ 

 

Đspat. 

   i)  Kabul edelim ki ,P PX Y , M  nin eşlenik tanjant vektörleri olsunlar. O zaman 

( ),P P MX Y T P∈  olmak üzere 

( ) , 0P PS X Y =  

dır. Bu takdirde (5.2.2) den, 

( ) , 0P P

ds
S X Y

ds

∗
∗ 

= 
 

 

olur. Buradan ise 

  ( ) , 0P PS X Y∗ =  

dır. Yani, ,P PX Y M ∗  ın da eşlenik tanjant vektörleridir. 

   ii)  Kabul edelim ki PX , M  nin asimptotik doğrultusu olsun. Bu takdirde 

  ( ) , 0P PS X X =  

dır. O halde (5.2.2) den, 
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  ( ) ( ), , 0P P P P

ds ds
S X X S X X

ds ds

∗ ∗
∗ ∗   

= =   
   

 

olur. Böylece 

  ( ) , 0P PS X X∗ =  

dır. Bu ise PX  nin M ∗  ın da asimptotik doğrultusu olması demektir. ■ 

 

Sonuç 5.3.1. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  null paralel p -equidistant B-scrollarının şekil 

operatörlerine karşılık gelen matrislerin karakteristik polinomlarına Cayley-Hamilton 

teoremi uygulanırsa, 

( ) ( )
2

0SS

ds
P S P S

ds
∗

∗
∗

 = = 
 

 

denklemi elde edilir. 

 

Đspat. M  ve M ∗  null paralel p -equidistant B-scrollarına karşılık gelen şekil 

operatörlerinin matrisleri, sırasıyla, S  ve S∗  olmak üzere, karakteristik polinomları, 

( ) ( ) ( )2
1 2 1 2SP k k k kλ λ λ= − + +  

ve 

( ) ( ) ( )2
1 2 1 2S

P k k k kλ λ λ∗
∗ ∗ ∗ ∗= − + +  

dır. M  ve M ∗  ın, sırasıyla, ,H H ∗  ve ,K K ∗  ortalama ve Gauss eğrilikleridir. 

1 2

2

k k
H

+
= , 1 2

2

k k
H

∗ ∗
∗ +
=  ve 1 2K k k= , 1 2K k k∗ ∗ ∗=  olacağından 

( )
( )

2

2

2

2

S

S

P H K

P H K

λ λ λ

λ λ λ∗
∗ ∗

− = − +

− = − +
           (5.3.12) 

elde edilir. 

 

Buradan (5.3.1), (5.3.2) denklemleri göz önüne alınırsa, 
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( ) ( )

( ) ( )

2

2

2 2

2 1 1

S S

SS

ds ds
P H K P H K

ds ds

ds ds
P P H K

ds ds

λ λ λ λ

λ λ λ

∗

∗

∗ ∗

∗ ∗

   + − = + +   
   

     = + − − +             

 

bulunur. 

 

Ayrıca Cayley-Hamilton teoreminden, 

( )

( )

2

2

2 0

2 0

S

S

P S S HS K

P S S H S K∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

= − + =

= − + =
 

elde edilir. O halde (5.2.2), (5.3.1) ve (5.3.2) denklemlerinden, 

( ) { }

( ) ( )

2

2

2

2 0

0

S

SS

ds
P S S HS K

ds

ds
P S P S

ds

∗

∗

∗
∗

∗
∗

 = − + = 
 

 = = 
 

 

bulunur. ■ 

 

Teorem 5.3.7. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  null paralel p -equidistant B-scrollarının birinci, 

ikinci, üçüncü temel formları, ortalama ve Gauss eğrilikleri arasında, 

{ }
2

2 2 0
ds

III H II K I III H II K I
ds

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗

 − + = − + ≡ 
 

 

bağıntısı vardır. 

 

Đspat. M  ve M ∗  null paralel p -equidistant B-scrolların ., ., .I II III  temel formları, 

ortalama ve Gauss eğrilikleri arasında, 

2 0III H II K I− + ≡  

ve 

2 0III H II K I∗ ∗ ∗ ∗ ∗− + ≡  

bağıntıları vardır. Böylece (5.3.1), (5.3.2) ve (5.3.6) denklemlerinden, 

{ }
2 2 2 2

2 2 2 0
ds ds ds ds

III H II K I III H II K I III H II K I
ds ds ds ds

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

       − + = − + = − + ≡       
       

elde edilir. ■ 
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Teorem 5.3.8. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  null paralel p -equidistant B-scrollarının Levi-

Civita konneksiyonları D  ve D∗  olmak üzere bu konneksiyonlar arasında,  

( ) , 1X X

ds av q ds
D Y D Y S X Y u n v

ds a z ds

τ
τ∗

∗ ∗

  −    = + − + −     −     
       (5.3.13) 

bağıntısı vardır. 

 

Đspat. 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }
, ,

, ,

M s v s v s v n s

M s v s v s v n s

ϕ ϕ α

ϕ ϕ α∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

= = +

= = +
 

null paralel p -equidistant B-scrolları olsunlar. 3
1ℝ  deki konneksiyon D , M  ve M ∗  

null paralel p -equidistant B-scrollarının konneksiyonları da, sırasıyla, D  ve D∗  

olmak üzere, bu B-scrolların Gauss denklemleri, 

( ) 0,X XD Y D Y S X Y N= +  

ve 

( ) 0,X XD Y D Y S X Y N∗ ∗ ∗= +  

dır. O halde Teorem 5.1.1 ve (5.3.7) denkleminden, M ∗  B-scrollunun birim normal 

vektör alanı 

( ) ( )

( )

0N u s v n s

av q ds ds
u n

a z ds ds

av q
u n

a z

τ

τ
τ

τ

τ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗

∗

= +

 −  = +    −   
−

= +
−

 

şeklinde yazılabilir. Buradan, (5.2.2) denklemi göz önüne alınarak, 

( ) ( )

( )

0 0, ,

, 1

X X

X X

ds
D Y S X Y N D Y S X Y N

ds

ds av q ds
D Y D Y S X Y u n v

ds a z ds

τ
τ

∗ ∗
∗

∗
∗ ∗

 + = +  
 

  −    = + − + −     −     

 

elde edilir. ■ 
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Teorem 5.3.9. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  null paralel p -equidistant B-scrollar olsun. α  

eğrisi M  de asimptotik ve geodezik ise M ∗  da da geodeziktir. 

 

Đspat. M  deki α  eğrisinin teğeti T  olsun. α , M  de geodezik ve asimptotik ise, 

(2.2.6) ve (2.2.10) denklemlerinden 

( ) , 0S T T =  ve 0TD T =  dır. 

 

O halde (5.3.13) denkleminden, 

0TD T∗ =  

bulunur. Bu ise ispatı tamamlar. ■ 

 

Sonuç 5.3.2. M  ve M ∗  null paralel p -equidistant B-scrollar olsun. α , M  de 

asimptotik olmasın. Bu takdirde α  nın M  de geodezik çizgi olması durumunda, M ∗  

da da geodezik çizgi olması için gerek ve yeter şart 1
ds

ds∗
=  ve 0

v z q
v

a z

τ
τ

−
− =

−
 

olmasıdır. 

 

Đspat. M  de α  eğrisinin teğeti T  olsun. α , M  ve M ∗  da geodezik çizgi ise 

(5.3.13) denkleminden, 

1
ds

ds∗
=  ve 0

v z q
v

a z

τ
τ

−
− =

−
 

dır. Bu ifade eder ki α , M ∗  da bir geodezik çizgidir. 

 

Tersine α , M  de geodezik ve 1, 0
ds v z q

v
ds a z

τ
τ∗

−
= − =

−
 ise (5.3.13) denkleminden, 

0TD T∗ = . 

dır. Bu ifade eder ki α , M ∗  da bir geodezik çizgidir. ■ 
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5.4. 3
1ℝ  Minkowski Uzayında Null Paralel p-Equidistant B-Scrolların Đkinci 

Ortalama, Đkinci Gauss Eğrilikleri ve Dağılma Parametreleri Arasındaki 

Đlişkiler 

 

Açılamaz null paralel p -equidistant B-scrollar için ikinci temel form yüzey üzerinde 

yeni bir metrik tensör olarak göz önüne alınabileceğinden, ( ),M II  2 -boyutlu yarı-

Riemann manifoldunun IIK  ile gösterilen ikinci Gauss eğriliği ve yine aynı düşünce 

ile IIH  ile gösterilen ikinci ortalama eğriliği hesaplanabilir. Bu bölümde, iki 

açılamaz M  ve M ∗  null paralel p -equidistant B-scrolların (Yani, sırasıyla, 0τ ≠  

ve 0τ ∗ ≠ ) öncelikle dağılma parametreleri arasındaki ilişki, daha sonra da ikinci 

Gauss ve ortalama eğrilikleri arasındaki ilişki ele alınacaktır. 

 

Teorem 5.4.1. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  iki açılamaz null paralel p -equidistant B-scrollar 

olsunlar. M  ve M ∗  ın, sırasıyla, d  ve d ∗  dağılma parametreleri arasında 

ds
d d

ds
∗

∗

 =  
 

 

bağıntısı vardır. 

 

Đspat. M  ve M ∗  B-scrollarının dağılma parametreleri, sırasıyla, d  ve d ∗  olmak 

üzere (3.3.3) ve Teorem 5.1.1 yardımıyla 

( )
2 2 2

,det , , , 1 1 1n nn n u u ds ds
d d

ds ds dsun n
ds

τ

τ ττ τ

∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗

∗∗ ∗∗ ∗
∗

′′ ∧
= = − = = = = =

′ ′

ℓℓ

 

bulunur. Bu ise ispatı tamamlar. ■ 

 

M  ve M ∗  B-scrolları açılamaz olduğundan açılım açısı ve açılım uzunluğundan 

bahsedilemez. 

 

Şimdi M  ve M ∗  açılamaz null paralel p -equidistant B-scrollarının, sırasıyla, ikinci 

Gauss eğrilikleri IIK  ve IIK ∗  olmak üzere bunlar arasındaki ilişkiyi inceleyelim: 
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Teorem 5.4.2. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  açılamaz null paralel p -equidistant B-scrollarının, 

sırasıyla, IIK  ve IIK ∗  ikinci Gauss eğrilikleri arasında, 

II II

ds
K K

ds
∗

∗

 =  
 

 

bağıntısı mevcuttur. 

 

Đspat. M  açılamaz null paralel p -equidistant B-scrollunun birinci temel formunun 

katsayıları , ,E F G  olmak üzere 

, , , , ,s s s v v vE F Gϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = =           (5.4.1) 

dir. Böylece 

22 , , ,s v s s v vF EG ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∆ = − = −  

dir. O halde (5.1.2) ve (5.4.1) eşitlikleri göz önüne alınırsa 

2 2 , 1, 0E v F Gτ= = − =              (5.4.2) 

olarak bulunur. 

 

Şimdi de ikinci temel formun katsayıları olan 

, , ,
, ,ss s v sv s v vv s ve f g

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∧ ∧ ∧
= = =

∆ ∆ ∆
 

katsayılarını bulalım. (5.1.2) ve (5. 1.4) den 

( ) 2 3, , 0e s v f gκ τ τ= − = =             (5.4.3) 

olur. O halde (5.4.3) eşitliği ve bu eşitliğin kısmi türevleri (2.2.7) de yerine yazılır ve 

gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

( )

( ) ( )

3 3
3

2 3 3 2 3

4

1
0 02

1
0

0 0 0 0
II

s v
v

K s v v s v

τ κ τ τ
κ τ τ τ κ τ τ τ

τ
τ τ

 
′ −

  
= − − − − = − 

 
 
  

    (5.4.4) 

bulunur. Benzer şekilde M ∗  ın ikinci temel formunun katsayıları olan , ,e f g∗ ∗ ∗  

hesaplanmak istenirse, (5.2.6) dan 

( ) 2 3
, , 0e s v f gκ τ τ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= − = =          (5.4.5) 

bulunacağı açıktır. Böylece (5.4.5) den, 
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( )

( ) ( )

3 3
3

2 3 3 2 3

4

1
0 02

1
0

0 0 0 0

II

s v
v

K s v v s v

τ κ τ τ

κ τ τ τ κ τ τ τ
τ

τ τ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗

∗ ∗

 ′ −
  ′ ′= − − − − = − 
 
 
  

    (5.4.6) 

olarak elde edilir. Buradan (5.4.4) ve (5.4.6) eşitlikleri ile Teorem 5.1.1 göz önüne 

alınırsa, 

II II

ds ds
K K

ds ds
τ τ∗ ∗

∗ ∗

   = − = − =   
   

 

bulunur. ■ 

 

Şimdi de M  ve M ∗  açılamaz null paralel p -equidistant B-scrolları için, sırasıyla, 

IIH  ve IIH ∗  ikinci ortalama eğriliklerini hesaplayalım: 

 

Teorem 5.4.3. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  açılamaz null paralel p -equidistant B-scrolların, 

sırasıyla, IIH  ve IIH ∗  ikinci ortalama eğrilikleri arasında 

II II

ds
H H

ds
∗

∗

 =  
 

 

bağıntısı mevcuttur. 

 

Đspat. Önerme 2.2.1 den 

( ) 2 3

0
ij

e f s v
II L

f g

κ τ τ
τ

 − 
= = =   
   

 

ve 

( )

11 12
1

2 321 22

2

2

1
0

1

det 1

det

ijg fL L
II L

f e v sIIL L

II

τ
τ κ

τ τ
τ

−

 
 −   
 = = = =   − −   
  

= −

(5.4.7) 

dir. O halde (2.2.8) ve (5.4.7) denklemlerinden 

IIH H=  

bulunur. 
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Benzer şekilde Önerme 2.2.1 den 

( ) 2 3

0
ij

s ve f
II L

f g

κ τ τ

τ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗ ∗

 − 
= = =   

    

 

ve 

( )
11 12

1

2 321 22

2

1
0

1

det 1

ijL L g f
II L

v sIIL L f e

τ
τ κ

τ τ

∗∗ ∗ ∗ ∗
∗− ∗

∗ ∗ ∗ ∗∗∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

 
    −  = = = =    − −   
 
 

       (5.4.8) 

şeklindedir. Buradan (5.4.8) ve (2.2.8) denklemlerinden 

IIH H∗ ∗=  

olarak elde edilir. Böylece (5.3.2) göz önüne alınırsa, 

II II

ds
H H

ds
∗

∗

 =  
 

 

eşitliği bulunur. ■ 

 

Teorem 5.4.4. 3
1ℝ  deki M  ve M ∗  null paralel p -equidistant B-scrollarının dayanak 

eğrileri, sırasıyla, α  ve α ∗  olsunlar. Bu durumda α  nın null helis olabilmesi için 

gerek ve yeter şart α ∗  ın da null helis olmasıdır. 

 

Đspat. M  null paralel p-equidistant B-scrollunun dayanak eğrisi olan α  null helis 

olsun. Bu durumda Teorem 2.2.7 den 

sabittir.
κ
τ
=                (5.4.9) 

Böylece (5.4.9) eşitliği ve Teorem 5.1.1 den, 

  sabit

ds

ds

ds

ds

κ
κ κ
τ τ

τ

∗
∗

∗

∗∗
∗

 
 
 = = =
 
 
 

            (5.4.10) 

olarak bulunur. Yani α ∗  da null helistir. Tersi de doğrudur. ■ 

 

Sonuç 5.4.1. 3
1ℝ  deki M  ve M ∗  null paralel p -equidistant B-scrollarının dayanak 

eğrileri, sırasıyla, α  ve α ∗  olsunlar. O zaman harmonik eğrilikleri aynıdır. 
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Đspat. Sonucun ispatı Teorem 2.2.7 ve (5.4.10) denkleminden açıktır. ■ 

 

Teorem 5.4.5. 3
1ℝ  deki M  ve M ∗  null paralel p -equidistant B-scrollarının dayanak 

eğrileri, sırasıyla, α  ve α ∗  olsunlar. α  nın null slant helis olabilmesi için gerek ve 

yeter şart α ∗  ın da null slant helis olmasıdır. 

 

Đspat. M  null paralel p-equidistant B-scrollunun dayanak eğrisi olan α  null helis 

olsun. O halde Teorem 2.2.8 den α  aynı zamanda null slant helistir. (5.4.10) 

denklemi göz önüne alınırsa α ∗  ın null helis ve Teorem 2.2.8 den de α ∗  ın null slant 

helis olacağı açıktır. ■ 

 

Örnek 5.4.1. 3
1ℝ  de M  ve M ∗  null paralel p-equidistant B-scrollarının parametrik 

denklemleri, sırasıyla, 

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1
, ,cos ,sin , sin , cos

2 2 2

1 1 1
, 2,cos 2,sin 2 , sin , cos

2 2 2

s v s s s v s s

s v s s s v s s

ϕ

ϕ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

 = + − 
 

 = + + + + − 
 

 

olsun. (Şekil 5.4.1 ve Şekil 5.4.2) Bu durumda (3.2.2) ve (5.1.6) denklemlerinden,  

1κ κ∗ = = ,  
1

2
τ τ∗ = = −  

dır. Ayrıca (5.2.5), (5.2.10) denklemlerinden, M  ve M ∗ ın şekil operatörlerine 

karşılık gelen matrisler 

1
0

2
1

1
2

S S∗

 
 

= = 
 −
  

 

(2.2.7), (2.2.8) denklemlerinden, M  ve M ∗  açılamaz null paralel p-equidistant B-

scrollarının ikinci Gauss ve ortalama eğrilikleri arasında 

1

2
II IIK K∗ = = ,  

1

2
II IIH H∗ = =  

bağıntısı vardır. Son olarak da (5.2.5), (5.2.10) denklemleri ve asli eğrilik 

tanımından,  
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M  ve M ∗ ın asli eğrilikleri arasında, 

1,2 1,2

1

2
k k∗ = =  

bağıntısı mevcuttur. ■ 

 

 

 

Şekil 5.4.1. ( ) ( ) 1 1 1
, ,cos ,sin , sin , cos

2 2 2
s v s s s v s sϕ  = + − 

 
 null paralel p-equidistant  

                    B-scroll 

 

 

 

Şekil 5.4.2. ( ) ( ) 1 1 1
, 2,cos 2,sin 2 , sin , cos

2 2 2
s v s s s v s sϕ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ = + + + + − 

 
 null 

paralel p-equidistant B-scroll 



 

 

 
 
 
BÖLÜM 6. SONUÇLAR VE ÖNERĐLER 

 

 

Bu çalışmada orjinal bölüm dört alt bölümden oluşmaktadır. Đlk alt bölümde 3
1ℝ , 3-

boyutlu Minkowski uzayında null paralel p-equidistant B-scrollar tanıtılarak, bu B-

scrolların dayanak eğrilerinin eğrilikleri arasındaki ilişkiyi veren teorem ifade ve 

ispat edilmiştir. Böylece çalışmamızın diğer alt bölümlerinde de sık sık 

değineceğimiz bir teorem ifade edilmiştir. Orjinal bölümün ikinci alt bölümünde null 

paralel p-equidistant B-scrolların şekil operatörlerine karşılık gelen matrisler 

hesaplanarak, bu matrisler arasındaki ilişki verilmiştir. Üçüncü alt bölüm şekil 

operatörünün cebirsel değişmezleri olarak bilinen, null paralel p-equidistant B-

scrolların ortalama eğrilikleri, Gauss eğrilikleri, temel formları arasındaki ilişkiler ile 

bu ilişkiler ile ilgili bazı teorem ve sonuçlara ayrılmıştır. Son kısımda ise, açılamaz 

null paralel p-equidistant B-scrolların dralleri arasındaki ilişki ele alınmış daha sonra 

da açılamaz null paralel p-equidistant B- scrollar için yeni bir metrik tensör olarak 

göz önüne alınabilecek olan ikinci temel form için B-scrolların ikinci ortalama ve 

ikinci Gauss eğrilikleri arasındaki ilişkiler ele alınmıştır. Son olarak da null paralel p-

equidistant B-scrolların dayanak eğrilerinin null veya slant helis olma koşulları 

incelenmiştir. 

 

Bu çalışmada 3
1ℝ , 3-boyutlu Minkowski uzayında null paralel p-equidistant B-

scrollar için elde edilen teorem ve sonuçlar 1
n
ℝ , n-boyutlu Minkowski uzayında 

genelleştirilmiş null paralel p-equidistant B-scrollar için de araştırılabilir. 
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