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OZET

Anahtar Kelimeler: Plak titresimi, Elastik destekli plak, smir soniimii, frekans
parametresi

Bu tez calismasinda, karsilikli iki kenarindan basit mesnetli, diger iki kenar1 boyunca
dogrusal yaylar, burulma yaylar1 ve soniim elemanlariyla desteklenmis, ince bir plak
modelinin serbest titresimleri incelenmistir. Bu plak modelinin hareketine ait
diferansiyel denkleminin ¢6zlimii i¢in, polinomsal Fourier siniis serisi kullanilmistir.
Polinomsal Fourier serisi ¢6ziim fonksiyonu, kokleri plak boyutlariyla orantili, en
diisiik dereceden basit bir polinomla, Fourier siniis serilerinin siiper pozisyonundan
olusmaktadir. Co6ziim fonksiyonunda polinom kullanilmasinin nedeni, plakta
olusabilecek siireksizlik problemlerini onlemek i¢indir. Coziim fonksiyonu, sinir
sartlarina bagl olarak elde edilmistir. Daha sonra, bu ¢6ziim fonksiyonu kullanilarak,
elastik destekli ve simir soniimlii ince plagin diferansiyel denklemi, Galerkin
prensibiyle ¢oziilmiis, dogal frekanslar ve frekans parametreleri elde edilmistir.
Cesitli sonim degerlerine gore, sonliimlii plak modeli i¢in kok degerleri elde
edilmistir. Baslangi¢ sartlar1 verilerek gerekli katsayilar elde edilmis ve plagin
sOniimlii serbest titresim ¢ozimii bulunmustur.

Mevcut model ve metot literatiirdeki soniimsiiz durum i¢in yapilmig ¢alismalarla
birlikte degerlendirilerek, yapilan ¢alismanin dogrulugu gosterilmistir. Sinir sartlarini
da i¢inde barindiran polinomsal Fourier siniis serisi ¢dziim fonksiyonunun, elastik ve
soniim destekli ince plaklarin ¢oziimiinde, giivenilir bir sekilde kullanilabilecegi
gosterilmistir. Elde edilen sonuglardan ve grafiklerden, plak kenarlarina yerlestirilen
soniim  elemanlarinin, plak titresimlerinin  azaltilmasinda kullanilabilecegi
gorilmiistiir.

Plaklarla ilgili sayisiz ¢alismalar yapilmistir. Plak titresim literatiiriinde, sinir
soniimlii  plaklarin serbest titresimleriyle 1ilgili calismalarin yetersiz oldugu
goriilmistiir. Bu c¢alismada elastik ve soniim mesnetli ince plaklarin serbest
titresimleri incelenerek literatiirdeki eksiklige katki yapmak amaglanmistir. Tim
hesaplarda, klasik plak teorisi olarak ta isimlendirilen Kirchhoff plak teorisi
kullanilmastir.

X



INVESTIGATION OF VIBRATIONS OF PLATES WITH
ELASTIC AND DAMPING SUPPORT

SUMMARY

Keywords: Vibration of plate, Elastic supported plate, boundary damping, frequency
parameters

In this study, free vibrations of a thin plate supported by linear, torsion springs and
damping elements along two edges and simple supports on the other edges are
examined. Fourier sine series is applied in order to solve the differential equation.
Fourier solution function is formed by superposition of Fourier sine series and
minimum degree polynomial. In solution function, polynomial is used in order to
prevent discontinuity problems. Solution functions are dependent on boundary
conditions. Differential equation of plate with elastic and damping is solved by
Galerkin principle and frequency and frequency parameters are obtained using the
solution function. For damping plate the root values are found with regard to various
damping values. The required coefficients are gained by setting initial values and the
solution of damping free vibration of the plate is obtained.

The existing method is evaluated concerning undamped conditions indicated in
literature and the accuracy of the study is determined and presented. It is also
introduced that solution functions of Fourier sine series are applied credibly to
solutions of thin plates supported by elastic and damping. It is seen from the results
that damping elements positioned on the edges of the plate can be also used to reduce
plate vibrations.

There are numerous studies on plates. It is observed that there are not adequate
studies on the free vibration of plates with boundary damping. In this research, free
vibration of plates with elastic and damping support is investigated. The classical
Kirchhoff’s Plate Theory is applied.

Xiv



BOLUM 1. GIRiS

1.1. Plaklar

Plaklar, kalinlik olarak ifade edilen bir boyutunun, diger iki boyutundan oldukga
kiigiik olan diizlemsel elemanlar olarak ifade edilmektedir. Baska bir ifadeyle, h
kalinlikli diiz bir yiizeyle ifade edilen yapisal elemanlardir. Plagin alt ve iist
sinirlarini olusturan alt ve st yiizeylere +h/2 mesafedeki diiz yiizey, plagin orta
yiizeyi olarak isimlendirilmektedir. Plak kalinli§1 sabit olabildigi gibi, degisken
kalinliklida olabilmektedir. Orta diizlemlerinin geometrilerine gore dikdortgen,

dairesel, elips, liggensel vb. plaklar seklinde isimlendirilirler.

Miihendislik uygulamalarinda siklikla kullanilan plak ve plak tipi yapilar, son
yillarda 6zel 6nem kazandi. Miihendislik yapilarindaki yapisal bilesenlerin 6nemli
bir kismimi plaklar olusturmaktadir. Zemin ve temel yapilar, ince duvar paneller,
baraj ve kanal kapaklari, koprii yapilar, otomotiv kaportasi ve bazi pargalari,
demiryolu araglarinda kullanilan levha tipi pargalar, hard disklerde kullanilan g¢ok
ince dairesel diskler vb. plak elemanlara 6rnek olarak verilebilir. Plaklar ayni
zamanda gemi, uzay ve havacilik endiistrisinde de vazgecilmezdirler. Ornegin bir
ucak kanadi ve govdesi komple bir plak yap1 olusturdugu gibi, ayn1 zamanda bir¢ok
plak bileseni de icermektedir. Uydular da, biinyesinde ¢ok 06zel plak elemanlar
barindiran bir siiper yapi olarak isimlendirilmektedirler. Ayni sekilde makine
endiistrisinde genellikle tim makineler, mikro boyutlardan ¢ok biiyiilk boyutlara
kadar, plak eleman icerebilmektedirler. Plaklarin birgok uygulama alanlarindan
bazilari, asagidaki sekillerde (Sekil 1.1, Sekil 1.2, Sekil 1.3, Sekil 1.4,Sekil 1.5)

goriilmektedir.



Sekil 1.4 Otomobil ve uydu



Sekil 1.5 Yolcu ugagi ve mekik [1]

Plak genis bir kismi, elastisite teorisi denklemleri vasitasiyla analiz edilmektedir.
Bazi plaklarin diferansiyel denklemlerinin kesin ¢6ziimleri, sadece belirli sinir ve
yiikleme sartlar1 icin elde edilebilmektedir. Bir¢cok plak problemleri i¢in ¢esitli enerji
metotlari, analitik ¢oziimlere yakin sonuglar verebilmektedir. Bilgisayar
teknolojisinin ve kullaniminin geligsmesiyle, sayisal ¢oziim teknikleri artarak, kayda
deger bir 6nem kazandi. Sayisal ¢oziim tekniklerinden sonlu elemanlar metodu, diger
metotlara gore daha ¢ok kullanilmaktadir. Plak ¢6ziimleri i¢in sonlu farklar, sinir
eleman, 1zgara, sonlu seritler vb. gibi metotlar da mevcuttur. Analitik metotlara 6rnek

olarak ise, Navier, Levy, siiper pozisyon vb. gibi metotlar verilebilir.

Plak teorisindeki amag, yiiksiiz veya belirli bir yike maruz plaktaki, gerilme,
deformasyon, titresim gibi statik ve dinamik parametrelerin hesaplanmasidir.
Dolayisiyla bir plagin titresim karakteristiklerini elde etmek miimkiindiir. Ug boyutlu
stirekli bir plagin ele alinabilmesi igin, ¢ok gii¢lii ve karmasik bir elastik analiz
gerekmektedir. Matematiksel zorluklar igerdigi igin, boyle karmasik bir yaklasim
yeterince pratik olmaz. Bu tiir zorluklarin istesinden gelebilmek igin, problem

genellikle iki boyutlu bir probleme dontistiiriilmektedir.

Bir plagin egilme 6zellikleri biiyiik 6lciide, kalinlig ile diger boyutlar1 arasindaki
kiyaslamalara baglidir. Plaklar bu boyutsal 6zelliklerine ve deformasyon sekillerine
gore degisik kaynaklarca farkli siniflandirmalara tabii tutulmuslardir. Ornegin

Timoshenko ve Woinowsky [2] plaklari, “kalin plaklar, kiiglik ve biiyiik sehimli ince



plaklar” olarak tige ayirmislardir. Szilard [3] plak kalinliginin, plak boyutlarina
oranlarinin degisimine gore, “Membranlar, ince plaklar, orta dereceli kalin plaklar ve
kalin plaklar” olarak plaklart dort farkli sekilde siniflandirmistir. Ventsel ve
Krauthamme [4], “kalin plaklar, membranlar ve ince plaklar” seklinde lige ve ince
plaklart da kendi arasinda “rijit plaklar ve biikiilgen plaklar” olarak ikiye
ayirmiglardir. Plak kalinliginin, plagin tipik boyutlarindan birinin oraninin derecesine

(a/h) gore, plaklar asagidaki gibi kategorize edilebilir (Sekil 1.6).

Kalin plaklar: Kalinlik ile geniglik oraninin degisimi, yaklasik olarak a/h < 8...10
olan plaklardir. Bu tiir plaklar, kati cisimlerde oldugu gibi, gerilme, gerinim ve yer

degistirme bilesenlerine bagli analizleri igerir (Sekil 1.6-d).

Membranlar: Plak genisliginin kalinligina oran1 a/h > 80 ...100 araliginda olan,
cok ince plak elemanlardir. Plak orta yiizeyi lizerinde hareket eden, eksenel gerilme
kuvvetleri ve kayma kuvvetleri etkisinde olan yiikler tasirlar. Bu eksenel gerilme ve
kayma kuvvetlerine membran kuvvetleri de denilmektedir. Egilme rijitlikleri mevcut
degildir (Sekil 1.6-b).

Ince plaklar: Genislik kalmlik oranlar1 degisimleri 8...10 < a/h < 80 ...100 olan,
membranlar la kalin plaklar arasinda kalan ve en genis grubu temsil eden plaklardir.
Plagin maksimum ¢okmesini ifade eden w ile h kalinliginin oranina (w/h) bagh
olarak, egilme ve membran kuvvetleri farkliliklar gosterir. Bu yiizden (w/h) oranina
bagli olarak ince plaklarda kendi arasinda, rijit plaklar ve biikiilgen plaklar olarak

ikiye ayrilir.

Rijit plaklar: Eger w/h < 0.2 ise rijit plak olarak isimlendirilir. Kii¢iikk sehimli
plaklar olarak ta isimlendirilirler. Egilme rijitlikleri mevcuttur. Cogunlukla egilme ve
burulma momentleri ve kesme kuvvetleri etkisi altindadirlar. Orta diizlem
deformasyonlari ve membran kuvvetleri ihmal edilirler. Pratik olarak miihendislikte,
aksi belirtilmedikce plak teriminden rijit plaklar tabiri anlagilmaktadir. Rijit plaklar
bazi 6nemli basitlestirmeler icermektedir. Bu tez ¢alismasinda da bu tiir ince plaklar

g0z oniine alinmigtir (Sekil 1.6-a).



Biikiilgen plaklar: Eger sehimler w/h > 0.3 gibi belli bir diizeyden biiyiikse,
biikiilgen plaklardan s6z etmek daha dogru olur. Bu plaklar, biiyiik sehimli plaklar
olarak ta isimlendirilirler. Bu tiir plaklarda orta diizlemin, yatay olarak ta yer
degistirmesi miimkiin olmaktadir. Boyle plaklar, hem rijit plaklarin hem de
membranlarin birlesimini ve Kkarakteristiklerini sunarlar. Yani egilme ve burulma
momentleri, kesme kuvvetleri ve membran kuvvetleri (eksenel gerilme ve kayma
kuvvetleri) etkisi altindadirlar (Sekil 1.6-c). Plak sehimleri, kalinligina gore daha
yiiksek oldugu zaman, membran hareketi hakim olur. Bu yiizden, w/h > 5 oldugu
zaman biikiilme gerilmeleri, membran gerilmelerine goére ihmal edilebilecek kadar

kiictik kalir.

p_ = Yanal yiik P
Z
Bumilma
/ momenti
/ Merkezi
}/ Esenel kayma kuvveti
/ Eesme kanveti zeritme farvveti

(Transverse shear)

(a) _ (b)
Hu
2 i ‘ v,
Y

h dz}:

Egilme momenti

(=9

-
1]

=

¥ —

dx =1
(©) (@
Sekil 1.6 Plak gesitleri a) Plak b) Membran c) Biikiilgen plak d) Kalin plak [3]

Plak yapilar ayn1 zamanda, diizlemsel tasiyicilar grubuna girmektedir. Diizlemsel
tastyicilar, dis yiiklerin etki bigimine gore plak, levha, derin kirig, 6n gerilmeli plak
gibi ¢esitli gruplara ayrilabilmektedir (Sekil 1.7). Buna gore dis yiikler, orta diizleme
sadece dik etkiyor ise “plak”, sadece orta diizlem iginde etkiyor ise “levha (disk)” ve

her iki sekilde de etkiyor ise “On gerilmeli” plak ¢aligmas1 s6z konusudur. Arica, orta



yiizey diizlem degil de egri bir yiizey ise, o zamanda kabuk calismasindan so6z

edilmektedir.

(a) ) ©
Sekil 1.7 Diizlemsel tastyicilar a) Plak b) Levha c) On gerilmeli plak

Ince plaklarin matematiksel modelleri ise bes farkli gruba ayrilmaktadir. Bu
modellerin ilk ii¢ii elastik modeller olup, Kirchhof modeli, Mindlin-Timoshenko
modeli ve von Karman modelidir. Genig aralikli viskoelastik plak modeli ve
termoelastik plak modelleri ise diger iki modeldir [5]. Yine bu tez ¢alismasi igin,

Kirchhoff modeli s6z konusudur.

Yapisal mekanigin gelisimi tamamen statik problemlerin arastirilmasiyla baglarken,
plaklar iizerine yapilan ilk analitik ve deneysel caligmalar, neredeyse tamamen

serbest titresimler tizerine yogunlagmustir [3].

L.Navier, basit destekli dikdortgen plaklarin belirli sinir deger problemlerinin
¢6zlimii i¢in, Fourier tarafindan tanitilan ¢ift trigonometrik serilerinin kullanimiyla,
diferansiyel denklemi cebirsel ifadelere dontistiiren kesin bir metot tanittr. Ancak,
Navier daha karmagik plak problemlerinin ¢6ziimiinde basarisiz oldu [3,4,6].
Karsilikli iki kenarindan basit mesnetli diger kenarlar serbest dikdortgen plaklarin

¢oziimi Levy tarafindan basarili olarak ¢oziildii [4,6].

Gustav R. Kirchhoff’un ince plak teorisi {izerine onemli bir tezi Almanya’da
yayinlandi. Kirchhoff bu tezde, suan plak egilme teorisinde Kirchhoff hipotezi olarak
bilinen ve biiyiik kabul goren, iki temel varsayim iizerinde durdu. Kirchhoff’un plak
teorisine diger 6nemli katkisi, plaklarin frekans denklemini kesfidir [4]. Kirchhoff,

biiyiik sehimli plaklar tizerine de yararli caligmalar yapti [3].



Yirminci yiizyilin baslarinda gemi insa endiistrisinde, ahsap malzemelerle birlikte
yapisal ¢elikler de kullanmaya baslayinca, plak teorilerinin gelisimi hizlandi. Rus
bilimciler, matematiksel elastisite teorilerini kullanarak, plak teorilerine 6nemli
katkilarda bulundular. En basta gelen bilimciler Krylov, Boobnov, Galerkin ve
ozellikle Timoshenko sayilabilir [4,7]. Timoshenko ve Woinowsky’in “Teory of
Plates and Shells” isimli kitab1 [2] ve daha birgok ¢alismasi, bilim insanlarinin

vazgecilmez kaynaklar1 arasinda yerini korumaktadir.

II. Diinya savasi yillarinda, modern ugak endiistrisinin gelismesiyle, gesitli plak
problemlerinin daha ciddi ve hizli ¢6ziimiine ihtiyag duyulmasi, Wagner, Levy,

Bleich, Federhofer gibi iinlii bilimcilerin dogmasina sebep oldu [3].

E.Reissner, kayma kuvvetlerinin sebep oldugu deformasyonlari da hesaba katan bir
plak teorisi gelistirdi [4]. Mindlin, kayma deformasyonlarina, donme atalet
momentlerini de ekleyerek, plak titresim teorisi gelistirdi. Elastik plaklarin
matematiksel titresim teorilerini anlattig1 kitabi [8], 1955 yilinda yaymlandi. Mindlin
plak titresimleri ile ilgili ayrintili bilgi igin, Liew’in [9] kitabina bakilabilir. Son
yillarda Reissner-Mindlin kalin plak teorileri, biiyiik ilgi gormektedir.

Giintimiizde, plak g¢alismalarina Oonemli katki saglayan arastirmacilardan biride,
A.W Leissa’dir. Plaklarin serbest titresimlerinin mod bigimleri ve frekanslari ile ilgili
bir¢cok faydali bilgi ve yiizlerce literatiir arastirmasini igeren kitabi, plak titresimleri
alanindaki arastirmacilar ig¢in vazgegilmez kaynaklar arasindadir [10]. Yukaridaki
referanslardan bagka, plak teorilerinin tarihi hakkinda daha ayrintili bilgi igin,
Timoshenko [11], Soedel [12] ve Rao’nun [13] kitaplarina bakilabilir.

1.2. Plak Titresimleri Uzerine Yapilan Giincel Calismalar

Plak teorilerinin geligmesinin su anki oldugu safha, yiiksek giivenilirlikli, modern,
hizl1 bilgisayar teknolojilerinin gelismesiyle, tamamen bilgisayar destekli sayisal
metotlarla, daha karmasik, degisik yiikleme tipleri, ¢ok ¢esitli ve karmasik sinir
kosullu, cesitli fiziksel etkiler gibi birgok etmenin hepsinin birden tanitilip

¢Oziilebilmesi asamasidir.



Bu tez caligmasinda ele alinan kare plaklarin serbest titresimleriyle ilgili ¢alismalar,
yakin zamanda Leissa tarafindan yapilmistir [14]. Kenarlara destek olarak
yerlestirilmis Kkirislerin, plak titresim tizerine etkisi Elishakoff and Sternberg
tarafindan arastirildi. Onlarin inceledigi plak modeli karsilikli iki zit kenarindan kiris
destekli, diger karsilikli iki kenarindan ise basit mesnetliydi [15]. Elishakoff ve
birka¢ arkadasi, ayni plagin basit mesnetli kenarlarina da kiris yerlestirerek, tim

kenarlarindan kiris destekli plagin titresimlerini incelediler [16].

Gorman’in, ¢esitli plak problemlerinin ¢oziimii icin, gelistirdigi siliperpozisyon
metoduyla ilgili birgok ¢aligsmasi vardir. Ornegin, sadece bir kenarindan tutturulmus,
diger kenarlarindan serbest dikdortgen bir plagin serbest titresimlerini, siperpozisyon
metoduyla incelemistir [17,18,19]. Singhal ve Gorman, rijit nokta destekli ve
desteksiz, kismi olarak ankastre dikdortgen plaklarin serbest titresimini ayni metodla
incelediler [20]. Gorman kendi siiperpozisyon metodunu dogrulamak ig¢in, nokta
destekli kalin plaklarin serbest titresimleri i¢inde kullandi [21]. Arkadasi1 Singhal ile
birlikte, sadece bir kenarindan tutturulmus ve siireksizlik 6zelligi gosteren dikdortgen
plaklarin  titresim analizini, yine siiperpozisyon yoOntemiyle incelediler.
Siiperpozisyon metodunu Galerkin metoduyla genisleterek, tiim kenarlarindan
serbest ve ankastre dikdortgen plagin serbest titresim analizi i¢in kulland1 [22].
Koselerinden simetrik olarak kirislerle destekli dikdortgen plaklarin serbest titresim
analizini, ankastre ve basit mesnetli dikdortgen plaklarin diizlem titresimlerinin
analitik ¢oziimlerini yapti1 [23,24,25]. Basit destekli dikdortgen plaklarin serbest
diizlem titresimleri i¢in, kesin ¢oziimler elde etti [26]. Stiperpozisyon metoduyla plak

titresim analizleri i¢in gerekli bilgileri bir kitapta topladi [27].

Badel ve arkadaslar1 [28] Rayleigh-Ritz yaklasimiyla klasik kenar sartli plaklarin,
Kobayshi ve meslektaslar1 [29] Ritz metoduyla nokta destekli dikdortgen plaklarin,
Gutierrez ve Laura [30] elastik destekli dikdortgen plaklarin, Hyde ve digerleri [31]
Ritz metoduyla diizlem gerilme etkisi altindaki izotropik dikddrtgen plaklarin,

diizlem titresimleri ile ilgili calismalar yaptilar.

Vel ve Batra, basit destekli dikdortgen plaklarin {i¢ boyutlu serbest ve zorlanmis

titresimlerini, sinir sartlarin1 saglayan uygun yer degistirme fonksiyonlar1 secerek



incelediler [32]. Kenarlarinin bir kisminda basit mesnetli, bir kisminda ankastre
mesnetli dairesel ve dikdortgen plaklarin titresimleri, Vera ve meslektaglar
yardimiyla, siir sartlarinin perturbasyonu uygulamasiyla incelenmistir [33]. Basit
destekli ve ara bolgelerden keyfi kolon destekli ince dikdortgen plaklarin serbest
titresimlerinin kesin ¢dziimiinii, Zhou ve Ji birlikte yaptilar [34]. Ug farkli klasik
siir sartlt ince dikdortgen plaklarin serbest titresim analizinin kesin ¢dziimlerinin,
Bessel fonksiyonlari ile de elde edilebilecegini Wu, Liu ve Chen birlikte gosterdiler
[35]. Bahrami ve arkadaslar1 Kirchhoff plaklarinin serbest titresimlerini, dalga
denklemleri yaklagimiyla analitik olarak ¢ozdiiler [36]. Low ve arkadaslari, gesitli
yerlerinden kiitle ekli, ankastre ve basit mesnetli dikdortgen plaklarin titresim
analizini, hem deneysel hemde teorik olarak yapip karsilastirdilar [37]. Plak
problemleri ig¢in kullanilan klasik yontemlerin ¢ogunun, yeterli yaklasiklikta
olmadigimi belirten Lim ve arkadaslari, dikdortgen Kirchhoff plaklarinin serbest

titresimlerinin kesin ¢oziimleri i¢in yeni bir yaklasim gelistirdiler [38].

Elastik temeller {izerine oturan plaklar {izerine de cesitli arastirmalar yogun sekilde
devam etmektedir. Huang ve Thambiratnam [39], sonlu 1zgara metodu ile elastik
temel ve elastik destekler tizerinde oturan plaklarin analizini yaptilar. Hsu [40],
iizerinde belirli sayida kiitle bulunan, elastik temel lizerinde oturan dikddrtgen
plaklarin titresim karakteristiklerini arastirdi. Civalek, elastik temel tizerine oturan

plak problemleri i¢in, detayli bir literatiir taramasi yapt1 [41].

Son yillarda klasik olmayan sinir sartli, noktasal kiitlelerle, yaylarla ytiklii ve elastik
sinir sartlarina haiz plak titresim problemleri lizerine yapilan ¢aligmalar, bir hayli
artmaya basladigi gozlenmektedir. Kiitleli ve g¢esitli yay modifikasyonlu plak
modelleri, bir¢ok miihendislik yapilarinda kullanilmaktadir [42]. Genel olarak
noktasal kiitleler, dogrusal ve burulma yaylar1 gibi elemanlar tasiyan plaklara
literatiirde “constrained plak”, tasimayan plaklara ise “unconstrained plak”
denmektedir. Unconstrained plaklarla ilgili caligmalar literatiirde siklikla mevcuttur
ve ¢oziimleri genellikle basittir. Constrained plak ¢aligsmalar1 ise karmasikligindan
dolay1r daha azdir [43]. Cheung ve Zhou, statik kiris fonksiyonlarini kullanarak,
kenarlarindan ve ara hatlarda elastik destekli anizotropik dikdortgen plaklarin

titresimlerini, Rayleigh-Ritz metodunu da kullanarak incelediler [44]. Benzer bir
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caligmayr Huang ve Thambiratnam [45], sonlu i1zgara yontemini uygulayarak
gerceklestirdiler. Siiperpozisyon metodu {izerine birgok ¢aligsmasi bulunan Gorman,
stiperpozisyon metodunu elastik mesnetli plaklarin diizlem titresimleri i¢inde
uyguladi [46].

Son yillarda plak problemi ¢éziimlerinde, kiris fonksiyonlar1 ve modifikasyonlarinin
sikea kullanildigir gériilmektedir. Zhou, uygun statik kiris fonksiyon setleri
tamimlayarak Rayleigh-Ritz metoduyla, klasik ve elastik sinir sarthi plaklarin dogal
frekanslarin1 elde etti [47,48]. Lee ve adas1 tanimladiklar1 yeni bir kiris fonksiyon
setini, elastik nokta destekli plak titresim problemi igin yine Rayleigh-Ritz
metoduyla birlikte kulland1 [49]. Zhou ve Cheung daha once kullandiklar1 benzer

statik kirig fonksiyonlarini bu kez anizotropik ince plaklar i¢in kullandilar [50].

Li ve Daniels [51], kenarlarindan dogrusal ve burulma yaylariyla elastik olarak
mesnetli ve iizerinde noktasal kiitle ve yaylarla keyfi olarak yiiklii plaklarin
titresimlerinin ¢6ziimii igin, i¢inde yardimci polinom barindiran, trigonometrik
serilerden olugan bir Fourier siniis serisi yaklasimi onerdiler. Li daha sonra [52],
mevcut elastik siirlt ve yiiklii plak modelini, basit mesnetli kenarlarina da elastik
yaylar yerlestirerek, tiim kenarlari elastik olarak sinirli plak modeline doniistiirdii ve
Rayleigh-Ritz metoduyla ¢6ziimiinii gésterdi. Du, Li ve diger meslektaslar1 [53,54],
polinomlu Fourier serili kendi ¢oziim metotlarii kullanarak, tiim kenarlarindan
elastik olarak simirlandirilmis plaklarin, diizlem ve normal titresimlerinin analitik
coziimlerini elde ettiler. Aym1 ¢6ziim yontemini gelistirerek, anizotropik plaklarin
statik ve dinamik ¢6ziimleri ve uniform olmayan elastik sinirli dikdoértgen plaklarin
¢oziimleri i¢inde kullandilar [55,56]. Elastik sinirli plak ¢alismalarina devam eden
Du, Li ve diger arkadaslar, elastik olarak desteklenmis plak modellerine, baska bir
plagi belirli agilarla birlestirerek daha karmasik ve zor bir model olusturdular ve
serbest titresimlerini incelediler [57]. Ayn1 yazarlardan Zhang ve Li, kendi Fourier
serisi metotlarini, elastik destekli plak modellerinden yayilan sesin incelenmesi i¢in
de kullanarak, verimli ¢aligmalarina devam etmektedirler [58]. Dal ve Morgiil [59],
polinomsal Fourier serilerini kullanarak, elastik destekli plaklarin statik ¢oziimiinii

gerceklestirdiler.
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Zarubinskaya ve Horssen, sinirlarinda elastik destekli plaklarin serbest titresimleri
[60] ve sinir soniimlii bir kirigin salinimlart [61], daha sonrada Hijmissen ile birlikte
Horssen yine ucunda kiitle olan sinir sontimlii dikey kiris titresimleri [62] ile ilgili

calismalar yaptilar.

1.3. Tezin Amaci ve Kapsam

Literatiir ¢alismalar1 tarandiginda, plak titresimleriyle ilgili, uzun yillardan beri
yogun sekilde c¢aligmalarin ve arastirmalarin yapildigi ve halada ayni yogunlukta
devam ettigi gozlenmektedir. Buda plak titresim problemlerinin, giincelligini hala
korudugunu gostermektedir. Clinkii titresim problemlerinin ¢dziimleri, her seyden
once cok giiclii diferansiyel denklem, elastisite teorisi, titresim teorisi, sayisal ve

analitik ¢oziim teknikleri, hatta yazilim vb. gibi bilgi ve beceri gerektirmektedir.

Bu tez ¢alismasinda, Li ve Daniels’in [51], karsilikli iki kenarindan basit mesnetli,
diger iki kenari boyunca ise dogrusal ve burulma yaylariyla desteklenmis plak
modeli g6z Oniine alinmistir. Olusturulan plak modelinin diferansiyel denkleminin
¢ozimi i¢in, Li ve Daniels’in ¢6ziim yaklasimi ele alinmistir. Li ve Daniels’den
farkli olarak, farkli sinir sartlari, ¢esitli terim sayilari, farkli dogrusal ve burulma yay
degerleri i¢in frekans parametreleri hesaplanmistir. Elde edilen ¢o6ziimler, ilgili
referanslar ile karsilastirilmis ve metodun dogrulugu goriilmiistiir. Literatiirden farkli
olarak, daha yiiksek modlar i¢in dogal frekanslar ve frekans parametreleri elde
edilmis ve bazi mod bigimleri gésterilmistir. Literatiirde benzeri olmayan ve ihtiyag

hissedilen sinir soniimlii plak icin, serbest titresim ¢oziimleri yapilmistir.

Elastik destekli ve sinir soniimlii plak modelinin hareketine ait diferansiyel denklem
olusturularak, sinir sartlar1 belirlenmistir. Fiziksel 6zellikleri, diferansiyel denklemi
ve sinir sartlariyla birlikte mevcut plak problemi, baslangig-sinir deger problemi
olarak tanimlanabilir [63]. Bu sinir deger probleminin ¢6ziilebilmesi iginde plak yer
degistirme fonksiyonu i¢in, uygun polinom, trigonometrik siniis ifadeleri ve iistel
fonksiyon igeren bir Fourier serisi yaklagimi kullanilmigtir. Li ve Daniels’in [51]
polinomsal ¢6ziim fonksiyonu, uygun soniim sartlar1 géz 6niine alinarak, bu ¢alisma

icin yeniden diizenlenmistir. Diferansiyel denklem Galerkin metodu ile ¢oziilerek,
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frekans parametreleri, yay katsayilari, soniim Katsayilari ve aralarindaki iligkiler
incelenmistir. Ayrica, mevcut problemin ¢oziilebilirligi gosterilmis ve soniim
elemanlar1 plak kenarlarinda, kullanilarak plak titresimleri {iizerine etkisi

incelenmistir.

Yukarida verilen literatiir taramasi, giincel baz1 6nemli ¢alismalarin 6zetlenmesinden
ibarettir. Mevcut plak literatiirii incelendiginde; ortotropik, kompozit [64], sandvig
[65], fakl1 kalinlikli, delikli vb. plaklarin, farkli mesnet ve destek kombinasyonlart ile
dogrusal ve dogrusal olmayan titresimleri iizerine yogunlasma oldugu goriilmektedir.
Zarubinskaya ve Horssen [63], dikdortgen plaklarda sinir soniimii ile ilgili yaptiklari
caligmalarinda, bu konu ile ilgili calismalarin eksikligine 6zellikle vurgulayarak
belirtmislerdir. Zarubinskaya ve Horssen; mevcut problemin dogrusal olmayan plak
diferansiyel denklemini dogrusallastirarak, degiskenlerin ayriklastirilmas: metoduyla
¢ozmis ve plak parametreleriyle soniim oranlari1 arasindaki iligkileri, analitik olarak
vermislerdir. Ancak, sadece matematiksel ¢oziim yapmuslar, fiziksel ve plak

titresimleri agisindan yeterli agiklayici sonuglar ortaya koymamislardir.

Yapilan bu caligmada, Zarubinskaya ve Horssen’nin [63] makalelerinden farkli
olarak; benzer bir plak modeli kullanilmakla birlikte, plagin diferansiyel denkleminin
¢oziim kabulii olarak, polinomsal Fourier siniis serisi, ¢6zim metodu olarak ta
Galerkin ayriklagtirma metodu kullanilmistir. Ayrica, ¢esitli mesnetli plaklarin dogal
frekanslar1 ve frekans parametreleri de hesaplanarak, mod sekilleri elde edilmistir.
Bundan baska, yay-soniim katsayilariyla plagin mod sekillerinin degisimi
incelenmis, Kritik soniimler ve kritik sontimleme zamanlar1 tahmin edilmeye

caligtlmigtir. Sontimiin plak kenarlarinda kullanilabilecegi gosterilmistir.

Plak c¢alismalarinda, plak titresimlerinin kontrolii de 6nemli bir yer tutmaktadir.
Mevcut plak titresimlerinin kontrolii, daha ¢ok plak {izerine veya altina yerlestirilen
kiitle, yay ve soniim elemanlarindan olusan fakli titresim absorberleriyle [66,67],
kompozit plak yontemleriyle, bir katmani séniim 6zelligi yiiksek malzeme ya da bir
akigkan igeren sandvig plaklarla [68], aktif titresim kontrolleriyle [69] yapilmaktadir.
Baglangigta bu calismanin hedefleri arasinda bulunan, ER (Elektro-Rheological)
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stvili [70] ve MR (Magneto-Rheological) sivili sandvig¢ veya kompozit plaklarin,

yari-aktif titresim kontrolii konusu da, ¢alisilmasi gereken alandir [71,72].

Yapilan bu calisma ile pasif titresim kontrolii i¢in gerekli olan, yay ve soniim
degerleri tahmin edilebilecektir. Burada kontrol i¢in etken eleman sonim
elemanlaridir. Eger plagin siirlarindaki klasik viskoz soniim elemanlar1 yerine,
kontrol edilebilirligi kolay ve ekonomik MR veya ER damper [73] gibi soniim
clemanlar1 yerlestirilirse, plak titresimleri yari-aktif kontrol edilebilecektir.
Titresimlerin kontrol altinda tutulmasiyla, ¢esitli yiiklere maruz plaklarda meydana
gelebilecek hasar, catlak, kirilma vb. deformasyonlar [74,75] azaltilarak, plak

sistemlerinin daha stabil [76] ve uzun 6miirlii olmas1 saglanacaktir.

Yukaridaki kisimlarda; plaklarin tanitimi, kullanim alanlari, plak tipleri, plak
problemlerinin ¢6ziim yollari, konuyla yakindan ilgili literatiir ¢alismalari, tezin

kapsami, amaci, ¢6ziim metodu ve hedefi hakkinda bilgiler verilmistir.

Tezin ikinci boliimiinde; ince plak teorisi (Kirchhoff plak teorisi) tanitimi, elastisite
teorisi denklemlerine dayanarak, ince plagin hareketine ait diferansiyel denklemin
¢ikartilmasi, plak titresim teorisi hakkinda bilgiler verilmektedir. Ugiincii boliim;
kenarlarindan dogrusal ve burulma yaylariyla elastik destekli ve siir sontimlii plak
modelinin olusturulmasi, sinir sartlarinin belirlenmesi, sinir sartlarina bagl ¢6ziim
fonksiyonunun elde edilmesi, plak diferansiyel denkleminin Galerkin metoduyla
coziilerek frekans parametrelerinin ve mod bigimlerinin elde edilmesi asamalarindan
olusmaktadir. Dordiincli boliimde sayisal ¢oziimler yapilmistir. Cesitli soniimlii ve
sonlimsiiz sinir sarth plak modelleri olusturularak, bu modellere ait frekanslar ve
frekans parametreleri ve mod bigimleri elde edilmis ve bazilar1 referanslarla
karsilastirilmistir. Yay ve soniim katsayilariyla mod sekilleri degisimi gdsterilmistir.

Besinci boliimde, elde edilen sonuglarin degerlendirilmesi yapilmistir.



BOLUM 2. KLASIK PLAK TEORISI

2.1. Giris

Klasik plak teorisi, elastisite teorisinin dnemli bir 6zel uygulama alanidir. Bilindigi
gibi elastisite teorisi, elastik cisimlerde kuvvet, yer degistirme, sekil degistirme ve
gerilmeler arasindaki iligkileri inceler. Bunu yaparken inceledigi cisimlerin dogrusal-
elastik, homojen ve izotrop oldugunu varsayar. Elastik plak teorisi ise, 6zel olarak
plak problemlerini ve matematiksel ¢oziim yollarini arastirir. Plak problemine giris
kisminda belirtildigi gibi yapi, gemi, ucak, uydu, makine, otomotiv, koprii, tibbi
cihazlar vb. gibi birgok miihendislik alaninda plaklarla karsilasilmaktadir.

Bir plagin dogrusal bir davranig gosterebilmesi i¢in, ince plagin titresim genligi, plak
kalmliginin 1/10’u kadar veya daha az olmasi gerekmektedir [1]. Aksi takdirde
dogrusal olmayan plak teorisini goz 6niinde bulundurmak gerekmektedir. Ince plak
deyimi, plak kalinhigmin genisligine orani gibi belirli oranlarla ifade edilse de,
aslinda goreceli bir kavramdir. Bunun i¢in ince plak deyince, kayma
deformasyonlarinin yok sayilabilecegi kadar ince, diizlem i¢i membran kuvvetlerinin
(eksenel gerilme ve merkezi kayma kuvvetlerinin) yok sayilacagi kadar kalin plak

algilanmaktadir [6].

Deformasyon analizleri icin, kirislere benzer olarak plaklarda da bircok teoriler
vardir. Bu teoriler genel olarak “ince plak teorisi” ve “kalin plak teorisi” olarak iki
onemli kategoriye ayrilmistir. Bu tez calismasinda, “klasik plak teorisi” veya
“Kirchhoff plak teorisi” olarak ta isimlendirilen “ince plak teorisi” ele alinmustir.
Kirchhoff plak teorisi en eski plak teorisidir [77]. Adindan da anlasilacag1 gibi plak
egilme teorisi tam olarak ilk kez Gustav R. Kirchhoff (1824-1887) tarafindan
gelistirilmistir. Klasik plak teorisi, plak denkleminin elde edilmesinde, eksenel ve

kayma deformasyonlarini1 ihmal ederek, sadece egilme terimlerini kullanir. Ayrica
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orta yilizeyin normali, deformasyondan sonra da ylizeye dik kalir. Kalin plak teorisi
ise, eksenel ve kayma deformasyonlarini da igerir. Kalin plak teorisi ayn1 zamanda
“Reissner-Mindlin plak teorisi” veya “kayma deformasyon plak teorisi”’ olarak ta
isimlendirilmektedir [78,79].

Bir plagin her iki yiizeyinden, plak kalinhigmin yarist (+h/2) kadar uzaktaki
noktalarin olusturdugu ylizeye “orta diizlem” denir. Dis yiiklere maruz bir plak
deformasyona ugrar ve orta diizlem egrisel bir hale gelir. Dis yiikler kalkinca orta
diizlem tekrar eski haline doner. Bir plak geometrisi ve bilesenleri Sekil 2.1’deki gibi
verilmektedir. Cesitli parametreler, degisik ¢alismalarda degisik sekillerde

gosterilebilmektedir.
— a i :I
___________ h - -+ x(u
/':': _________ __.. Yitklemeden énceki- - i
+5# Ona diizlem y orta ditzlem 2
P Fg & 1
o e e e e y o W Ty T T _f :
FA o
b - I |
a i [
friz : -‘L’ﬁl\-leme' P : 4
| I 2 pxiu) | " stnasindali. £ 14 -
¥z ' <" esnasimdaka- ‘-
i - ‘Dnﬂ'duzllfn}' . b=
i“-.'] - .
(a) (b)

Sekil 2.1 Plak parametreleri, orta diizlemi ve deformasyonu

Kirchhoff plak teorisi, asagidaki varsayimlara dayanmaktadir.

a. Plak malzemesi lineer-elastik (Hooke), homojen ve izotropiktir.

b. Plak kalinliginin orta noktalarinin geometrik yeri baslangigta bir diizlemdir.
c. Egilme esnasinda plak orta yiizeyi diiz kalir.

d. Plak kalinligi, plagin diger boyutlarina nazaran kiiciiktiir.

e. Orta diizleme dik o, normal gerilmesi, diger gerilmelerle karsilastirildiginda
ihmal edilebilecek kadar kiigiiktiir (o, = 0).

f. Yikler, plak orta diizlemine dik olarak etkir.

g. Plak orta diizleminin ¢6kmesi plak kalinligina gore kiigiiktiir. Bu yiizden ¢okme

ylizeyinin egim agis1 da ¢ok kiiciik kalir (8 = 0) (Sekil 2.2)
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Deformasyondan 6nce plak orta ylizeyinin normali, deformasyondan sonra da diiz ve
dik kalir. Plak eleman boyu degismez. Bu durum y,;, Ve y,,, kayma zorlanmalarinin
ve &, normal zorlanmasinin ihmal edilebilecegini (¢, = 0) ifade eder. Bu varsayim

Euler-Bernoulli kiris hipotezinin plaklara uyarlanmasidir (Sekil 2.2).

zZ(w)

f ]

Sekil 2.2 Euler-Bernoulli kiris hipotezinin gosterimi

2.2. Sekil Degistirme - Yer Degistirme Bagintilar1

Burada yer degistirme i¢in, elastisite teorisindeki gerilme ve gerinim bilesenleri
kullanilmistir. x, y ve z yonlerinde hareket eden plak orta yiizeyindeki noktalarin yer
degistirme bilesenleri sirasiyla u, v ve w olsun. Yer degistirme vektoriiniin normal
bileseni olan w ve plak lizerine uygulanan yanal yayili yiik asagi yonde pozitif
alinmaktadir (Sekil 2.3).

Plagin x dogrultusundaki egimi,

tgﬁzﬁzg—‘:: (2.1)

olur. Benzer sekilde Sekil 2.3’ten,

tgﬁzﬁzu?; (2.2)
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I
!
0 i v 3 t % % x (u) :
I
W v=Sabit
y Z ) 2
i )
[I \/ﬁ =z
f2 B, .
B u;
~— Uz
z (w)

Sekil 2.3 Deformasyondan 6nce ve sonra plak elemani

yazilir. Dolayisiyla (2.1) ve (2.2) denklemlerinden wu,, asagidaki sekilde elde edilir.

_u;  ow , 0w 2.3)
WE=7=% = W=7y
Uz = uz cosfB (2.4)
LK1 = cosf=1 = u,=u, (2.5)

u, ters (-) yonde oldugu i¢in agsagidaki gibi diizenir.

ow
uy =~z (26)

Ayni sekilde v, de yazilir.
v, = —Z— (2.7)
Buna gore z koordinati boyunca meydana gelen zorlanmalar asagidaki gibi olur.

(2.8)

Cou, 9 _a< ow
T x T oax T ox Zax)
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2
e =0 2.9)
x dx?
0w
gy = —ZW (2.10)
y
ax + u d
- . u —ax
j u - (j_’ fx
-
] 1‘.,_.“ H D ] av x{u:]
2 I I o+ 2
WA = - 'i — ¥
dy N EA
y" \\ \
E c N
L ; 3 r \
e AT \
dr ‘-—-.I o — C’\
v+ ——dy du T -
dy Y +;d}r
y{v)

Sekil 2.4 Kayma zorlanmasinin gosterimi

Sekil 2.4’den agisal zorlanmalar (agisal degisimler) asagidaki gibi yazilir.

av, du,
r_ "o_ 2.11
V=% ¢ V=Y, (2.11)
du, dv, 0 d
— " — _ 2.12
2
o"w 2.13)

2.3. Gerilme - Deformasyon Bilesenleri Bagitilar:

Elastisite teorisinden 3D bir eleman igin gerilmeler ile zorlanmalar arasindaki

bagintilarin,

&, = [0~ v(o, +,)] (2.14)
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1
& =% [ay —v(oy + 0,)] (2.15)
1
Yey = = Txy (2.16)

oldugu bilinmektedir. Buradaki G kayma modiilii olup denklem (2.17)’de verilmistir.
Plak orta yiizeyine dik g, normal gerilmesi ve &, normal zorlanmasi yaklasik ¢ok
kiiciik oldugu i¢in, yaklasik olarak sifir alinmaktadir (o, = 0, &, = 0). Buna gére
(2.14), (2.15), ve (2.16) denklemleri, tekrar diizenlenerek gerilmeler cekilirse,

gerilme-zorlanma denklemleri asagidaki sekilde elde edilir.

E

R — 2.17
G 2 (2.17)
Oy = £ (ex +ve)) (2.18)
Tz TV
0y = o (e + ve) 219)
y 1 —v2 y x
Tey = G¥xy (2.20)

2.4. Gerilmelerle Deplasman Bilesenleri Arasindaki Bagintilar

Daha once elde edilen &,¢&, Ve vy, zorlanma denklemleri o,,0,,7,, gerilme

denklemlerinde yerine konularak diizenlenirse,

E [(0*w  0*w
=z{— 2.21
Ox Z{ 1—v2<ax2 +v6y2>} (2.21)

E [(0*w  9*w
y = Z{_ 1—v2 <6y2 TV >} (2.22)

0.
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E 0%w
= z4{— 2.23
Fay Z{ 1+v 6x0y} (2.23)

gerilme denklemleri elde edilir. Asagidaki kisaltmalar yapilarak tekrar diizenlenirse,

E [(d0*w  9*w
Axy = — 1_ 2 (axz +v ay2> (2.24)
E [(0*w  9*w
ny:_l—v2<6y2 +v0x2> (2.25)
2
oL ow (2.26)
1+ v dxdy
Ox = Z)Xxy (2.27)
Oy = ZXyx (2.28)
Ty = ZX (2.29)

denklemleri elde edilir. Goriildiigi gibi gerilmeler z’e lineer baghdir. Buda kesit

yiiksekligince gerilmelerin lineer olarak degistigini gostermektedir.

2.5. Gerilmelerin Bileskesi Olarak Momentlerin Bulunmasi

Birim boya etki eden momentler M,, M, ve M, ile gosterilir. Sekil 2.5’te gosterilen
dz yiiksekligindeki diferansiyel elemana etkiyen kuvvet;
F = 0,dA (2.30)

seklindedir. Buradaki dA, asagidaki gibidir.

dA =dz.dy (2.31)
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X dx
dy
}J’
=
h/2 O
z:r
h/2 e IRRE oo R § Tz
v i
ﬂ-}'{ ¥z

Sekil 2.5 Diferansiyel plak elemanina etkiyen gerilme bilesenleri

F Kuvvetinin tarafsiz eksene gore momenti,

M, =Fz (2.32)

M, = 0,dAz (2.33)

seklindedir. Bu moment ifadesi, plak yiiksekligi boyunca integre edilir ve dy ile

carpilirsa plak elemani icin moment ifadesi elde edilir.

+h/2

dy.M, = f 0,dAz (2.34)
-h/2

+h/2
dy.M, = j 0,dz.dy.z (2.35)
-h/2

+h/2

M, = f XxyZ-Z.dz (2.36)
—-h/2

+h/2
My = Xy j z%dz (2.37)
—h/2
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h3

Mx = Xxy E = Xxyl (238)

Dikkat edilirse h12, birim genislik i¢in plak atalet momentidir. Denklem (2.24),
Denklem (2.38)’de yerine konulur ve yukaridaki islemler M, ve M,, icinde
yapilirsa, asagidaki sekle doniistir.

EI [(0%*w 0w
= — 2.39
Mx 1—v2<ax2+v6y2> (2:39)
El [0*w 0w
= — 2.40
My 1—v2(6y2+v0x2> (2.40)
EI 0*w

M, (2.41)

YT T 1+v 0x0y

Bu denklemlerdeki El/(1-V?) ifadesi plak rijitligi olarak adlandirilir ve D ile

gosterilir.
3
p-_tl____Eh (2.42)
1—-v2 12(1-v3)
Moment bagintilar1 tekrar diizenlenirse asagidaki denklemler elde edilir.
’w 0w
Mx =-D <W + Va—yz> = _D(Wxx + VWyy (243)
’w  9*w . .
My =—-D (a—yz + VW> = —D(Wyy + VWyx (244)
%w
My, = —=D(1-v) =-D(1-v)wy, (2.45)

dxady
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2.6. Diferansiyel Elemanin Dengesi ve Plak Diferansiyel Denklemi

Ust yiizeyine dikey yonde uygulanan p(x,y) yayili kuvvetine maruz bir plagm
dx X dy diferansiyel elemanmin dengesi goz Oniine alinsin (Sekil 2.6). Gerilme
bileskeleri ve giftlerinin orta diizleme uygulandigi varsayildigi i¢in p(x,y) yayili
yiikiiniin de orta diizleme etkidigi goz Oniine alinmistir. Plak elemani diferansiyel
boyutta yani ¢ok kiiciik oldugu i¢in, kuvvet ve moment bilesenlerinin de orta
diizleme diizgii yayih oldugu goéz Oniine alinmalidir. Basitlestirme i¢in kuvvet ve

moment bilesenleri Sekil 2.6’da, tek bir vektorle temsil edilmistir.

Sekil 2.6 Plak elemaninin dengesi

Sekil 2.6’daki plak elemaninin dengesi i¢in agsagidaki denge denklemleri yazilabilir.

Z M, =0 (2.46)
oM, OM,, 00, 20, dx
Ep dxdy + ) dxdy — (Qx + o dx) dydx — dedy7
(2.47)
dx
—pdxdy— =20
2
oM, OM,,

0x dy
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Z M, =0 (2.49)
oM, M,,
oMy _ 2,50

Z P, = (2.51)

00y aQy
— —_— = 2.52
pdxdy + x dxdy + 3y dxdy =0 (2.52)
9]
d0x dy

Moment denklemleri (2.43), (2.44) ve (2.45), denge denklemleri olan (2.48) ve
(2.50) bagintilarinda yerlerine konularak diizenlenirse Q, ve @, kayma kuvvetleri,

yer degistirmelere (w) baglh olarak asagidaki gibi bulunur.

Qx = aa—xMx + :—nyy (2.54)
Qx = % l—D (227“; +v ?)Zy )l + —l (2.55)
Qx=-D @37‘2/ + %) (2.56)
Q,=-D <337V: + ai?;’y) (2.57)

Bu Q, ve @, bagintilari, (2.53) denklemiyle birlikte asagidaki gibi diizenlenir.

0 0

an + @Qy =-p (2.58)
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b 0 83W+ 3w b 0 63w+ *w \ (2.59)
dx \ 0x3® = dy?0x dy\ay3 ' ox20y) P '
0*w o'w 33w

(2.60)

Ol

dx* 2 d0x?dy? * dy*

Denklem (2.60), ince plaklarin egilme analizi igin, dis yiiklerle yer degistirmeler
arasindaki iliskiyi ifade eden, sabit katsayili dordiincii dereceden dogrusal bir

diferansiyel denklemdir [4]. Asagidaki (2.61) Laplas operatorinin (V) karesi

alinirsa,
OB O]
Vi) =— 7+ 5y (2.61)
0% (e 0% (e 0% (e
Vi(e) = V2 (Vz (°)) = aiz) +2 axz(a}),z + a}EZ) (2.62)

ifadesi elde edilir. Bu ifade biharmonik operatdr veya Hamilton operatdrii olarak
adlandirilmaktadir. Plak diferansiyel denklemi (2.60) tekrar diizenlenecek olursa,

ince plagin (2.63) diferansiyel denklemi, en sade sekliyle elde edilmis olur.

DV*w(x,y) = p(x,y) (2.63)

2.7. Kirchhoff Plagimin Kenar Kuvvetlerinin Elde Edilmesi

Bir plak elemani ve orta ylizeyindeki egilme ve burulma momentleri, Sekil 2.6’da

verilmistir.

Kenarlarda etkiyen burulma momentleri, kuvvet ciftleri olarak ifade edilir. Buna

gbre, birim boya etkiyen burulma momenti M,, , dx boyuna etkiyen burulma
momenti M, dx dir. Ayn1 sekilde, dy boyuna etkiyen burulma momenti ise M, dy

olur (Sekil 2.7).
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dx dx dx  dx dx
LN '

M,

M, dx Lasi

Sekil 2.7 Burulma momentlerinin kesme kuvveti seklindeki ifadesi

Plak elemaninin kenarindaki bu kuvvet ¢itlerinin toplami yapilirsa,

oM, oM,
2.64
oy dy, 0x dx (2.64)

seklinde plak eleman1 kenarmna etkiyen kuvvetler bulunur. Bu kuvvetler dxve dy’ye
boliiniirse, plak elemaninin kenarmin birim boyuna etkiyen kuvvetler (2.65)’deki gibi
bulunur. Dolayisiyla, plak kenarmndaki burulma momentleri yerine, birim boya

etkiyen bu kuvvetler alinir.

(2.65)

Bu kuvvetler Kirchhoff’un ek kuvvetleri olarak adlandirilmaktadir. Kirchhoff, ¢
tane olan 1i¢ kuvvetlerinin sayisini (egilme ve burulma momentleri, kesme
kuvvetleri), plak elemani kenarlarindaki burulma momentlerini, bu esdeger kayma

kuvvetlerine doniistiirerek, ikiye diigiirmustiir [3].

Daha once elde edilen (2.56) kesme kuvveti denklemine, (2.65) Kirchhoff ek
kuvvetlerinin eklenmesiyle, plak elemani kenarlarindaki toplam kenar kuvvetleri

(kesme kuvvetleri), asagidaki gibi bulunmus olur.

Ve = 0Qx + Qx (2.66)

3 3 aM
Vx=_0<aw aW>+ xy (2.67)
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3w 3w 0 d%w
= pl—y " |+ —(= — 2.68
v b <ax3 + 6y26x> + 6y< DA =v) axay> (2.68)
3w 3w
—_pl—= — 2.69
Vx b <ax3 *( )6x6y2> (2:69)
3w 3w
—_pl— ) — 2.70
V, = =D (ay3 +(2-v) 6x26y> (2.70)

2.8. Ince Plaklarin Titresim Teorisi

Kinematik denklemler (gerilme-gerinim denklemleri) elde edilirken, dis yiiklerin
sistemin dengesini bozmayacak sekilde hareketsiz oldugu kabul edilmistir. Bu
yiizden yavasga uygulanan yiiklerden dolay1 olusan gerilme ve deformasyonlar
zamandan bagimsizdir. Bununla birlikte miithendislik pratiginde, birgok makine
eleman1 ve yapilar, zamana bagli dis dinamik kuvvetler veya yer degistirmeler
tarafindan tretilen dinamik etkilere maruzdur. Bu dinamik etkilerde, sistemler
iizerinde zamana bagli deformasyonlara ve istenmeyen titresimlere sebep
olabilmektedir. Dinamik yiikler hareketli araglar, kuvvetli riizgar ve dalgalar,
depremler, balanssiz parcalar, ugus yiikleri, giiriiltii vb. gibi etmenlerden meydana
gelir. Stirekli elastik sistemler olan plaklar, Newton yasalarma dayali kismi
diferansiyel denklemlerle, matematiksel olarak veya virtiiel isler prensibine dayali

integrasyonlar gibi metotlarla modellenebilmektedir

Soniim  etkileri, i¢  siirtinmeler, ¢evresel vb. birgok  etmenlerden
kaynaklanabilmektedir. I¢ séniim etkisi teorik olarak biitiin titresim sistemlerinde
mevcut olmasina ragmen, dogal frekanslar lizerine etkisi yoktur veya yok denecek
kadar ¢ok azdir. Dolayisiyla, etkisi az oldugu i¢in, plak titresim problemlerinde i¢

sonim ihmal edilebilmektedir.

Plaklarin serbest titresim bi¢imi, bircok degisik sekillerde meydana gelebilmektedir.

Plagin serbest titresim bicimlerinden birisi, belirli baglangi¢ sartlarina sahip plagin
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tizerine uygulanan bir dis yiikten kurtarilmasidir. Ya da statik durumdaki plaga belli
bir darbe (impuls) etkisi verilmesidir. Boylece baslangi¢ sartlarmin etkisiyle plak
serbest olarak hareket etmeye baslamaktadir. Serbest titresim, plagin dogal
karakteristiklerini ele alir ve bu dogal titresimler plagin malzeme Ozellikleri ve

geometrisine bagli olarak farkl frekanslarda meydana gelir.

Plak hareketinin diger bir titresim durumu olan zorlanmis titresim, plaga zamana
bagli bir dis kuvvetin uygulanmasi halidir. Zorlanmis titresimler iki sekilde
modellenebilir. Bunlar; plaga zamana bagl periyodik bir kuvvet uygulandig
durumdaki harmonik cevap, digeri plaga periyodik olmayan zamana bagli bir kuvvet

uygulandig1 durumdaki gegici hal davranisi cevabidir.

Stirekli elastik sistemler olan plaklarin titresimlerini inceleyebilmek i¢in, 6ncelikle
plaklarin hareketine ait dinamik diferansiyel denkleminin, matematiksel formda elde
edilmesi gerekmektedir. Plak elemaninin (Bkz. Sekil 2.6) deplasmaniyla ilgili i¢

kuvvetler dengesi,

?w(x,y, t
Twxyt) @2.71)

P(x:y’t) = _ph ot2

seklinde yazilir. Burada p, plak malzeme yogunlugu, h ise plak kalinligidir. Denklem
(2.71)’den goriildiigi gibi, plakta w yer degistirmesi (sehimler) ve p yiikii zamanla
degismektedir. Yani w ve p zamanin bir fonksiyonudur. Buda plaklarin dinamik
analizinin zamana bagli oldugunu ifade etmektedir. Bu durumda, plaklarin soniimsiiz

hali i¢in, zorlanmus titresim hareketinin (2.63) statik diferansiyel denklemi,

0w(xy,t) (2.72)

DV*w(x,y,t) = p(x,y,t) — ph 3¢

seklinde dinamik bir diferansiyel denklemine doniismiis olur. Bu denklem
diizenlenirse, ince plaklarin zorlanmig hareketine ait dinamik diferansiyel denklemi

elde edilir.

’wlx,y,6) 2.73)

DV*w(x,y,t) + ph 52— Pyt
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Basit destekli bir ince plak ele alinsin. Plak tizerindeki yiikler, plak orta yiizeyini z
dogrultusunda yer degistirmeye zorlarlar. Eger bu kuvvetler plagin belirli bir
baslangi¢ aninda aniden kaldirilirsa veya yliksiiz bir plak, denge konumundan uzak
belirli bir baslangic konumundan sonra serbest birakilirsa, plakta dogal (serbest)
titresimler meydana gelir. Buradan anlasildig: gibi, dogal titresimler yiikten bagimsiz
olup, elastik plagin tabii 6zelliklerindendir ve sadece plak geometrisi ve malzeme
ozelliklerinin fonksiyonudur. Bundan dolay1 serbest titresim durumunda, p(x,y,t)
zorlayict kuvveti veya yikii sifir olur ve homojen olmayan zorlanmis dinamik

diferansiyel denklemi,

2
2°w(x,y,t) _ 0 2.74)

DV*w(x,y,t) + ph
w(x,y, ) + ph——3

seklinde homojen dinamik diferansiyel denklemine doniisiir. Bu denklem, kartezyen
koordinatlarda, ince plaklarin serbest titresimine ait soniimsiiz, sabit katsayili,
homojen bir diferansiyel denklemdir. Bu denklem ayni zamanda, plagin sinir
sartlarina da baghdir. Dolayisiyla ayn1 zamanda bir sinir deger problemidir. Bu
diferansiyel denklemin c¢oziilmesiyle, plagin dogal frekanslari, mod bigimleri ve

frekans parametreleri elde edilebilmektedir.



BOLUM3.ELASTIK VE SONUM MESNETLI PLAK
TITRESIMLERI

3.1. Giris

Plak literatiiriiniin ¢ogunda ankastre, basit destekli veya serbest kenar gibi klasik
sinir sartlart ¢alistlmistir. Leissa [10], dikdortgen plaklar igin, 21 farkli klasik sinir
sart1 ¢esidinin oldugunu belirtmistir. Ayrica elastik destekli plak kombinasyonuyla
birlikte bu gesitliligin 50°yi astigi literatiirde belirtilmektedir [54].

Bu boliimde, karsilikli iki kenari boyunca dogrusal ve burulma yaylar ve soniim
elemanlariyla mesnetli, diger iki kenarindan ise basit mesnetli, klasik olmayan sinir
sartlt ince dikdortgen plak probleminin, yardimci polinomlu Fourier siniis serileriyle
¢coziimii incelenmistir. Dolayistyla klasik olmayan sinir sartli, sinir séniim problemi
ortaya ¢ikmaktadir. Bu konuda Zarubinskaya ve Horssen [63] disinda benzer bir
caligmaya rastlanilamamistir. Zarubinskaya ve Horssen calismalarinda, dogrusal
olmayan plak denklemini dogrusal hale doniistiirmiisler ve bazi kabullere dayanarak,
diferansiyel denklemi analitik olarak ¢6zmeye c¢alismiglardir. Belirtilen ¢alismada da,

plaklarda sinir soniimii konusunda, literatiirdeki bosluga 6zellikle deginilmistir.
3.2. Karsiikh iki Kenar1 Elastik Mesnetli Plak Modelinin Olusturulmasi

Titresen bir plak egilme, enine (boyuna) ve kayma olmak tizere li¢ tip dalga formu
sergilemektedir. Bu ¢ tip dalgaformu gruplarindan egilme formu, diizlem dist
titresim, enine ve kayma formu ise diizlem igi titresim olarak adlandirilmaktadir.
Plaklarin egilme titresimleri ile ilgili ¢alismalar literatiirde oldukca kayda deger

miktarda olup, diizlem titresimleriyle ilgili ¢alismalar ise kisithidir [53].
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Cesitli sinir sartlarina haiz dikdortgen plaklarin egilme titresimleri, literatiirde yaygin
olarak c¢aligilmaktadir. Leissa tarafindan bu konudaki ¢alismalar kapsamli bir sekilde
incelenmistir [54]. Farkli sinir sartlarina maruz plaklarin titresim ¢alismalari, biiylik
teknolojik 6neminden dolay1 literatiirde ¢ok dikkat c¢ekici sekilde ele alinmaktadir.
Basit destekli, ankastre veya serbest kenarli gibi klasik sinir sarth plaklarda biiytik bir
dogrulukta ¢oziimler yapilabilmektedir. Boyle klasik sinir sarth plaklarda, ¢ok iyi bir
model kuruldugu zaman bile ger¢ekte cok biiylik matematik zorluklar dogmaktadir
[33]. Karsilikli kenarlarindan en az bir gifti basit destekli olan dikdortgen plaklarin,
kesin ¢ozlimleri mevcutken, klasik olmayan daha fazla sinir sart1 barindiran plaklarda
ise, kesin ¢oziimiin olmadig1 genel kani olarak kabul edilmektedir. Bununla birlikte,
farkli sinir sartlar1 altindaki plak problemlerini ¢6zmek i¢in, cesitli yaklasik sayisal
yontemlerde ele alinmaktadir [54]. Bu yaklasik metotlardan Ritz metodu ve Galerkin
metodu plaklarin  dogal frekanslarint elde etmek i¢in kullanilan popiiler

metotlardandir [78].

Tez calismasinda kullanilmak tizere, ihtiyaclar dogrultusunda literatiirden plak
modeli aragtirmasi yapilmistir. Planlanan ¢alismada kullanilacak plak modeli ile ilgili
literatiirde, 6zellikle D.J. Gorman ve W. L. Li’nin ¢alismalar1 yakindan incelenmistir.
Bu ¢aligmada kullanilacak en énemli referanslardan biride Li’nin [51], elastik kenar
mesnetli dikdortgen plaklarin ¢6ziim i¢in, polinom igeren Fourier serileri metodunu
kulland1g1 calismasidir. Fourier serileri, 6zellikle klasik sinir sarth plak ¢oziimlerinde
biiyilk kolayliklar saglamaktadir. Plak ¢oziimlerinde, Fourier serilerini kullanan
yontemlerden en 6nemlisi de Navier metodudur. Ancak, Fourier serileri tek basina,
klasik sinir sartlarindan farkli sinir sartlar icin, potansiyel problemler yliziinden tam
olarak yeterli gelmemektedir. Bu tiir problemlerde belirli sinir sartlarini saglamak
icin Fourier seri acilimlar1 veya siniizoidal fonksiyonlu kombinasyonlar i¢cinde basit
polinomlar kullanilmaya kiris ¢éztimlerinde baslanmistir. Ayrica seri i¢inde polinom
kullanilmasinin bagka bir amaci da, plaktaki siireksizlik veya baska bir ifadeyle tekil
nokta problemlerinden kurtulmaktir. Ince plaklarin titresim problemlerinde
karsilagilan tekil nokta problemleriyle ilgili, Leissa’nin 6grencisi Huang bir tez
calismasi yapmustir [80]. Li ve Daniels belirtilen ¢alismalarinda, kirislerde kullanilan
polinomlu Fourier serilerini, plaklarda kullanarak ¢6ziimiin dogrulugunu ve

glivenilirligini sayisal drneklerle gostermislerdir.
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Li ve Daniels [51] birlikte yaptiklar1 ¢alismalarinda, karsilikli iki kenarindan elastik
mesnetli, diger iki kenarindan basit mesnetli ve iizerinden yay ve kiitlelerle keyfi
yiikli plak modelini kullanmislardir (Sekil 3.1). Ayrica plak belirli sayida dogrusal

ve burulma yaylariyla ve kiitlelerle yiiklenmistir.

Sekil 3.1 Elastik destekli ve yiiklii ince dikdortgen plak modeli [51]

Yukaridaki Sekil 3.1’den goriildiigii gibi, dikdortgen plak, y = 0,y = b kenarlar
boyunca basit destekli, x = 0, x = a kenarlar1 boyunca da elastik olarak desteklidir.

Plak keyfi olarak yaylarla ve kiitlelerle yiiklenmistir.

Bu ¢alismada, bu plak modelinin tizerindeki kiitle ve yiikler kaldirilarak, yiiksiiz plak

modeli géz oniine alinmistir (Sekil 3.2).

Sekil 3.2 Elastik destekli ince dikdértgen plak modeli

3.3. Elastik Mesnetli Plak Modelinin Diferansiyel Denklemi

Onceki boliimde, ince plaklarin hareketine ait diferansiyel denklem elde edilmisti.
Bu denklem, Sekil 3.1’deki elastik kenar mesnetli ve yiiklii plak modeli igin tekrar

diizenlenecek olursa, Denklem (3.1) elde edilir.
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N
aZ
DV* + phﬁ+ ZmiS(x —x,,y—v})
i=1

Ny
£ b0 =2y = ) |wy,0 (31)
i=1
Nk
— Ow(Xx;,y;,t) 06(x — X,y — ;)
- ox ox

Burada, &(x, y) iki boyutlu dirac delta fonksiyonudur. Bu diferansiyel denklem igin,

asagidaki (3.2) ¢oziim kabulii yapilirsa ve (3.1) denklemi tekrar diizenlenirse,

asagidaki hale doniisiir.
w(x,y,t) = W(x,y)e/®t (3.2)
Nm

DV* - pha® + ) G = xi,y = )
i=1

N
+ z ki6(x —x,y —yi) |W(x,y) (33)

i=1

Nk _ _ _
_ OW(x;,y;) 06(x — X1,y — ¥;)

- Y K =0
- ox Ox
l:

Eger plagin yiiksiiz hali i¢in, (3.3) denklemi yeniden diizenlenecek olursa denklem
(3.4)’deki gibi olur.

DV*W (x,vy) — phw?*W (x,y) =0 (3.4)

Burada W (x,y), plagin z ekseni dogrultusunda yer degistirmesini ifade eden yer
k; (x;,y;) noktalaridaki dogrusal yay katsayilari, K; (X;, y;) noktalarindaki burulma
yay katsayilari, m;, (x{, y;) noktasinda bulunan kiitle, Ny, Nk, N,, ise sirasiyla, plaga

yiiklenen dogrusal yaylar, burulma yaylar: ve kiitlelerin sayisidir.
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3.4. Karsiikh iki Kenar1 Elastik ve Soniim Mesnetli Plak Modeli

Sinir soniimlii plak modeli Sekil 3.3’deki gibi olusturulmustur. Sekil 3.4°te ise plak
modelinin 6nden kesit goriiniisii verilmistir. Goriildiigli gibi hazirlanan plak modeli,
Sekil 3.1’de goriilen modelin sinirlarina soniim eklenerek gelistirilmis halidir. Ayrica
plak iizerindeki yay ve kiitle yiikleri basitlestirme acisindan kaldirilmistir. S6niim
katsayilari ¢, ve c¢; olan soniim elemanlart x = 0, x = a kenarlar1 boyunca siklikla
yerlestirilmis ve her bir kenar boyunca ki soniim katsayilar1 esdeger biiyiikliiktedir.

Bu ¢alismada plagin kendi i¢ soniimii dikkate alinmamaktadr.

Sekil 3.4 iki kenari elastik ve soniim mesnetli plak modelinin kesiti
Goriildiigii gibi plak karsilikli iki kenarindan basit mesnetli (Basit - B), diger

karsilikli iki kenarindan ise hem elastik hem soniim elemani mesnetlidir (Elastic-

Damping - ED). Elastik elemanlar, dogrusal ve burulma yaylarindan olusmaktadir.

Sinir soniimlii plagin (Sekil 3.3) hareketine ait diferansiyel denklemi, daha 6nce ince

plaklar igin elde edilen (2.74) diferansiyel denklemi, Denklem (3.5) gibi olur.
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2
Owna(y,t) _ (3.5)

DV*wpqy(x,y,t) + ph 32

Buradaki wy4(x, y, t), soniim mesnetli homojen plagin diisey sehimlerini ifade eden
yer degistirme fonksiyonudur ve aynmi zamanda (3.5) diferansiyel denklemini

sagladig1 kabul edilen ¢6ziim fonksiyonudur.

Plagin x = 0, x = a kenarlar1 boyunca dogrusal yaylar V, kesme kuvveti, burulma
yaylari ise M, egilme momentleri olusturur. Dolayisiyla, Sekil 3.3’deki plak modeli

icin, elastik ve soniim destekli genel sinir sartlari asagidaki gibi yazilir,

x = 0 Kenar1 boyunca;

ow,q(x,y,t
kowna(x,y,t) + co% =V, (3.6)
oWy (x,y,t)
Ky— == —M (3.7)
0 ax X
x = a Kenar1 boyunca;
owy (x,y,t
lehd(x, :V; t) + Cl % = _I/x (38)
a ) rt
g, a6y, (3.9)

1 0x

Buradaki M, ve V,, daha once elde edilmisti. Mevcut wy,(x, y, t) ¢6ziim fonksiyonu

icin My ve Vy asagidaki gibi diizenlenebilir.

0*Wha(x,y,t) 0*wha(x,y,t)
M, = —D ( e T (3.10)

3
V= —D (f’w_wt) (3.11)

0x3

03 Wha(x,y,t)
+(2-v) ~oxdyr
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3.5. Sir Sartlarina Bagh Coziim Fonksiyonunun Elde Edilmesi

Plak diferansiyel denklemi sagladigi kabul edilen wy,(x,y,t) ¢oziim fonksiyonu
(3.12)’deki gibi verilmis olsun. Bu fonksiyondaki W,;(x,y), plagin x ve y

koordinatlarina bagl bir fonksiyondur.

Wia(x,,t) = Wya(x, y)Bert (3.12)

Plak diferansiyel denklemi (3.5) ve plagin sinir sartlarini ifade eden (3.6), (3.7), (3.8)

ve (3.9) denklemlerinin ¢6ztimii, Fourier serileri formunda aranmustir.

Periyodu 2a olan, n tiiretimli (tiirevli) siirekli bir f(x) fonksiyonu alinsin. Bu
fonksiyon (n — 1) tiiretiminde siirekli, n tiirctiminde ise, belirli noktalarda tiirevi
olmadig1 i¢in stireksizdir. Eger f (x) fonksiyonu, [0, a] araliginda siirekli ve f(0) ve
f(a) her ikisi de sifira esitse, Fourier siniis serisi 2a periyodunda siirekli bir
fonksiyondur ve x ekseni boyunca her yerde yakinsar. Ancak, f(0) velveya f(a)
sifira esit olmadig1 zaman, Fourier siniis serisi x = 0’da ve/veya x = a’da hala sifira
yakinsayabilir. Boyle bir durumda Fourier serileri kismen siirekli bir fonksiyon
ozelligi sunar. Bu yilizden Fourier serilerinin yakinsamasi bazi durumlarda

sorgulanabilir hale gelmekte ve siireksizlik problemleri ortaya ¢ikabilmektedir [51].

Bu tiir siireksizlik problemlerinin asilabilmesi igin Li [81], Fourier serisi ile yardimci
bir polinomun siiper pozisyonundan olusan bir ¢oziim fonksiyonunu, kirislerin
titresim analizi i¢in uygulayarak kullanilabilirligini gosterdi. Daha sonra Zhou [82],
bu ¢alismasindan dolay1 Li’yi takdir etti, ancak bazi tartismaya agik 6nemli noktalar
oldugunu belirterek, farkli ¢6ziim Onerilerinde ve yorumlarda bulundu. Bunun

tizerine Li, Zhou’nun takildig1 6nemli noktalart daha agik bir sekilde izah etti [83].

Li ve Daniels, Sekil 3.1’deki gibi elastik destekli plak ¢dzlimleri i¢in, yardimci bir
polinom ve siniislii terimler i¢eren bir Fourier serisi kombinasyonu yaklagimini,

Denklem (3.13)’deki gibi vermislerdir [51].
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Wia(x,y) = z A (sin Agmx + p(x)) sin Ay (3.13)
m=1
Burada A,,, ve 1, alttaki gibi tanimlanmastir.

Aagm = —, Apn = 5 mn =123, ... (3.14)

Bu polinomsal ¢oziim fonksiyonu yaklagiminin, bu calismada kullanilan Sekil
3.3’deki plak modelinin ve bu modele ait (3.5) diferansiyel denkleminin ¢6ziimii i¢in
de kullanilabilecegi asikardir. Buna gore, (3.13) ¢oziim fonksiyonu, Denklem

(3.12)’deki, wy4(x, y, t) ¢oziim fonksiyonuyla birlikte asagidaki hali alir.

wha (X, y,t) = Z (A (sin Agx + p(x)) sin A,y ) Bert (3.15)
m=1

Plagin x = 0, x = a kenarlar1 i¢in muhtemel siireksizlik problemleri, Denklem (3.13)
siniis seri aciliminin yer degistirme (tlirevsiz hali) ve ikinci tiirevlerinde ortaya cikar.

Ciinki siniislii terimler x = 0, a i¢in sifir degerini alir.

Eger (3.13) Fourier serisi, kosiniislii terimler cinsinden ifade edilseydi, o zaman
birinci ve ti¢lincii tiirevlerinde siireksizlik problemi muhtemel olurdu. Kosiniis seri
acilimli Fourier seri ¢6ziimlerini, Li ayrica detayl olarak ¢alismistir [81,84]. Ayrica
Wang ve arkadasi Qiao’da, kiris titresimlerinde siireksizlik problemleriyle ilgili
detayli bir ¢alisma yapmuslardir [85]. Daha detayli bilgi igin belirtilen kaynaklara
bakilabilir.

Plagin sinir sartlarina uygun olarak segilebilecek en diisiik dereceden p(x) polinomu

asagidaki gibidir.

a(a=x) wmx foa*x—3ax+2%) B —a’n) (3.16)

p(x) =

Polinom (3.16), asagidaki (3.17) seklinde vektorel formda yazilabilir.
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p(x) = {(x)"ay (3.17)

() = {(a —x) x  (a*x—3ax’+x°) (x°— azx)}T (3.18)
a a 6a 6a

ag={ay a1 Bo P}’ (3.19)

Denklem (3.13) ¢6ziim fonksiyonu ve ikinci tiirevinin, x = 0 ve x = a igin simir

sartlarini sagladigi asagida goriilmektedir.

Wha(0,y) = ag sin Apny (3.20)
Wha(a,y) = ay sin Apny (3.21)
62
a—XZth(O; y) = Bosinp,y (3.22)
62
WWM(% y) = B1sin A,y (3.23)

Denklem (3.15) ¢6ziim fonksiyonu ve (3.16) polinomunun, (3.6), (3.7), (3.8), (3.9)
siir sartt denklemleriyle birlikte diizenlenmesiyle, sinir sartlarina bagli 6zel bir

¢ozliim fonksiyonu, asagidaki adimlar takip edilerek bulunur.

ay(a —x) N ax

Wha(x,y,t) = Z Amn (sin Aamx +

= a a
= (3.24)
Bo(2a’x — 3ax? + x3) B(x3 —a?x)\ . At
- a + a sin A,y Be
ko .c - B B
(5 +45) 0= {2 o
mt (3.25)
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R DXL I

(3.26)
~@- i, (Z( D A = 24 24 B %)}
Ky [ a, a; Boa pia
o I e @29
m=1
K - a, «a a a
ﬁ(Z (D™ AamAm = =2+ 1+ ﬁ% + %) = B, + v (3.28)
m=1

Yukaridaki (3.25), (3.26), (3.27) ve (3.28) denklemlerinden, p(x) polinomunun
(3.19) @, katsayilar denklemi asagidaki gibi elde edilir.

Ga= ) HytQhAn (3:29)
m=1

Buradaki H,;, ve Qj;, asagidaki gibidir.

Hyn =
ko + Aco n 2 -1, _ 2 -1, 2-v)1,a _l 2 -v1,a +l
D a a 3 a 6 a
2-v)A%, ki + Ac, N QR-vA, 2-v),a N 1 Q-vA,a 1 (3.30)
a D a 6 a 3 a
K, K, Kya Kya
— )2 R —+1 -
Do Vtm Da 3D T 6D
K; K ) Kia Kia
“Da Da D 3p 1
Qm =
(3.31)

K K T
{AZm + (2 V)/1 am (_1)m+1[/13m + (2 - V)A%m/lam] Eo/lam (_1)m+1 El/lam}

Denklem (3.29) Denklen (3.17)’te, Denklem (3.17) ise Denklem (3.15)’te yerlerine

konularak diizenlenirse, yeni hali agagidaki gibi olur.
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W06y, 0) = ) A (Sin Agmx + ST HEHQR) sin Apy Be™ (3.32)

m=1

Bu denklem, y boyutunu igerecek sekilde de diizenlenecek olursa asagidaki hali alir.

Wa(5,9,) = D Apn(5in A + ST HZH QR sinApny BeX (3.3
n=1

m=1
Bu fonksiyon x = 0,x = a kenarlarindan elastik ve soniim destekli Sekil 3.3’teki
plagin her bir x, y noktasindaki yer degisimini ifade eden elastik yiizey denklemidir
ve ayni zamanda bu plagin diferansiyel denkleminin ¢oziim fonksiyonudur. Bu
denklem, plagin kenarlarindaki elastik yay ve soniim katsayilarina bagli ve farkli
sinir gartlarini da iginde barindiran zamana baglh bir denklemdir. Céziim fonksiyonu
igerisindeki H,+ matrisi, (3.30) denkleminden goriildiigii gibi, séniim ve yay

katsayilarini da igermektedir.
3.6. Elastik ve Soniim Mesnetli Plagin Galerkin Yontemiyle Coziimii

Denklem (3.33) ¢oziim fonksiyonu, Denklem (3.12)’deki gibi tekrar yazilir.

Wra(x, 7, ) = Wiy (x, y)Bett (3.34)

Buradaki Wp,4(x, y) asagidaki gibidir.

Wia(3) = D" A (5in Aam + ST HEHQR) 5in Ay (335)

m=1n=1

Bu (3.35) denklemi asagidaki gibi diizenlenir.

Wha(x,y) = z z ApnDna(x,y) (3.36)
m=1n=1
Bra(x,y) = (sin Agmx + {(X)THgn Q1) sin A,y (3.37)

Bu @,4(x,y) fonksiyonu, islem adimlarin1 gérebilmek amaciyla asagidaki gibide

diizenlenebilir.
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Dralx,y) = (sinlamrx + C(x)TH;;,Qg:,) sind,,;y m',n'=123,... (3.38)

Sekil 3.3’deki sinir séniimlii plagin egilme titresimlerine ait diferansiyel denklem,
Denklem (3.5)’deki gibi elde edilmisti. Bu diferansiyel denklemde, (3.34) ¢oziim

fonksiyonu tiirevleriyle birlikte yerlerine yazilip diizenlenirse,

62
DV*W,4(x, y)Be?t + phﬁth(x, y)Be* =0 (3.39)
DV*Wya(x,y) + phl?Wpy(x,y) = 0 (3.40)

Seklinde x ve y’ye bagli, zamandan bagimsiz bir diferansiyel denklem elde edilir. Bu

diferansiyel denklem, diferansiyel operator seklinde asagidaki gibi ifade edilir.
L(Wha(x, ) = DV*Wyq(x,y) + phA2Wig(x, y) (3.41)

Buna gore simir soniimlii mevcut plak elemaninin diferansiyel denklemiyle, virtiiel

yer degistirmesinin ¢arpimindan olusan virtiiel is ifadesi, asagidaki gibi yazilabilir.

L(Whq(x,9))86(Wha(x,y)) = 0 (3.42)

Bu denklem tiim plak i¢in asagidaki gibi olur.

a b
]]L(th(x, y))S(th(x, y))dydx =0 (3.43)
00

Wha(x,y) yer degistirme fonksiyonunun varyasyon ifadesi § (th (x, y)), asagidaki

gibi yerine yazilarak diizenlenir.

a b o

ij(th(x, }’)) Z Z Dna (%, )04, dydx = 0 (3.44)
00 m=1n=1

o a b

> S [ [ £(Wia39)BnaCe )y = 0 (3.45)
m=1n=1 00

Buradaki §4,,, keyfidir ve sifir degildir. Dolayisiyla, denklemin geri kalan kisminin

asagida gorildigi gibi sifir olmasi gerekir.
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a b
ffL(th(x'Y))@hd(x»}’)d}’dx =0 (3.46)

Bu denklem agcilir ve diizenlenirse asagidaki hale gelir.

a b
f f [DV*Wha(x, ¥) + phA*Wig (x, )18 pa (x, y)dyda = 0 (3.47)
0O0

Bu (3.47) denklemi, bircok ara islemler ve basitlestirmelerden sonra, en son

asagidaki hale gelir.

( / Agm (6mm’ + Sg;nm')

p| +12 <Aim (B + ngm’))
n

| e
\ _Sdm’m - den,m’n’
4 n' n
+Apn (6mm’ + Sdmm’ + Sdm’m + den,m’n’

\ +2%ph (5mm’ + ngm’ + S(rllm’m + de”’m'"') J

\

A

\l
- (3.48)
)/

Denklem (3.48)’deki baz1 parametreler asagida verilmistir.

a b

a
f sin Agmx sin Ay, x dx = 8, 5 f sin A,y sind,,ydy = 6, 5 (3.49)
0 0
1, m=m', n=n
' " ’ ’ 3.50
Smm’» Onn': Kronecker Delta {O, m£m. nen (3.50)
2 ¢ 2(1 (D™ -1 (=)™
P =—f x)sinAgmx dx = — — — — 3.51
=) SIS A =g b S &=
2 a 2 m'+1 m'\T
1 -1 -1 (-1
P = —f {(x)sinA,,xdx = —{ D 3 ( 3) } (3.52)
a ; a Aam' Aam’ Aamr Aam/

p -2 (22 A, xdy =2 Leomy 3.53
m_af axz((x) sin Ay, x x—EO 0 7 (3.53)
0

am )' am



P —zfa A dx = 2 -
=2 (20w sindgxax =20 o -
0

S(Tilmm PTEH;:’Q:::' ’ ngm
a
- 2 T
5=~ ¢ ax
0
[ 2/3 1/3
_| 13 2/3
| —24%2/45 —742/180
|—742/180 —242/45

2 ¢ 92 r
== Of 0 (a—xzcoo) dx =

A dmnm'n

r= (Hat QE (How i) Zamnmn = Hat QRIE (

am/’ Aam’

=P HytQn, Sh . =Pl HQR

dm'm

—2a?/45
—7a%/180
4a* /945
31a*/7560

~7a%/180 ]
—2a?/45 |

31a*/7560|
4a* /945

2/3 1/3

1/3 2/3 |
—2a%/45 —7a%/180]|
~7a2/180 —2a?/45

o
S O O O

(_1)m’+1}T
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(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

H;;,Q;}l,) (3.58)

Denklem (3.48) igin, asagidaki basitlestirmeler yapilir ve diizenlenirse Denklem

(3.62) elde edilir.

,+S”

dmm’

S = 6,,

SZ =S

dm'm +denm n'

5 _ én .
SZ = Sdm'm + den,m’n’

( Aem(5S) Y
A2 (65)
D +AZ < amA )
bn _57
A4, (6S + SZ)
\  +A2ph(6S +SZ) )

A

Denklem (3.62) i¢inde asagidaki diizenlemeler yapilir.

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)
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[t oo

K=D| +12, . (3.63)
\ +23,(8S + SZ)
M = ph(8S + S7) (3.64)

Buradan Denklem (3.65)’¢ ulasilir.

[K + 2M]{A,,,} = 0 (3.65)

Bu Denklem (3.65) aslinda bir 6zdeger-6zvektor problemini ifade etmektedir. Bu
denklemdeki K, rijitlik matrisine esdeger bir matrisi ifade etmektedir. Ancak, sinir
sartlar1 soniim katsayilarin1 da igerdigi i¢in K matrisi, plak kenarlarindaki séniim
eleman1 parametrelerini de kapsamaktadir. Dolayisiyla tam olarak rijitlik matrisi
olarak ifade etmek yerine, esdeger rijitlik matrisi olarak isimlendirmek daha dogru
bir yaklagimdir. M matrisi ise, esdeger kiitle matrisi olarak ifade edilir. A,,, ise,

ozvektorler olup Fourier katsayilarini ifade eden sabitlerden olugsmaktadir.

Denklem (3.65)’in sonucunun sifir olmasi, A,,, disinda kalan parametrelerin,

Denklem (3.66)’da goriildiigii gibi sifira esit olmasini gerektirir.
[K+2*°M] =0 (3.66)

Yapilan iglemler esnasinda, sinir soniimsiiz plak modeli i¢in (Bkz. Sekil 3.2)
Denklem (3.66)’nin sol tarafinin, mxn boyutunda simetrik bir matris oldugu ve bu

simetrik matrisin 6z degerlerinin de, sanal bir say1 oldugu goriilmustiir.

Sinir soniimlii bir plak modeli i¢in (Bkz. Sekil 3.3), Denklem (3.66) nin sol tarafinin
bazi durumlarda mxn boyutunda, A terimleri iceren diyagonal bir matris olarak elde
edildigi goriilmiistiir. Diyagonal bir matris durumunda, (3.65) denklemi asagidaki
gibi de ifade edilebilir.

| {Apn} = 0 (3.67)
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[Al{Amn} =0 (3.68)

Buradaki [4], yukarida belirtildigi gibi (mxn) boyutunda diyagonal bir matris olup,
ozdegerler matrisini ifade etmektedir. {A,,,} ise Ozvektorleri ifade eden siitun
vektorleridir. Burada [A] matrisinin diyagonal bir matris olmasi, {Apn}
Ozvektorlerinin, hesaplamaya gerek olmaksizin birim vektor oldugunu gosterir.

Buradan da, (3.68) denkleminin asagidaki gibi yazilabilecegi agiktir.
[A]=0 (3.69)

Bu denklemdeki [A] matrisinin diyagonal bir matris olmasi, determinantinin bir
polinom olmasini gerektirir. Dolayisiyla, (3.69) denkleminin ¢6ziimii, [A] matrisinin
determinantindan ortaya ¢ikan polinomun koéklerinin bulunmasindan ibarettir. Elde
edilen bu A; kokleri, kendi igerisinde sistemin dogal frekanslarini da kapsamaktadir.
Bagka bir ifadeyle, kenarlarinda séniim elemani olmayan bir plak sistemi i¢in elde
edilen %; kokleri, o sistemin dogal frekansinin j sanal sayisi kadar kati (jw)
cikmaktadir. Kenarlarinda soniim elemani olan soniimlii bir plak i¢in A; kokleri,
karmasik ve eslenik bir say1 ¢ikmaktadir. Soniim elemani oldugu iginde, negatif bir

karmasik say1 ¢ikmasini gerektirmektedir.
3.7. Soniim Mesnetli Plagin Serbest Titresimleri icin Genel Céziim

Elde edilen A koklerinin dogrulugu, Fourier serisi seklindeki Denklem (3.70) ¢oziim
fonksiyonunun (m, n) terim sayisina baghdir. Bu (m, n) terim sayisi, yeterli (M, N)

sayisinda alinirsa, ¢oztimler ¢ok daha yaklasik olacaktir.

wra(x, v, t) = z Z Ay (sin Agmx + ((X)THZIQR) sin A,y Be?t (3.70)

m=1n=1

Bu ¢6ziim fonksiyonu, asagidaki gibi tekrar yazilabilir.

Wha(x,y,t) = z Z Amn®na(x,y) Be (3.71)

m=1n=1
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Denklem (3.66) ortogonal ve (3.69) polinomsal kdsegen matrisinin ¢éziimiinden,
farkli sinir sartt parametrelerine gore, degisik sayillarda A; kokleri elde

edilebilmektedir.

Sonlimsiiz bir sistem i¢in, Denklem (3.72)’deki gibi sanal A; kokleri elde
edilmektedir. Buradan da o sisteme ait dogal frekanslar (f) ve Denklem (3.73)

vasitasiyla da frekans parametreleri (Q) elde edilebilmektedir.

A =jw, fi = w;/2m (3.72)
Q; = w;a?\/ph/D (3.73)

Sontimstiiz bir plak sisteminin ¢éziimiinden elde edilen A; koklerine ait 6zvektorleri
ifade eden ilgili A,,, Fourier katsayilar1 Denklem (3.35)’de yerlerine konularak

diizenlenir ve normalize edilirse, ilgili bigimleri de elde edilmis olur.

Sontimli bir plak modeli i¢in A; kokleri karmasik, reel, hepsi birbirinden farkli,
bazilar1 esit bazilar1 farkli vb. gibi ¢ok farkl sekillerde elde edilebilmektedir. Ancak,
burada onemli olan nokta, elde edilen tiim 2; degerlerinin negatif olarak elde
edilmesidir. Bilindigi gibi sistemin enerji denkleminin zamana gore birinci tiirevi
negatif ise, sistemde soniim meydana gelmektedir [63]. Bu c¢alismada da enerji
denklemine benzer olarak, (3.71) ¢6ziim fonksiyonu mevcuttur. Ayni teorinin bu
¢oziim fonksiyonu iginde gecerli olacagr aciktir. Dolayisiyla, A; koklerinin negatif
cikmasi, elastik ve soniim destekli plak sisteminin enerjisinin, zamanla sifira

ulasacagini ve plagin titresimlerinin yok olacagini acik sekilde gostermektedir.

Elde edilen birbirinden farkli iki A; kokiiyle birlikte, (3.71) ¢6ziim fonksiyonu

asagidaki hali alir.
th(x! v, t) = (Z Z Amnwhd(x, Yy, /11)> Blellt
m=1n=1

(3.74)

+ (Z Aanhd(x:y'/lz)> B,e’zt

m=1n=1
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Yukarida, C; = A,,,B; ve C, = A,,,B, diizenlemesi yapilirsa, (3.74) denklemi
asagidaki hale gelir.

o)

m=1n=1

+ (i i Pna(x,y, /12)> Cye’et

m=1n=1

(3.75)

Yukanidaki A; kokleri A;, = @ & Bj seklinde karmagik sayilardan olusuyorsa,
Denklem (3.75) asagidaki gibi olur.

Wra(x,y,t) = e (0 cos St + ¥ sin Bt) (3.76)

Buradaki © ve ¥ asagida verilmistir.

0 =1C( i i Bra(x,,11) + C; i i Dra(x,y, A7) (3.77)

m=1n=1 m=1n=1
W=iC ) Y Oty A) = iC, ) ) By a) (3.78)
m=1n=1 m=1n=1
Birbirine esit ; = A1, = A reel iki kokii i¢in wy,(x, y, t) asagidaki gibi olur.
Wha(x,y,t) = et [C1 Z 2 Dra(x,y,4) + Cat Z Z Dra(x,y, /1)] (3.79)
m=1n=1 m=1n=1

Bu denklemde bilinmeyen C; ve C, katsayilarinin bulunabilmesi, baslangi¢ sartlarina
baghdir. Gergekte iki farkli A; kokii mevcut oldugunda, C; ve C, katsayilarinin
bulunmasi i¢in sadece yer degistirme baslangig sart1 yeterli gelmektedir. Ancak, daha
fazla kok sayilari igin tek baslangig sart1 yeterli olmayabilecegi goriilmiistiir. Burada,

t = 0 zamani i¢in verilen yer degistirme ve hiz baslangi¢ sart1 asagidaki gibidir.

Wha(x,,0) = Whao(x,y) (3.80)
0
ath(x: ¥,0) = Wpgo(x,y) (3.81)

Bu (3.80) ve (3.81) baslangi¢ sartlari, (3.75) denkleminde yerlerine konularak
diizenlenirse, (3.82) ve (3.83) denklemlerine ulasilir.



48

Whao(X,y) = (4 <Z Z Dra(x,y, A1)> + G (Z Z Dra(x,y, Az)) (3.82)

m=1n=1 m=1n=1
Whao(x,y) = 4,C; (Z Z Dpa(x,y, /11)> + 1,C; <Z Z Dpa(x,y, 32)) (3.83)
m=1n=1 m=1n=1

Denklem (3.82)’deki wy40(x, v) yer degistirme fonksiyonu ve Denklem (3.83)’deki
Whao(x,y) hiz fonksiyonu, Fourier serisine agilirsa C; ve C, bilinmeyen katsayilari
elde edilir [13]. Bunun i¢in, Denklem (3.82)’nin her iki tarafi @,,(x,y, 4,) ile ve
Denklem (3.83)’iin her iki tarafi @,,,(x, y, A,) ile ¢arpilarak, plak alani boyunca integre

edilirse agagidaki iki lineer denklem sistemine ulasilir.

Cr(1+ 28y, +23,) + C(1+ Sp, + Sa, + Zaya,)

s (3.84)
~ab j j Whao (X, Y)@na(x, y, A )dydx
00
MC (L4 Sy, + S, +Za,0,) + 226, (1+ 28, + Z),)
(3.85)

a b
4
= ﬁfftho(X.y)(th(x,y,Az)dy dx
00

Yukaridaki (3.84) ve (3.85) lineer denklem sisteminin ¢oziilmesiyle C; ve C,
bilinmeyen katsayilar1 elde edilmis olur. Ayrica bu denklemlerdeki daha oOnce

verilmeyenler asagida verilmistir.

Zy, = Hyb, QREHZL QR Zy, = Hyh, QREHZY, QN (387)
Zay2, = Hana, @hEHans, O, (3.88)

Boylece bulunan C; ve C, katsayilar1 (3.74), (3.75), (3.76), (3.79) denklemlerinde
yerlerine konulursa, Sekil 3.3’teki karsilikli kenarlarindan elastik ve soniim destekli
ince plagin serbest titresimi elde edilmis olur. Bu sonuglara gore sinir soniimlii plagin

¢ozimi i¢in, en genel hal Denklem (3.89)’daki gibi yazilir.
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th(x,y; t) = Bl(Z ZAmn(th(x)y')ll)) ellt

m=1n=1

+B, (i i Apn@ra(x,y, lz)) etat

m=1n=1

(3.89)

+Br—1 (Z z Amn(bhd(x, vy, A(T—l))) e/'l(r—l)t

m=1n=1
(33 Amoutan i)
m=1n=1

Bazi durumlarda, plagin serbest titresim ¢oziimleri, asagidaki gibi karmagik sayi

olarak elde edilmektedir.
W = a+fj (3.90)
Bu denklemin asagidaki sekilde de ifade edilebilecegi bilinmektedir.

Wha(x, v, t) = Ja? + B2 cos(tan (B /a)) (3.91)

Boylece plagin serbest titresimleri reel sayilarla da ifade edilmis olur.
3.8. Normalize islemi
Coziim fonksiyonunun o6klid uzunlugu I, normunda Denklem (3.92)’deki gibi

yazilabilir. Eger Denklem (3.92), ¢6ziim fonksiyonuna oranlanirsa, normalize

edilmis degerler, Denklem (3.93)’den elde edilmis olacaktir.

a b
Wha G )l = f f Wiy, y)]2dxdy (3.92)
00

Wha (x, J’)

__ha\m 7 3.93
|Wha Cx, V)l (3.93)

th_nor (x, y) =



BOLUM 4. SAYISAL COZUMLER

4.1. Giris

Yapilan tiim hesap ve islemlerde, ayn1 degerlere sahip axb boyutunda, Tablo 4.1°de
verilen degerlere sahip bir kare plak kullanilmistir (Tablo 4.1). Plagin y=0, y=b
kenarlar1 tiim hesaplarda basit mesnetlidir. Diger kenarlar boyunca dogrusal, burulma
yaylar1 ve soniim elemanlar1 yerlestirilmistir. Plaga her hangi bir dis kuvvet
uygulanmamustir. Dogrusal yay katsayilarmin birimleri N/m? , burulma vyay
katsayilarinin birimleri, Nm/rad.m [10] ve séniim katsayilarinin birimleri Ns/m?
alinmigtir. Daha sonraki kisimlarda burulma yay katsayisi birimi, kisaltma goz

oniinde bulundurularak N olarak kullanilmistir.

Tablo 4.1 Hesaplamalarda kullanilan plak degerleri

p [kgm’] | E[N/M?] | v h [m] | a=b [m]

2700 7.10% 033]10° |1

Elastik yaylarin ve soniim elemanlarinin katsayilarina O ile oo arasinda degerler
verilerek, basit, serbest, ankastre, gibi sinir sartlarina yaklasim saglanabilir. Ornegin,
tiim katsayilar sifira yakin ¢ok kiiciik bir sayiya esitlenirse serbest kenarli, cok biiyiik
bir sayiya esitlenirse ankastre, orta biiyiikliikte katsayilar girilirse elastik ve soniim

mesnetli vb. gibi farkli sinir sartlarina esdeger bir plak elde edilmis olur.

Galerkin hesaplamasinin kaginci parametreye kadar hesaplanacagini gosteren m ve n
parametreleri, M ve N gibi belirli bir degere kadar siirdiiriilerek Denklem (3.65)
¢oziiliir. Galerkin metodu sonsuz terime kadar uygulandiginda biyiik dogrulukta
¢ozlime yaklagilmaktadir. Ancak, bazi durumlarda ¢ok kiiciik terim sayilarinda bile
cok yaklasik degerler elde edilebilmektedir. Ornegin, M ve N terimleri 5 alindig
takdirde bile, yiiksek dogrulukta ¢6ziim elde edildigi goriilmiistiir.
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Tim islemlerde a/b=1 boyut orani i¢in hesaplamalar yapilmistir. Denklem (3.65)
0zdeger-6zvektor problemi ¢oziilerek plagin dogal frekanslari, sontimlii kok degerleri
ve Amn 0z vektorleri, Denklem (3.73) kullanilarak frekans parametreleri, baslangig
sartlar1 vasitasiyla, Denklem (3.89)’daki B katsayilar1 elde edilmistir. Soniimsiiz plak
modeli i¢gin mod bigimleri, Denklem (3.35) ile elde edilmistir. Soniimlii plagin

serbest titresim hareketi ise, Denklem (3.89) genel ¢6ziimiiyle elde edilmektedir.

4.2. Elastik Mesnetli Soniimsiiz Plak Modelinin Titresimleri

4.2.1. Ankastre-Basit-Ankastre-Basit (ABAB) plak

Denklem (3.65) o6zdeger-6zvektor problemi oncelikle, x = 0,x = a kenarlarindan
ankastre, y = 0,y = b kenarlarindan basit mesnetli kare plak igin ¢ozilmistiir.
Mevcut elastik ve sonim mesnetli plagi, ABAB kenar mesnetli plak haline
dontistirmek gerekmektedir. Ankastre bir kenar elde edebilmek igin, x = 0,x = a
kenarlarindaki k;ve K; yaylarinin rijitliklerinin ¢ok yiiksek ve soniim katsayilarinin
sifir secilmesi gerekmektedir. Bu durumda, plak kenarlarinin hem yer degistirme
hem de donmesi engellenmis olacag igin, esdeger ABAB kenar mesnetli bir plak
elde edilmis olacaktir. Buradan hareketle yay katsayilar1 k; = 101° N/m?, K; =

101° N ve soniim katsayilar1 ¢; = 0 Ns/m secilmistir (Sekil 4.1).

ko = 101 N m?
K, =10 N

k, = 10'® N/m?
K, =10 N

Sekil 4.1 ABAB plak ve sinir parametreleri

Denklem (3.33) ¢o6ziim fonksiyonundaki m,n terim sayisi, M = N = 5’e kadar
stirdiiriilmesiyle ve Denklem (3.73) kullanilarak elde edilen ilk 9 frekans
parametresi, kiigiikten biiytige dogru Tablo 4.2°de verilmistir. Daha yiiksek frekans

parametrelerinin kiigiikten biiyiige siralanisi ise ve Tablo 4.3’de verilmistir.



Tablo 4.2ABAB plak i¢in ilk 9 frekans par

ametreleri
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COZum Ql Qz Q3 Q4 QS Q6 97 QS Qg

Li*[51] 28.9514|54.7498|69.3275|94.6142|102.239 |129.099

Leissa**[10] 28.9 54.8 69.2 94.6 102.2 129.1 140.2 154.8 170.3
Chakraverty***[86]|28.950 [54.873 |69.327 |94.703 |103.71

Low****[37] 28.97 |54.77 169.40 |94.71

](3,\21:(:'\2‘11:1%1;1a 28.9514|54.7498|69.3275|94.6141|102.2393(129.0988|140.3310{154.7851|170.3963
"Tablo 1 “Tablo 4.5 “Tablo 9.3 " Tablo 3

Tablo 4.3 ABAB plak i¢in yiiksek frekans parametreleri

Coziim Q10 Q14 (P Q43 Q14 Q45 Q16 Q47 Qyg
Leissa*[lo] 199.9 206.6 208.6 234.5 258.5 265.2 279.5 293.8 307.4
?Jfﬁl;ssr)na 199.8933|206.9853|209.1775|234.9769 |258.6975 |265.4425 |279.7738 | 294.2418 | 308.9650
"Tablo 4.5

Elde edilen A4,,,, 6zvektorlerinin, Denklem (3.35) ¢dziim fonksiyonu ile birlikte mod

bicimleri elde edilir. ABAB plak i¢in, baz1 mod bi¢imleri Sekil 4.2°de goriilmektedir.

Sekil 4.2 terim sayist M = N = 5 alinarak elde edilmistir. Bu sekiller, ilgili frekans

parametrelerine karsilik gelen frekanslardaki, ilk 9 mod bigimini géstermektedir.
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4.2.2. Basit-Basit-Serbest-Basit (BBSB) plak

Diger 6rnek, y = 0,y = b, x = 0 kenarlarindan basit destekli ve x = a kenarindan
ise serbest olma halidir. Mevcut modelin yay ve séniim katsayilarinin, BBSB mesnet
durumunu saglayacak sekilde secilmesi gerekmektedir. Plagin x = 0 kenarinin basit
mesnetli olabilmesi i¢in, bu kenardaki dogrusal yay katsayisinin sonsuz (o) olmasit,
ya da yayin tamamen Sadece rijit bir destek gibi davranmasini saglayacak kadar
yiiksek secilmesi gerekir (k, = 101> N/m?). Basit kenar sartmin olusabilmesi icin,
burulma yaylarinin iptal edilmesi, katsayilarinin sifira ¢ok yakin girilmesi gerekir
(Ko = 10719 N). Aymi zamanda ¢, = 0 Ns/m olur. Diger x = a kenarmin serbest
kenar olabilmesi igin, bu kenardaki tiim katsayilarinda k; = 107° N/m?, K; =
10710 N, ¢; = 1071° Ns/m alinmas: gerekir (Sekil 4.3).

ko = 10 N/m? || ky, =107 N/m?

K,=10ty |[B A S|k, =101y

Sekil 4.3 BBSB plak ve sinir parametreleri

Iki kenarmdan basit mesnetli, bir kenarindan ankastre, diger kenarindan ise yine

serbest (BBSB) plak i¢in frekans parametreleri Tablo 4.4’te verilmistir.

Tablo 4.4 BBSB plak i¢in frekans parametreleri

Coziim Q Q, Qs Q, Qs Q¢ Q, Qg Qg
Li" (1) 11,6859 (27,7971 |41,2308 [59,2435 (62,3701 (90,5177 |- - -
Leissa " [10] 1168 |27,76  |4120 [59,07 [61,86 (90,29 |- - -
Leissa™"[14] 11.6845 |27.7563 |41.1967 [59.0655 [61.8606 [90.2941 [94.4837 |108.9185 [115.6857
Chakraverty™"[86]|11,684 |27,757 |41,220 |59,360 [62,461 |- - - -

11.5939 (27.6491 |41.0743 |59.0137 |62.2380 |90.3261 |95.2263 [109.2074|118.7563

Bu Calisma

(M:CN:%) Q10 Q'11 '012 Q'13 'Ql4— QIS 'Ql6 O'17 '0'18
147.1261 |152.5538 |159.6860 |179.1079 [202.4613 |205.9804 |218.2195 |236.3281 |249.2684

"Tablo 2 “Tablo 4.16 “Tablo A5 " Tablo 9.3

Dogal frekanslara karsilik gelen A,,, 6zvektorlerinin, yine Denklem (3.35) ¢oziim
fonksiyonu ile birlikte kullanilmasiyla elde edilen mod big¢imleri ise Sekil 4.4’te

goziikmektedir.
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Sekil 4.4 BBSB plak i¢in mod bigimleri

4.2.3. Ankastre-Basit-Serbest-Basit (ABSB) plak

Ankastre kenar i¢in, plagin x = 0 kenarindaki yaylarin katsayilarinin, dogrusal yer
degistirmeyi ve donmeyi engelleyecek sekilde cok yiiksek secilmesi gerekir. Bu
nedenle yay katsayilart k, = 10> N/m?, K, = 10® N alinmistir. Diger x = a
kenarinin serbest olabilmesi i¢in de, bu kenardaki tiim katsayilar sifira yakin
alinmigtir (Sekil 4.5). Yapilan hesaplamalarla elde edilen frekans parametreleri Tablo
4.5’te verilmistir. ABSB smir sarthh plagmmin mod bigimleri, BBSB plagin mod

bigimlerine benzemektedir.

k, =107 N/m?

ky = 105 N /m?
K, =107 N

K, =10 N

Sekil 4.5 ABSB plak ve sinir parametreleri
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Tablo 4.5 ABSB plak i¢in frekans parametreleri

Coziim O, Q, Qs Q, Qs Qe Q, Qg Q
Leissa*[14] 12.6874 |33.0651 |41.7019 |63.0148 |72.3976 |90.6114 |103.1617|111.8964 |131.4287
Chakraverty "[86] |12.687 [33.067 |41.714 |63.260 [73.870

12.5727 |32.9877 |41.5605 |63.0328 |73.0661 |90.6218 |104.1733|112.3585|135.5273
?M“fﬁ,‘i‘é‘;“a T T P T Y T P R
154.4638 [159.8727 [167.5826 |181.7537|219.3276 |224.2745 |232.8551 [249.3822 |1263.6629
“Tablo A4 “Tablo 9.4

4.2.4. Ankastre-Basit-Basit-Basit (ABBB) plak

Eger plagm x = 0 kenarindaki yay katsayilar1 k, = N/m?, K, = 10> N gibi biiyiik
bir deger, x = a kenarindaki burulma yay katsayilar1 K; = 1071° N ve dogrusal yay
katsayilar1 k; = 10> N/m? gibi biiyilk bir deger alinirsa, ABBB plak elde
edilecektir (Sekil 4.6). Bu plak i¢in frekans parametreleri Tablo 4.6’de verilmistir.

ky = 10%% N fm?
Ky =105 N

Sekil 4.6 ABBB plak ve sinir parametreleri

Tablo 4.6 ABBB plak i¢in frekans parametreleri

Coziim Q Q, Qs Q, Qs Q4 Q, Qg Q
Low’[37] 2365 |51.69 |58.68 |86.19
Leissa™[14] 236463 [51.6743 |58.6464 |86.1345 |100.2698 |113.2281 [133.7910 [140.8456 |168.9585

Chakraverty ""[86](23.646 |51.813 |58.650 [86.252 |101.80

23647 (51678 |58.647 (86.145 [100.28 [113.23 |133.84 |140.85 [168.99
QIO Q'11 '012 Q'13 'Ql4- QlS Q'16 O'17 '0‘18
187,55 |188,17 (201,83 |[21534 |[25562 |[257,6 (26254 (28383 289,94

Bu Caligma
(M=N=5)

"Tablo 3 “Tablo A3 “Tablo 9.2
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Sekil 4.7 ABBB plak i¢in mod bigimleri

ABBB plaginin ilk 9 mod sekli, dogal frekanslariyla birlikte Sekil 4.7°de verilmistir.
Siir sartlar1 simetrik olmadigi i¢in, mod sekillerinin de simetrik olmadigi

goriilmektedir.

4.2.5. Serbest-Basit-Serbest-Basit (SBSB) plak

Mevcut plak modelinin yay katsayilarinin sifira yakin ayarlanmasiyla, karsiliklr iki
kenarindan basit mesnetli, diger iki kenarindan ise serbest kenarli, SBSB sinir sarth
plak modeli elde edilebilir (Sekil 4.8). Bu plak modeli i¢in elde edilen frekans
parametreleri Tablo 4.7’da verilmistir. Mod bi¢imleri de Sekil 4.9’da goériilmektedir.

ky = 10710 N /m?
K, =107 N

k, =107 N/m?
K, =10 N

Sekil 4.8 SBSB plak ve sinir parametreleri
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Tablo 4.7 SBSB plak igin frekans parametreleri

Cozim 0, Q, 0, Q, Qs 0 Q, 0y 0,

Chakraverty [86] |9.6317 |16.135 |37.180 |39.134 |47.280

Leissa [14] 0.6314 |16.1348 |36.7256 |36.9450 |46.7381 |70.7401 |75.2834 |87.9867 |96.0405
05747 |15.9224 |36.5756 |38.8290 |46.5710 |70.7225 |77.8945 |87.9330 |96.4728

Bu Calisma Q Q Q Q Q Q Q Q Q

(M:N:S) 10 11 12 13 14 15 16 17 18

115.5606 (122.7366|140.2779|157.0781 {166.7683 |171.9904 |178.3536 {193.9771 |236.5332
"Tablo 9.3 “Tablo A6
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Sekil 4.9 SBSB plak i¢in mod bigimleri

4.2.6. Basit-Basit-Basit-Basit (BBBB) plak

Elastik mesnetli plagin yay katsayilari uygun sekilde degistirilerek, x = 0vex = a
kenarlarinin da basit kenarli olmasi saglanir. Bunun i¢in, her iki kenardaki burulma
yay katsayilar1 sifir (Ko,1 = 10710 N) , dogrusal yay katsayilar1 da ko, =
105 N/m? gibi biiyiik bir say1 verilerek, BBBB sinir sartli bir plak elde edilmistir
(Sekil 4.10). Elde edilen frekans parametreleri Tablo 4.8’de verilmistir. Tablo 4.8,
baz1 esit frekans parametreleri icermektedir. Bu frekanslar, plak modelinin ve sinir
sartlarinin simetrik oldugu durumlarda ortaya ¢ikmaktadir. BBBB plagmin ilgili
frekanslardaki simetrik mod bigimleri Sekil 4.11’de goriilmektedir.
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ky =10 N/m?
K, =101 N

&N
|

Sekil 4.10 BBBB plak ve sinir parametreleri

Tablo 4.8 BBBB plak i¢in frekans parametreleri

Coziim Q Q, Qs Q, Qs Q6 Q, Qg Q

Low'[37] 19.74  |49.35 |49.35  |78.96

Chakraverty “[86]|19.739  |49.348 [49.348 |79.400 |100.17

Kk

Leissa  [14] 19.7392 |49.3480 [49.3480 |78.9568 |98.6960 |98.6960 |128.3049 |128.3049 (167.7833

19.7392 |49.3480 [49.3480 |78.9568 [98.6960 |98.6960 |128.3049 |128.3049 (167.7833

Bu Caligma

(M=N=5) Q10 0y Qyp Q3 Qg Q45 Q6 Q7 Qg
167.7833|177.6529 |197.3921 [197.3921 |246.7401 |246.7401 |256.6097 |256.6097 |286.2185
“Tablo 3 “Tablo 9.5 “Tablo Al
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Sekil 4.11 BBBB plak i¢in simetrik mod bigimleri
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4.2.7. Ankastre-Basit-Elastik-Basit (ABEB) plak

ABEB sinir sarth plak, x = 0 kenarindan ankastre, x = a kenarindan hem dogrusal
hem burulma yaylariyla destekli, diger kenarlardan ise basit mesnetlidir. Bundan
sonraki kisimlarda, hem burulma hem de dogrusal yaylarla destekli kenarlar i¢in
kisaca “elastik (E)” ifadesi kullanilacaktir. Yukarida belirtildigi gibi x = a kenari
icin kg = Ky = , ¢y = 0 Ns/m? alinarak ankastre kenar, x = a kenari iginse,
referansla karsilastirmak amaciyla k; = 655 N/m? , K, = 65N, ¢, = 0 Ns/m?
alinarak, keyfi elastik mesnetli kenar elde edilmistir. Hesaplama hatalarindan ve tekil
nokta olusumlarindan kaginmak igin, oo yerine 101 girilmistir. Burada, elastik kenar

parametrelerinin, ¢cok farkli kombinasyonlarda segilebilecegi agiktir (Sekil 4.12).

k, = 655 N/m?
K, =65N

Sekil 4.12 ABEB plak ve sinir parametreleri

ABEB smir sarth plak i¢in verilen katsayilara gore elde edilen frekans parametreleri,
Tablo 4.9°de goriilmektedir. Mod bigimleri ise Sekil 4.13’te goriilmektedir. Li’nin
(1) katsayilar i¢in kullandig1 degerler yaklasik olarak verilmesine ragmen, elde edilen

sonuglar referansla uyugmaktadir.

Tablo 4.9 ABEB plak i¢in frekans parametreleri

O Q, Qs Q, Qg Q¢ Q, Qg Qq
Li*[51] 19,4025 |40,7803 (44,8252 |67,1697 (81,6234 |92,5912

19.4111 |40.7153 [44.8035 |67.0040 |(81.2604 |92.5018 |109.0842 {114.2931 |142.9664
Bu Calisma
(M:CN:%) Qy9 Q44 Qy, Q45 Q4 Q45 Q6 Q47 Qg

156.8770 |160.8456 {171.5604 |182.2824 |219.8723 |225.0411 |227.0201 |249.4736 |256.3570

*Tablo 5
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Sekil 4.13 ABEB plak i¢in mod bigimleri

ABEB sinir sarth plagin x = a kenarinin, farkli dogrusal yay katsayilari igin ilk 9
mod seklinin degisimi Sekil 4.14’de goriilmektedir. Sabit burulma yay katsayisi
(Ky =65 N) icin, dogrusal yay katsayilar1 biyiidik¢e yer degistirmeler onemli
oranda azalmaktadir. Tiim egrilerin diigiim noktalar lizerinden gegtigi sdylenemez.
Clinkii 6nemli oranda mod degisimleri gozlenmektedir. Dolayisiyla dogrusal yay
katsayilarinin degisimi, hem yer degistirmeye hem de mod sekillerinin degisimine

neden olmaktadir.

ABEB plagin x = a kenarinin, farkli burulma yay katsayilari i¢in ilk 9 mod seklinin
degisimi Sekil 4.15’de goriilmektedir. Farkli yay katsayilar1 i¢in dogal frekanslar
degiseceginden, ilgili mod sekilleri de degisebilmektedir. Buna gore kiiciik burulma
yay katsayilar i¢in (K; = 65 N), daha biiyiik yer degistirmeler meydana gelmekte,
burulma yay katsayis1 bliylidiikce yer degistirme azalmaktadir. Fakat bu azalma
miktart ¢ok kiigiiktiir. Tiim egriler plak ilizerinde yer degistirmenin sifir oldugu,

diigim noktalar1 (¢izgileri) lizerinden gecmektedir.
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Sekil 4.15 ABEB plagin x=a kenarmin burulma yay katsayilarina gore degisimi
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4.2.8. Elastik-Basit-Elastik-Basit (EBEB) plak

Iki kenar1 elastik olarak destekli, diger iki kenarinin da basit mesnetli olmasi
durumunda, plagin x = 0, x = a kenarlar1 boyunca yerlesen dogrusal ve burulma yay
katsayilari, istege bagli olarak degistirilebilir. Burada, basitlik ve simetriklik

agisindan, her iki kenardaki tiim yay degerleri k; , = K , esit alimmistir (Sekil 4.16).

ky = 1500 N/m?
K, = 1500 N

k, = 1500 N/m?
K, =1500 N

Sekil 4.16 EBEB plak ve sinir parametreleri

Iki tarafi elastik mesnetli bu plak modelinin, yukaridaki katsayilara gore elde edilen
dogal frekanslar ve frekans parametreleri, Tablo 4.10°da verilmistir. Ilk 9 mod
bicimleri de Sekil 4.17°de goriilmektedir. Sinir sartlart karsilikli simetrik oldugu i¢in,
mod sekilleri de simetriktir.

Tablo 4.10 EBEB plak i¢in mod frekanslar1 ve frekans parametreleri

f, f, fs f, fs fs f, fs f
49633 |8.6056 |10.8799 |14.2174 |14.5448 |21.0138 |22.5736 |25.5537 |26.0222
fi [Hz
oasgy o ffw Jhe  Jfe Jfw Jhe  Jfe  |fn fe
32.6751 |33.0628 |30.4663 |42.2502 |43.0232 |45.0403 |49.4789 |50.2404 |61.3647
O 2y Q3 Q4 Qg Qg Q Qg Q9
o, 20.0281 |34.7255 |43.9026 |57.3704 |58.6914 |84.7951 [91.0895 |103.1148 [105.0052
(M=N=5) Q40 Q4 Oy, Q43 Qq4 Qs Q6 Q47 Qg
131.8510 | 133.4156 [159.2548 |170.5250 [173.6077 |181.7473 [109.6579 |202.7307 [247.6197
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Sekil 4.17 EBEB plak i¢in mod bigimleri

Aym EBEB plaginin x = 0 kenarmin, k, = k; = 1500 N /m? sabit dogrusal yay
katsayisina karsilik, farkli burulma yay katsayilari i¢in, 3. mod seklinin degisimi
Sekil 4.18°de gosterilmistir. Sekilden de goriildiigi gibi, sabit dogrusal yay
katsayisina karsilik, en kiiclik ve en biiylik burulma yay katsayilar1 arasinda kalan
degerler i¢in, deplasman farki ¢ok azdir. Burulma yaylarinin deplasman {izerinde

onemli bir katkisinin olmadigi, bu sekilde de goriillmektedir.

Sabit burulma yay katsayisi (K, = K; = 1500 N) i¢in, farkli dogrusal yay
katsayilar1 igin x = 0 kenarinin 3. mod seklinin degisimi gosterilmistir (Sekil 4.19).
Sekilden goriildigl gibi, dogrusal yay katsayist biiylidilkce deplasmanlar
azalmaktadir. Dogrusal yay katsayisiyla, deplasmanlar ters orantilidir. Burulma yay

katsayisindaki gibi, yay katsayist degistik¢e mod sekilleri degisebilmektedir.
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Sekil 4.18 EBEB plagin x=0 kenarinin 3. modunun burulma yay katsayilarina gore degisimi

yix=l)

Sekil 4.19 EBEB plagin x=0 kenarinin 3. modunun dogrusal yay katsayilarina gore degisimi

4.2.9. Basit-Basit-Elastik-Basit (BBEB) plak

Plagin x = 0 kenarindaki yay katsayilari k, = 101> N/m?, K, =0N ve x =a
kenarindaki yay katsayilar1 keyfi alinarak BBEB plak modeli olusturulmustur (Sekil
4.20). BBEB plak i¢in, Sekil 4.20°de verilen degerlere gore elde edilen elde edilen
mod frekanslar1 ve frekans parametreleri, Tablo 4.11°da verilmistir. BBEB plaginin
mod bi¢imleri, ABEB smir sartlh plagin mod bigimlerine benzedigi igin

gosterilmemistir.
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ko = 10 N/m?
K, =10 N

o k, =100 N /m?
'k, =100 N

Sekil 4.20 BBEB plak ve sinir parametreleri

Tablo 4.11 BBEB plak i¢in dogal frekans ve frekans parametreleri

f f, f3 s fs fs f; fs fy

f, [Hz] 3,3261 |7,8477 |10,432 |15,146 |17,173 |22,573 |24,612 |27,354 |31,648

I

(M=N=5) f10 fiy f1o fi3 fia fis fie f17 fig
36,952 39,185 |39,666 |44,5 51,683 152,343 |54,225 |59,937 (61,744
Q Q, Qg Q, Qs Qe Q. Qg Qg

Q; 13,421 |31,667 (42,096 (61,117 (69,297 (91,087 99,313 (110,38 (127,71

(M=N=5) 0, Qyq Qyp Qi3 Qy Q5 Q¢ Qyy Qg
149,11 |158,12 |160,06 |179,57 |208,55 (211,22 |218,81 (241,86 (249,15

4.2.10. Serbest-Basit-Elastik-Basit (SBEB) plak

Plagin x = 0 kenarindaki biitiin katsayilar ko = 1071 N/m? , K, = 101°N
verilerek serbest kenar elde edilmistir. Diger x = a kenarindaki yay katsayilari ise
yine keyfi alinarak SBEB smir sartli plak modelinin olusumu saglanmistir (Sekil
4.21). SBEB plaginin Sekil 4.21°deki degerler i¢in elde edilen, frekans degerleri ve

frekans parametreleri asagida verilmistir (Tablo 4.12).

Mod bicimleri de Sekil 4.22’de gosterilmistir. Bu plagi mod big¢imlerine dikkat
edilirse, ilging olarak frekans yiikseldikce serbest kenar elastik destekli kenara gore
daha az deformasyona ugramakta ve yer degistirmesi azalmaktadir. Serbest oldugu
halde destek varmis veya hafif tutulmus gibi davranis gostermektedir. Digim
cizgilerinin serbest kenara ¢ok yakin olmasi da bu durumu dogrulamaktadir. Ancak
elastik kenardaki yay parametreleri artirilirsa serbest kenardaki yer degistirmelerde
artis olacagi aciktir. Belli bir degere kadar olan yaylarin, plagin serbest kenarlarini

fazla etkilemedigi sOylenebilir.



k, =100 N/m?
K, =100 N

Sekil 4.21 SBEB plak ve sinir parametreleri
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Tablo 4.12 SBEB plak i¢in dogal frekans ve frekans parametreleri

f, 1, f, f, 1 f, f, f, f,

fi[Hz] [25467 |4.4953 [9,7206 |10,2595 |11,8518 |18,2353 |21,2192 |21,8787 |24,0946

(M=N=5)| , iy 1, 13 14 15 1o f1r f1g
297183 |30,8446 |37,2936 |38,9907 |41,3762 |43,0603 |45,8932 |48,2861 |59,5176
Q Q, Qs Q, Qs Q¢ Q, Qg Qq

Q; 10,2763 |18,1395 |39,2245 |41,3994 |47,8247 |73,5834 |85,6242 |88,2852 |97.2269

(M:N:S) QlO Qll 912 913 Ql4— QlS Qlé Ql7 918
119,9196 |124,4645|150,4877 |157,3357 | 166,9619|173,7574 185,1889 | 194,8446|240,1661
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Sekil 4.22 SBEB plak i¢in mod bigimleri
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4.2.11. Ankastre-Basit-Burulma Yayi-Basit (ABMB) plak

Plagin x = 0 kenarindaki yay katsayilari maksimum alinarak ankastre kenar elde

edilmistir. Diger x = a kenarinin sadece donme etkisinde kalabilmesi i¢in, bu
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kenardaki dogrusal yay katsayilari sifir alinmistir. Burulma yay katsayilari keyfi
verilmistir (Sekil 4.23).

ky =107 N/m?
K, =100 N

Sekil 4.23 ABMB plak ve sinir parametreleri

ABMB plaginin k; = 1071 N/m?, K; = 100 N i¢in dogal frekans ve frekans
parametreleri Tablo 4.13’de verilmistir. Mod bigimleri ABEB destekli plagin mod
bicimlerine benzedigi i¢cin gosterilmemistir. Plagin x = a kenarinin, burulma yay
katsayilarmin ¢esitli degerleri igin, 2. mod seklinin degisimi Sekil 4.24’de
goriilmektedir. ABMB plak icin, burulma yay katsayilarinin artmasiyla genlikler ¢ok

az degismektedir.

Tablo 4.13 ABMB plak i¢in frekans ve frekans parametreleri

f f, fs f4 fs fs f; fg fo
f, [Hz] 3.3374 |9.2506 |10.4764 |16.1639 [19.9598 |(22.6112 |26.9147 |28.1209 |35.8307
(M=N=5) fio0 fi fio fis fis fis fi fi7 fis
38.8118 |39.6937 |42.9445 |45.1272 [54.9931 |55.7447 |59.7496 |61.7601 |66.6221
Q4 Q, Qs Q, Qg Qg Q, Qg Qg
o 13.4670 |37.3281 [42.2746 [65.2250 |(80.5419 |91.2409 |108.6066 [113.4740 |144.5846
(M=N=5) Qo 0y Q1 Q3 Qg Q45 Q6 Q7 Qg
156.6135 |160.1724 [173.2908 [182.0975 |221.9096 |224.9417 |241.1022 |249.2144 |268.8337

P2
T

w

PO
¥ 1x=a)

Sekil 4.24 ABMB plagin x=a kenarinin 2. modunun burulma yay katsayilarina gore degisimi
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Burulma yay katsayilarinin  plak kenarlarindaki etkisinin de incelenmesi
gerekmektedir. Bu amagla, plagin y = b/2 orta ¢izgisinin 1-2 ara mod bigiminin
burulma yay katsayilarina gore degisimi Sekil 4.25°de goriilmektedir. Bu sekilde
plagin x = a kenarmin egim acisi, burulma yay katsayist arttikca beklendigi gibi
azalmaktadir. Burulma yay Kkatsayisi arttikga x = a kenari, ankastre kenara

dontismektedir.

w(x)

Sekil 4.25 ABMB plagin y=b/2 orta ¢izgisinin 1-2 mod seklinin burulma yaylarina gére degisimi

4.2.12. Burulma Yayi-Basit- Burulma Yayi -Basit (MBMB) plak

Plagin x = 0, x = a kenarlarinin sadece donme etkisinde olabilmesi i¢in, dogrusal
yay katsayilan sifir (ko = k; = 10'° N/m?), burulma yay katsayilar1 keyfi (K, =
K; = 100 N) alinmustir (Sekil 4.26). Bu katsayilar i¢in elde edilen dogal frekans ve
frekans parametreleri Tablo 4.14’te verilmistir. MBMB plagmin mod bigimleri,

EBEB plaginin mod bi¢imlerine benzemektedir.

ky = 10710 N/m?
K, =100 N

ky = 10710 N /m?
K, =100 N

Sekil 4.26 MBMB plak ve sinir parametreleri



Tablo 4.14 MBMB plak i¢in dogal frekans ve frekans parametreleri
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f; f, f3 s fs fs f; fg fy
f, [Hz] 2.4318 |4.6741 9.7347 11.3705 |11.9996 (18.8504 [21.9206 |23.0654 |24.1966
(M=N=5) fio iy 1o fi3 fq fis fig f17 fig
30.7640 |(31.1723 |39.0149 |39.6592 (41.3769 |43.4659 |47.4536 |48.4132 [60.3076
Qy Q, Q3 Q, Qs Qg Q, Qg Qq
Q; 9.8128 |18.8612 (39.2815 |(45.8824 (48.4212 |76.0655 |(88.4542 (93.0737 [97.6386
(M=N=5) Oy Q4 Q4 Q43 Q4 Q45 Q46 Q4 Oy
124.1393 |125.7868 {157.4335 |160.0332 |166.9647 (175.3942 {191.4854 |195.3574 |243.3541

Plagin x = 0 kenarmin 2. mod seklinin, plak burulma yay katsayilarina gore
degisimi, de Sekil 4.27°de verilmistir. Burulma yay katsayilarnin mod bigimleri
izerinde etkisi, belirgin sekilde goriilmektedir. Burulma yay katsayilarinin degerleri
10,102,102 oldugunda, plak kenar: 1. modda iken, 1 ve 10° olunca 2. Modadur.

Yine genliklerle burulma katsayilari arasinda, bir orant1 olmadig1 goriilmektedir.

w (]

¥ (=)

Sekil 4.27 MBMB plagin x=0 kenarinin burulma yay katsayilarina gore 2. mod degisimi

I
KgK=1 N
K =H=10° N
=H, =107 N

1 1 1 1
0.4 0.8

(1]

x [}r:b'.z}

Sekil 4.28 MBMB plagin y=b/2 orta ¢izgisinin 1-2 mod seklinin burulma yaylarina gére degisimi
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MBMB plaginin, y = b/2 orta ¢izgisinin 1-2 ara mod bi¢iminin, burulma yay
katsayilarina gore degisimi, Sekil 4.25’de goriilmektedir. Burulma yay katsayisi

arttikca, x = 0 ve x = a plak kenarlarinin egiminin azaldig1 goriilmektedir.

4.2.13. Basit-Basit- Burulma Yay -Basit (BBMB) plak

Plak x = 0 kenarindaki, burulma yay katsayilar sifir, dogrusal yay katsayilari
maksimum (k, = 10> N/m?), x = a kenarindaki dogrusal yay katsayis1 k; =
1071% N /m? ve burulma yay katsayis1 keyfi alinarak BBMB sinir sartli plak modeli
elde edilmistir (Sekil 4.29). Plagin x = a kenarindaki, farkli burulma yay katsayilar
icin elde edilen frekans parametreleri M = N = 5 i¢in asagidaki tabloda verilmistir
(Tablo 4.15). Bu tabloya gore, burulma yay katsayilarinin frekans parametrelerini,
dolayistyla plak modelinin dogal frekanslarini ¢ok az etkiledigi s6ylenebilir. BBMB
plagin mod sekilleri, ABEB ve ABMB plagin mod sekillerine ¢ok benzedigi i¢in
gosterilmemigtir. Tablodan burulma yay katsayilarmin degisimi, frekans

parametrelerini az etkiledigi goriilmektedir.

ky = 10710 N /m?
K, =100 N

kp = 10" N/m? |,
Ky =10 N

Sekil 4.29 BBMB plak ve sinir parametreleri

Tablo 4.15 BBMB plak i¢in burulma yay katsayilarina gore frekans parametreleri

Q Q, Qs Q, Qs Q4 Q, Qg Q

Ki=1N 11.6241 |27.7884 |41.0936 |59.0661 |62.4569 [90.3388 |(95.3291 |109.2289 |118.9958

K, =10N |(11.8153 |28.7414 |41.2369 [59.4612 |64.0678 |90.4391 |96.1228 |109.4012 [120.8370

K, = 10% N |12.1959 |31.0587 |41.6827 |60.8076 |68.9862 [90.8782 (99.0963 [110.2022 |127.5106

K; =103 N |12.3200 |31.9531 |41.9099 |(61.5640 |(71.3384 |91.2264 |100.9614 [110.8949 |[131.3956

K, = 10* N |12.3352 |32.0680 |41.9421 |61.6753 |71.6604 [91.2867 |101.2476 |[111.0201 |131.9670

K, =105 N |12.3368 |32.0799 |41.9455 |61.6869 |71.6938 [91.2931 |101.2777 |111.0336 |132.0268
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4.2.14. Serbest-Basit- Burulma Yayi-Basit (SBMB) plak

Plak x = 0 kenarindaki tiim destekler kaldirilarak, x = a kenarindaki dogrusal yay
katsayisi, k; = 1071 N/m? ve burulma yay katsayis1 keyfi alinarak olusturulan
SBMB smir sartlh plak modeli Sekil 4.30°da goriilmektedir. Plagin x = a
kenarindaki, farkli burulma yay katsayilar1 i¢in elde edilen frekans parametreleri,
M = N =5 i¢in asagidaki tabloda verilmistir (Tablo 4.16). Yine bu tablodan da
burulma yay katsayilarinin degisiminin frekans parametrelerini az etkiledigi

goriilmektedir.

ky = 10710 N /m?

ky, = 10710 N /m?
K, =10 N

K, =100 N

Sekil 4.30 SBMB plak ve sinir parametreleri

Tablo 4.16 SBMB plak i¢in burulma yay katsayilarina gore frekans parametreleri

Q| Qs Q, Qs Qs Q, Qg Q

K.=1N 9.5806 |[15.9838 |36.7401 |38.8360 [46.5977 |70.7955 |78.1236 |87.9391 |96.4855

K, =10N 9.6164 |16.3838 |37.8969 |38.8884 |46.7978 |71.3527 |79.8349 |87.9876 [96.5824

K, =10°N |9.6807 |17.2327 (39.0422 |40.9409 |47.4522 |73.3284 |85.3460 |(88.1940 |97.0258

K, =103N |9.7000 [17.5239 |(39.1158 |42.2006 |47.8037 |74.4884 |88.1353 [88.3516 |97.3992

K, =10*N |9.7023 [17.5601 |(39.1260 |42.3656 |47.8546 |74.6617 |88.3783 |88.5245 |97.4657

K, =10°N |9.7026 [17.5639 |(39.1270 |42.3826 |47.8599 |(74.6798 |88.3812 [88.5650 |97.4728

SBMB plagin mod sekilleri, SBEB plagin mod sekillerine ¢ok benzedigi i¢in
gosterilmemistir. SBEB plakta oldugu gibi, SBMB plakta da serbest kenardaki yer

degistirmeler diger burulma yay1 destekli kenara gore daha azdir.

4.2.15. Ankastre-Basit-Dogrusal Yay-Basit (ABYB) plak

Plagin x = 0 kenar1 ankastre olacak sekilde katsayilar diizenlenmistir. Diger x = a
kenarindaki burulma yay katsayilar1 sifir alinarak donme etkisi kaldirilmis ve
dolayisiyla sadece dogrusal yaylarin etkisinde birakilmistir. Bir kenar1 ankastre, diger

kenar1 sadece dogrusal yayla destekli ABYB plag1 Sekil 4.31°de goriilmektedir. Bu
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plagin cesitli dogrusal yay katsayilarma gore hesaplanarak elde edilen ilk dokuz
frekans parametresi M =N =5 i¢in Tablo 4.17°de verilmistir. Dikkatle
incelendiginde, dogrusal yay katsayilarinin degisimi, burulma yay katsayilarinin
degisiminden daha fazla frekans parametrelerini etkilemektedir. Dogrusal yay
katsayisiyla frekans parametresinin dogru orantili oldugu goriilmektedir. Yay
katsayisinin k; = 1000 N/m? oldugu durum igin, ilk dokuz frekanstaki mod
bigimleri ise Sekil 4.32’de goriilmektedir. Mod bigimleri i¢in terim sayist M = N =

3 alimustr.

A
ky = 10%% N /m? o k, =1000 N/m?
K, = 10 N Al : Yol K =1070N

; o

A ____ :E___;"

Sekil 4.31 ABYB plak ve siir parametreleri

Tablo 4.17 ABYB plak i¢in dogrusal yay katsayilarina gore frekans parametreleri

Q Q, Qs Q, Qs I Q, Qg Q

ky=1N 12.5944 |32.9971 [41.5666 |63.0373 |73.0707 |90.6247 |104.1760 |112.3612 |135.5303

k; =10N [12.7868 |33.0817 |41.6237 |63.0775 |73.1125 [90.6513 |104.2043 |112.3821 |135.5562

k, = 10?2 N |14.4346 |33.9430 (42.1705 |63.4804 |73.5361 |90.9105 |104.4884 |112.5910 |135.8166

k, =103 N |20.4255 |42.0314 |45.8231 |67.4614 |78.1871 |93.0229 |107.4275 |114.6670 |138.5543

k, =10* N |23.2749 |50.6904 |56.1884 (815237 |98.4261 |103.7017 |126.3087 |127.5450 |163.4689

ky =10°N |23.6092 |51.5761 |58.4087 |85.6754 [100.0808 [112.3490 [132.9788 [139.4776 |168.6494

Plagin x = a kenarinin, plak yay katsayilarinin gesitli degerler almasiyla, mod
biciminin degisimi Sekil 4.33’de goriilmektedir. Buradan dogrusal yay katsayilarinin
genliklerle orantili oldugu goriilebilmektedir. Biiyiik dogrusal yay katsayilari i¢in
x = a kenarmin yer degistirmesinin sifira yaklastigi, dolayisiyla basit mesnetli

kenara doniistiigl goriilmektedir.
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Sekil 4.33 ABYB plagin x=a kenarinin yay katsayilarina gére degisimi

Dogrusal yay katsayilarinin, kenarlardaki etkisini daha iyi gorebilmek amaciyla,
farkl katsayilara gore y = b/2 orta ¢izgisinin mod bi¢iminin degisimi Sekil 4.34°te
gosterilmistir. Dogrusal yay katsayilar arttikca, plagin x = a kenarinin genligi
azalmakta, biiyiikk sayilar icin (k; = 10% N/m?) basit mesnede déoniistiigii,
dogrulanmaktadir. Biiyiik katsayilar i¢in ABYB sinir sartli plak ABBB sinir sarth

plaga donlismektedir.
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W (x]

x (y=biZ}

Sekil 4.34 ABYB plagin y=b/2 orta ¢izgisinin 1. modunun yay katsayilarina gore degisimi

4.2.16. Dogrusal Yay-Basit-Dogrusal Yay-Basit (YBYB) plak

Burada plagin her iki x = 0, a kenarlarindaki donme etkisi olusturan burulma yaylari
kaldirilmis ve sadece dogrusal yaylarin etkisinde kalmasi saglanmistir. Buna gore
burulma yay Ko; = 1072 N, dogrusal yaylar keyfi olarak (ko; = 1000 N/m?)
alinmastir (Sekil 4.35).

ky = 1000 N /m?
K, =10""QN

ky = 1000 N/m?
Ky=10"" N

Sekil 4.35 YBYB plak ve smur parametreleri

Farkli yay katsayilarmma gore ve terim sayist M = N = 3 iken, YBYB plaginin
frekans parametreleri hesaplanmistir (Tablo 4.18). Dogrusal yaylarla, frekans
parametrelerinin orantili oldugu bu tabloda da goriilmektedir. Yay katsayisinin
koy = 1000 N/m? ve M =N =5 alindiginda elde edilen mod sekilleri, Sekil
4.36’da gosterilmistir.
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Tablo 4.18 YBYB plak i¢in dogrusal yay katsayilarina gore frekans parametreleri

ko1 =1N  lkoy=10N  |ko, = 102N ko1 =103 N Ko, = 104N ko1105 N
Q; |9,5966 9,7723 11,243 16,422 19,299 19,694
Q, [16,096 16,358 18,719 31,371 46,199 49,021
Q3 1373 37,449 38,934 42,747 47,981 49,199
Q, (38915 38,965 39,448 51,892 72,549 78,236
Qs |47,635 47,726 48,615 55,543 86,359 97,385
Q, |72,707 72,779 73,497 80,316 96,053 98,375
Q, |88,399 88,422 88,645 90,495 110,14 126,14
Qg (99,541 99,581 99,98 103,49 117,89 126,92
Q, |126,53 126,57 126,95 130,64 152,95 174,04
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Sekil 4.36 YBYB plak i¢in mod bigimleri

Plagin x = a/2 orta ¢izgisinin, y = 0, b boyunca plak dogrusal yay katsayilarinin
cesitli degerler almasiyla ve M = N = 3 iken, 3. mod bi¢iminin degisimi Sekil
4.37°de goriilmektedir. Bu sekilde her iki kenardaki yay katsayilart esit alinmistir.
Gortldiigii gibi yay degerleri biiyiidiikce plak ortast boyunca genlikler azalmaktadir.
Cok kiiciik katsayilar i¢in (ko,1 =1N/ mz) serbest kenarli plak gibi hareket etmekte

ve genlikler artmaktadir.
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3 T T T T

= —— k=k, =1 Nim?
— - — k= =10t imt
— — k=, =10F Nim®
------- k =k, =107 Nim?

w )

fua

Sekil 4.37 YBYB plagin X=a/2 orta ¢izgisinin 3. modunun yay katsayilarina gore degisimi

YBYB plaginin, y = b/2 orta ¢izgisinin, farkli dogrusal yay katsayilarive M = N =
3 i¢in, tglincii modun degisimi Sekil 4.38’de goriilmektedir. Bu sekilden de, yay
katsayisi arttikga kenarlarin yer degistirmesinin azaldigi ve basit mesnede doniistiigii
goriilebilmektedir. Kenarlardaki yay katsayilarmin farkli olmasi durumunda, mod

tepelerinin yay katsayisi diisiik olan kenara dogru kaydig: goriilmektedir.

3 T T T T T T T T T
-4 ———— K=k, =2500 Nim?

- |.(c=k1='-:lIEL N.'IT':' -
------- k=50 Nim?, k,=10° Nim®
k=107 Nim®, k=10 Nim?

wx)

i [i] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 07 0.8 0.8
x (y=b/2)

Sekil 4.38 YBYB plagin y=b/2 orta ¢izgisinin 3. modunun dogrusal yay katsayilarina gore degisimi

4.2.17. Basit-Basit-Dogrusal Yay-Basit (BBYB) plak

Karsilikli her iki kenardaki burulma yaylar1 kaldirilarak, k, = 10> N/m? ve k,
keyfi alinarak BBYB sinir sartli plak modelinin olusumu saglanmistir (Sekil 4.39).

Plagin x = a kenarindaki dogrusal yay katsayilarinin farkli degerleri ve M = N = 3
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durumunda frekans parametreleri asagidaki tabloda verilmistir (Tablo 4.19). Yine
dogrusal yay katsayilariin frekans parametrelerini 6nemli oranda etkiledigi
goriilmektedir. BBYB plaginin mod sekilleri, ABYB plagmmin mod sekillerine

benzemektedir.

ky =100 N/m?
K, =10""QN

ko = 105 N /m?
K,=10"" N

Sekil 4.39 BBYB plak ve sinir parametreleri

Tablo 4.19 BBYB plak i¢in dogrusal yay katsayilarina gore frekans parametreleri

Q, Q, Q, Q, Qs Q Q, Qg Q
ky=1N 11,624 [27,935 [41,272 [59,856 |65565 [91,151 99,767 110,95 |15274
k=10 N 11,798 [28,033 [41,323 [59,897 [65621 [91,173 99,797 11097 [15276

k, =102 N 13,245 |29,023 |41,814 60,304 |66,183 91,386 100,11 |111,17 152,92

k, =103 N 17,748 |37,242 |44919 |64,141 |71,907 |93,08 103,13 |113,07 1545

k,=10*N 19,514 |47,676 |48,624 |75,44 92,079 |97,233 |118,71 |122,35 165,05

k; =105N 19,716 |49,183 (49,273 |78,593 |98,035 |98,533 |127,21 |127,6 175,84

4.2.18. Serbest-Basit-Dogrusal Yay-Basit (SBYB) plak

Plagin x = 0 kenarindaki tim destekler kaldirilarak, x = a kenarma ise keyfi
katsayili bir dogrusal yay eklenerek SBYB plak modeli olusturulmustur (Sekil 4.40).
Plagin x = a kenarindaki dogrusal yay katsayilarinin farkli degerleri ve M = N = 3

icin frekans parametreleri asagidaki tabloda verilmistir (Tablo 4.20).

ky, =100 N/m?
K, =10"2 N

ky = 10710 N /m?
Ky =10"" QN

Sekil 4.40 SBYB plak ve sinir parametreleri
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Tablo 4.20 SBYB plak i¢in dogrusal yay katsayilarina gore frekans parametreleri

Q Q, Q3 Q4 Qs Q6 Qy Qg Qo

ky =1N 9,5866 (16,082 (37,292 (38,912 (47,63 |72,703 (88,398 |99,539 (126,53

k; =10N 9,6726 (16,214 (37,366 (38,937 |[47,676 |72,739 (88,41 |99,559 (126,54

k; =102N |10,279 |17,5 38,129 (39,166 (48,129 |73,101 (88,519 (99,759 (126,74

k, = 103N 11,32 23,89 40,275 |45,672 |51,829 |76,698 (89,308 (101,58 128,62

k; =10*N 11,574 |27,464 41,128 58,376 |61,918 |90,754 (92,336 (108,02  |140,65

k, =10°N |11,601 27,879 |41,252 (59,698 (65,208 [91,109 (98,964 |110,62 |151,11

SBYB plaginin k; = 100 N/m? i¢in mod sekilleri, SBEB sinir sartli plagin mod
sekillerinden farklilik gostermektedir (Sekil 4.41). SBEB plaginda serbest kenardaki
yer degistirmeler, elastik kenara gore daha az iken, SBYB plaginda serbest kenardaki
yer degistirmeler de artis olmustur. Yay katsayisi daha da artirilirsa, serbest kenar

daha fazla hareket edecektir.
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Sekil 4.41 SBYB plak i¢in mod big¢imleri

4.2.19. Burulma Yayi-Basit-Dogrusal Yay-Basit (MBYB) plak

Plagin x = 0 kenarindaki dogrusal yay katsayilari sifir (ko = 1071 N/m?), x = a
kenarindaki burulma yay katsayilari sifir (K; = 10719 N) ve diger yay katsayilari
keyfi alinarak MBYB sinir sartli plak modeli elde edilmistir (Sekil 4.42). Sekil
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4.42°deki katsayilar icin elde edilen mod bigimleri Sekil 4.43’de goriilmektedir.
Dogrusal ve burulma yaylarinin frekans parametreleri iizerindeki etkisi Tablo
4.21°den ¢ok daha acik sekilde goriilmektedir. Burulma yay katsayilar1 sabit ve
dogrusal yay katsayilar1 artarken frekans parametreleri 6nemli artis gostermekte,
sabit dogrusal yay katsayisina karsilik burulma yay katsayilar1 artarken frekans

parametreleri cok az degismektedir.

k, =100 N/m?

ky = 1071 N /m?
K, =10~ N

Ky =100 N

Sekil 4.42 MBYB plak ve sinir parametreleri

Tablo 4.21 MBYB plak i¢in yay katsayilarina gore frekans parametreleri

KIN/mM? | K, = 102 | K, = 102 | K, = 102 | K, = 103 | Ky = 103 | K, = 103 | K, = 10* | K, = 10* | K, = 10%
KIN]) | ks =10 |k =102 |k, =103 | ky =10 |k; =102 | k; = 103 | ky = 10 | ky = 10? [ k; = 103

Qy 9,7898 10,488 11,806 9,8115 10,528 11,906 9,8141 10,532 11,918

Q, 17,471 18,776 25,907 17,756 19,069 26,396 17,792 19,106 26,457

Q3 39,142 39,387 40,593 39,238 39,492 40,745 39,253 39,508 40,768

Q, 41,752 42,475 49,698 43,091 43,812 51,012 43,27 43,991 51,19

Qg 48,11 48,562 52,327 48,327 48,778 52,578 48,361 48,812 52,617

Qe 74,906 75,264 78,792 76,161 76,516 80,008 76,37 76,725 80,211

Q, 88,533 88,638 89,386 88,767 88,87 89,594 88,834 88,936 89,658

Qg 99,13 99,333 101,18 98,844 99,051 100,93 98,804 99,011 100,9

Qq 127,07 127,26 129,1 128,07 128,25 130,03 128,36 128,54 130,3
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Sekil 4.43 MBYB plak i¢in mod bigimleri

Plagin y = b/2 orta c¢izgisinin yay katsayilarina goére 1.mod degisimi Sekil 4.44°de
verilmigtir. Burulma yaymin donme, dogrusal yaylarin ise yer degistirme {izerine
etkili oldugu mod bigimlerinden anlasilmaktadir. Bu sekil burulma ve dogrusal yay
katsayilarinin plak kenarlarma etkisini agik bir sekilde ifade etmektedir. Yay
katsayilar1 arttikga burulma yaylarinin oldugu x = 0 kenarinin dénmesi azalmakta,

x = a kenarinin ise yer degistirmesi azalarak basit mesnetli kenara dontismektedir.

pa
in

— — K=10N, k=10 Nim® ------- K =107 N, k=107 Nim? K=10% N, k,=10% Nim?

w(x)

=
=
8]
=
.
(=]
(&1}

08

X (y=b/2)

Sekil 4.44 MBYB plagin y=b/2 orta ¢izgisinin 1.modunun yay katsayilarina gore degisimi
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4.3. Elastik ve Soniim Mesnetli Plak Modelinin Serbest Titresimleri

Denklem (3.65)’in soniimlii bir sistem i¢in elde edilen, polinom matrisinin koklerinin
bulunmasiyla, ¢oziim fonksiyonunun istenen (M, N) terim sayisi i¢in A; kokleri elde
edilir. Elde edilen bu A; kokleri, Denklem (3.89) genel ¢oziim fonksiyonunda
yerlerine konularak ve daha once belirtildigi gibi baslangic sartlariyla birlikte

diizenlenerek C;, C, ... C, Katsayilar1 bulunursa, genel ¢6ztime ulasilmis olur.

Bazi farkli mesnetli plaklarda, cesitli yay ve soniim katsayilari i¢in elde edilen A;
kokleri tablolarda verilmistir. Ayrica plagin gesitli noktalarinin zamanla titresimi ve
mod degisimleri verilmistir. Hepsinde terim sayist M=N=1 alinmistir. Bunun i¢in bu
Ai kokleri yaklasik degerlerdir. Stiphesiz, terim sayisinin arttirilmasiyla daha yaklasik
sonuclar elde edilecegi bilinmektedir. Ancak, terim sayisinin yiikseltilmesi,
bilgisayarin islem zamanimi olduk¢a arttirmaktadir. Ayrica, yukarida frekans
parametrelerinin ve mod bi¢imlerinin elde edilmesinde, yiiksek terim sayilari
secilerek metodun dogrulugu goriilmiigtiir. Burada asil onemli olan plak
kenarlarindaki soniim elemanlarinin, plagin titresim enerjisini zamanla azaltmasi

oldugundan, M=N=1 terim say1s1 olarak yeterli goriilmiistiir.

4.3.1. Basit-Basit-Soniim (Damping)-Basit (BBDB) plak

Karsilikli kenarlarindan, x = 0 kenarindan basit mesnetli, diger x = a kenarindan
sadece sonlim destekli BBDB sinir sartli plagin, ¢esitli yay ve soniim katsayilari i¢in
elde edilen A; kok degerleri Tablo 4.22°de verilmistir. Gorildiigia gibi M=N=1 terim
icin, eslenik 4 karmasik kok elde edilmistir.

Tablo 4.22 BBDB plak i¢in yay ve soniim katsayilarina gére A; kokleri

BBDB ko, = 10" N/m?, K, = 10"°N, k, =10"'° N/m? K, = 10"1°N

¢y = 0 Ns/m? cp = 0 Ns/m? co = 0 Ns/m? co = 0 Ns/m?

¢; = 0.1 Ns/m? ¢; = 1 Ns/m? ¢; = 10 Ns/m? ¢; = 25 Ns/m?
A1 |-4345.9 F 2653.9i - 434 F 265.56i - 36.458 ¥ 27.586i -11.9 F 3.0023i
As4 |-0.058795 F 18.586i - 0.58874 ¥ 18.592i -7.0014 ¥ 19.481i -5.5106 F 30.26i
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Tablo 4.22teki yay katsayilariyla birlikte, bu BBDB plaginin orta noktasinin
(a/2,b/2), plagin x = a kenarindaki c¢; soniim katsayisinin cesitli degerleri igin,
titresimlerinin zamanla degisimi Sekil 4.45’te goriilmektedir. Sekilden goriildiigi
gibi, sonlim oranlar1 arttikca plak orta noktasinin titresimi daha kisa zamanda
soniimlenmektedir. Ornegin soniim orani ¢; = 1 Ns/m? iken, séniimleme zamani
yaklasik olarak t; = 4 — 5 saniye iken, ¢; = 10 Ns/m? olunca séniimleme zamani 1
saniyenin altma diismiistiir. Ayrica, ¢; = 25 Ns/m? olunca titresim tamamen
ortadan kalkmaktadir. Buda, Tablo 4.22’deki yay katsayilarina sahip BBDB plaginin
kritik ~ soniimiiniin  yaklasik olarak ¢; = Cppirix = 15 — 20 Ns/m?  oldugunu

gostermektedir.

01 B

0.05

“ferdegistime [m]
[

-0.05

Zaman [zn]

Sekil 4.45 BBDB plagin orta noktasinin séniim oranlarina gore titresimi

4.3.2. Ankastre-Basit-Soniim-Basit (ABDB) plak

ABDB plagi igin, gesitli sinir degerlerine gore hesaplanan 4 adet karmagik A; kokd,
Tablo 4.23’de goriilmektedir. Sabit yay katsayilarina karsilik, plak kenarlarindaki

soniim katsayilari sirasiyla ¢; = 0.1,1,10, 25 Ns/m? alinmustir.

ABDB plagmin (a/2,b/2) orta noktasinin zamanla titresimi ise, Sekil 4.46’da
verilmistir. Bu sekilden yine soniim orani arttikga, titresimin daha hizli soniimlendigi
goriilmektedir. ¢; = 10 Ns/m? Oldugu zaman sdniimleme zamam yaklasik 0.5
saniyedir. Kritik sonimiin, BBDB plaginda oldugu gibi ¢; = cppirix = 15 —

20 Ns/m? civari oldugu soylenebilir.



Tablo 4.23 ABDB plak i¢in yay ve soniim katsayilarina gore A; kokleri
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ABDB Kk, = 10" N/m?, K, = 10'°N, k, = 10" N/m?, K, = 10-°N
¢y = 0 Ns/m? ¢ = 0 Ns/m? cp = 0 Ns/m? ¢ = 0 Ns/m?
¢; = 0.1 Ns/m? ¢, = 1 Ns/m? c; = 10 Ns/m? ¢; = 25 Ns/m?
A1 |-5327.8 + 3617.9i -532.08 + 362.07i -44.867 F 38.941i - 13.356 + 3.0932i
Az4 |-0.071051 + 19.98i -0.71145 F 19.981i -8.4121 F 19.959i - 7.979 ¥ 36.648i
0.1 C,=1 NS wesseenses c,=10 Ns/m® c,=25 Ns/n?
0.05 =

Yerdegistime [m]
=

-0.03

Zaman [=n]

Sekil 4.46 ABDB plagin orta noktasinin soniim oranlarina gore titresimi

Sekil 4.47, ABDB plagin orta noktasina verilen baslangic yer degistirmesi igin,

x = a kenar orta noktasinin ¢esitli soniim oranlarina gore titresimini gostermektedir.

Goriildugi gibi, plak orta noktasina verilen baglangic yer degistirmesi i¢in, baslangic

aninda plak kenarlarinin yer degistirmesi, soniim oranlarina gore degismektedir. Bu

sekilden plak kenar1 igin kritik soniimiin yaklasik ¢; = Cppitix = 5 — 10 Ns/m?

civari oldugu goriilmektedir.

c,=25 Me/m*

“erdegistime [m]

Zaman [=n]

Sekil 4.47 ABDB plagin x=a kenar orta noktasinin titregimi
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ABDB plaginin ¢; = 10 Ns/m? igin, titresim hareketinin zamanla degisimini
gosteren mod sekilleri Sekil 4.48’de gosterilmistir. Bu sekiller, ¢ = 0 baslangi¢
aninda, plak orta noktasina 0.1 m’lik yer degistirme verildikten sonra serbest
birakilmasiyla, 2. saniyeye kadar belirli zaman dilimlerindeki aldig sekilleri ifade
etmektedir. Zaman dilimleri, her bir seklin iizerinde verilmistir. Bu sekillerden de
goriilebilecegi tizere, plak kenarindaki soniimiin etkisiyle plak titresimleri zamanla
sifira yaklagsmaktadir. Plagin 2. saniyedeki maksimum yer degistirmesi yaklasik
olarak 5.1072 m dir. Bu da ¢ok kiiciik bir deger oldugu i¢in sifir kabul edilebilir ve

2. saniyede plak titresimlerinin soniimlendigi soylenebilir.

0 =n 0.25 =n 10 0.5 =n

1=n 1.25 =n

w
—_— Ry

- -
x 10 =10 =10
1.5 zn 1.75 =n 1=n

w
—l-\':'h = h

Sekil 4.48 ABDB plagin titregsiminin ¢;=10 Ns/ m? i¢in zamanla azalmasi

4.3.3. Ankastre-Basit-Elastik ve Soniim-Basit (AB(ED)B) plak

AB(ED)B plag i¢gin, gesitli sinir parametrelerine gore hesaplanan karmasik 4 adet A;
kokii, Tablo 4.24’te verilmistir. Ankastre kenarda soniim elemani yoktur. Elastik
destekli kenardaki soniim oranlar1 yine sirasiyla c¢; = 0.1,1,10,20 Ns /m2

alimustir.
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AB(ED)B plagmnin (a/2,b/2) orta noktasinin zamanla titresimi, Sekil 4.49’da
verilmigtir. Bu sekilden yine, soniim orani arttik¢a titresimin daha kisa zamanda
soniimlendigi acik olarak goriilmektedir. Soniim orami, ¢; = 10 Ns/m? oldugu
zaman soniimleme zamani yaklasik 1 saniyedir. Sekilde goriildiigii gibi bu plak igin,
kritik soniimiin, ¢; = Cppirix = 20 Ns/m? oldugu sdylenebilir. Séniimiin ¢; =

0.1 Ns/m? olmast, bu plak titresimleri icin ¢ok yetersiz oldugu da goriilmektedir.

Tablo 4.24 AB(ED)B plak i¢gin yay ve soniim katsayilarina gore A; kokleri

AB(ED)B  k, = 10'°N/m?, K, = 10'° N, k; = 100 N/m?, K, = 100 N

cp = 0 Ns/m? ¢ = 0 Ns/m? co = 0 Ns/m? co = 0 Ns/m?
c; = 0.1 Ns/m? ¢; = 1 Ns/m? c; = 10 Ns/m? c; = 20 Ns/m?
A1 |-7565.7 F 5500.8i -756.1 F 550.54i -70.596 + 59.543i -24.672 F 38597i
A34 |-0.048441 + 23.186i -0.4823 F 23.205i -5.1775 F 22.936i -13.214 F 19.651i
' Nsim? — ' ¢,=10 Ns/n? - ¢ =20Nsim?
|:|1 - '\.L [ -1
0 * . _|' llI
|I I' ll 1 ' 1
[ o !
= 0.5 TaY (A Lo
‘o of TN, [EEAY
AWA
& i
7
£ ' ,f II. : .
005 ' | .
Lo '
- | '
L -
-0 . b, _
1 1 1 1 1 1 1 1 1 I
0.2 0.4 06 0.8 1 1.2 1.4 1.6 18 2

Zaman [=n]

Sekil 4.49 AB(ED)B plagin orta noktasinin soniim oranlarina gore titresimi

4.3.4. Elastik ve Soniim-Basit-Elastik ve Soniim-Basit ((ED)B(ED)B) plak

Bir bagka ornek, iki kenarindan elastik mesnetli plagin, elastik destekli kenarlarina
sonlim eklenerek olusan (ED)B(ED)B siir sarthi plaktir. (ED)B(ED)B plagiin yay
ve ¢esitli sonlim oranlari i¢in elde edilen 4 adet karmasik eslenik kok, Tablo 4.25°de

verilmistir.

(ED)B(ED)B plagimnin orta noktasinin titresimlerinin, ¢esitli soniim degerlerine gore

degisimi Sekil 4.50°de goriilmektedir. Asagidaki Tablo 4.25’de verilen yay
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katsayilart ve ¢y = c¢; = 10 Ns/m? soniim degeri igin, soniimleme zamanmin
ts = 1.5 saniye, kritik soniimiin ise 15 < cpq = Crpitik < 20 oldugu sekilden
soylenebilir. Dikkat edilirse AB(ED)B plak ile (ED)B(ED)B plak yaklasik aymni

soniim Ozelliklerini gostermektedir. Ornegin ¢y, = 10 Ns/m? igin séniimleme

sadece tek bir kenara soniim eklemenin yeterli oldugu anlasilmaktadir.

Tablo 4.25 (ED)B(ED)B plak i¢in yay ve soniim katsayilarina gére A; kokleri

(ED)B(ED)B ko = k, = 100 N/m?, K, = K, = 100 N

o =¢; =0.1Ns/m? |cg=c¢; =1Ns/m? |cy=c; =10Ns/m? |c, =c¢; =20 Ns/m?
A1z |-11160 + 6064.3i -1118.7 + 602.48i -107.96 + 64.167i -47.629 F 37.406i
As4 |-0.036743 + 17.576i |-0.37158 + 17.628i -3.8084 + 17.393i -8.4317 + 16.482i

0.05

Yerdegistime [m]
)

Zaman [=zn]

Sekil 4.50 (ED)B(ED)B plagin orta noktasinin titresimi

(ED)B(ED)B plagmin ¢, = ¢; = 10 Ns/m? igin titresim hareketinin, zamanla mod
degisimleri Sekil 4.51°de gosterilmistir. Bu sekillerden, plaktaki maksimum
deformasyonun, t =0 baslangic aninda uygulanan yer degistirme oldugu
goriilmektedir. Plaktaki deformasyonun, soniimiin etkisiyle zamanla azaldigi ve 2.
saniyeden sonra Ozellikle 5. saniyede tamamen ortadan kalktifi ve titresimin

sonlimlendigi goriilmektedir.
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3
0.625 =n x 10

Sekil 4.51 (ED)B(ED)B plagin titresiminin C ;=10 Ns/m? i¢in azalmasi

4.3.5. Soniim-Basit-Soniim-Basit (DBDB) plak

87

1.25 =n

DBDB sinir sartli, bagka bir ifadeyle hicbir elastik destek icermeyen plak icin elde

edilen 2; kok degerleri Tablo 4.26’de verilmistir. Bu plak i¢in yine 4 adet kok

mevcuttur. Ancak, séniim degerleri, ¢, = ¢; = 20 Ns/m? iken elde edilen ilk iki

kok, digerlerinin aksine karmasik degil reel sayidir. Diger kokler karmasik ve

esleniktir. Bu plak i¢in kritik soniimiin cg1 = Cpririre = 15 Ns/m? ve bu deger igin

soniimleme zamaninin t; = 0.5 sn. oldugu tahmin edilebilmektedir (Sekil 4.52).

Tablo 4.26 DBDB plak igin yay ve soniim katsayilarina gore A; kokleri

DBDB k, =k, = 10710 N/m?,

Ko = Kl = 10_10 N

co = ¢; = 0.1 Ns/m?

co = ¢; = 1 Ns/m?

¢y = ¢; = 10 Ns/m?

co = ¢; = 20 Ns/m?

A

-6375.2 - 3277.5i

-637.05 - 327.92i

-58.555 - 34.43i

-0.062193

A2

-6375.2 + 3277.5i

-637.05 + 327.92i

-58.555 + 34.43i

-0.019691

A3

-0.047139 + 14.9609i

-0.47344 ¥ 14.968i

-5.1973 + 14.917i

-0.022663 + 30.639i
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0.05

Yerdegistime [m]

05
Zaman [zn]

0.4

Sekil 4.52 DBDB plagin orta noktasinin séniim oranlarina gore titregimi

4.3.6. Ankastre-Basit-Burulma Yay ve Soniim-Basit (AB(MD)B) plak
AB(MD)B sinir sartli plagin farkli soniimler i¢in elde edilen A; kok degerleri Tablo
4.27°da verilmistir. ¢; = 5 Ns/m? iken soniimleme zamam t, = 2 saniyedir. Kritik

sOniim ise ¢; = Cpririx = 15 Ns/m? civar oldugu goriilmektedir (Sekil 4.53).

Tablo 4.27 AB(MD)B plak i¢in yay ve soniim katsayilarina gére A; kokleri

AB(MD)B k, = 10> N/m?, K, = 10 N,k; = 1071 N/m?,K; = 100N

co = 0 Ns/m?,¢; = 1 Ns/m?

co = 0 Ns/m?,¢; = 5Ns/m?

co = 0 Ns/m?,¢; = 15 Ns/m?

-35.545 + 46.693i

Ay |-654.11 F 549.94i -128.73 F 112.87i
A4 |-0.49988 + 21.053i -2.5181 + 20.802i -8.3539 + 18.654i
0.1 -
0.05 -
E
o
E
E i
g .-!"i 1: A - ) : -.: !
st P y i 0 -
R I U R U T
-0.1 L
0 1 2

Zaman [zn]

Sekil 4.53 AB(MD)B plagimn orta noktasinin soniim oranlarina gore titresimi
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4.3.7. Burulma Yayr ve Soniim - Basit - Burulma Yayr ve Soniim - Basit

((MD)B(MD)B) plak

(MD)B(MD)B plagin farkli soniimler igin A; kok degerleri Tablo 4.28 dedir. ¢y, =
10 Ns/m? iken, séniimleme zamani yaklasik t; = 1.5 saniyedir. Ayrica bu plak igin

kritik soniim co1 = Cpririre = 15 Ns/m? civart oldugu goriilmektedir (Sekil 4.54).

Tablo 4.28 (MD)B(MD)B plak igin yay ve soniim katsayilarina gore A; kokleri

(MD)B(MD)B  ky =k, = 101° N/m?, K, = K; = 100 N

co =¢; =0.1Ns/m? |cy=c; =1Ns/m? |cy,=c¢; =10Ns/m? |c¢, =c; = 25Ns/m?
A12 |-10166 + 6036.3i -1019 + 602.54i -97.889 F 64.783i -30.067 + 37.527i
As4 |-0.038996 + 15.275i |-0.39184 + 15.306i -4.0146 + 14.873i -10.653 + 10.627i
015 T T T

c,=c,=10 Nsim® £,=c,=25 Nsim®

i ﬁ

0.1

0.05

“erdegistime [m]
|

1 1 1
0 05 1 15 2
Zaman [=2n]

Sekil 4.54 (MD)B(MD)B plagin orta noktasinin titresimi

4.3.8. Ankastre-Basit-Dogrusal Yay ve Soniim-Basit (AB(YD)B) plak

AB(YD)B sinir sartli plak i¢in 4 adet karmasik ve eslenik A; kokleri Tablo 4.29°dedir.
AB(YD)B plagmin kritik séniimii cypiix = 20 Ns/m? arasindadir (Sekil 4.55).

Tablo 4.29 AB(YD)B plagin igin yay ve soniim katsayilarina gére A; kokleri

AB(YD)B ko, = 10" N/m?, K, = 10'° N, k, = 100 N/m?, K, = 10"*° N

co = 0Ns/m?,¢; = 1 Ns/m? | ¢, = 0 Ns/m?,¢; = 10 Ns/m? |c, = 0 Ns/m?,¢; = 20 Ns/m?

Ay |-633.84+357.42i -56.966+36.513i -21.315410.701i

A4 |-0.58231+22.935i -6.3843423.902i -10.361+33.522i




0.1

0.05

Yerdegistimme [m]
)

-0.05

T -
c,=20 Ns/m?

0.4

0.6

Zaman [zn]

Sekil 4.55 AB(YD)B plagin orta noktasinin soniim oranlarina gore titresimi

4.3.9. Dogrusal Yay ve Soniim - Basit - Dogrusal Yay ve Soniim -

((YD)B(YD)B) plak

0.2

90

Basit

(YD)B(YD)B (Dogrusal Yay ve Soniim-Basit-Dogrusal Yay ve Soniim-Basit) plag
icin 4 adet karmasik ve eslenik A; kokleri Tablo 4.30°da verilmistir. (YD)B(YD)B

plagmin kritik séniimii cypi¢i = 20 Ns/m? civarmdadir (Sekil 4.56).

Tablo 4.30 (YD)B(YD)B plak i¢in yay ve soniim katsayilarina gore A; kokleri

(YD)B(YD)B ko, =k, = 100 N/m?, K, =K, = 10"1°N

cop = ¢; = 5 Ns/m?

¢y = ¢; = 10 Ns/m?

co =¢; =20Ns/m

2

A1, |-145.58F66.03i

-69.339433.728i

-26.589+15.087i

A3, |-1.9614F17.652i

-4.13%17.902i

-10.335+20.83i

0.1

0.05

c,=c,=20 Ns/m*

Yerdegistimme [m]
)

-0.05

-0.1 L L
0.2 0.4

0.8 0.8 1

12 1.4

Zaman [sn]

Sekil 4.56 (YD)B(YD)B plagin orta noktasinin titresimi



BOLUM 5. SONUCLAR

Bu c¢alismada, kenarlarinda elastik mesnet ve soniim elemanlari bulunan ince
dikdortgen plak modeli olusturularak ¢oziilmiistiir. Bu modelin kullanilabilir
oldugunu dogrulamak i¢in; Li ve Daniels’in elastik mesnetli ince plak modeli ve
¢coziim yontemi kullanilmistir. Elastik mesnetli plagin kenarlarina soniim elemanlari
da ilave edilerek, Klasik olmayan sinir sartli plak modeli olusturulmustur. Sekil 3.3’te
verilen plagin x = 0 ve x = a kenarlarindan, elastik ve soniim destekli plak
modelinin sinir sartlart belirlenerek, plagin hareketine ait diferansiyel denklemi
cikartilmistir. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimiinii gercekleyen ve sinir sartlarina
bagli olan bir ¢ozlim fonksiyonu, polinomsal Fourier serisi seklinde elde edilmistir.
Polinomsal Fourier ¢oziim fonksiyonuyla birlikte plagin diferansiyel denkleminin
¢coziimii i¢in, Galerkin ayriklastirma prensibi uygulanarak plagin dogal frekanslari ve
frekans parametreleri elde edilmistir. Belirli ve Kklasik sinir sartlar1 igin hesaplanan
frekans parametreleri, Li ve Daniels’in elde ettigi sonuglarla ve bazi referanslarla
karsilastirllmistir. Karsilastirma sonucunda, elde edilen sonuglar ile referanslardaki
sonuglarin biiyiik dogrulukta ortiistiigii goriilmiistiir. Ilaveten, daha yiiksek modlar
icin de frekanslar ve frekans parametreleri hesaplanmigtir. Mevcut metotla ihtiyag

hissedildigi kadar frekans parametresi elde edilebilmektedir.

Fourier serileri, ozellikle klasik sinir sarth plak c¢oziimlerinde biiyiik kolayliklar
saglamaktadir. Ancak, Fourier serileri tek basina klasik olmayan sinir sartlaria sahip
plaklarda, siireksizlik vb. muhtemel problemler yiiziinden tam olarak yeterli
gelmemektedir. Bu tiir problemlerde, plagin belirli sinir sartlarini saglamak ve plagin
hareketine ait diferansiyel denkleminin ¢oéziimiinii saglamak igin, Fourier seri
acilimlart veya trigonometrik fonksiyonlu kombinasyonlarla birlikte polinomlar
kullanilmaktadir. Uciincii béliimde gosterildigi gibi, bu calismada da, siniis
serilerinden olusan ¢ift Fourier serisi ile belirli bir polinomun toplamindan olusan bir

¢oziim fonksiyonu kullanilmistir.
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Denklem (3.33)’deki m ve n terimleri, M ve N gibi belirli bir degere kadar
stirdiiriilebilecegi agiktir. Daha once belirtildigi gibi Galerkin prosediirii sonsuz
terime kadar uygulandiginda kesin ¢oziim elde edilmektedir. Ancak, bazi

durumlarda, ¢ok kiigiik terim sayilarinda bile dogru degerler elde edilebilmistir.

Yay ve sonlim parametreleri degerlerinin degistirilmesiyle cesitli smnir sarth plak
modelleri elde edilebildigi gorilmiistiir. Baz1 plak modellerinde, ankastre, basit,
serbest gibi kenarlar1 elde edebilmek i¢in yay ve soniim parametrelerinin degerinin
sifira veya oo gibi ¢ok biiyiik degerlere degistirilmesi gerekebilmektedir. Ancak, yay
ve sonlim katsayilarinin sifir veya sonsuz (o) alinmasi, bazen sistemde siireksizlik
olusmasina, dolayisiyla Kkararsizliklara sebep olmaktadir. Bu tiir sorunlarla
karsilasildiginda veya bdyle problemlerden kagimmak amaciyla, sifir (0) sayisal
degerinin yerine 1071%,1072° gibi ¢ok kiiciik bir saymin, sonsuz () ifadesinin

yerinede 105, 102° gibi bir saymin girilmesi gerektigi goriilmiistiir.

Ayrica daha farkli siir sartlart i¢in frekans parametreleri hesaplanmis ve mod
bicimleri gosterilmistir. Farkli yay katsayilar1 i¢in, plagin mod sekillerinin degisimi
incelenmistir. Elde edilen sekillerden dogrusal yaylarin, hem diisey yer degistirmeyi,
hem de mod sekillerinin degisimini 6nemli oranda etkiledigi goriilmistiir. Burulma
yaylarinin ise, plak yer degistirmesi {izerindeki etkisinin ¢ok az oldugu, dogrusal
yaylarda oldugu gibi, ancak mod sekillerini onemli oranda etkiledigi gorilmiistiir.
Ayrica dogrusal yaylarin plak frekanslari tizerinde, burulma yay katsayilarina gore

cok daha etkili oldugu tespit edilmistir.

Sontimlii durum i¢in, x = 0, x = a kenarlar1 boyunca elastik yaylarla ve sonliim
elemanlariyla destekli, diger kenarlarindan basit mesnetli plagin, ¢esitli soniim ve
yay parametreleri icin titresim hareketi incelenmistir. Sonlimsliz durumdaki 6z
degerlere (dogal frekanslara) karsilik gelen, A; kok degerleri elde edilmistir.
Beklendigi gibi tim kokler negatif isaretli olarak elde edilmistir. Buda plak
titresiminin genliginin iistel olarak azalacagini gostermektedir. Ayrica, elde edilen A
kokleri genellikle karmasik ve birbirine eslenik olarak ¢ikmistir. Bilindigi gibi, bu
karmagsik kokiin negatif reel (gercel) kismi genlikler egrisini, sanal kismi ise

harmonik veya periyodik titresimleri meydana getirmektedir. Dolayisiyla, sanal
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kismin biiytikliigl olugan titresimin biiylikligiinii ifade etmektedir. Sanal kismin sifir
olmasi da plakta titresimin olusmadigini gostermektedir. Iste bundan hareketle sanal
kismin sifira yakin olmasi, plaktaki soniimiin kritik soniime yakin oldugunu

gostermektedir.

Mevcut plakta elde edilen i karmasik koklerinin sayist M ve N terim sayisi artinca
artmaktadir. Bu durumda bir¢ok karmasik kok ortaya ¢ikmaktadir. Bu karmagik
sayilarin her birinin, sanal kisitmlarini sifir yapacak sonliim degerlerini analitik olarak
bulmak c¢ok zorlasmaktadir. Bu zorluktan dolayi, c¢esitli yay ve sOniim
parametrelerine sahip, farkli plak modellerinin kritik soniimleri ve ayni zamanda
soniimleme zamanlari, seklilerden ve A; koklerinin sanal kisimlarindan yaklagik
olarak tahmin edilmeye ¢alisilmistir. Yukarida soniimlii durum i¢in elde edilen tiim
kokler ve sekiller terim sayillart M=N=1 alindigt durumda elde edilmistir.
Dolayisiyla sontimlii durum icin elde edilen sonuglarin, yaklasik oldugu sdylenebilir.
Terim sayilarmin  M=N=1 alinmasi, az da olsa ¢0ziimdeki baslangic yer
degistirmelerini de etkiledigi goriilmiigtiir. Terim sayis1 arttirilinca, baslangic yer
degistirmeleri ve diger parametreler daha dogru elde edilecektir. Yiiksek terim
sayilarinda yaklagik olarak (M+N)? kadar A; kokii elde edildigi de tespit edilmistir.
Buda, hem hesaplama zorlugunu yeterince arttirmakta, hem de bir o kadar baslangi¢

sartin1 belirlemeyi gerektirmektedir.

Tezin asil amaci, sontimlii plak modelinin olusturulmasi, diferansiyel denkleminin
coziilebilmesi, plak kenarlarindaki soniimiin ve elastik elemanlarin, plak titresimleri
tizerindeki etkisinin incelenmesi oldugu i¢in, soniimlii model igin terim sayisinin
M=N=1 alinmasinda hi¢bir dezavantaj goriilmemistir. Zira soniimsiiz bir sistem i¢in

terim sayis1 zaten M=N=1 alinarak metodun dogrulugu gosterilmistir.

Plak kenarlarina uygulanan soniim elemanlarinin, ¢esitli soniim katsayilar i¢in, plak
titresimlerinin zamanla degisimi incelenmistir. Yay katsayilar1 degisiminde oldugu
gibi, soniim katsayilarinin degisimiyle, faz farklarina benzer degisimlerin
olusmasindan, soniimlii dogal frekansin degistigi anlasiimaktadir. Ankastre kenarlara
ve basit destekli kenarlara soniim eklemenin, bu kenarlar agisindan bir katkisinin

olmadig1r beklendigi gibi goriilmiistir. Buda ¢6ziimiin dogrulugunun saglamasi
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olarak disiiniilebilir. Yukarida verilen yay ve soniim parametrelerine gore, incelenen
plak modelleri i¢in yapilan 6rnek ¢6ziimlerde, soniimleme zamanlarinin yaklasik ts=
1-5 saniye civarlarinda, kritik sontimlerin ise Cyritik=15-20 Ns/m? civarinda oldugu
sOylenebilir. Ancak daha farkli sinir sartlarina sahip plak modelleri i¢in, kritik

sonlimlerin ve soniimleme zamanlarinin farkli olabilecegi agiktir.

Karsilikli iki kenar1 elastik ve soniim destekli ince plak i¢in, daha birgok durum
incelenebilir. Ornegin, yay ve soniim degerlerinin ve frekans parametrelerinin, plak
boyut oranlarina gore degisimi, plak malzemesi ile frekans parametreleri degisimi,
mevcut plagin cesitli yiikler altindaki, zorlanmis titresimleri incelenebilir. Yay ve
soniim degerleri degistirilerek, daha bircok farkli sinir sarthh plak modeli
olusturularak incelenebilir. Frekans analizi plak modelinin davranist hakkinda ¢ok

onemli ipuclar1 verecegi agiktir.

Mevcut elastik ve soniim mesnetli tek bir plak modelindeki yay ve soniim
katsayilarinin kolayca degistirilmesiyle tiiretilen 28 farkli sinir sartli plak modelinin
serbest titresimleri incelenmistir. Incelenen bu dikdértgen plak modellerin 19 tanesi
kenarlarinda s6niim elemani olmayan yani soniimsiiz, 9 tanesi ise soniimlii modeldir.
Sonlim ve yaylarin degisik degerler almasiyla, EBDB, YBDB, MBDB,
(YD)B(ED)B, (MD)B(YD)B vb. daha bir¢ok farkli sinir sarthh plak modeli daha
tiiretilip incelenebilecektir. Dolayisiyla sonlim ilave edildigi zaman, klasik olmayan
sinir sartli plak modellerinin ¢6ziimii de rahatlikla yapilabilecektir. Birgok farkli plak
modellerinin ¢dziimlerini, her bir model i¢in ayr1 ayri, zor ve sikici analitik ¢ozlimler
yaparak elde etmek yerine, elde edilen ¢6ziim fonksiyonu ile her birisinin kolaylikla

¢oziilebildigi goriilmiistiir.

Yukarida yapilan analitik ve sayisal hesaplardan ve 6rneklerden, elde edilen sekil ve
tablolardan hareketle, sinir sartlarin1 iginde barindiran polinom ve Fourier serisinin
toplamindan olusan ¢6ziim fonksiyonunun, elastik ve soniim destekli ince plaklarin
cozlimiinde giivenilir bir sekilde kullanilabilecegi gosterilmistir. Elde edilen
sonuclardan ve grafiklerden, sadece plak kenarlarina yerlestirilen soniim
elemanlarinin, tim plak titresimlerinin  sonliimlemesinde  kullanilabilecegi

goriilmiistiir. Ozellikle kiiciik ve orta soniim biiyiikliiklerinde ¢ok dogru sonuglar
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elde edilmistir. Ancak bazi durumlarda, yliksek soniim oranlarinda kararsizliklar
tespit edilmistir. Bunun nedeni tam olarak tespit edilememis olup M ve N terim

sayilarmin kii¢iik alinmasindan kaynaklaniyor olabilecegi tahmin edilmektedir.

Pratik hayatta kullanilan plak kenarlarina veya belirli hatlar boyunca elastik ve
sonim elemanlar1 konularak tasarimlar yapilabilir. Bu elemanlar kullanim ve
tasarima gore, farkli tasarimlarda metal yaylar, amortisorler olabilecegi gibi, cesitli
kauguk malzemeler, keceler, mantarlar, elyaf iiriinler, hava yastig1, ¢esitli direngenlik
ve soniim degerlerine sahip iiriinler gibi bir¢ok iiriin olabilir. Yay katsayilar yiiksek
ancak soniim oranlar1 diisiik malzemeler yay yerine, soniim oranlar1 yiiksek yay
katsayilar1 diisik malzemeler soniim elemani yerine kullanilabilecegi gibi,
soniimleme ozelligine ve belli bir direngenlige sahip malzemeler, hem yay hem de
soniim eleman1 yerine kullanilabilir. Bu calismada goriildiigii gibi, plagin dogal
frekanslarin1 bir¢ok parametre etkileyebilmektedir. Dolayisiyla plagin ¢aligma
frekansin1 dogal frekansindan uzak tutacak parametrelere ve katsayilara sahip elastik

ve sonim elemanlar1 kullaniimalidir.
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EKLER

Galerkin Metodunun Tanitilmasi

Bu metod, varyasyonel prensibinin Rus bilim adami olan Galerkin B.G., tarafindan
tekrar formiile edilerek, virtiiel is prensibinin daha fazla genellestirilmesi ve
basitlestirilmesi sonucu ortaya ¢ikmistir. Galerkin metodu, i¢ginde kismi diferansiyel
denklem barindiran problemler, plak ve kabuklarin stabilite problemleri, dogrusal ve
dogrusal olmayan titresim problemleri, kii¢iik ve genis deformasyon teorileri gibi
bircok cesitli problem tiplerine basarili olarak uygulanabilmektedir. Galerkin
metodunun matematiksel teorisi oldukca karmasik olmasina ragmen, fiziksel olarak

yorumlanmasi basittir.

Bu metoda gore, yapr sisteminin dengede oldugu kabul edilerek hesaplamalar
yapilmaktadir. Bir plak elemaninin da dengede bulundugu bir an igin, sisteme etki
eden i¢ ve dis kuvvetlerin toplami sifir olur. Buna gore, sonsuz kii¢iik 3D bir plak

elemaninin dengesi i¢in, diferansiyel denklem ifadesi asagidaki gibi yazilabilir.

‘Cl(ur v, W) —Px = 0 (Ekl)
Ly(u,v,w)—p, =0 (EK.2)
Li(uw,v,w)—p,=0 (EK.3)

Burada £ diferansiyel operator, p,, Dy, D, dis kuvvetlerdir. w,v,w ise x,y,z
yonlerindeki yer degistirme bilesenleridir. Homojen bir plak denklemi i¢in dig
kuvvetler, p, = p, = p, = 0 olur. Kirchhoff plaginin egilmesi igin, diferansiyel

denklem sadece dikey yondeki (z yoniindeki) w bilesenine bagli olur.
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Ince plak eleman: egilmesi i¢in diferansiyel denklem, asagidaki gibi ifade edilir. Bu
durumda, yukaridaki diferansiyel denklemler asagidaki gibi en basit hale indirgenmis

olur.
Lw)=0 (Ek.4)

Plagin z yoniindeki kiiciik yer degistirme fonksiyonunun, diferansiyel boyuttaki
kiigiik keyfi varyasyonu éw ile ifade edilsin. Dis ve i¢ kuvvetlerin virtiiel isleri,
sistemin potansiyel enerjisi tanmimlanmadan dogrudan diferansiyel denge
denklemlerinden elde edilebilmektedir. Dengede bulunan bir plak elemani igin

virtiiel isler toplami1 asagidaki gibi sifira esit olur.
SW; + W, =8(W; +W,) =0 (Ek.5)

Buradan hareketle sonsuz kii¢iik ve dengedeki bir plak elemaninin virtiiel is ifadesi

asagidaki gibi yazilabilir.
Lw)s(w) =0 (Ek.6)

Bu denklem, plagin tiim alani boyunca integre edilecek olursa asagidaki gibi olur.

£ f LW)S(W)dA =0 (Ek.7)

Bu varyasyonel denklemler, incelenen diferansiyel denklemin kesin ¢oziimleri olan
u,v,w yer degistirme fonksiyonlar1 icin gecerlidir. Dolayisiyla u,v,w
fonksiyonlarinin dogru se¢imi ¢ok énemlidir. Incelenen plak problemi icin, yukarida

belirtildigi gibi sadece w fonksiyonu mevcuttur. Yer degistirme fonksiyonu w

asagidaki gibidir.
W= Apnthn(x,7) (EK8)
m=1n=1

Burada ¥, (x, ¥) biitlin tanimli siir sartlarin1 saglayan bir fonksiyondur. 4,,, ise
bilinmeyen sabit katsayidir. Ayrica, ¥, (x,y) fonksiyonu diferansiyel denklemin,
en yliksek dereceli tiirev derecesi kadar tiirevlenebilir olmasi gerekmektedir. Yer

degistirme fonksiyonu (EK.8)’in varyasyon ifadesi asagidaki gibi yazilabilir.
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dw = i i Wmn (X, ¥)6Amn (EK.9)

Denklem (EK.9), Denklem (Ek.7)’de yerine konulursa, Denklem (Ek.11) elde edilir.

J:[ L(w) i i Yy (X, ¥)6A;n dA = 0 (Ek.10)
A m=1n=1

i i 8Amn ]] LW)Pmn(x,y)dA =0 (Ek.11)
m=1n=1 A

Bu denklem, w’nin her kii¢iik varyasyonu i¢in saglanmak zorundadir. Dolayisiyla
0A ., acilim katsayist keyfidir ve yukaridaki ifadenin gergeklenebilmesi i¢in ihmal
edilirse, Denklem (Ek.13) elde edilir.

ﬂ LW)Yyn(x,y)dA =0 (Ek.12)
A
j j L) (1) dxdy = 0 (Ek.13)
A

Bu ifadenin tiim yapi elemani lizeri boyunca integrasyonuyla, bilinmeyen A,,,
katsayilarinin bulunabilmesi i¢in, cebirsel lineer denklem sistemi elde edilir. Bu
lineer denklem sisteminin ¢oziilmesiyle, bilinmeyen 4,,,, katsayilari elde edilir. Eger
plak egilmesi igin titresim analizi inceleniyorsa, A,,, Ozvektorleri ve wyy,

0zdegerleri elde edilir.
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