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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

{ F } : Fibonacci dizisi

F, : n. Fibonacci sayisi

{ Ln} : Lucas dizisi

L, : n. Lucas sayis1

{u.} : Genellestirilmis Fibonacci dizisi

U, : Genellestirilmis 7. Fibonacci sayist
{ n} : Genellestirilmis Lucas dizisi

v : Genellestirilmis n. Lucas sayisi
{u,} : Genellestirilmis Fibonacci dizisi

u, : Genellestirilmis n. Fibonacci sayist
{Vn} : Genellestirilmis Lucas dizisi

v, : Genellestirilmis 7. Lucas sayisi

(a, b) : a ve b tamsayilarinin en biiyiik ortak béleni
alb : a tamsayis1 b tamsayisini boler

| A| =det4 : A matrisinin determinanti



OZET

Anahtar kelimeler: Fibonacci sayilari, Lucas sayilari, Genellestirilmis Fibonacci
sayilari, Genellestirilmis Lucas sayilari, Diophantine denklemleri

Bu calisgmanin amaci, Fibonacci ve Lucas dizilerinin genellestirmeleri olan {U,},

V.1 ve {un} , {vn} dizilerini incelemek ve bu dizilerin 6zelliklerini kullanarak bazi

Diophantine denklemlerinin tiim tamsay1 ¢dziimlerini aragtirmaktir.

Ik boliimde, Fibonacci ve Lucas dizilerinin tanimlari verildi. Ayrica bu say1
dizilerinin elemanlarinin boliinebilme 6zellikleri ispatlandi.

Ikinci bolimde genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizilerinin tanimlar1 verildi.
Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileriyle ilgili bilinen 6zdesliklerin yaninda,
baz1 yeni 6zdesliklerin de verildigi teoremler ispatlandi. Daha sonra genellestirilmis
Fibonacci ve Lucas sayilari ile bazi Diophantine denklemlerinin tiim tamsay1
cozlimleri arasindaki baglantilar karakterize edildi.

Ugiincii bolimde {U,}, {#,} ve {u,}, {v,} dizilerinin elemanlarinin bdliinebilme
ozellikleri ispatlandi.

Dordiincii boliimde ise, elemanlar1 genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilari olan
matrisler kullanilarak bazi 6zdeslikler elde edildi. Bu 6zdesliklerden hareketle, farkl
Diophantine denklemlerinin tiim tamsaytr c¢ozlimlerinin elde edildigi teoremler
verildi.
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GENERALIZED FIBONACCI AND LUCAS SEQUENCES AND
THEIR APPLICATONS

SUMMARY

Key Words: Fibonacci numbers, Lucas numbers, Generalized Fibonacci numbers,
Generalized Lucas numbers, Diophantine equations

The aim of this study is to observe the sequences {U,}, {V,} and {un} , {vn} , which

are the generalizations of the Fibonacci and Lucas sequences and to investigate all
solutions of some Diophantine equations, by using properties of these sequences.

In the first section, definitions of the Fibonacci and Lucas sequences are given.
Furthermore, the divisibility properties of the elements of these number sequences
are proved.

In the second section, generalizations of the Fibonacci and Lucas sequences are
defined. Some new identities related to the generalized Fibonacci and Lucas
sequences are proved. Furthermore, relations between the generalized Fibonacci and
Lucas sequences and all integer solutions of some Diophantine equations are
characterized.

In the third section, the divisibility properties of the sequences {U,}, {V,} and {un} ,

{vn} are proved.

Finally, in the fourth section, by using the matrices which have the elements of the
generalized Fibonacci and Lucas numbers, some identities are obtained. By
considering these identities, all integer solutions of different Diophantine equations
are obtained in some theorems.
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BOLUM 1. GIRIS

Bu kisimda Fibonacci ve Lucas sayilarinin tanimlart verilecek ve bunlarla ilgili

boliinebilme teoremleri ispatlanacaktir.

{Fn} Fibonacci dizisi, F; =1, F,=1 baslangic degerlerine ve her n>2 ig¢in

F

n+l

=F,+F,

n—1

tekrarlama bagintisina sahip tamsayilarin dizisi olarak tanimlanir.

Burada F ye n. Fibonacci sayis1 denir.

{L,} Lucas dizisi, L =1, L,=3 baslangic degerlerine ve her n>2 igin
L. =L +L , tekrarlama bagntisina sahip tamsayilarin dizisi olarak tanimlanir. L,

ye n. Lucas sayis1 denir.

F ve L, saylan arasmnda L =F,  +F,,, bagintis1 mevcuttur. Ayrica F; =0 ve

L,=2 Mmmnuagn>oignﬁQzﬁ—u”ngeLm=c4fgldnU4LBﬂ.

x> —x—1=0 Kkarakteristik denkleminin kokleri o = (1 ++/5 ) / 2 ve f= (1 —f5 ) / 2

olmak tizere, her n € Z igin

(1.1)
L=a"+p"

dir. Yukarida (1.1) ile verilen bagintilar Binet Formiilleri olarak adlandirilir.

Fibonacci ve Lucas sayilariyla ilgili birgok 6zdeslik, bu formiiller kullanilarak elde



edilmektedir. {Fn} ve {Ln} dizileri ile ilgili detayl bilgi i¢in [14], [15], [32], [39] ve

[45] numaral1 kaynaklara bakilabilir.

Fibonacci ve Lucas sayilariyla ilgili 6zdeslik ve toplam bulma, cogu matematik¢inin
ilgi duydugu bir alan olmustur. Bunun i¢in de tiimevarim, Binet formiilleri, matrisler
hatta domino taslar1 bile birer ara¢ olarak kullanilmastir [3], [6] [20], [25], [31], [35],
[43], [44].

[26] numarali kaynakta, matrisler kullanilarak elde edilen toplamlar, asagida su

sekilde siralanabilir. n € N ve m, r € Z olmak tizere,

n & 2n j y2n—j
5 sznm+r = ] LmLm—l. F]’+;~ 5 (12)
J=0
n+l & 2n + 1 j y2n+l-j
5 Fizn+1)m+r = ] LmLm—l ' Lj+r ’ (13)
j=0
n & 2”1 J r2n—-j
5 L2n1n+r = j LmLm—l Lj+r’ (14)
Jj=0
2 2n+1) :
5" L(2n+1)m+r = Z ( ] jL{nL?n’HIIJFVjJrr b (1 5)
j=0
(7 s e
an+r = j F;n F;n—l F'j+r (1 6)
Jj=0

dir. Bu boliimde (1.2)-(1.6) 6zdesliklerinde verilen toplamlar kullanilarak Fibonacci

ve Lucas sayilariyla ilgili ii¢ boliinebilme teoremi ispatlanacaktir.

Fibonacci ve Lucas sayilarinin bdliinebilme 06zellikleri Carlitz tarafindan [7]

numarali kaynakta ispatlanmistir. Hoggat, [14] numarali kaynakta, F, |F, olmasi
icin gerekli ve yeterli sartin m|n oldugunu, ayrica L, |F, olmasi igin gerekli ve
yeterli sartin m|n ve n/m nin ¢ift tamsayr oldugunu gostermistir. [32] numaral
kaynakta ise Koshy, F, |F, olmas: icin gerekli ve yeterli sartin m|n oldugunu,

timevarim ve bolme algoritmasi kullanarak ispatlamistir. Ayrica [45] numaral



kaynakta Vajda, m|n ise F, | F, oldugunu, m|n ve n/m tek tamsayiise L, |L,

oldugunu ve bunlara ek olarak m|n ve n/m ¢ift tamsay1 ise L, |F, oldugunu

ispatlamistir. Bu nedenle biitiinliik saglamasi agisindan Teorem 1.1, Teorem 1.2 ve

Teorem 1.3’de Fibonacci ve Lucas sayilarinin bdliinebilme 6zelliklerinin ispatlari,

(1.2)-(1.6)’daki toplamlar kullanilarak farkli yoldan ispatlanacaktir. Ayrica F, |Lm

olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartlarin verildigi teorem, Hilton, Pedersen ve Somer
tarafindan [11] numarali kaynakta tam olarak ispatlandig1 i¢in, burada bu teoremin

sadece ifadesine yer verilecektir.

Asagidaki Onermeler Fibonacci ve Lucas sayilarinin boliinebilme 6zelliklerinin
ispatlarinda kullanilacagi i¢in burada verilecektir. Bu dnermelerde verilen 6zellikler
Fibonacci ve Lucas sayilar1 i¢in temel bilgiler sayilabileceginden ispatlari

verilmeyecektir.

Onerme 1.1. Her neN igin L, > F, dir.

Onerme 1.2. {F,}  dizisi monoton artandur.

Onerme 1.3. {Ln}nzo dizisi monoton artandir.

Onerme 1.4. Her neN igin (F,,F,

n+l

):1 ve (Ln’Ln+1):1 dir [12], [32].

Onerme 1.5. Her neN igin (L,,5)=1 dir [32], [45].

Teorem 1.1. m, ke N ve m>2 olmak iizere L |F, olmas i¢in gerekli ve yeterli

sart m |k ve k/m nin ¢ift tamsay1 olmasidir [7], [14].

Ispat. m |k ve k/m cift tamsay1 olsun. Bu durumda k =2mn olan n dogal sayisi

vardir. (1.2)’de verilen toplam formiiliinde » =0 aliir ve £ =0 oldugu kullanilirsa,



2 (2n) . . (2n) o,
5 Fvan = Z( j ]L{annlJF‘/ = Lmz;( ]Lin 1Lfn—1Jij
j=

70 J

olur. Béylece L, |5"F,,, bulunur. Ayrica Onerme 1.5’ gore (Z,,,5) =1 oldugundan

mn

(L,,5")=1 dir. Dolayisiyla L, | F,,, olur. Yani L |F, dir. O halde m|k ve k/m

cift tamsayi ise L | F, dur.

Simdi de L, | F, olsun. m|k ve k/m nin ¢ift tamsay1 oldugunu gosterelim. Aksine
m | k oldugunu kabul edelim. Yani k =mg+r, 0 <r <m olsun. Eger ¢ ¢ift tamsay1
ise neN olmak iizere, ¢ =2n yazilabilir. Boylece k =2mn+r olup, (1.2) toplam

formiiliinden,

n < 2n Jj r2n—j 2n & 2n j-1y2n—j
5 F'2nm+r = z ] L.mLm—l. Fj+;~ = Lm—lF;‘ +Lmz ] Lm Lm—l. Fj+r (17)
J=0 =

bulunur. L |F, oldugundan L |F, dir. Dolaywsiyla L |5"F, olur. Bu

mn+r mn+r

durumda (1.7) toplam formiiliinden L,|L) F, bulunur. Aynca (L,,L, )=1
oldugundan (Lm,Lfn"_l)=1 dir. Boylece L, |F, olur. Dolayisiyla L, <F oldugu
goriiliir. Ancak Onerme 1.1 ve Onerme 1.2’ye gdére O<r<m oldugundan
F <F, <L, dir. Bu, L, <F olmasina aykiridir. O halde g ¢ift tamsay1 degildir. Su
halde ¢ tek tamsayidir. Bu durumda, neN olmak ilizere g=2n+1 yazilabilir.

Buradan k = (Zn + 1) m+r olur. Su halde (1.3) toplam formiiliinden,

. 241 (20 41 J—
5 FiZnJrl)err = ] LmLm—l Lj+r
j=0
et 2 (2p+ 1 (L8
=LL+L Y |LL L,
=1 J '
yazilabilir. L, | F; oldugundan L, |F,,,,,.. olur. Dolaysiyla L, |5"”F(2n+1)m+, dir.



Boylece (1.8) toplam formiilinden L, |L'L elde edilir. Buna ek olarak
(L,,L,.)=1 oldugundan (Lm,Li"fll)=1 oldugu goz oniine almirsa L |L, , yani

L, <L, bulunur. Bu ise miimkiin degildir. Ciinkii 0<7<m oldugundan Onerme

1.3’e gore L, <L, dir. Dolayisiyla m |k dur.

Simdi de k/m nin tek tamsay1r oldugunu kabul edelim. Yani ne N olmak {izere

k=(2n+1)m olsun. Dolayistyla L |FE olur. Ayrica (1.3)’de verilen toplam

2n+1)m
formiiliine gore,
n+l _ 2n+1 s 2]’1 + 1 j=1 r2n+l—j
5 FE2n+l)m - 2Lm—l +Lm . Lm Lm—l Lj
FERN '

oldugundan, L, |2L"' bulunur. Su halde (Lm,Li”fll) =1 oldugu kullanilirsa, L, |2
oldugu goriiliir. Dolayisiyla L, =2 veya L, =1, yani m=0 veya m=1 olmalidir.
Bu ise m =2 olmast ile gelisir. O halde k/m tek tamsay:1 olamaz. Boylece, L, | F,

ise m|k ve k/m cift tamsayidir.m

Teorem 1.2. m, k€N ve m>2 olmak tlizere L, | L, olmasi i¢in gerekli ve yeterli

sart m|k ve k/m nin tek tamsay1 olmasidir [7], [14].

Ispat. m|k ve k/m tek tamsay1 yani k/m=2n+1, neN olsun. Dolayisiyla

k= (2n + l)m olur. (1.5) de verilen toplam formiiliinde » = 0 alinirsa

il 2n+1) A il 2n+1) . A

5" Ly, = Z( . ]Lfann"?/Fj =L, Z( . ]Lfn '‘LAF, (1.9)
j=0 J =1 J

bulunur. Bu durumda, (1.9)’daki toplam formiilinden L, [5"L,,,,, oldugu goriilir.

Ayrica Onerme 1.5’¢ gore (L,,5")=1 oldugu gdz oOniine alinirsa L, | Lanstym

bulunur. Yani L | L, dir.



Simdi L, |L, olsun. m|k ve k/m nin tek tamsayr oldugunu gosterelim. Aksine
m | k oldugunu kabul edelim. Yani k=mg+r, 0<r<m olsun. Eger ¢ cift ise

k =2mn+r olup (1.4) toplam formiiliinden,

. 2n (2n J rane . 2n (O J—
5 L2n1n+r = Z J LmLm—l Lj+r = Lm—lLr + Lm Z J Lm Lm—l Lj+r (1 . 10)
Jj=0 Jj=1

bulunur. L |L, oldugundan L |L olur. Buradan L, [5"L yazilabilir.

2mn+r 2mn+r

Béylece (1.10) toplam formiiliinden L, | 2", L. oldugu goriiliir. Ayrica Onerme 1.4’¢
gore (L,,L,,)=1 oldugundan (Lm,Lf””_1 ) =1 olur. Su halde L, |L bulunur.
Dolayisiyla L, <L  dir. Ancak 0<7<m oldugundan Onerme 1.3’den dolay

L <L, olur.Buise L, <L, olmasma aykiridir.

Eger ¢ tek tamsayr ise, neN olmak lizere g=2n+1 yazilabilir. Buradan

k= (2n + 1) m+r olur. (1.5)’de verilen toplam formiiliinden,

(2n+1) . , i 2n+1) ,
5" L(2n+1)m+r = ( . ]L{annnJrlljFVJ#r = L?nnjllE’ + Lm Z ( . ]L{nll’?niﬁllijjJrr
7=0 J Jj=1 J

yazilabilir. L | L, oldugundan L |L( dir. Boylece L, |5”L( elde edilir.

2n+1)m+r 2n+1)m+r

Dolaystyla L, | L2'F. dir. Buradan da (Lm,Lfn"_ﬁl)=l oldugu kullanilarak L |F.
bulunur. Bdylece L, <F. olur. Halbuki, 0<r<m oldugundan Onerme 1.1 ve
Onerme 1.2°ye gore F. <F, <L, dir. Buise L, <F, olmasma aykiridir. O halde ¢
tek tamsay1 da olamaz. Dolayisiyla m [ k£ kabuliimiiz yanhistir. Yani m |k dir.

Simdi L

| L, fakat k/m c¢ift tamsay1 olsun. Yani neN olmak lizere k=2nm

m

olsun. (1.4) esitliginde » =0 alinir ve L, =2 oldugu kullanilirsa,



2n 2
5nL2nm = Z( 'm~m-1

n ; .
' jL’ /L
=0\ J ’

_ ~p2n [ 2n 1720
- 2Lm—1 + Lm z . Lm Lm—l Lj
=1\ J

m o ~m-1

elde edilir. Bdylece L, |2L", olur. (L,,L, )=1 oldugundan (L L ):1 dir.
Buradan L, |2 bulunur. Fakat m >2 oldugundan, bu miimkiin degildir. O halde
k/m ¢ift tamsay1 olamaz. Boylece L |L, ise m|k ve k/m tek tamsayidir.m

Teorem 1.3. m, ne€ N ve m >3 olsun. Bu durumda F

m

| F, olmasi igin gerekli ve

yeterli sart m |n olmasidir [7], [14], [32].

Ispat. ilk olarak m|n olsun. Dolayisiyla ¢ € Z olmak iizere, n=mgq olup (1.6)’da

verilen toplam formiiliinden F, | £, bulunur. Yani £, [F, dir.

Simdi de F, |F, fakat m|n olsun. O halde 0<r<m olmak lizere n=mg+r

yazilabilir. (1.6)’daki toplam formiiliinden,

q q
F=F =Z[qun{an_‘{F. —F'.F +sz[qu,;-‘F,ng. (1.11)

n mq+r . J+r . J+r
Jj=0

J J

J=1

olur. F,|F, oldugundan, (1.11)’deki esitlikten F, |F? F. bulunur. Onerme 1.4’¢
gore (F,,F, )=1 oldugundan, (Fm,qufl)zl dir. Boylece F |F. elde edilir.
Dolayisiyla F, < F, dir. Halbuki O0<r<m ve m>3 oldugundan, Onerme 1.2’ye

gore I/ <F, dir. O halde kabuliimiiz yanlistir. Yani m |n dir.m

Teorem 1.4. m, ne€ N olsun. Bu durumda F

n

L olmas: i¢in gerekli ve yeterli

m

sartlar:

1) n=1veyan=2



i) n=3ve3|m

i) n=4vem=4t+2 ,teZ

olmasidir [11].



BOLUM 2. GENELLESTIRILMIS FIBONACCI VE LUCAS
DIiZILERI VE BAZI DiIOPHANTINE DENKLEMLERI

Horadam, [17] numarali kaynakta, a, b, p, g€Z olmak lizere W,=a, W, =b

baslangi¢ kosullariyla, her n > 2 i¢in

W,=W,(a.b;p,q)=pW,

n—1

-, 2.1)

tekrarlama bagintisina sahip {# } dizisini tammmlamistir. Bu dizide o ve g, {W,}
dizisiyle ilgili A*—pA+g=0  karakteristik denkleminin  kokleri  ve

Aa" —Bp"
a_

A=b-ap, B=b—-aa olmak iizere, p° —4q #0 ise W, = dir [19].

Bu boliimde, Horadam’in tanimladigr {W } dizisinin iki 6zel durumu olan
genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri; {U,}, {V,} ve {un}, {vn} dizilerinin

tanimlar1 ve bu dizilerle ilgili temel teoremler verilecektir. Bu diziler [27], [29], [34],

[37], [38] ve [46] numarali kaynaklarda da ele alinmustir.

p=1 bir tamsayr olmak iizere, genellestirilmis Fibonacci dizisi {U,} ve
genellestirilmis  Lucas  dizisi  {V,} sirastyla, U, =W (0,1;p,—-1)  ve
V., =W (2, p; p,—1) olarak tanimlanir. Burada U, =0, U, =1 baslangi¢ degerleri ve
her n>2 i¢in U, = pU, ,+U, , oldugu ve V; =2, V; = p olmak iizere, her n>2
icin V =pV _+V _, oldugu gorilebilir. U, ve V,  degerlerine sirasiyla,
genellestirilmis 7. Fibonacci sayist ve genellestirilmis n . Lucas sayist denir. Ayrica

her neN i¢in U, =(-1)""'U, ve V_, =(-1)"V,

7 n

olarak tanimlanir. V, =U, ,+U

oldugu, {U,} ve {V,} dizilerinin tanimlarindan elde edilebilir. {U,} ve {Vn} dizileri,



10

p =1 icin sirastyla, Fibonacci ve Lucas dizilerine, p =2 igin sirasiyla, Pell ve Pell-

Lucas dizilerine karsilik gelmektedir.

p=3 bir tamsayr olmak iizere, genellestirilmis Fibonacci dizisi {u,} ve
genellestirilmis Lucas dizisi {v,} swraswyla, u, =W (0,1; p,1) ve v =W (2, p; p,1)
olarak tanimlanir. Burada u, =0, u, =1 olmak lizere her n>2 i¢in u, = pu, , —u, ,

oldugu ve v,=2, v,=p olmak lizere her n>2 i¢in v, =pv ,—v, , oldugu

n

goriilebilir. u, ve v, degerlerine sirasiyla, genellestirilmis n. Fibonacci sayisi ve

genellestirilmis n. Lucas sayist denir. Ayrica her neN i¢in u , =-u, ve v, =v

n

olarak tanimlanir. v, =u,,, —u, , oldugu, {u,} ve {v,} dizilerinin tanimlarindan elde

+1
edilebilir. {U,}, {V,} ve {un} , {vn} dizileri ile ilgili daha fazla bilgi icin [16], [25],

[38], [40], [41] ve [42] numaral1 kaynaklara bakilabilir.

Diophantus 3. ylizyilda, Arithmetica isimli 13 ciltlik kitabinda, tek ¢oziime ve sonsuz
¢oziime sahip denklemlerin ¢oziimlerini bulmayir igeren 150 problemi ortaya
koymustur. Bu kitapta verilen biitiin denklemlere Diophantine denklemleri
denilmistir. a ve b sifirdan farkli tamsayilar ve «a ile b nin en biiyiik ortak bdleni d
olmak lizere ax+by=d denklemi lineer Diophantine denklemi olarak adlandirilir.
Ayrica x"+y" =z" denklemi de bir Diophantine denklemidir. Bu denklem n=2
icin sonsuz sayida (x,y,z) c¢Oziimiine sahiptir ve bu (x,y,z) tgcliilerine Pisagor
ticliileri denir. Diophantine denklemlerinin bir 6zel hali, » karesiz bir tamsayi,
x ve y tamsayilar olmak iizere x> —ny’ =1 denklemidir. Bu denklem 8. yiizyilda

Brahmagupta tarafindan g¢alisilmistir. Daha sonra 12. ylizyillda Bhaskara ve 14.
yiizyillda Narayana bu denklemin genel ¢oziimlerini bulmuslardir. Bu denklemde

n=2 alindiginda (x,y) c¢oziimleri, Pell ve Pell-Lucas sayilar1 olmaktadir [1], [49].

x vey degiskenlerine sahip ikinci dereceden en genel Diophantine denklemi,

a, ¢, k € Z olmak iizere ax’ +cy’ = k bigimindedir.

Lucas, x ve y ardigik Fibonacci sayilari ise, (x,y) ikilisinin x*—xy—y* =71

hiperbolii lizerinde bulundugunu sdylemistir [9]. [47] numarali kaynakta ise
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Wasteels, x” —xy—y” = F1 denkleminin tiim tamsay1 ¢dziimlerinin ardisik Fibonacci

sayilari oldugunu  ispatlamistir. Jones, [21] numarali1  kaynakta,
F,'-F,F —-F>=(-1)" oldugunu tiimevarimla gdstererek, x ve y ler pozitif
tamsayilar ve x*—xy—y> =%l ise x=F, ve y=F, olacak bigimde pozitif n
tamsayisinin mevcut oldugunu ispatlamistir. Daha sonra Jones, [22] numarali
kaynakta, herhangi bir pozitif y tamsayisinin bir Lucas sayis1 olmasi igin gerekli ve
yeterli sartin, x> —xy—y* =F5 olacak bigimde bir pozitif x tamsayisiin mevcut
olmast gerektigini ispatlamistir. Ayrica Vajda, [45] numarali kaynakta,
x> —xy—y* = F1 denklemlerinin ¢dziimlerinin, n € Z olmak iizere (x, y) = (F;,F;_l)
bigiminde oldugunu ve bundan yararlanarak u°—5v" =34 denklemlerinin
¢ozlimlerinin de (u,v):(Ln,Fn) bi¢iminde oldugunu gostermistir. Bu ¢aligmanin
ikinci béliimiinde de, x*—xy—y*=F1 ve x’—xy—yp> =F5 denklemlerinin tiim
tamsayl c¢Ozlimlerinin, ne€Z olmak {zere, swrasiyla (x,y)= ¢(F;,F;_1) ve
(x,y)=F(L,,L, ,) bi¢iminde oldugu, Sonu¢ 2.2 ve Sonug 2.5’de verilmistir.

w. . ve W

n+l

ler, (2.1) ile verilen tekrarlama bagintisim1 saglayan {/¥ } dizisinin

elemanlar1 olmak {izere, (x, y) = (W w

n2"" n+l

) ikililerinin

gx* +y* —pxy+eq" =0 2.2
y

denklemini sagladigini, Horadam [18] numarali kaynakta gostermistir. Ayrica p ve
g ya gore bu denklemlerin belirttigi konikleri incelemistir. Bergum ise [4] numarali
kaynakta, Horadam’in verdigi denklemleri genellestirerek, p ve ¢ nun farkh

degerleri icin bazi konikleri ele almistir. [23] numarali kaynakta, Jones ve Kiss,
Horadam’in [18] ve Bergum’un [4] numarali kaynaklarda ele aldigi koniklerin

geometrik 6zelliklerini incelemislerdir.

McDaniel, [34] numarali kaynakta, ¢g=7F1 ise (2.2) ile verilen denklemin,

(x,y)=(W,.W,.,) noktalar1 diginda ¢dziimiiniin olmadigini ispatlamistir. Boylece

" n+l
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Jones’un [21] ve [22] numarali kaynaklarda verdigi sonuglari genellestirmistir.

Ayrica McDaniel, x* — ( P+ 4) y* =F4 denklemlerinin ¢dziimlerinin, n € Z olmak
iizere (x,y)=(V,,U,) bigiminde oldugunu ve x*- ( p- 4) y* =4 denkleminin

¢cOziimlerinin, n € Z olmak iizere (x, y) = (vn ,un) biciminde oldugunu gostermistir.

Kimberling, [30] numarali kaynakta, koordinatlar1 Fibonacci sayilari olan sonsuz

coklukta noktadan gecen tiim hiperbolleri, n pozitif tamsay1 olmak iizere;

(1) Lay+(-1) y* +F2=0 (2.3)
ve

(1) Ly +(-1)" y* - F2=0 (2.4)

biciminde smiflandirmigtir. Bu hiperbolleri de “Fibonacci Hiperbolleri” olarak
adlandirmistir. Ancak Kimberling, bu hiperbollerin gectigi biitiin pozitif tamsay1

noktalarinin (F,,F,) seklindeki Fibonacci say1 ¢iftleri oldugunu ispatlamamustir.
Brandt ise [5] numarali kaynakta, bu soruyu ele alarak » nin ¢ift tamsay1 olmasi
durumunda (2.3) denkleminin bir ¢dziimiinin (1,F,,) bi¢iminde oldugunu
gostermistir ve (2.3) ve (2.4)’deki denklemlerin tiim pozitif (x,y) ¢oziimlerinin
Fibonacci sayilari oldugunu iddia etmistir. Dolayisiyla, katsayilari Fibonacci ve
Lucas sayilar1 olan ax”+bxy+cy’ =k bicimindeki Diophantine denklemlerinin

arastirilmasi, bir ilgi alan1 olusturmustur.

2

Jones [24] numarali kaynakta, x —(p ¥ 4)y2 =¥4, x’ —(p2 F l)y2 =74,
x? —(p2 ¥ l)y2 =7l ve x*- (p2 ¥ 4)y2 =F1 denklemlerinin ¢dziimlerinin olup

olmadigmi, ¢oziimleri varsa ne oldugunu arastirmustir. Ispatladigi teoremlerde

Fermat’in sonsuz azalanlar metodunu kullanmustir.



13

[2] numarali kaynakta, Andreescu ve Andrica, x”+)°+1=xyz Diophantine
denkleminin tiim c¢dziimlerinin Fibonacci sayilart oldugunu gostermistir. Ayrica

k >2 olmak iizere x* — (k2 — 4) y* =—1 denkleminin ¢dziimiiniin olmasr igin gerekli

ve yeterli sartin k£ =3 oldugunu ispatlamistir.

[8] numarali kaynakta ise Demirtirk ve Keskin, bilinen x*—L xy—y° =71,

X =Lxy+(-1) »*=%5 Diophantine denklemlerinin ve

x* —Sany—S(—l)'7 ¥ =71, x* =L, xy+y*> =F5F], x*=L,xy+y’ =FF’,
x* =L, xy+y*=FL,, x*—L,xy+y’=35L Diophantine denklemlerinin tiim

tamsay1 ¢ozlimlerini tespit etmislerdir.

Bu c¢alismada, k£ bir tamsay1 ve a, b, ¢ tamsayilari, Fibonacci, Lucas veya
genellestirilmis Fibonacci, genellestirilmis Lucas sayilar1 olmak {izere, ikinci

dereceden Diophantine denklemi olan ax” +bxy+cy’ =k bigimindeki denklemlerin

tim (x, y) ¢oziimlerinin bulunmasi problemi iizerinde durulacaktir.

Bu bolimde, {U,}, {V,} ve {u,}, {v,} genellestirilmis Fibonacci ve Lucas

dizilerinin 6zellikleri incelendikten sonra, literatiirde mevcut olmayan,

I/'lz - (p2 + 4)I/nUn+1 + (p2 + 4)U,12+1 = (_1)i1+1p2 ,
Vo= (0" + 4V, U, +(p* +4U,; =(=1)"p,

2 —

VVH—I (p2 _4)Vn+lun _(p2 _4)1/[5 = p2

Ve

2 _ .2

Vj - (p2 _4)Vnun+1 - (p2 - 4)un+l - p

Ozdeslikleri ispatlariyla birlikte verileceklerdir. Daha sonra, [18], [34], [37] ve [46]

numarali kaynaklarda ¢6ziimleri belirlenmis olan,
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X’ = pxy—y' =71,
X —pxy+yt =1,

X =pxy=y' =F(p’ +4)
veE
X —pxy+y'=—(p’-4)

denklemlerinin tiim tamsay1 ¢oziimlerinin verildigi teoremler farkli yollardan

ispatlanacaktir. Ayrica,

X =(p+dxy+(p* +4)y* =Fp’

\%

X =(p'=hxy=(p’ =4y’ =p’
Diophantine denklemlerinin tiim tamsay1 ¢oziimleri tespit edilecektir.

2.1. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas Dizileri {U,} ve {/} ile ilgili Temel

Teoremler, Ozdeslikler ve Bazi Diophantine Denklemleri

{U n} dizisinin karakteristik denklemi x*>—px—1=0 olup bu denklemin kokleri

a:(p+\/p2+4)/2 ve azﬂ:(p—\/p2+4)/2 dir. Burada af=-1,

a’=pa+lve a+fB=p dir.
a, b, ¢, d € Z olmak iizere, ZxZ kiimesi, [48] numaral1 kaynakta,

(a,b)(c,d) = (pac+ad+bc,ac+bd) (2.5)
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ile tanimlanan ¢arpma islemi ve
(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)
toplama islemi ile birlikte ele alinsin. Buradan
(a,b)(c,d) = (pac+ad +bc,ac+bd) =(pca+cb+da,ca+db)=(c,d)a,b)

oldugu kolaylikla goriilebilir. Ayrica, + isleminin birim eleman1 (0,0) ve (2.5)’de
verilen ¢arpma isleminin birim eleman1 (0,1) dir. Boylece ZxZ nin, birim elemant

(O, 1) olan degismeli bir halka oldugu goriiliir.

a:(p+\/p2+4)/2 olmak iizere Z[a|={aa+b:a, beZ} olsun. Bu takdirde

Z[a], Q(y p* +4) reel kuadratik cisminin cebirsel tamsayilar halkasinin bir alt

halkasidir ve eger p*>+4 karesiz bir tamsay1 ise Z[a] , Q(/p’ +4) reel kuadratik

cisminin cebirsel tamsayilar halkasina esittir.

Simdi ¢:ZxZ—>Z[a], ¢((a.b))=aa+b ile verilen bir fonksiyon tanimlansn.

Her a, b, ¢, d € Z igin,

(ac +b)(ca+d)=a’ac+a(ad +bc)+bd
=(p0{+1)ac+a(ad+bc)+bd
=(pac+ad +bc)a +ac+bd

ve
(aa+b)+(ca+d)=(a+c)a+b+d

oldugundan, ¢ bir halka homomorfizmast olur. Ayrica ¢, birebir ve Orten

oldugundan bir halka izomorfizmasidir.
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Onerme 2.1. gx+ y nin, Z[a] halkasinda bir birim olmasi i¢in gerekli ve yeterli

sart —x” + pxy + y*> =F1 olmasidir.

Ispat. ax+y, Z[a] halkasinda bir birim olsun. Bu durumda (ax+y)(az+r)=1

olacak bi¢imde z, r € Z vardir. Boylece (@x+ y)(a@z+r)=1 olur. Dolayisiyla,

1= (ax+y)(az+r)(c_zx+y)(c_lz+r)

= (ax+y)(§x+y)(az+r)(c_lz+r)

(—x2 +pxy+y2)(—z2 +pzr+r2)
yazilabilir. O halde —x* + pxy + y* = F1 elde edilir.

Tersine, eger —x” + pxy+ > =F1 ise Fl=—x"+pxy+1° = (ax+y)(ax+y) dir. O

halde ax+y, Z [a] halkasinda bir birimdir.

Simdi Diophantine denklemlerinin ¢oziimiinde kullanilacak olan asagidaki teorem

verilebilir.

Teorem 2.1.1. Z[a] halkasinin birimlerinin kiimesi {10{ | ne Z} dir.

Ispat: Teoremin ispat1 icin Z[a] halkasinda her @ >1 biriminin, n >0 olmak iizere

a" biciminde oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Ik olarak 1< @ <a olacak

bicimde bir @ biriminin olmadigint gosterelim. Bunun i¢in de, Z[a] halkasinda

l<w<a olacak bicimde bir @w=ax+y biriminin oldugunu kabul edelim. Bu

durumda a@x+y bir birim oldugundan, —x* + pxy +y* =(ax+ y)(ax+ y) =71 olur.
Buradan |ax+y”ax+y‘ =1 elde edilir. ‘(ax+y)(5x+y)‘ =1 ve l<ax+y

oldugundan ‘Ex+ y‘ <1 dir. Dolayisiyla -1< ax+ y<1l olur. Bdylece
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0<x(a+a)+2y,yani 0< px+2y elde edilir.

Diger taraftan —1< —ax- y<l1 ve l<ax+y oldugundan 0 < x(a —5) = (\/m)x
elde edilir. Su halde x>0 dir. Boylece l<ax+y<ea oldugundan
y<a—-ax=a(l-x)<0 bulunur. Yani y<0 dir. Ayrica pxy+y° =F1+x° >0
oldugundan y( px+ y) >0 olur. Dolayisiyla, y <0 oldugundan px+ y <0 bulunur.
Boylece 0 < px+2y ve px+y <0 esitsizliklerinden y = (px + 2y) —(px + y) >0

oldugu goriiliir. Bu ise y <0 olmasi ile ¢elisir.

Simdi ®>1 bir birim ve @w#a olsun. Eger her n>2 igin w#a" ise

m+1

a” <w<a™ olan bir m > 2 dogal sayisi vardir. Boylece 1< w/a” <a ve o/a”™,

Z[a] halkasinda bir birim olur. Fakat bu miimkiin degildir. Dolayisiyla o =a"

olacak bicimde n>2 dogal sayis1 vardir. Boylece, eger @ >1 bir birim ise, n>0

olmak iizere @ =" oldugu goriiliir.m

Z[a] halkasinin birimleri, n € Z olmak iizere Fa" bi¢iminde oldugundan ZxZ
halkasinin birimleri de ¢‘1($0¢") bicimindedir. ¢ fonksiyonunun tanimindan,

¢((1,0)) =1l-a+0=a ve ¢ '(a)=(1,0) dir. Buradan
$'Fa") =54 (@) =F(¢" (@) =510y

olur. Bdylece ZxZ halkasinin biitlin birimleri, ne€Z olmak ftzere, F(1,0)"

bigimindedir.
Simdi de ispati1 tiimevarimla yapilacak olan bir teorem verilsin.

Teorem 2.1.2. Her neN igin (1,0)" =(U,.U, ) ve (1,0) " =((-D""'U,.(-1)"U,,)

dir.
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Ispat. n=1 i¢in (1,0)=(U,U,) dir. Simdi (1,0)" =(U,.U,_,) oldugunu kabul

m?

edelim. Buradan

m m=1>~"m

(10)"" =(LO)" (1L0) = (U0, )(10) = (PU, +U,,1.U,) = (U0,

bulunur. Dolayistyla her n € N i¢in (1,0)" =(U,,U,_,) dir.

Yukarida yaptigimiz gibi tlimevarimla, her nelN icin

(1, 0)_” = ((— n*'u,.,(-n)'U,,, ) oldugu gosterilebilir. n=1 icin

(1L0)' =(,-p)=(U_.U,) dir. Simdi (1,0)" =((-1)""U,.(-1"U,,,) olsun.

Boylece

(1,0) "™ =(1,0)" (1,0) " =((-1""U,.(-D)"U,,.,)(L-p)
=((-1)"U,.., D" (pU,.. +U,.)
= ((_l)m Um+1 > (_1)m+1 Um+2)

olur. Sonug olarak, her n € N igin

(1L,0)" =(-1"'U,.(-1"U,,,)
bulunur.m

Teorem 2.1.2°ye gore, her n e N i¢in
(1LO) " =((-1)" U (1) U,) = (U0,
yazilabilir. Dolayisiyla her n € Z i¢in (1,0)" = (UanH) dir.

Teorem 2.1.2 ve ZxZ halkasinin (0,1) birim elemanli, degigmeli bir halka oldugu
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kullanilarak, x, y € Z olmak lizere
(x,0)" = (x"Un,x"Un_l) (2.6)
ve

(0,»)"=(0,»") 2.7)

oldugu goriiliir. Simdi (2.6) ve (2.7) esitlikleri goz Oniline alinarak asagidaki 6nerme

verilebilir.

Onerme 2.2.x, yeZ ve neN olmak iizere,

(x, ) :( n (n,jx’y""U_,,i(n,jxfy"fU_,_lJ
=0\J =0 \.J

dir.

Ispat. (2.6) ve (2.7) esitlikleri kullanilarak,

(x,y)" Z((X,O +(0,y))n = 'n [jJ(X,O)j (O,y)"_j

(foj,fo;l)(O,y"’j)

J

( X yn—j U_, Jx/ yn—j U_,_l )

u oo (n) ..
— ( j x"y"_"U/., Z[ .jx./yn—./Uj_1
=0\J -\ '

1
~.
Il
(=1
7~/ N 7 X\
~.
S

bulunur. m

Yukaridaki 6nermeden faydalanarak asagidaki teorem verilebilir. Bu teoremdeki



0zdeslikler [38] numaral1 kaynakta mevcut olup ispatlar1 burada farkli yoldan elde

edilecektir.
Teorem 2.1.3. m, r € Z ve n e N olmak iizere,

n

Jrrn=j
UmUm—l Uj+r—1

U

mn+r

U

mn+r—1

)

n . .
( .leforZ{UjJrr ve
J

0 j=0

Jj=

dir [38].

Ispat. Onerme 2.2°den faydalanarak

(x") =(U,.0,,)"

()

mn+r?

n

U./'U"—.i

U./'U"—.iU Uy

m=~ m-1~"j>
Jj=0

=0

(st

i) Oldugu goz Oniine alinirsa,

mn+r

U

m

yazilabilir. Ayrica x

(Umn+r H Umn+r—1 ) = xm’Hr xm”xr
- n jrrn—j N n jrrn—j
viuEiu Y| \viuiu L |0, )
J J Jj=0 J

=

3
(3

J

bulunur. Boylece

\%

)
|

: . “(n
. U1.1/1U1’111_.1/Uj+r’2[ ]
j=0\.J

m=~ m—1

U./'U"—./'UﬁF1 ]
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n
n . .
— Jrin-J
Umn+r—1 - ( j UmUm—l Uj+r—1
=0 \J

toplamlar1 elde edilir. m

Simdi Cassini Ozdesligi olarak bilinen ve farkli yoldan ispatlanacak olan 6zdeslik

asagida verilsin.
Teorem 2.1.4. (Cassini Ozdesligi) Her n e Z icin U’ — pU U, , -U>, = (—1)"+l dir.

Ispat. Eger n=0 ise iddia dogrudur. Simdi n>0 ve x=(1,0) olsun. Teorem
2.12ye gore x"=(L0Y =(U,,U,) ve x'":(1,0)‘":((—I)MUH,(—I)"UH])

oldugundan,

(0.1)=xx" =(U,. U, )((-1)" Us(~1) U,
=((-1)"(-pU; + UV, ~UU, ), (-1) (U +U, U,

n~ n+l n~ n-l1

bulunur. Buradan U-U, U, = (—1)"+1 elde edilir. Bu  06zdeslikte

n-1

U,., = pU,+U, , oldugu kullanilirsa, U2 - pU,U, , ~U?, =(~1)"" bulunur.

Eger n<0 ise U, ve U, , tanimlarindan faydalanarak U, — pU U, ,-U} , = (—1)'Hl
oldugu goriilebilir. O halde, her n e Z i¢in U2 - pU,U, , ~UZ, =(~1)" dir. =

[17], [38] ve [40] numarali kaynaklarda da mevcut olan 06zdesliklerin ispati,

asagidaki onermede farkli yoldan verilecektir.

Onerme 2.3. Her neZ icin a" =aU,+U, , ve B"=pU, +U,, dir [17], [38],
[40].
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Ispat. ¢((1,0)) =a oldugundan ¢((1,0)")=(¢((1,0)))n =" dir. Ayrica ¢

fonksiyonunun tanimindan,
#((1.0))=¢((U,.U,))=aU,+U,,
olur. Boylece
a"=aU, +U,

bulunur. aff =—1 oldugundan,

elde edilir. Dolayisiyla
p' =-aU,+U,,
dir. Bu denklemde a = p — f oldugu kullanilirsa,
p'=pU +U, |,

bulunur. m

(2.8), (2.9) ve (2.10) esitliklerinden,

V=a"+p" ve U, :(a"—ﬂ")/\/p2+4

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

elde edilir. (2.11)’de verilen bu 6zdesliklere Binet formiilleri denir ve bu formiiller
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kullanilarak, her n€Z i¢in V, =U, ,+U,,, =2U, ., — pU, oldugu goriilebilir.

Onerme 2.3’den faydalanarak, iigiincii boliimde kullanilmak iizere asagidaki
ozdeslikler verilebilir. Onerme 2.4, Sonug 2.1, Onerme 2.6 ve Teorem 2.1.5’deki
Ozdeslikler [38] ve [42] numarali kaynaklarda mevcut olup, burada farkli yoldan

ispatlar1 verilecektir.

Onerme 2.4. Her m, neZ i¢in U, =UU,  +U, U, ve V., =UV,  +U V

n~ m+l n+m n’ m+l n-1"m

dir [38], [42].

Ispat. x =(1,0) olsun. Dolayisiyla

(Un+m > U,,+m_1 ) =x"" = x"x"
Q00 = (U0, (U,

m?

:(UU +Un lUm’UU +Un—1Umfl)

n~ m+l - n~m
olur. Boylece

v,,=UuuU,. +U

n+m n— m+l n-1

Um

\%

U

nim-1 UnUm + Un—lUm—l

Ozdeslikleri bulunur. Bu iki 6zdeslikten,

U,  =pU. +U

n+m+1 n+m n+m-1
= Un (pUm+1 + Um ) + Un—l (pUm + Um—l)
= UnUm+2 + Un—lUmH

olur. Buradan
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V..,=U

n+m n+m-1

=U,(U,+U,.,)+U, (U, +U,,)

+U

n+m+l

m m—1

= UanH + Un—le

elde edilir. m

Simdi de Teorem 2.1.4 kullanilarak ispatlanan bir sonug verilsin.
Senug 2.1. Her neZ i¢in V) —(p* +4)U. =4(-1)" dir [38], [42].
Ispat. Teorem 2.1.4°e gore,

Uy

n+l

U,-U;=(-1) (2.12)
yazilabilir. (2.12) 6zdesliginin her iki tarafi 4 ile carpilirsa,
(2U,.,—pU,) =(p* +4)U; =4(-1)

olur. 2U

.1 —pU, =V oldugundan,
Vi—(p*+4U =4(-1)' 2.13)
elde edilir. m

Onerme 2.5. x =(1,0) olsun. Bu durumda her n € Z igin, (2,—p)x" =(V,,V, ) dir.

Ispat.

xn+1 +xn—1 — (U

n+l>

Un) + (Un—l’ Un—Z) = (I/n ’ I/n—l)

ve
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X =x"(x+x) =x"((1,0)+(1,—p)) =(2,—p)x”
olup buradan istenilen elde edilir. m

Onerme 2.6. Her m, neZ igin (p*> +4)U

n+m

:VnV

m+1

+V,_ V. dir [38].

m

Ispat.  x=(1,0) olsun. Onerme 2.5%¢ gore Q2,-p)x"=,,V,,) ve

(2,-p)x" =,V ) yazilabilir. Bu iki esitlik taraf tarafa ¢arpilirsa,

(27 _p)xn (23 _p)xm = (K’l’ I/n—l)(Vm’ Vm—l) = (anV

m+l

+V V. VY. 4V V)
ve ayrica

(2,-p)x" 2, =p)x" =(0,p> +4)x"" =((p* +4)U,.,..(P* +4)U,.,..,)
olur. Yukarida bulunan bu iki esitlikten,

(p*+dU,,, =VV  +V. .V, (2.14)

n+m n’ m+l

elde edilir. m
Teorem 2.1.5. Her neZ igin V) — pV.V, =V, =(=1)"(p* +4) dir [38].
Ispat. (2,-p)x" =(V,,V, ,) oldugundan,

Q=p)x " =V, V) = (D7, (D",

olur. Buradan
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(0.p° +4) =2 =p)x" Q=p)x " =(V,.V, )V.,.V.,)
=V, Y, (D, (D", ) = (0,60 =V,.7,)

elde edilir. Dolaysiyla p* +4=(=1)"(V) -V, ,V, ) dir. Buesitlikte V,,, = pV, +V, |

oldugu kullanilirsa,

Vo=pVY, =V =(ED"(p"+4) (2.15)
bulunur.m
Simdi de yukarida verilen 6nerme ve teoremlerden faydalanarak, bazi Diophantine

denklemleri ve bunlarin ¢6ziimlerini verelim. Asagidaki teoremin ispati Teorem

2.1.4 kullanilarak yapilacaktir.

Teorem 2.1.6. x’ — pxy—y* = F1 denkleminin tiim tamsay1 ¢dziimleri, n € Z olmak

tizere (x, y) = i(Un, Un_l) bi¢imindedir [46].

Ispat. Teorem 2.1.4’¢ gdre (x,»)=%F(U,,U,) ikililerinin x*—pxy—)* =7l
denklemini sagladigi goriiliir. Simdi x* — pxy—y* = F1 olsun. Bu durumda ax+ y,
Z[ ] halkasinda bir birimdir. O halde ax+ y =Fa" olacak bi¢imde bir n tamsayisi

vardir. Boylece
(x,y)=¢ (ax+y)=¢ " (Fa") =F(¢ (@) =%(1,0)" =5(U,,U, )
olur. m

p =1 oldugunda Teorem 2.1.6’nin bir sonucu su sekilde verilebilir.

Sonu¢ 2.2. x*—xy—)° =F1 denkleminin tiim tamsay!r ¢dziimleri, n€Z olmak

iizere (x,y)=F(F,,F, ) bigimindedir [21].
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Sonu¢.2.3. x> — pxy—y° =—1 denkleminin tiim tamsay1 ¢dziimleri, n€Z olmak
2n>°

lizere (x,y)= ¢(U U 2n_1) bicimindedir. x*—pxy—y° =1 denkleminin tiim

tamsay1 ¢ozlimleri, n € Z olmak tizere (x,y) = ¢(U2n+1 U 2n) bicimindedir [34], [46].

Sonu¢ 2.4. x° — pxy—y° =F1 denkleminin negatif olmayan tiim tamsay1 ¢dziimleri,

n>0 olmak iizere (x,y)=(U,,U,_,) bi¢imindedir [34], [46].

Ispat. x ve y negatif olmayan tamsayilar olmak iizere x> — pxy — y* = ¥1 olsun. Bu
durumda ax+y>1 olup ax+y birim oldugundan, ax+y=a" olacak bigimde
n>0  vardir. Buradan ax+y=a"=aU,+U,, bulunur ve boylece

(x,y) = (Un’Un—l) oldugu goriiliir. m

Teorem 2.1.7. u’—(p°+4)v’ =74 denkleminin negatif olmayan tiim tamsayi

cozlimleri, n >0 olmak tizere (u,v)=(V,,U,) bicimindedir [24].

Ispat. Eger (u,v)=(V,,U,) ise Sonug 2.1’e gore u’> —(p° +4)»* =34 olur. Simdi x
ve y negatif olmayan tamsayilar olmak iizere u” —(p> +4)v’> =F4 oldugunu kabul
edelim. Buradan u” — p*v* nin bir ¢ift tamsay1 oldugu gériiliir. Dolayisiyla u ve pv

ayni anda ¢ift veya aym1 anda tek olmalidir. Su halde x=(u+pv)/2 ve y=v

aliirsa,

2 2 2 2 2
xz—pxy—y2=(u+pv) 2p:(u+pv) 4y _u (p4+4)v

bulunur. Boylece n>0 olmak lizere x=(u+pv)/2=U, ve v=y=U, olur.

n+l 7

Dolayisiyla u =2x—pv=2U,,,— pU, =V, olup (u,v)=(V,,U,) elde edilir. m

Asagidaki teoremde verilen denklemlerin pozitif tamsay1 ¢oziimleri, [18] numarali

kaynakta Horadam tarafindan tespit edilmistir. Burada ise bu denklemlerin tim



28

tamsay1 ¢ozlimleri verilecektir.

Teorem 2.1.8. p°+4 karesiz bir tamsayt olsun. Bu durumda

x> — pxy—y> =F(p*> +4) denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimleri, n € Z olmak iizere

(x,y)=F(,,V, ) bigimindedir.

Ispat. Eger (x,y)=F(,,V,,) ise bu durumda (2.15) 6zdesliginden
x*—pxy—y =F(p*+4) elde edilir. Simdi x°—pxy—y° =F(p>+4) oldugunu
kabul edelim. Buradan (2x—py)’ —(p*+4)y’ =F4(p’ +4) yazlabilir. (p°+4)
karesiz oldugundan, bu son esitlikten (p°+4)|2x— py elde edilir. Benzer sekilde
Y+ pxy—x> =F(p> +4) oldugundan Q2y+px)’ —(p* +4)x* =F4(p*> +4)

yazilabilir. Bdylece (p° +4)|2y+ px oldugu goriiliir. Dolayistyla, eger

u=QRy+px)/(p*+4)vev=_2x—py)/(p* +4) (2.16)

alinirsa,

2 2
i — puv—v* = 2y2+px iy 2y2+px 2x2—py 3 2x2—py
p +4 p +4 p +4 p +4
—(p*+4)(x* - py—»?) .
p— :+
(v +4)

bulunur. Boylece Teorem 2.1.6’ya gore (u,v)=%F(U,,U, ) olur. Su halde (2.16)

esitlikleri kullanilirsa, (x,y)=F(V,,V, ) oldugu goriilebilir.m

Sonu¢ 2.5. x*—xy—y* =F5 denkleminin tiim tamsay1 ¢dziimleri, ne€Z olmak

tizere (x,y)=7F(L,,L, ,) bicimindedir [22].

Sonug 2.6. p’> +4 bir karesiz tamsay1 olsun. Bu durumda x* — pxy —y* = F(p° +4)
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denkleminin negatif olmayan tiim tamsayr c¢oziimleri, n€N olmak {iizere

(x,y)=(,,V, ) bigimindedir [18].

Teorem 2.1.4 ve swrasiyla U, =Q2U,,,-V,))/p, U,, =W, -2U,)/ p Ozdeslikleri

kullanilarak asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 2.7. Her n € Z igin,

Vi -(p*+4VU

n+l

+(p*+ AU, =D p’
Ve
Vei—(p*+4V,,U, +(p* +4U, =(-1)"p’
dir .
Ispat. Teorem 2.1.4’¢ gore
U-pUU,,-U2, =(-1)"

yazilabilir. Bu 6zdeslikte U, =(2U,,, —V,)/ p esitligi yerine yazilirsa,

(U,.,~V)/p) -p(QU,,~V,) p)U, , ~UL = (1)~
olur. Buradan

(_l)n+1p2 — 4U2 _4U

n+l n+l

=402, —-4U

n+l n+l

V,+V}-2p°U,

n+l

I/rl + I/nz - p2U11—1 (2Un+1 - I/rl + Un—l)

Un—l +p2VU _p2U112—1

n~ n-l1

bulunur. Bu esitlikte U, , =V, —=U ., oldugu kullanilirsa,
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(_1)n+1p2 — 4U2 _4U

n+l n+l

=4U* —-4U

n+l n+l

=4U?, -4U, V, +V? = pV U, + p°U>

n+l n+l" n n+l

I/n +I/r12 _pz(l/n _Un+l)(2Un+l _I/n +I/n _Un+l)
V,+V, =p*(V,-U, DU

n+l

elde edilir. Boylece

v -(p*+4VU

n+l

+(p*+4)U,, = ()" p?

bulunur.

n+l

Ikinci 6zdesligin ispati igin Teorem 2.1.4°e gore U’ —pU U U, =(—1)

n~ n-1

ozdesligi ve U,

=V, —2U,)/ p esitligi goz Oniine alinirsa,

- =((,,-20,)/ p)' - p((V,.,-2U,)/ p)U,-U;
olur. Boylece

(=D)"p* =V, -4V,

n+l

U, +4U: - pV,

U, +2p°U; = p°U,
esitligi elde edilir. Buradan da
Via= (" + &V, U, +(p* +49U,; = (-1)"p’

oldugu goriiliir. m

Sonug 2.8. x> —(p> +4)xy+(p° +4)y* =Fp° denkleminin tiim tamsay1 ¢dziimleri,
n € Z olmak iizere (x,y)=%(,,,,U,) bi¢imindedir.

Ispat. Eger (x,y)=F(V,

n+l?

U,) i1se Sonug 2.7’ye gore
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X =Py + (P +A)Y =V~ (P AV, U, + (PP AU = (1) pP =Fp°

olur. Simdi x*—(p°+4)xy+(p*+4)y° =Fp° oldugunu kabul edelim. Buradan
(x—2y)’ - p’ (y2 - xy) =Fp’> yazlabilir. Bu esitlikten p*|(x—2y)°, yani
pl(x—2y) oldugu gorilir. O halde wu=(x-2y)/p ve v=yp alinrsa
u’> — puv—v> =F1 bulunur. Bdylece Teorem 2.1.6’ya gore u=FU,,, ve v=FU,

olup buradan x ve y ler ¢ekilerek istenen elde edilir. m

m bir tek tamsay1 ve p =L olsun. L’ —5F. = 4(-1)" =—4 esitligi kullanilarak,

a=(p+«/p2+4)/2:(Lm +\/§Fm)/2=((1+\/§)/2)m

Ve

,6’=(p—\/p2 +4)/2=(L,,, —\/gFm)/ZZ((l—\/g)/Z)m

bulunur. Boylece U, =F, /F, ve V, =L  olur.

Asagidaki sonuglarin ispatlar1 sirastyla Teorem 2.1.4, Teorem 2.1.6 ve Teorem

2.1.5°den elde edilebileceginden, ispatsiz olarak verilecektir.

Sonug 2.9. m bir tek tamsay1 olmak iizere, her n € Z igin

F>—-LF F

mn m mnt m(n-1y ~

Frj(n—l) = (_I)M an
dir.

Sonug 2. 10. m bir tek tamsay1 olsun. Bu durumda x* — L, xy—y* = F1 denkleminin

tiim tamsay1 ¢oziimleri, n € Z olmak {izere
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(an’) :$(an /Fm’Fm(n—l) /Fm)
bi¢imindedir.

Sonug 2.11. m bir tek tamsay1 olsun. Bu durumda her n € Z i¢in

L?nn - LmLanm(n—l) _L?n(n—l) = (_l)nSsz

dir.

2.2. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas Dizileri {u,} ve {v,} Ile Ilgili Temel

Teoremler, Ozdeslikler ve Bazi Diophantine Denklemleri

{u,} dizisinin tekrarlama bagmtisinin karakteristik denklemi x*—px+1=0 ve bu
denklemin kokleri « =(p+«/p2 —4)/2 ve a= p= (p— P’ —4)/2 dir. Burada

af=1,a*=pa-1ve a+pf=p dir.
a, b, ¢, d € Z olmak iizere ZxZ kiimesi, [48] numarali kaynakta,
(a,b)(c,d)=(pac+ad +bc,—ac+bd)
seklinde tanimlanan ¢arpma ve
(a,b)+(c,d) =(a+c,b+d)
toplama islemi ile birlikte ele alinsin. Buradan,

(a,b)(c,d) = (pac+ad +bc,—ac+bd)=(pca+cb+da,—ca+db)=(c,d)(a,b)
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oldugu kolaylikla goriilebilir. Ayrica, + isleminin birim eleman: (0,0) ve ¢arpma
isleminin birim elemant (0,1) dir. Dolayisiyla ZxZ nin, birim elemant (0,1) olan

degismeli bir halka oldugu goriilebilir.

a=(p+\/p2—4)/2 olmak {izere, Z[a]={aa+b :a, beZ} olsun. Bu taktirde

Z[a], Q(y p* —4) reel kuadratik cisminin cebirsel tamsayilar halkasinin bir alt

halkasidir ve eger p® —4 karesiz bir tamsay1 ise Z[a], Q(y/p®—4) reel kuadratik

cisminin cebirsel tamsayilar halkasina esittir.

Bu kisimda, ¢:ZxZ—Z[a], ¢((a,b))=aa+b ile verilen bir fonksiyon

tanimlansin. Her a, b, ¢, d € Z igin,

(ac +b)(co+d) = a’ac+a(ad +bc) +bd
=(pa—1)ac+a(ad +bc)+bd
=(pac+ad +bc)a—ac+bd

ve
(aa+b)+(ca+d)=(a+c)a+b+d

oldugundan, ¢ nin bir halka homomorfizmasi oldugu goriiliir. Ayrica ¢, birebir ve

orten oldugundan bir halka izomorfizmasidir.

Asagidaki &nermenin ispati, Onerme 2.1°¢ benzer sekilde yapilabileceginden,

ispatsiz olarak verilecektir.

Onerme 2.7. x+ay nin, Z[a] halkasinda bir birim olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul x* + pxy+ y*> =F1 olmasidir.

Simdi bazi Diophantine denklemlerinin ¢dziimiinii bulmada 6nemli olan bir teoremi
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verelim.

Teorem 2.2.1. p>3 olmak iizere, Z[a] halkasinin birimlerinin  kiimesi

{10{" 'n EZ} dir.

Ispat. Teoremin ispati Teorem 2.1.1°¢ benzer sekilde soyle yapilabilir. ax+y bir
birim ve l<ax+y<a ise bu durumda x>0 ve y<O0 olur. Ik olarak
l<ax+y<a olacak bigimde bir ax+ y biriminin olmadigim gosterelim. Tersine,
l<ax+y<a olacak bicimde bir ax+y biriminin oldugunu kabul edelim.

l<ax+y<a ve ax+y bir birim olacak bigimde en kii¢lik pozitif x tamsayisini
gdz Oniine alalim. l<ax+y<a oldugundan a<x +Ey <1 dir. Buradan
E(ax+ y)= x+5y de bir birim olur. Boylece 1/(x +Ey) de Z[a] halkasinda bir
birimdir ve buradan 1<1/(x +Ey) <1/a=a bulunur. &= (x +5y)(x +ay) olsun.
Bu durumda ¢=F1 ve 1< (x+ ay)/g <a dir. ¢=1 oldugunu kabul edelim.

Buradan 1<x+ay<a olup buda y >0 olmasini gerektirir. Bu ise y <0 olmasiyla
celigir. O halde & =—1 dir. Boylece 1 < —x+a(-y) <« olur. x, ax+ y birim olacak
sekilde en kiiciik pozitif tamsay1 ve —x+ a(—y) bir birim oldugundan, x <—y olur.

Dolayisiyla —x+ax<-x—ay<a bulunur. Buradan x(a-1)<a esitsizligi
yazilabilir. Ayrica p >3 oldugundan «a = (p + \/m) /2>3+ \/g) /2>2 dir.
Buradan x<a/(a—-1)=1+1/(¢—-1)<2 oldugu gorilir. Dolayisiyla x=1 dir.
Boylece —1=¢=(x+ay)(x+ay)=x>+ pxy+y* oldugundan —1=1+ py+ »*, yani
y(p+y)=-2 bulunur. O halde y|2 olur. Dolayisiyla y=-2 veya y=-1 olmak

zorundadir. Her iki durumda da p =3 olur. Bu ise hipotezle celigir. m

Bu  teorem p=3 icin  saglanmaz.  Cilnki  eger p=3 ise,
2
a=3++5)/2 =[(1+\/§)/2] —1+(14+/5)/2 olup (1++/5)/2€Z[a] di. Ayrca

her neZ igin (1+\B)/2¢[(1+£)/2]2" —o" dir.
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Ispat1 Teorem 2.1.2°ye benzer sekilde yapilabileceginden, asagidaki teorem ispatsiz

olarak verilecektir.

Teorem 2.2.2. Her n e N i¢in (1,0)" =(u,,—u, ,) ve (L0)" =(-u,,u,,,) dir.

n+l

Boylece Teorem 2.2.2°ye gore, her ne N i¢in (1,0)™" =(-u,,u,,)=w_,,—u_.,) ve

(1,0)" =(u,,—u, ,) oldugundan, her n € Z i¢in (1,0)" = (u,,—u, ,) bulunur.

Teorem 2.2.2 ve ZxZ halkasinin (0,1) birim elemanli, degismeli bir halka oldugu

kullanilarak, x, y € Z olmak lizere,

(x,0)" = (x"un ,—x"u, ) (2.17)

ve
(0,»)"=(0,»") (2.18)

oldugu goriiliir.

(2.17) ve (2.18) esitlikleri goz Oniine alinarak, istenilen elde edilebileceginden,

asagidaki onerme ispatsiz olarak verilecektir.

Onerme 2.8. x, yeZ ve neN olmak iizere,

dir.

Asagidaki teorem, Onerme 2.8 kullanilarak ispatlanabilecegi igin, burada ispatsiz

olarak verilecektir.
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Teorem 2.2.3. m, r € Z ve n €N olmak lizere,

u =

n n
mn+r

n . . n A .
n=j,,J,,n=J — n=j.,J,,n=J
[ j(_l) umum—lu_/’+r ve umn+r—l - [ j(_l) umum—luj+r—l
J j=0 J

=0
dir [38].

[40] numaral1 kaynakta mevcut olan asagidaki teorem, farkli yoldan ispatlanacaktir.
Teorem 2.2.4. Her ne Z igin u> — puu, , +u._ =1 dir [40].

Ispat. Teorem 7 =0 icin dogrudur. Simdi 7 >0 olsun. Dolayisiyla

(OJ 1) = (15 O)" (17 0)_’1 = (un > _un—l )(_un > un+l) = (0’ uj - un—lun+1 )

. 2
dir. Buradan 1=u, —u, u

n

bulunur. Béylece u,,, = pu, —u, , oldugu kullanilirsa,

n+l n+l

2 oo - . .
u"—puu _ +u_ =1 elde edilir. Eger n<0 ise bu durumda da u, ve u,, in

tanimlari kullanilarak v — pu,u, , +u’ =1 oldugu gosterilebilir. m

n-1

[17], [38] ve [40] numarali kaynaklarda mevcut olan 6zdesliklerin ispati, asagidaki

onermede farkli yoldan verilecektir.

) L n n :
Onerme 2.9. Her neZ i¢cin a"=au,-u,, ve p"=pu,—u,, dir. Ayrica

u,=(a" —p")1\[p* —4 ve v, =a" + B dir[17], [38], [40].

Ispat. ¢ fonksiyonunun tanimindan,

ou,—u, = ¢((un,—un71 )) = ¢((l,0)n ) = (¢((1’0)))” —a"

\%
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ﬁ" = a‘” = au—n _u—n—l = _aun + un+1 = (ﬁ - p)un + un+1 = ﬁun _un—l

yazilabilir. " =au,—u, , ve p"=pu,—u, , oldugundan u, = (a" - ,B")/ p’—4

ve v, =" + " bulunur. m

Onerme 2.9’da elde edilen formiillere Binet formiilleri denir ve bu formiiller

kullanilarak, her n€Z i¢in v, =u,,, —u, , = pu, —2u, , oldugu gosterilebilir.

Simdi de, tglincii boliimde kullanilmak iizere asagidaki Onermeyi verelim. Bu
onerme, Onerme 2.4’¢ benzer sekilde ispatlanabileceginden burada ispati

verilmeyecektir.

Onerme 2.10. Her m, n€Z i¢in u,,, =u,u

m%n+1 T

u, u, ve v, . =vu .  —uv  dir

m+n m” n+l n m-1

[38].

Boylece Teorem 2.2.4°de verilen u) —puu,  +u., =1 &zdesligi kullanilarak

asagidaki sonug verilebilir.
Sonug 2.12. Her n€Z igin v: —(p° —4)u_ =4 dir [38].

Onerme 2.11. x=(1,0) olsun. Bu durumda her ne€Z igin (2,—p)x" =(v,,~v,,)

n

dir.

Ispat.

= = (e ) = ((L0)— (-1, p))x” = 2, )’

Ve

n+l

X - X'H = (un+1 ) _un) - (un—l 9 _un—Z) = (v’l ’ _V”’l)
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oldugundan (2,-p)x" =(v,,—v, ;) bulunur. m

Onerme 2.12 ve Teorem 2.2.5°de verilen &zdeslikler [38] numarali kaynakta

mevcuttur, ancak burada ispatlariyla birlikte verilecektir.

Onerme 2.12. Her m, neZ icin (p* —4)u,, =vv

n+m nVYm+l

v, v, dir [38].
Ispat. x =(1,0) olsun. Onerme 2.11’e gore
2,-p)x" =(V,,=V,1)
ve
(2,=p)x" =V, =V,1)
olup, bu iki esitlik taraf tarafa carpilirsa

(2’ _p)x” (2’ _p)x’" = (Vn b _vn—l )(vm b _vm—l)
= (an

m+l

vn—lv v,V Vn—lvm—l)

m?> n'm

bulunur. Ayrica
(2,—p)¥" (2 =p)x" =(0,p* =4)x"" =((p* = 4)t,.,..~ (" = 4)t, 1)
oldugundan
(p>=Mu,,, =V, —V, v, (2.19)
elde edilir.m

Teorem 2.2.5. Her ne€ Z igin v. — pv,v,  +v., =—(p° —4) dir [38].
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Ispat. (2,-p)x" =(v,,—v, ) ve 2,-p)x"=(v_,,—v_, )=(v,,—v,,,) esitlikleri taraf

tarafa carpilirsa,

(0’ p2 - 4) = (vn b _vn—l )(vn b _Vn+1) = (O’ —Vj + vn—lanrl) = (O’ —Vf + pvnvn—l - vi—l)

olur. Béylece v — pv,v,  +v., =—(p’ —4) elde edilir. m

n—1

Teorem 2.2.6. p >3 olsun. Bu durumda x° — pxy+y” =1 denkleminin tiim tamsay1
pxy—+y Yy

¢oziimleri, n € Z olmak iizere (x,y)=7F(u,,u, ) bicimindedir.

Ispat. Teorem 2.2.4’¢ gore, eger (x,y)=TF(u,,u, ) ise x’ - pxy+y*> =1 dir. Simdi
x*—pxy+y* =1 olsun. Bu durumda ax—-y, Z[a] halkasinda bir birim olur.

Dolayistyla ax—y =Fa" olacak bigimde bir n € Z vardir. Buradan

(x,~y)=¢ ' (ax-y)=¢"' (Fa") =F($ (@) =F(1,0)" = F(u,,~u,.,)
olur ve ispat tamamlanir. m

Asagidaki sonug, Teorem 2.2.6’dan elde edilebilecegi icin ispatsiz olarak

verilecektir.

Sonu¢ 2.13. p>3 olsun. Bu durumda x*—-pxy+y° =1 denkleminin negatif
olmayan tiim tamsay1 ¢ozlimleri, n>1 olmak iizere (x,y)=(u,,u, ) bi¢imindedir

[34], [46].

Sonu¢ 2.14. p>3 olsun. Bu durumda u’—(p°—4)’ =4 denkleminin negatif

olmayan tiim tamsay1 ¢ozlimleri, » 21 olmak iizere (u,v)=(v,,u,) ile verilir [24].

Ispat. Eger (u,v)=(v,,u,) ise, Sonug 2.12’ye gore u’ —(p*>—4)n* =4 olur. Simdi

uw'—(p*—4n* =4, yani u’* - p°>v’ =4+4v* olsun. Buradan u’ — p*v* nin bir cift
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tamsay1 oldugu goriiliir. Bu ise # ve pv nin ayni anda tek veya ayni anda cift

tamsay1 olmasini gerektirir. Bu durumda x =(u+ pv)/2 ve y =v alinirsa,

2 2 22 A2
xz—pxy+y2=(u+pv) 2p:(u+pv)+4v _u (p4 4)v =%=1

olur. Sonu¢ 2.13’e gore, n=0 olmak lizere x=u,, ve y=u, bicimindedir.

n+

Dolayisiyla u+ pv=2u,,, ve y =v=u, olup buradan u=v,ve v=u, elde edilir. m

Horadam [18] numarali kaynakta, Teorem 2.2.7°de verilen denklemin pozitif

¢Oziimlerini tespit etmistir. Burada bu denklemin tiim tamsay1 ¢oziimleri verilecektir.

Teorem 2.2.7. p>3 ve p°—4 Xkaresiz bir tamsayr olsun. Bu durumda
x> — pxy+y* =—(p* —4) denkleminin tiim tamsay1 ¢dziimleri, n € Z olmak iizere

(x,¥) = F(Va, V1) bigimindedir.

Ispat. Eger (x,y)=%(v,,v, ) ise, Teorem 2.2.5%¢ gére x’ —pxy+y’ =—(p° —4)
olur. Simdi x*— pxy+y* =—(p>—4) olsun. Bu denklemin her iki tarafi 4 ile
carpilirsa  (2x— py)’ —(p*> —4)y> =—4(p>—4) bulunur. Boylece p°—4 karesiz

oldugundan, bu denklemden (p° —4)|(2x— py) oldugu gériiliir. Benzer sekilde,

Qy—px)’—(p’ -4)x* =-4(p’ -4)

yazilabilir. Buradan da p®>—4 karesiz oldugundan (p*-4)|(2y— px) bulunur.
Boylece

u :(px—Zy)/(p2—4) ve v:(2x—py)/(p2—4)

alinirsa,
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u2 _puv+v2 — (px—2J7)2 _p(px—zy)(zx—py)+(2x_py)2
(p* -4

_ - - py+yt) (0 =D -4)
(p* -4y (p*—4)

elde edilir. Dolayistyla, Teorem 2.2.6’ya gore (u,v)=F(u,,u, ;) olur. Buradan da

nd

(x,¥)=F(v,,v, ) oldugu goriiliir. m

Teorem 2.2.7 ve Sonug¢ 2.13°den elde edilebilecek olan asagidaki sonug ispatsiz

olarak verilecektir.

Sonu¢ 2.15. p>3 ve p’—4 Kkaresiz bir tamsayr olsun. Bu durumda
x> —pxy+y* =—(p>—4) denkleminin negatif olmayan tiim tamsayir ¢oziimleri,

n € Z olmak iizere (x,y)=(v,,v, ) bigimindedir [18].

Sirastyla Teorem 2.2.4, u,=Qu,,,-v,)/p ve u,,=(v,, +2u,)/ p Ozdeslikleri

kullanilarak asagidaki sonug verilebilir. Bu sonucun ispati Sonu¢ 2.7°ye benzer

sekilde yapilabileceginden burada ispatsiz olarak verilecektir.

Sonug 2.16. Her n € Z igin

2 —_—

vio—(p* =4, u, —(p’ —4u, = p’

Ve

2

Vj _(p2 _4)Vnun+1 _(p2 _4)1’!54-1 =p

dir.

Asagidaki sonug, Sonug 2.8’e benzer sekilde ispatlanabileceginden, ispatsiz olarak

verilecektir.
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Sonug 2.17. p >3 olsun. Bu durumda x*> —(p° —4)xy—(p° —4)y* = p* denkleminin

tiim tamsay1 ¢oziimleri, n € Z olmak iizere (x,y)=F(v

n+l°

u,) ile verilir.

m bir ¢ift tamsay1 ve p =L, olsun. Bu durumda L’ —5F =4(-1)" =4 &zdesligi

kullanilirsa,

a=(p+«/p2—4)/2:(Lm +\/§Fm)/2=((1+\/§)/2)m

ve

(73] 2= 0, 551 2=((1-35) 2]

bulunur. Buradan u, =F, /F, ve v, =L

m

olup asagidaki sonuglar verilebilir. Bu

sonuclar sirasiyla Teorem 2.2.4, Teorem 2.2.6 ve Teorem 2.2.5 kullanilarak

ispatlanabileceginden burada ispatsiz olarak verilecektir.

Sonug 2.18. m bir ¢ift tamsay1 olmak lizere, her n € Z i¢in

F>-LF F + F?

_ 2
mn 'm~ mn” m(n-1) m(n-1) — Fm
dir.

Sonu¢ 2.19. m>2 bir gift tamsayr olsun. Bu durumda x*—L xy+y° =1

denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimleri, n € Z olmak {lizere,

(5 9) =F(Ey I Fy For 1 F)

mn m(n—1) m
ile verilir.

Sonug 2.20. m bir ¢ift tamsay1 olmak lizere, her n € Z i¢in
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L. —L,L,L.+L..==5F.

mn — mtmn ‘m(n—1) 'm
dir.

Teorem 2.2.8. p>3 olsun. Bu durumda x*— pxy+y° =—1 denkleminin tamsay1

¢Oziimii yoktur.

Ispat. x ve y tamsayilar olmak iizere x*— pxy+y>=-1 olsun. Dolayisiyla
(ax—y)( ax— y)=-—1 olur. Su halde ax-y, Z[a] halkasinda bir birimdir. O halde

ax—y=Fa" olacak bi¢cimde »n € Z vardir. Buradan

(x,=y)=¢ (ax-y)=¢" (Fa")=F(¢ (@) =%(1,0)" =F(u,,~u,_,)

olur. Su halde (x,y)=%(u,,u, ,) dir. Buise

nd

2 2 2 2
_1=x _pxy+y =un _punun—l +un—l =1

esitligini verir ki bu olamaz. O halde x°— pxy+y°=-1 denkleminin tamsay

¢cozimil yoktur.m

Sonug¢ 2.21. p >3 olmak iizere u> —(p* —4)v* =—4 denkleminin tamsay1 ¢dziimii

yoktur.

Ispat. u ve v tamsayilar olmak iizere, u’—(p’—-4)>=—4 olsun. Buradan
u*—p>v’ =4v> -4 olur. Boylece u’—p*V* nin ¢ift tamsayr oldugu gériiliir.
Dolayistyla u# ve v ayni anda tek veya ayni anda cift olmalidir. Bu durumda

X= (u + pv)/2 ve y=v alinirsa,

(u+pv)2 _2pv(u+pv)+4vz ~ u? _(pz _4)v2
4 B 4

X —pxy+y’ = =-1
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bulunur. Fakat Teorem 2.2.8’e gore bu miimkiin degildir. m

Sonug 2.21 kullanilarak, asagidaki sonug ispatsiz olarak verilebilir.

Sonu¢ 2.22. p>3 ve p°—4 Kkaresiz bir tamsayr olsun. Bu durumda

x*> — pxy+y*> = p> —4 denkleminin tamsay1 ¢dziimii yoktur.

Sonug 2.23. p >3 ve p bir tek tamsay1 olsun. Bu durumda u*> —(p* —4)* =16 ve

x* — px*y* + y* = —4 denklemlerinin tamsay1 ¢oziimii yoktur.

Ispat. u ve v tamsayilar olmak iizere u” —(p® —4)v* =—16 olsun. Bu durumda u
ve v aym anda cift veya aym anda tektir. Ayrica p>—4=-3(mod8) oldugundan
u> +3v> =0(mod8) dir. Buradan u ve v nin ¢ift tamsayilar oldugu goriiliir.
Dolaysiyla (u/2)* —(p*> —4)(v/2)* =—4 olur. Bu ise Sonug 2.21’¢ gére miimkiin

degildir. O halde u*> —(p° —4)v* =16 denkleminin tamsay1 ¢dziimii yoktur.

Simdi x ve y tamsayilar olmak iizere x*— px’y”* + y* =4 oldugunu kabul edelim.
Buradan (2x* - py*)’ —(p>—4)y* =-16 olur. Bu ise yukarida gosterildigi gibi

miimkiin degildir. m

Sonu¢ 2.24. p>3 olmak iizere x°—(p°-4)xy—(p°—4)y° =—p° denkleminin

tamsay1 ¢oziimil yoktur.
Ispat. x> —(p> —4)xy —(p* —4)y*> =—p” olsun. Buradan
(x+2y) = pPay—p’y* ==p’

yazilabileceginden p° |(x+2y)* olur. Bdylece p|(x+2y) bulunur. u=(x+2y)/p

ve v =y almirsa,
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X (P -Hw-(p -4y _-p
2 2

p p

=-1

2 2
u —puv+v =

olur. Ancak bu ise Teorem 2.2.8’e gore miimkiin degildir. m

Sonu¢ 2.25. p>3 olmak iizere x*—(p>—4)xy—(p*-4)y> =-1 denkleminin

tamsay1 ¢oziimil yoktur.

Ispat. p>3, x ve y tamsayilar olmak iizere x> —(p’ —4)xy—(p’>—4)y’ =-1

2

olsun. Bu durumda (px)’—(p’—4)(px)(py)—(p*—4)(py)’ =—p° yazlabilir.

Ancak Sonug 2.24’e gore bu miimkiin degildir. p=3 ise x*—5xy—5y° =—1 olur.
Buradan (2x-5y)*—5(3y)’ =—4 bulunur. O halde Teorem 2.1.7°ye gore, n tek
tamsay1 olmak lizere |2x—-5y|=L, ve 3|y |=F, olur. Bdylece y nin tamsay1 olmasi

icin Teorem 1.3’e gore 4|n olmalidir. Fakat bu ise n nin tek tamsayr olmasiyla

celisir. m

Sonu¢ 2.26. p>2 olsun. Bu durumda x*—4(p*-Dxy—4(p°-1)y’ =—p° ve

x> —4(p* —Dxy—4(p*> —1)y* = -1 denklemlerinin tamsay1 ¢dziimii yoktur.
ispat. x ve y tamsayilar olmak iizere
X —4(p* -Dxy—4(p’ -Dy* =-p’
olsun. Dolayisiyla
X =((2p) ~4)w-((2p) -4)y" ==p’ (2.20)
olur. (2.20) esitliginin her iki yan1 4 ile ¢arpilirsa,

(2x) ~((2p) ~4)(2x)(2)~((2p)" ~4)(25)’ =~ (2p)
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bulunur. Fakat Sonug 2.24’e gére bu denklemin tamsay1 ¢oziimii yoktur.

Simdi de x ve y tamsayilar olmak {izere,

x2—4(p2—1)xy—4(p2—1)y2=—1 (2.21)

olsun. Eger (2.21) esitliginin her iki yam p? ile carpilirsa,

(px) =4(p* =D(px)(py)—4(p* =1)(py) =-p°
bulunur. Ancak bu miimkiin degildir. m

p=3ise p’-4=5,u,=F, vev,=L, olup x’=3xp+y’ =—1, x’ -3xy+)° =5

ve u’ —5v' =—4 denklemlerinin ¢dziimleri vardir. Ayrica Teorem 2.2.6, Teorem

2.2.7, Sonug 2.13 ve Sonug 2.17 dogrudur. Bu ise asagidaki teoremden elde edilir.

Teorem 2.2.9. x> —3xy+ ) =F1 denkleminin tiim tamsay1 ¢dziimleri, n € Z olmak
lizere (x,y)=F(F,.,,F) ile ve x*-3xy+y’=F5 denkleminin tim tamsay
¢oziimleri (x,y)=7F(L,.,,L,) ile verilir. Ayrica u” —5v> =74 denkleminin negatif
olmayan tiim tamsay1 ¢oziimleri, n € N olmak iizere (u,v)=(L,,F,) bigiminde ve
x*—5xy—5y>=9 denkleminin tiim tamsayr c¢oziimleri, neZ olmak iizere

(x,y)=7F(L,,.,,F,,) bigimindedir.
Ispat. u=x—y ve v=y olsun. Boylece
w—uv—=v'=(x-y) = y(x=y)=y" =x" =3xy+)’ =7l

bulunur. Dolayisiyla Sonug 2.2’ye gore, (u,v)=F(F,,,,F,) olur. Buradan

X—y=%FF

n+l

ve y=%F olup (x,y)=F(F,,,F,) elde edilir. Eger
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X =3xy+y’ =35 ise uw-—uv—-v'=(x-y)Y-y(x-y)-y =x"-3xp+)y’ =35

olur. Boylece Sonug 2.5’e gore (u,v)=F(L,,,,L,) bulunur. Dolayisiyla x—y=FL

n+1° n+1

ve y=%FL, dir. Buradan (x,y)=7F(L,.,,L,) elde edilir. Tersine tiimevarimla,

n+2°

F’,-3FF

n+2 n+2

+F>=(-1)" ve L,-3LL ,+L =5-1"" oldugu goriilebilir.
Teorem 2.1.7°ye gore u’—5v =F4 denkleminin negatif olmayan tiim tamsayi
¢ozlimlerinin, » € N olmak tizere (u,v)=(L,,F) bi¢iminde oldugu goriiliir. Ayrica

x> —=5xy-5y° =9 denkleminin tiim tamsayr ¢oziimleri de benzer sekilde

bulunabilir.m

Teorem 2.2.9’dan, asagidaki sonug verilebilir. Bu sonug, Teorem 2.2.6’nin p =3

icin dogru oldugunu gosterir.

Sonu¢ 2.27. x*-3xy+y° =1 denkleminin tiim tamsay: ¢oziimleri, neZ olmak

tizere (x,y)=7F(u,,u, ) bicimindedir.

p =1 olmak iizere p>+4 sayisi karesiz olmadiginda ve p >3 olmak iizere p’ —4
sayist karesiz olmadiginda sirasiyla, Teorem 2.1.8 ve Teorem 2.2.7 saglanmaz.
Ornek olarak, x* —4xy—y* =20 denkleminin bir ¢dziimii (x,y)=(7,1) dir, fakat her
nelZ igin (7,1)=(V,,V, ) dir. Ayrica, x* —7xy+ )’ =45 denkleminin bir ¢ziimii

(x,»)=(1,11) olmasmna ragmen, her n€Z i¢in (L,11)#(v,,v, ) dir.

Daha genel olarak, m # 0 olmak iizere p = L, alinarak asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.2.10. x*—L xy+(-1)"y’ =F5F. denkleminin tiim tamsay1 ¢dziimleri,

n € Z olmak iizere (x,y)=%(L,,,,L,) ile verilir.

m+n?>

Ispat. x° —L xy+(=1)"y* =F5F ise 2x—L, y)* —(L}, —4(-1)")y* =520F olup

(2x—L,y)’ =5F’y* =320F; bulunur. Bu esitlikten 5|(2x—L,y) oldugu gériiliir. O

halde 2x—L_ vy =5a olacak bi¢imde a tamsayis1 vardir. Buradan

m
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(5a)’ =5F’y* = F20F;
yani
5a’-F.y’ =F4F,

m m

bulunur. Dolayisiyla F, |a dir. Suhalde a = F ¢t olan ¢ tamsayis1 vardir. Boylece

m m

(SF,1)' —F,y* =F4F,
esitliginden,

Y =5t =74

denklemi elde edilir. Buradan y ve ¢ nin ayni anda tek veya ayni anda ¢ift oldugu

goriiliir. O halde u = ( y+ t) /2 ve v=t alinirsa,

2x—L,y
yt———
U= SF;n _ X+ Lm—ly
2 SF,
ve
2x—L,y
by 5 2x—L,y
F S5F

bulunur. Bdylece

w—uv—v' = (r+ L"Hy)z -(x+L, y)2x-L,y)-(2x- Lmy)2
25an
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_SE L))
= =¥

25F;

olur. Su halde Sonu¢ 2.2°ye gore, neZ olmak tizere (u,v)=F(F,,,,F,) oldugu

)/5F, =%F dir. Buradan

goriiliir. Dolaysiyla, (x+L, ,v)/5F, =%F,,, ve 2x-L,y

X,Y)=F , elde edilir. Tersine - +(— — (-
y Ln+m LI’I ld d.l. T i Lme Lan+I71Ln 1 " L%l 1 n+1 SF;:

oldugu Binet formiilleri kullanilarak gosterilebilir. m



BOLUM 3. GENELLESTIRILMIS FIBONACCI VE LUCAS
DiZILERININ BOLUNEBILME OZELLIKLERI

Bu boliimde, [28] numarali kaynakta, Keskin ve Yosma tarafindan ispatlanan
genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileriyle ilgili kongriianslar, Teorem 3.1.1,
Teorem 3.1.2, Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2°de ispatsiz olarak verilecektir. Bu
teoremlerin ispatlari, Binet formiilleri ve tiimevarim kullanilarak yapilabilir. Bu
kongriianslara ek olarak genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizilerinin monoton
artan ve her neN icin V, >U,, v, >u, oldugu gosterilecektir. Son olarak da
genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileriyle ilgili kongriianslar kullanilarak bu
dizilerin bdliinebilme oOzellikleri ispatlanacaktir. Bu boliinebilme ozellikleri,
dordiinci  boliimde bazi Diophantine denklemlerinin  ¢dziimlerini  bulmada

kullanilacaktir.

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilarinin boliinebilme 6zellikleri bir¢ok yazar
tarafindan c¢alisilmistir. 1997°de U, |V, ve u,|v, olmasi i¢in gerekli ve yeterli
sartlarin verildigi bir teorem, [11] numarali kaynakta Hilton, Pedersen ve Somer
tarafindan ispatlanmistir. Daha sonra Hilton ve Pedersen, [12] numarali kaynakta, her

Jjz0 igin V[V ve V,|Vy,.), oldugunu Binet formiillerini kullanarak

2j+)n
ispatlamislardir. Bunlara ek olarak, 2a|b ise V,|U, ve v, |u, oldugunu
gostermislerdir. V, |U, veya v, |u, ise 2a|b oldugunun gosterilebilecegini iddia
etmislerdir. Ayrica Ribenboim, [41] ve [42] numarali kaynaklarda, U, #1 olmak

tizere U, |U, olmasi icin ve u, #1olmak iizere u, |u, olmasi i¢in gerekli ve yeterli

sartin m|n oldugunu, ayrica V, #1 olmak iizere V |V, ve v, #1 olmak iizere
v, | v, olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartin m|n ve n/m nin tek tamsayl olmasi

gerektigini ifade etmistir. Bunlara ek olarak Hinkel [13] numarali kaynakta, m |n ise
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U,|lU, ve u,|u, oldugunu, m|n ve n/m tek tamsayr ise V |V, ve

v, | v, oldugunu Binet formiillerini kullanarak ispatlamistir.

Yukarida bahsedilen boliinebilme 6zellikleri [11], [12] ve [13] numarali kaynaklarda
tek tarafli olarak ispatlanmistir. Bu nedenle bu Ozeliklerin ¢ift tarafli ispatlari,
biitiinligli saglamak agisindan burada verilecektir. Bu c¢alismada verilen,
boliinebilme 6zeliklerinin ispatlar1 farkli yoldan yapildigi ve bir arada bulundugu i¢in

Onem tasimaktadir.

3.1. {U } ve {Vn} Dizilerinin Béliinebilme Ozellikleri

n

Teorem 3.1.1. Her ne N ve m, r € Z igin

U

2mn+r

=(-)"™M"U (modV,) (3.1)
Ve

Vanir = (DY, (mod V) (3.2)

dir [28].

Teorem 3.1.2. Her ne N ve m, r € Z igin

U

2mn+r

=(-1)"U,(modU,) (3.3)

m

Ve

Vapnar = (D™, (modU,,) (3.4)

m

dir [28].
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p=1 oldugunda, {U,} ve {V,} dizileri sirasiyla Fibonacci ve Lucas dizilerine
karsilik gelmektedir. p =1 i¢in asagidaki teoremler ilk boliimde verilmistir. Bu

nedenle {U } ve {Vn} dizilerinin boliinebilme 6zelliklerinin verildigi bu alt boliim

n

boyunca p >2 alinacaktir.

Teorem 3.1.3. Her ne N i¢in V, > U, dir.

2 —

Ispat. V! —(p* +4)U? =(-1)" 4 dzdesliginden U = V"z——kj olur. Béylece
P+

VIF4 (0 +I)) 74

p’+4 p+4

n n n

bulunur. Ayrica (p>+3)V’F4>0 ve p>+4>0 oldugundan V’-U>>0 dir.

Buradan V> > U olur. Dolayistyla V, >U, dir. m
Asagidaki iki teoremin ispatlar1 agik oldugundan burada ispatsiz verilecektir.

Teorem 3.1.4. {U,}  monoton artandir.

Teorem 3.1.5. {V,}  monoton artandur.

Simdi verecegimiz Onermeler, genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilarinin
boliinebilme ozelliklerinin ispatlarinda kullanilacagindan, biitiinlik acisindan

ispatlariyla birlikte verilecektir.

Onerme 3.1.1. Her n € Z icin V.,V _)=1veya (V,,V, _,)=2 dir [10], [12], [33].

Ispat. Ispati Tiimevarim ilkesini kullanarak yapalim. n=1 ise (V,,V,)=(p,2)=1

veya (V,V,)=(p,2)=2 dir. Simdi (V,,V, ,)=1 veya (V,,V, ) =2 oldugunu kabul
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edelim. (V,

n+l>

V )=d olsun. Buradan d

V. ved |Vn olur. Ayrica V,

n+l

=pV,+V,,

V ve d

n

oldugundan d | pV,+V _,—pV, olup d

V . bulunur. Boylece d

V., den
d|(Vn,VH) elde edilir. Bu durumda hipoteze gore (V,,V, ,)=1 veya (V,,V, ,)=2

oldugundan d|l veya d |2 bulunur. O halde (V,.,,V,)=1 veya (V,,,,V,)=2 dir. m
Onerme 3.1.2. Her n € Z igin (U,,U, ) =1 dir [10], [12], [33].

Ispat. Teorem 2.1.4°den U> — pU U

n~ n-1

U, = (—1)'Hl oldugu biliniyor. Bu 6zdeslik

kullanilarak (U,,U, ;) =1 oldugu kolaylikla goriilebilir.m

Onerme 3.1.3. n>0 ise V.

n+l

>2) dir.

Ispat. V/

n+l

=pV +V _, oldugundan V -2V =(p-2)V +V, , dir. Ayrica p>2 ve

n>0 oldugundan (p—-2)V, +V, _, >0 olur. O halde V,

n+l

>2V, dir. m
Onerme 3.1.4. 0<r <n ise V, > 2V, dir.

Ispat. Onermenin ispatim 7 {izerinden tiimevarimla yapalim. n=2 ise 0<r <2
oldugundan r=1 olup V,=p*+2>2p=2F, dir. Simdi 0<r<n olmak iizere
V,>2V olsun. 0<s<n+1 i¢in V , >2V, oldugunu gosterelim. 0<s<n+1 ise
0<s<n olup Onerme 3.1.3 ve Teorem 3.1.5’¢ gore, V,,, > 2V, > 2V, elde edilir. Bu

n+l s

ise ispat1 tamamlar. m

Onerme 3.1.5. n>0 ise U

n+l

>2U, dir.

Ispat. U, = pU,+U, , oldugundan U,, —2U, =(p—2)U,+U,_, bulunur. Ayrica

p=2 ve n=0 oldugundan (p—Z)Un +U, ;20 dir. Ohalde U,,, 22U, dir. m

n-1 —

Onerme 3.1.6. 0<r<n ise U, >2U, dir.
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Ispat. Ispati #» iizerinden tiimevarimla yapalim. n=2 ise r=1 olup

U,=p’>+1>2=2U, dir. Simdi 0<7 <n olmak iizere U, >2U, olsun. 0<s<n+1

icin U, ,, >2U, oldugunu gosterelim. s<n+1 oldugundan s<n dir. O halde

n+l1

Onerme 3.1.5 ve Teorem 3.1.4°¢ gére U, ,, > 2U, > 2U, bulunur. m

Onerme 3.1.7. 0<r<n ise V, >2U, dir.

Ispat. Teorem 3.1.3’den dolayr ¥, >U, dir. Onerme 3.1.6’ya gore 0<r<n iken

U, >2U, dir. Dolayisiyla V, >U, 22U, ve buradan V, >2U, bulunur. m

Teorem 3.1.6. m, n € N olsun. Bu durumda V, |Un olmasi i¢in gerekli ve yeterli

sart m|n ve n/m nin ¢ift tamsay1 olmasidir.

¢t tamsayisi vardir. (3.1) kongriians1 kullanilarak,

U = Uth+m+r = (_1)(m+1

n

(modV))

m+r

yazilabilir. Boylece V), |U

m+r

olur. (2.14) 6zdesliginden,

(P +DU,, =V.V. +VV

m+r m’ r+l

ve V,|U

m+r

V. _.)=1 veya

V..V, ) =2 oldugu biliniyor.

Eger (V,,,V, ) =1 ise , oldugundan 7,

m—

edilir. Bu ise miimkiin degildir, ¢iinkii {V,} dizisi monoton artan ve r<m

oldugundan V, <V, dir.
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Eger (V,,,V, ,)=2 ise (%,%) =1 olur. Ayrica V, |V,_Vm_1 oldugundan % V. V’Sl

yazilabilir. Buradan % V. elde edilir. O halde V,, <2V, olur. Bu ise Onerme 3.1.4’¢

gore miimkiin degildir. Dolayisiyla ¢ ¢ift tamsayidir. Buradan ¢ € Z olmak iizere

q =2t alinirsa, (3.1) kongriiansindan,

=(-)"VU (modV,)

m

U,=U

n 2mt+r

olur. Simdi »>0 oldugunu kabul edelim. Vm|Un oldugundan yukaridaki
kongriianstan V, |U, bulunur. Boylece V, <U, olur. Fakat 0 <r <m oldugundan,

Teorem 3.1.3 ve Teorem 3.1.4°e gore V, >U, >U, dir. O halde »=0 olmalidir.

Dolayisiyla n=mgq ve g ¢ift tamsay1 olur.

Tersine m|n ve n/m ¢ift tamsayr olsun. Boylece 7€ Z olmak iizere ¢ =2t

yazilabilir. Bu durumda, (3.1) kongriiansindan,
U =U, =(-D""U,(modV,)

olur. Buradan, U, =0 oldugundan V',

U, bulunur. m

Teorem 3.1.7. m, neN olsun. Bu durumda U

m

U, olmasi igin gerekli ve yeterli

sart m|n olmasidir [41], [42].

Ispat. {lk olarak U,

U, fakat m [ n oldugunu kabul edelim. Bu durumda 0 <r <m

olmak iizere n=mgq+r yazilabilir. Simdi ¢ nun ¢ift tamsayr oldugunu kabul

edelim. Su halde g =2¢ olan ¢t € Z vardir. Boylece (3.3) kongriiansindan,
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U_

n 2mt+r

=(-1)"U,(modU,)

yazilabilir. U,

U, oldugundan yukaridaki kongriiansa gore U, |U, bulunur.

n

Buradan U, <U, olup bu ise Teorem 3.1.4’e gore miimkiin degildir. Cilinkii {Un}

m

dizisi monoton artan ve r <m oldugundan U, <U, dir. O halde ¢ cift tamsay1

degildir. Eger ¢ tek tamsayi ise, t€Z olmak lizere ¢=2¢t+1 alinirsa (3.3)

kongriiansindan,
Un = U2mt+m+r = (_l)mt Umﬂ (mOd Um)

yazilabilir. U,

n m+r

U, oldugundan, buradan U, |U elde edilir. Onerme 2.4’de verilen

v,.,=U,U+UU,_,

m+1

U

m+l1

Ozdesligi ve U, |U

m+r

oldugu goz Oniine alinirsa U

m

U, bulunur. Ayrica

Onerme 3.1.2°ye gore (U,,,U,

m+1

)=1 oldugu biliniyor. Su halde U, |U, olur.

r

Boylece U, <U, bulunur. Ancak Teorem 3.1.4’e gore bu miimkiin degildir. O halde

r =0 olup n=mg bulunur. Dolayisiyla m|n dir.

Tersine m|n olsun. Bu durumda g e N olmak lizere n=mgq yazilabilir. Boylece

q
Teorem 2.1.3°de verilen U, = Z( )U’ Ul U, toplami kullamhirsa U, \U

m~ m-1
Jj=0

oldugu

mq

gorlliir. m

Teorem 3.1.8. m, ne N olsun. Bu durumda V), |Vn olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart

m|n ve n/m nin tek tamsay1 olmasidir [41], [42].
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Ispat. V |V ve 0<r<m olmak iizere, n=mq+r olsun. Eger ¢ bir ¢ift tamsay1

ise, t €Z olmak lizere g =2t bi¢iminde yazilabilir. Bu durumda (3.2) kongriiansi

kullanilirsa,

Vo=V, =" V (modV,)

n = 2mt+r

olur. V |V oldugundan, yukaridaki kongriianstan ¥V

V. bulunur. Boylece V, <V,

n

olur. Bu ise Teorem 3.1.5’¢ gore miimkiin degildir. Ciinkii {V} monoton artan bir

dizi ve r <m oldugundan V, <V,  dir. O halde g tek tamsayidir. Dolayisiyla, ¢ € Z

olmak tizere ¢ =2¢+1 alinirsa, (3.2) kongriiansindan,

V,= I/th+m+r = (_1)(m+l)t Vm+r (mOd Vm)

n

olup, Onerme 2.4’de verilen V, =UV, +U, V.

m+r r’ m+l

yazilabilir. Buradan V, |Vm

+r

0zdesligi kullanilirsa V)

m

UV . bulunur. Simdi >0 oldugunu kabul edelim.

r’ m+l

7

m+1

Onerme 3.1.1%¢ gore (V,.,V,,,,)=1 veya (¥,

m?>

)=2 oldugu biliniyor.

7

m+l1

Eger (V,

V) =1 ise buradan 7, |U, bulunur. Boylece V, <U, olur. Bu ise
miimkiin degildir. Ciinkii » <m oldugundan, Teorem 3.1.3 ve Teorem 3.1.4’e gore

U <U, <V, dir.

m

Eger (V,.V,.,)=2 ise (%,%)=l olur. Ayrica V,

uv oldugundan

r’ m+l

%|Ur% yazilabilir. Boylece %|U,_ elde edilir. Su halde ¥V, <2U, dir. Bu da

Onerme 3.1.7’ye gore miimkiin degildir. O halde » =0 dir. Dolaysiyla n=mq ve g

tek tamsayi olur.

Tersine, m|n ve n/m tek tamsayi olsun. Boylece n=m(2¢t+1) olan ¢t €Z vardir.

Dolayisiyla (3.2) kongriiansi kullanilirsa,
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V.=V

n 2mt+m = (_1)(”“’1)’ Vm (mOd Vm)
yazilabilir. Buradan V, |Vn elde edilir. m

Asagidaki teorem Hilton, Pedersen ve Somer tarafindan [11] numarali kaynakta

ispatlandigi i¢in burada ispatsiz olarak verilecektir.

Teorem 3.1.9. m, n € N olsun. Bu durumda U,

V. olmasi icin gerekli ve yeterli

sart
1) n=1,
1) p=2ise n=2
iii) p>3 ise n=2 ve m=2t+1, teZ
olmasidir [11].
3.2. {un} ve {vn} Dizilerinin Béliinebilme Ozellikleri
Teorem 3.2.1. Her ne N ve m, r € Z igin
tty,,,,, = (=D u, (mod v, ) (3.5)
ve
Vapner = (=D, (mod v, (3.6)
dir [28].

Teorem 3.2.2. Her ne N ve m, r € Z igin

=u,(modu,,) (3.7)

u2mn+r
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\%

=v,(modu,) (3.8)

v2mn+r
dir [28].

Bu boliim boyunca, {un} ve {vn} dizilerinin tanimlar1 geregi, p >3 oldugu goz

ontinde bulundurulacaktir.

Teorem 3.2.3. Her n >1 tamsayisi i¢in v, > u, dir.

n

Ispat. v —(p° —4)u’ =4 6zdesliginden u’ = v2_4 yazilabilir. Bu durumda

Vv —ul = v - v, —4 _ (p* =5, +4

n n p2_4_ p2_4

olur. p>3 oldugundan (p° -5V +4>0 ve p°’—4>0 dir. O halde v —u’ >0

bulunur. Buradan v’ >u>, dolayisiyla v, > u, elde edilir. m

Teorem 3.2.4. {u,} _ monoton artandir.

Ispat. Teoremin ispati icin Onerme 2.9°da verilen B"=pfu,—u,, Ozdesligi

kullanilacaktir. Bu 6zdeslikte = p—a oldugu goz oniine alinirsa,

ﬂ” :(p_a)un —u n—lz(pun _un—l)_aun :un+1 _aun
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bulunur. p >3 oldugundan, S" >0 dir. Boylece u,,, —au, >0 yani u,,, >au, elde

n+l

edilir. Su halde a >1 ve u,,, > au, oldugu goz Oniine alinirsa u

n+l

>au, >u, olur.

n+l

Dolayisiyla u,,, >u, dir. m

n+l

Teorem 3.2.5. {v,} _ monoton artandur.

Ispat. k >3 oldugu goz 6niine alinarak ve Teorem 3.2.4 kullanilarak,

Vn+1 - vn = (un+2 - un ) - (unJrl - un—l ) = (punH - 2un ) - (un+1 - un—l )

= (p - 1)“n+1 —2u,+u,  >2u,,—2u,+u, > 2(un+1 -u, ) >0
bulunur. O halde ispat tamamlanir. m

Onerme 3.2.1. Her neZ igin (v,,v, ,)=1 veya (v

nd

v )=2 dir[10], [12], [33].

Ispat. Ispat, Tiimevarim ilkesi kullanilarak Onerme 3.1.1in ispatina benzer sekilde

yapilabilir.m

Onerme 3.2.2. Her neZ igin (u,,u, ) =1 dir [10], [12], [33].

Ispat. Teorem 2.2.4 kullamlirsa, (u,,u, ,) =1 oldugu goriiliir. m

Onerme 3.2.3. n>0 ise v,,, >2v, dir.

Ispat. p >3 olmak iizere v,,, = pv, —v

n

_, oldugu ve Teorem 3.2.5 kullanilirsa,

vn+1 - 2vn = (p - 2)Vn _Vn—l Z Vn _Vn—l > O

olur. O halde v,,, >2v, dir. m
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Onerme 3.2.4. 0<r<n ise v, >2v, dir.

Ispat. Teorem 3.2.5 ve Onerme 3.2.3’den ispat goriiliir. m

Onerme 3.2.5. n>0 ise u,,, >2u, dir.

n+l

Ispat. Teorem 3.2.4’den ispat goriiliir. m

Onerme 3.2.6. 0 < r < n olmak iizere u, > 2u, dir.

Ispat. Onerme 3.2.5 ve Teorem 3.2.4 kullanilarak, ispat » iizerinden tiimevarimla

yapilir. m

Onerme 3.2.7. 0 < r <n olmak iizere v, > 2u, dir.
Ispat. Teorem 3.2.3 ve Onerme 3.2.6 kullanilarak istenilen elde edilir. m

Teorem 3.2.6. m, n € N olsun. Bu durumda v, |1, olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart

m|n ve n/m nin ¢ift tamsay1 olmasidir.

Ispat. v, |un ve n=mg+r, 0<r<m olsun. Eger ¢ tek tamsayi ise ¢t €Z olmak

tizere g =2¢+1 almabilir. (3.5) ile verilen kongriians kullanilarak,

un = u2mt+m+r = (_1)(m+l)t um+r (mOd Vm)

yazilabilir. Buradan v

m

bulunur. Ayrica (2.19) ile verilen

um+r

2
(p _4)um+r = Vm+lvr VY

m’r-1
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,v. elde edilir. Onerme 3.2.1¢ gére (v,,v,,,)=1

0zdesligi gbz Oniine alinirsa v

m

vl

m

veya (v,,V,.;) =2 oldugu biliniyor.

Eger (v,,v,,)=1 ise v |v, v oldugundan vm|v, bulunur. Bu ise r<m

m

oldugundan Teorem 3.2.5’e gore miimkiin degildir.

Eger (v,,v,,,)=2 ise (%”,%):1 dir. Béylece, v,,[v,.,,v, oldugundan V?'” vr%

m?> " m+l

v, elde edilir. O halde v, <2v, dir. Fakat Onerme 3.2.4°¢

yazilabilir. Buradan %

gore bu da miimkiin degildir. Dolayisiyla ¢ ¢ift tamsayidir. Boylece, ¢ € Z olmak
tizere g =2t almirsa, (3.5) ile verilen kongriianstan,

u =(-1)"""u (modv,)

n u2mt+r

u, oldugundan yukaridaki

n

yazilabilir. Simdi »>0 oldugunu kabul edelim. v,

kongriianstan v, |u, olur. Buradan v, <u_ bulunur. Bu ise Teorem 3.2.3 ve Teorem

3.2.4°¢ gore miimkiin degildir. O halde »=0 olmalidir. Dolayisiyla n=mgq ve ¢

cift tamsayi olur.

Tersine m|n ve te€Z olmak lizere n=2mt olsun. Bu durumda, (3.5) ile verilen

kongriianstan,

u, =u,, =(-1)""u,(modv,)

yazilabilir. Boylece u, =0 oldugu goz Oniine alinirsa v, |un elde edilir. m

Teorem 3.2.7. m, n €N olsun. Bu durumda u,, |u, olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart

m|n olmasidir [41], [42].
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Ispat. Ik olarak u

u fakat m[n olsun. Bu durumda 0<r<m olmak iizere

m n

n=mq+r yazilabilir. Simdi ¢ nun ¢ift tamsay1 oldugunu kabul edelim. O zaman

t € Z olmak lizere g =2t alinirsa, (3.7) ile verilen kongriianstan,

un = uZer = ur (mOd um)

yazilabilir. u, |u, oldugundan u, |u,, bulunur. Boylece u,, <u, olur. Bu ise Teorem

3.2.4’e gore mimkiin degildir. O halde ¢ cift tamsay1 degildir. Eger ¢ tek tamsay1
ise, t € Z olmak lizere g =2¢+1 alinirsa, (3.7) ile verilen kongriianstan,

u =u,, (modu,)

n uZmHm+r m+r

olur. u, |un oldugundan, buradan u,, |u elde edilir. Ayrica Onerme 2.10’da verilen

m+r

u,, . =uu Ozdesligi goz Oniine alinirsa u, |um_1ur bulunur. Boylece

m u —lu

m%re1 T Y r

(u,.u,_)=1 oldugundan u, |u,, elde edilir. Ancak Teorem 3.2.4’e gore bu miimkiin

degildir. O halde » =0 olup n=mgq bulunur. Dolayisiyla m|n dir.

Tersine m|n olsun. Bu durumda ¢ €N olmak lizere n=mgq yazilabilir. Teorem

2.2.3’de verilen

U =Z(q)(_1)q—jujuq—ju —u Zq:(q)(_l)q—./u.i—luq—ju
mq 4 J m=m-17"j m L J m m=-17j

q
Jj=0 Jj=1

toplami kullanilirsa u,, u,,, elde edilir. Bu da ispati tamamlar. m

Teorem 3.2.8. m, n € N olsun. Bu durumda v,

v, olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart

m|n ve n/m nin tek tamsay1 olmasidir [41], [42].
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ispat. v

m

v, ve 0<r <m olmak lizere n=mgq+r olsun. Eger g bir ¢ift tamsayu ise,

q =2t olan ¢ tamsayisi vardir. Bu durumda (3.6) ile verilen kongriians kullanilirsa,

Vo = Vomerr = (—1)(m+l)t v, (modv,)

yazilabilir. v, |v, oldugundan bu kongriianstan v

m

v, bulunur. Bu ise Teorem 3.2.5’¢

gore mimkiin degildir. O halde ¢ tek tamsayidir. Su halde, 1 €Z olmak iizere

q =2t +1 alinirsa, (3.6) ile verilen kongriianstan,

=(-D"M"y  (modv,)

m+r m

1%

n v2mt+m+r

yazilabilir. Boylece v, |v elde edilir. Onerme 2.10°da verilen v, =v u_ —u.v, ,

m+r m+r m7r+l

Ozdesligi kullanilirsa v, |u,v bulunur. Simdi >0 oldugunu kabul edelim.

rm—1

Onerme 3.2.1%¢ gore (v,,,v,,)=1 veya (v,,v,_,) =2 oldugu biliniyor.

m?>

Eger (v,,v,.,)=1 ise v, |u,_vm_l oldugundan v, |u,, bulunur. Boylece v, <u, olur.

m> “m-1

Bu ise Teorem 3.2.3’e gére miimkiin degildir.

m?> " m-l1 r m-l1

Eger (v v )=2 ise (v?’”,%)=l dir. Bu durumda v, |uv oldugundan

1%

_m

2

Yo Y

I

yazilabilir. Buradan |ur ve boylece v, <2u_  elde edilir. Bu ise

Onerme 3.2.7’ye gére miimkiin degildir. O halde » =0 dir. Dolayisiyla n=mq ve g

tek tamsayi olur.

Tersine, m|n ve t€Z olmak lizere n=m(2t+1) olsun. Boylece (3.6) ile verilen

kongriianstan,

% = (=)™ (modv,)

n v2mt+m
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olur. O halde v,

v, dir. m

Asagidaki teorem, Hilton, Pedersen ve Somer tarafindan ¢ift yonlii olarak [11]

numarali kaynakta ispatlandig1 i¢in burada sadece teoremin ifadesine yer verilecektir.

Teorem 3.2.9. m, n €N olsun. Bu durumda u,

v, olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart

n=2 ve m nin tek tamsayi olmasidir [11].



BOLUM 4. BAZI DIOPHANTINE DENKLEMLERININ
GENELLESTIRILMIS FIBONACCI VE LUCAS DIiZILERI ILE
COZUMLERI

Melham, [37] numarali kaynakta, m ¢ift tamsayr ise y’ -V, xy+x’=3U.
denklemlerinin tiim ¢oziimlerinin, neZ olmak iizere (x, y) =3(U,.U,.,)
bigiminde oldugunu ve m tek tamsayi ise y° -V, xy—x’=3U. denklemlerinin tiim

¢oziimlerinin, neZ olmak iizere (x,y)=%(U,.U,,,) bi¢iminde oldugunu

gbstermistir. Ayrica Melham, m ¢ift tamsay1 ve p°+4 Kkaresiz tamsay1 ise

V=V xy+x* = 1( P+ 4)U 2 denklemlerinin tim ¢6ziimlerinin, n € Z olmak lizere

(x,y)=%(¥,.V,,,) bigiminde oldugunu ispatlamistir. Bununla birlikte m tek

n+m

tamsay1 ve p°+4 karesiz tamsayi ise, y* —V, xy+x’ = 1( P+ 4)Uj1 denklemlerinin

tiim ¢oziimlerinin, neZ olmak iizere (x,y)=%(V,.V,.,) bi¢iminde oldugunu

n+m
gostermistir.  Ayrica, meZ ise y’ -v xy+x’=Fu, denklemlerinin tiim
¢dziimlerinin, n € Z olmak tizere (x,y)=F(u,,u,,, ) biciminde oldugunu, me Z ve

2
m

p>—4 Kkaresiz tamsayr ise ' —v xy+x’= —( P’ —4)u denkleminin  tiim
¢oziimlerinin, neZ olmak iizere (x,y)=%(v,,v,,,) bi¢iminde oldugunu

ispatlamistir. Melham’in bu teoremleri, McDaniel’in [34] numarali kaynakta verdigi
teoremlerin genellestirilmis halleridir. [29] numarali kaynakta ise, Kili¢ ve Omiir,
McDaniel’in [34] ve Melham’in [37] numarali kaynaklarda ele aldig1 koniklerin daha

genel hallerini incelemislerdir.

Bu boliimde ise genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri olan {U,}, {V,} ve
{un} , {vn} dizilerinin 6zellikleri kullanilarak, daha 6nce Kimberling [30], McDaniel

[34] ve Melham [37], tarafindan ¢6zlimleri arastirilan,
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n

X =Vxy+(-1)" y =5(p* +4)U;,
x* —any+(—l)" y2 :$U5 ,

X =vxy+yt=—(p* -4

\%

2 L)
X =vxy+y =u,

Diophantine denklemlerinin tiim tamsayi ¢Ozlimleri bulunacaktir. Ayrica, p>2

olmak iizere,

=P+ AU xy— (PP +4) (1) ¥ =5V

ve p >3 olmak lizere,

X =(pP=Duxy—(p* -4 (-1)" y* =V

Diophantine denklemlerinin tim tamsay1 ¢oziimleri elde edilecektir. Daha sonra bu

denklemler kullanilarak; » tek tamsayi ve p>2 ise,

X =Vxy—y' =-1,
X =Vxy-y =1,
X =V, xy+y =(p + U,

X =Vyxy+y =-V2,

X =Vyxy+y =V}

Diophantine denklemlerinin tiim tamsay1 ¢éziimleri ve n ¢ift tamsay1, p>2 olmak

uzere,
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)CZ—I/,1x)/+)/2 =1,

=V, x4y =—(p*+4U;

Ve
X =Vyxy+y =V}

Diophantine denklemlerinin tiim tamsay1 ¢oziimleri tespit edilecektir. Ayrica p >2

olmak tizere,
X =(p*+ U xy—(p° +4)(—l)n ¥ =1
ve
X =V, xy+y' =U,,

Diophantine denklemlerinin tiim tamsay1 ¢oziimleri arastirilacaktir. Bu denklemlere

ek olarak, p >2 ve p’ +4 karesiz bir tamsay1 olmak iizere,

X =V +(=1)" y ==(p* +4),
x’ —any+(—1)" Y =p' +4,
xz—(p2+2)xy+y2:p2+4,
X =V +y ==(p*+4V;,
X =(p+2)xy+y =—p (P +4),
X =V,xy+ 3 =(p 4V,
X =(pP+2)xy+y” = p (P’ +4)
Ve

)cz—[pz(p2+4)+2]xy+y2 :(pz+4)(p2+2)2
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Diophantine denklemlerinin tiim tamsay1 ¢oziimleri tespit edilecektir. Ayrica, p >3

ve p° —4 bir karesiz tamsay1 olmak {iizere,

X —vxy+y =—(p’ -4,
X —vxy+ 3t =—(p’ -4,

X —vxy+y’ =—(p’ —4)
Ve

X =(p*-xy+y’ =

~(p* -4

Diophantine denklemlerinin tiim tamsay1 ¢ozlimleri bulunacaktir. Bunlara ek olarak,

2_ _ 2_1

X any y 1
2 2 _ .2
X _V2nxy+y _un s

2 2 .2
X _v2n‘xy+y _vn

ve p >3 olmak lizere,

Diophantine denklemlerinin tiim tamsay1 ¢oziimleri tespit edilecektir.

4.1.

Bu boliimde kullanilacak olan ve [38], [42] numarali kaynaklarda da mevcut olan ve

bazilarinin ispati ikinci béliimde yapilan 6zdeslikler, m, n € Z olmak iizere,

x=(p* = Au,xy—(p* -4y’ =1

U,} ve

Uj - pUnUn—l _Uj—l =

(_l)n+l ,

Dizileriyle Ilgili Ozdeslikler ve Baz1 Diophantine
Denklemlerinin Coziimleri



seklinde siralanabilir.

Vn2 -pV.V. _I/nz—l = (_l)n (p2 +4),

VmUn _UmVn = 2(_1)'” U

n—m?

vy, —-(p*+4HU,U, =2(-1)"V,

m—n?

U

n+l

v,+Vv,. u, =V

n+m?

VV +(p’+dHU,U, =2V,

m= n n+m

y.u,+U, Vv, =2U

n+m?

Un—l + Un+1 = I/n 4

V. +V. =(p’+4HU,,

n+l n
Vi—(p*+4)U: =(-1)"4,

U, =U

m+1

u,+U, U,

+m
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(4.2)
(4.3)

(4.4)
(4.5)
(4.6)
(4.7)
(4.8)
(4.9)

(4.10)

(4.11)

Binet Formiilleri, timevarim veya matrisler kullanilarak Fibonacci ve Lucas

sayilaryla ilgili birgok 6zdeslik elde edilmistir. Matrisler kullanilarak elde edilen
baz1 6zdesliklere [20], [26], [36], [43] ve [44] numarali kaynaklarda rastlamak

miimkiindiir. Bu boliimde terimleri genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilar1 olan

matrisler ele alinip, yukaridaki 6zdeslikler kullamilarak, {U,} ve {V,} dizilerinin

elemanlariyla ilgili yeni oOzdeslikler elde edilecektir. Bu 06zdeslikler bir¢ok

Diophantine denklemlerinin tiim tamsay1 ¢ozlimlerini karakterize etmek agisindan

Onem tasimaktadir.

Teorem 4.1.1. m, n, t € Z olmak iizere,

Ve, —(p*+8E)"U YU — (P +4) (1)

dir.

Ispat. Teoremin ispati igin (4.6) ve (4.7) dzdeslikleri kullanilarak,

t—n" n+m=~ m+t

n+t

— (—l)ert I/tz
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m

V02 (PP +4U0, 12|V, ] _[View
v/2 vz |lU,] U,

matris ¢arpimi géz Oniine alinacaktir. (4.4) 6zdesliginden,

V.2 (pP+4)U,/2
U, /2 V./2

= vV, -(p’+HU,U, - (_1)’7 Vi #0
4 2

yazilabilir. Boylece

v, 1 (w2 o +4u,2] [V,

U, U2 V2 U
2 vz —(pt+aU, 2]V,
(-1)'v_, |-U/2 V2 U

m+t

oldugu kullanilirsa,

-Y'(vv.  —(p*+dHUU
I/m:( ) ( t" n+m V(p ) n m+t)
(4.12)
-1 -
g, =Y s =)

t—n

elde edilir. V: —(p*+4)U, = (—l)m 4 oOzdesliginde (4.12)’de bulunan V, ve U,
degerleri yerine yazilirsa,

(1) 42, = (V= (0 + DU, ) = +D (WU, ~UY,)

t" n+m
=(V2 =+ DUV, 2P + (WU, -VUN,,U,.,

—(p*+4)(V) - (p* +4U} U,

olur. Boylece (4.3) ve (4.10) 6zdesliklerinden faydalanarak,



72

(-1)" 472, =(-1) 477, = 4> + (1) UV, U,.. 4> +4)(-1)' U,

t—n" n+m m+t m+t

elde edilir. Dolayisiyla

Ve —(p D)UY U, () ()T U, =(-1)"V, (4.13)

m+t t—n

olur. m

Teorem 4.1.2. m, n, t€Z ve n#t ise

Vi = () VL4 (F) V0, = ()7 (0P + UL,
dir.
Ispat. (4.6) 6zdesligi kullanilarak,
{Vn/z (p2+4)Un/2} {Vm}:r/’mﬂ}
v.I2 (pP+4U, /2| U, V.

matris ¢carpimi goz Oniine alinirsa, n # ¢ oldugundan (4.3) 6zdesliginden,

V.2 (pP+4)U, /2

(P +HU,-vU,) (0 +4(-1)'U
V]2 (pP+4)U, /2 -

— —n £ 0
4 2

elde edilir. Boylece

v.,] [v.i2 @ +au,/2] [V,
UI?I K/z (p2+4)U[/2 VmH
ey [P+du 2 ~(pr+ayu, 2],
(P +HU_,| V2 V.2 v

m+t
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oldugu kullanilirsa,

-0 (UY,.,-UV...)

V — t" n+m n- m+t

Ve (4.14)
N o S UAAES A |

m (pz +4)U[in

bulunur. Ayrica V) —(p* +HU?. = (—l)m 4 ozdesliginde (4.14) esitliklerinde bulunan

V., ve U, degerleri yerine yazilirsa,
P+ DU, =U Y, ) =V =V, ) =(-1)" 4% + UL,
olur. Burada (4.10) ve (4.4) 6zdeslikleri kullanilirsa,

Vi =0V VoV +(-1)"V:

n+m t—n" n+m’ m+t m+t

=(-1)"" (PP +HU, (4.15)
elde edilir. m
u, 2 v,i2p v, | |U,,
uis2 vi2||u, | |U
matris ¢arpimi ve (4.7) 6zdesligi kullanilarak, asagidaki teoremin ispati benzer
sekilde yapilabileceginden, teorem ispatsiz olarak verilecektir.

Teorem 4.1.3. m, n, t € Z ve k #n ise,

Uj+m - I/n—tUn+mUm+t + (_l)nH Un21+t = (_l)mﬂ Uj—t (4 16)

dir.

Bundan sonraki kisimda, Teorem 4.1.1, Teorem 4.1.2 ve Teorem 4.1.3 ile verilen
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Ozdesliklerden hareketle, n>1 bir tamsay1 olmak iizere [37] numarali kaynakta ele

alinan,

X =Vxy+(-1)" Y =5(p* +4HU;,

X' =Vxy+(-1)'y’ =50,
deklemlerinin tiim tamsay1 ¢oziimleri ve ayrica
X =(p Uy = (P +4) (1) V' =7V,

denklemlerinin tiim tamsay1 ¢oziimleri tespit edildi. Bundan sonraki teoremlerde, n

stfirdan biiylik bir tamsay1 olarak alinacaktir.

Teorem 4.1.4.

=P+ DU xy—(p*+4)(-1) Y =1}
Ve

x° —(p2 +4)Uﬂxy—(p2 +4)(—1)" y2 =p?

n

denklemlerinin tiim tamsay1 ¢ozlimleri, sirastyla m tek tamsayr ve m ¢ift tamsay1

olmak iizere (x,y)=%(V,,,.U,, ) bi¢cimindedir.

n+m?

Ispat. x* —(p* +4)U,xy - (p* +4)(-1)" »* ==V, olsun. Buradan

(26=(p +4)U, ) ~(p*+4)((P* +HU; +4(-1)' ) y* =4,

yazilabilir. Bu son esitlikte (4.10) 0zdesligi kullanilirsa

(2x=(p* +4)U, y)2 —(p* +4)W?y* =—4V? elde edilir. Béylece V, | 2x—(p* + U,y
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oldugu goriilir. O halde 2x—(p>+4)U,y=V,a olan bir a tamsayis1 vardir.

Dolayisiyla
(V,a) =(p* + 4}y =41
olur. Buradan

a’—(p*+4)y’ =4
bulunur. Bu durumda Teorem 2.1.7’nin ispatinda oldugu gibi,
u =(a+py)/2 =(((2x—(p2 +4)Uny)/Vn)+py)/2 =(x—Vn_1y)/Vn vev=y
aliirsa,

u? — puv—v? =((x=V, )1V, ) = p((x=V, 01V, )y =¥’
= (=, V= (1 = pV Y, =)V,

n-1 n

bulunur. (4.2) ve (4.9) 6zdesliklerinden,
u’— puv—v*' = (x2 —(p*+HU xy—(p° +4)(—1)" yz)/Vn2 =V IV =-1

elde edilir. Dolayisiyla Sonu¢ 2.3’e¢ gore, m tek tamsayr olmak {izere

(u,v)=F(U,.,,U,) dir. Bu durumda

(x=V,.»)/V,=3U

m

+1 Ve yinm

olup x=%(U,,V,+V,U,) ve y=FU, bulunur. Boylece (4.5) &zdesligi

m+1" n

kullanilarak, m tek tamsay1 olmak {izere,
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(x’y) = $(m+171’U171)

elde edilir. Su halde x*—(p’+4)U,xy—(p*+4)(-1)"y*=-V] denkleminin

cozlimleri, m tek tamsay1 olmak tlizere (x, y) = i(V U m) bi¢imindedir.

n+m?

Tersine, m tek tamsay1 olmak iizere (x,y)=%(V,.,.U, ) olsun. Bu durumda (4.13)

n+m?

ozdesliginden x* —(p° +4H)U xy—(p* +4)(=1)"y* ==V bulunur.

Simdi x> —(p>+4)U,xy—(p’+4)(-1)" y* =V} olsun. Buradan, yukaridakine

benzer sekilde,

u=(x=V,_y)/V,vev=y

almirsa, u”>—puv—v> =1 olur. Sonu¢ 2.3’e gore, m cift tamsayr olmak iizere

(u,v)=%(U,.;,U,) elde edilir. Béylece (x—V,y)/V,=%FU,,, ve y=%FU, olup

m+1°~"m m

n+m?

(4.5) ozdesligi kullamlarak, m ¢ift tamsayi olmak iizere (x,y)=%(V,.,.U,)

bulunur.

Eger m ¢ift tamsayr olmak iizere (x,y)=%(V,,,.U, ) ise (4.13) ozdesliginden

n+m?> >~ m

X =(p*+ 48U xy—(p* +4)(=1)"y* =V oldugu goriiliir. m

Asagidaki iki teorem Melham tarafindan [37] numarali kaynakta ifade edilmistir. Biz

burada bu teoremlerin farkli yoldan ispatlarini yapacagiz.

Teorem 4.1.5. p> +4 Kkaresiz olmak iizere x’ —any+(—1)" y:=—(p’+4HU: ve
X =Vxy+(-1)"y* =(p* +4)U; denklemlerinin tiim tamsay1 ¢dziimleri, sirastyla

n+m?" m

m ¢ift tamsay1 ve m tek tamsayr olmak iizere (x, y)=¢(V V ) bicimindedir

[37].
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Ispat. Ik olarak x> -V, xy+(-1)"y* =—(p*+4)U; olsun. Bu denklemin her iki
tarafi 4 ile carpilir ve (4.10) Ozdesligi kullanilirsa
(2x— Vny)2 —(p*+DUy’ =—4(p* +4U; bulunur. p’+4 Kkaresiz oldugundan,
U,|2x—V,y olur. Dolayistyla 2x—V y=zU, olacak bi¢imde z € Z vardir. Boylece
(zU,) —(p* +4)U2y* =—4(p* +4)U? olup, buradan z> —(p* +4)y* =—4(p* +4)
elde edilir. O halde (p*>+4)|z olur. Béylece z=(p>+4)a olacak bicimde a e Z

vardir. Buradan 2x—V,y = (p*> +4)U,a oldugu goriiliir. Dolayistyla
2
((P*+4U,a) —(p* +HUy* ==4(p* + AU,

denkleminden,
Vi-(p’+d)a’ =4

elde edilir. Boylece Teorem 2.1.7°nin ispatina gore u = ( v+ pa) /2 ve v=a alinirsa,

y+p 2x=V,y
(P +3U, | 2px+((P°+8U, -pV,)  pxiv, y
2 (p*+4)U, (p*+4)U,

ve
v=(2x—Vny)/(p2 +4)U,

olur. Buradan

(P4 (V0 + (<) ) ()~ + 402
(p* +4)’U? - (p* +4)*U?

2 2
u —puv—v- =
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elde edilir. Dolayisiyla Sonug¢ 2.3’e gére m ¢ift tamsayr olmak iizere

(u,v)=7%(U,..,U,) dir.  Boylece (px+V,y)(p> +4HU, =FU,

m+1°~"m m+l1

\%

(2x=V,y)/(p* +4U, =FU

m

olur. Buradan (4.5), (4.9) ve (4.10) oOzdeslikleri

kullamlarak m ¢ift tamsay1 olmak iizere (x,y)=F(V,,,.V, ) bulunur.

n+m?" m

Tersine, eger m c¢ift tamsayr olmak {izere (x,y)=$(V V) ise (4.15)

ntm?" m

dzdesliginden x* —V, xy +(-1)" y* =—(p* +4)U; olur.

Simdi x*-V,xy+(-1)" »* =(p’+4)U olsun. Bu durumda, yukaridakine benzer

sekilde m tek tamsay1 olmak iizere (x, y) =¢(V 14 ) oldugu goriilebilir. Ayrica

m tek tamsayr olmak {izere (x, y) = i(l/:ﬁm, Vm) ise yine (4.15) Ozdesliginden
x* =V xy +(—l)" Y =(p’> +4)U; oldugu goriiliir. m

Teorem  4.1.6. x’ —any+(—l)" y'=-U’ ve x’ —any+(—l)" Yy =U?

denklemlerinin tiim tamsay1 ¢oziimleri, sirastyla m tek tamsay1 ve m ¢ift tamsay1
olmak iizere (x,y)=%(U,,,.,U,, ) bigimindedir [29], [37].

n+m?

Ispat. x° —any+(—1)" y?=-U? olsun. Bu durumda (4.10) 6zdesligi kullanilirsa
(2x — Vny)2 —(p*+4U’y* =—4U} yazlabilir. Buradan U, |2x-V,y oldugu

goriiliir. $u halde ((2x—¥,)/U,)" =(p* +4)y” =—4 dir. Boylece,
u :(((2x_VnJ’)/Un)+PJ’)/2=X—U,Hy/Un ve v=y

almrsa u” — puv—v’ =—1 bulunur. Sonug 2.3’e gore (u,v)=F(U,,,,U,) olacak

m+1°~"m

bicimde bir m tek tamsayist vardir. Dolayisiyla (4.11) 6zdesliginden, m tek

tamsay1 olmak iizere (x,y)=%(U,,,.U,, ) elde edilir.

n+m?> >~ m
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Tersine, m tek tamsayi olmak iizere (x,y)=F(U,,,,.U, ) ise (4.16) 6zdesligine gore

n+m?

X =Vxy+(-1)"y* =-U; olur.

Eger x° —any+(—l)" y* =U? ise yukaridakine benzer adimlarla, m c¢ift tamsay1

n

n+m?

olmak iizere (x,y)=%(U,,,.U, ) oldugu goriilir. Ayrica eger m ¢ift tamsayi

olmak iizere (x,y)=F(U,,,.U,,) ise (4.16) dzdesliginden x* -V, xy+(-1)" y* =U;

n+m?

elde edilir. m

fleride ele almacak olan Diophantine denklemlerinin ¢dziimlerini bulmak icin,
genellestirilmis  Fibonacci ve Lucas sayilarimin  bdliinebilme — dzellikleri

kullanilacaktir. p=1 icin asagidaki denklemlerin tiim tamsayr c¢oziimleri [8]
numarali kaynakta arastirilmigtir. Bu nedenle asagidaki denklemlerde p >2 oldugu

g0z Oniine alinarak, bu denklemlerin tiim tamsay1 ¢oziimleri arastirilacaktir.

Teorem 4.1.7. Eger n bir tek tamsay1 ise x* —V xy—y* =—1 ve x* -V xyp—y’ =1
denklemlerinin  tiim tamsay1r c¢oOziimleri, f€Z  olmak {izere sirasiyla
(%) =F(Upsin /U Upsyas U, ) ve (5,9) = F(Upyy, 1U,,-Us,, /U, ) bigimindedir.
Eger n bir ¢ift tamsay1 ise bu durumda x* —V,xy+ y*> =1 denkleminin tiim tamsay1

¢oziimleri, 7 € Z olmak iizere (x,y)= ( wn/UnU, /U ) ile verilir.

Ispat. ik olarak x*—V xy—y’=-1 olsun. Bu denklemin her iki tarafi U’ ile

carpilirsa,

(U =V, (U)(Uy)~(U, ) =V

n

olup Teorem 4.1.6’ya gore, m tek tamsay1 olmak iizere U, x =FU

n+m

ve U,y=3U,
bi¢imindedir. Buradan, m tek tamsay1 olmak lizere x=%U,,, /U, ve y=3U, /U,

n+m n

olur. Boylece Teorem 3.1.7’ye gore, x ve y nin tamsay1 olmasi i¢in »|m olmalidir.
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O halde n|m ve m bir tek tamsay1 oldugundan, m = (2t + l)n olacak bigimde bir ¢

tamsayisi vardir. Dolayisiyla

elde edilir.

Tersine, eger n>3 bir tek tamsayt ve te€Z  olmak iizere
(x,y)= i(U(sz) AU Upy /Un) ise (4.16) dzdesligine gore, x> —V xy—y* =-1

olur.

Benzer yolla, eger n bir tek tamsay ise, bu durumda x* -V, xy—y* =1 denkleminin
tim tamsayr ¢oziimlerinin, f€Z olmak iizere (x,y)= i(U(zm)n /U,,U,, /| Un)

biciminde oldugu goriiliir. Tersine, eger n bir tek tamsay1 ve ¢t €Z olmak {izere,

(x,y) = i(U(zm)n /u,,u,, /Un) ise (4.16) 6zdesliginden x* -V, xy—y* =1 bulunur.

Simdi x>~V xy+y* =1 ve n bir ¢ift tamsay1 olsun. Bu denklemin her iki tarafi U’
ile carpilir ve Teorem 4.1.6 kullamilirsa, m ¢ift tamsayr olmak iizere
(x,y)=¢(Un+m/Un,Um/Un) elde edilir. Dolayisiyla Teorem 3.1.7°ye gore, n|m

dir. Buradan n ve m c¢ift tamsayilar oldugundan, ¢€Z olmak ilizere m=1tn

yazilabilir. Boylece
(x’ y) =+ (U(Hl)n /Un ’ Utn /Un )
elde edilir.

/U,,U

Ayrica, eger n bir ¢ift tamsay1 ve ¢ € Z olmak iizere (x,y) = i(U( " /Un)

t+1)n

ise (4.16) 6zdesliginden x* —V xy+y* =1 oldugu goriiliir. m
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Sonu¢ 4.1. Eger n bir cift tamsay1 ise x° =V xy+y° =-1 denkleminin tamsay1

¢Oziimii yoktur.

Ispat. x*—V xy+y* =—1 olsun. Bu denklemin her iki yam1 U’ ile carpilir ve
Teorem 4.1.6 kullanilirsa, m tek tamsay1 olmak iizere (x,y)=%(U,,, /U,.U, /U,)
elde edilir. Teorem 3.1.7°ye gore, (x,y) nin tamsayi ¢ifti olmasi i¢in 7| m olmalidir.
Fakat n ¢ift, m tek oldugundan bu miimkiin degildir. O halde x* -V xy+y’ =-1

denkleminin tamsay1 ¢6ziimii yoktur. m

Teorem 4.1.8 x’—(p’+4)U,xy—(p*+4)(-1)" »* =1 denkleminin tiim tamsay1

cozlimleri, t € Z olmak lizere (x, y) = ( 2ty v,,u,, 1V, ) bi¢imindedir.
Ispat. x> —(p* +H)U, xy—(p° +4)(—1)" y* =1 olsun. Bu denklemin her iki tarafi V>

ile carpilirsa,
(V,x) = (0" + U, (V,x) (V,9) = (0" + D (1) (V,9) =V,

olup Teorem 4.1.4’e gore, m c¢ift tamsay1 olmak tlizere V. x=%V , ve V y=7FU,

n+m

dir. Buradan (x,y)=$(V v,u, /V) elde edilir. Boylece Teorem 3.1.6 ve

n+m nd

Teorem 3.1.8’e gore, n|m ve m/n nin ¢ift tamsayr oldugu goriiliir. Dolayistyla

2tn

m =2m olacak bigimde ¢ € Z vardir. O halde (x,y)= ( s Vs Usyy / V) dir.

Tersine, ¢ €Z olmak iizere (x,y)=7 ( s Vs Usyy / V) ise (4.13) 6zdesliginden

2tn

X (PP + MU, xy—(p* +4)(-1)" »* =1 elde edilir. m

Sonug¢ 4.2. x*—(p*+4)U xy—(p’ + 4)(—1)” y* =—1 denkleminin tamsay1 ¢oziimii

yoktur.
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Ispat. x*—(p*+4)U,xy—(p*+4)(-1)" »* =—1 denkleminin her iki tarafi ¥} ile

carpilirsa,
(V) =" + U, (V,2) (V)= (0 + 4 (1) (Vy) =V,

olur. Teorem 4.1.4’e gore m tek tamsay1 olmak lizere (x,y) = i(V v,,u,, /Vn)

n+m nd

dir. Boylece Teorem 3.1.6 ve Teorem 3.1.8’¢ gore n|m ve m/n ¢ift tamsay
olmalidir. Fakat m tek tamsayr oldugundan bu miimkiin degildir. O halde

X’ =(p*+dU xy—(p* + 4)(—1)” y* =—1 denkleminin tamsay1 ¢dziimii yoktur. m

Teorem 4.1.9. n cift tamsay1 ise x° =V, xy+y’ =—(p° +4)U> denkleminin tiim
tamsayr ¢Ozlimleri, fe€Z  olmak {lzere (x,y) = 1(1/(2”3)” IV, Vaiinm /Vn)
bigimindedir. n tek tamsayr ise x° -V, xy+y’ =(p’+4)U’ denkleminin tim

tamsayl ¢oziimleri, reZ olmak iizere (x, y)=$(V(2H3)n/ VoV ! Vn)

bi¢imindedir.

Ispat. n ¢ift tamsay1 olmak iizere x* -V, xy+y’ =—(p”> +4)U’ olsun. Bu esitligin

her iki tarafi V? ile garpilir ve U,, =U,V, oldugu géz 6niine alinirsa,

n n - n

(V. x) Vo, (V,2)(V,3)+(V,) ==(p* +$U2,

elde edilir. Teorem 4.1.5°¢ gore, m ¢ift tamsayr olmak ilizere V x=%V,, ., ve
V.y=%V, dir. Boylece m ¢ift tamsay1 olmak iizere (x, y)=¢(V2n+m/ V.v./ Vn)

olur. Ayrica Teorem 3.1.8’e gore, (x, y) nin tamsayi ¢ifti olmasi i¢in n|m ve m/n

nin tek tamsayir olmasi gerekir. Bu nedenle m:(2t+1)n olacak bicimde re€Z

vardir. Dolayisiyla, (x,y)= i(V(ZM)n IV ViV, ) elde edilir.
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Tersine,  eger n bir  ¢ift tamsayr ve teZ olmak  iizere

(x’ y) - $(V(2z+3)n VoVt /Vn) ise (4.15) ozdesliginden,

x* =V, xy+y’ =—(p> +4)U’ oldugu goriiliir.

Simdi n bir tek tamsayr olmak iizere x* -V, xy+y’ =(p’+4)U’ olsun. Bu
denklem ¥ ile carpilirsa, yukaridakine benzer sekilde Teorem 4.1.5’e gore, m tek

tamsay1 olmak iizere (x, y) = i(V

2n+m

/V,,V,/V,) bulunur. Boylece Teorem 3.1.8’¢
gbre, x ve y nin tamsay1 olmasi i¢in n|m ve m/n tek tamsayi olmalidir. O halde,

teZ olmak lizere m= (2t + 1) n yazilabilir. Dolayisiyla

(x’y) = $(V(2z+3)n /anV(zm)n /Vn) elde edilir.

Eger n bir tek tamsay1 ve ¢ €Z olmak iizere, (x,y)= i(V(zM)n

VsV 'V, ) ise

n

(4.15) 6zdesliginden x* =V, xy+y” =(p* +4)U. oldugu goriiliir. m

Sonug 4.3. Eger n bir tek tamsayi ise x° =V, xy+y* =—(p*> +4)U> denkleminin ve
eger n ¢ift tamsay1 ise x° -V, xy+y° =(p° +4)U; denkleminin tamsay1 ¢dzimii

yoktur.

Ispat. Teorem 4.1.5 ve Teorem 3.1.8°den ispat aiktir. m

Teorem 4.1.10. x*—V, xy+y’> =U’ denkleminin tim tamsay1 ¢dziimleri, ¢ € Z

olmak iizere (x,y)=¢(U( v,,u

2tn

IV, ) bicimindedir.

2t+2)n
Ispat. x> —V, xy+y”> =U’ olsun. Bu denklemin her iki yam ¥ ile garpilirsa,

(Vx) =1, (V,x)(V,y)+(V,y) =U2Z,

olur.  Teorem 4.1.6’ya  gore, m cift ~ tamsayr  olmak  iizere
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(x.)=F(U,,,,/V,,U, /V,) bulunur. Béylece (x,y) nin bir tamsay1 ¢ifti olmasi

i¢in, Teorem 3.1.6’ya gbre n|m ve m/n nin bir ¢ift tamsay1 olmasi gerekir. O halde

m=2tn olacak  bigcimde  bir t tamsayist  vardir.  Dolayisiyla

2tn

(%) =F(Upsry V3o Us 1V, ) elde edilir.

2tn

Tersine, eger feZ olmak iizere (x,y)=F ( ey Vs U /V) ise (4.16)

ozdegliginden x* -V, xy+y’> =U?

n

oldugu goriiliir. m
Teorem 4.1.11. x* -V, xy+y* =-U? denkleminin tamsay1 ¢dziimii yoktur.

Ispat. x* -V, xy+y’ =-U’ olsun. Bu denklemin her iki tarafi ¥’ ile garpilirsa,

(V,x) V., (V,x)(V,»)+(V,y)’ =-U2, olur. Buradan Teorem 4.1.6ya gore, m tek

tamsay1 olmak tizere (x, y) = i(U

2n+m

/V,,U,!V,) bulunur. Béylece x ve y nin

tamsay1 olmasi i¢in Teorem 3.1.6’ya gore, n|m ve m/n cift tamsayr olmalidir. O
halde m=2tn olan te€Z vardir. Bu ise m nin tek tamsayr olmasi ile ¢elisir.

Dolayistyla x* =V, xy+y*> =-U_ denkleminin tamsay1 ¢dziimii yoktur. m

Teorem 4.1.12. n bir tek tamsayr olsun. Bu durumda x* -V, xy+y’ =-V}

denkleminin tim tamsay1 cozlimleri, teZ olmak lizere

(%:3) =F(Upsp /U,sUppr.ry, /U, ) bicimindedir.

Ispat. x> —V, xy+y”> ==V’ olsun. Bu denklemin her iki tarafi U’ ile carpilirsa
(Unx)2 -V, (Unx)(Uny)+(Uny)2 =-U, bulunur. Bdylece Teorem 4.1.6’ya gore m
tek tamsay1 olmak iizere, (x,y)=%(U,,,,/U,.U,/U,) olur. Ayrica x ve y nin
tamsay1 olmasi i¢in Teorem 3.1.7°ye gore n|m olmalidir. m ve n tamsayilarinin

her ikisi de tek oldugundan, m =(2t+1)n olacak bigimde bir ¢ tamsayist vardir.

Buradan (x,y)=$(U /U, U

(2¢+3)n

/U, ) elde edilir.

2t+1
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/U,,U

Tersine, n bir tek tamsay1 ve 7 € Z olmak iizere, (x,y)= i(U( (2141

/U,

2t+3)n

ise bu durumda (4.16) dzdesliginden x* -V, xy+y° =-V? bulunur. m
Simdi asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonug 4.4. Eger n bir ¢ift tamsay1 ise x> —V, xy+y* =-V’ denkleminin tamsay1

¢Oziimii yoktur.

Ispat. x*—V, xy+y> =—V’ denklemi U’ ile carpilip, Teorem 4.1.6 ve Teorem

3.1.7 kullanilirsa ispat goriiliir. m

Sonug 4.5. Eger n bir ¢ift tamsay1 ise x* —V,, xy+y” =V denkleminin tiim tamsay1

¢Oziimleri, 7 € Z olmak tizere (x, ) zi(U( /U,,U, /Un) bigimindedir. Eger n

t+2)n
bir tek tamsay1 ise, x* —V,,xy+y’ =V’ denkleminin tiim tamsay1 ¢dziimleri, ¢ € Z

U

2tn

olmak iizere (x, y) = i(U( e /Un) ile verilir.

2t+2) no

Ispat. n bir ¢ift tamsay1 ve x° —V,, xy+y* =V olsun. Teorem 4.1.6’ya gore, m cift

tamsay1 olmak iizere, (x, y) = i(U

2n+m

/U,,U,/U,) olur. O halde x ve y nin
tamsay1 olmasi i¢in Teorem 3.1.7’ye gore, m =tn olacak bi¢imde bir ¢ tamsayisi

/U,

n?

vardir. Dolayisiyla, (x, y) = i(U( U,/ Un) elde edilir.

t+2)n

/U,

Tersine, t € Z olmak iizere, (x,y) = i(U( U /Un) ise (4.16) 6zdesliginden

t+2)n

x* =V, xy+y> =V’ olur.

Simdi 7 bir tek tamsay1 ve x> —V, xy+y° =V’ olsun. Bu durumda, m g¢ift tamsay1
olmak iizere (x,y)=%(U,,.,/U,,U,/U,) olur. Béylece Teorem 3.1.7°ye gore

n|m olmaldir. Dolayisiyla te€Z olmak {lizere, m =2tn yazlabilir. Buradan
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(%.)=F(Upnsay, /U, Us, /U, ) elde edilir. m

Tersine, teZ olmak iizere, (x,y)zi(U(ZHZ)n/Un,UZM/Un) ise  (4.16)

ozdesliginden x> —V, xy+y* =V’ olur.

Teorem 4.1.13. p>+4 karesiz bir tamsayr olsun. Bu durumda
x* =V xy+ (—l)n y* =—(p*> +4) denkleminin tiim tamsay1 ¢dziimleri, m cift tamsayi

ve U, |V, olmak iizere (x,y)=%(V,,,/U,.V, /U,) bigimindedir.

m n+m

Ispat. xz—any+(—l)n y*=—(p*> +4) olsun. Bu denklemin her iki yam1 U, ile

carpilirsa,
(Ux) =V, (Ux)(U,2)+(-1) (U,») =~(p* +4)U;

olup Teorem 4.1.5°¢ goére m ¢ift tamsayr1 ve U, |V, olmak iizere

(x,»)=%(%,.,/U,.V,, /U,) bulunur.

n+m

Tersine, m ift tamsayr olmak iizere (x,y)=%(V,,,/U,.V,/U,) ise (4.15)

n+m n m

dzdesliginden x* —V,xy+(-1)" »* =—(p* +4) olur. m
Teorem 4.1.13, Teorem 1.4 ve Teorem 3.1.9’a gore asagidaki sonuclar verilebilir.

Sonu¢ 4.6. p®>+4 karesiz bir tamsay1 ise x°— pxy—y’ = —( P’ +4) denkleminin

tiim tamsay1 ¢oziimleri, ¢ € Z olmak {izere (x, y) = ¢(1/2,+1 ,

V,,) bi¢imindedir.

Ispat. Teorem 4.1.13’de n=1 alinip, m nin ¢ift tamsay1 oldugu goz 6niine alinirsa

ispat tamamlanir. m
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Sonu¢ 4.7. p=3 ve p’+4 karesiz bir tamsayr olmak iizere,

x’ —(P2 + 2)xy +y' = —(p2 + 4) denkleminin ¢oziimii yoktur.

Ispat. Teorem 4.1.13 de p>3 ve n=2 almirsa V, = p* +2olur. Boylece Teorem

3.1.9’a gére m nin tek tamsay1 olmasi gerekir. Bu ise m nin ¢ift tamsay1 olmasi ile

celisir. m

Teorem 4.1.14. p>+4 karesiz bir tamsayr olsun. Bu durumda
x> =V.xy+(-1)"y* = p> +4 denkleminin tiim tamsay1 ¢dziimleri, m tek tamsay1 ve

U, |V, olmak iizere (x,y)=F(V,.,/U,.V, /U,) bi¢cimindedir.

Ispat. x’ —any+(—1)n y*=p>+4 olsun. Bu denklemin her iki yam1 U> ile

carpilirsa,
(Ux) =V, (Ux)(U,2)+(-1) (U,p) = (0" +4U;

olur. Bu durumda Teorem 4.1.5’e gore, m tek tamsayr ve U, |V, olmak iizere

(x.y)=%(¥,.,/U,.V, /U,) bulunur.

Eger, m tek tamsayr ve (x,y)=$(V /U Vm/Un) ise (4.15) Ozdesliginden

n+m nd

x’ —any+(—l)" y* = p* +4 bulunur. m
Teorem 4.1.14 ve Teorem 3.1.9’a gore asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonu¢ 4.8. p’ +4 karesiz bir tamsay1 ise x’— pxy—y’> = p° +4 denkleminin tiim

tamsay1 ¢ozlimleri, ¢ € Z olmak tlizere (x, y) = i(VZHZ, VZ,H) bi¢imindedir.

Ispat. Teorem 4.1.14’de n=1 alinir ve m nin tek tamsayr oldugu goz oniinde

bulundurulursa ispat tamamlanir. m
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Sonug 4.9. x° —6xy+ y* =8 denkleminin tiim tamsay1 ¢dziimleri, # € Z olmak iizere

(%) =F(Vorss)/ 2:¥p1.1) 2 ) bigimindedir.

Ispat. Teorem 4.1.14°de p=2 ve n=2 alinip, m nin tek tamsay1 oldugu goz

oniinde bulundurulursa istenen elde edilir.

Sonu¢ 4.10. p°+4  karesiz bir tamsayr olsun. Bu  durumda

x’ —( P+ 2)xy +y>=p’+4 denkleminin tiim c¢oziimleri, t€Z olmak iizere

(%) =F(Vorssy/ P:¥,p11ry/ p) bicimindedir.

Ispat. Teorem 4.1.14’de n=2 almirsa Teorem 3.1.9’a gore m nin tek tamsayi

olmasi gerekir. Bu da ispati tamamlar. m

Teorem 4.1.15. p’+4 bir karesiz tamsayr ise x° -V, xy+y’ =—(p> +4)V}
denkleminin tiim tamsayr ¢oziimleri m ¢ift tamsayr ve U, |V, olmak iizere

(x,9)=F(Vapon /U, ¥, /U, bigimindedir.

Ispat. x* -V, xy+)y’ =—(p’+4)/ olsun. Bu denklem U] ile carpilirsa
(U,x)" =V, (Ux)(U,y)+(U,y) =—(p* +4)UZ, olur. Bu durumda Teorem 4.1.5’¢

gore, m ift tamsayi ve U, | V,, olmak iizere (x,y)=%(V,,,,,/U,.V, /U, ) bulunur.

Tersine, m ¢ift tamsayr olmak {iizere (x,y)=$(V /Un,Vm/Un) ise (4.15)

2n+m

dzdesliginden x> —V, xy+y° =—(p° +4)V" oldugu goriiliir. m

Sonu¢ 4.11. p°+4 Kkaresiz bir tamsayr ise x° —(p2 + 2)xy +y' ==p*(p*+4)
denkleminin tim tamsay1 ¢dziimleri, r€Z olmak iizere (x,y)=F(Va,,. V)

bi¢imindedir.
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Ispat. Teorem 4.1.15°de n =1 alimp m nin cift oldugu g6z oniinde bulundurulursa,

t € Z olmak iizere m =2t olur. Dolaysiyla (x,y)=F(V,,,,,V5,) bulunur. m

Sonug¢ 4.12. p=3 ve pi+4 karesiz bir tamsay1 ise

x* —[pz (p2 + 4) + 2] xy+y = —(p2 + 4)(p2 + 2)2 denkleminin ¢oziimii yoktur.

Ispat. Teorem 4.1.15°de p>3 ve n=2 alirsa, Teorem 3.1.9’a gore m tek olur.

Bu ise m nin ¢ift olmasi ile ¢elisir. m

Teorem 4.1.16. p°+4 bir karesiz tamsayr ise x° =V, xy+y’ =(p’ +4)V’
denkleminin tiim tamsay1 ¢Oziimleri, m tek tamsayr ve U, |V, olmak iizere

(x,)=F(V2., /U, V,, /U, ) bigimindedir.

Ispat. X’ -V, xy+y* =(p>+4)V’ olsun. Bu denklem U’ ile carpilirsa
(U,x) =V, (Ux)(U,y)+(U,») =(p* +4U2, olur. Bu durumda Teorem 4.1.5%

gore, m tek tamsay1 ve U, | ¥, olmak iizere (x,y)=F(V,

2n+m

/U,,V, U, dir.

Diger yandan, eger m tek tamsayr ve (x,y)=F(V,,,/U,.V,/U,) ise (4.15)

ozdesliginden x> -V, xy+y*> =(p*> +4)V oldugu goriiliir. m

Sonu¢ 4.13. p*+4 Kkaresiz bir tamsayr ise x° —(p2 +2)xy+y2 =pi(p* +4)

denkleminin ¢6ziimleri, ¢ € Z olmak lizere (x, y) = ¢(V2t+3, Vi

) bi¢imindedir.
Ispat. Teorem 4.1.16°da n =1 alirsa ispat goriiliir. m

Sonu¢ 4.14. p>2 ve p°+4 Kkaresiz bir tamsayr olsun. Bu durumda
x? —[pz (p2 + 4) + 2] Xy + y2 = (p2 + 4)(p2 + 2)2 denkleminin  tim  tamsay1

¢Oziimleri, ¢ € Z olmak iizere (x, y) = i(V(2 +3) / p, V(2 ) / p) bi¢imindedir.
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Ispat. Teorem 4.1.16’da p>2 ve n=2 almirsa, Teorem 3.1.9’a gore t € Z olmak

tizere, m =2t +1 bi¢iminde oldugu goriiliir. Buradan istenen elde edilir. m

4.2. {u,} ve {v,} Dizleriyle ilgili Ozdeslikler ve Bazi Diophantine

Denklemlerinin Coziimleri

Bu boliimde elemanlar1 genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilart olan 06zel
matrisler kullanilarak bazi 6zdeslikler elde edilecektir. Ayrica bu O6zdesliklerden
hareketle bazi Diophantine denklemlerinin tiim ¢6ziimlerinin genellestirilmis

Fibonacci ve Lucas sayilar1 oldugu gosterilecektir.

Bu béliimde kullanacagimiz ve [38], [42] numarali kaynaklarda da mevcut olan ve

bazilarinin ispati ikinci boliimde yapilan 6zdeslikler, m, n € Z olmak iizere,

u:—puu,  +u =1, (4.17)
Vi—pyy V= —(p2 - 4) , (4.18)
vou,—u,v, =2u_ ., (4.19)
vV, = (p2 - 4)umun =2v,_., (4.20)
wu, , —u,u,  =u,, ., (4.21)
vV, + (p2 - 4)umun =2v,.., (4.22)
w,v, +vu =2u,. ., (4.23)
U, —Uu, , =v,, (4.24)
Vo=V, = (p2 - 4)un , (4.25)
v, —(p* —4)u; =4, (4.26)
U, vV, —Uu,v, =V, . (4.27)

biciminde siralanabilir. Yukaridaki 6zdeslikler asagida verilen teoremlerin

ispatlarinda kullanilacaktir.
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Teorem 4.2.1. Her m, n, t € Z igin

2 2 2 2 2
Vn+m - (p - 4)un—tvn+mum+t - (p - 4)um+t = Vn—t
dir.

Ispat. Eger (4.22) ve (4.23) 6zdeslikleri goz oniine almirsa,

Vn /2 (p2 _4)un /2 Vm _ er—m
u, /2 v, /2 u, u,,,

matris ¢arpimi yazilabilir. (4.20) 6zdesliginden,

v,/2 (p°=%u,/2
u, /2 v, /2

_ YV _(p2 _4)unuz _ Vst £0
4 2

oldugundan,
) -1
Va | (V2 (p7=Bu, /2| | Ve
um u[ /2 v[ /2 ul71+t
22 (Pt =B, 2| Vi
V| —u /2 v /2 u,.,
elde edilir. Buradan

2
v = ViVoim — (p _4)unum+t

m

\%

uy

— Zn%mit Pt Vntm

n—t
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bulunur. Yukarida bulunan v, ve u, ifadeleri v —(p>—4)u’ =4 ozdesliginde

yerine yazilirsa,

(VYo = (07 =, ,M) — (D" =B (Ve — UV,

olur. Boylece

)2 =4y’

n—t

(v =0 =9 )i =207 =D (i, =4, )Vt = (07 =) (v = (P =Dy Juis,., =4,

bulunur. Bu esitlikte (4.19) ve (4.26) 6zdeslikleri kullanilirsa,

4 n+m _4(p —4)7/[” t'n+m m+t _4(p _4)um+t -

ve buradan

n+m _(p 4)un t'n+m m+t (p 4)um+t -

elde edilir. m

Teorem 4.2.2. Her m, n, t € Z ve t #n igin,

Vem " Voot Vasim Vet T Vimer = _(p _4)un t

dir.

Ispat. (4.22) 6zdesliginden faydalanilarak

Vn /2 (p2 _4)un /2 Vm _ er—m
v, /2 (p2 _4)ut /2 u, Vit

2
4y

n—t

V2 (4.28)

n—t

matris denklemi yazilabilir. (4.19) 6zdesligi kullanilirsa, ¢ # n oldugundan,
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v. /2 (p°=%u, /2

_ (p2 _4)(Vnut _Vtun) _ (p2 _4)un—t #* 0
v/2 (p°=4u, /2

B 4 2

elde edilir. Buradan

Vi | |V, /2 (p*—Hu, /2 B Vo
Lj_[vtﬂ (p2—4)u,/2} LWJ

2 (P =Du, /12 —(p*=Du, /2 || Vyom
(p2—4)un_t[ —v, /2 v, /2 }[v }

bulunur. Boylece

uyv —-uyv

_ "t n+m n'’ m+t
y, =—m it
url—t
ve
u — anl71+t _vtvn+m
" ( 2 4yu
p n—t

elde edilir. v\ —(p*> —4)u’ =4 Ozdesliginde, yukarida bulunan v, ve u, ler yerine

yazilarak

(p2 - 4) (utvn+m —UV )2 - (anm+t “VVoim )2 = 4(p2 - 4)ur21—t
bulunur. Bdylece

—(v[2 —(p>—Hu! ) v +2 (vnv[ —(p* —Yuu, ) Voo Vonss = (vf —(p*—du’ )vfm =4(p* -,

olup bu denklemde (4.20) ve (4.26) 6zdeslikleri kullanilirsa,
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W4y v v+ =—A(p’ -]

n n—t " n+m - m+t m+t n—t?
yani
v, —v, v v v =—(p’ = (4.29)

n+m n—t " n+m  m+t m+t

0zdesligi elde edilir. m

(4.23) 0zdesligi kullanilarak,

u, /2 v, 120\ v, | Uy,

ut /2 vt /2 ulﬂ - ul71+t
matris ¢arpimi gz Oniine alinirsa, asagidaki teorem verilebilir. Bu teoremin ispati
Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.2°ye benzer sekilde yapilabileceginden, burada ispati

verilmeyecektir.

Teorem 4.2.3. Her m, n, t € Z ve t #n igin,

2 2 2
un+m - vn—tunerumH + um+t - un—t (430)

dir.

Teorem 4.2.1, Teorem 4.2.2 ve Teorem 4.2.3’de verilen 6zdesliklerden faydalanarak,

n 21 olmak lizere [37] numarali kaynakta ele alinan,

X =vxy+ Yt =—(p’ =4, ,

2 L)
X =vxy+y =u,

Diophantine denklemlerinin tiim tamsay1 ¢oziimleri verilecektir ve bunlara ek olarak,
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X =(p’ = Au,xy—(p* -4y’ =v,

Diophantine denkleminin tiim tamsayr ¢o6ziimleri asagidaki teoremlerde tespit

edilecektir. Bundan sonra n >1 olarak alinacaktir.

Teorem 4.24. p>3 ise x —(p°—Huxy—(p°—4)y’=v. denkleminin tiim

tamsay1 ¢ozlimleri, m € Z olmak lizere (x, y) = i(v“m ,um) bi¢imindedir.

Ispat. x> —(p* —4)u, xy—(p*—4)y* =V’ olsun. Buradan
(20— (=, y) —((p* ~ 4> +4(p* ~4)) " = 402

yazilabilir. Bdylece (2x —(p* - 4)uny)2 —(p*-4) ((p2 —Mu’ + 4) y* =4y olur. Bu
esitlikte  (4.26) bzdesligi  kullamlirsa  (2x—(p” —4)u, y)2 —(p* =402y =42

bulunur. Su halde v, | 2x—(p” —4)u,y dir. Bu durumda,

2x—(p* -4
(( x—(p )uny)+py}

u= ve v=y

alinirsa, (4.25) 6zdesliginden u = (x +v, y) /v, olur. Dolayisiyla

u> — puv+v° :((x+vnfly)/vn)2—p((x—va)/vn)y+y2

2 2 2 2 2
= (x - (vn+1 - vn—l)xy + y (Vn - pvnvn—l + vn—l ))/vn

bulunur. Bu durumda (4.18) ve (4.25) 6zdeslikleri kullanilarak

u’ — puv+v’ :(x2—(pz—4)unxy—(p2—4)y2)/vf =v /v =1
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elde edilir. O halde Teorem 2.2.6 ve Sonu¢ 2.27’ye gore, meZ olmak lizere

(u,v)=%F(u,,,u, ) dir. Dolayisiyla
(x+v,.»)/v, =Fu,, ve y=Fu,,

yani x= i(umHVW —vn_lum) ve y=%Fu, bulunur. Bdylece (4.27) 0Ozdesligi

kullanilirsa,

(x’ y) = 1(van"um )
elde edilir.

Tersine, meZ olmak iizere (x,y)=F(v,,,.u,) ise (4.28) ozdesliginden

n+m?~"m

X’ =(p* =du,xy—(p*—4)y’ =v. oldugu goriiliir. m

Teorem 4.2.5. p>3 ve p°—4 bir karesiz tamsayr olsun. Bu durumda
x*=vxy+y’ =—(p’—4u’ denkleminin tiim tamsayr ¢oziimleri, meZ olmak

lizere (x, y) = i(v“m ,vm) bi¢imindedir [37].

Ispat. x> —v xy+ 1’ =—(p° —4)u’ olsun. Bu denklemin her iki tarafi 4 ile carpilip,
(4.26) Ozdesligi kullanilirsa  (2x— vny)2 —(p*-du’y’ =—4(p’ —4u’  bulunur.
p’—4 karesiz oldugundan u, |2x-v,y dir. Dolayisiyla 2x-v y=uz olacak
bicimde z eZ vardir. Boylece (unz)2 —(p*—Mu’y* =-4(p’ —4)u’ olup, buradan
22 —(p* —4)y* =—4(p”* —4) elde edilir. Bu esitlikten (p° —4)|z oldugu goriiliir. Bu
durumda z =(p° —4)a olacak bigimde a € Z vardir. Béylece2x—v, y=(p’ —4u,a
olur. O halde

((p* ~Du,a) —(p* — 4y’ =—4(p* — 4y
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denkleminden

Vi-(p'-4a’ =4

bulunur. Sonug 2.14’{in ispatina gore u = ( y+ pa)/ 2 ve v=a alinirsa,

ytp| XNy
(P —4w, ) _2px+((P =9, = pv, )y prey,
5 2(p* -4, (p* =4,

Ve

2x—v,y
(p* =4,

elde edilir. Boylece

? 2
u’— puv+v°' = w —p pxz_vn—ly 2)2€—vny N Z)ZC—vny
(p" =4, (p"=4du, \ (p” =4, (P> -4,

=—(p* =4 (¥ —v 0+ 27 ) (PP = u) =1

bulunur. Teorem 2.2.6 ve Sonu¢ 2.27’ye gore, meZ olmak lizere,

(u,v)=%(u,,,.u, ) olur. Dolayisiyla

(px - vn—ly) /(p2 - 4)un = 1uerl

Ve

(2x - vny)/(p2 —Mu, =Fu,,

elde edilir. Bu iki denklemle beraber (4.22), (4.24) ve (4.25) oOzdeslikleri



98

kullamilarak, (x,y)=%(v,.,.,v, ) bulunur.

Tersine,  eger  (x,¥)=F(V,,ov,)  ise,  (429)  Ozdesligine  gore

x*—vxy+y =—(p’ —4u’ oldugu goriiliir. m

Teorem 4.2.6. x° —v xy+y’ =u_ denkleminin tiim tamsay1 ¢dziimleri, m € Z olmak

lizere (x, y) =F (u,Hm U, ) bicimindedir [37].

Ispat. x*—v xy+y* =u’ olsun. Buradan (2x—vny)2 —(p*-du’y* =4u’ olur. O

halde u,|2x-v,y dir. Boylece ((2x-v,»)/u, )2 —(p*-4)y* =4 yazlabilir.

Dolayisiyla
u :(((2’“_"")/)/“")"'1’)’)/2Z(X+un71y)/un ve v=y

alinirsa u” — puv+v* =1 bulunur. Su halde Teorem 2.2.6 ve Sonug 2.27’ye gére, m
tamsay1 olmak iizere (u,v)=F(u,,,,,u, ) dir. Buradan, (x,y)=F(uu,,, —u, u,.u,)

n

oldugu ve (4.21) dzdesligi kullanilirsa (x,y) =% (u,,,,.u, ) elde edilir.

Tersine, (x,y)=%F(u,,,.u,) ise (4.30) dzdesliginden x*—v,xy+y* =u; oldugu

goriiliir. m

Simdi, Teorem 4.2.1, Teorem 4.2.2 ve Teorem 4.2.3’de verilen Diophantine

denklemlerinden hareketle, iigiincii bolimde ispatlanan, {u,} ve {v,} dizilerinin

boliinebilme 6zellikleri de kullanarak, asagidaki denklemlerin tiim tamsay1 ¢oziimleri

bulunacaktir.

Teorem 4.2.7. x> —v,xy—y* =1 denkleminin tiim tamsay1 ¢dziimleri, ¢ € Z olmak

iizere (x, ) =¥ (.., /4,4, /u, ) bicimindedir.
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Ispat. x> —v xy+y” =1 olsun. Bu denklemin her iki tarafi u_ ile garpilirsa,

(1,5 =, (,0) (1,) ~ (0,3 =12

olup Teorem 4.2.6’ya gére, m tamsay1 olmak lizere u x=Fu,, ve u,y =Fu, olur.

n+m m

Buradan, x=%Fu,, /u, ve y=Fu, /u, elde edilir. Boylece Teorem 3.2.7’ye gore,

n+m

X ve y nin tamsayt olmasi i¢in n|m olmalidir. Dolayisiyla m =tn olacak bigimde

t € Z vardrr. O halde

(x’y) = $(u(t+1)n /un’utn /un)
dir.

Tersine, teZ i¢in (x, y)zi(u(m)n/un,um/un) ise, (4.30) ozdesliginden

x> —v xy—y> =1 olur. m

Teorem 4.2.8. p>3 ise x° —(p’ —4)u,xy—(p° —4)y’ =1 denkleminin tiim tamsay1

¢oziimleri, 7 € Z olmak iizere (x,y)= i(v(zm)n /v, uy, vn) bigimindedir.

Ispat. x* —(p* —4u,xy—(p>—4)y’ =1 olsun. Bu denklemin her iki tarafi v’ ile

carpilirsa,
(v,x) = (p* =du, (v,x)(v,y)~(P* =D (v,y) =V’

olur. Teorem 4.24’¢ gore v x=%Fv,, ve Vv y=%Fu, bulunur. Buradan
(%, ) =F (Vo /V,o14,, /v,) elde edilir. Teorem 3.2.6 ve Teorem 3.2.8°¢ gore, n|m
ve m/n nin bir ¢ift tamsay1 oldugu goriiliir. Su halde ¢ € Z olmak lizere m = 2tn dir.

Boylece (x, y) =F (v(ml)n /v, ,u,, /vn) bulunur.
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Tersine, ¢ € Z olmak tizere (x, y) = i(V(z,H)

AN /vn) ise (4.28) ozdesliginden,

X' —(p* = du,xy—(p*—4)y* =1 oldugu goriiliir. m

Teorem 4.2.9. p>3 ve p’>—4 bir karesiz tamsay1 ise, x* —v,, xy+y’ =—(p* —du,
denkleminin tim tamsay1 coziimleri, teZ olmak lizere

(%) =F(Varaspa / Vo Vs /v, ) bigimindedir,

no Y (2t+l)n

Ispat. x*—v, xy+)* =—(p° —4)u’ olsun. Bu dzdesligin her iki tarafi v ile carpilip

u,, =u,v, oldugu goz oniine alinirsa,

(vx) = Vo, (v ) (0,2)+ (v) = =(p* =4,

olur. Boylece Teorem 4.2.5’e gore, v,x=Fv,,,, ve v,y=Fv, bulunur. Su halde
(%,3) =F(Vapem /V,sVn /v,) dir. Ayrica x ve y nin tamsayr olmasi i¢in Teorem
3.2.8°¢ gore, n|m ve m/n tek tamsayl olmalidir. Bu durumda m :(2t+l)n olacak

bigimde ¢ € Z vardir. Dolayisiyla (x,y) = i(v( ! vn) bulunur.

)n / Vn H v(2t+1 n

2t+3

Tersine, teZ olmak lizere (x,y)zi(v(zﬁ)n/vn,v(zm)n/vn) ise, (4.29)

ozdesliginden x* —v,, xy+ 3> =—(p° —4d)u, elde edilir. m

Teorem 4.2.10. x*—v, xy+y° =u. ve x’—v,xy+y>=v. denklemlerinin tiim

tamsay1 ¢Oziimleri, € Z olmak iizere, sirastyla (x, y)zi(u( /v,,u,, | vn) ve

2t+2)n

(%) =F(42), /1,14, /14, ) bigimindedir.

n’"tn

Ispat. x* —v, xy+y*> =u’ olsun. Bu denklemin her iki tarafi v’ ile garpilirsa,

(vx) =vo, (nX) (02)+ (v,y) =1,
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olur. Teorem 42.6’ya gore, meZ olmak iizere (x,y)=F(uy,,,/v,.u,/v,)

bicimindedir. Boylece Teorem 3.2.6 kullanilarak n|m ve m/n nin gift tamsayi

oldugu gorilir. O halde m=2m olan bir ¢ tamsayis1 vardir. Dolayisiyla

(x,y)=7F ( (2642)n /vn,um/vn) dir.

Tersine, ¢t €Z olmak lizere (x,y) =$( Usri), VU, /vn) ise, (4.30) ozdesliginden

2 2 2
x°=v,, xy+y" =u, bulunur.

Simdi x*—v,,xy+y’>=v’ olsun. Bu denklem u  ile carpilir ve Teorem 4.2.6
kullamilirsa, m € Z olmak iizere (x,y)=F(u,,, /u,.u, /u,) oldugu goriilir. Ayrica
X ve y nin tamsayl olmasi i¢in Teorem 3.2.7°ye gére n|m olmalidir. Boylece,
t € Z olmak iizere m =tn olur. Buradan da, (x,y) =¢( U1y, lu ,u, lu ) elde edilir.

n?"tn

Tersine, (x,y)=$(u(t+2) lu,u, /u ) ise (4.30) dzdesliginden x* —v, xy+y* =V’

n>"tn

oldugu goriiliir.m

Teorem 4.2.11. p>3 ve p°—4 bir karesiz tamsayr olsun. Bu durumda
x*—v xy+y’ =—(p’—4) denkleminin tim tamsay1 ¢dziimleri, meZ ve u, | v,

olmak iizere, (x,y)= ( Vo, lu, ) bi¢imindedir.

n>"m

Ispat. x> —v xy+ 3> =—(p> —4) olsun. Bu denklemin her iki tarafi u_ ile garpilirsa,

(%) =, (%) (w,) +(u,) =~(p* ~4)u;

olur. Boylece Teorem 4.2.5’e gore, m € Z olmak {lizere (x,y)= ( Vo, lu )

n>"m

bulunur.
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Tersine,  eger  (x,¥)=F(v.,/u,.v,/u,) ise, (429)  ozdesliginden

x*=vxy+y’ =—(p’—4) elde edilir. m

Sonu¢ 4.15. p>3 ve p°—4 bir karesiz tamsayr olsun. Bu durumda

x*—(p* =2)xy+y° =—(p*—4) denkleminin tiim tamsay! ¢oziimleri, ¢ € Z olmak

lizere (x, y) =F [@,mj bi¢imindedir.
p p

Ispat. Teorem 4.2.11°de n =2 almirsa Teorem 3.2.9’a gore m tek tamsay1 olur. Su

halde m=2¢t+1 olan ¢ tamsayist vardir. Dolayisiyla (x, y) = i(m,@j
p p

bulunur. m

Asagidaki sonug, Teorem 4.2.11 ve Teorem 3.2.9 kullanilarak ispatlanabileceginden,

burada ispatsiz olarak verilecektir.

Sonu¢ 4.16. p=>=3, p>’—4 Kkaresiz bir tamsay1 ve n>2 ise

x*—v xy+y’ =—(p* —4) denkleminin tamsay1 ¢dziimii yoktur.



BOLUM 5. TARTISMA VE ONERILER

Bu ¢alisgmanin ilk boliimiinde, Fibonacci ve Lucas sayilariyla ilgili temel tanim ve
teoremler verildi. Ayrica bu sayilarin boliinebilme 6zellikleri ispatlandi. Fibonacci ve
Lucas sayilarinin bdoliinebilme ozellikleri, [11], [12], [13], [32] ve [45] numarali
kaynaklarda ispatlanmistir. Burada ise bu ozelliklerin ispatlar1 farkli yollardan

yapilmistir.

Ikinci béliimde, genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri tanimlanarak, bu
dizilerin elemanlariyla ilgili 6zdeslikler elde edildi. Daha sonra bu ozdeslikler
kullanilarak, bazi Diophantine denklemlerinin tiim tamsay1 ¢oztimleri belirlendi. Bu
boliimii olusturan teoremleri igeren bir makale, SCI expanded kapsamindaki bir

dergide yayina kabul edilmistir [27].

Uciincii boliimde ise, genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizilerinin boliinebilme
ozelliklerinin ispatlart yapildi. Bu sayilarin béliinebilme 6zelliklerinin agik ve
anlasilir sekilde ispatlarina yer verildiginden, iigiincii boliim bu ¢alismanin 6nemli bir
boliimiinii  olusturmaktadir. Bu boliimde verilen teoremler, dordiincii boliimde
Diophantine denklemlerinin tim tamsay1 ¢oziimlerini tespit ederken kullanildig: icin

Onem tasimaktadir.

Dordiincii boliimde, elemanlar1 genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilari olan
matrisler kullanilarak bazi 6zdeslikler elde edildi. Daha sonra bu oO6zdeslikler

yardimiyla bircok Diophantine denklemlerinin tiim tamsay1 ¢oziimleri tespit edildi.

Ayrica, bu bolimde p>2 ve p°+4 karesiz bir tamsayr ise,
x* =V xy+ (—1)" y* = p’> +4 denkleminin tiim tamsay1 ¢dziimlerinin, m tek tamsayi

ve U, |V, olmak iizere, (x,y)=%(¥,,,/U,.V,/U,) bigiminde oldugu verildi.
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Ozellikle, p=2 alindiginda, Teorem 3.1.9’a goére, U, |V, olmasi igin n=2
olmalidir. Diger taraftan, p =2 alindiginda x° —any+(—1)" y* = p* +4 denklemi

x> —6xy+y° =8 denklemine doniisiir. Ayrica bu denklemin ¢dziimlerinin Pell ve
Pell-Lucas sayilari cinsinden mevcut oldugu goriilebilir. Bu nedenle, bu ¢alismada
ele alinan denklemlerin, p>1 ve p°+4 Kkaresiz bir tamsayr olmadiginda,
¢Oziimlerinin olup olmadigi, varsa bu ¢oziimlerin ne oldugu arastirilabilir. Yine
benzer sekilde, bu calismada ele alman denklemlerin, p>3 ve p’>—4 karesiz bir

tamsay1 olmadiginda, ¢oziimlerinin olup olmadigi, varsa bu ¢oziimlerin ne oldugu

arastirilabilir.
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