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SIMGELER VE KISALTMALAR L ISTESI

: Dogal sayilar kimesi
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: K kumesinin girlikl yogunlugu
: K kimesinin girhkh lacunary ygunlugu

: K kimesinin girlikli A-yogunlugu

: t-norm
: t-conorm

: Reel veya kompleks sayilar cismi

: Normlu lineer uzay

: Sezgisel bulanik normlu lineer uzay

s limx,

k - o0

(N.p)-limx=1: (x) dizisi L noktasma(ﬁ,p)-toplanabilirdir.



OZET

Anahtar kelimeler: Bulanik kiime, sezgisel bulanikmle, sezgisel bulanik normlu
lineer uzay, girlikli istatistiksel yakinsaklik, mutlak toplandidik, lacunary dizisi.

“Sezgisel bulanik normlu uzaylarda tanimlanan lyakinsaklik c¢gitleri” isimli bu tez
calismasi be bolimden olgmaktadir. Birinci bolumde, normlu lineer uzaylarda
tanimlanan bazi yakinsaklik sitteri hakkinda kisa bir 6zet verildikinci bolimde,
diger bélimlerde kullanilacak olan temel tanim ve eéedere dginildi.

Ucuincti bélumde, ilk olarak, sezgisel bulanik norniheer uzaylarda (N,p)-

toplanabilirlik ve girlikh istatistiksel yakinsaklik kavramlari verilde bu kavramlar
arasindaki bantilar incelendi. Ardindan, sezgisel bulanik narniiheer uzaylarda

(NA , p)-toplanabilme ve genelarilmis agirlikl istatistiksel yakinsaklik kavramlari
tanimlandi ve bu kavramlarla ilgili bazi teoremispat edildi. Son olarak, sezgisel
bulanik normlu lineer uzaylarda(ﬁ,pr ,H)-toplanabilirlik ve airhkh lacunary

istatistiksel yakinsaklik kavramlari tanimlandi e kavramlarin bazi 6zellikleri
incelendi.

Dorduncu bélimde ise fark dizisi ve lacunary ist#tsel yakinsaklik kavramlari
birlestirilerek sezgisel bulanikn-normlu lineer uzaylarda lacunarg-istatistiksel

yakinsak dizi ve lacunaryA-istatistiksel Cauchy dizi tanimlar verildi ve bu
kavramlarla ilgili bazi teoremler ispat edildi.

Son boélimde ise bazi genel sonuglar vetaraa problemleri verildi.



SOME CONVERGENCE TYPES DEFINED IN INTUITIONISTIC
FUZZY NORMED SPACES

SUMMARY

Keywords: Fuzzy set, intuitionistic fuzzy set, iinistic fuzzy normed linear space,
weighted statistical convergence, strong summgplatunary sequence.

This thesis which is entitled “Some convergencessydefined in intuitionistic fuzzy
normed spaces’consists of five sections. In the 8ection, a short abstract is given
about some convergence types defined in normedrlisgaces. In the second section,
some basic definitions and theorems which will beduin the later sections are given.

In the third section, firstly, definitions of (N,p)-summability and weighted
statistical convergence in intuitionistic fuzzy maad linear spaces are given and some
relations between these concepts are investigaéldr, concepts of(Na,p)-

summability and generalized weighted statisticalivesgence in intuitionistic fuzzy
normed linear spaces are introduced and some thearated to these concepts are
proved. Lastly, the concepts o(fN, p ,H)-summability and weighted lacunary

statistical convergence in intuitionistic fuzzy mad linear spaces are introduced and
some properties of these concepts are investigated.

In the fourth section, by combining the conceptslifference sequence and lacunary
statistical convergence, definitions of lacunémstatistical convergence sequence and
lacunary A- statistical Cauchy sequence are given in intuisbnifuzzy n- normed

linear spaces and some theorems related to thesepts are given.

In the last section, some general conclusions antesnvestigation problems were
given.

Vi



BOLUM 1. GIRiS

Aristo mantginda gel§en matematikte olaylar evet-hayir, beyaz-siyah;eksi, 0-1
gibi ikili mantik ilkesine dayandirilarak ¢c6zime vkgturulmuwstur. Buna r&men
gunlik hayatta karmiza cikan havanin sicak olmasi, kekigigipismemesi, bir
bireyin boyunun uzuniu gibi durumlar kesinlik arzetmegii¢cin Aristo mantgi bir
sure sonra pek ¢ok problemin ¢ozimunde yetersmikai.

1965 yilinda Zadeh [1] tarafindan yayinlanan madalbelirsizlik kavramindan ilk
defa sz edilngive bu belirsizlik kavraminin gioultusunda bulanik mamgn temeli
olan bulanik kime teorisi tanimlarghr. Aristo mantgina gore bir eleman bir
kiimeye ait olma veya ait olmama durumuna gore t@mimken, bulanik marga
gore verilen bulanik kiime taniminda “bir elemanktimeye belli bir dereceye kadar

ait olabilir’ goristi hakimdir. Bulanik kime taniminda yapilan bu del@adirme

deger kiimesi[0,1] olan tiyelik fonksiyonu ile verilmektedir.

Zadeh tarafindan tanimlanan bulanik mantik Batrdayuk bir tepkiyle
karsilanmstir. Dogu’da ise ilkin buhar makinesinde, ¢imento fabrikasisicaklik
kontroliinde bulanik mantik kullaniimayastenmstir. Glnimizde ise, cep telefonu,
klima, asansor, fotokopi makinesi, elektrik stipgrggibi pek cok aletin yapiminda
bulanik mantiktan faydalaniimaktadir. Bulanik mianayrica nonlineer dinamik
sistemler [2], populasyon dinagni[3], kuantum fizgi [4] gibi muhendisigin farkli
alanlarina uygulanmis; ayrica metrik ve topolojik uzaylar [5-7], fonksiyonlar teorisi

[8,9] ve yaklaim teorisi [10] gibi matemaiin pek ¢ok alanina daik tutmustur.

Atanassov [11], 1986 yilinda sezgisel bulanik kitamemini vererek bulanik kiime

kavramini genellgirmis ve boylece sezgisel bulanik mamti temellerini atrmtir.



Karar verme problemlerinde [12] ve”-teorisinde [13] sezgisel bulanik kiime
tanimindan faydalanilgtir. Park [14], Saadati ve Park [15] ve Vijayabaleg
arkadalan [16] tarafindan sezgisel bulanik kiime tanimgrm ve conorm
islemcileri de kullanilarak, sirasiyla, sezgisel loukametrik uzay, sezgisel bulanik

normlu lineer uzay ve sezgisel bulanik-normlu lineer uzay tanimlarinin

verilmesiyle sezgisel bulanik mantik teorisi, feiylonel analizde 6nemli bir

uygulama alani haline gelgtir.

Fonksiyonel analizde dnemli yeri olan bigdr alan, istatistiksel yakinsaklik teorisi
olup, 1951 yilinda Stenhaus [17] ve Fast [18] tadn ortaya atilngir. Istatistiksel
yakinsaklik kavrami Fourier analizi, ergodik tebrise sayilar teorisine
uygulanmgtir. istatistiksel yakinsakiin toplanabilme teorisiyle olan gkKisi
Schoenberg [19], Salat [20], Connor [21,22], #ri@3], Fridy ve Miller [24],
Fridy ve Orhan [25] ve Mursaleen [27] tarafindasgstiriimistir. Ayrica son yillarda
Mursaleen ve ark. [26], Belen ve Mohiuddine [28ilgin [29], Karakaya ve Chisti
[31] ve Baarir ve Konca [32] tarafindan g#i istatistiksel yakinsaklik metodlari
tanimlanmg ve bu metodlarin bazi toplanabilme metodlariylanoliliskileri
argtirlimistir. Bununla beraber Barir [30], Karakyg [33], Mursaleen [34],
Hazarika [35] ve Altunda [36] tarafindan istatistiksel yakinsakliksig sekillerde

calisiimistir.

Karakus ve ark. [37] ve Sen ve Debnath [38] tarafindanassyla, istatistiksel
yakinsaklgin sezgisel bulanik normlu lineer uzaylarda ve segdpulanikn-normliu
lineer uzaylarda tanimlanmasinin ardindan $aeaGurdal [39,55], Sayd40,41],
Debnath [42] ve Hazarika ve ark. [43] tarafindazgssel bulanik normlu lineer
uzaylarda cgtli istatistiksel yakinsaklik metodlari ve topldmiene metodlari
tanimlanmgtir. Dahasi, Mursaleen ve Mohiuddine [44,46], SenDBebnath [45],
Thillaigovindan ve ark. [47], Karakaya ve ark. [88}, Altund& ve Kamber [51],
Alghamdi ve ark. [52], Mohiuddine ve Lohani [53] Wamar ve Mursaleen [54]
tarafindan istatistiksel yakinsakliks@é sekillerde sezgisel bulanik mantik teorisine

uygulanmgtir.



Bu calsmada, sezgisel bulanik normlu lineer uzaylardarh@l istatistiksel
yakinsaklik, girhkh lacunary istatistiksel yakinsaklik ve gelestiriimis agirlikli

istatistiksel yakinsaklik kavramlari verilgnve bu kavramlarin, sirasiyla, sezgisel

bulanik normlu lineer uzaylardéN, p)-toplanabilme,(ﬁ,pr ﬂ)-toplanabilme ve

(Na,p)-toplanabilme metodlariyla gkileri incelenmgtir. Ayrica fark dizisi

kullanilarak sezgisel bulanik- normlu lineer uzaylard# - yakinsaklik, lacunary-
istatistiksel yakinsaklik kavramlari il&- Cauchy ve lacunarh-istatistiksel Cauchy

dizileri kavramlari verilerek, verilen bu tanimlarasindaki ikkileri inceleyen

teoremler ifade ve ispat edilgtir.



BOLUM 2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Normlu Lineer Uzaylar

Tanim 2.1.1. X bos olmayan bir kiime ve F, reel veya kompleks sayilar cismi

olsun.
+:XxX 5 X OFxX - X
(x,y) - x+y (x,y) - x.y

ikili i slem olmak Uzerellx,y,z0 X ve Oa,B0OF igin,

1. x+y=y+x

no

X+(y+=(x+ y+ 2
3. OxO X igin x+8 =8+ x olacaksekilde bir 80 X vardir.

4. DxO X igin x+(=X) =@ olacaksekilde bir (-x)O X vardir.
5. 1x=x,

6. a.(x+y)=ax+a.y

7. (a+B)x=a.x+pBx

8. (a.B8)x=a.(BX)

Ozelliklerini sa&liyorsa X kiumesineF cismi Uzerinde lineer (vektoér) uzay denir
[56].



Tanim 2.1.2. X, F cismi Uzerinde bir lineer uzay vR de X 'in bir alt kiimesi
olsun.x, YO Rve a,0F olmak Gzereax+ Sy[OR ise R'ye X'in lineer alt

uzayi denir [56].

Tanim 2.1.3. X, F cismi tzerinde bir lineer uzay olsut.|: X - R fonksiyonu,

Ox,yd X ve Oa OF igin,

1. |x|=zo,

2. |x|z0 < x=0,
3. Jax| =lallH,
4. [x+vi=<4+Io

ozelliklerini sgliyorsa ||.| fonksiyonuna X tizerinde bir norm veéx | ||) ikilisine

de normlu lineer uzay veya normlu uzay denir [56].

Tanim 2.1.4. (X | ||) bir normlu lineer uzay vec=(x,) de X uzayinda bir dizi
olsun. Ber Je>0 igin nxn, oldugunda |)x,—L|<e& olacak sekilde bir
n, =n,(€)ON sayisi varsax=(x,) dizisi LOX noktasina yakinsiyor denir.
x=(x,) dizisi LOX noktasina yakinsakséimx, =L veya x, 0 0. L seklinde

yazilir [56].

Tanim 2.1.5.(X || J) bir normlu lineer uzay vex=(x,) de X uzayinda bir dizi
olsun. Ber Oe>0 igin n,m=n oldugunda |x,—x,[|<& olacaksekilde bir

n, =n,(€)ON sayisi varsax=(x,) dizisine bir Cauchy dizisi denir [56].

Tanim 2.1.6. (X | ||) normlu lineer uzayinda her Cauchy dizisi yakinsaksa

normlu lineer uzaya tam normlu lineer uzay veya d&dn uzayl denir [56].



Omek 2.1.7. x=(x,) seklindeki reel veya kompleks terimli butun dizilerd

olusan uzayw ile gosterilsin. x=(x,),y=(y,)0w ve a bir sabit sayr olmak

Uzere
x+y=(%+y) ax=(ax,)

seklinde tanimlanansiemler altindaw bir lineer uzaydirlyi bilinen c,,c,|, dizi
uzaylar sirasiyla, sifira yakinsayan diziler uzasykinsak diziler uzayi ve sinirli

diziler uzayi wdizi uzayinin alt uzayidir ve| x| _ = sug x| normuyla birer Banach
kON

uzayidirlar [56].

2.2.Istatistiksel Yakinsak Dizi Uzaylari

verilecektir. Daha sonra, 6nceden tanimlgnmlan bazi istatistiksel yakinsaklik
metodlari ve toplanabilme metodlar verilecek; betodlar arasindaki ikileri

inceleyen bazi teoremlere kisacgidéecektir.

Tanim 2.2.1. F reel veya kompleks sayilar cismi olsum,k=0.1,2,... icin

a, JF olmak uzere birA=(a,) sonsuz matrisi verilsin. Bu takdirdgx,)

dizisinden(t,) dizisine bir dongum

th =D A, (2.1)
k=0

olarak tanimlansin(t,) dizisine (x,) dizisinin A doniim dizisi ve A ’ya diziden

diziye bir dongim denir. Bu donumun mevcut olmasi icin (2.1) ile verilen

toplamin NN icin yakinsak olmasi gerekir [56].



Tanim 2.2.2. n,kON olmak UzereA=(a,) matrisi verilsin. Ber A matrisiyle

olusturulan dongim yakinsak her diziyi yakinsak bir diziye d&tiiitiyor ve ayni

zamanda limiti koruyorsaA matrisine regulerdir denir [58].

Toplanabilme teorisinde dnemli bir yerské eden Silverman-Toeplitz teoremi bir

matrisin reguler olabilmesi icin gerek ve yegartlar verir.

Teorem 2.2.3. n,kOON olmak tizere A:(q]k) matrisinin reguler olabilmesi igin

gerek ve yetegartlar

1. OnON icin ) |a,|< M olacaksekilde n dogal sayisindan kgamsiz bir
k=0

M pozitif reel sayisinin bulunmasidir.

3. kON igin lima, =0

olmasidir [58].

Tanim 2.2.4. (x,) dizisinin A=(g,) matrisi yardimiyla olgturulan déngiim

dizisi (2.1) seklinde tanimlansin. g&r limt, =L ise (x,) dizisine L noktasina

A - toplanabilirdir denir [58].

Tanim 2.2.5. (x,) dizisinin A=(a,) matrisi yardimiyla olgturulan dongim

dizisi (2.1) seklinde tanimlansin. ger Y [t, —t,,[<c ise (x,) dizisine mutlak
=1

A- toplanabilirdir (veya A - toplanabilirdir) denir [59].



Tanim 2.2.6.(x,) dizisinin matris elemanlari

i, k<n

(ank): n+l
0O , k>n

ile verilen A=(a,,) matrisi yardimiyla elde edilerfo,) dénisim dizisi

X, 2.2)

olarak tanimlansin. Bgekilde tanimlanan ortalamaya Cesaro ortalamasi kesga

(CJ) ortalamasi denir. gr limo, =L ise (x,) dizisi L noktasina (CJ1)-

toplanabilirdir denir [58].
Tanim 2.2.7.(g,), (2.2) ile tanimlanmak tizereger

[

20,0, <
n=0

ise (x,) dizisi L noktasina mutlak (C1)-toplanabilirdir  (veya |CJ]]-
toplanabilirdir) denir ve tez boyundimx ile II(imxk gosterilmek lzere, bu durum
ICl-limx=L ile gésteriimektedir|C ] -toplanabilir dizilerin uzay: ise|C,] ile

gosterilmektedir [60].



Tanim 2.2.8. N dogal sayilar kiimesini gostersiiK ON ve K, ={k<n:kOK}

kiimesi verilsin.|Kn| K, kiimesinin eleman sayisini gostersigeElimit mevcutsa

d(K)= Lim%|Kn| ile tanimli dgere K kiimesinin dgal yogunlugu denir [63].

K kimesi sonlu elemanli bir kime i K) =0 oldugu agiktir. 5(K) =0 ise K

kiimesine sifir ypunluklu kiime denir. Dgal sayilarin her bir sonlu alt kimesi sifir

yogunlukludur. Ayrica 5(N):1 oldugu kolaylikla gosterilebilir. Bir A kimesi

d(A) yogunluguna sahip ise¥(N/ A)=1-3( A) di.

Yogunlugu sifir olan kiime tanimindan yola ¢ikarak istdistl yakinsaklik tanimi

asagidaki sekilde verilebilir.

Tanim 2.2.9.x=(%,) bir kompleks say! dizisi olsun gr here >0 icin

5({kDN % = L|2£}):0
yani,

Lim%{jsn:‘xj—L‘ze}‘=O

ise x = (xK) dizisine L noktasina istatistiksel yakinsaktir denir v@-lim x= L veya

x O O L(S) ile gosterilecektiristatistiksel yakinsak dizilerin uzag ile gosterilir

[17,18].

Tanimdan da angddigl gibi, eger x dizisi L noktasina istatistiksel yakinsak ide,
noktasinin herhangi bir & konmsulugunda dizinin sonsuz c¢oklukta terimi
bulunurken bu kogulugun dsinda, dizinin indis kiimesinin yoinlugu sifir olmak
Uizere, dizinin sonsuz ¢oklukta terimi bulunabBu ise istatistiksel yakinsagin adi
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yakinsakliktan daha genel ofgltnu gostermektedir; fakat bu énermenin karsiti her
zaman dgru dezildir. Bununla ilgili olarak aagidaki 6rnek verilebilir.

Ornek 2.2.10.mON olmak tizerex=(%) dizisi

_Jg k =n?
0, k#nt

seklinde tanimlansin. Bu dizi adi anlamda yakinsatildir. Fakat here >0 icin

Os‘{ks n:|>§(|2£}‘s‘{ k< n: )ﬁ#O}‘S\/_ﬂ

oldugundan

1 w - Jn
<lim=fk<sn:x|=&ct < lim=§ k< n: <
O<n|[rln{k<n|>&|>£}‘<rlllrgn‘{k< n 4#0}‘<nljg17

bulunur. Boylece S-limx=0 elde edilir [23].

Teorem 2.2.11.x=(x) ve y=(y,) istatistiksel yakinsak diziler ver, 3 skaler

deserler olmak tzere

1. S-lim(ax+By) =a( S-lim¥+pB(. S-lim),

2. S-lim( xy) =( S-lim}( S-lim),

3. kON ve (Tx )= x., olmak tizere S-limx= S-lin{ TX
dir [62].

Teorem 2.2.12.Bir reel sayi dizisinin istatistiksel limiti vaadektir [62].

Tanim 2.2.13.0 = (k. ) pozitif tamsayilarin bir dizisi olmak tUzere
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1. k, =0,
2. 0<k <k, (2.3)
3. rowiginh =k —k_, - o

sartlarini sglasin. Bu durumda& dizisine bir lacunary dizisi denig ile belirlenen

araliklar I, :(k,_l,K] ile kkf orani ¢, ile gosteriimektedirK O N olsun. Limit
r-1

mevcutsa

r—oo

5g(K):|imhi\{kD l, :kOK}|

sayisinaK kimesinin lacunary ygunlugu denir [25].

Tanim 2.2.14.6=(k,) bir lacunary dizisi olsun. ger here >0 igin

5, ({kON:[x - U=ze})=0

yani,

!im%‘{km L :[x - U=e}|=0

ise x=(x) dizisi L noktasina lacunary istatistiksel yakinsaktir —eves,-
yakinsaktir) denir ve S,-limx=L veya x OO-L(S) ile, lacunary

istatistiksel yakinsak dizilerin uzay8, ile gosterilmektedif25].
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Tanim 2.2.15.6 bir lacunary dizisi olsun. ger

lim— 3" |x - L] =0
reeh kO,
oluyorsa X=(>§K) dizisi L noktasina mutlak lacunary yakinsaktir denir ve

|w9|-limx: L veyax O G- L(|w9|) ile, mutlak lacunary yakinsak dizilerin uzay:

|w,| ile gosterilmektedir [25].

Teorem 2.2.16.6 bir lacunary dizisi vel,, sinirli diziler uzay! olsun. O halde

asagldakisartlar sglanir.

1. |w,|-limx=L ise S,-limx= L,
2. x0Ol, ve S,-limx= Lise |w,|-limx=L,
3. Snl=|wlnl

dir [25].

Teorem 2.2.17. 8 bir lacunary dizisi olsunS-limx= L iken S,-limx= L

olmasi igin gerek ve yetgart liminf g >1 olmasidir [25].

r - oo

Teorem 2.2.18. 8 bir lacunary dizisi olsunS,-limx= L iken S-limx= L

olmasi igin gerek ve yetgart limsup g <o olmasidir [25].

r-oo

Teorem 2.2.19. @ bir lacunary dizisi olsunS= § olmasi icin gerek ve yetaart

1<liminf g, <limsup g < olmasidir [25].

r -oo r —oo
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Teorem 2.2.19. S=(s,) toplam matrisi, i\ =(5nk), A=(d,) fark

operatorleri ve herhangi sabit ML N igin A™ =

matrisi [Jn, KON igin, sirasiyla

[, Osksn
Sk = 0, k>n

5 = (—1)"_'(, n-1<k<n
"l 0 , 0ck<n-1vyadak>n

ve

4 =)D, nsksnel
b 0 , 0<k<n yadak> nt+

(

o

)

M. dereceden fark

seklinde tamimhdir [71]. Fark dizi uzaylari, Kizm§64] tarafindanX =1_,c ve

C, olmak lzere

X (8)={x=(x)0w: (%~ x)0 %

seklinde tanimlanmtir. Fark dizisi ve istatistiksel yakinsaklik tan birlestirilerek
A-istatistiksel yakinsaklik tanimgazidaki sekilde verilmitir.

Tanim 2.2.20.Her £ >0 igin

Lim%{j sn:‘ij —L‘za}‘:o
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ise x=(x,) dizisine L noktasinaA-istatistiksel yakinsaktir denir ves, -lim x= L
veya x 00.L(S) ile, A-istatistiksel yakinsak dizilerin uzayis, ile

gosterilmektedir [30].

Tanim 2.2.21. @ bir lacunary dizisi olsun. ger here >0 icin

!im%‘{jﬂl,: B, -L|z )| =0

ise x:(xk) dizisine L noktasina lacunary A-istatistiksel yakinsaktir denir ve

lacunary A-istatistiksel yakinsak dizilerin kimes, (A) ile gosterilmektedir [65].

Tanim 2.2.22.p=(p,) pozitif sayilarin bir dizisi olmak tizere

1. p, >0, (2.4)
k=0

sartlarini sglasin. (pn), (2.4) sartlarini sglayacaksekilde pozitif sayilarin bir

dizisi olmak tizere(x,) dizisinden (u,) dizisine
U, =52 P (2.5)

ile verilen donglime Riesz ortalamasi veya Riesz diinil (veya klsaca(ﬁ, p)

ortalamasi ya déﬁ, p) donsimu) denir [58].

(2.5) ile tanimlanan matrisin dégtim elemanlari
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B k<n
(a)=1P
0, k>n

seklinde ifade edilmektedir [58].

Tanim 2.2.24. (p,) ve (u,) dizileri, sirasiyla, (2.4) ve (2.5) ile tanimlamsEger

limu,=L ise (X,) dizisi L noktasina (N,p)-toplanabilirdir denir ve

n-oo

(N.p)-limx=L ile gosterimektedir [61].

Tanim 2.2.25.(p,), (2.4)sartlarini sglayacaksekilde pozitif sayilarin bir dizisi

olsun. Eger

0

DUy = Uy <0

n=1

Z|

ise (x,) dizisi L noktasina mutlak(ﬁ,p)-toplanabilirdir (veya ‘

toplanabilirdir) denir ve‘N,p{-Iim x= L ile gosterilir. ‘Np‘ ile ‘N,

toplanabilir dizi uzaylari gosterilmektedir [62].

Tanim 2.2.26.x = () dizisi ve 0< g <« olacaksekilde bir g sayisi verilsin. ger

L
im 23 - 1 =0

n k=0

ise x=(x) dizisi L noktasina mutlak(ﬁ,p) -toplanabilirdir (veya ‘N,p‘ -
q q
toplanabilirdir) denir [26].
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Tanim 2.2.27. x=(%) bir kompleks say! dizisi olsunK ON olmak (izere
Kp :{ks P kO K} kimesi verilsin. ‘Kpn‘, Ky klmesinin eleman sayisini

gostersin. Eer limit mevcutsa

1
d(K):Ilan‘KPn‘

N No oo
ile tanimli dgere K kumesinin girlikli yogunlugu denir. EBer herg >0 igin
JN({kDN: B % — L|2£}):0

yani,

Iim%n‘{ks Pipd%- 425}\:0

Nn-oo

ise x=(x) dizisi L noktasina @rlikl istatistiksel yakinsaktir (veya S_-
yakinsaktir) denir ve S;-limx= L veya x 0O O- L(SN) ile gosterilmektedir

[26].

Teorem 2.2.28.0n0N igin 521 olsun. O haldesagidakisartlar sglanir.
n

1. Her istatistiksel yakinsak dizgalikl istatistiksel yakinsaktjrancak tersi
dogru degildir.
2. (ﬂj dizisi sinirli ise 0 zaman istatistiksel yakingakgirlikli istatistiksel

n

yakinsaklga denktir [26].
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Asagidaki teoremde bir x=(x) dizisinin S_-yakinsaklg ve (N,p)-

toplanabilirligi arasindaki ikki verilmektedir.

Teorem 2.2.29.0kON igin  p|x - L=< M olsun. Ber S;-limx=L ise

(N.p)-limx= L dir [26]
Tanim 2.2.30.0n0N igin A= (/ln) pozitif sayilarin bir dizisi olmak tzere

1. A, <A +1 A =1,

n+l

2. 0<A <A (2.7)

n+l?

3.n—»00|(}|nﬂn—>00

sartlarini sglasin |, =[n-A +1,A,] olmak iizere geneljériimis de la Valée-

Poussin ortalamasi

1
S, = %

/]n kal,,

ile tanimlansin. Ber lims, =L ise x=(x) dizisi L noktasina (V.)-

n-oo

toplanabilirdir denir. Eer InON icin A, =n olarak alinirsa(V ,A)-toplanabilirlik

kavrami Tanim 2.2.6. ile verilefC 1) -toplanabilirlik kavramina indirgenir [27].

Tanim 2.2.31.4=(A,) dizisi (2.7) sartlarini sglamak tzere
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oluyorsa x=(x ) dizisi L noktasina mutlakV ,A)-toplanabilirdir (veya|V A|-

toplanabilirdir) denir velV A|-limx= L veya x O O- L[V A| ile, bu ozellgi

saglayan dizilerin kiimesilV /| ile gésterilmektedir [27].

Tanim 2.2.32. x=(%,) bir kompleks sayi dizisi ve A=(A,) (2.7) sartlarini

salayan bir dizi olsun. | = [n -A, +1,/ln] olmak tzere ger limit mevcutsa

JA(K):Iim/‘i‘{kDIn:kD K}|

n- o

ile tanimli dgere K kiimesinin A-yogunlugu denir. Eer here >0 icin
5, ({kON: |[x -Uzg})=0
yani,

n- o

.1
I|m/1—n‘{kDIn ; |xk—L|2£}‘:O

ise x:(xK) dizisi L noktasina/-istatistiksel yakinsaktir (veya, - yakinsaktir)

denir ve S, -limx= Lveya x OO L(S,) ile gosterimektedir [27].

A (2.7) sartlarini  sglayan dizilerin kimesi olmak Uzergagidaki teoremde

S, - yakinsaklik i|e|\/ ,/1|-toplanabi|irlik kavramlari arasindakigki verilmektedir.
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Teorem 2.2.33.1, sinirl diziler uzayr veA A olsun. O halde sagidaki sartlar
sglanir.

1. % 00 LV A ise x, 00 L(S,),
2. xOl, vex OO L(S)) ise x 005 LIV A,

3. SnlL=[VAnL

dir [27].

Tanim 2.2.34.p=(p,), (2.4)sartlarini sglayan pozitif sayilarin bir dizisi ve

A —(/1”), (2.7) sartlarini sglayan pozitif sayilarin bir dizisi olmak Uzeme -

iken

P,=2 B~
kOl

ve
1

I8 :P_z P X
A, kOl

olacaksekilde (PA) ve (yn) dizileri tanimlansin.l, :[n—/ln+1,/ln] olmak uzere
limy, =L ise x=(x,) dizisi L noktasma(ﬁa : p) -toplanabilirdir denir ve bu

durum x, 0O O L(NA ,p) ile gosterilmektedir. ger
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ise x=(x) dizisi L noktasina mutlak(ﬁa,p) -toplanabilirdir (veya ‘Na,q-
toplanabilirdir) denir. Bu durum x, [ [- L‘NA q veya ‘NA , p‘- limx= L

ile, bu 6zellgi saslayan dizilerin uzayl‘ﬁa q ile gosterilmektedir [28].

Tanim 2.2.35.x=(x) bir kompleks say! dizisi olsu ON olmak Uzere

, Kp  kiimesinin eleman sayisini

n n

Kp, :{ks P, kO K} kimesi veriIsin.‘KPA

gostersin. Eer limit mevcutsa

5. (K)=lim—~

N No oo
P

K

Py

n

ile tanimli dgere K kumesinin &irhkli A-yogunlugu denir. Eger herg >0 igin
3, ({kDN A% L|2£}):0

yani,

.1 ) _
Ilma{ksen. R % lee}‘—o
ise x=(x) dizisi L noktasina @rlikli A-istatistiksel yakinsaktir (veys; -

yakinsaktir) denir ve S; -limx= L veya kaE-I»L(%A)iIe, agirlikh -+ A-

istatistiksel yakinsak dizilerin uzag; ile gosterilmektedir [28].
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Tanim 2.2.36.0 = (k. ) bir lacunary dizisip = ( p,) pozitif sayilarin (2.43artlarini

saglayan bir dizi ve I, = (k,_,,k ] olmak iizere,6 = (P, ) dizisi

1. P,=0,
2. Pk, = Z P Pk,_1 = Z P H, :z By »

k0(0,k ] kO(0,k 4] kOl
3. 0<R <PR_, (2.8)

4. rawi(}inHr:F{(r—R{f_l—»OO

sartlarini sglasin. Bu durumda @ = (Pkr) dizisine bir lacunary dizisi deni@' ile
: ol G ,
belirlenen araliklarl, ':(Pkﬂ,PK] ile P—'oranl Q ile gosterilmekteditlk O N
kr—l

icin p, =1 alindginda H ,R ,R _,Q, | ' degerleri, sirasiylah,k,k_, q,|

degerlerine indirgenir [32].

Tanim 2.2.37. 8=k, ) bir lacunary dizisi olsun. gr here >0 icin

im-= 3 p (%~ L) =0

r-eH, kDI,

ise  x=(x) dizisi L noktasina (N,p,,e)-toplanabilirdir denir ve
(N, o} ,6)- limx= L ile gosteriimektedir. ger
1

lim—=2 P %~ =0
r kI,



22

ise x=(x,) dizisi L noktasina mutlal(ﬁ, P ,6?)- toplanabilirdir (veya‘ﬁ, o) ,6?‘-

toplanabilirdir) denir vqﬁ, o) ,H‘- lim x= L ile gOsterilmektedir [32].
Tanim 2.2.38. K O N kumesinin &irlikli lacunary y@unlugu, ezer limit mevcutsa

J(Nﬂ)(K):Iimir{kD | :kOK}|

ile verilsin. Eger her& >0 icin
K(e)={kON:p|x - Uz¢e}

kiimesi “0” airlikh lacunary ygunluguna sahip ise, yani

r - o

|imHir{kD|,': B[ % - ng}\:o

ise x:(&) dizisi L noktasina @rlikli lacunary istatistiksel yakinsaktir denir ve

S

o) lim x= L ile gosteriimektedir [32].

2.3. Sezgisel Bulanik Normlu Lineer Uzaylar

Tanim 2.3.1. X 20 herhangi bir kime ve A0 X olmak Uzereu,: X — [O:I]
fonksiyonu ile karakterize ediIeA:{(x, ,uA(x))| xOJ X} kimesineX uzerinde bir

bulanik kiime deniru, fonksiyonunaA kiimesinin tyelik fonksiyonu, hex X

icin 1, (x)0[0,1] degerine de x 0 X 'in tiyelik derecesi denir [1].
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Tanim 2.3.2. X # 0 herhangi bir kiime veA ] X olmak tizere ,:X - [0,1]
ve v,:X - [0,1] Uyelik fonksiyonlari, sirasiylaxdX'in Uye olma ve (lye
olmama derecesini gostersingdf her x0 X igin 0< u, (x)+v,(x)<1 esitsizligi
salaniyorsa A:{(x,,uA(x),uA(x))| x(J X} ile verilen kiimeye X (zerinde

sezgisel bulanik kiime denir [11].

Tanim 2.3.3. *:[0,1]x[0,] - [0,] seklinde tamimlanan ikili seme gagidaki
Ozellikleri sa&liyorsa surekli t-norm denir.

Uislemi kapali ve dgismelidir,
O islemi sdreklidir,
Her ad[0,] icin a[l=a,

Her a,b,c,ddJ[0]] icin a<c ve bsd ikenalbs< cOd

H wNE

dir. a,b0[0]] olmak Uzerealb=ak ve aCb=min a, t-norma 6rnek olarak
verilebilir [66].

Tanim 2.3.4. 0:[0,]x[0,] -~ [ 0,1 seklinde tanimlanan ikili seme aagidaki
Ozellikleri sa&liyorsa surekli t-conorm denir.

1. o islemi kapali ve dgismelidir,
2. o iglemi sureklidir,

3. Her ad[0,] icin a-0=a,

4

. Her a,b,c,dd[0]] icin a<cvebsd iken ach<cod

dir [66]. a,b0[0]] olmak tizereaob=mi{ a+ b} ve albo=mak¢ ap t-
conorma 6rnek olarak verilebilir [66].

Tanim 2.3.5. Eger X, F cismi Uzerinde bir lineer uzay,J islemi streklit-norm, o
islemi stirekli t-conorm, herx,y0 X ve s,t>0 igin w,0 kumeleri X x(0,)
Uzerinde gagidakisartlari sglayan bulanik kiimeler iséX,,u,U,ELo) sirali bglisine

sezgisel bulanik normlu lineer uzay denir.
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3. u(xt)=1 ancak ve ancak=0,

4. a#0 olmak uzereu(ax,t) = ,u[x,|t—|j,
a

5. u(xt)0u(y, 9<pu(x+ yt 3,
6. 4(xt):(0,0) - (0,3t tizerinde streklidir,
(

7. limu(xt)=1 ve I|m,u(x,t) 0,

to
8. u(xt)<1,

9. u(xt)=0 ancak ve ancakx=0,

10. a 20 isev(ax,t) =U(X,Lj,
f

11. v(x t)ou(y, 9 zu( x+ y s+ },
12. v(x1):(0,%) - [0,] .t tizerinde stireklidir,

13. Ilrrgu( xt)=1lve limu(x1t)=0

tooo

dir. Bu durumda(,u,u) sirali ikilisine de sezgisel bulanik lineer normrmole[15].

Ornek 2.3.6. (R||) reel sayilarin ailmis normlu lineer uzayini gostersin. Her
a,bd[0,1] icin alb=ab ve ach=min{a+ K3} olsun. u, ve u, kimeleri her
tOR" igin Rx(0,») tzerinde
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seklinde tanimlansinlar. O halde(R,,uo,uo,ELo) sezgisel bulanik normlu lineer
uzaydir [50].

Tanim 2.3.7. (X, 4,0,00) bir sezgisel bulanik normlu lineer uzayx=(x) X
uzayinda bir dizi olsun. g&r Oe>0 ve 0Ot>0 icin k=k, oldugunda
(% —Lt)>1-¢ ve u(x —L,t)<e olacaksekilde bir k,=k (£)ON sayisi
varsax=(x ) dizisi LOX noktasina(,v) sezgisel bulanik lineer normuna gére

yakinsiyor denir ve  (pu)-limx=L veya x 0% L  seklinde

gosterilmektedir [15].

Sonug 2.3.8.(X,u,0,00) bir sezgisel bulanik normlu lineer uzay we ()

X uzayinda bir dizi olsunx=(x ) dizisi LOX noktasina(4,v) sezgisel bulanik

lineer normuna gore yakinsaktir ancak ve an%u(xk—L,t):l ve
Li[!;]oU(Xk—L,t)ZO dir [68].

Tanim 2.3.9. (X, 4,0,0¢) bir sezgisel bulanik normlu lineer uzay=(x) X
uzayinda bir dizi olsun. g&r >0 ve Ot>0 icin  k,m= k oldugunda
H1(% =%, 1) >1-¢ ve v(x —x,.t)<& olacaksekilde bir k, =k (£)ON sayisi
varsa x=(%,) dizisine (uv) sezgisel bulanik lineer normuna gére bir Cauchy

dizisi denir [15].

Tanim 2.3.10. (X, #,0,00¢) sezgisel bulanik normlu lineer uzay we=(%) X

uzayinda bir dizi olsun.ger Oe >0 ve 0t >0 igin

S({kON: (% - Lf)<1-¢ yadav(x - L)z })= (
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yani,

Ini[rl%{j <n: ,u(xj —L,t)sl—g ya dau(x,. - L,t)ze}‘: (

oluyorsa x=(x,) dizisi LOX noktasina(u,v) sezgisel bulanik lineer normuna

gore istatistiksel yakinsaktir (veyha[X noktasina S¥“*) -yakinsaktir) denir. Bu

durum S%“*) -limx= L seklinde gosterilmektedir [37].

Teorem 2.3.11. (X,u,0,00) sezgisel bulanik normlu lineer uzay ve=(x,)

X uzayinda bir dizi olsuns“* -limx= L, ve S“*) -limx= L, ise L, = L, dir [37].

Tanim 2.3.12.(X,,L1,U,Elo) sezgisel bulanik normlu lineer uzay @ebir lacunary

dizisi olsun. Ber Oe >0 ve Ot > 0 i¢in
59({kDN (%~ Lt)<l-e yadav(x - L,t)za}) =0
bir diger ifadeyle,

0, ({KON : p(x - L) >1-¢ ve u(x - Lj<g})=1

oluyorsa x=(%,) dizisi LOX noktasina(x,v) sezgisel bulanik lineer normuna
gore lacunary istatistiksel yakinsaktir (velalX noktasina Sg“’”) -yakinsaktir)

denir. Bu durums,”” -lim x= L seklinde gosterilmektedir [46].
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Tanim 2.3.13.(X, ¢,0,0¢) sezgisel bulanik normlu lineer uzay gebir lacunary

dizisi olsun. Ber O& >0 ve Ot >0 igin
0, ({KON: (% = %, .0 <1-£ yadav(x - x, y2&}) = ¢

olacak sekilde m=m(e)ON sayisi mevcutsa x=(%) dizisi (@) sezgisel

bulanik lineer normuna gore lacunary istatigik€auchy dizisidir denir [46].

Tanim 2.3.14.(X, 4,u,00) bir sezgisel bulanik normlu lineer uzag, bir lacunary

dizisi ve x=(x) X uzayinda bir dizi olsun. g&r Og >0 ve Ot >0 icin r=r,

oldugunda iZ,u(xk -Lt)>1-¢ ve iZu(xk -L,t)<e olacak sekilde bir

kO, kO,
r,=r,(¢)ON sayisi varsa x=(x) dizisi LOX noktasina(x,v) sezgisel
bulanik lineer normuna gore lacunary yakinsaktenid ve bu durum

|w9|(”‘”)-lim x=L ile gosteriimektedir [42].

Tanim 2.3.15. (X, u,0,00) sezgisel bulanik normlu lineer uzay ve=(x), X

uzayinda bir dizi olsun. ger O& >0 ve Ot >0 igin

0, ({KON: p(x - Lf)s1-¢ yadav(x - L)z })= 0

bir diger ifadeyle,

0, ({KON: (% - L)>1-¢ ve u(x - Li<e})=1
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oluyorsax=(x) dizisi LOX noktasina(x,v) sezgisel bulanik lineer normuna

gore A-istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durunSA(W)-Iimx: L seklinde

gosterilmektedir [53].

Tanim 2.3.16.( X, &#,0,0¢) bir sezgisel bulanik normlu lineer uzay we (%) X

uzayinda bir dizi olsun. g&r Oe>0 ve Ot>0 i¢cin n=n, oldugunda

iZ,u(xk—L,t)>1—£ ve iZU(XK—L,t)<£ olacak sekilde bir

/]n kOl /]n kOl
n, =n,(£)ON sayisi varsa x=(x ) dizisi LOX noktasina (4,v) sezgisel
bulanik lineer normuna gbre(v,A)-toplanabilirdir (veya LOX noktasina

(V1)) toplanabilirdir) denir ve bu durum (V A)““-limx=L ile

gosterilmektedir [43].

2.4.Sezgisel Bulanikn- Normlu Lineer Uzaylar

Tanim 2.4.1. n[IN olmak Uzere X reel vektor uzay verilsin. gggidaki sartlari

sglayan (*,,...o[: Xx Xx .x X R fonksiyonunaX Uzerinde lineen-norm ve
%/—/
n
(X Jo...#]) strali ikilisine de n-normlu lineer uzay denir.

1. ||).%,...x|=0 ancak ve ancakx,X, ..., lineer bgimhdir,

2. |%.%,.%|  %.%,..xnin herhangi bir permitasyonu aland
desismezdir.

3. Her aOR icin ||%,% .00 x| =|a] % ,% ,...X.

L NN SR S e 1 LIS B

dir [69].
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Tanim 2.4.2. (X,

) n-normlu lineer uzay vex=(x) X uzayinda bir dizi

olsun. Ber QOy,,VY,,...,Y.,0 X icin
i %% = 420

oluyorsax:(x() dizisi LOX noktasina lineem-norma gore yakinsaktir denir

[69].

Tanim 2.4.3. (X,

) n-normlu lineer uzay vex=(x%) X uzayinda bir dizi

olsun. Ber Oy, Y, ,..., ¥, 0 Xigin
Jm [y, v, 0¥ %= %] =0

oluyorsa X :(x() dizisine lineern-norma gore Cauchy dizisi denir [69].

Tanim 2.4.4. X , F cismi Uzerinde lineer uzay, islemi sureklit-norm, islemi

strekli t-conorm olsuny, v kimeleri X"x(0,») Uzerinde segidaki sartlari
saglayan bulanik kimeler is¢ X, u,u,00) sirall belisine sezgisel bulanik n-

normlu lineer uzay denir. Herx, x,,...,%,,% 0 X ve s,t>0 icin

=

(% %, X, )+ 0 (%, %, M0, )< 1,

2. p(x,%,0mx,,t) > 0,

3. u(x,%,0mx,,1)=1 ancak ve ancakx, x,,(II)x, lineer bgimhdir,

. H1(x, %, 00x,, 1), X, %, 00 'nin herhangi bir permitasyonu altinda

degismezdir,
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5 a#0 veaOF isep(xl,xz,DID;bwg,t):,u()g,><2,[DID>5,|%|J,

6. p1(%, %, 0%, 9 O x, % M X, y<p( x M0 3+ X, 8 ),
7. p(%, %, %1 ((0x) - (0,1, t noktasinda sureklidir,

8. limu(x,% MOx §=1ve limu(x.x A% §=0,

9. u(x, %X, 1) <1,

10. u(x,x,,0Mx,,t) = 0 ancak ve ancak,, x,, (I}, lineer b&imlidir,

11. v(x, %,00x,,t), x,%,00x nin herhangi bir permitasyonu altinda

desismezdir,

12.a#0 ve alF iseu(&,xz,[uﬂ;w&,t):u[ Hm’ﬁﬁj
a

13. 0(%, %, Mm%, §ou( %, %0 ¥, 2 o( X, X0 x+ x, 8 )t

14. 0(%, %, % 1) {(0) - [ 0,}, t noktasinda stireklidir,

15. lim v(x,% MOx )=0 ve Iti[rgu(xl,xz,[]]]]])g H=1

dir. Bu durumda(,u,u)n sirall ikilisine de sezgisel bulanik line@-norm denir

[70].

Ornek 2.4.5. (X ,

) n-normlu lineer uzay olsun. Hea,b0[0,] igin
alb=min{ a,h ve acb=mak¢ ap olsun. x, ve v, kimeleri hertOR"igin
X"x(0,00) tizerinde
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seklinde tanimlansinlar. O haldéX,pO,UO,ELo) sezgisel bulanikn-normlu lineer
uzaydir [70].

Tanim 2.4.6. (X, 1,0,0¢) bir sezgisel bulanikn- normlu lineer uzay, x=(%,) X
uzayinda bir dizi olsun.ger O >0, Ot>0 ve vy,,Y,,...Y.,0 X icin k=k,
oldugunda £(Y,¥, - Y1 X— L}>1-€ ve 0(¥;,Y, ..., Yy X~ LJ<& olacak
sekilde bir k, = k,(¢)ON sayisi varsax=(x ) dizisi LOX noktasina(u,v)"
sezgisel bulanik lineen- normuna gére yakinsiyor denir v¢u,0)" -limx= L veya

x, 0#*0. L seklinde gosterimektedif70].

Tanim 2.4.7. (X, 1,0,0¢) bir sezgisel bulanikn- normlu lineer uzayx=(%) X
uzayinda bir dizi olsun. g&r Oe >0, Ot>0 ve V,,Y,,...Y.,0 Xicin k,m=k
oldugunda (Y, ¥s oo Yo X=X J>1-8  ve  O(Y, Yoo Yoy X— % J<E
olacaksekilde bir k, = k;(£)ON sayisi varsax=(x% ) dizisine (x,0)" sezgisel

bulanik lineern- normuna gore bir Cauchy dizisi denjifQ].

Teorem 2.4.8.( X, ¢,0,0) bir sezgisel bulanikn- normlu lineer uzay vex=(x,)

X uzayinda bir dizi olsunx=(x) dizisi LOX noktasina(u,v)" sezgisel

bulanik  lineer n-normuna g6re yakinsaktir ancak ve ancak

lm (Yoo %= LY=L ve Imu(x%, ¢ LY=0 dir [70)

Tanim 2.4.9.(X,,u,U,ELo) sezgisel bulaniln- normlu lineer uzay ve bir lacunary

dizisi olsun. Ber Oe >0, Ot >0 ve y,,Y,,... Y%, 0 Xicin

59({kDNZ/1(y1,y2,...,){_l X~ L}<l-¢
yadav(y,.Y, . ¥op ¥ L)2€})= 0
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ise x:(xk) dizisi LOX noktasma(,u,u)n sezgisel bulanik lineem- normuna gore

lacunary  istatistiksel yakinsaktr denir. Bu duru,” -limx= L seklinde

gosterilmektedir [45].

Tanim 2.4.10. (X, ,0,00) sezgisel bulanik n-normlu lineer uzay ved bir

lacunary dizisi olsun. ger Oe >0,0t>0 ve y,,Y,,....Y_,0 Xigin

59({kDN:,u(y1,y2,...,){_1 X=X fsl-¢
yadav(y,,y, Yoy X~ % J2e})= 0

olacak sekilde bir m=m(&)ON sayisi meveutsax= (%) dizisi (¢,0)" sezgisel
bulanik lineern- normuna gore lacunary istatistiksel Cauchy dizislenir [45].
Teorem 2.4.11 (X, u,0,00) sezgisel bulanik n-normlu lineer uzay ved bir

. (o) . (o) . . .
lacunary dizisi olsun. ger S, -limx=1L ve S, -limx=L isel =L, dir

[45].



BOLUM 3. SEZGISEL BULANIK NORMLU L iNEER
UZAYLARDA BAZI YAKINSAKLIK CE SITLERI

3.1. Sezgisel Bulanik Normlu Lineer Uzaylarda &irlikh Istatistiksel
Yakinsaklik

Bu bolimde sezgisel bulanik normlu lineer uzayla(rﬁla p) -toplanabilme kavrami

ve girlikli istatistiksel yakinsaklik kavrami veriledgk Ayrica bu kavramlar

arasindaki igkileri inceleyen teoremler ifade ve ispat edileaekt

Tanim 3.1.1. (X,,u,U,ELo) sezgisel bulanik normlu lineer uzay olsungeE

Oe>0 vedt>0 igin

Jh({kDN u(p(%-L Y)<i-¢ yadav( p(%- U ,925}): ( (3.1)
yani,
Lim%n‘{ks Pou(n(%-1 .)<1-¢ yadav( gp(x- 1) ,)25}‘: ( (3.2)

oluyorsa x=(x) dizisi LOX noktasina(x,v) sezgisel bulanik lineer normuna
gore airhkh istatistiksel yakinsaktir (veya L[0X noktasina %””)-yaklnsaktlr)

denir. Bu durumdas¥““)- limx= L seklinde gésterilmektedir. Hek ON icin p. =1
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alindginda, (,u,u) sezgisel bulanik lineer normuna gorgirkkli istatistiksel

yakinsaklik, Karaky ve ark. [37] tarafindan tanlmlanar(,,u,u) sezgisel bulanik

lineer normuna gore istatistiksel yakinsgélindirgenir.

(3.1) aitligi ve airhikh yogunlugun 6zellikleri kullanilarak, gagidaki lemma elde

edilir.

Lemma 3.1.2. (X, 4,0,00) sezgisel bulanik normlu lineer uzay olsune >0 ve
Ot > 0 icin asagidaki eitlikler birbirine denktir.

1. ¥ -limx= L dir.

2. Jﬁ({kDN:,u(pk(xk—L),t)sl—g}):5ﬁ({kDN:U(pk(xk—L),t)ze}):O
dir.

3. o, ({kON: u(p(x-1).9)>1-¢

ve u(p (x-L).t)<e})=1

dir.

4. %({kDN:,u(pk(Xk—L),t)>1—£})

=5, ({koN:u(p (% - L).1)<e}) =1

dir.

Tanim 3.1.3. (X, 1,0,00) bir sezgisel bulanik normlu lineer uzayx=(x) X

uzayinda bir dizi olsun. g&r Og>0 ve 0Ot>0 icin n=n, oldugunda

%Zn:,u(pk(xk -L) Y)>1-¢ ve %Zn:u(pk(x; L) t)<e  olacaksekilde
k=1 k=1

bir n, =n,(¢)ON sayisi varsax=(x) dizisi LOX noktasina (x,v) sezgisel
bulanik lineer normuna gbre(ﬁ,p)-toplanabilirdir (veya LOX  noktasina

(1)

(N,p)(ﬂ’u)-toplanabilirdir) denir ve bu durum (N,p) " limx=L ile

gosterilmektedir
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Asagidaki teoremde sezgisel bulanik normlu lineer uanad #irhikh istatistksel

yakinsaklik ve istatistiksel yakinsaklik kavramlarasindaki ikki verilecektir.

Teorem 3.1.4.(X, 1,0,0¢) bir sezgisel bulanik normlu lineer uzay ve=(x) , X

uzayinda bir dizi olsun. O haldgagidaki ifadeler gecerlidir.

1. OKON igin p, 21, lim sup2 < ve S¥ -limx= L ise S$** -limx= L

n- oo n
dir.
2. OkON igin p, <1, liminf F2 >0 ve $#4) -limx= L ise S(N“'”) -limx= L
n.o N
dir.
Ispat.

1. OkON igin p, 21 ve |imsupi<oo olsun. O haldelsisK olacak
n.o N n

sekilde K>0 sayisi vardlr.sﬁf"“)-lim x= L oldugu da kullanilarak(e >0 ve

Ut >0 igin

1 k<sn:u(x-Lt<l-& yadav(x—-Ljfj=¢
n

1

sﬁ‘{ksn:,u(p((x(— L) §<i-¢ yadauv( g(x- 1) ,)25}‘

< ‘{ksPn u(p(%- 0 )<si-e yadav( p(x- 1 ,)25}‘

dir. Boylece S¥“)-limx= L oldugu gosterilmg olur.
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2. OkON igin p, <1 ve Iiminf5>0 olsun. O halded <

P
n-o n n

1 <1 olacak

sekiide >0 sayisi vardir.S“?) -limx= L oldugu da kullanilarakde >0 ve

[t >0 icin

1 k<sn:u(x-Lt<l-& yadav(x—-LjY=¢
n

v
S

{ksn:u(p(x-1 9<i-¢ yadav(p(x- 1 ,)25}‘

v
Sk

{ksP:pu(p(%-1) d<i-¢ yadav( p(x- 1) ,)25}‘

zpé‘{ks Pou(n(%-1 .)<1-¢ yadauv( g (x- L),)zg}‘

dir. Boylece S&W) -limx= L oldugu g6sterilm§ olur.

Asagidaki oOrnekte, Teorem 3.1.4.(2)'nin tersinin hermaa gecerli olmag
gOsterilmektedir.

Ornek 3.1.5. (R,yo,uo,m,o) sezgisel bulanik normlu lineer uzayi Ornek 2.8#ki
gibi tanimlansin.(p,) ve (x) dizileri sirasiyla OkON igin  p =3" ve

m-1 m-1
[V3 1,3 sayisindan bayik olmayan en kiigiik tamsayiy! g izere

1, (P,..P,] aralginda ilk [\/ém_l} tamsay
0, diger

Xk:

ve her 0<&<1 ve her t>0 icin K (€) kumesi
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Kp (€)={k<P 1 th( B% Y<1-€ yaday,( px J= ¢

olacaksekilde tanimlansin. O halde he®<&<1 ve hert >0 igin,

=(ksP %=1

oldugu igin

1 2 3-1
E‘Kpn(g)‘_3n_1{ks 2 : )&_1}

dir. O halden - « iken limite gecilirse Iimpi‘KPn (5)‘:0 oldugu gosterilmg

olur. O halde(xk) dizisi (,u,u) sezgisel bulanik lineer normuna gddesayisina

agirhkli istatistiksel yakinsaktir.

n yeterince blyuk bir dgal sayi olsun. O haldeé®,_, < n< P, olacaksekilde m

dogal sayisi mevcuttur. Her0<e<1ve her t>0 igin K (&) kumesi

K,(€)={ksn: (% )<il-¢ yadayy(x )=e}
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olacaksekilde tanimlansin. HEB<&<1 ve hert>0 igin

t %
K,(€)=k<sn: <l-¢ ada =&
) { e }

“frsns sl

={ks<n: x =1
dir. O halde
1 1
=—f{k<sn: x =1
~[K (&) = ks n e x =1
1 2 m-1
>E(1+(1.2)+(12) +.4(13™)
1 m 1
—(1.2) ——
>n( ) n
>1(1.2)|o'$s—3(m>ij
n n log3

dir. Yukardaki gitsizlikte n — o iken limite gecilirse (Xk) dizisinin (,u,u) sezgisel
bulanik lineer normuna gor@ sayisina istatistiksel yakinsak olmadyoraldr.

Asagidaki teoremde Sﬁf"“)-yaklnsakllk ve (N,p)(#'u)-toplanabilirlik kavramlari

arasindaki igki verilmektedir.

Teorem 3.1.6. (X,u v [Oo) sezgisel bulanik normlu lineer uzax=(%) X

uzayinda bir dizi ve InON  igin 221 olsun. O haldex=(x,) dizisi L0 X
n

noktasina (N, p)(ﬂ’u) -toplanabilir ise &ﬁl"’“) -yakinsakitir.
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ispat. Kabul edelim ki (N, p)(ﬂ'u) -limx= L olsun.0e>0 ve Ot>0 igin K, ()

ve Kg(g) kumeleri

Ko (£)={k<P : pu(p(x-1) J<i-¢ yadav( p(x- 1) J=¢

ve

K: () ={ks R u(p(%-1) §>1-¢ veu( p( %= ) J<¢

olacaksekilde tanimlansin.

%ﬂ >, H(p(x-1)Y) (3.3)

dir. (3.3) eitsizliginden, e>0 icin Iimi

noo P

K (5)‘ =1 elde edilir. Benzegekilde
Ue>0ve Ot>0 igin,

23 o(ps-1)

n

:-U|H

> v(n(x-199
KOKg (2)

kzri: U( P (% - L) ’t) (3.4)
KOKg, (€)

+

SOk

2% kZ: u(pk(xk—L),t)E% Zn: £:—1‘Kpn(£)‘£

kOKg, (£)

=

dir. (3.4) gitsizliginden Iim%‘KPn (5)‘ =0 oldusu goriiliir. Boylecex=(x,) dizisi

L0 X noktasina &,(j"”) -yakinsakitir.



40

Asagidaki Ornekte Teorem 3.1.6.'nin tersinin her zamdogru olmadgl
gOsterilmektedir.

Ornek 3.1.7.(R, u,,0,,0°) sezgisel bulanik normlu lineer uzayr Ornek 2.8k
gibi tanimlansinJk ON igin p, :kiﬂ olacaksekilde (p,) dizisi, terimleri

_ |k, k=nf(nON)
& 0, k#nt

olmak tizere(x, ) dizisi ve her0<&<1ve hert >0 icin K, (£) kumesi

Ko, (6)={k< Pt s (px §<i-¢ yadas,(px =¢}

olacaksekilde tanimlansin. Bu tanima gore

%

K, (¢)={k<P <l-¢ yada—Ktl >¢
, (€) t+|x“| t+M
k+1 +1

oldugu icin
1 1+£+ +1'
‘KF’n (E)‘ = 1 f
n 1+=+..+=
n

dir. n — o iken limite gegilirse

im 2|k, (£)|=0
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oldugu gorulir. O haldes“*)- limx=0 dr.

Diger taraftann — o iken %Zn:,u(pka 1) - o ve %anu(pka 1) - o oldyu

n k=1 n k=1
icin, x =(x,) dizisi 0 sayisina(u,v) sezgisel bulanik lineer normuna gi]éﬁ, p) -

toplanabilir dgildir.

Teorem 3.1.3. (X,u v [0o) sezgisel bulanik normlu lineer uzax=(%) X
uzayinda bir dizi veOnON igin

s¥limx= L, u(p (% - L)1)
(N, p)(ﬂ#)

P21 olsun. O haldeM 0(0,1) olmak iizere
n
21-M  ve u(p(%-L).t)sM ise,

- lim x= L dir.

ispat. Kabul edelim ki S¥“)-limx= L olsun. O halde,Je>0 ve [Ot>0 igin

K, (£) ve K; (&) kumeleri
Kp, (5):{ks P:u(n(x-1 Y<i-¢ yadav( p( x- 1 ,)25}

ve

Kf,n(g):{ksF;] cu(p( %=1 9>1-¢ veu( p( %= 1) ,)<£}

olacaksekilde tanimlansin.

%(”):% S u(p(x-10 ) (3.5)

ve



olmak Uzere

%kil,u(pk(xk—L) ,t):%n kZ #r(x- 19

n

dir. S¥“)- limx= L oldugundan

imS(n=0

n-oo

dir. Eger kOK?® (¢) ise,

dir. (3.9) eitsizliginde n - o iken limite gecilirse

42

(3.6)

(3.7

(3.9

(3.9
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limS,(n)>(1-¢) (3)10

n-oo

dir. (3.5) ve (3.6) sttliklerini ve (3.7) - (3.10) gtsizlikleri kullanilarak
Iim—Z,u(pk(xK—L) 1)=1 (3.11)

esitli gi elde edilir. Benzegekilde

n

s(9=2 > v(R(x- 1} 312
" ()
ve
54(”):% kz v(R(x-0 4 (3.13)
" ke (o)
olmak tzere
1< 1
EZU(DK(&—L)JF; > u(n(x-1 9
" " koK)
+% Zn: U(pk(xk_l‘) t)
" ok (o)
=S,(n+s( 1)
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dir. n - « iken limite gecilirse S(N”’“)- limx= L oldugu kullanilarak

limS,(n)<0 (3.19

n-oo

dir. Eger kO K® (&) ise,

1 n
S4(”):E ; U( R(%x- 1 y
nkagn(.s)
3.15
n ‘KC (E)‘ ( )
<i z = n oy
A, P
kDKgn(s)

dir. (3.15) sitsizliginde n . « iken limite gegilirse SL”’“)- limx= L oldugundan

imS,(n<e (3.16

n-o

dir. (3.12) ve (3.13) sélikleri ve (3.14) - (3.16) gtsizlikleri kullanilarak

Iimizn“u(pk(xk— L).t)=0 (3.17)

n-o P i

esitlisi elde edilir. (3.11) ve (3.17)siliklerinden (N,p)(”’”)-nm x= L oldugu

ispatlanmg olur.
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3.2. Sezgisel Bulanik Normlu Lineer Uzaylarda Genkstirilmi s Agirlikli

istatistiksel Yakinsaklik

Bu boélimde sezgisel bulanik normlu lineer uzayla(rﬁa, p) -toplanabilme kavrami

ve girhkli A -istatistiksel yakinsaklik kavrami verilecektir. dga bu kavramlar

arasindaki igkileri inceleyen teoremler ifade ve ispat edileaekt

Tanim 3.2.1.(X, #,u,00) sezgisel bulanik normlu lineer uzay olsiz >0 ve

Ot >0 igin

5, ({kDN:,u(pk(x(— L) §<i-¢ yadau(p(x- 1) ,925}): ( (3.18)
yani,
lim—{k<P :u(p(x-1) J<1-¢ yadav( p( x- 1) ,)25}‘: (  (3.19)

oluyorsax=(x) dizisi LOX noktasina(x,v) sezgisel bulanik lineer normuna

gore &irhikh A-istatistiksel yakinsaktir (veyalL [0 X noktasma%’:'”) -yakinsaktir)

denir. Bu durum §N’:")-Iimx:L veya x O#0. L(%) seklinde

gosterilmektedir.

Sonug 3.2.2.
1. Tanim 3.2.1."de hemUON i¢in A, =n alindginda %ﬂ)-yaklnsakllk Tanim

3.1.1. ile verilenS““)-yakinsaklga indirgenir.
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2. Tanim 3.2.1."de hekON i¢in p, =1 ve hernN i¢in A, =n alindginda
(,u,U) sezgisel bulanik lineer normuna gor@rbkl A-istatistiksel yakinsaklik,

Karaky ve ark. [37] tarafindan tanlmlanafw,u) sezgisel bulanik lineer normuna

gore istatistiksel yakinsakh indirgenir.

(3.18) aitligi ve airlikh A-yogunlugun o6zellikleri kullanilarak, gagidaki lemma

elde edilir.

Lemma 3.2.3. (X, u,0,00) sezgisel bulanik normlu lineer uzay olsuiis >0 ve

Ot > 0 icin asagidaki eitlikler birbirine denktir.
1. s¥9-lmx= Ldir.
2. o ({kON:u(p (% -L).t)s1-¢})
=0, ({koN:u(p (% -L).t)2e})=0di.
3. 5, ({u(p(x-1).9>1-2 ve u(p, (% - L)1) <c})=1dir
4. 55 ({koN:u(p (% -L).1)>1-¢})

=J, ({kDN:U(pk(xk—L),t)<£})=1 dir.

Tanim 3.2.4.(X, 4,0,00) bir sezgisel bulanik normlu lineer uzay we=(x.) X

uzayinda bir dizi olsun. gér Og>0 ve 0Ot>0 ig¢in n=n, oldugunda

iZ,u(pk(xk—L) f)>1-¢ ve PLZU(pk(xK—L) t)<e olacaksekilde bir

P, &, kO,

n, =N, (€)ON sayisi varsax=(%) dizisi LOX noktasina (4,v) sezgisel

bulanik lineer normuna g(’jre(ﬁa,p)-toplanabilirdir (veya LOX  noktasina

(NA,p)(ﬂ'u)-toplanabilirdir) denir ve bu durum(ﬁj,p)(”'u)-limx:L ile

gOsterilmektedir.
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Sonug 3.2.5.

1. Tanim 3.2.4’de hekON igin p, =1 alindginda (th)(ﬂﬂ)

toplanabilme Hazarika ve ark. [43] tarafindananiim 2.3.16.'da verilen
(v ,/1)(”‘“) - toplanabilmeye indirgenir.

2. Tanim 3.2.4.’de hemON i¢in A =n alindginda (th)(ﬂ,u)_

toplanabilme kavrami Tanim 3.1.3.'de veriléﬁ,p)(ﬂ'u)-toplanabilme kavramina

indirgenir.

Asagidaki teoremde sezgisel bulanik normlu lineer venad girlikhi A- istatistiksel
yakinsaklik ve arhkh istatistiksel yakinsaklik kavramlari aradaki iliski

verilmistir.

OnON icin (/‘—”) dizisi 1 ile tstten sinirl oldgundan ( Fij dizisi 1 ile Ustten
n

n

sinirhdir. O halde s¥“-limx=L  iken S¥* -limx=L oldygu kolayca

gosterilebilir.

Teorem 3.2.6.(X, ,v,0¢) bir sezgisel bulanik normlu lineer uzay we=(x ) , X

s . P . .
uzayinda bir dizi olsun. r S(N”’“) -limx= L ve liminf 2~ >0 ise Sﬁfi’”) -limx= L

n- oo n

dir.

i)

Ispat. Kabuledelim ki liminf i> 0 olsun. O halde 0 <—<1 olacak sekilde

n- oo n n

0>0 sayisl vardlrs(ﬁ”"’)-limx: L oldugu da kullanilarak hee >0 ve her

t>0 icin
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_‘{kg P:u(n(x-1 Y<i-¢ yadav( p( %~ 1 ')25}‘

S—‘{ks Pou(n(x-1 Y<1-£ yadav( p(x- 1) ,)25}‘
dir. Boylece &,(j:’“) -limx= L oldugu gosterilmg olur.

Asagidaki teoremdeS; ““)-yakinsaklik ve (Nj,p)(ﬂ'u)-toplanabilme kavramlari

arasindaki igki verilmektedir.

Teorem 3.2.7. (X, u,0,0¢) bir sezgisel bulanik normlu lineer uzay=(x), X

P

uzayinda bir dizi vednON igin 21 olsun. O haldex=(x,) dizisi LOX

n

noktasina (N/] , p)(/w) -toplanabilir ise S““)-yakinsakir.

Ispat. Kabul edelim Kki (NA,p)(ﬂ’u)-limx: L olsun.0e>0 ve [t>0 icin

Kp, (€) ve KE (&) kimeleri

Ke, (&)={k=P :p(n(x-1) J<1-£ yadav( p(x- 1) )24
K, () ={ks P s u(n(x-1) §>1-¢ veu( n(x- | )<g

olacaksekilde tanimlansin. O halde,
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+ 205 u(p(%-1) ) (3.20)

K¢ (5)‘:1 elde edilir. Benzer

dir. (3.20) sitsizliginden, [e>0 icin Iimpi

n-oo

sekilde Oe>0ve Ot>0 igin,

1 1
oo 2v(p(x-09=2- 2 o(n(x-1 8
A / ku@"(g)
1
4 > u(p(x-L) . (3.21)
A kO,
kDKﬁAn(f)
1 1
2= % o(p(x-L) t)—P— Ky, (5)‘5
p) kOl
kDKP/]n(f)

Ke, (5)‘ =0 olduu gérilir.

dir. (3.21) eitsizliginden >0 icin Iimi

n-o P

Boylece x=(x) dizisi LO X noktasinas\“* -yakinsakir.

Asagidaki Ornekte Teorem 3.2.7.nin tersinin her zamaiogru olmadgl

gosterilmektedir.

Ornek 3.2.8. (R,yo,uo,m,o) sezgisel bulanik normlu lineer uzayr Ornek 2.8#ki

gibi tanimlansin.OnON igin A, =n olacaksekilde (A4,) dizisi, OKON igin

B, :ki+1 olacaksekilde (p,) dizisi ve terimleri
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_{\/R k=n?( MIN)
1o kznf

olmak uzere(x,) dizisi tanimlansin. Her0<£<1 ve her t>0 i¢in K, (&)

kiimesi
K, (a):{ks Pt (px . 9<sl-¢ yaday,( R % ,ng}

olacaksekilde tanimlansin. Bu tanima gére

%
Kp (£)=1k<P: <1-¢ yada—K*tl >,
Tl el
k+1 +1
y (k1) ]
_{ksF; |%|2 i-2) D{kng 4—\/_1}
oldugu icin
1 B
MF Kp (5)‘ =0

n

oldugu gorilar. O halde&ﬁl‘:'”)- limx=0 dir.

Diger taraftan n - o iken %Zn:,u(pka ) -o ve %anu(pka 1) - o
n k=1 n k=1

oldugu igin, x=(x) dizisi O sayisingu,v) sezgisel bulanik lineer normuna

gore (NA , p)- toplanabilir degildir.

Teorem 3.2.9. (X, ,0,0¢) bir sezgisel bulanik normlu lineer uzay=(x) X

uzayinda bir dizi veOnON igin j”” >1 olsun. O haldeM [0(0,1) olmak iizere

n
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se-limx= L p(p(x-1).)21-M  ve u(p(x-L)f)sM ise,
(NA , p)(ﬂ'u) -lim x= L dir.

ispat. Kabul edelim kiS¥”)-limx= L olsunJ£>0 ve (t>0 igin K, (&) ve

K, (e) kumeleri
K, (€)={ks P, :p(n(x-1) §<1-¢ yadao( p(x- 1) J2¢}
K;, (e)={k< R, u(m(x- 1) §>1-¢ veu( p(x- ) J<4

olacaksekilde tanimlansin. O halde,

1
S(M=-- 2 #(r(x-1 ) (3.22)
A, kOl
kIIIKPAn(g)
ve
1
s(=5- 2 #(a(x-9 (3.23)
A, kOl
kDch’An(E)
olmak Uzere
1
2 H(p(x -0 == 2 u(r(x-1 9
PA kol Bn koI,
kDKPAn(s)
1
iy > H(p(x-1).Y (3.24)
A, kOl
kDKE,/]n(E)
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dir. Eger kOK, () ise,

(1- ™ (3.25)

dir. S,(j:’“)- lim x= L oldugundan

imS(n=0 (3.29

n-oo

dir. Eger kKOK® (¢) ise,

1 K, (5)‘
s,(N=2- > u(r(%-19 3>
P, i, £y
KOKE, (€)

(1-¢) (327

dir. (3.27) seitsizliginden

limS,(n)>(1-¢) (3)28

n-oo

dir. (3.22) - (3.24) gtliklerini ve (3.25) - (3.28) gtsizlikleri kullanilarak

Iimiz,u(pk(xk— L) t)=1 (3.29)

n-e P/1n kO,

dir. Benzerekilde

s(n==- > v(r(x-1 (3.30)
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ve
1
S(=3- 2 v(r(x-1} (3:31)
A kOl,
KOKE, (¢)
olmak lUzere

L3 o(nlx-1) ,t):%n > o(n(x-1 3

3, koI, ka,
kDKP)n(E)
1
= > u(p(x-L) Y (3.32)
kOl

dir. n - o iken limite gegilirse &,(j:’“)- limx= L oldugu da kullanilarak

limS,(n)<0 (3.33)

n-oo

dir. Eger kOK® (¢) ise,
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(349

K°® (e)‘e

Py n

11
< Z £= P,

Bn kOl

dir. (3.34) sitsizliginde n - o iken limite gegilirse  S¥)-limx= L
oldugundan

imS,(n<e (3.3)

n-oo

dir. (3.30) - (3.32) gtliklerini ve (3.33) - (3.35) gtsizliklerini kullanarak

im— 3" u(p, (% - L) 1) =0 (3.36)

=k «,
oldugu gosterilms olur. (3.29) ve (3.36)sitliklerinden (Nﬂ,p)(”'”)-nm x= L dir.

3.3. Sezgisel Bulanik Normlu Lineer Uzaylarda Birlikli Lacunary Tstatistiksel
Yakinsaklik

Bu bélimde sezgisel bulanik normlu lineer uzaylaedalikli ortalama ve lacunary

dizisi kavramlari birlgtirilerek olusturulan (N,g,@)-toplanabilme metodu ve

agirthkh lacunary istatistiksel yakinsaklik kavranwerilecektir. Ayrica girhkh
lacunary istatistiksel yakinsaklik kavraminin laagnistatistiksel yakinsaklikla ve
agirhkh istatistiksel yakinsaklikla arasindakisKileri inceleyen teoremler ifade ve

ispat edilecektir.

Tanim 3.3.1. (X, ,0,00) bir sezgisel bulanik normlu lineer uzayd=(k ) bir

lacunary dizisi veX:(>qK), X uzayinda bir dizi olsun.gér g >0 ve Ot >0
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icin  r=r, oldugunda Hiz,u( P (% - L) t)>1-¢ ve
v kOl

HLZU(pk(xK—L),t)«s olacak sekilde bir r,=r,(¢)ON sayisi varsa

r kOl

x=(x) dizisi LOX noktasina(x,v) sezgisel bulanik lineer normuna gore
(N,pr ﬂ)-toplanabilirdir (veya LOX noktasma(ﬁ,pr ,6?)(/1’0)-toplanabilirdir)

denir ve bu durumiﬁ, o, ,H)(ﬂ'u) -lim x = L ile g6sterilmektedir.

Sonug 3.3.2.
1. Tanim 3.3.1’de her kON icin p =1 alindginda (N,pr ,9)(‘”’)-

toplanabilme tanimi Debnath [42] tarafindan War2.3.14.’de verilen lacunary

yakinsaklik tanimina indirgenir.
2. Tamm 3.3.1’de bir >0 sayisiicin 8=(k )=(2') alindginda
(N,pr ,H)M'U)-toplanabilme kavrami Tanim 3.1.3.'de erilen

)(!w)

(N.p

toplanabilme kavramina indirgenir.

Tanim 3.3.3. (X,,0,00) bir sezgisel bulanik normlu lineer uzag,=(k.) bir

lacunary dizisi vex = ()&) , X uzayinda bir dizi olsun.ger Oe >0 ve [Jt >0 igin

%nﬂ)({kDNiﬂ(R(&- L))<1-¢ yadauv(p (- L))=2e})= ( (3.37)

yani,
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r - oo

IimHi{kDI,': “(p (% -L)Y<l-eyadav(p (%~ L),Qze}‘: ( (3.38)

oluyorsa x=(x,) dizisi LOX noktasina(x,v) sezgisel bulanik lineer normuna

gére @irlikhi lacunary istatistiksel yakinsaktir (veyalL DX noktasina S(%;;

yakinsaktir) denir. Bu durum#ﬁ"ﬁ% -limx= L seklinde gosterilmektedir.

Sonug 3.3.4.
1. Tanm 3.3.3’de  her kON i¢in p =1 alindginda S(%’;;

yakinsaklik kavrami Mursaleen ve Mohiuddine [46fjatandan Tanim 2.3.12.'de
verilen Sﬁ,‘“’)- yakinsaklik kavramina indirgenir.

2. Tanim 3.3.3.’de  birr >0 sayis! igin H:(kr):(zr) alindginda

#g‘;ﬁ-yaklnsakllk kavrami  Tamim 3.1.1.’de verilen §N”'“)-yak|nsakllk

kavramina indirgenir.
3. Tanim 3.3.3.)de hekUN icin p,=1 ve bir r>0 sayisi icin

Hz(kr):(z’) alindginda %%i%-yakmsakllk kavrami  Karakuve ark. [37]

tarafindan verilen S(””)-yaklnsakllk kavramina indirgenir.

Teorem 3.3.5. (X, ,v,00) bir sezgisel bulanik normlu lineer uzag§=(k ) bir

lacunary dizisi,x=(%) X uzayinda bir dizi veOnON icin %21 olsun.

Eger (W,pr H)(W) -limx= L ise (W,p)(”y) -limx= L dir.

Ispat. Kabul edelim ki (N,pr ,H)W) -limx= L olsun. O halde & >0 ve

Ot>0 igin j = j, oldugunda
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olacaksekilde bir j, 0N mevcuttur.

(3.39) aitsizliziile
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(3.39)

(3.40)

(3.41)

olacak sekilde M >0 sayisi vardir. Boylece (3.39) ve (3.4Lit=zlikleri

kullanilarak
L5 uln (1) ,t)=;1(§hﬂ( A(x- 9 4+ -+ T a0 ) )

+ 2 u(p(x -1+ x> u(p(x-1) )

kO,




58

dir.r - o iken B - o« oldugu icin,

lim = u(p (% - L).t)=1 (3.42)

lim =3 v(p (% -L)t)=0 (3.43)

oldugu kolayca goriliir. (3.42) ve (3.43yit ginden (N, p)(””’ _limx= L dir.

Teorem 3.3.6.(X kv Oo) bir sezgisel bulanik normiu lineer uzayd=(k.) bir

lacunary dizisi ve x=(%) X uzayinda bir dizi olsun.

1. OrON  igin :fsl,liminf

e

U0 ve (uo)-limx=L ise

(N, 0 ﬂ)(/w)

-limx=1L dir.
2. OrON igin %21, Iimsup%mo ve (N,n H)(ﬂ'u) -limx= L ise

r—oo

r r

(uw)’ -limx=L dir.

:, <1, liminf ': >0 ve () -limx=L

e

Ispat. 1. Kabul edelim ki Or ON igin

olsun. O halde Or ON icin 0<d< ';f <1 olacaksekilde o >0 sayisi vardir.

Oe>0 ve Ot>0 igin r =r, oldugunda
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iZﬂ(xk -Lt)>1-¢ (3.44)
ve
%ZU(XK—L,t)«s (3.45)

olacak sekilde r,ON vardir. Boylece (3.44)sésizligi kullanilarak O& >0 ve

Ot>0 icin

1 1

=S pu(p(%-1) 2= u(x-LY)>1-¢ (3.46)
H, o h kO,

dir. Benzegekilde O¢ >0 ve 0Ot >0 igin (3.45) aitsizligi kullanilarak

P NICACRINRE

r kOI,

£ (3.47)

dir. (3.46) ve (3.47)ssizlikleri kullanilarak(N,p ,9)(”’“) _limx= L dir.

)(MU) i

r-o

2. Kabul edelim ki Or ON igin ':rf >1, Iimsup%mo ve (N, p .o

e

limx =L olsun. O haldeOr ON igin 1< I;:r’ < K <o olacaksekilde K >0 sayisi

vardir.Je >0 ve 0Ot>0 icin r>r, oldugunda

Hizﬂ(pk(&‘L) Y)>1-¢ (3.48)
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ve

—Z u(p(%-L) Y<e (3.39

r kal,

olacak sekilde r,0N vardir. Boylece (3.48)sésizligi kullanilarak e >0 ve

Ot >0 icin
—Z,u(xk Lt)>—z,u( (-1 §>1-¢ (3.50)

dir. Benzerekilde O >0 ve Ot >0 icin (3.49) eitsizligi kullanilarak

Z % -LO)s K- Yo(p(x-1) 4

kO, Hr kal, (35])

dir. (3.50) ve (3.51) sésizliklerini kullanarak (,u,u)g-limx: L dir.

Asagidaki teoremde sezgisel bulanik normlu lineer uaald @irlikli istatistiksel
yakinsaklik ile grhkh lacunary istatistiksel yakinsakhk arasikdailiski

verilmektedir.

Teorem 3.3.7. (X, u,0,00) bir sezgisel bulanik normlu lineer uzag=(k ) bir

lacunary dizisi, X=(>§K) X uzayinda bir dizi ve liminf Q >1 olsun. Eer

r -oo

s{)-limx= L ise §7) -limx= L dir
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Ispat. Kabul edelim kiliminf Q >1 olsun. O halde yeterince buyiik deserleri

r-oo

icin Q =1+¢0 olacak sekilde o6>0 sayisi vardir. O haldeizi dir.
R 1+9

(N, p)(w) -limx=L oldugundan yeterince blyuk dezerleriigin

PR ke (R (x4 Jst-evnom( o k- ) 2o

o (1 :
25 H—r‘{kD | cu(p (% - L) t)<i-gyada(p(%- 1) t)zg}‘j
dir. Béylece r - » iken limite gegilirses((%f;) limx= L dir.

Teorem 3.3.8.(X, 4,0,000) bir sezgisel bulanik normlu lineer uzag,=(k ) bir

lacunary dizisi,x:(x() X uzayinda bir dizi velimsupQ <o olsun. Eger

r oo

22 I TP (1Y) lim w= -
S(m;) limx= L ise S limx= L dir.

ispat. Kabul edelim kilimsupQ <o ve S(%“;; limx= L olsun. O halde Or ON

r-oo

icin Q, < K olacaksekilde K >0 sayisi mevcutturlle >0 ve Ot >0 i¢in r ON

olmak tzereN, kimesi

N, ={k01, p(p (%~ 1) )<1-¢ yadas(g(x- 1) J= ¢} (3.52)
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olacaksekilde tanlmlansms((g;;- limx= L oldugu igin O&>0 igin r>r,

oldugunda E' <& olacak sekilde r,O0N mevcuttur. k,_, <n< k olacak

r

sekilde nON verilsin. N dezeri
N =mak§ N:1< 1< g (3.53)

olacaksekilde tanimlansin. O halde

%‘{ks F?H,U(H()&_ L) ,t)Sl—é' yadaU( Q( X- I) ')2‘9}‘

spi‘{ks Rpu(p(%-1 .9<i-¢yadav( p( x- L) ,)25}‘
K

:PL(N1+N2+"-+ N0+ No+1+ N0+2+ -+ Ir\l)
=

<N.r0+£(Pkf_Plso)

R, R

< NI +eQ < M, L eK
Fea R

dir. Bu sitsizlikte r - « iken limite gegilirseS(N”'“)- lim x= L oldugu gorular.

Sonug 3.3.9(X, #,0,00e) bir sezgisel bulanik normlu lineer uz#s (k) bir

lacunary dizisix =(%,) X uzayinda bir dizi vé.<liminf Q, < limsupQ <o olsun.

r -oo r - o

O halde S¥“)-yakinsaklik, S(%"’;i-yaklnsaklga denk olur.
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Teorem 3.3.10.(X,,0,0¢) bir sezgisel bulanik normlu lineer uzay,

H
x=(x) X uzayinda bir dizi ve OrON igin h’ >1 olsun. O halde

x=(x) dizisi LOX noktasma(ﬁ, o ﬂ)(ﬂ’u) -toplanabilir ise S(%;; -yakinsaktir.

Ispat. Kabul edelim ki (N,pr ,H)(”’U)-Iimx: Lolsunde>0 ve [t>0 icin

K. (€) ve K(g) kiumeleri
K, (5):{kDIr' cu(p (% - L) Y)<si-¢ yadav(p(%x- 1 ,1)25}
Ke(€)={kO1 : p(p (% - 1) .)>1-¢ veo(p(x- 1 J<g

olacaksekilde tanimlansin. O halde,

KOK? (#) (3.54)

dir. (3.54) sitsizliginden, O&>0 igin lim — Kf(f)‘Zl oldusu goraliir. Benzer

r-o H

sekilde >0 ve 0Ot>0 igin,
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> u(p (% -1 (3.55)

dir. (3.55) gitsizliginden, & >0 icin lim —— K, (5)‘ =0 oldusu gorulir. Boylece

r—oo
r

x=(x%) dizisi LOX noktasmas((g’;;-yaklnsaktlr.

Asagidaki ornekte Teorem 3.3.10.'un tersinin her zamdaogru olmadgi

gOsterilmektedir.

Ornek 3.3.11.(R, t4,,0,,00) sezgisel bulanik normlu lineer uzayi Ornek 2.8#&i

gibi tanimlansin.x=(x) ve p=(p,) dizilerinin terimleri, kOI, aralgindaki

ik Jh tamsay dgerleri, sirasiyla 1,2,.../h ve 1%,2°..h diger tim
terimleri 0, her0<e<1ve hert>0 igin K, (&) kimesi
K, (5):{kD s u(pox t)<l-¢€ ya dau( p % ,t)ze}

olacaksekilde tanimlansin. Bu tanima gore

D %]

K, (g)=<kDOl : <l-¢ yada > £
) { t+]pxd t+ px) }

:{kDI,': |pkxk|zi}

(1-¢)
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oldugu igin
1 h r’ br”
K, (&)|s—= -
m r(g)‘<Hr P+22+ 4r% r(r+D(2+]

dir. Bu sitsizlikte r - o« iken limite gecilirse Iimi

o H

K, (£) =0 oldugu

1

Z,U(pkxwt)—’w ve

r kOl

gorultr. Dger taraftan T — o jken

Ij > u(pXot) - oldwu igin, x=(x) dizisi 0 sayisinau,v)  sezgisel
r kOl

bulanik lineer normuna gt)r(eﬁ,pr ,6?) - toplanabiligdeir.

Teorem 3.3.12.(X,,u,u,D,o) sezgisel bulanik normlu lineer uzaﬁ=(|§) bir

lacunary dizisi, x=(%) X uzayinda bir dizi veOrON igin%zl olsun.

T

¥

O halde M 0(0,1) olmak UzereSE%*“)-lim x= L, u(p(%-L).)=1-M ve

—

ywtﬁmx:Ldm

v(p(%-L) )< M ise(ﬁ,pr 12

ispat. Kabul edelim kiSE%";)- limx= L olsun. >0 ve[t>0 icinK, (&) ve

—

K: (&) kumeleri
Kr(g):{kDIr' u(p (% - L) )si-¢ yadav(p(%- 1 ,1)25} ve

Ke(e)={kO - u(p (% - 1) §)>1-£ ve u(p(%- 1) )<¢

olacaksekilde tanimlansin.
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S(f)=H1 > u(p(x-9 9 (3.56)
"o

ve

S()=5- T #(n(x-1 4 @57)
r KOK? (&)

olmak tzere

rOWILICEE B WICICETE

N KOK, (¢)
+|_:|L Z 'u(pk(xk_l‘) ’t) (3)58
' tgkrc(s)
=5(n+s(1)
dir. Eger kOK, (&) ise,
1 K, (&)
S(N=gZulp(x-0 §z =M (3)59

dir. S(%’”)-Iim x= L oldusundan

¥

,_\
—

!IET;Q( =0 (3.60

dir. Ezer kOK®(¢) ise,
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(1-¢) (3)61

dir. (3.61) aitsizliginder — oo iken her iki tarafin limiti alindiinda

limS,(r)>(1-¢) (3)62

r-o

dir. (3.56) - (3.58) gtlikleri ve (3.59) - (3.62) gtsizlikleri kullanilarak

lim 1 > u(p(x-L).1)=1 (3.93

1
s(n=4 kZ v(p(x-1 Y (3.64)
"k (e
ve
1
S.(1)=4 g v(p (%=1 .9 (3.65)
r kDKng)
olmak Uzere
1
2o(px-0 =0 3 o(n(x-1 9
S ' Egk,(s)
+— > u(p (% - L)1) (3.66)
' tgkrc(g)



68

dir. Eger kO K, (¢) ise,

K. () (3.67)
1
<—IK, (&)M
Hr r( )‘
dir. r - o iken limite gecilirse SE%‘;)) limx= L oldugundan
limS,(r)<0 (3.69
oldugu goruliir. er kKOK® (&) ise,
il
s()= 3 o(n(x-9 3
r kOl
koK, %(¢)
L L (3.69
< £:—Kr°(£)‘£
Hr kD|r Hr
koK, °(¢)
dir. (3.69) eitsizliginde r - o iken limite gegcilirse SE%“;))- limx= L
oldugundan
limS,(r)<e 109

esitsizligi elde edilir. (3.64) - (3.66) s#likleri ve (3.67) - (3.70) g@tsizlikleri
kullanilarak

!imHiZU(pk()q(—L) 1)=0 (3.71)

r kOl
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oldugu gdsterilmg olur. (3.63) ve (3.71) stliklerinden (N o ﬂ) -limx=L

oldugu gorular.

Teorem 3.3.13. (X,,u,u,D,o) bir sezgisel bulanik normlu lineer uza@;(k,) bir

lacunary dizisi vex=(x%) X uzayinda bir dizi olsun.

. . . H
1. OrON  igin ?fsl, liminf —>0  ve  S¥“-limx=L
r M-
ise S7)- limx= Ldir
2. OroN  igin Hrsg IimSUpi<oo ve S¥limx= L
. hr - I »o0 h, (Nﬂ)
ise S limx= L dir.
. , . .. H . o ¥ (1o) |
Ispat. 1. Kabul edelim ki Or ON igin h’ <1, liminf —>0ve S/ -limx= L
n-o

=

. H .
olsun. O halde OrON icin0<d<-—<1 olacak sekilde J>0 sayisl

h

vardir. Boylece e >0 vellt>0 igin

Hi‘{kDIr' u(p (% -L) f)<1-¢ yadav(p(%- 1 ")25}‘

=

=R <ksRu(n(x-y Jsi-e yada( p(x- § )24
< Hl‘{F,’(r <k <R <k:u(x- Lysl-e yada( x- L,)zg}‘
< Hl‘{kr <ksk:p(x-LY<l-e yada(x- L})=z¢ }‘
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dir. Boylece r - « iken limit alindginda S((g‘;; limx= L oldugu gosterilmg
olur.

H . H
2. Kabul edelim kiOr ON igin ﬁZL limsup—" <o ve s(%’j;;-lim x= L

r - oo

. H .
olsun. O halde Or ON  i¢inls —L <K <o olacaksekilde K >0 sayisI vardir.

h
Boylece e >0 ve [Ot>0 igin

%‘{kDI, D H(% - Lt)s1-¢ ya dav(x - L)z ¢}

:%‘{kr_l<ks k:u(x - LYsi-¢ yadav(x- L)zé

sK.:r (k.<R <ksR<kiu(p(x- 1) Jsi-e yada( p( x- ) Jze]
sK.Hl {kon - p(p (%-1) )<1-¢ yadav(p(x- 1 J=¢

dir. Boylece r - « iken limit alindginda Si*“)- limx= L oldugu gosterilmy

olur.



BOLUM 4. SEZGISEL BULANIK n- NORMLU LINEER
UZAYLARDA LACUNARY A- ISTATiISTIKSEL

YAKINSAKLIK

4.1. Sezgisel Bulanikn-Normlu Lineer Uzaylarda Lacunary A- Istatistiksel

Yakinsaklik

Bu boélimde sezgisel bulantk-normlu lineer uzaylard&- yakinsaklik ve lacunary

A-istatistiksel yakinsaklik tanimlari verilecektir.rddndan sezgisel bulanikn-
normlu lineer uzaylardaA-Cauchy ve lacunaryA-istatitiksel Cauchy dizileri

tanimlanip bu tanimlar arasindakskiieri inceleyen teoremlerin ifade ve ispatlari

verilecektir.

Tanim 4.1.1. (X, ,v,00) bir sezgisel bulanikn-normlu lineer uzayx=(x) X
uzayinda bir dizi olsun.ger Ue>0, Ot>0 ve vy,,Y,,...Y%,0 X i¢cin k= Kk,
oldugunda H(Y:, Yo, ¥r D X— LY>1-¢ ve U(V ¥, oY AX- L}<e
olacak sekilde bir k, = k,(€)ON sayisi varsax=(x) dizisi LOX noktasina

lineer n-normuna gore A-yakinsaktir denir ve

(,0)"  sezgisel bulanik

(u)"-limAx= L veya Ax O “H- L seklinde gosteriimektedir.

Tanim 4.1.2. (X,,U,U,D.o) sezgisel bulanika-normlu lineer uzay v&g  bir lacunary

dizisi olsun. ger Je>0,0t>0 ve y,,Y,,....Y,0 X i¢in
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59(A)({kDNZ,U(y1, 7NN ARILD I-'t)S 1-¢

ya da‘U(yl Yo D]]]:Lyn—l Ax-L 1t) 2 g}) =0
bir diger ifadeyle,

&, ({kON: g(y,, y,, My, A%~ L) >1-¢
ve U(yl!yz 1[D]Dyn—1»A)$<_ L1t)<‘9})= 1

ise  x=(x) dizisi (4v)" sezgisel bulanik linear-normuna gére LOX
noktasina lacunaryA- istatistiksel yakinsaktir (veséé'”’" (A)-yaklnsaktlr) denir.
Bu durum S (A)-limx=L veya  x 0@/ L(Sg (A)) seklinde

gOsterilmektedir.

Tanim 4.1.2. ve lacunary gonlugun ozellikleri kullanilarak gagidaki lemma

kolaylikla elde edilir.

Lemma 4.1.3. (X,4,0,00) sezgisel bulanik n-normlu lineer uzay ved bir

lacunary dizisi olsun. O haldéle >0, 0Ot>0 ve VY e Y, O X icin
asagidaki ifadeler denktir.

1. s (a)-limx= L,
2. 5,0)({kON:u(y, Vo Yy D - L)< 1€ })

=3,(8)({kON: (v, Yoo Yo B~ L) 26} ) = 0.
3. JQ(A)({kDN:,u(yl, Yo, MMy, A% - LY>1-¢

ve U(yl!yz 1[D]Dyn—1 A)& - L!t) <‘9}) =1
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4. 5,(8)({kON:p(y, y,, M0y, . Ax - L{>1-¢})
=3,(A)({kON:u(y, Yoo Y A% - L) <e}) =1,
5. s, -limu(y .y MOy, & x- L}=1

ve s, -limu(y,y My, Ax- L}=0
dir.

Teorem 4.1.4.(X,4,0,00) sezgisel bulanik n- normlu lineer uzay W@

bir lacunary dizisi olsunS,“*) (A) -limx= 1, ve s, (A) -limx= 1, ise L, =L,

dir.

Teorem 4.1.5. (X,1,0,00) sezgisel bulanikn- normlu lineer uzay @ bir
lacunary dizisi olsun.(x,0)" -limAx=L ise S (A) -limx= L dir.

Ispat. Kabul edelim ki(x,0)"-limAx=L olsun. O halde, Oe>0, Ot>0 ve
Vi Ys Y, O X igin k=k, oldugunda 4(Y;.Ys,.... Y AX— L}>1-€ ve

(Y, Y5, Yo AX— L}<€ olacak sekilde bir k,=k,(&)ON sayisi vardir.

Bdoylece,

{KON:p(y, v, My, A% - LY<1-¢ yadas(y y @My, A x- L}>e}

kimesi sonlu sayida elemana sahipfit.nin her sonlu alt kimesi O lacunary

yogunluguna sahip oldgundan

JQ(A)({kDN:,u(yl, Y, MMy, A% - Li)<1l-¢
ya dav(y, y, My, , Ax— L= ¢})= ¢

olup s, (A) -limx= L olduu gosterilmj olur.
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Ornek 4.1.6. X =R" ve i=1,2,..n icin x =(%, X,,....,% JOR" olacak
sekilde

X1 0 Xy
%, %5, ... %, || = |det [~

Xng " Xon

lineer n-normu tanlmlansta,bD[O,]] icirm[b=ab ve aob:min{ a+ hl}

olsun.Oy,, v,, My, ,, xOR" ve Ot>0 i¢in 4, ve u, bulanik kimeleri

t

ﬂo(yllyZ’D]my”'l’X’t):t'*'“y Y ¥ )ﬂ
s Yo eees Yoop s

ve

_ ¥ Yo Yon

%o Yo M X Y =
10 Yoreeos Yo-1

olacak sekilde tanimlansin. O halde (]R",,uo,uo,D,o) bir sezgisel bulanikn-

normlu lineer uzaydlr.[\/H] , \/H sayisindan  buyuk olmayan en  kiguk

tamsaylyl gostermek tizere,=( %) dizisi

{(n—mﬂg(—mm o ] 1< ke nf ]

X = (—lkz+—;k,0,...0jDR”, nE\/T\}lg k n

(_

NIR N

nz—%n,o,...DjDR” , k> n
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olacaksekilde tanimlansin. O haldex = (Ax )  dizisi

(k,0,...,00OR", n—[\/ﬂ]+ I k< n

(0,0,....,0OR", dger

olarak elde edilir. Her0< e <1, y,, y,, My, ,0 X vet>0 igin

K, (et)={kO1, :u(y, v, MMy, A% - L)< 1-¢
ya daU(yl Yo D]]]:Lyn—l A)&_ L,t)ZE}

kimesi tanimlansin. O halde

&t
K, (.1) ={kD | cys v DY, A2 (i=e) 0}

O{kO1, :a% =(k,0,...,0OR"}

oldugu igin r 0 3. 00 iken i‘kD I, :kOK, (&1)<

s, (A) -limx=0 dir. Diger taraftan

t

o (Y Yo eeo Yoo A
o (Yo Yo 1A% t+||y1 Yo ynlMII

=t+|vi, Yoo yn A

]
h

O3> 0 dir. Boylece

[\/ﬁ}+ls k< n,

dier

|_\

ve
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1¥er Yaroos Yoot DX |
t+||y1 Yoree Yoo AX|

Y2, Voo .ynl,Ax(II
n- +1< k< n,
=t 4|y, V- yn DX Hﬂ

Ho (Vi Yoreeo Yooy A% 1)

dier

O

dir. Bu durumda ispat tamamlannaiur.

Teorem 4.1.7. (X,4,0,00) sezgisel bulanik n-normlu lineer uzay ved  bir
lacunary dizisi olsun.S,““" (A) -limx= L ancak ve ancak &,(A)(K)=1 ve

7)) -limAx, = L olacaksekilde K = (k,) artan tamsay dizisi vardir.

Ispat. Gereksart: Her y;,y,,[My,_,0 X ve hert>0 icin jON olmak Uzere

K(jt) ve M(jt) kimeleri

K(it)={kON: u(y, y,, 0y, A% - LY)>1-7 j
ve U(YpYz L)Y,y AX = L,t)< 1 J}

ve

M (j.t) ={kON:u(y,y, My, A% - L)<s1-7 ]
ya dav(y, .y, My, , Ax - L= 4}

olacaksekilde tanimlansin. O halde hér0 ve jOON igin

K(j,t)OK(j+1t) (4.1)

ve
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5,(A)(K(j.t))=1 (4.2

oldugundan
O (A)(M (j’t)) =0

dir. Simdi, bazik OK( j,t) degerleri igin Ax, O #H- L oldusu gosterilsin. Kabul
edelim ki bazik DK ( j,t) dgerleri icin x=(x ) dizisi sezgisel bulanik lineen-
normuna gore- yakinsak olmasiru halde0k = k, i¢in ,u(yl, Y,, Oy, A% -L,
t)<l-a ya dau(y, Yo Yoy A% — L) 2a olacak sekilde a >0 ve k,ON

sayllari mevcuttur. Kabul edelim ki >1/ | oIsun.K(a,t) kiimesi

K(a,t)={kON: g(y, 0y Ax- L)>1-a

ve tu(yl’yZ""’yn—l A)&_ L't) <0’}

olacaksekilde tanimlansin. O halde,d, (A)(K (a,t))=0 dir. @ >1/j oldugu igin
5,(8)(K (a,t)) =0 olmasi (4.2) stligi ile celisir. Béylece Ax, [ #h L oldgu

gosterilmi olur. Teorem 4.1.5. iles, ) (A) -lim x= L oldugu kolayca gérulur.

Yetersart: Kabul edelim ki d,(A)(K)=1 ve p,0)" -limAx =L olacaksekilde
K=(k,) artan tamsay dizidiulunsun; yani hery,,y, 0y, 0 X, £€>0
ve t>0 icin u(y,y,, 0Dy, A% - Lt)>1-¢ ve u(y, Y, 0y, ,,

Ax - L,t)<e olacak sekilde k,O0N sayisi mevcut olsuM (£,t) kimesi
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M (&,t)={kON:p(y, y,, MMy, Ax- L)< 1-¢

ya dav(y, y, My, , Ax - LY =&}
olacaksekilde tanimlansin. O halde

M (&,t)={kON:p(y, y,, MMy, Ax- L)< 1-¢

ya dau(y, ,y, My, , Ax - Lf)= 5}
0 N_{krb+l’krh+2"'}

olduzundan &, (8)(M (&,t)) <1-1= 0 dir. Béyleces,“*) () -limx= L olup ispat

tamamlanir.

Teorem 4.1.8.(X, ¢,0,000) sezgisel bulaniki-normlu lineer uzay vé lacunary
dizisi olsun. S,“* (A)-limx= L dir ancak ve ancak(uu)"-limy=L,
Ax=y+Az ve ,(A)({kON:Az =0})=1 olacaksekilde x=(x%), y=(¥%)

dizileri ve “0”  sayisina lacunarp- istatistiksel yakinsak olaz=(z)  dizisi

mevcuttur.

ispat. Gereksart : Kabul edelim ki S,%*" () -limx= L olsun.K (j.t) kimesi

K(it)={kON: u(y, y,, 00y, 8% - L)>1-7 j

ve U(yl,yz ,D]]:Dyn—l’AXk - L’t) < :I/J}

olacaksekilde tanimlansily,, y,,(0)y,_,0 X, t>0 ve jON i¢in Teorem
4.1.7. ile  r0K(jt), &(a)(K(jt))=1  olacak sekide  dgal
sayllarin (rj) artan indeks  dizisi cfwrulabilir. Boylece r >r, (j DN)

icin,
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1 .
EHkDIr: ﬂ(yl,yz,ﬂlﬂﬂyn_l,Aﬁ— L,t)>l—:][]

ve u(y,,Y, My, , Ax - L)< ¥ J}‘> +1j

dir. y=(y,) ve z=(gz) dizileri sdyle tanimlansinl<k<r, ise y, =Ax ve

z,=0 olsun.j21 ve r;<k<r,, olarak alinsin. ger kOK(j,t) ise; yani

U(Yer Yoreon Yoot A% = LD> 1) ve U(Y Yoo Yy A% =LY< L ] ise
y, =A% ve Az, =0 dir. Aksi takdirdey, =L ve Az, =Ax — L dir. BOylece
aciktir ki Ax=y+Az dir.

£>1/j olarak alinsin. ger k>r icin kOK(jt) ise, (i, Yoo Vs

J

Ve~ Lt)>1-£ ve U(Y, Yy, Y A%~ L) <& dur. £ >0 sayisi keyfi bir sayi

oldugundan(u,v)" -limy=L oldugu gosterilmg olur.
Son olarak S,““)" (A) -lim z= 0 oldugu gosterilsin. Bunun igin
5 (8)({kON:Az =0}) =1
oldugunun gosterilmesi yeterlidir. Herhangi bif 1N ve &£>0 sayisli i¢gin

{kO1, :az =0}
<KKOT (Yo Yorons Y BF ) > T8 veu( Y,y oy, A 7 f<g]

oldugu gorulirse ispat tamamlanir. O haltlg <o olacaksekilde >0 ve jON
ise, Or >, igin %‘{kD | 1Az =O}‘ >1-9 oldugu gosterilsin. Ber kOK( j,t)

ise, r; <k <r,,, olacaksekilde Az =0 dir. t>0 ve sON icin K (s,t) kimesi
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K(st)={kON: g(y, %0y, Ax- L)>1-1 ¢

ve U(Y; Yy o Yos A% — L)< 19

olacaksekilde tanimlansins> j ver,<k<r, olmak Uzere (4.®itligi

kullanilarak

1
K(s,t):{kDN:,u( Yo Yoo Yo  AX— LY> 1—;

1
ve U(Y1’y21---1yn_1 AX - L,t) <g}

0{kON: Az =0}

dir. Sonug olarak,r, <k <r,, ves>j ise
1
—ikOl, :Az =0
i 2 =0}|
1
ZE‘{kD i (Vo Yoreon Yoot AZ D> 16

Ve U(Yy, YooYt A7 Y <6
>1-1Ys>1-¥j>19

dir. Boylece &, (A)({kON:Az =0})=1 elde edilir.

Yetersart: Xx=(x%), y=(%) ve z=(3) dizileri (x,v)"-limy=L, Ax=y+Az
ve  ,(A)({kON:Az =0})=1 olacak sekiide mevcut olsun. O halde,

Oy, Yoo Yo, O X, £>0 vet >0 igin

{kDN: /J(YP Yo, 1Y, 1, A% = L,'[)S B
yadau(y, y, My, , Ax - Lj)=e}
D{kDN: /J(YP yZ!EDIDyn—l’ ¥~ L,I)Sl—é‘
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yadau(y, Y, oYy %- L2 O{ kKON Azz P

dir. Boylece

5 (A)({KON: g(y,, y, 00y, , A%~ L)<1-¢
yadau(y, .y, Ay, , Ax - LI)Zf})
S50({kDN:/J(y1! yzammyn—v Y~ I-'t)S 1-¢

yadao(y, o .-y %= LYz} +6,({ KON A 7% P)

dir. (#)"-limy=L oldugu icin
{kDN:,U(yv Yo, Y10 % = Lt)S 1-¢

ya dav(y, .y, Moy, , .y - L 0= ¢}
kiimesi sonlu sayida terim icerir. O halde,

5, ({KON: p(y, v, MMy, % - LYsil-¢

ya dav(y, .y, My, , % - LY=e})=

dir. Ayrica hipoteze goré, (A)({k ON: Az #0}) = 0 dir. Boylece

5 ({KON: p(y, v, 0y, , A% - L)<1-¢

ya dav(y, .y, My, , % - LY=e})= ¢

olmasindan goralar ki S, (A) -limx= L dir.

Tanim 4.1.9.(X, #,v,0¢) bir sezgisel bulanika- normlu lineer uzayx=(x) X
uzayinda bir dizi olsun.ger e >0, Ot >0 ve Vy,,Y,,...Y¥,0 X i¢cin k,m= k

oldugunda (Y, Yy - Yor A X=A X J>1-€ ve U(Yi, YooY AX-A X J<&
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olacaksekilde bir k, =k, (£)ON sayisi varsax=(x ) dizisine (u,v)" sezgisel

bulanik lineern- normuna goéreA- Cauchy dizisi denir.

Tanim 4.1.10. (X,,U,U,D.o) sezgisel bulanikn-normlu lineer uzay ved bir

lacunary dizisi olsun. ger herOg >0 ,0t >0 ve Oy,,Y,,...,Y¥,0 X i¢in

6 () (KO (o B 5B Y 1me
yadav(y;,Y, . Y A XA % }2 5}) =0

0Iuyorsax=(>§() dizisi(/,l,u)n sezgisel bulanik lineer normuna gore lacunary

A- istatistiksel Cauchy  dizisidir (veyesy*” (A)- Cauchy dizisidir) denir.

Teorem 4.1.11.(X, #,u,000) bir sezgisel bulanik n-normlu lineer uzay olsun.
x=(x) dizisi (4,0)" sezgisel bulanik lineem-normuna gére lacunarf-

istatistiksel yakinsaktir ancak ve ancak ()&) di(jaiu)” ezgssel bulanik lineer

n- normuna gore lacunarf- istatistiksel Cauchy dizisidi

Ispat. Kabul edelim kix=(>(k) dizisiL noktasm(a;l,u)n sezgisel bukalmeer
n-normuna gore lacunanA- istatistiksel yakinsak alsar?0 sayisi icin
(1-£)C(1-€) >1-s ve &£o£<s olacaksekide s>0 segilsin. >0 ve

Ot >0 igin A(&,t) kiimesi

A(e,t)={kON:u(y, .MMy, Ax- L)< I-¢
ya dauv(y, .y, My, , Ax - Ly 3= ¢}

olacak sekilde tanimlansin. O haldélt >0 ve Ly, Y,y ;0 X igin
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5, (8)(A(e.1)) =0 (4.3)

olmasi gosterir ki

5, (B) (A (e,1)) =1

dir. Kabul edelim kiq A°(&,t) olsun. O halde,

,U(yl, yz’mmyn—l’A)% - L!VZ) >1-¢
ve
U(yliyzimyn—llA)ﬁ_ L7V2)<5-

dir. s>0 ve t>0 i¢in B(s, t) kimesi

B(s 1) :{ KON : ,u( ¥, %00y A X=A X, )s 1- s
ya dau(y, y, My, , Ax-Ax )=
olacak sekilde tanimlansin. Kabul edelim ki kOB(s t)n A(e, ) olsun. Bu

durumda,
,U(yl, yg,m]ﬂyn_l,AX( _A)S, t)S 1- s
ve

lu(yll Yo, LY, 1, A% — L!VZ) >1-€ ,

Ozel olarak,
,U(yl, yz,[ﬂ]]]yn_l,AX* - L V 2) >1-¢

olacaksekilde qON sayisi secilsin. O halde,
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s2 (Y, You Yr A% -D %)
> 4( Yy, Yo MY, A% = LY 20u( v,y My, A %= Lt 3
>(1-¢£)0(1-¢) > (1-s)

olur ki bu mumkun deldir. Diger taraftan,

O(Ys Yor Yoo DX~ A% Y2
ve

U(Yas Yoo Yoo A% = LY/2) <&

Ozel olarak,

U(yl, Yorees Vo1 X — L,t/2)<£

olacaksekilde qON sayisi secilsin. Boylece,

SSU(M, Yoo Yog A X —A )é,)
SU(yl’ Yo, Y, A% — L’VZ)OU( Yo Yo D Y-, A X L’/ta
<egll<s

olur ki bu mimkin dgldir. O halde, B(s t)0 Ae,f) ve (4.3)sdligi ile

3,(8)(B(s 1)) =0 dir. Bu gitlikten ise x dizisinin (#,v)" sezgisel bulanik lineer

n-normuna gore lacunark- istatistiksel Cauchy diaidugu goraldr.

Tersine, x=(x,) dizisi (u,v)" sezgisel bulanik lineen-normuna gére lacunary

A-istatistiksel Cauchy dizisi @in; fakat lacunary A- istatistiksel yakinsak dizi

olmasin.& >0 sayis icin (1-¢)J(1-&)>1-s ve eoe<s olacaksekilde s>0

secelim.x lacunaryA- istatistiksel yakinsak dizi olmgdgin
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(Yo Yareoos Yo A% =25
2 4(Ya Yo MYy % = LY D Op( o Yo M %, A %= LD
>(1-€)01-€)>1-s,

U(yl’ Yoreou Yot A% —AX ,9
SU(YP Yo, Y, A% = L,I/Z)OU( Yo MOy, Ax=— Lt a

E0ELS

dir. BéyleceB(s t) kiimesi

B(s,t)={ kKON :,u( Y, %00y, A X=A ¥, )s 1- s
yadau(y, .y, My, , Ax-Ax 0> 3

olarak tanimlanmak Uzere

5,()(B°(s 1)) =0 ve boyleced,(A)(B(s 1))=1 elde edilir ki x=(x) dizisi

(/J,U)n sezgisel bulanik lineen-normuna goére lacunary- istatistiksel Cauchy

dizisi oldugu igin bu bir gelkidir. Su haldex=(x.) dizisi (x,v)" sezgisel bulanik

lineer n- normuna gore lacunark- istatistiksel yakinsak dizidi
Teorem 4.1.7.ile Teorem 4.1.11. kullanilargdgalaki sonuc elde edilir.

Sonug 4.1.1.(X, ,v,00) sezgisel bulanik lineem- normlu lineer uzay ved  bir

lacunary dizisi olsun. O halde&= ()&) O X  icigagidaki kasullar denktir.

1. x dizisi S, (A)- yakinsaktr,

2. x dizisi S, (n)- Cauchy dizisidir,
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3. g,(8)(K)=1 ve (xk) alt dizisi S, (A)- Cauchy dizisi olacak

sekilde K =(k,) artan tamsay dizisi vardr.



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu bolimde, tez ¢aimasinin orijinal kismi olan dgunci ve dordincu bidé elde

edilen sonuclar 6zet olarak verilecektir.

Bolim 3'Un ilk kisminda, sezgisel bulanik normluneer uzaylarda istatistiksel
yakinsaklgin bir ¢esidi olan airlikli istatistiksel yakinsaklik kavrami tanimlannve
agirhkh istatistiksel yakinsaklik kavraminin aynzayda istatistiksel yakinsakliktan

daha genel oldiu teoremlerle ifade ve ispat edigtr. Ayrica normlu lineer

uzaylarda verilen(ﬁ, p)-toplanabilme kavramina paralel olarak sezgisel rolla

normlu lineer uzaylarda(ﬁ,p)-toplanabilme kavrami verilmive bu kavramin

agirhkh istatistiksel yakinsaklikla olan gkisi incelenmgtir. Agirlikli istatistiksel

yakinsaklik ve(ﬁ, p)-toplanabilme kavrami, sezgisel bulanik normludmazay

yerine farkli 6zelliklere sahip normlu lineer uzarda tanimlanabilir ve bu kavramlar

arasindaki igkiler argtirilabilir.

Bolum 3’'Un ikinci kisminda @rlikh A-istatistiksel yakinsaklik ve(ﬁa,p)-

toplanabilme kavramlari verilmi sonrasinda bu kavramlar arasindakikileri
inceleyen teoremler ispatlangtir. A=(A,) dizisine benzer ozelliklere sahip farkl
bir dizi tanimi verilerek sezgisel bulanik normigler uzaylardagrhkl istatistiksel

yakinsaklik ve (N,p)- toplanabilme kavramlari Bolum 3'Gn ikinci kismirkila

yontemlere benzer olarak geneliglebilir.

B6lum 3’Un son kisminda ise gair ve Konca [32] tarafindan verilen yeni lacunary

dizisinden faydalanarak sezgisel bulanik normioedr uzaylarda(ﬁ,pr ,6?)-
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toplanabilme kavrami tanimlangtir. Ayrica, sezgisel bulanik normlu lineer
uzaylarda grhkh lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramerilerek bu kavramin
sezgisel bulanik normlu lineer uzaylardg@irikli istatistiksel yakinsaklik kavrami
ile Mursaleen ve Mohiuddine [46] tarafindan verikgegisel bulanik normlu lineer
uzaylarda lacunary istatistiksel yakinsaklik leamr arasindaki gkiler bazi
teoremler vasitasiyla elde ediktmi. Fridy ve Orhan [25] ve ve Barir ve Konca
[32] tarafindan verilen lacunary dizilerine benzdarak farkli lacunary dizileri
tanimlanarak Bolum 3’'0n son kisminda yagidjibi sezgisel bulanik normlu lineer
uzaylarda cgtli agirlikli istatistiksel yakinsaklik metodlar1 ve gi#fi toplanabilme

metodlari tanimlanabilir.

Bolim 4'de ise Kizmaz [64] tarafindan verilen fadkzisi kullanilarak sezgisel

bulanik n-normlu lineer uzaylarda lacunanj-istatistiksel yakinsak ve lacunary

A-istatistiksel yakinsak Cauchy dizileri tanitiymue bu kavramlarin birbirleriyle
olan iligkilerini veren teoremler ifade ve ispat edigtii [71] ile verilen
genellgtiriimis fark matrisi tanimindan faydalanilarak Bolum 4’ééde edilen

sonugclar genelkgirilebilir.

Bu calsmalara benzer bir yol izleyerek, sezgisel bulanoknmu lineer uzaylarda
agirhkh istatistiksel yakinsaklik kavraminin gersstiriimisi olan sezgisel bulanik
normlu lineer uzaylarda gahkh [|-yakinsaklik (ideal yakinsaklik) kavrami
kullanilarak sezgisel bulanik normlu lineer uzagéa daha genel sonuclar elde

edilebilir.
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