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OZET

Anahtar Kelimeler: minimum kalan problemi, matris yakinlik problemi, en iyi
yaklasik ¢6ziim, Moore-Penrose ters.

Ik bolimde lineer matris denklem problemleri ile ilgili literatiir bilgisine yer
verilmis ve ¢alismanin ig¢erigini olusturan problemler tanitilmistir.

Ikinci boliimde c¢alismada kullanilan bazi tanimlar ve temel teoremlerden
bahsedilmistir.

Ugiincii bolimiin ilk kisminda (AXB,, A, XB,,...,AXB,)=(C,,C,....,C,) matris
denkleminin simetrik ve ters-simetrik matrisler i¢in genel ¢oziimlerinin kiimesi ve en
kiiciik kareler ¢oziimlerinin kiimesi, Moore-Penrose ters ve Kronecker c¢arpim
kullanilarak incelenmistir. Bu matris denkleminin en iyi yaklasik simetrik ¢oziimii ve
en iyi yaklasik ters-simetrik ¢dziimii ortaya konulmustur. ikinci kisminda AXB=C
matris denkleminin (P,Q)-ortogonal simetrik ve (P,Q)-ortogonal ters-simetrik
matrisler igin genel ¢oziimlerinin kiimesi ve en kiigiik kareler ¢oziimlerinin kiimesi
Moore-Penrose ters ve spektral ayrisim kullanilarak incelenmistir. Daha sonra, en iyi
yaklasik (P,Q)-ortogonal simetrik ¢oziimii ve (P,Q)-ortogonal ters-simetrik
¢oziimil elde edilmistir. Son olarak, her iki kismin sonunda ele alinan problemlerin
¢oziimiinii elde etmek i¢in kullanilan bir algoritma, iki 6rnek ve literatiirden secilmis
ornekler i¢in karsilastirmali bir tablo verilmistir.

Dérdiincii boliimde (AXB,CXD)=(E,F) kuaterniyon matris denkleminin merkezi-

hermityen ve ters-merkezi-hermityen matrisler tizerinde minimum kalan problemi
Moore-Penrose ters, Kronecker carpim ve vec operatorii kullanilarak incelenmistir.

Daha sonra ise (AXB,CXD)=(E,F) kuaterniyon matris denkleminin en iyi yaklasik

merkezi-hermityen ¢oéziimii ve ters-merkezi-hermityen ¢oziimii verilmistir. Son
olarak, boliim sonunda ele alinan problemlerin ¢oziimiinii elde etmek igin kullanilan
bir algoritma ve iki sayisal 6rnek verilmistir.

Son boliim ise sonuglarin kisa bir tartismasina ayrilmstir.
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THE MATRIX NEARNESS PROBLEM FOR SOME SPECIAL
TYPE OF MATRICES ASSOCIATED WITH MATRIX
EQUATIONS

SUMMARY

Keywords: minimum residual problem, matrix nearness problem, the best
approximate solution, Moore-Penrose inverse.

In the first section, literature review related to the lineer matrix equation problems is
provided and the problems that constitute the content of the study are introduced.

In the second section, some definitions and fundamental theorems used within the
study are mentioned.

In the first part of the third section, the sets of general solutions and least squares
solutions of the matrix equation (AXB,, A XB,,...,AXB,)=(C,C,,...,.C,) for
symmetric and skew-symmetric matrices are examined by using Moore-Penrose
inverse and Kronecker product. The best approximate symmetric solution and skew-
symmetric solution of this matrix equation are established. In the second part, the sets
of general solutions and least squares solutions of the matrix equation AXB=C for

(P,Q)-orthogonal symmetric and (P,Q)-orthogonal skew-symmetric matrices are

examined by using Moore-Penrose inverse and spectral decomposition. Then, the
best approximate (P,Q)-orthogonal symmetric solution and (P,Q)-orthogonal
skew-symmetric solution of this matrix equation are obtained. Finally, an algorithm
to get the solutions of the considered problems, two numerical examples and a
comparative table for the numerical examples taken from the literature are given at
the end of the both parts.

In the fourth section, the minimum residual problem of the quaternion matrix
equation (AXB,CXD)=(E,F) is examined for centrohermitian and skew-
centrohermitian matrices by using Moore-Penrose inverse, Kronecker product and
vec operator. Then, the best approximate centrohermitian solution and skew-
centrohermitian solution of this matrix equation are given. Finally, an algorithm to
get the solutions of the considered problems and two numerical examples are given
at the end of the section.

The last section is devoted to a brief discussion of the results.

viii



BOLUM 1. GIRIiS

Yasamin gereklerinden biri de diinyanin isleyisini matematiksel kurallar ile ifade
edebilmektir. Matris denklemleri ise bu isi yapmak igin gerekli matematiksel
araclardan bir tanesidir. Ekonomiden istatistige, mihendislikten fizige birgok
problem matris denklemleri ile ifade edilebilir. Bu problemlerin bir kismi lineer
matris denklemleri, bir kismi ise lineer olmayan matris denklemleri ile ifade
edilebilir.

Gilindelik hayatta karsimiza ¢ikan birgok problem ile ilgili ¢oziime yonelik bir lineer

model tasarlamak mimkiindiir. Genel olarak bir lineer model
y=Xpf+e¢ (1.2)

bigiminde tanimlanir. Burada y gozlenebilir rastgele degiskenler vektori, X
bilinenler matrisi, S bilinmeyen parametrelerin vektorii ve & ise gozlenebilir
olmayan hatalarin bir vektoriidiir. (1.1) lineer modeli aslinda Ax=g lineer

denklemler sisteminden baska birsey degildir. Genel bi¢cimde ele alinirsa (1.1)
denklemi,

AX =B (1.2)
lineer matris denklemidir.
Lineer denklemler sistemi, yani lineer matris denklemi bir¢ok bilim alaninda yogun
olarak kullanilmaktadir. Ornegin, istatistikgilerin biiyiik verilerin analizi igin

kullandiklar singiiler deger ayrisimi (SVD), temel bilesen analizi, bagimsiz bilesen

analizi gibi yontemler lineer matris denklemleri igerir. Benzer sekilde diferansiyel



denklemler ile ifade edilen fizik problemlerinin ¢6zlimiinde kullanilan yontemler ve
sayisal simiilasyon yoOntemleri lineer matris denklemi igerir.  Yine siiper
bilgisayarlarin ¢ogunun tim giin boyunca yaptigi is lineer matris denklemi

¢ozmekten baska bir sey degildir.

Lineer matris denklemleri genis kullanim alanina sahip oldugundan, bu matris
denklemlerinin ¢6ziimiinli bulma problemi de bilim diinyasinda 6nem arz etmektedir.
Bir lineer matris denkleminin ¢o6ziimiinii bulmada kullanilan yontemler, iteratif

yontemler veya dogrudan yontemler olmak tizere iki ana baslikta toplanabilir.

A, B, C uygun boyutlu bilinen matrisler ve X bilinmeyenler matrisi olmak {izere,
AXB=C (1.3)

matris denklemi gz oniine alinsin. (1.3) matris denkleminin genel ¢éziimiinii ve 6zel

tipli ¢Ozlimlerini bulma problemlerini bir ¢ok yazar matris ayrigimlari,

genellestirilmis ters, iteratif metotlar gibi farkli yontemler kullanarak ele almistir [1-

11]. Lineer kisitlamali tim matrislerin kiimesini ¢ ile gosterelim.

Problem 1.1. AelJ ., Bell  ve Cell verilen matrisler olmak iizere

|AxB—c|=min|axe -]
Xea

olacak sekilde X € « matrisini bulmak ve

Problem 1.2. S¢ , Problem 1.1’in ¢dziimlerinin kiimesi olmak iizere, verilen bir

X, €l ., matrisi igin

Hx-x0

= min [ X =X,



olacak sekilde X € S; matrisini bulmak,

problemleri ele alinsin. Literatiirde Problem 1.1, minimum kalan problemi ve
Problem 1.2, matris yakinlik problemi olarak isimlendirilir. Bu problemleri ele alan
bircok ¢alisma vardir. Ornegin, (1.3) matris denkleminin yansimali ve anti-yansimali
matrisler i¢in ¢oziilebilir olmasinin gerek ve yeter kosulunu ve Problem 1.1°deki
¢ozim matrisinin, yansimali ve anti-yansimali oldugu durumda Problem 1.2°nin
optimum ¢dziimlerinin kapali ifadesini Peng ortaya koymustur [12]. Buna ilaveten
Peng, (1.3) matris denkleminin simetrik ¢oziimiinii bulmak i¢in bir iteratif yontem
ortaya koymus ve bu yontem ile (1.3) matris denkleminin simetrik X matrisi i¢in
¢ozilinebilirligini belirlemis ve Problem 1.1°deki ¢oziim matrisinin simetrik olmasi

kosulu altinda, Problem 1.2’nin optimum ¢6ziimiinii elde etmistir [13].

(1.3) matris denklemindeki A, B ve C matrisleri pratikte deneylerden elde

edildiginden dolayi, (1.3) denklemi nadiren tutarlidir. Tutarsiz oldugu durumlarda ise
¢dziim bulmak igin genellikle iteratif yontemler kullamlir. Ornegin, Qui ve digerleri
(1.3) matris denkleminin tutarsiz olmas1 durumunda simetrik, ters-simetrik, simetrik
P degismeli, ters-simetrik P degismeli matrisler tizerinde (1.3) matris denkleminin
en kiiciik kareler problemi igin iteratif yontem ortaya koymustur [14]. Liao ve Lei
Problem 1.1°deki ¢6ziim matrisinin Simetrik olmasi durumunda genellestirilmis
singiiler deger ayrisimi (GSVD) ve kanonik korelasyon ayrisimi (CCD) kullanarak
Problem 1.2’nin agik ¢6ziimiinii elde etmistir [15]. Benzer sekilde Huang ve
digerleri, Problem 1.2’nin simetrik veya ters-simetrik ¢oziimlerini GSVD kullanarak
ortaya koymustur [16]. Lei ve Liao ise benzer problemlerin ¢6ziimii igin bir

algoritma sunmuslardir [17]. Zhao ve digerleri ise (1.3) matris denkleminin tutarsiz

oldugu durumda Problem 1.2’nin (P,Q)-ortogonal simetrik ve (P,Q)-ortogonal

ters-simetrik ¢oziimlerini GSVD ve CCD kullanarak ele almistir [18]. Birden fazla
matris denkleminin birlikte ele alinmasi, 6rnegin iki matris denkleminin birlikte ele
alinmasi durumunda minimum kalan problemi ve matris yakinlik problemi sirasiyla

asagidaki gibi olur.



B. e[l C el matrisleri

m;xn ? i nxp; ! i m; X pj

Problem 1.3. i=12, olmak iizere A e[]

verilsin. ||||H normu Boliim 3°te tanimlandigi gibi olmak lizere,

H[AXBl—Cl,AZXBZ -C, |

_=min|[AXB,~C,, A,XB,~C, ]|,

olacak sekildeki X e« matrisini bulmak.

Problem 1.4. S¢ , Problem 1.3’Gn ¢6zim kiimesi olmak tzere, verilen bir

X, €l ., matrisi igin

HX—x0

= min | X =X,

XeSE><

olacak sekilde X €S; bulmak.

Bu tiir problemler uzun yillardir calisiimaktadir. Ornegin, Problem 1.3’iin
¢Oziimiiniin olabilmesinin kosullar1 ve ¢oziimiin genel ifadesi [19] ve [20]
calismalarinda ortaya koyulmustur. Buna ilaveten Ozgiiler, Van Der Woude ve Liu
Problem 1.3’iin ¢oziimiiniin olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosullar1 tiiretmislerdir

[21-23]. Problem 1.3%in (R,S) simetrik ve (R,S)-ters-simetrik ¢6ziimlerinin

varhigi igin kosullar Dehghan ve Hajarian tarafindan elde edilmistir [24]. Ding ve
digerleri, Problem 1.3’deki matris denklemlerinin tutarsiz olmasi1 durumunda ¢6ziim

i¢in iteratif bir yontem ortaya koymuslardir [25].

Problem 1.3’lin ¢6ziimiine iliskin calismalara ilaveten, matris denklem ikilisinin
matris yakinlik problemini de ele alan galismalar vardir. Ornegin, Problem 1.3 deki
matris denklemlerinin tutarli olmasi durumda ¢6ziim matrisi iizerine konulan kosullar
(simetrik, yansimali, bisimetrik, genellestirilmis merkezi Simetrik matrisler) ile
birlikte Problem 1.4’{in ¢6zliimii igin iteratif algoritmalar sunulmustur [26-30].

Problem 1.3’deki matris denklemlerinin tutarsiz olmasi durumunda, bisimetrik



cozlimler ve simetrik ¢oziimler igin iteratif algoritmalar [31] ve [32] calismalarinda

verilmisgtir.

Yukarida bahsedilen problemlerdeki matrislerin kuaterniyon matrisler olma
durumunda ise, kuaterniyon matris denklemlerinden soz edilir. Kuaterniyon matris
denklemleri kuantum mekanigi, sinyal ve goriintii isleme gibi birgok alanda yaygin
olarak kullanilmaktadir [33-34]. Kuaterniyon matris denklemleri ile ilgili ¢ok sayida
calisma mevcuttur [35-50]. Ornegin, [39] ve [40] ¢alismalarinda, AXB—-CYD =E
kuaterniyon matris denkleminin genel ¢oziimii, kuaterniyon matrisler i¢in GSVD

ayristmi ve kuaterniyon matrislerin reel gosterimleri kullanilarak ele alinmistir.

(AXB,CXD)=(E,F) kuaterniyon matris denkleminin 7 -bi-hermityen en kiigiik

kareler ¢oziimleri ve AXB+CYD=E kuaterniyon matris denkleminin lineer
kisitlamali matrisler i¢in en kiiclik kareler ¢oziimleri Yuan ve digerleri tarafindan
calistlmistir [49-50]. Wang, baz1 matris denklemlerinin bisimetrik, merkezi simetrik

coziimlerini ve reel kuaterniyon yari cismi iizerinde AX =C,, AX =C,, AX =C,,

A, X =C, matris denklemler sisteminin genel ¢6ziimiinii ve ortaya koymustur [37-

38].

Bu ¢alismada, (1.3) bi¢imindeki lineer matris denklemleri i¢in minimum kalan

problemi ve matris yakinlik problemi ele alinmaktadir. Ugiincii boliimiin ilk
kisminda, (AXB,, A XB,,...,AXB,)=(C,,C,,...,C,) reel matris denkleminin en iyi
yaklasik simetrik ve ters-simetrik ¢oziimleri, Moore Penrose ters kullanilarak elde
edilmistir. Ikinci kismmda ise AXB=C reel matris denkleminin en iyi yaklasik

(P,Q)-ortogonal simetrik ve (P,Q)-ortogonal ters-simetrik ¢oziimleri, Moore

Penrose ters ve spektral ayrisim kullanilarak ortaya koyulmustur. Dordiincii

boliimde, (AXB,CXD)=(E,F) kuaterniyon matris denkleminin en iyi yaklasik

merkezi-hermityen ve ters-merkezi-hermityen c¢oziimleri, Moore Penrose ters
yardimiyla verilmigtir. Lineer olmayan matris denklemlerinin de lineerlestirilerek
sayisal olarak c¢oziilebilecegi goz Oniine alindiginda, bu c¢alismanin literatiirde

mevcut birgok problemin ¢éziimii i¢in yararli olacag: diisiiniilmektedir.



BOLUM 2. TANIMLAR VE TEMEL TEOREMLER

Bu boliimde, sonraki boliimlere hazirlik niteliginde olan, bazi tanimlar ve teoremler

verilecektir.
2.1. Temel Kavramlar

Tamm 2.1. &, i=12,....m, j=12,...,n, sayillarinin m satir ve n siitun
seklindeki dikdortgensel bir dizisine mxn boyutlu bir matris denir. Boyle bir matris

A= [aij] ile gosterilir [51].

a, i=12,....m, j=12,...,n, sayilarina A matrisinin elemanlar1 denir. Bir A

matrisi, elemanlarmin ait olduklar1 cisme gore isimlendirilir. Ornegin, bir A matrisi,
elemanlar1 reel sayilar ise reel matris, elemanlar1 karmagsik sayilar ise karmasik
matris, elemanlar1 kuaterniyon sayilar ise kuaterniyon matris olarak adlandirilir [52].
Iki matrisin toplamu, bir matrisin bir skaler ile carpimi gibi temel cebirsel dzelliklere

burada deginilmeyecektir.

Tanim 2.2, Az[aﬁ}eD men OISUN. A matrisinin devrigi ij. elemam a; olan nxm

matristir ve A ile gosterilir [53].

Tanmm 2.3. A= [aﬁ] el . olsun. z=a+bi karmagik sayismnmn eslenigi z=a—bi

olmak tizere, A matrisinin eslenigi A ile gosterilir ve A= [a_“] olarak tanimlanir.

Benzer sekilde, A matrisinin eslenik devrigi A" ile gosterilir ve A" =RT = AT

olarak tanimlanir [53].



Tamm 2.4. Bir A kare matrisi i¢in,
i. A=A (A =A)ise A matrisine hermityen (simetrik) matris,
ii. A"=—A (A" =—A)ise A matrisine ters-hermityen (ters-simetrik) matris,
iii. A’A=1 (A"A=1)ise A matrisine iiniter (ortogonal) matris,
iv. A'’A=AA" ise A matrisine normal matris denir [53].

Tamm 25 Pell . olmak iizere, P'=P ve P°=1 ise P matrisine

n

genellestirilmis yansimali matris denir ve tim nxn genellestirilmis yansimali

SO

matrislerin kiimesi [ |7,

ile gosterilir [12].

P el . olmasi durumunda ise tim nxn reel genellestirilmis yansimali matrislerin

nxn

kiimesi [1 %°

nxn

ile gosterilecektir.

Tamm 2.6. P,Qell 0 6lsun. Eger

nxn

(PXQ)" = PXQ

ise X matrisine (P,Q)-ortogonal simetrik matris denir. (P,Q)-ortogonal simetrik

matrislerin kiimesi [ % ile gosterilir [18]. Benzer sekilde,

nxn

(PXQ)" =-PXQ

ise X matrisine (P,Q)-ortogonal ters-simetrik matris denir ve (P,Q)-ortogonal

] Pass

nxn

ters-simetrik matrislerin kiimesi ile gosterilir.



Tamm 2.7. A:[aij} el ., olsun. iz(A) ile gosterilen A matrisinin izi

iz(A)=a,+a, +...+a,

seklinde tanimlanir [52].

Ael ., ve Bell , olmak lizere

iz(AB)=iz(B'A")=iz(BA)=iz(A'B" ) =iz(AB" ) =iz(A'B) (2.1)
esitlikleri vardir [54].
1=12,...,n, olan mxn boyutlu bir

Tanmm 2.8. A matrisi siitunlan1 @, €ll

matris olsun. mnx1 boyutlu vec( A) vektori,

vec(A)=[a] ... a]]

olarak tanimlanir [55]. Dikkat edilirse vec(A), A matrisinin siitunlarinin sirasiyla

alt alta yazilmasi ile elde edilen vektordiir.

Tanmm 2.9. V, F (D veyal] ) cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. Her X,Yy,z eV

ve her ¢ e F igin, (--):V xV —F fonksiyonu,
i (x,x)=0ve (x,x)=0<>x=0
i, (x+v,2)=(x,2)+(y,2)

iii. (cx,y)=c(x,y)



iv. (X y)=(Y.x)
aksiyomlarini sagliyor ise bir i¢ ¢arpimdir [53].

Tamm 2.10. V, F (0 veyal]) cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun. Her X,y eV

ve her c e F i¢in,

|| :V — [ fonksiyonu,

i [x|=0

ii. [X|=0<x=0

i, lex] = e[|

iv.. [x+y]<|x|+]y]

aksiyomlarini sagliyor ise bir normdur [53].

Tamm 2.11. [ vektor uzaymda (A,B) =iz(B"A) fonksiyonu bir i¢ ¢arpimdir.

mxn

Bu i¢ carpim ile liretilen norma Frobenius norm denir ve ||||2 ile gosterilir [53].

Calismada, kisalik olmasi agisindan, Frobenius norm |||| sembolii ile gosterilecektir.

2.2. Moore-Penrose Ters
Oncelikle, geleneksel anlamda, bir matrisin tersi tanimini verelim.

Tamm 2.12. AeC_, olsun. AB=BA=1, olacak sekilde B matrisi varsa, B

matrisine A matrisinin tersi denir ve A" ile gosterilir. Ayrica A matrisine de

tersinir matris denir [53].
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Teorem 2.1. Eger bir matrisin tersi varsa tektir [56].
Simdi, 1920°de Moore tarafindan karakterize edilen ve 1955 yilinda Penrose
tarafindan, varlig1 ve tekligi ispat edilen genellestirilmis ters matris kavramini yani,
Moore-Penrose ters tanimini verelim.
Tamm 2.13. Aell , ve Gell . matris olmak iizere, eger

i. AGA=A

ii. GAG=G

*

iii. (GA) =GA

iv. (AG) =AG
ise G matrisine A matrisinin Moore-Penrose tersi denir ve A" ile gosterilir [57].
Teorem 2.2. Her matrisin bir Moore-Penrose tersi vardir ve tektir [56].
Teorem 2.3. Herhangi bir A matrisinin Moore-Penrose tersi A" olmak iizere;

1. tersinir bir A matrisi i¢in A" = A™,

2. A=0,, ise A"=0,,,,

3. (A) =A

o (8) ()
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+
i)

5. (AAT) =(AT) A" ve (ATA) =A"(AT)
6. (AA") =AA"ve (A'A) =A'A,
7. A, matrisinin Moore-Penrose tersi A®  olur,

8. P... Q., ortogonal matrisler ve A keyfi bir matris olsun. Bu durumda,

(PAQ)" =Q"A"P" seklindedir [56].

Tamim 2.14. Bir A matrisi satir veya siitunlari arasina yatay veya dikey ¢izgiler
cizilerek alt matrislere parcalanabilir. Bu durumda, matrise parcalanmis matris (blok

matris) denir ve alt matrislere de bloklar denir [55].

Tamm 2.15. A - ve B = keyfi iki matris olsun. Bu durumda A ve B

matrislerinin Kronecker ¢carpimi A® B olarak gosterilen C matrisidir ve

a,B a,B - a,B
a,B a,B - a,B

a,,B a,,B - a,,B
olarak tanimlanir. C matrisi Cz(aijB), 1=12....,m, j=12,...,n seklinde de

yazilabilir [54].

Teorem 2.4. A, B, C ve D uygun boyutlu karmasik matrisleri i¢in, asagidaki

ozellikler vardir.

1. A®B®C=(A®B)®C =A®(B®C),
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2. (A+B)®(C+D)=A®C+A®D+B®C+B®D,

3. (A®B)(C®D)=AC®BD,
4. (A®B) =A"®B",
5. vec(ABC)=(C" ®A)vec(B) [56].

2.3. Bir Matrisin Ozdegeri, Ozvektorii ve Spektral Ayrisimi

Tanmm 2.16. Aell , olmak lizere Ax=AX denklemini saglayan sifirdan farkl bir

x vektorii varsa A skalerine A matrisinin bir 6zdegeri ve x vektoriine de A
Ozdegeri ile iliskili bir 6zvektor denir [53].

Tamm 2.17. Aell  bir matris olsun. Eger U], , *deki sifir olmayan her x vektorii

nx1
icin X"Ax >0 esitsizligi saglaniyorsa, A matrisine pozitif yari kararli matris denir.
Pozitif yar1 kararli matrislerin hi¢bir 6zdegeri negatif degildir [53].

Tamm 2.18. D=[d;]ell

matrisi, 1# ] igin d; =0 kosulunu sagliyorsa D

n

matrisine kosegen matris denir ve diag(d,,d,,...,d,) ile gosterilir [53].

Tammm 2.19. D kdsegen bir matris olsun. D=S"AS olacak sekilde tersinir bir S

kare matrisi bulunabiliyorsa Aell = matrisine kdsegenlestirilebilir matris denir

[53].

Bir matrisin kdsegenlestirilebilir olmasi ile ilgili birgok denk ifade verilebilir. Bu

denk ifadelerden bir tanesi asagidaki gibidir.
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Teorem 2.5. Bir Aell  matrisinin kdsegenlestirilebilir olmast i¢in gerek ve yeter

n

kosul A matrisinin n tane lineer bagimsiz 6zvektore sahip olmasidir [53].

Teorem 2.6. Aell simetrik bir matris olsun. Bu durumda, D=P"AP olacak

nxn
sekilde P ortogonal matrisi vardir. Burada, D matrisi, A’nin 6zdegerlerinden
olusan kdsegen matris ve P matrisi de, bu 6zdegerlere karsilik gelen lineer bagimsiz
ozvektorlerden olusan ortogonal bir matristir [55].

Tamm 2.20. A€l simetrik ve pozitif yari kararli matris olsun. D kosegen

n
elemanlar1 A matrisinin pozitif 6zdegerleri olan kosegen matris ve V bu 6zdegerlere
karsilik gelen n tane lineer bagimsiz 6zvektdrden olusan ortogonal matris olmak

tizere, A matrisinin spektral ayrisimi,

D 0) .
A=V[O O]v 2.2)

seklinde ifade edilir.

Gergekten pozitif yar1 kararli A matrisinin higbir 6zdegeri negatif degildir ve bu

ozdegerlerden pozitif olanlar D kosegen matrisini olusturur. Yine A, simetrik

XN
matrisinin n tane lineer bagimsiz 6zvektorii vardir ve bu 6zvektorler ortogonaldir.

Bu durumda V, , ortogonal bir matristir.

A matrisi r rankli bir matris olsun. V. matrisinin ilk r siitunu V, sonraki n—r

stitunu V, matrisi olmak tizere V = (V,,V,) olarak yazilsin. Bu durumda (2.2) esitligi,

D O
> = olmak tiizere
0 0

A:(\/l,VZ)Z(\/l,VZ)T (2.3)
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olarak yazilabilir [55].

Teorem 2.7. A matrisinin spektral ayrisimi olan (2.2) esitligindeki D matrisinin
N . 1 1 1
kosegen elemanlart s;,S,,...,S, olsun. Bu durumda, E=diag| —, —, -+ ,—
s S, S

olmak tizere A matrisinin Moore-Penrose tersi,

E 0) ,
A =V v
0 0

bi¢iminde ifade edilebilir [55].
2.4. Lineer Denklemler Sistemi

Istatistikte ve diger birgok bilim dalinda, bir problemin ¢dziimii lineer
denklemler sisteminin ¢dziimiine indirgenebilir. Ornegin, bir lineer istatistik
modelindeki parametrelerin en kii¢iik kareler tahminlerini bulma problemi, normal
denklemleri denen lineer denklemler sisteminin ¢oziimlerini bulma problemine
indirgenebilir. Bu kisimda lineer denklemler sisteminden, lineer denklemler
sisteminin ¢oziimlerinin varligindan, ¢6zimii var ise ¢6ziimlerinin genel ifadesinden,
¢oziimii yok ise en kiigiik kareler ¢oziimlerinin ifadesinden ve en iyi yaklasik

¢Oziimiinden bahsedilecektir.

Tamm 2.21. X;, J=12,...,n, bilinmeyenler olmak tizere, n tane bilinmeyen ve m

tane denklemden olusan

QX +apX, FaXy -+ X, =0,
a21x1+a22x2 +a23x3 +---4a, X = 92

2n""n

(2.4)

amlxl + amZXZ +am3x3 +“'+amnxn = gm
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ifadesine lineer denklemler sistemi denir. Burada a;, i=12,...,m, j=12...n,

sayilarma (2.4) lineer denklemler sisteminin katsayilart ve ¢, i=12,...,m,

sayilarina da sistemin sabitleri denir. (2.4) lineer denklemler sistemi,

a; &, a3 A, X d,
a a a a X

A=| & 22 :23 2n x= ve g-= 9,
aml a‘mz am3 amn Xn g m

olmak tizere, AX=( seklinde ifade edilebilir. Buradaki A<l matrisine sistemin

n

katsayilar matrisi ve [A]g] blok matrisine sistemin artirilmis (ekli) matrisi denir.

Ayrica m=n olmasi durumunda Ax =g lineer denklemler sistemine kare sistem,

g =0 6zel durumunda da homojen sistem denir [51].

A, B, C uygun boyutlu bilinen matrisler ve X uygun boyutlu bilinmeyenler
matrisi olmak tlizere, AXB =C seklindeki bir denkleme genel olarak bir lineer matris
denklemi denir. Lineer matris denklemleri, lineer denklemler sisteminin bir

genellestirilmis hali olarak ele alinabilir. Clinkii AXB=C lineer matris denklemi

Kronecker ¢carpim yardimiyla (BT ® A) Vec ( X ) = VeC(C) seklinde de yazilabilir.

Bir matris denklemi veya bir lineer denklemler sistemi en az bir ¢6ziime sahip ise
tutarli, aksi halde tutarsiz olarak adlandirilir. Simdi bir lineer denklemler sistemin

tutarli olup olmadigini karakterize eden teoremi verelim.

Teorem 2.8. Aell . Dbilinenler matrisi, xell bilinmeyenler vektorii ve

n nx1

g ell ,,, bilinenler vektorii olmak iizere AXx=g lineer denklemler sisteminin tutarl

olmasi igin gerek ve yeter kosul AA"g =g olmasidir.
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Ispat. Ax=g sistemi tutarli olsun. O halde AX =@ olacak sekilde en az bir X,
vektdrii vardir. Ax, =g lineer denklemler sistemi soldan AA" ile carpilirsa
g=AA'g oldugu goriiliir. Tersine AA'g=(0 oldugunu kabul edelim. x=A"g
olsun. Ax=g sisteminde x yerine A'g konulursa AA'g =g esitligi saglanir yani
X=A"g bir ¢éziimdiir. O
Teorem 2.9. Aell

bilinenler matrisi, xel bilinmeyenler vektorii ve

n nx1

g el ., bilinenler vektorii olmak tizere AX =g tutarli lineer denklemler sistemi goz

mx1

oniine alinsin. Bu durumda, her he  , vektori igin,

x=Ag+(l —A"Ah (2.5)

seklinde yazilan X vektori AX=( lineer denklemler sistemi igin bir ¢oziimdiir.

Ayrica, AXx=(g lineer denklemler sisteminin her ¢oziimii bir hell  , vektori igin

(2.5) seklinde yazilabilir [57].

Aell . bilinenler matrisi, xel! , bilinmeyenler vektori ve gell , bilinenler

nx1 mx1

vektorii olmak tlizere AX=(Q lineer denklemler sistemini géz oniine alalim. Ax =g
lineer denklemler sisteminin tutarsiz oldugu yani, sistemi saglayan herhangi bir x

vektoriiniin olmadigr durumda Ax=g sistemi, Ax—g=e(x) olarak yazilabilir.
Burada e(x) bir kalan vektorii ya da sapmalar vektorii olarak adlandirilir. Ax=g
sistemini saglayan bir X vektorii olsaydi, bu vektor igin e(x)=0 olacakti. Eger
e(x)=0 olacak sekilde bir x vektorii yoksa e(x) “en kiigiik” olacak sekilde bir X

vektorii arastirilmak istenebilir. Boyle bir X vektoriinii bulmak i¢in
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f(x)=(e(x).e(x))=(Ax—g, Ax—g) = (Ax, AX) - (Ax,g) — (9, AX)+(g,9)
=(Ax) Ax— g*Ax—(Ax)*g +9'g
=X'AAX-g AX-Xx'A'g+0'g

fonksiyonunun x vektoriine gore tiirevi alinir ve ¢gikan sonug 0’a esitlenir. Burada,

O(X'A'Ax) —— 9(g’A — (XA *
—QL——J=AMW —ELJQ=Am,-ji—£Q=o ve 990 oldugu gz

OX OX OX
Ontine alinirsa,

o (%) =A'Ax—A'g
OX
olarak bulunur. M =0"dan
OX
A'AX = A'g (2.6)

elde edilir [58-59]. (2.6) lineer denklemler sistemine, Ax=g lineer denklemler
sisteminin normal denklemleri denir. (2.6) normal denklemleri Teorem 2.8’¢ gore

tutarli lineer denklemler sistemidir. Aell xell , ve gel , olmasi

mxn?

durumunda, (2.6) normal denklemlerinin

AT Ax=ATg 2.7)

olacagina dikkat ediniz.

Simdi en kiiclik kareler ve en iyi yaklasik ¢6ziim kavramlarina iligkin tanimlar

verelim.



18

Tanmm 2.22. Aell . Dbilinenler matrisi, xell bilinmeyenler vektorii ve

n nx1

g €l ., bilinenler vektorii olmak tizere AX=g tutarsiz lineer denklemler sistemi

g0z oniline alinsin. [, ’deki tiim x vektorleri igin,

nx1
|, g - min |Ax—gl

kosulunu saglayan X, vektoriine AX=( tutarsiz lineer denklemler sisteminin bir en

kiiciik kareler ¢6ziimii denir. En kiigiik kareler ¢dzlimii olan bir X, vektord,

[A% — g =[Ax—g]
kosulunu saglayan tim X # X, vektorleri i¢in,
x> x|

bagmtisini sagliyorsa, X, vektorii Ax=g sisteminin en iyi yaklasik ¢dzliimii olarak

tamimlanir [57].

Dikkat edilirse bir sistemin bir¢ok en kiigiik kareler ¢oziimii olabilir, fakat en iyi
yaklasik ¢6zlim tektir ve en iyi yaklasik ¢oziim her zaman bir en kiiciik kareler
¢oziimiidiir. Ancak bu durumun tersi her zaman dogru degildir. Dolayistyla en iyi

yaklagik ¢6ziim, en kiigiik kareler ¢6ziimlerinin kiimesi i¢inden aranir [60].

Teorem 2.10. Aell, . bilinenler matrisi, xell bilinmeyenler vektorii ve

n nx1

g ell ., bilinenler vektorii olmak iizere AX=( tutarsiz lineer denklemler sistemi

mx1

g0z Oniine alinsin. Bu durumda, her hell  , vektori igin,

x=Ag+(l —A"Ah (2.8)
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seklinde yazilan X vektorii Ax =g lineer denklemler sistemi i¢in bir en kiigiik
kareler ¢oziimdiir. Ayrica AX =g lineer denklemler sisteminin her en kiiglik kareler

¢6zimi bir h el | parametreler vektorii igin (2.8) seklinde yazilabilir [61].

Ispat. Ax=g tutarsiz lineer denklemler sisteminin normal denklemleri (2.6)

bi¢imindedir. (2.6) normal denklemleri tutarli oldugundan dolay1 Teorem 2.9’a gore
X=(AA)Ag+(1-(AA) (A'A)h (2.9)

yazilabilir. (2.9) esitliginde

*

(AA)A = A (A) A=A (AA) = AAA = A
oldugu g6z oniine alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,
x=A"g+(l —A"A)h
olarak elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir. i

Teorem 2.9 ve Teorem 2.10’dan Ax = ¢ lineer denklemler sisteminin tutarl

olmast durumunda genel ¢oziimlerinin ifadesi ile tutarsiz olmasi durumunda en

kiigiik kareler ¢oziimlerinin ifadesinin ayn1 bigimde oldugu goriiliir.

Teorem 2.11. X vektoriiniin AX= (g sisteminin bir en kiigiik kareler ¢6ziimii olmas1

icin gerek ve yeter kosul x vektoriiniin A"Ax=A'g normal denklemlerinin bir

¢Ozimii olmasidir [61].

Teorem 2.12. Ax=g lineer denklemler sisteminin en iyi yaklasik ¢éziimii x = A'g

bi¢imindedir. En iyi yaklasik ¢6ziim daima vardir ve tektir [60].



BOLUM 3. REEL MATRIS DENKLEMLERI iCIN MINIMUM
KALAN VE MATRIS YAKINLIK PROBLEMLERI

3.1. Giris

Bu bolimde, oncelikle (AXB,AXB,,...,AXB)=(C,C,,....C,) matris
denkleminin, verilen bir X, matrisine en yakin olacak sekildeki simetrik ve ters-

simetrik ¢6ziimleri Moore-Penrose ters kullanilarak verilecektir. Daha sonraki

kisimda ise AXB =C matris denkleminin, verilen bir X, matrisine en yakin olacak
sekilde (P,Q)-ortogonal simetrik ve (P,Q)-ortogonal ters-simetrik ¢oztiimleri

Moore Penrose ters ve spektral ayrisim kullanilarak verilecektir. Her iki kisimda ele

alinan problemlerdeki matrisler reel matrislerdir.

3.2. (AXB,,AXB,,...,AXB)=(C,C,.,...,C,) Matris Denkleminin Simetrik ve

Ters-Simetrik Coziimleri

I I T . z{[A,AZ,...,A(]ZA €ll s :l,2,...,k} kiimesinin
reel sayillar cismi ilizerinde bir vektor uzayr oldugu aciktir. Her
[AA.....A] [B.B,....B] el ey, X sy XX dgIn

(A A....Al[B.B,....B D =iz(B[A)+iz(B] A )+...+iz(B[ A )

olmak tizere ||||H normu

[A A ATl = (A A ALIA AL A D
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seklinde tanimlansin. Bu durumda |||| ifadesi Frobenius normu gostermek iizere,

2 2 2 %
A A AL =(IAF +HIAL ++[AL)

oldugu agiktir.

®d=0°> veya ® =0 olmak iizere, asagidaki problemleri ele alalim.

nxn nxn

Problem 3.1. A €1 B el,, veC ell

m; xn? 1 nx p;

i=12,...,k, matrisleri verilsin.

myxp;?

MAX%—QquX&—Q]

-mllae-c... A8 G,

olacak sekilde X e d® matrislerini bulmak.

Problem 3.2. SEX, Problem 3.1’in ¢oziim kiimesi olmak ftzere, verilen bir

X, €, matrisi i¢in

jx-x,

= min || X = X,||

X GSEX

olacak sekilde X €S. matrisini bulmak.

Asagidaki teorem AX =g lineer denklemler sisteminin verilen bir x, elJ |, vektorii

igin | X —X,| ifadesi minimum olacak sekildeki ¢dziimiinii ortaya koymaktadir.

Teorem 3.1. Aell . bilinenler matrisi, g €l bilinenler vektori ve xell

mx1

bilinmeyenler vektérii ve AX=g tutarli lineer denklemler sisteminin tim

¢ozlimlerinin kiimesi S, olmak lizere X, €[l ; vektorii verilsin.
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%= = min[x—x|
olacak sekildeki X € S vektori,
R=A"g+(1-A"A)x,

ile verilir.

Ispat. Teorem 2.9’a gore Ax=g tutarh lineer denklemler sisteminin genel

¢Oziimleri
x=A"g+(I-A"A)h (3.2)

esitligiyle verilir. Bu ¢oziimler arasindan ||)?—XO|| = anISn ||X—XO|| olacak sekildeki X
g

vektOriinii bulabilmek ic¢in
X =A'g+(1-AA)h (3.2)

esitligini goz oniline alalim. (3.2) esitliginden, h vektori igin en iyi yaklasik ¢6ziim

vektori, Teorem 2.12°ye gore
(I1-A"A)(x, - A"9)

vektorli olarak yazilir. Bu vektor, (3.1) esitliginde yerine yazilirsa Ax=(Q tutarh

lineer denklemler sisteminin, |X—X,[| = min|x—x,|| olacak sekildeki R vektorii,

XeSy

R=A'g+(1-A"A)x, (3.3)
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olarak elde edilir. [

Teorem 3.2. Ael] bilinenler matrisi, g €lJ , bilinenler vektori ve xell

mxn

bilinmeyenler vektorii ve AX =g tutarsiz lineer denklemler sisteminin en kiigiik

kareler ¢6ziimlerinin kiimesi S, olmak tizere X, €[]  , vektorii verilsin.
-] minf ]

olacak sekildeki X € S, vektort,
R=Ag+(1-AA)x,

ile verilir.

Ispat. Ax=g tutarsiz reel lineer denklemler sisteminin normal denklemleri (2.7)

bigimindedir. S,, (2.7) tutarli lineer denklemler sisteminin tiim ¢dziimlerinin kiimesi

olmak iizere Teorem 3.1°den ||)?— X0|| = misn ||X— X0|| olacak sekildeki X €S, ¢dziimi,
R=(ATA)" ATg+(1-(ATA) (ATA))x, (3.4)

olarak yazilir. (3.4) esitliginde, (AT A)+ A" = A" oldugu gbz 6niine alimir ve gerekli
diizenlemeler yapilirsa  Ax=(Q tutarsiz lineer denklemler sisteminin

||)? - XO|| =min ||X — X0|| olacak sekilde en iyi yaklagik ¢oziimii

XeSe
R=Arg+(1-A"A)x, (3.5)

biciminde elde edilir. 0
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(3.3) ve (3.5) esitliklerinden gorildigl lizere X vektoriiniin yapist Ax=g lineer

denklemler sisteminin tutarli ve tutarsiz olmasi durumunda tamamen aynidir.

Esas teoremi vermeden dnce, teorem ile iligkili bir uyar1 verelim.

Uyan 3.1. X, el Vverilen bir matris olsun. [} kiimesi iizerinde |X —X,|

n nxn

1

ifadesini  minimumlastirma  problemi ile HX _E( X, +Xg ) ifadesini

minimumlagtirma problemi birbirine denktir.

SS
nxn

Benzer sekilde [ 7 kiimesi tizerinde |X — X,|| ifadesini minimumlastirma problemi

ile ifadesini minimumlastirma problemi birbirine denktir.

x-%(xo—xg)

Ispat. [ kiimesi {izerinde X = X,| ifadesini minimumlagtirma problemini ele

alalim.

o= (2x e 2x )|

=[x —%(xo+ xg)—%(xo—xg)

S (R R OSH)

yazilabilir. Dikkat edilirse (x —%(x0 +X, )) simetrik matris ve %(x0 — X, ) ters

simetrik matristir. Ayrica, bu iki matris birbirine diktir, gergekten,
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<x _%(x0+xg),%(xo—xg)>:<x,%(x0—xg)>—<%(xo+xg),%(xo—xg)>
:iz((%(xo-xg)jT x]-iz[(%(xo—xg)jT ,%(x0+xg)]

:iz(%XJXj—iZE%XOXj—izGXJXOj—izGXJXJJ
+iz(%xoxoj+iz[%xoxgj

olup, (2.1) esitlikleri goz oniine alindiginda,
1 1
<x —E(x0+ XJ),E(XO —xg)>:o

oldugu gériiliir. Dolayisiyla (X —%(XﬁXJ)) ve %(XO—XJ) matrisleri diktir.

1

Buradan, |X — X, = Hx _E(XO +Xg )| esitliginin dogrulugu goriiliir.

1

[, kiimesi iizerinde |X — X, =HX —E(XO - XJ) esitliginin oldugu da benzer

nxn

sekilde gosterilir. [

Teorem 3.3. Problem 3.1’in ¢éziimlerinin kiimesi Sg  olsun. Keyfi bir X, ell |
matrisi verilsin. Bu durumda, Problem 3.2 i¢in

= min || X = X,|

XGSE><

Hx ~ X,

olacak sekildeki X € Sg —matrisi, x=vec(X) esitligi ile verilen matris ve X,
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BT oAl vee(C) BT ®A | [BT®A]
A®BT | |vee(ac]) A®B' | |A®B
Bl ®A, | | vec(C,) BI®A | [BI®A

X=| A ®B] vec(ACZT) +X%—| A ®B] | | A ®B] |%

B ®A | | vec(Cy) B, ®A | | Bl ®A
[A®B ] | vec(ACT) | A ®B{ | [A ®B |

ile verilen vektordiir. Burada, eger simetrik ¢6ziim bulunmak isteniyorsa A sembolii

. . 1 N
“+" isareti ve X, vektorii onveC(E(Xo+Xg )], eger ters-simetrik ¢oziim

— N 1
bulunmak isteniyorsa A sembolii "—" isareti ve X, vektorii X, =VEC[E(X0 - X5 ))
seklindedir.

Ispat. Once, Problem 3.2°nin simetrik ¢oziimiinii bulmak isteyelim. Bu durumda

(AXB,, A, XB,,...,AXB,)=(C,C,,...,C,) matris denklemi,

AXB, =C,

B/ XA' =C/
AXB, =C,
B, XA, =C;

AXB, =C,
B XA =C,

bi¢ciminde veya vec operatdrii yardimiyla
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BTOA vec(C,)
A®B vec(C/ )
Bl ® A, vec(C,)
A, ®B] |vec(X) =| vec(C; ) (3.6)
Bl ® A vee(C,)
A ®B | vec(Cy )

lineer denklemler sistemi bigiminde yazilabilir. X, =vec (E(XO +X, )j olmak iizere

Teorem 3.2°den, (3.6) lineer denklemler sisteminin en iyi yaklasik simetrik ¢6ziim

vektord,

BT oAl ee(C) BT®A | [BI®A]
T VEC(CT) T T
A ®B] 1 A®B | | A®B]
Bl ®A, | |Vvec(C,) BI®A | |Bl®A
X=|A ®B] vec(CzT) +%—| A, ®B! | | A,®B] |% (3.7)
B, ®A | | vec(C,) B, ®A | | Bl ®A
[A®B, || vec(cl) A ®B{ | |A®B

bi¢iminde elde edilir. Bdylece, Problem 3.2°nin en iyi yaklasik simetrik ¢6ziimii olan

X matrisi, x =vec(X) ile belirlenen matristir.

Problem 3.2°nin en iyi yaklasik ters-simetrik ¢oziimleri bulunmak istenildiginde ise

ispatta i=1,2,...,k igin C| matrisleri yerine —C/, vec(CiT) vektorleri yerine

vec(—CiT) ve X, vektorii yerine X, :vec(%(xo - X )) alarak ilerlemek yeterlidir.[l
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3.2.1. Algoritma ve sayisal 6rnekler
Simdi ele alinan problemler i¢in bir algoritma ve iki sayisal 6rnek verilsin.
Algoritma 3.1.

Adm 1. i=12..k icin Ael ., Bel, ., Cel, , matrislerini ve

X, €ll ., matrisini giriniz.

Adim 2. i=12,...,k icin  vec (Ci ) , VEeC (ACiT ) vektorlerini  ve

X, = Vec (% ( X, A X, )j vektoriinii hesaplaymiz.

Adim 3. (3.7)’den

BreA ]| vee(C) B oA B ®A]
A®B | |vee(aC]) A®B! | |A®B
Bl ®A, | | vec(C,) B ®A | | Bl ®A,

X=| A ®B] vec(ACzT) +X%=| A ®B] | | A ®B] |%

Bl ®A || vec(C,) B, ®A | | Bl ®A
A®B | |vec(ac])|  LA®E ] [A®E]

vektoriinii hesaplayiniz.

Adim 4. x = vec( X ) olacak sekildeki X matrisini olusturunuz. []

Algoritmadaki A semboliiniin simetrik ¢6ziim i¢in "+" isareti, ters-simetrik ¢oziim

icin "—" isareti anlamina geldigine dikkat ediniz.
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ve

-2 -1

-3

X,=| -3

olsun. Algoritma 3.1 kullanilarak Problem 3.2°nin en iyi yaklasik simetrik ¢oziimii,



-0.0573 0.0369 0.1919
0.0369 -0.0516 -0.0470

X =| 0.1919 -0.0470 0.0565

-0.0543 -0.0233 0.1294
0.0440 -0.0214 -0.0038

BT ® A vec(C,)

olarak bulunur. A =

Ax =g reel lineer denklemler sistemini gbéz Oniine alinsin. AX=(

A® B1T vec
B, ®A, vec
A ®B; vec(C] )

-0.0543
-0.0233
0.1294
-0.0975
0.0515

0.0440
-0.0214
-0.0038

0.0515
-0.0263

30

ve x=vec(X) olmak iizere

lineer

denklemler sisteminin normal denklemleri ATAx=A"g seklindedir. A =ATA ve

g,=A"g olsun. Bu durumda

[AXB,—C,, AXB, ~C,]|  =15.1969,

IX = X, =11.9243 ve | Ax — g, = 9.8769e —11 olarak bulunur.

Ornek 3.2.
3 4 4 -5
2 4
0 4 -1 -4
1 0
~ 144
A=l 3 20"
4 -4
2 0 -4
2 2
5 2 -1 -2 2
3 4
4 3 3 -2 2 -1 4
A=|-3 5 1 3 -2|,B,=| 3 5
2 3 -1 2 -4 -3 4
-4 -5

H~ O o1 O

0

0

01,
4

-1
5 2
4 -5
1 -1
-1 4
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0 3 -3 -3
> 2 1A 5 3 -4 -5 -3 1
c-| 004 1c _1_2_5_0_3 5
Y13 4 1] | -
0 5 5 4 3 -1
30 2 -4
31 2 -3
ve

1 -2 -2
3 2 3 -4 -4

olsun. Algoritma 3.1 kullanilarak Problem 3.2’nin en iyi yaklasik ters-simetrik

¢Ozimi

-5.5555e-15  -0.013518 0.094846 0.027408  0.056478

0.013518 -2.7311e-16 0.078569  -0.015056 -0.0084807
X =| -0.094846 -0.078569 -9.3226e-15 0.05387 0.039981
-0.027408 0.015056 -0.05387 -9.4239e-16  -0.023694
-0.056478  0.0084807  -0.039981 0.023694 4.3585e-17

Bl ® A vec(C,)
T vec(—C/
olarak bulunur. A = A®B, , g= ( ' ) ve x=vec(X) olmak iizere
sea | 7 ()
A ®B] vec(-C; )

Ax =g reel lineer denklemler sistemini gbéz Oniine alnsin. AX=g lineer

denklemler sisteminin normal denklemleri A"Ax=A"g seklindedir. A =ATA ve
9,=A'g olsun. Bu durumda,  [[AXB,-C,AXB,-C,]| =17.5849,

X —X,|=13.8818 ve |Ax—g,|=7.8063e-11 olarak bulunur.
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Dikkat edilirse Ax =g, normal denklemleri igin hesaplanan |Ax—g,| ifadesi, her
iki 6rnek icin de sifira ¢ok yakin, hatta hesaplama hatalar1 g6z 6niine alindiginda sifir
bile denebilecek bir sayidir. Dolayisiyla, Ornek 3.1 i¢in bulunan X matrisi en iyi

yaklasik simetrik ¢oziim, Ornek 3.2 icin bulunan X matrisi en iyi yaklasik ters-

simetrik ¢6ztimdyir.

Literatiirde matris ayrisimlar1 veya iteratif yontemlerle, benzer problemlere ¢6ziim
arayan calismalarda yer alan ornekler, bu ¢alismada verilen algoritma ile tekrar
¢Oziilmiis ve bulunan sonuglar ile makalelerde bulunan sonuglar karsilastirmali
olarak tabloda verilmistir. Tablonun her bir hiicresinde iki deger olup, tstteki deger
referans alinan ¢aligmadaki sonucu, alttaki deger ise bu ¢alismada verilen algoritma
ile elde edilen sonucu gostermektedir. Tiim hesaplamalar Matlab 7.5 paket program

kullanilarak hesaplanmustir.
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Tablo 3.1. Sonuglarin Karsilastirmali Tablosu I

g X=X | [[AXB,~C,.....AXB,-C]|,
43.6600 4.5687e+003
1
43.6600 4.5687e+003
0.4366 45.6873
0,01
[62]°da 0.4366 45,6873
Ornek 2 0.0044 0.4569
0,0001
0.0044 0.4569
4.3660e-005 0.0046
0,000001
4.3660e-005 0.0046
33.6729 4.5687e+003
1
28.7113 6.1988+003
0.3367 48.1408
0,01
[63]°de 0.2871 61.9884
Ornek 3 0.0034 0.4568
0,0001
0.0029 0.6199
3.3673e-005 0.0046
0,000001
2.8711e-005 0.0062
20.3343 2.4134e-011
[27]"de
Ornek 1 20.3343 7.3117e-011
8.3666 6.1338e-12
[30]’de
Ornek 4.1 8.3666 6.1412¢-11

Burada ¢ ifadesi [62] ve [63] makalelerinde agiklandig: iizere negatif olmayan keyfi

bir sayidir.
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3.3. AXB=C Matris Denkleminin (P,Q)-Ortogonal Simetrik ve (P,Q)-

Ortogonal Ters-Simetrik Coziimleri

Bu kissmda AXB =C lineer matris denkleminin, verilen bir X, matrisine en yakin

olacak sekilde (P, Q) -ortogonal simetrik ve (P,Q)-ortogonal ters-simetrik ¢oztimleri
ele almacaktir. Oncelikle ele aliacak ¢alisma ile iliskili problemler tanitilacaktir.

O=0° ve P=07 veya ®=0% ve ¥=0"> olmak iizere asagidaki

nxn nxn nxn

problemleri goz oniine alalim.

Problem 3.3. Aell ., Bell ,, ve Cell . matrisleri verilsin.
|AxB ~c|=min|axe -]

olacak sekilde X €W matrisini bulmak.

Problem 3.4. Sg , Problem 3.3%in ¢6zim kiimesi olmak {izere, verilen bir

X, €l ., matrisi igin

%,

- min [X - ,|

X eSg,
olacak sekilde X eS¢ matrisini bulmak.

Problem 35. Aell ., Bell ,, Cell . ve P,Qell ) matrisleri verilsin.

H(AP)Y(QB)—CH =min

(AP)Y (QB)-C]

olacak sekilde Y € @ matrisini bulmak.
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Problem 3.6. S, Problem 3.5%in ¢oziim kiimesi, P,QelJ}’ ve verilen bir

nxn

X, €l ., matrisi igin Y, = PX,Q olmak iizere,

HY -y,

= min|Y -,

olacak sekilde Y € S matrisini bulmak.

Bu béliimde, Problem 3.4’tin (P,Q)-ortogonal simetrik ve (P,Q)-ortogonal ters-

simetrik matrisler kiimeleri tizerinde en iyi yaklasik ¢oziimlerini bulmak yerine, denk

olarak Problem 3.6 i¢in simetrik ve ters-simetrik matrisler kiimeleri {izerinde en iyi
yaklagik ¢oziimleri bulunacaktir. Daha sonra, X =PYQ esitligi gbz Oniine alinarak

asil bulunmak istenen ¢oziim matrisi elde edilecektir. En iyi yaklasik ¢oziimleri

bulmak i¢in ise spektral ayrisim kullanilacaktir.

Teorem 3.4. Aecll®

nxn

pozitif yar1 kararli r rankli bir matris olsun. Bu durumda

Ael]®  matrisinin spektral ayrisimi (2.3) ifadesindeki gibi olmak iizere, AX =g

n

lineer denklemler sisteminin tutarli olmasiin gerek ve yeter kosulu V, g =0

olmasidir. Ayrica, herhangi bir hell ., vektori ve | el (n-r)(n_r) 16IN Ax=g
lineer denklemler sisteminin genel ¢oziimii,
00
x=A"g+V (O I]h (3.8)

ile verilir.

Ispat. Ax=g lineer denklemler sistemi tutarli olsun. Bu durumda Ax=g olacak

sekilde en az bir x vektori vardir. A matrisinin (2.3) ifadesindeki spektral ayrigimi
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D O
Ax=g lineer denklemler sisteminde yerine yazilir ve Z:[O Oj oldugu goz

Oniline alinirsa,

(Vl’vz) Z(\/11\/2)T X=g,

yani

D 0\
(Vl’VZ)(o OJ(VJJX_Q’

dolayisiyla
V,.DV,'x=g (3.9)
elde edilir. (3.9) esitligi soldan V, ile garpilirsa, V, g =0 oldugu goriiliir.

Simdi V,’ g =0 olsun. Her seyden énce X, =V'x ve g, =V'g olmak iizere, AX=g

lineer denklemler sistemi
2% =0, (3.10)

lineer denklemler sistemine denktir. V,) g = 0 oldugundan

olur.

. (D 0D oY(v') (v)
oo ofls o (e[
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oldugundan, Teorem 2.8°den XX, =0, sistemi tutarli, dolayisiyla Ax=g lineer

denklemler sistemi tutarlidir. Ayrica, Teorem 2.9°dan > X, =g, sisteminin genel

¢Oziimii

a2 Y2 )
o e o)
o 1)

seklindedir. x, =V'Xx ve g,=V'g oldugu goz Oniine alinirsa, Ax=g lineer

|
v
[

denklemler sisteminin genel ¢6ziimii,

olarak bulunur. [

Teorem 3.5. P,Qe1%° ve X =PYQ olsun. Bu durumda X e[ ©® matrisinin

nxn nxn

S
nxn

Problem 3.4’lin ¢oziimii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Y €[] matrisinin

Problem 3.6’nin ¢6ziimii olmasidir.

Ispat. Sg, Ve Sg sirastyla Problem 3.3 ve Problem 3.5in ¢dziim kiimeleri olsun.
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= min [ X =X,

esitligi P,Q €J*°  oldugu goz oniine alinirsa,

-] = rin [X = X,| = min [PXQ-PX,]

olarak yazilabilir. Y =PXQ ve Y, = PX,Q olmak lizere

min [PXQ—PX Q| =min[Y —Y, | esitligi vardir ve buradan

(3.11)

_0:‘

olarak elde edilir. Simdi X €0}, Problem 3.4%in (P,Q)-ortogonal simetrik

nxn ?

¢Oziimii olsun. Bu durumda

|axe-c|- min [ AXB~C] (3.12)
| = min [X =X,

pxa] ~(pxc)

esitlikleri vardir. (3.12) esitliginin sol yaninda X matrisi yerine PYQ, sag yaninda

X matrisi yerine PYQ yazilirsa,

|(AP)Y (@B)-C| -

min H (AP)Y (QB)-C]| (3.13)

YH
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elde edilir. Dolayisiyla (3.11) ve (3.13) esitliklerinden Y matrisinin Problem 3.6 i¢in

¢Oziim oldugu goriiliir.

Simdi Y €% _, Problem 3.6’nin simetrik ¢6ziimii olsun. Bu durumda

nxn?

H(AP)Y(QB)—CHerErgiﬁrxln [(AP)Y (@B)—C], (3.14)
v Y, = min|Y -
ve
]
Y =Y

esitlikleri vardir. (3.14) esitliginin sol yaninda PYQ matrisi yerine X, sag yaninda

PYQ matrisi yerine X yazilirsa

|axB-c]- min|AXB ~C]| (3.15)

elde edilir. Dolayisiyla, (3.11) ve (3.15) esitliklerinden X matrisinin Problem 3.4’iin

(P,Q)—ortogonal simetrik ¢ziimii oldugu goriiliir. 0

Teorem 3.6. P,Qe*° ve X =PYQ olsun. Bu durumda X €[J°%* matrisinin

nxn nxn

Problem 3.4’lin ¢Oziimii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Y €[] > matrisinin

nxn

Problem 3.6’nin ¢6ziimii olmasidir.

Teorem 3.6’nin ispati, Teorem 3.5’in ispat1 ile "—" isaret farkliligi haricinde

tamamen aynidir.
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Teorem 3.7. P,Qel1 | X,ell, . ve X =PYQ olsun. Bu durumda, Y, =PX,Q

nxn? n

ve y, :vec(%(YﬁYJ )J [yo :vec(%(Yo - )D olmak iizere Problem 3.6’nin en

iyi yaklagik simetrik (ters-simetrik) ¢oziimi olan Y matrisi §/=vec(Y) esitligi ile

verilen matris ve y vektori,

ooy o o o

bigiminde olan vektdrdiir. Dolayisiyla, X =PYQ matrisi Problem 3.4’tin (P,Q)-
ortogonal  simetrik  ((P,Q)—ortogonal ters—simetrik)  ¢dziimiidir. Burada,

A _[(QB)T ®(AP)} matrisidir.
(AP)®(QB)

Ispat. X, l] ., matrisi verilsin. Y, = PX,Q olmak iizere, Problem 3.4’iin (P,Q)-

n
ortogonal simetrik ¢oziimlerini bulmak isteyelim. Teorem 3.5’e gére Problem 3.4’iin

(P,Q)-ortogonal simetrik ¢6ziimlerini bulmak yerine, denk olarak Problem 3.6’nin
simetrik ¢oziimleri arastirilabilir. Dolayisiyla, (AP)Y (QB)=C matris denkleminin

simetrik ¢oziimiinii bulmak i¢in,

(AP)Y(QB)=C
] ] (3.17)
(QB) Y (AP) =C'
lineer matris denklem ikilisi veya y=vec(Y) olmak iizere vec(-) operatérii ve
Kronecker ¢carpim yardimiyla, denk olarak

[(QB)T ®(AP)}y_{ VeC(C)J a1

(AP)®(QB) )" vec(CT)
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lineer denklemler sistemi ele alinsin. (3.18) lineer denklemler sisteminin katsayilar

(QB) ®(AP) vec(C)J

matrisi olan [(AP) ®(QB)T vec(CT)

J matrisi, A ile; sabitler vektorii olan [

vektorii g ile gosterilsin. Bu durumda, yoneC(%(YoﬂLYoT )j olmak tizere,

(AP)Y (QB)=C lineer matris denkleminin HY =Y,

YeS

=min|Y —Y,|| olacak sekildeki
Ey

Y simetrik ¢oziim matrisini bulma problemi Ay =g lineer denklemler sisteminin

||§/—y0 || = 5nsin||y—y0|| olacak sekildeki § ¢oziim vektoriinii bulma problemine

doniistir. Burada, SEy, min||Ay—g|| sartint saglayan y vektorlerinin ¢6ziim

kiimesidir. A =ATA ve g, =A"g olmak iizere Ay =g lineer denklem sisteminin

normal denklemleri

AYy=0, (3.19)

seklinde yazilir. Teorem 3.4’ten (3.19)’un genel ¢6ziimii
. 0 0
y= A1 g, "'VA1 0 1 h

=(ATA)'ATg+V, (8 th
(3.20)

00
=A"(AA") g+V h
w0 )

. 00
=A"g+V,., o 1 h

bigiminde yazilir. ||y — y,|| ifadesini minimumlastirmak igin,
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. 00
ATg+V, ., 0 I h=y,

esitliginden h vektorii igin en iyi yaklasik ¢6ziim vektorii olan h, Teorem 2.12’den

0 0)) .
h=(VATA [o 'D (Yo-A"g) (3.21)

olarak elde edilir. (3.21) esitligi, (3.20) denkleminde yerine yazilirsa Ay =g lineer

denklemler sisteminin ||)7— y0|| = 5nsin||y—yo|| olacak sekildeki Yy en iyi yaklasik

¢Oziim vektori

9=A*g+[VATA(8 ?D[VATA[S ?D (vo-A"g) (3.22)

seklinde elde edilir. Boylece, y=vec(v) olacak sekildeki Y matrisi Problem

3.6’nin en iyi yaklagik simetrik ¢oziimiidiir. Dolayisiyla, X =PYQ matrisi de
Teorem 3.5°ten, Problem 3.4’tn en iyi yaklasik (P,Q)-ortogonal simetrik

¢Ozimiudiir.

(P,Q)-ortogonal ters-simetrik ¢oziim matrisi igin ispat, C" yerine —C™ matrisi,

vec(C") yerine vec(-C") vektorii ve y0=vec(%(Yo+YoT)j yerine

1
Yo = vec(E(YO -Y, )] vektorii alinarak benzer sekilde yapilir. 0

3.3.1. Algoritma ve sayisal 6rnekler
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Bu kisimda, Problem 3.12°nin (P,Q)-ortogonal simetrik veya (P,Q)-ortogonal

ters-simetrik ¢oziimiinii bulmak i¢in bir algoritma ve iki sayisal ornek verilecektir.

Algoritma 3.2

Adim 1. Ael] Bell Cell P,Qell*® ve X,ell . matrislerini

mxn? nxp? mxp ! nxn n

giriniz.
Adim 2. c, =vec(C), C2=VeC(CT), yo=Vec(%((PY0Q)A(PYOTQ))j vektorlerini

hesaplayiniz.

~ (QB)' ®(AP) [ vec(C) CATA e 4 ATgoi
Adim 3. AL(AP)@(QB)T]’ g—(vec(AcT)J, A=ATA ve g =ATg’y

hesaplayiniz.

DO
Adim 4. A matrisinin V, [ 0 OJVAT‘ olacak sekilde spektral ayrisimini yapiniz.

Adim 5. s= rank(ATA) . k= dim(ATA) olarak  hesaplaymmiz  ve
0., 0.
M = { e | ) J matrisini olusturunuz.
O(k—s)xs (k—s)x(k-s)
Adim6. Yy=A"g+ (VATA M )+ (VAT M )( Yo — A+g) vektoriinii hesaplayiniz.

Adim 7. § =vec (Y) olan Y matrisini olusturunuz.

Adim 8. X =PYQ ¢6zlim matrisini hesaplayiniz.
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Algoritmadaki A sembolii, Problem 3.4’tin (P,Q)-ortogonal simetrik ¢oziimii

bulunmak isteniyorsa "+" isareti, (P,Q)-ortogonal ters-simetrik ¢oziimii bulunmak

isteniyorsa "—" isareti anlaminda kullanilmaktadir.
Ornek 3.3.
34 -4 4 1 -4 2 2 2 z
20 5 5 -3 5 B
-2 5 -3 =2
A=l 5 0 3 -4 -1 4|, B= ,
-5 5 0 2
35 2 -5 3 4
-4 -1 -1 2
23 2 -1 2 -3
3 -1 1 -3
isaa (1
0 3 5 3 1 0 -1 _7 3 -3
C: 5 —2 O _2 y XO: ’
-1 -2 7 2 0 O
-2 -4 3
1 1 -3 0 5 0
1 2 -4 -3
0O 1 -3 0 0 O
10 0 O0O0O 10 0O0O0 O
01 0 O0O0UDO 01 00O O
b 0 0 -1 0O0UDO o 00 -1 00 O
o0 0-100| |00 10 0
00 O O 10 00 01 O
00 0O 001 00 0 0 1

olmak tizere Algoritma 3.2 kullamilarak Problem 3.4’iin (P,Q)-ortogonal simetrik

¢ozimi
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-0.3611 0.1639 -0.1055 -0.1320 -0.0473  0.0989
0.1639 0.0702 -0.0493 -0.0919 -0.1786 -0.1073
—0.1055 -0.0493 0.0260 -0.1016 -0.0889 -0.1362
0.1320 0.0919 0.1016 -0.0763 0.7916 0.5744
-0.0473 -0.1786 -0.0889 -0.7916 3.0676  1.3081
-0.0989 0.1073 0.1362 0.5744 -1.3081 -0.8052

[vec(C)

e (CT)]’ Y =PXQ ve

matrisi olarak bulunur. A[

(QB)' ®(AP)}
(AP)®(QB)" |

y=vec(Y) olmak iizere A =A'A ve g,=ATg denilsin. Bu durumda AXB=C
matris denkleminin normal denklemleri Ay =g, olmak iizere |AXB—C|=1.3147,

|X —X,|=13.6252 ve |Ay—g,| =1.1854e-11 olarak bulunur.

Ornek 3.4.
1 -3 1 -4 -4 2 _i ; 2 ;’
1 3 -1 1 1 -4 23_24
A=|-3 -5 -1 0 -3 2| B= T
1 -2 3 4
5 4 5 5 5 0
1 2 -4 -1
4 -3 3 1 -5
3 -1 0 0
12 A [T T T e
41 1.5 0.5 _.o 05 1.5 1
C=| 4 3 -3 4| x,=| > T ,
1 -1 05 0 -2 =2
12 -2 -3
0 25 15 2 0 -15
30 4 0
15 0 -1 2 15 0
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10 0 0O0O 10 0O0O0 O
01 0 0O0DO 01 00O0 O
p_ 00 -1 0O0DO 0= 0 0-100 O
00 0 -100 00 010 O
00 O 010 00 001 O
00 0O O0O01 00 0O0O0 -1

olmak iizere Algoritma 3.2 kullamilarak, Problem 3.4’in (P,Q)-ortogonal ters-

simetrik ¢ozimii

-0.0000 0.1491 0.0731 -0.0204 -0.1807 0.1656
-0.1491 0.0000 -0.0276 0.2880 0.1096 -0.0704
-0.0731 0.0276 -0.0000 0.2410 -0.0533 0.0760
-0.0204 0.2880 0.2410 0.0000 -0.2477 0.4148
0.1807 -0.1096 0.0533 -0.2477 0.0000 0.1263
0.1656 -0.0704 0.0760 -0.4148 0.1263 -0.0000

matrisi olarak bulunur. A=[

(QB)T@)(AP) B vec(C) ~ ve
<AP>®<QB>T}’ o~} Yo

y=vec(Y) olmak iizere A =A"A ve g, =A"g denilsin. Bu durumda AXB=C

matris denkleminin normal denklemleri Ay =g, olmak iizere |AXB-C||=7.7696,

IX =X, =7.8860 ve |Ay—g,|=2.5960e-12 olarak bulunur.

Simdi literatiirdeki calismalardan alinan Ornekler icin karsilastirmali bir tablo
verilecektir. Bu tabloda, literatiirde benzer problemlere matris ayrisgimlari veya
iteratif yontemlerle ¢6zlim arayan mevcut calismalardaki Ornekleri, bu calismada
verilen algoritma ile tekrar ¢oziip bulunan sonuglar ve daha oOnceki sonuglar

karsilastirmali olarak verilmistir.



Tablo 3.2. Sonuglarin Karsilastirmali Tablosu II
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NORMLAR Ornek 3.1 [9] Ornek 1 [10] Ornek 4.1 [18] Ormnek 4.2 [18]
[AXB—C] 179.0445 0 25165 2.6037
179.0445 2.3595e-12 1.3734 2.6036
”x _ XO” 16.7482 17.6635 2.5409 60.9637
16.7482 17.6635 2.9980 60.9128
” Aiy _ g1|| 5.0700 0 23.7777 0.1250
3.9208e-10 1.3583e-09 4.5113e-14 5.293%-13

Tabloda her bir hiicredeki ilk deger referans alinan ¢alismadaki sonucu, ikinci deger

ise bu ¢aligmadaki yontem ile elde edilen sonucu gostermektedir. AXB=C lineer
matris denkleminin normal denklemlerinin kalan vektdriiniin biiyikligi |Ay—g,||
olmak tizere, tabloda son satirdaki degerler beklenildigi iizere sifira ¢ok yakin olarak

bulunmustur. [10] makalesindeki Ornek 1 ile [18] makalesindeki Orek 4.2 igin
burada elde edilen sonuglar ile makalelerdeki sonuglar aynidir. [9] makalesindeki

Ornek 3.1 igin ise, ||A1y—g1|| ‘nin degerinde kayda deger farklilik vardir. Teorem
2.11°den de biliyoruz ki bir vektdriin en kiigiik kareler ¢oziimii olmasinin gerek ve

yeter kosulu normal denklemlerini saglamasidir. Bu durum g6z 6niine alindiginda ise

bulunan ¢6ziimiin en iyi yaklasik ¢6ziim dolayisiyla bir en kii¢iik kareler ¢ozimii
olmasi i¢in ||A1y—g1|| ifadesinin degeri, bilgisayar hesaplamalarindan kaynaklanan
hata pay1 hari¢ tutulmak tizere sifir ¢tkmalidir. Benzer sekilde [18] makalesindeki
Ornek 4.1 igin referans alinan c¢alismadaki sonug icin ||A&y_91||:23-7777 olarak
hesaplanirken, bu calismada verilen algoritma ile elde edilen sonug¢ igin

||Ay - gl|| =4.5113e —14 olarak hesaplanmistir.




BOLUM 4. KUATERNIYON MATRIiS DENKLEMLERI IiCIN
MATRIS YAKINLIK PROBLEMIi

4.1. Giris

Bu bolimde, minimum kalan problemi ve matris yakinlik problemi,

(AXB,CXD)=(E,F) matris denklemi i¢in matrislerin kuaterniyon olmasi

durumunda ele almacaktir. Oncelikle kuaterniyon matrisler ile ilgili baz1 temel

tanimlar ve notasyonlar tanitilacaktir.

Kuaterniyonlar kiimesi, ilk defa irlandali matematik¢i Sir William Rowan Hamilton
tarafindan 1843 yilinda tanimlanmistir ve karmasik sayilar cisminin genislemesi olan

bir yar1 cisimdir. Simdi bu yar1 cisim tanitilacaktir.

a,, a,, a,, a, reel sayilar ve

i?=j°=k* =ijk =-1,
ij=—Ji=Kk, jk=-kj=1i, ki=-ik = J,
olmak iizere bir a kuaterniyon sayisi tek tiirlii olarak a=a, +aji+a,]+ak
seklinde ifade edilir. Ayrica, C,=a,+ai ve C,=a,+a,] olmak iizere bir a
kuaterniyon sayisi iki karmagik sayinin toplami olarak a=cC,+C,] bigiminde de
yazilabilir. Bir a kuaterniyon sayismin reel kismi Re(a)=a,, sanal kismi

Im(a)=aji+a,j+ak, eslenigi a=a,—ai—a,j—ak ve normu

al|= Jaa = \/’a§ +a’+a+a’ biciminde tanimlanr.


https://tr.wikipedia.org/wiki/%C4%B0rlanda
https://tr.wikipedia.org/wiki/William_Rowan_Hamilton
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Benzer sekilde, bir A, kuaterniyon matrisi, A,, A, A,, A, ell . olmak iizere,

n

tek tiirlii olarak
A=A, +Ai+A,j+AK
veya A=A, +Ajiell . ve A =A,+Ajell . olmak iizere, tek tirlii olarak
A=A+A]

biciminde de ifade edilir. A,  kuaterniyon matrisinin  eslenigi
A=Re(A)-Im(A)i—Re(A)j—Im(A)k seklinde tanimlanir. Bir A kuaterniyon

matrisinin karmagik gosterim matrisi f (A) ile gosterilir ve

J SEPHp.

bi¢iminde tanimlanir. Bu gésterim tek tiirliidiir. Bir a kuaterniyon sayisi, ¢, ¢, €[J

(2

>

olmak tizere " =" sembolii kullanilarak & €[] ? karmasik vektorii ile

c+Cj=a=zd=(c,C,)

bi¢iminde  gosterilsin.  Benzer  gosterim, A, A, ell ., olmak iizere

A=A +AjeH,  matrisii¢in

A+AjJ=A=A=(A.A)

biciminde yapilir. Bu gdsterimler goz oniine alindiginda
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vec(A)wec(Az)J=VeC(A>EVeC(A)=(VEC(M]

vec(A,)

esitligi yazilabilir. A=(Re(A), Im(A),Re(A,), Im(A,)) olsun. Bu durumda

vec ( A)= (4.1)

olur. A=A+Aj ve B=B/ +B,j kuaterniyon matrisler olmak fiizere, iki

kuaterniyon matrisin toplam1 ve ¢arpimi sirasiyla

(A+B)+(A+B,)j=(A+B)=A+B=(A+B,A +B,)

ve
(A+AjJ)(B+B,j)=AB=AB=(AB,-AB,)+(AB,~AB)j

seklinde tanimlidir [42]. Lee tarafindan verilen merkezi-hermityen ve ters-merkezi-

hermityen matris tanimlar1 asagidaki gibidir.

Tanmm 4.1. A:(aij) el ., matrisine, eger a; =@ 1<i<m, 1<j<n,

n m—i+1,n—j+1?

ise merkezi-hermityen matris, eger a&; =—a, ;,;, j.;» 1<i<m, 1< j<n, ise ters-

merkezi-hermityen matris denir [64].

Bu tanim ¢ergevesinde, kuaterniyon merkezi-hermityen ve kuaterniyon ters-merkezi-

hermityen matris asagidaki gibi tanimlanir.
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Tamim 4.2. A:(aij)e H,,., matrisine, eger a; =&, ;,,, ;,,» 1<i<m, 1< j<n, ise

kuaterniyon merkezi-hermityen matris, eger a; =-a, 1<i<m, 1<j<n,

—i+1,n—j+1?
ise kuaterniyon ters-merkezi-hermityen matris denir. Burada a ile a kuaterniyon

sayisinin eslenigi kastedilmektedir.

e, I, matrisinin I. siitunu ve J, =(e,,€.,,...,€ ) olsun. Bu durumda, literatiirdeki

mevcut tanimlamalar dikkate alindiginda, eger bir AeH,__ matrisi kuaterniyon

n

merkezi-hermityen matris ise

JAJ, = A (4.2)
kuaterniyon ters-merkezi-hermityen matris ise
J A =-A (4.3)

esitliklerinin saglandigina ve tersinine (4.2) ve (4.3) esitlikleri saglaniyorsa,

AeH, . matrisine sirasiyla kuaterniyon merkezi-hermityen matris ve kuaterniyon

n

ters-merkezi-hermityen matris denilecegine dikkat ediniz.

4.2. (AXB,CXD)=(E,F) Kuaterniyon Matris Denkleminin Kuaterniyon

Merkezi-Hermityen ve Kuaterniyon Ters-Merkezi-Hermityen Coziimleri

A:(aij)e H, . matrisi igin &, =[31k & .- amk]T, k=12,...,n, olsun. r=§n7+1§

olmak iizere vec, (A)
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bigiminde tanimlansin. vec, (A) ile, A matrisinin ilk r siitunundan olusan matrise
vec operatorii uygulanmasi ile elde edilen vektoriin gosterildigine dikkat etmek

gerekir. vec, (A)

vec, (Re(A))

-\ | vec (Im(A))

e (A) vec, (Re(A,))
vec, (Im(4,))

seklinde tanimlansin. Bu durumda

[vec(A)|= Hvec(A)H = Hvec(ﬂ)”

esitliginin dogru oldugu goriiliir.

Bundan sonra Q sembolii ya H{7, ya da H3CY kiimelerinden birini gosterecektir.

pxq

Asagidaki problemleri ele alalim.

Problem 4.1. AeH BeH CeH

mxp? gy DeH EeH ve

my xmy 7 myxp? gxny

FeH, ., olsun. Budurumda,

xNy

HAXB CH HDXE FH min {| AXB —C||+ |DXE —F |}

XeQ

olacak sekilde X € Q matrisini bulmak.

Problem 4.2. SEX , Problem 4.1’in ¢6zlim kiimesi olmak iizere verilen bir X, € H oxq

matrisi i¢in,
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HX — X[ = min

XGSE><

X - X,

olacak sekilde X €S, matrisini bulmak.

Bu boliimde, Problem 4.1 ve Problem 4.2°nin kuaterniyon merkezi-hermityen ve

kuateniyon ters-merkezi-hermityen ¢oziimleri ele alinacaktir.

S =(sij)eD oxq Merkezi-hermityen (ters-merkezi-hermityen) matrisi ele alinsin.

Satir ve siitun sayilari g6z Oniine alindiginda vektdr notasyonu ile, S, matrisi

asagidaki bigimlerde ifade edilebilir.

Durum I. Eger q ¢ift say1 ( p ¢ift veya tek say1) ise,

p p
S=>s,(6,0....,0e . )+ > 5,(0e,0,...,0,%e,,;,0)+...
i=1 i=1

1Y p+l-i

. . (4.4)
+Zsi,r71(o"“’annO,O,iepﬂfi,0,...,0)+Zsir(o,...,O,ei,iepﬂfi,o,...,O),

i=1 i=1

Durum Il. Eger g tek say1 ve p ¢ift say1 ise,

p p

S=>5,(e.0,...,0+e ., )+ 5,(0,€,0,...,0,%e,, ;,0)+...

p i-1 i-1 iy (4.5)
+ZsiH(0,...,O,ei,O,J_repﬂfi,O,...,O)+EZsi,(0,...,O,ei ++e,,,,,0,...,0),

i=1 i=1
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Durum I11. Eger g ve p tek sayi ise,

p p
S=>5,(e,0,...0e . )+ > 5,(0.€,0,...,0,%e,, ;,0)+...
i=1 i=1

p

+>°5,.400,...,0,¢,0,%e,,, ;,0,...,0) (4.6)
i=1
1 p
+=( sir(O,...,O,eiiep+lfi,0,...,0))+1p+lﬁ ©.....0,e ., .,0,...,0).
2= Exl B2t
. Hp+lH
Y82

Burada e, |, matrisinin I. sitununu, O px1 boyutlu sifir vektoriini ve T,

p

%CI;]-% sayisim gostermektedir. (4.4), (4.5) ve (4.6) denklemlerinde, eger S matrisi

merkezi-simetrik bir matris ise "+" semboli "+" isareti anlamina, ters-merkezi-

simetrik bir matris ise "—" isareti anlamina gelir.

Bir kuaterniyon matrisin, kuaterniyon merkezi-hermityen veya kuaterniyon ters-

merkezi-hermityen olup olmadigini test etmek igin bir kriter ortaya koyan teoremi

vermeden 6nce teoremin ifadesinde gecen K™ ve K™ blok matrislerini tanitalim.

K" ve K™ matrisleri [Kf,Kzi,..., Kf] bigimindeki blok matrisler olmak {izere

pax p boyutlu K* matrislerinin i. situnu K}, i=12..,p, j=12,...,r, ile

J H

gosterilsin. Kr, i1=12,...,p, j=12,...,r, asagidaki sekilde tanimlanir:
Durum . j<T ise,

S
Kj =€.ap e

i pa-(i-1)-(j-1)p"

DurumIl. j=r ise,
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i. q ciftsayi ( p cift veya tek say1) oldugunda K:t =€ (r1)p TCpq (1) (r1)p’

.. ) e 1
ii. g teksayive p ¢ift say1 oldugunda K| = E(Ei+(r_1)p €0 (1)-(r1p);

. 1
. q ve P tek say1 oldugunda | # %%E igin

it 1 - p +1 .. it
K =§(ei+(r—1)p iepq—(i—l)—(r—l)p) ve 'ZETE ¢m K, =e,

seklindedir. Burada e, |p matrisinin 1. siitunudur. Ayrica, "t" semboliiniin

yalnizca "+" isaretini veya yalnizca "-" isaretini gosterdigini, yani bu isaretlerden

biri kullanildiginda tiim isaretlerin onunla ayni oldugunu hatirlatmakta yarar vardir.

Diger deyisle eger onlardan biri "+" isareti ise hepsi "+" isareti olmali, 6rnegin,

K*=[ K/, K;,.... K ] gibi.
Simdi siradaki teoremi verelim.

Teorem 4.1. X, X, ell , ve X=X +X,jeH, olsun. Budurumda,

X e HS < vec(X) = K*vec, (Re(X,)) + K vec, (Im(X,))i + K vec, (Re(X,)) j + K vec, (Im(X,))k

pxq

ve

X e H7 < vec(X) = Kvec, (Re(X,)) + K vec, (Im(X,))i + K*vec, (Re(X,)) j + K vec, (Im(X,,))k

a

dir. Burada K* ve K™ matrisleri yukarida tanimlandig: gibidir.

Ispat. X =Re(X,)+Im(X,)i+Re(X,)j+Im(X,)k e olsun. S matrisi Re(X,),

Im(X,), Re(X,), Im(X,) matrislerinden birini gostersin. X e HY, i¢cin S matrisi
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Re(X,) matrisini gosteriyorsa "t" sembolii yerine "+" isareti, eger S matrisi

Im(X,), Im(X,), Re(X,) matrislerinden birini gésteriyor ise "t" sembolii yerine

—" isareti almr. X e H}7, igin ise isaretler soylendigi siranin tersine kullanilir.

Boylece "t" sembolii "+" alindiginda
vec(S) = K'vec, (S)
ve "-" isareti olarak alindiginda
vec(S) = K vec, (S)
oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir. [

Teorem 4.2. Her X = X, + X, j € Q matrisi igin

( ) I il 0 0

vec( X 0 0 I il ;

vec(—ij) =1\ S o o Wvec,, (X ) (4.7)
0 0 I -il

esitligi  dogrudur. (4.7) esitligindeki W  matrisi X eHS'  oldugunda

pxq

W =diag(K",K",K",K*) ve X eH oldugunda W =diag(K ,K*K",K")

pxq

seklindedir.



Ispat. X e HS olsun. Bu durumda,

vec(X,)
vec(x) ) vec(é)
vec(—ij) B vec(f)
vec(Xz)

1 00 0 vec(X,)
|00 1o VEC(Xl)
10 10 0} vec(X,)

0.0 0 1] vec(x;)

I il 0 0)K* 0 0 0 vec(
00 1 il o K 0 0 |vec/(
{1 il 0 00 0 K0 |vec/(

0 0 I -il)to 0 0 K ){vec(

I il 0 O

0 O il —
=l 0 ercq,(x)

o 0 I -l
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seklindedir. Dolayisiyla iddia dogrudur. ispat X € H>*"' olmas1 durumunda benzer

pxq

sekilde yapilir.

O

Kuaterniyonlar yar1 cismi ¢arpma islemi altinda degismeli olmadigindan, karmasik

matrisler kiimesinde saglanan

vec(ABC) = (CT ® A)vecB

(4.8)
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esitligi,  kuaterniyon  matrisler = kiimesinde saglanmaz. Diger taraftan,

A=A+AjeH ,, X=X +X,jeH ,ve B=B +B,jeH_ olmak iizere,

vec(X)

vec(AXB) =(f(B)' ®A, f(Bj)" ®A,) vec(—ij)

(4.9)

esitligi vardir [41]. Teorem 4.2°den X = X, + X, j € Q igin vec(AXB) vektoril,

I il 0 O

T N 0 0 I il
vec( AXB) = (f (B) OATEB) @A) o o

0O 0 1 il

Wvec, ()Z) (4.10)

bigiminde yazilabilir. (4.10) esitligindeki W  matrisinin, X eH  igin

W =diag(K",K",K",K™) ve X e H3¥ igin W =diag(K",K*,K*,K") bigiminde

pxq

olduguna dikkat ediniz.

Simdi esas teorem verilmeden once, basitlik agisindan bazi ek gosterimler verelim.
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I i1 0 O
. - 0 il
Q=(T(B) @A T(B) ®A) =~ . o 4 W
o 0 I -il
I il 0 O
T - o 0 I il
sz(f(E) ®D1’f(EJ) ®D2) | il 0 0O W,
o 0 I =il
Q =(Qlj1 P =Re(Qp), B, =1m(Q),
vec(Re(C))
vec(Re(F))
e=
vec(Im(C)) (4.11)
vec(lm(F))
olsun. Burada A=A+AjeH, ,, B=B+B,jeH,,, C=C+C,jeH, .,

D=D+D,jeH,, ., E=E+EjeH,, ve F=F+FjeH, , ’dir. Ayrica

W matrisi Teorem 4.2’nin ifadesinde agiklandig: gibidir.

Teorem 4.3. AeH BeH CeH DeH EeH,, Ve

mxp? axm ! m <y ! myxp’?
FeH, ., bilinen matrisler olsun. Bu durumda X, eH , verilen bir matris ve h

uygun boyutlu herhangi bir vektor olmak tizere,

w5l e (2 2]

olacak sekildeki X matrisi Problem 4.1 igin bir ¢6zliimdiir. Bundan baska,
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Oowl B R (R
vec(X):W(Pj e+W£I _(PJ (ijvecq)(xo)

olacak sekildeki X matrisi Problem 4.2°nin ¢6ziimiidiir. Burada W matrisi, Teorem

4.2’nin ifadesinde agiklandigi gibidir.

Ispat. Q kiimesi iizerinde ||AXB—C||+|| DXE—F|| ifadesini g6z Oniine alalim. Bu

durumda,
| AXB - C| +|DXE - F | =|vec( AXB)-vec(C)| +|vec(DXE) - vec (F )|

e8] v e e

olarak elde edilir. Dolayistyla, Q kiimesi iizerinde | AXB—C|+|DXE - F| ifadesini

ifadesini minimum yapmaya denktir. Ote

P -
minimum yapmak, H[Pljvecm (X )—e
2

yandan, Teorem 2.9°dan biliyoruz ki, h uygun boyutlu keyfi bir vektor olmak iizere,
A'g+(I —A"A)h bigimindeki her vektor Ax=g tutarli lineer denklemler
sisteminin bir ¢6ziimidiir. Benzer sekilde, Teorem 2.10’dan Ax=g lineer

denklemler sistemi tutarsiz ise, en kii¢lik kareler ¢oziimlerinin kiimesi tamamen ayni

bi¢cimde ifade edilir ve Teorem 2.12’den Ax =g lineer denklemler sisteminin en iyi
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P - .
yaklagik ¢oziimii A'g bi¢imindedir. Sonu¢ olarak, (Pljve% (X ) =e lineer

2
denklemler sisteminin tutarli olmasi durumunda genel ¢6ziim ile tutarsiz olmasi

durumunda en kii¢iik kareler ¢oziimii,

@ Q-G

R "
seklindedir. Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 gbz Oniine alindiginda [ ljveC(D(X)=e
P

2

lineer denklemler sisteminin  |vec, (X )—vec, (X,)| degeri en kiigiik olacak

sekildeki vec, ( X ) ¢ozim vektort,

vecm(;)z(gj e+£l —[Ej (EJJve%(XO) (4.13)

olarak elde edilir. vec(-) =Wvec,(-) esitligi goz oniine alinirsa, (4.12) ve (4.13)

yerine sirasiyla,

vec(;)=W(2j+e+W{l [EI(EBh (4.14)

ve

Dowl(B) RY(R
vec(X):W(PJ e+W[I _(P] [PHVQC@(XO) (4.15)

esitlikleri elde edilir. Bdylece ispat tamamlanir. i
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4.2.1. Algoritma ve sayisal 6rnekler

Problem 4.1’in ¢6ziim kiimesi tizerinde Problem 4.2’nin ¢oziimiini bulmak i¢in bir

algoritma asagidaki gibi verilebilir.
Algoritma 4.1.

Adim 1. AeH BeH CeH DeH EcH FeH ve

myxp? axn m, <y ? myxp? axny * My XNy

X, € H,,, matrislerini giriniz.
Adim 2.
I. ( ¢iftsayr (p ¢ift veya tek say1) ise K* ve K~ matrislerini
I +1
it
ik
seklinde olusturunuz.

ii. Q tek say1ve p ¢ift say1ise K* ve K~ matrislerini

(P el ety P
0 I J
Ty g 2
K| 2 02 2 2 ,
p_Hg+l J p I p
St 2 2
) p( L 0 p( TP 0 p( TP

N
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(P p(TEP Op(uq%lu—l) P
L SLLCEIN I P J »
K, _ 020 2 2
g,p(:q%l}l) _Jg Ig
ey ey Oy

seklinde olusturunuz.

iii. g ve p tek sayiise K" ve K~ matrislerini

0 0 0
g+l g+le 4y p-1 “q+1z, 09+l gy P
p(ngfl) p(ETz D PG A P70
I 0 J
p-1 g+l P P P
T‘D(H Y 2 2" 2
+_| O 0. | 0
J 0 |
p-1  Ha+ls p P p1
G 2 2 " 2
J 0 0
g+l garly. P -1 Aa+e [atle gy pt
p(Thy  Tp(Elap Pt Tpdtiyy p(tigy 2t
0 0 0
q+1 q+1 p-1 q+1 q+1 p-1
S (e e
Op;l (Eqﬂ}l) o OL—ll Jp1
2 "L 2 2 2
~lo 0 | 0,
S P
0ps (Eqﬂ}l) I OL—ll s
2" 2 2 2 2
-J 0 0 0
q+1 q+1 p-1 q+1 q+1 p-1
ezt Cuins Ot Oty

seklinde olusturunuz.

Adim 3. Q,, Q, matrislerini ve e vektoriinii (4.11)’deki gibi olusturunuz.
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Q

Adim 4. QO:(Q J P =real(Q,), P,=imag(Q,), P:(Ej ve W matrislerini

2 2

olusturunuz.

JE—

Adim 5. vec( X ) vektoriinii (4.15) esitligini kullanarak hesaplayiniz.

—_

Adim 6. VeC(X) ifadesinden X matrisini yaziniz.

Bu algoritmada W matrisi eger kuaterniyon merkezi-hermityen ¢éziim bulunmak
isteniyor ise W =diag(K",K™,K™,K") seklinde, eger kuaterniyon ters-merkezi-

hermityen ¢oziim bulmak isteniyor ise W =diag(K,K",K",K") seklindedir.

Bu kisim, Q semboliiniin sirasiyla H' ve H*" kiimelerini temsil etmesi

durumlarinda Problem 4.2 ile ilgili 6rnekler verilerek tamamlanacaktir.

Ornek 4.1.

4+51—-5j+5k -2+3i+5j-3k -5+ 2i -3k 2+i—-4j+k
A=| 1+5j+2k 1+i+3j+2k 2+4j—4k 1-4i+4j-4k |,
-3-5i—j+4k 3+i-4j+3k -1-4i+2j—-4k 1+3i-5j+3k

1-2i+3k 2-21-2j+2k 3-i-3j+4k 5-3i+j-4k 2i+ 3k
B —4+2i-j-3k 3+i+3j+k 5+ 3k -3-3i-2j+2k -3+2i-5j-4k
2+i+ ] 4+41-3)+3k 2+3i-2j-4k  -3+5i-2j “1+i-4j-3k |
-1-4i+j-3k 2+3i-5j+4k 1-3i-3j-2k 5-2k -3-4i-4j-2k
3-5j-4k  -1+2i-5j-2k -1-3i+3j+2k -3j-4k =2i+2j-2k
C=|-1-21-3j+k -1+3i+3j+2k 4+5i + 3Kk -1-i—j+5k 4-i+4j+2k |

—2-2i+2]j 2i+2] A+i1+5j+2k -2-4i+j-2k —-4+3i+4j-4k
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—2-2i+3j+4k 1-i-5j-5k —2—-i-4j —4—-4i+ -2k
2—4i+2j-4k 2+i+2j+3k 2-5i+3j+3k 4+5i-4j+k

D=| 2i+4j+4k 4451+ j—-3K 4—j+3k 44+51-3] |,
—2—-4i+5j+4k 2+1—5k 5i+4j-2k 3i—-5j-3k
5-4i-4j+4k  —4i+j-3k 4+5i+3]+2k i-3j-k

1-2i-4j+4k 1+3i+3j+4k

3+2i+2j-5k 3+5i+2j+k
2—2i—-3j 3+i+4]

-3—-i+2j+k -2-3i-3j-4k

—2-51+3j+2k 4+4i-5]
3-2i-5j-k 2-51+3j+k
F=| 3-2i-4j+4k -5-2i+2j-4k
-5-3i+4j-4k 3i—4j-5k

3 2+4i+3)—-4k

ve

1-2i—j —3-4i-2j-3k -2-4i-3j-2k -5-i—-j+k
X = 1+51+3j+k k —-2-3j+3k 1+3i—2k

0 3+ j—3k A+3i+j-2k  3+5i+5j+3k 3-3i—-2j-k
5+41+3j—k -1+i-3j—-4k 2-4i-2j-k 2+2i+2j-2k

olmak iizere Algoritma 4.1 kullanilarak Problem 4.2°nin en iyi yaklasik kuaterniyon

merkezi-hermityen ¢oziim matrisi X ,

—0.020081 -0.033105 0.0089247 0.010543
Re( ) 0.0023319 0.003897  0.015587 0.0026811
1

0.0026811 0.015587  0.003897 0.0023319 |’
0.010543 0.0089247 -0.033105 -0.020081



|m(x2)=

—0.004434
—0.0068364
0.00047578

0.0022072

—0.0047598

0.025124
—0.0035488
-0.0032121

—0.0017196
—-0.01313
0.010334
0.003943

olacak sekildeki

matrisidir. Buradan |AXB-C|+|DXE-F|=357335 ve |X-X,

66

—0.004659 -0.016538 -0.0022072
—0.030919 -0.001048 -0.00047578
0.001048  0.030919 0.0068364 |’
0.016538  0.004659 0.004434
0.0080693 —0.036308 0.0032121
—0.013022  0.0063179 0.0035488
—0.0063179 0.013022 -0.025124 |’
0.036308 —0.0080693 0.0047598
—0.00090582 —0.0082238 -0.003943
—0.0037011  0.0092653 —0.010334
—0.0092653  0.0037011 0.01313 |’
0.0082238 0.00090582 0.0017196

X =Re(X, )+ Im(X, )i +Re(X, ) j+1Im(X, )k

olarak hesaplanir.

Ornek 4.2.

A 2-3i—-2j-4k
B 5+2j+k

i j+2k

—2+i+3)-2k

3—4i+4]

—3—4i—j—3kj’

=20.5249

5-i-3j-2k |,

4-3j-4k -3+2i—j+3k 3+2i+4j+4k 4-3i+3j+3k 5-4i—j-2k
B=| i+j-3k —-4-4i-3j+k 3+i-2j+k 2+i+5j+k
—4i -k —4+i+4j+k -3+i+j-5k 2—-i+4]j

~1-2i+3j
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( 3+4i-2k  -3-3i-j-4k -3-4di+j+k 3-3i-j-k 3-2i+4j+4k
| -5+3i+5j+3k  —2+5i+] 1+2i+2j+2k 3-3i+4j+2k 2-3i+3j-4k )

—4+5i—j+2k 5-2i-2j+5k —-4-2i—-4j+4k
4-2j+4k  3+2i-4j-3k -1+ j+k
-1-i+5j-2k 5+5i+ j+3k —5i—-2j+2k
-1+5i+5k  -3+2i-3j+k 1+4i—-j+2k

-1-3j-3k 2i—2]
E=| 2-3i—j+3k 1+4i+5j-2k |,
-5-2i+4j+2k -2+4i+ j-5k

-3-3i-5j+2k -3+4i—j-2k
-1+3i-5j+2k 3+i—-3K

F=
1+5] 4-4i+3]-k
5-4i+2j+k 4i-5]+4k
ve
-3-2i-3j+k —A4+4i-2j+2k 4-4i+3j-k
Xo=|-1+2i-4j-3k —4i—j+k 2-2i+2j-3k

—2+4i+k 3+3j-2k -1+4i—-j+3k

olmak tizere Algoritma 4.1 kullanilarak Problem 4.2’nin en iyi yaklasik kuaterniyon

ters-merkezi-hermityen ¢6ziim matrisi,

-0.0083773 0.007876 0.0144
Re(Xl) =| 0.019761 0.010424 -0.019761
-0.0144 -0.007876 0.0083773

0.024422 -0.019287 -0.018729
Im(X,)=| 0.0028795  0.016155 0.0028795
-0.018729 -0.019287  0.024422
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0.011873 0.026716 0.0056265
Re(X,)=| 0012897 -0.083791 0012897
0.0056265 0.026716  0.011873

0.032421 0.019194 -0.0080128
|m(x2)= -0.025454 -0.016904  -0.025454
-0.0080128 0.019194  0.032421

olacak sekildeki

X =Re(X,)+Im(X, )i +Re(X, ) j+1Im(X,)k

¢Oziim matrisidir. Buradan, =15.607

AXB—CH+HDXE—FH:29.221 ve Hx ~ X,

olarak bulunur.



BOLUM 5. SONUCLAR VE TARTISMALAR

Birinci boliimde calismada ele alinan problemler tanitilmis ve literatiir bilgisine

deginilmistir.
Ikinci béliimde ise ¢alisma icin gerekli temel tanim ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliim, iki kisimdan olusmakta olup ilk kisimda

(AXB,, A XB,,...,AXB,)=(C,,C,....,C;) lineer matris denkleminin verilen bir X,

matrisine en yakin olacak sekildeki simetrik ve ters-simetrik X ¢0ziim matrisi
Moore-Penrose ters kavrami ve klasik lineer denklemler sistemine indirgeme
yontemi kullanilarak elde edilmistir. Ele alinan problemde, matris denkleminin tutarli

olmasi durumunda genel ¢oziimler kiimesi {izerinden, tutarsiz olmast durumunda en
kiigiik kareler ¢oziimler kiimesi iizerinden ||X —X0|| ifadesini minimum yapacak

sekildeki ¢Oziim matrisi bulunmustur. Bunu yaparken ise, Oncelikle matris
denklemleri Kronecker c¢arpim yardimiyla Klasik lineer denklemler sistemine
dontstiiriilmiis ve ilgili temel teoremler yardimiyla bu denklemler sisteminin ¢oziimii
bulunmus ve elde edilen ¢6ziim vektorli son olarak matris bigiminde yazilmistir.
Yapilan bu islemler algoritmik olarak ifade edilmis ve teorik olarak elde edilen
¢Ozlimlerin dogrulugu oOrnekler ile sayisal olarak dogrulanmis ve karsilagtirmali

tablolar seklinde gosterilmistir.

Ikinci kisimda ise AXB =C lineer matris denkleminin (P,Q)-ortogonal simetrik ve

(P,Q)-ortogonal ters-simetrik ¢oziimleri yine Moore-Penrose ters ve klasik lineer

matris denklemleri kullanilarak arastirilmistir. Fakat, burada ilk kisimdan farkli
olarak  spektral ayrisim  kavramindan  yararlanilmistir.  Spektral — ayrisim

kullanilmasinin avantaji, ayrisimda ortaya ¢ikan ortogonal ve kdsegen matrislerin
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bilgisayar algoritmasinda hesaplamalar1 yaparken silire agisindan kisalik
saglamasidir. ikinci kistm, bir nevi birinci kismin genellestirilmisidir. Ciinkii P ve

Q matrislerinin yerine | birim matrisi alindiginda problem simetrik ve ters-simetrik

¢Oziim bulmaya doniisiir. Bu kisimda, elde edilen teorik sonuglar yine ornekler

vasitastyla dogrulanmistir.

Bolum 3’teki her iki kisim i¢in de, bolim sonunda literatiirdeki Orneklerle
karsilastirmali birer tablo verilmistir. Bu tablolardaki ornekler literatiirden alinmis
olup fakli yontemler kullanilarak ¢oziimleri bulunan problemler, bu calismada
verilen yontem ile ¢ozlilmiis ve sonuglar tablolarda karsilastirmali olarak verilmistir.
Tablolardan goriildiigli lizere bu c¢alismada ortaya konulan yontemler ele alinan
matris denklemlerinin ¢oziimlerinde daha etkili olmustur. Bu beklenen durumdur.
Ciinkii, ¢alismada ortaya konulan yontemlerin iteratif olmayip temel teoremler ile
elde edilebiliyor olmasi matris denkleminin ¢ézlimiinii analitik olarak ve tek tiirlii
ortaya koymaktadir. Ugiincii béliimiin ilk ve ikinci kisminda gdz Oniine alinan
problemlerin ¢oziimleri ve elde edilen sonuglar sirasiyla [65] ve [66] ¢aligmalarinda

Ozetlenmistir.

Dordiincti boliimde ise, lglincli boliimde ele alinan ayni yapisal problemler ele
alinmigtir.  Fakat, dordiincii bolimde matrisler kuaterniyon —matrislerdir.
Kuaterniyonlar yar1 cismi c¢arpma islemine gore degismeli olmadigindan, bu tiir
problemleri kuaterniyon matrisler i¢in ¢alismak matrislerin reel ve karmasik olmasi

durumuna goére daha karmasiktir. Bunun temel nedeni ise, uygun boyutlu A, B ve

C karmasik matrisleri i¢in var olan vec(ABC) = (CT ® A)vecB esitliginin

kuaterniyonlar yari cisminde saglanmamasidir. Bu béliimde (AXB,DXE)=(C,F)

matris denkleminin kuaterniyon merkezi-hermityen ve kuaterniyon ters-merkezi-
hermityen ¢oziimleri Moore-Penrose ters, Kronecker carpim ve VeC operatorii
kullanilarak ele alinmistir. Calismanin sonunda ise, iki sayisal 6rnek verilmistir. Bu
bolimde detayli olarak ele alinan problemler ve elde edilen sonuglar [67]

calismasinda 6zetlenmistir.



71

Bir AeH,_, kuaterniyon matrisi A, A €l karmasik matrisleri ile

A=A + A ] olarak tek tiirlii yazilabilir. Benzer sekilde A, A, A,, A, el ., reel

matrisler ve i*=j*=k®=ijk=-1, ij=—ji=k, jk=-kj=i, ki=—ik=j olmak
lizere AeH, kuaterniyon matrisi, reel matrisler ~ cinsinden
A=A +A,i+A;j+Ak seklinde tek tiirlii olarak yazilabilir. Bu durumlar dikkate

alindiginda kuaterniyon yar1 cismi tizerinde ¢alismak olduk¢a 6nem arz etmektedir.

Genel olarak literatiirde matris denklemlerinin tutarli olmasi durumunda cesitli
matris ayrisimlarindan yararlanilmaktadir. Fakat, matris denklemlerinin tutarsiz
olmast durumunda, GSVD, CCD gibi matris ayrisimlarinda ortaya c¢ikan tekil
olmayan matrisler i¢in Frobenius normunun degismezligi saglanmamaktadir.
Dolayisiyla, matris ayrisimlari bu tiir ¢6ziim bulmada direkt uygulanamamaktadir
[1], [62], [68]. Bu durumda, dik iz diisim teoremi kullanilarak tutarsiz matris
denklemine denk bagska bir tutarli matris denklemi elde edilmekte ve bu tutarli matris
denkleminin ¢0ziimii matris ayrisimlart ile bulunmaktadir. Doniistiiriilerek elde
edilen tutarli matris denklemi i¢in bulunan ¢oziime, orjinal lineer tutarsiz matris
denkleminin yaklasik ¢6ziimii denilmektedir. Fakat, bu halde ele alinan problem igin
¢oziimden uzaklasilmaktadir. Buna istinaden, bu dezavantaj1 fark eden arastirmacilar
bu kez de tutarsiz matris denkleminin ¢éziimiinli bulabilmek i¢in iteratif metotlara
bagvurmuslardir [26], [69], [70], [71]. Buradaki zorluk ise en iyi ¢oziimii bulabilmek
icin algoritmada uygun bir baslangi¢ matrisi segilmesidir. Bunun ise, her problem
icin uygulanabilirligi maalesef zordur. Ayrica, diyelim ki uygun bir baslangi¢ matris
bulundu, bu kez de problemin ¢6ziimiinii bulabilmek igin algoritma ¢ok kez
tekrarlanmali. Durum bdyle olunca bilgisayar {lizerinde ¢ok sayida islem yapilmakta
ve siire uzamaktadir. Islem sayis1 artikga bilgisayarin hassasiyetinden kaynaklanan
kiiclik yuvarlama hatalar1 son adimda biiyiikk fark yaratabilmekte ve tutarsiz bir
matris denkleminin en iyi yaklagik ¢6ziimii olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul olan

normal denklemler saglanmamaktadir.

Bu agilardan degerlendirildiginde, tezde ele alinan problemlerin ¢oziimiinii bulmak

icin izlenen yontem hem teorik olmasi agisindan, hem de analitik bir sekilde
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¢Oziimiin ifadesini sunmast acisindan oldukga kullanighidir. Ayrica bulunan ¢éziim en
iyi yaklagik ¢oziimdiir ve tektir. Calismada ele alinan problemler, uygulamali
bilimlerde sik¢a karsimiza ¢ikan ve ¢6ziim bekleyen problemlerdir. Bu bakimdan,
calismanin gerek ele alinan problemler gerekse ¢oziimler i¢in kullanilan yontemler

acisindan dnemli ve katki saglayici nitelikte oldugu diistiniilmektedir.

Ayrica ele alinan problemler baska 6zel tipli matrisler i¢in de gbz Oniine alinabilir.

Buna ilaveten problemlerdeki lineer matris denklemleri farkli yapida alinabilir.
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