
T.C. 
SAKARYA ÜN�VERS�TES�

FEN B�L�MLER� ENST�TÜSÜ 

TAN H-YÖNTEM� �LE (G�/G)-AÇILIM YÖNTEM�N�N  
KAR�ILA�TIRMASI VE B�RLE�T�R�LM��

YÖNTEM�N GEL��T�R�LMES�

DOKTORA TEZ�

Tu�ba AYDEM�R 

Enstitü Anabilim Dalı : MATEMAT�K 

Enstitü Bilim Dalı : UYGULAMALI MATEMAT�K 

Tez Danı�manı : Prof. Dr. Ömer Faruk GÖZÜKIZIL 

             Aralık 2016 





BEYAN 

Tez içindeki tüm verilerin akademik kurallar çerçevesinde tarafımdan elde edildi�ini, 

görsel ve yazılı tüm bilgi ve sonuçların akademik ve etik kurallara uygun �ekilde 

sunuldu�unu, kullanılan verilerde herhangi bir tahrifat yapılmadı�ını, ba�kalarının 

eserlerinden yararlanılması durumunda bilimsel normlara uygun olarak atıfta 

bulunuldu�unu, tezde yer alan verilerin bu üniversite veya ba�ka bir üniversitede 

herhangi bir tez çalı�masında kullanılmadı�ını beyan ederim. 

Tu�ba  AYDEM�R 

16.12.2016 



�

�

�
i

TE�EKKÜR 

Doktora e�itimim boyunca bana verdi�i deste�i, kelimelerle ifade edemeyece�im 

kadar büyük olan de�erli çalı�ma arkada�ım Yrd. Doç. Dr. �amil AKÇA�IL’a, 

Bu çalı�ma boyunca bana danı�manlık yapan hocam sayın Prof. Dr. Ömer Faruk 

GÖZÜKIZIL’a, 

Bana doktora e�itimim boyunca her zaman destek veren aileme ve özelikle abim 

Ahmet AYDEM�R’e, 

Son olarak da 2211-Yurt �çi Doktora Burs Programı kapsamında sa�ladı�ı destekten 

ötürü TÜB�TAK Bilim �nsani Destekleme Daire Ba�kanlı�ı birimine te�ekkür 

ederim. 

   



�

�

�
ii

�Ç�NDEK�LER 

TE�EKKÜR……………………………………………………………..………..     i 

�Ç�NDEK�LER……………………………………………………………..……..    ii 

S�MGELER VE KISALTMALAR L�STES�……………………………………..    v 

�EK�LLER L�STES�………………………………………………………...…...    vi     

ÖZET ……………………….………………………………………………….....  vii 

SUMMARY……………………………………………………………………....   viii 

BÖLÜM 1. 

G�R��  .....................................................................................................................      1 

1.1. Tanımlar .................................................................................................      2 

1.2. Soliter Dalgaların Tarihi ........................................................................      4 

1.3. Dalga Kavramı .........................................................................................    6 

1.4. Dalga Tipleri ..........................................................................................      8 

 1.4.1. Soliter dalgalar ve solitonlar ........................................................      8

 1.4.2. Periyodik dalgalar ........................................................................      8 

 1.4.3. Kink dalgalar ................................................................................      9 

 1.4.4. Peakon dalgalar ...........................................................................     10 

 1.4.5. Cuspon dalgalar ..........................................................................     11 

 1.4.6. Kompakton .................................................................................      12 

1.5. Dispersiyon ve Disspasyon ..................................................................      12 

BÖLÜM.2.  

BENJAM�N-BONA-MAHONY-BURGERS T�P� NONL�NEER KISM�

D�FERANS�YEL DENKLEMLER�N ( )/G G′ -AÇILIM YÖNTEM� �LE 

ÇÖZÜMLER� .......................................................................................................      15 



�

�

�
iii

2.1. Giri�......................................................................................................      15 

2.2. ( )/G G′ -Açılım Yöntemi ....................................................................      16 

2.3. Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) Denkleminin ( )/G G′ �

Açılım  Yöntemi ile Çözümü ..............................................................      19 

2.4. Genelle�tirilmi� Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB)………. 

Denkleminin ( )/G G′ -Açılım Yöntemi ile Çözümü .........................      30 

�

BÖLÜM.3.  

GEN��LET�LM�� VE MOD�F�YE ED�LM�� TANH-YÖNTEM� �LE 

( )/G G′ - AÇILIM YÖNTEM� ARASINDA KAR�ILA�TIRMA .........................    40 

3.1. Giri�......................................................................................................      40 

3.2. Geni�letilmi� ve Modifiye Edilmi� Tanh-Yöntemi...............................     42

3.3. Geni�letilmi� ve Modifiye Edilmi� Tanh-Yöntemi ile ( )/G G′ -   

Açılım  Yöntemi Arasındaki Ba�lantı ....................................................    44 

3.4. Lonngren Dalga Denkleminin �ki Yöntemle Çözümü ..........................     47 

��3.4.1. ( )/G G′ -açılım yöntemi ile çözüm ...........................................      48 

��3.4.2. Geni�letilmi� ve modifiye edilmi� tanh-yöntemi ile çözüm ......      50 

3.5. Lonngren Dalga Denkleminde Kullanılan Maple Komutları ...............     56 

��3.5.1. ( )/G G′ -açılım yöntemi Maple komutları ................................      56 

��3.5.2. Geni�letilmi� ve modifiye edilmi� tanh-yöntemi ile çözüm 

Maple komutları ........................................................................      56 

3.6. �ki Yöntemin Benzerlikleri ...................................................................     57 

�

BÖLÜM.4.  

B�RLE�T�R�LM�� YÖNTEM  .............................................................................      62 

4.1. Giri�......................................................................................................      62 

4.2. Tanh-fonksiyon Yöntem Ailesi............................................................      63 

��4.2.1. Standart tanh-yöntemi ...............................................................      64 

��4.2.2. Geni�letilmi� tanh-yöntemi .......................................................      65 

��4.2.3. Geni�letilmi� ve modifiye edilmi� tanh-yöntemi ......................      65 



�

�

�
iv

 4.2.4. Kompleks tanh-yöntemi .............................................................      67 

4.3. Birle�tirilmi� Yöntem...........................................................................      68 

4.4. ( )/G G′ -açılım Yöntemi Ailesi  ..........................................................      71 

�4.4.1. Genelle�tirilmi� ( )/G G′ -açılım yönteminin yeni yakla�ımı.....      71 

�4.4.2. ( )/ ,1/G G G′ -açılım yöntemi ....................................................      73 

4.5. Birle�tirilmi� Yöntem ile Di�erlerinin Kar�ıla�tırılması .....................      73 

4.6. Lonngren Dalga Denkleminin Birle�tirilmi� Yöntemle Çözümü .........     79 

�

BÖLÜM.5.  

SONUÇLAR VE ÖNER�LER  ..............................................................................     93 

KAYNAKLAR .......................................................................................................     95 

ÖZGEÇM�� ..........................................................................................................    104

�

�

�



�

�

�
v

S�MGELER VE KISALTMALAR L�STES�

KdV : Korteweg-de Vries 

( )/G G′ : G  çözüm fonksiyonun ξ  de�i�kenine göre türevine bölümü 

( ),u x t : �ki de�i�kenli fonksiyon 

ξ  : Dalga de�i�keni 

xu : u  fonksiyonunun x  de�i�kenine göre birinci kısmi türevi 

xxu : u  fonksiyonunun x  de�i�kenine göre ikinci kısmi türevi 

( )'u ξ : u  fonksiyonunun ξ  de�i�kenine göre birinci adi türevi 

( )''u ξ : u  fonksiyonunun ξ  de�i�kenine göre ikinci adi türevi 

  

  

  

  

  

  

  



�

�

�
vi

�EK�LLER L�STES�

  

�ekil 1.1. ( ) ( )2, sec , ,u x t h x t x tπ π= − − ≤ ≤   soliton çözümün grafi�i .............       8                    

�ekil 1.2.  ( ) ( ), cos , 3 , 3u x t x t x tπ π= − − ≤ ≤  periyodik çözümü………………      9   

�ekil 1.3.  ( ), 1 tanh( ), 10 , 10u x t x t x t= − − − ≤ ≤  kink çözümü…………………     10 

�ekil 1.4. ( ), , 2 , 2x t
u x t e x t

− −
= − ≤ ≤  peakon çözümü…………………..............    11 

�ekil 1.5. ( )
1

6, , 2 , 2x t
u x t e x t

− −= − ≤ ≤  cuspon çözümü………………...…………  11    

�ekil 1.6. ( ) ( )
1

2, cos ,0 , 1u x t x t x t= − ≤ ≤  kompakton çözümü………..………...   12 

  



�

�

�
vii

ÖZET 

Anahtar kelimeler: Lineer Olmayan Kısmi Türevli Denklem, Geni�letilmi� ve 
Modifiye Edilmi� Tanh-Yöntem, (G’/G)-açılım Yöntemi, Birle�tirilmi� Yöntem. 

Bu çalı�manın amacı, nonlineer kısmi diferansiyel denklemlerin çözümünde yakla�ık 
20 yıldır yaygın olarak kullanılan tanh-yöntemi ile (G’/G)-açılım yöntemini tanıtmak 
ve kar�ıla�tırmaktır. Bölüm 2’de her iki yöntem ile ilgili detaylı bilgi ve uygulamalar 
verildikten sonra, bölüm 3’de iki yöntemin en sık kullanılan iki üyesi kar�ıla�tırılıp, 
benzerlikler ve farklılıklar belirlenmi�tir. Daha sonra, bölüm 4’de bu iki aile 
birle�tirilmi� yöntem olarak adlandırılan tek bir yöntem altında birle�tirilmi�tir. 
  
Bu çalı�ma boyunca, cebirsel i�lemler için Maple programı kullanılmı�tır. 
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COMPARISON BETWEEN THE (G�/G)-EXPANSION METHOD 
AND THE MODIFIED EXTENDED TANH METHOD AND 

IMPROVING UNIFIED METHOD 

SUMMARY 

Keywords: Nonlinear Partial Differential Equation, Modified Extended  Tanh 

Method, The ( )/G G′ -expansion Method, Unified Method. 

The aim of this study is to introduce and compare the family of the tanh-methods and 

the family of the ( )/G G′ -expansion methods which is widely used to solve 

nonlineer partial differential equations over 20 years. Giving detailed information 
with regard to these two methods and applications in section 2, two members of these 
two families frequently used compared and determined similarities and differences of 
two methods in section 3. Afterwards, in section 4, these two families are unified in 
one method which is called unified method. 
  
Maple was used throughout the study for  algebraic operations.  
�



BÖLÜM 1. G�R��

Lineer olmayan kısmi türevli denklemler matemati�in önemli alanlarından biridir. 

Bu önemini özellikle karma�ık fiziksel olayları tanımlamak için kullanılmasından 

alır. Bu bahsedilen karma�ık olaylar, akı�kanlar mekani�i, katıhal fizi�i, plazma 

fizi�i, plazma dalga ve kimyasal fizik, hidrodinamik, optik gibi birçok alandan 

modellenerek, sürekli bir �ekilde matematik havuzuna akan denklemlere dönü�ürler. 

Bu nedenle yakla�ık 100 yıldan fazla bir süredir bu denklemlerin nümerik ya da tam 

çözümleri ara�tırılmaktadır.  

Bir kısmi türevli denklem ile ilgili bir ara�tırma yapılırken öncelikle varlık-teklik 

çalı�an ara�tırmacılar, ele alınan problemin çözümünün var olup olmadı�ı ve e�er 

varsa bu çözümün tek olup olmadı�ını ara�tırırlar. Bu sayede çözümünün var oldu�u 

kanıtlanan problem için di�er a�ama ise bu çözüme ya da çözümlere ula�maya 

çalı�maktır.      

Lineer olmayan kısmi türevli denklemleri çözmek amacıyla nümerik yöntemlerin 

yanında, tam çözümler veren birçok yöntem de kullanılmaktadır. Örne�in; ters 

saçılım yöntemi [1,2], Hirota bilineer yöntemi [3,4], Painlev açılım yöntemi [5], 

Backlund dönü�üm yöntemi [6], homojen denge yöntemi [7-10], Riccati denklemi 

yöntemi [11-13], üstel fonksiyon yöntemi [14], Jacobi eliptik fonksiyonlar yöntemi 

[15], tanh-yöntem ile ( )/G G′ -açılım yöntemi bu yöntemlerden bazılarıdır.  

Bu tezde, bu yöntemler arasında lineer olmayan kısmi türevli denklemlerin ko�an 

(travelling) dalga tipinde çözümlerini bulmak için literatürde yakla�ık 20 yıldan fazla 

bir süredir sıklıkla kullanılan tanh-yöntem ile ( )/G G′ -açılım yöntemi ailesi ve 

bunlar arasında kar�ıla�tırmaya yer verilecektir. Her iki yöntem ailesi ile ilgili de 

birçok makale bulunmasının yanında, her ikisinin de ortak noktası, verilen lineer 
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olmayan kısmi türevli denklemi, adi türevli denkleme çevirerek çözmektir. Tarihsel 

ortaya çıkı�larına bakıldı�ında tanh-yöntemin, di�erine göre daha eski olması 

yanında, her iki yöntemin de zaman içerisinde bir takım de�i�imler geçirmesi 

neticesinde, birbirlerinin zayıf kalan yönlerini tamamlayarak, daha farklı çözümler 

üretmeye yönelik farklı versiyonları ortaya çıkmı�tır. Bu farklı versiyonlardan 

bazıları bilgisayarda gereken i�lem yükünü arttırmı�tır. Bütün bu avantajlı ve 

dezavantajlı durumlar göz önüne alınarak, bu tezin 4. bölümünde her iki yöntem 

ailesinden elde edilen çözümleri de kapsayacak bir yöntem olan birle�tirilmi� yöntem 

geli�tirilmi�tir. 

1.1. Tanımlar 

Tanım 1.1.  En büyük mertebeden türevi zamana ve boyuta ba�lı olan kısmi türevli 

diferansiyel denklemlere, Sobolev-tipi denklemler denir. 

�lk kez Rus matematikçi Sobolev tarafından çalı�ılmı�tır.  

a ve b pozitif tam sayılar olmak üzere 

2 0tt xx xxxx xxtt t xx xtu u au bu u u u− + − + + = �������������������������������������������������������������
�

Benney-Luke denklemi,  

Rµ ∈  olmak üzere   

( )2 0xxxxtt xxtt tt xx xxxx xx
u u u u u uµ− + − + + + = �������������������������������������������������������������

�

geli�tirilmi� Boussinesq denklemi,  

, , Rα β θ ∈  olmak üzere 

(1.1) 

(1.2) 
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( )3 5 0tt xxtt xx
u u u u uα β θ− − + + = �������������������������������������������������������������

�

Pochhammer-Chree denklemi Sobolev-tipi denklemlere örnek verilebilir. 

Tanım 1.2.  En büyük mertebeden türevinde zamana ba�lı türev bir tane ise  bu 

kısmi türevli diferansiyel denklemlere pseudoparabolik denklemler denir.  

Bu denklemler Sobolev-tipi denklemlerin özel bir durumudur.  

0t xxt x xu u u uu+ + + = �������������������������������������������������������������
�

Korteweg de Vries (KdV) denklemi,  

0t xxt xx x xu u u u uuα− − + + = �������������������������������������������������������������
�

Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) denklemi pseudoparabolik denklemlere 

örnek verilebilir.  

Tanım 1.3.   ( ),u x t bilinmeyen fonksiyon, ( )K u , u ve u’nun x’e göre türevlerini 

içeren bir ifade olmak üzere  

( )tu K u= �������������������������������������������������������������
�

�eklindeki kısmi türevli denklemlere olu�um (evolution) diferansiyel denklemleri 

denir. Örne�in; 

(1 )t xxu u u u= − + �������������������������������������������������������������
�

Fischer denklemi, olu�um (evolution) diferansiyel denklem 

(1.3) 

(1.4) 

(1.5) 

(1.6) 

(1.7) 



� 4

1.2. Soliter Dalgaların Tarihi 

�skoç John Scott Russsell 1834 yılında soliter dalgaları gözlemleyen ilk ki�iydi. 

Russell gözlemledi�i bu su tümseklerini “büyük dalga ötelemeleri” diye adlandırdı. 

Dalga geni� bir zaman aralı�ında su kanalı boyunca orjinal �eklini muhafaza ederek 

ilerliyordu.  

Russell’ın kendi deyimiyle: “ Dar bir kanaldan geçmekte olan ve iki beygir gücüyle 

giden bir botun hareketini izliyordum. Bot aniden durdu. Kanaldaki hareketli su 

kütlesinin durmadı�ını gördüm. Bu su kütlesi botun uç kısmı tarafında birikti ve 

sonra da aniden arka tarafa do�ru yayılmaya ba�ladı. Büyük bir hızla tek ba�ına bir 

dalganın öne do�ru geldi�ini fark ettim. Bu su kütlesinin hızının azalmadan ve 

�eklini kaybetmeden ilerlemeye devam etti�ini gözlemledim. Atın sırtında olmama 

ra�men onu takip ettim ve yeti�ti�imde ise 8-9 mil hızla ilerledi�in fark ettim. Ancak 

1-2 mil sonra kanalın dönü�ünde kaybettim. Dalganın ötelenmesi olarak 

isimlendirdi�im bu e�siz ve mükemmel do�a olayına 1834 yılının A�ustos ayında 

�ahit olma �ansına sahip oldum.” 

Russell daha sonra gözlemledi�i bu olayı tekrar elde etmek için 1844 yılında bir su 

tankı in�a eder. Burada yaptı�ı deney sonucunda büyük dalgaların yer de�i�imi veya 

tek kamburlu dalgalar adını verdi�i �ekil de�i�tirmeyen bu uzun su dalgalarının a 

maksimum genlik (amplitude) ve h sonlu su derinli�i arasında ( )2c g h a= +

ili�kisini elde etti. Burada g yerçekimi ivmesi ve c dalga hızıdır. �kinci olarak, iki tek 

dalganın birbirinin içinden geçmesi durumunda da�ılmadı�ını buldu. Su 

tümseklerinin bu tek kamburlu dalgaları bugün soliter dalgalar veya solitonlar 

(�eklini koruyan lokal ve yüksek kararlı dalgalar) olarak adlandılır ve deneysel olarak 

ilk Russell tarafından ke�fedilmi�tir.   

1895 yılında Diederik Johannes Kortaweg (1848-1941) ile doktora ö�rencisi Gustav 

de Vries (1866-1934) �imdilerde çok iyi bilinen KdV denklemini analitik olarak elde 

ederek Russell’ın bu gözlemlerini matematiksel olarak kanıtladılar. Lineer olmayan 

terimler ve dispersive terimler içeren KdV denklemi, dispersive ortamlarda sonlu 
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genli�e sahip uzun dalgaların yayılmasını tanımlar. KdV denklemi lineer olmayan ve 

saçılım (dispersion) içeren  zayıf lineer olmayan uzun dalga çalı�maları için  bir 

ba�langıç modelidir. Korteweg ve de Vries’in adlarını ta�ıyan KdV denklemi 

1872’de Boussinesq’in su dalgaları üzerine yaptı�ı bir çalı�mada ele alınmı�tı. En 

basit haliyle KdV denklemi a�a�ıdaki gibidir.  

0t x xxxu auu u+ + = �������������������������������������������������������������
�

Burada tu  terimi tek yönde dalga yayılımının zaman olu�umunu (evolution) 

tanımlar. Ayrıca bu denklem birbiriyle mücadele eden iki etkiyi içerir. Bunlar, 

dalganın dikli�ini gösteren ve xuu  ile temsil edilen lineer olmayan terim ve dalganın 

yayılımını tanımlayan ve xxxu ile temsil edilen dispersiyon terimidir. Lineer olmayan 

terim dalgayı sınırlamaya çalı�ırken dispersiyon terim yaymaya çalı�ır. Di�er bir 

ifadeyle, optik fiber ya da sı� su dalga tabakaları gibi lineer olmayan yüzeylerde 

dispersiyon sayesinde dalga yı�ınının geni�lemesi lineer olmamanın sa�ladı�ı 

daralma etkisi sayesinde tam olarak dengelenebilir. Bu lineer olmayan terimler ve 

dispersiyon  terimleri arasındaki denge tek kamburlu dalgalardan olu�an solitonları 

ifade eder. Solitonların kararlılı�ı bu iki etkinin hassas dengesinden kaynaklanır. Bu 

denklem sonsuzda monoton azalan parçacık özellikli soliton dalgaları karakterize 

eden soliton çözümleri verir [16]. 

1965’de Norman J. Zabusky (1929-  ) ve Martin D. Kruskal (1925-2006) büyük ve 

küçük soliter dalgaların nonlinear etkile�imini nümerik olarak çalı�tılar. Bu 

etkile�imden çıkan dalgalar �ekil ve hızlarını koruyabildikleri için kütle ve 

enerjilerini de koruyabiliyorlardı. Soliter dalgaların özelliklerini koruyabilen ve 

parçacık karakterli olan tiplerine Zabusky ve Kruskal tarafından soliton adı verildi. 

Soliter dalgaların özel bir hali olan soliton ismi bu iki ki�i tarafından verilmekle 

beraber soliter dalga kavramı daha geneldir. Ama fiziksel literatürde, her ne kadar 

solitonlar, soliter dalgaların özel bir hali gibi gözükse de soliter dalga ve soliton 

arasındaki fark belirsizdir. Bununla birlikte genellikle, tek soliton çözüm soliter 

(1.8) 
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dalga olarak ifade edilirken, bir çözümde birden fazla soliton görüldü�ünde bu 

çözüm soliton olarak isimlendirilir [17]. 

1.3. Dalga Kavramı 

Dalgaların matematiksel teorideki dalga kavramına ait bazı tanımlarından 

bahsedelim. En genel fiziksel tanım yukarı ve a�a�ı ya da öne ve arkaya do�ru 

hareketlerdir. Ayrıca dalga, enerjiyi bir yerden ba�ka bir yere ta�ımayı sa�lar. 

Titre�imler periyodik olabilece�i gibi, periyodik olmayabilir. Bir dalganın 

salınımının �iddetine genlik, salınımının sıklı�ına frekans, dalganın ardı�ık iki tepe 

ya da çukur noktası arasındaki uzaklı�a da dalga boyu denir. Ses dalgaları, su 

dalgaları, elektromanyetik dalgalar gibi birçok dalga tipi vardır. En basit dalga 

yayılımı denklemi ( ),u x t  dalganın genli�ini ve c’de dalganın hızını göstermek üzere 

a�a�ıdaki gibidir.  

2
tt xxu c u= �������������������������������������������������������������

�

Bu denklem f ve g  dalganın sırasıyla sa�a ve sola yayılımını ifade eden keyfi 

fonksiyonlar olmak üzere D’Alembert çözümü olarakta bilinen a�a�ıdaki çözüme 

sahiptir.  

( ) ( ) ( ),u x t f x ct g x ct= − + + �������������������������������������������������������������
�

Bu farklı f ve g dalgaları �ekillerini de�i�tirmeksizin yayılım gösterirler. Bu 

fonksiyonlar genellikle problemde verilen ( ),0u x  ve ( ),0tu x  ba�langıç de�erleri 

kulanılarak belirlenir. Dalga denklemi lineer oldu�u için süperpozisyon prensibine 

göre bu iki çözüm toplanabilir. g=0 olarak alırsak bu durumda 0t xu u+ =

denkleminin  c=1 hızına sahip çözümü olan ( ) ( ),u x t f x t= −  gibi dalga sadece sa�a 

do�ru yayılır.  

(1.9) 

(1.10)
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Di�er bir taraftan, ko�an dalga (travelling wave) dalganın yayılımı yönünde hareket 

eden dalgadır. Ko�an dalga, dalganın ( ) ( ),u x t f x ct= −  olarak ifade edildi�i ve 

yönünün c’nin pozitif ve negatif de�erine göre tayin edildi�i lineer olmayan 

diferansiyel denklemler ile ilgili çalı�malarda kar�ımıza çıkar. E�er çözüm kısmi 

türevli denklemin sadece iki koordinatı farkına ba�lı ise çözüm �eklini tam olarak 

korur ve bu sebeple soliter dalga olarak isimlendirilir. Soliter bir dalga, ξ = −∞ ’daki 

asimtotik durumdan ξ = ∞ ’daki duruma ko�an dalganın geçi�ini x ctξ = −  ve c 

dalganın hızı olmak üzere ξ ’de sınırlandıran  ko�an bir dalgadır.  

Solitonlar bir çok fiziksel do�a olayında bulunurlar. Solitonlar fiziksel sistemleri 

tanımlayan zayıf nonlinear kısmi türevli denklemlerin geni� bir sınıfında ortaya 

çıkar. Solitonlar, soliter dalgaların elastik da�ılma özelli�ine sahiptir. Solitonlar 

birbirleriyle çarpı�tıktan sonra �ekil ve hızlarını koruyabilirler. KdV denklemi 

solitonların ba�lıca modelidir. Soliton ismi Zabusky ve Kruskal tarafından 

koyulmu�tur. Solitonlar parçacık karakterlidir ve çarpı�mada formlarını muhafaza 

ederler. Solitonun tam bir tanımını vermek kolay de�ildir. Fakat; Drazin [18] 

solitonu, lineer olmayan bir denklemin a�a�ıdaki özelliklerine sahip çözümü olarak 

tarif etmi�tir. 

1. Kalıcı formlu soliter bir dalgadır.  

2. Sonsuzda sönümlü olması ya da bir sabite yakla�abilecek �ekilde sınırlandırılabilir.

3. Di�er solitonlarla etkile�ime geçebilir ve �eklini koruyabilir. 

4. Lineer olmayan terimler ve dispersive terimler arasındaki hassas bir denge 

tarafından olu�turulurlar. 

Fiziksel literatürde soliton ve soliter dalga arasındaki fark kesin de�ildir. Soliter 

dalgalar dispersive ve dissipative ortamlardaki dalga sürecini tanımlayan lineer 

olmayan olu�um (evolution) denklemlerinin soliton tipli çözümleri olarak 

tanımlanabilir. KdV denklemi haricindeki soliter dalga çözümleri 2sech  tipinde 

de�ilde sech  ya da ( )arctan xeα  tipinde olabilir. 
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1.4. Dalga Tipleri 

1.4.1. Soliter dalgalar ve solitonlar 

Soliter dalgalar sınırlandırılmı� yani lokalize edilmi� hareketli dalga tipleridir. Yani,  

x ctξ = −  için ξ → ∞�  iken ( ) ( ),u uξ ξ′ ′′  ve ( ) 0u ξ′′′ → olur. Soliton dalga 

tiplerinin en önemli özelli�i di�er soliton dalga tipleri ile etkile�ime girdiklerinde 

özelliklerini korumalarıdır. Soliton dalga tipine güzel bir örnek olarak KdV denklemi 

verilebilir. �ekil 1.1.’deki gibi sonsuz kanat veya kuyru�a sahip olan e�rilerdir. �ekil 

1.1.’de  soliter dalga fonksiyonu gösterilmektedir. Görüldü�ü gibi grafik sonsuz iki 

kanada sahiptir. 

�ekil 1.1.  ( ) ( )2, sec , , ,u x t h x t x tπ π= − ≤ ≤   soliton çözümünün grafi�i 

1.4.2. Periyodik dalgalar 

( )cos x t−  gibi periyodik olan hareketli dalga çe�itleridir. Standart dalga denklemi 

olan tt xxu u=  çözüldü�ünde periyodik çözümler elde edilir. Bilindi�i gibi bu 

denklem lineerdir ve bu denklemin bir d’Alambert çözümü mevcuttur. �ekil 1.2.’de 

( ) ( ), cosu x t x t= −  fonksiyonu verilmi�tir. �ekilden dalganın periyodik oldu�u 

rahatlıkla görülebilir. 
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�ekil 1.2.  ( ) ( ), cos , 3 , 3u x t x t x tπ π= − − ≤ ≤  periyodik çözümü 

1.4.3. Kink dalgalar  

Bir asimptotik durumdan di�erine geçerken azalan veya artan hareketli dalga 

türlerine denir. Kink çözümler sonsuzda bir sabit de�ere yakla�ırlar.  

0t x xxu uu uν+ − = �������������������������������������������������������������
�

Burgers denklemi kink çözüm vermesi ile bilinen bir denklemdir. Denklemde 

bulunan ν  viskozite katsayısıdır. �ekil 1.3.’te 
1

2
ν =  için Burger denkleminin 

çözümü olan ( ), 1 tanh( ), 10 , 10u x t x t x t= − − − ≤ ≤   çözümü verilmektedir.  

(1.11)
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�ekil 1.3.  ( ), 1 tanh( ), 10 , 10u x t x t x t= − − − ≤ ≤  kink çözümü

1.4.4. Peakon dalgalar 

Peakon dalgalar tepeleri olan hareketli dalga tipleridir.  Bu durumda, hareketli 

dalganın tepesi hariç di�er tüm noktaları düzgün (smooth)  özellik gösterirler. 

Camassa-Holm ve Degasperis-Procesi denklemleri  

( )1t xxt x x xx xxxu u b uu bu u u− + + = �������������������������������������������������������������
�

b=2 ve b=3 için sırasıyla peakon soliter çözümler vermektedir. Camassa-Holm 

denklemi  

( ), x t
u x t Ve

− −
=           

�eklinde bir çözüme sahiptir. Burada V dalga hızını göstermektedir. V=1 için elde 

edilen ( ), , 2 , 2x t
u x t e x t

− −
= − ≤ ≤  çözümü �ekil 1.4.’de verilmektedir.  

(1.12) 
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�ekil 1.4. ( ), , 2 , 2x t
u x t e x t

− −= − ≤ ≤  peakon çözümü 

1.4.5. Cuspon dalgalar 

Cuspon dalgalar soliton dalgaların ba�ka bir formudur. Bu dalgaların tepe uçlarında 

zirveler (cusp) mevcuttur. �ekil 1.5.’de bir cuspon çözüm görülmektedir.  

�ekil 1.5. ( )
1

6, , 2 , 2x t
u x t e x t

− −
= − ≤ ≤  cuspon çözümü 
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1.4.6. Kompakton 

Ba�ka bir soliton dalga tipidir. Ba�ka kompaktonlar ile çarpı�malarından sonra 

özelliklerini korurlar ve aynı fazlı (cohorent) �ekil ile tekrar ortaya çıkarlar. Soliton 

çarpı�malara benzer esnek çarpı�ma özelli�i gösterirler.  

�ekil 1.6.’da ( ) ( )
1

2, cos ,0 , 1u x t x t x t= − ≤ ≤ �eklinde bir kompakton dalga 

görülmektedir. Rahatlıkla görülebilece�i gibi kompakton, üstel kanatları olmayan bir 

soliter dalgadır. 

�ekil 1.6. ( ) ( )
1

2, cos ,0 , 1u x t x t x t= − ≤ ≤  kompakton çözümü 

1.5. Dispersiyon ve Dissipasyon 

A�a�ıdaki denklem ele alınırsa,  

0t xu u+ = �������������������������������������������������������������
�

çözümü olarak   

(1.13) 

(1.14) 
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( ) ( ),u x t f x t= − �������������������������������������������������������������
�

olur. Bu çözüm fonksiyonuna örnek olarak ( ) ( )sin ,cos , x tx t x t e −− −  ve daha bir çok 

fonksiyon verilebilir. Denklem lineer oldu�u için süperpozisyon prensibi 

uygulanarak bu çözümlerin kombinasyonu da bir çözüm olarak alınabilir. (1.14)’deki 

dalgaların �ekilleri dalga yayılırken de�i�mez.  

Fakat dispersiyon terimi olarak adlandırılan üçüncü mertebeden uzaysal türevi 

ekleyerek (1.13) denklemini a�a�ıdaki gibi en basit dispersif denklem olarak elde 

ederiz.  

0t x xxxu u u+ + = �������������������������������������������������������������
�

Dalga çözümünü k dalga sayısı ve w frekans olmak üzere ( ) ( ), i kx wt
u x t e

−=  olarak 

alalım. Bu çözümü (1.15)’de yerine koyarsak 3w k k= −  dispersion ili�kisini elde 

ederiz. Buradan dalganın yayılma hızı 21
w

c k
k

= = −  olur. Bu dispersif dalgalar c 

dalga hızının dalga sayısına ba�lı olarak de�i�ti�i dalga tipleridir. Dispersif etkiler 

genellikle frekansla dalga hızı arasında bir ili�ki sunar. 

Di�er taraftan dissipatif terim olarak adlandırılan uzaysal çift mertebeden türev 

kullanarak (1.13) denklemi a�a�ıdaki en basit dissipatif denklemi verir.  

0t x xxu u u+ − = �������������������������������������������������������������
�

Aynı �ekilde dalga çözümünü k dalga sayısı ve w frekans olmak üzere 

( ) ( ), i kx wt
u x t e

−=  olarak alıp (1.16)’da yerine koyarsak ( )1w k ik= −  çözüm 

( ) ( )2

, k t ik x t
u x t e

− + −= �eklini alır ve bu çözüm dalganın birim hızda hareket etti�ini 

verir. Ayrıca dissipasyon di�er bir �ekilde ( ) ( )2

, k t ik x t
u x t e

− + −=  çözümünün üstel 

(1.15) 

(1.16) 
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sönümü 0k ≠  olmak üzere t → ∞  giderken açıkça görülür. Zamanla enerjisini 

kaybetti�i için genli�ini de kaybeden dalgaya dissipatif dalga denir.  

�imdiye kadar lineer denklemlerden bahsettik. E�er (1.15) ve (1.16)’deki xu terimini 

lineer olmayan bir terim olan xuu  ile de�i�tirirsek sırasıyla a�a�ıdaki lineer olmayan 

denklemleri elde ederiz.  

0t x xxxu uu u+ + = �������������������������������������������������������������
�

0t x xxu uu u+ − = �������������������������������������������������������������
�

Bu iki denkleme sırasıyla  literatürde iyi bilinen KdV ve Burgers denklemleri denir. 

Burada tekrar vurgulamak gerekirse (1.17)’de xuu ’in lineer olmama etkisi ile xxxu ’in 

dispersif etkisi arasındaki hassas denge birbirleriyle tamamiyle etkile�im altına 

girdikten sonra hız ve �eklini koruyarak ayrılan solitonlar meydana getirir. Fakat 

(1.18)’deki Burgers denkleminde lineer olmayan terim ve dissipatif terim etkilerin 

kombinasyonu kinkle ortaya çıkarır. KdV denklemi eksponansiyel olarak sönümlü 

kanatlara sahip olan 2sech  analitik fonksiyonu ile karakterize edilen soliter dalga 

çözümlerine sahip iken, Burgers denklemi sonsuzda bir sabite yakla�an 

tanh fonksiyonu ile karakterize edilen kink çözümlere sahiptir. E�er KdV 

denkleminin iki solitonu çarpı�ırsa bu solitonların birbirleri içinden kolayca geçtikten 

sonra de�i�meden çıktıkları görülür. 

Lineer denklemlerde kullandı�ımız süperpozisyon prensibinin lineer olmayan dalga 

denkleminde uygulanamadı�ına dikkat edilmelidir.  

(1.17) 

(1.18) 



BÖLÜM 2. BENJAM�N-BONA-MAHONY-BURGERS-T�P�     

                  KISM� TÜREVL� DENKLEMLER�N 

  (G�/G)-AÇILIM YÖNTEM� �LE ÇÖZÜMLER�

2.1. Giri�

Lineer olmayan kısmi türevli denklemler fizik, matematik ve mühendislik 

problemlerinde sıkça kar�ımıza çıkmaktadır. Bu denklemlerin ko�an (travelling) 

dalga çözümlerini bulmak için birçok farklı çözüm yöntemi kullanılmaktadır. Bu 

yöntemlerden bazıları ters saçılım yöntem [1,2], Hirota bilineer yöntem 

[3,4],Backlund dönü�üm [6], homojen denge yöntemi [7-10], Riccati denklemi 

yöntemi [11-13], üstel fonksiyon yöntemi [14], Darboux dönü�üm [19], tanh-

fonksiyon yöntem [20,21], sin-cos yöntemi [22], ( )/G G′ -açılım yöntemi [23,24] ve 

modifiye edilmi� basit denklem [25-27] yöntemidir.

Bu bölümde öncelikle, bu yöntemler arasında son zamanlarda öne çıkan, ilk olarak 

Wang ve Zhang [23] tarafından ortaya atılmı� ve daha sonra sıklıkla [24-49] lineer 

olmayan kısmi türevli denklemlerin çözümünü bulmak için kullanılmı� ( )/G G′ -

açılım yöntemi kullanılarak Benjamin-Bona-Mahony-Burgers-tipi denklemlerin 

ko�an (travelling) dalga çözümleri bulunacaktır.  

Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) denkleminin en sık kullanılan ve 

kar�ıla�ılan �ekli  

0t xxt xx x xu u u u uuα− − + + = ��������������������������������������������������������������������������������������(2.1)



� 16

olarak ifade edilir. Burada ( ),u x t  bir akı�kanın yatay x yönündeki hızı ve α  pozitif 

bir sabittir. Bu denklemin genel hali olarak, α  pozitif bir sabit, Rβ ∈  ve ( ) 2g u C∈

olacak �ekilde  

( )( ) 0t xxt xx x x
u u u u g uα β− − + + = ��������������������������������������������������������������������������������������

verilen genelle�tirilmi� Benjamin-Bona-Mahony-Burgers denklemidir. xxuα

dissipatif terimi genellikle su dalgalarının yayılımı sırasında kar�ımıza çıkmaktadır. 

(2.2)’de verilen bu denklem için Akça�ıl ve Gözükızıl tanh-yöntem kullanarak 

( ) xg u uu= , ( )
2

2

u
g u =  ve ( )

3

2

u
g u =  durumları için çözümler [50] elde etmi�lerdir.  

( )/G G′ -açılım yöntemi ile Benjamin-Bona-Mahony-Burgers-tipindeki bazı 

denklemlerin çözümleri bulunduktan sonra ve bulunan çözümler Akça�ıl ve 

Gözükızıl’ın tanh-yöntem ile buldu�u çözümlerle kıyaslanacaktır. Böylece iki 

yöntem arasındaki benzerlik daha somut bir �ekilde gösterilmi� olacaktır. 

2.2. (G�/G)-açılım Yöntemi 

x, t ba�ımsız de�i�kenler ve ( ),u x t  bilinmeyen fonksiyon olmak üzere ( ),u x t ’nin 

en yüksek mertebeden türevini ve lineer olmayan terimler içeren, iki de�i�kenli 

lineer olmayan bir kısmi türevli denklem a�a�ıdaki gibi verilsin.  

( ), , , , , ,... 0t x xt xx ttP u u u u u u = ��������������������������������������������������������������������������������������

( )/G G′ -açılım metodunu uygulamak için a�a�ıda verilen 6 adım kullanılır. 

Adım 1. (2.3) denkleminin ko�an (travelling) dalga çözümlerini bulmak için 

ba�ımsız x ve t de�i�kenleri tek bir de�i�ken olan x ctξ = −  dalga de�i�keni adı 

(2.2)

(2.3)
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verilen de�i�ken yardımıyla birle�tirilir. Burada c dalganın hızını göstermektedir.  

( ) ( ),u x t U ξ=  ve x ctξ = −   olmak üzere (2.3) denkleminde kullanılarak (2.3)’deki 

lineer olmayan kısmi türevli denklem adi türevli denkleme a�a�ıdaki gibi 

dönü�türülür.  

( )2, ', ', '', '', '',... 0P U cU U cU c U U =
�

Adım 2. E�er gerekiyorsa  (2.4) denklemi integre edilip, i�lemlerde kolaylık olması 

açısından integral sabiti sıfır olarak alınabilir.� � � � �

� ������ ������������
�

  

Adım 3.   ( )G G ξ=  fonksiyonu ikinci mertebeden lineer  

'' ' 0G G Gλ µ+ + = ��������������������������������������������������������������������������������������
�

adi türevli denkleminin bir çözümü olmak üzere (2.4) denkleminin çözümleri lineer  

( )
0

'
iM

i

i

G
u a

G
ξ

=

� �
= � �

� �
� ��������������������������������������������������������������������������������������

�

�eklinde verilen 
'G

G

� �
� �
� �

’nin bir polinomunu gerçeklesin. Burada ,λ µ  ve 

0 i M≤ ≤ olmak üzere ia ’ler daha sonra belirlenecek olan sabitlerdir. M pozitif 

tamsayısı  (2.4) denklemindeki en yüksek mertebeden türevli terimler ile lineer 

olmayan terimler arasında kurulacak ve bir sonraki adımda anlatılacak olan 

dengeleme prosedürü ile belirlenir.  

(2.5) denkleminin çözümleri kullanılarak  
'G

G

� �
� �
� �

(2.5)

(2.6)

(2.4)
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�

�eklinde elde edilir. 

Adım 4. M pozitif tamsayısı  (2.4) denklemindeki en yüksek mertebeden türevli 

terimler ile lineer olmayan terimler arasında kurulacak dengeleme prosedürü ile 

a�a�ıdaki gibi belirlenir. 

E�er ( )u ξ  derecesi ( )D u Mξ =� 
� �  olarak tanımlanırsa buna ba�lı olarak  (2.4) 

denklemindeki di�er olu�abilecek ifadelerin dereceleri  

,
q

q

d u
D M q
dξ

� 

= +� �

� �
,rD u Mr� 
 =� �

( ) ,

s
q

r

q

d u
D u s M q Mr

dξ

� 
� �
= + +� �� �

� �� �� �

(2.7)
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�eklinde hesaplanabilir. En yüksek mertebeden türevli terim ile lineer olmayan terim 

arasında kurulan bu derecelendirmeler e�itlenerek elde edilen basit denklemden M 

de�erine ula�ılır. 

Adım 5. (2.4) denklemini çözmek için, denklemde ( )u ξ  yerine (2.6) ifadesi ve  (2.5) 

denklemi yardımıyla ( )u ξ ’nin ξ  ‘ye ba�lı türevleri bulunarak yerine konulur. 

Yapılan bu i�lemlerden sonra, elde edilen ifadede 
'G

G

� �
� �
� �

’nin aynı dereceden terimleri 

düzenlenerek olu�an bu katsayılardan elde edilen cebirsel denklemler sıfıra e�itlenip 

çözülerek, bu denklemlerden , , ,ia c λ µ  de�erleri bulunur. 

Adım 6. Adım 5’de elde edilen  , , ,ia c λ µ  de�erleri ve (2.5)’den elde edilen 

çözümler yardımıyla bulunan (2.7) çözümleri (2.6)’da yerine konarak (2.3) lineer 

olmayan kısmi türevli denkleminin çözümleri elde edilir. 

2.3. Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) Denkleminin (G�/G)-açılım 

Yöntemi ile Çözümü 

α  pozitif bir sabit olmak üzere  

0t xxt xx x xu u u u uuα− − + + = ��������������������������������������������������������������������������������������

Benjamin-Bona-Mahony-Burgers denklemi yukarıdaki gibidir. x ctξ = −  dalga 

de�i�keni kullanılarak bu denklem a�a�ıdaki adi türevli denkleme dönü�türülür.  

( )
2

1 0
2

U
c U cU Uα′′ ′− + − + =                                                                                       

Di�er bölümlerde tekrar üzerinde durmadan geçebilmek için bu dönü�ümü biraz 

daha açmak gerekirse

(2.8)

(2.9)
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,
u U U

c cU
t t

ξ

ξ ξ

∂ ∂ ∂ ∂
′= = − = −

∂ ∂ ∂ ∂

22 2 2 2
2 2

2 2 2 2
,

u U U U
c c U

t t t

ξ ξ

ξ ξ ξ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂� � ′′= + = =� �
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂� �

  

,
u U U

U
x x

ξ

ξ ξ

∂ ∂ ∂ ∂
′= = =

∂ ∂ ∂ ∂

22 2 2 2

2 2 2 2
,

u U U U
U

x x x

ξ ξ

ξ ξ ξ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂� � ′′= + = =� �
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂� �

�

�

2 2 2 2

2 2
,

u U U U
c cU

x t x t x t

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
′′= + = − = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
�

�

�eklinde zincir kuralı uygulanılarak (2.8)’deki her bir terimin dönü�ümü yapılır.  

Dengeleme sabitini bulmak için en yüksek mertebeden türevli terim�U ′′  ile lineer 

olmayan terim 
2

2

U
 arasında, adım 4’de belirtildi�i gibi kurulan derecelendirmeler 

a�a�ıdaki gibi e�itlenirse 

M+2=2M 

denkleminden M=2 bulunur. Bu de�ere adım 4’deki bu pratik i�lem tercih edilmezse 

a�a�ıdaki gibi de varılabilir.  

'' ' 0G G Gλ µ+ + =   denkleminin her iki tarafını 0G ≠  olmak üzere G  ile bölünürse 

üzere  

'' 'G G

G G
λ µ= − − ��������������������������������������������������������������������������������������

�

(2.10)
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elde edilir. (2.10) hem 
'G

G

� �
� �
� �

’nin türevinde hem de Maple komutlarında sıklıkla 

kullanılacaktır. Öncelikle   

2
' ' 'G G G

G G G
λ µ

′� � � �
= − − −� � � �

� � � �
��������������������������������������������������������������������������������������

olacaktır. (2.6)’yı açık yazarak (2.9)’da kullanılacak olan U’nun birinci, ikinci 

türevleri ve karesi a�a�ıdaki gibidir.  

2

0 1 2

' ' '
...

M

M

G G G
U a a a a

G G G

� � � �
= + + + +� � � �

� � � �
��������������������������������������������������������������������������������������

1 2

1 2

' ' ' '
2 ...

M

M

G G G G
U a a Ma

G G G G
λ µ

−� �� �� � � �′ = − + + + + +� �� �� � � �� �� �� � � �� �� �
��������������������������������������������������������������������������������������

( )

1 2

1 2

22 2

2

' ' ' ' '
2 ... 2

' ' '
2 ... 1

M

M

M

M

G G G G G
U a a Ma

G G G G G

G G G
a M M a

G G G

λ λ µ

λ µ

−

−

� � � �� �� � � � � �′′ = + + + + + +� � � �� � � � � �� �� � � �� � � � � �� �� � � �

� �� �� � � �
+ + + − + +� �� �� � � �� �� �� � � �� �� �

���������������������������������������������������

2

2 2 2
0

'
...

M

M

G
U a a

G

� �
= + + � �

� �
��������������������������������������������������������������������������������������

(2.12)’den (2.15)’e kadar olan ifadeler (2.9)’da yerine konulursa 

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)
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( )

( )

0

1 2

1 2

22 2

2

1 2

'
1 ...

' ' ' ' '
2 ... 2

' ' '
2 ... 1

'
2

M

M

M

M

M

M

G
c a a

G

G G G G G
a a Ma

G G G G G
c

G G G
a M M a

G G G

G
a a

G

λ λ µ

λ µ

α

−

−

� �� �
− + +� �� �� �� �� �

� �� � � �� �� � � � � �
+ + + + + +� �� � � �� � � � � �� �� � � �� � � � � �� �� �� � � �

+ � �
� �� �� �� � � �

+ + + − + +� �� �� �� � � �� �� �� �� � � �� �� �� �

+ +

2

2 2
01 2

'
...

' ' '
... 0

2

M

MM

M

G
a a

GG G G
Ma

G G G
λ µ

−

� �� �
+ +� �� �� �� �� �� � � �� � � � � �+ + + + + =� �� �� �� � � �� �� �� �� � � �� �� �� �

��������������������������������������������������������������������������������������
�

elde edilen bu ifade de terimler düzenlendi�inde 2M ve M+2 kuvvetlerinin 

e�itli�inden M=2 sonucuna ula�ılmı� olur.  

Dengeleme sabiti bulunduktan sonra tekrar (2.12)-(2.15) arasında elde edilen 

ifadelerde kullanılarak veya do�rudan (2.16)’da yerine konularak 
'G

G

� �
� �
� �

’nin 

kuvvetlerinin olu�turdu�u bir cebirsel denklem sistemine ula�ılır. Bu denklem sistemi 

bu çalı�ma için Maple 12 kullanılarak çözülmü�tür. Fakat istenirse di�er matematik 

programları da kullanılarak bu hesaplamalar yapılabilir. Maple 12 kullanılarak 

yapılan hesaplamalar sonucunda a�a�ıdaki çözüm gruplarına ula�ılır.  

Grup 1.  
21 25 24

2 10
c

α+
= + , 

1
4

6

c

c
λ µ

−
= +� �� 2 12a c= − �� 1

12
12

5
a c

α
λ= − − ��

0

6
12 1

5
a c c

αλ
µ= − + − − �� � � � � � � ���������(2.17) 

Grup 2.  
21 25 24

2 10
c

α+
= − , 

1
4

6

c

c
λ µ

−
= +� �� 2 12a c= − �� 1

12
12

5
a c

α
λ= − − ��

0

6
12 1

5
a c c

αλ
µ= − + − − �� � � � � � � ��������(2.18) 

(2.16)
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Grup 3.  
21 25 24

2 10
c

α−
= + , 

1
4

6

c

c
λ µ

−
= +� �� 2 12a c= − �� 1

12
12

5
a c

α
λ= − − ��

0

6
12 1

5
a c c

αλ
µ= − + − − �� � � � � � � ����������(2.19) 

Grup 4.  
21 25 24

2 10
c

α−
= − , 

1
4

6

c

c
λ µ

−
= +� �� 2 12a c= − �� 1

12
12

5
a c

α
λ= − − ��

0

6
12 1

5
a c c

αλ
µ= − + − − �� � � � � � � ����������(2.20) 

Grup 5.  0c = , 
2

1
4λ µ

α
= +� �� 2 0a = �� 1 2a α= − �� 0 1a αλ= − − ��������������������������(2.21) 

Yukarıdaki çözüm grupları sırasıyla (2.6)’da yerine konulursa 2 4 0λ µ− >

oldu�unda sırasıyla 

21 25 24

2 10
x t

α
ξ

� �+
= − +� �

� �
� �

 ve  
21 25 24

2 10
c

α+
= +  iken  

( )
( ) 1 2

1

1 2

1 2

1 2

1 1 1 1
sinh cosh

2 6 2 63 1 6 1
,

2 5 6 1 1 1 1
cosh sinh

2 6 2 6

1 1 1 1
sinh cosh

2 6 2 61

2 1 1 1 1
cosh sinh

2 6 2 6

c c
c c

c cc c
u x t

c c c
c c

c c

c c
c c

c cc

c c
c c

c c

ξ ξ
α

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

� �� � � �− −
+� �� � � �

− − � �� � � �= − � �� � � �− −� �+� � � �� �
� � � �� �

� � � �− −
+� � � �

− � � � �−
� � �− −

+� � �
� � �

2

,

� �
� �
� �
� ��
� ��� �

�� �

�

21 25 24

2 10
x t

α
ξ

� �+
= − −� �

� �
� �

 ve  
21 25 24

2 10
c

α+
= − ��ken 

(2.22)
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( )
( ) 1 2

2

1 2

1 2

1 2

1 1 1 1
sinh cosh

2 6 2 63 1 6 1
,

2 5 6 1 1 1 1
cosh sinh

2 6 2 6

1 1 1 1
sinh cosh

2 6 2 61

2 1 1 1 1
cosh sinh

2 6 2 6

c c
c c

c cc c
u x t

c c c
c c

c c

c c
c c

c cc

c c
c c

c c

ξ ξ
α

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

� �� � � �− −
+� �� � � �

− − � �� � � �= − � �� � � �− −� �+� � � �� �
� � � �� �

� � � �− −
+� � � �

− � � � �−
� � �− −

+� � �
� � �

2

,

� �
� �
� �
� ��
� ��� �

�� �

���������������������������������������������������

21 25 24

2 10
x t

α
ξ

� �−
= − +� �

� �
� �

 ve  
21 25 24

2 10
c

α−
= + ��ken�

( )
1 2

3

1 2

1 2

1 2

1 1 1 1
sinh cosh

2 6 2 61 6 1
,

2 5 6 1 1 1 1
cosh sinh

2 6 2 6

1 1 1 1
sinh cosh

2 6 2 61

2 1 1 1 1
cosh sinh

2 6 2 6

c c
c c

c cc c
u x t

c c c
c c

c c

c c
c c

c cc

c c
c c

c c

ξ ξ
α

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

� �� � � �− −
+� �� � � �

− − � �� � � �= − � �� � � �− −� �+� � � �� �
� � � �� �

� � � �− −
+� � � �

− � � � �+
� � � �− −

+� � �
� � �

2

,

� �
� �
� �
� �
� ��� �

�� �

�������������������������������������������������

21 25 24

2 10
x t

α
ξ

� �−
= − −� �

� �
� �

 ve  
21 25 24

2 10
c

α−
= − ��ken��

(2.23)

(2.24)
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( )
1 2

4

1 2

1 2

1 2

1 1 1 1
sinh cosh

2 6 2 61 6 1
,

2 5 6 1 1 1 1
cosh sinh

2 6 2 6

1 1 1 1
sinh cosh

2 6 2 61

2 1 1 1 1
cosh sinh

2 6 2 6

c c
c c

c cc c
u x t

c c c
c c

c c

c c
c c

c cc

c c
c c

c c

ξ ξ
α

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ
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+� �� � � �

− − � �� � � �= − � �� � � �− −� �+� � � �� �
� � � �� �

� � � �− −
+� � � �

− � � � �+
� � � �− −

+� � �
� � �

2

,

� �
� �
� �
� �
� ��� �

�� �

���������������������������������������������������

ve  

( )
1 2

5

1 2

sinh cosh
2 2

, 1 ,

cosh sinh
2 2

x x
c c

u x t
x x

c c

α α

α α

� �� � � �
+� � � �� �

� � � �� �= − −
� � � �� �+� � � �� �
� � � �� �

��������������������������������������������������������������������������������������

hiperbolik dalga çözümleri elde edilir. E�er 1 0c ≠ , 2 2
2 1c c< olmak üzere 

1 2
0

1

tanh
c

c
ξ − � �

= � �
� �

olacak �ekilde a�a�ıda verilen hiperbolik fonksiyon özde�li�i göz önüne alınarak  

( ) 0 0 1 2
0

0 0 1 2

sinh cosh sinh cosh sinh cosh
tanh ,

cosh cosh sinh sinh cosh sinh

c c

c c

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

+ +
+ = =

+ +
�

�

(2.22)-(2.26) çözümlerinde yerine konulursa sırasıyla 

21 25 24

2 10
x t

α
ξ

� �+
= − +� �

� �
� �

 ve  
21 25 24

2 10
c

α+
= + ��ken 

( ) 2
1 0 0

6 1 1 1 1 1 1
, 1 tanh sec ,

5 6 2 6 2 2 6

c c c c
u x t c h

c c c

α
ξ ξ ξ ξ

� � � �− − − −
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� � � �
����������������������������������������������������������������������������������

(2.25)

(2.26)

(2.27)
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21 25 24

2 10
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( )5 0, 1 tanh ,
2

x
u x t ξ

α
� �

= − − +� �
� �

��������������������������������������������������������������������������������������

çözümlerine ula�ılır. α  pozitif bir sabit oldu�u için bulunan çözüm grupları 

incelenirse 2 4λ µ− ’nün de�erinin her zaman sıfırdan büyük oldu�u sonucuna 

ula�ılır. Böylece (2.8)’deki Benjamin-Bona-Mahony-Burgers denklemi için 

trigonometrik ve rasyonel çözümlerinin olmadı�ı sonucuna ula�ılır. Burada çözüm 

için kullanılan Maple kodları a�a�ıdaki gibidir. 

> u:=x+y*g+z*g^2; 

> du:=-(y+2*z*g)*(g^2+l*g+m); 

  (2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)
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> ddu:=2*z*(g^2+l*g+m)^2+(y+2*z*g)*(2*g+l)*(g^2+l*g+m); 

> collect(expand(2*(1-c)*u+2*c*ddu-2*a*du+u^2=0),g); 

> dsolve({z=-12*c,20*c*z*l+4*a*z+4*c*y+2*y*z=0, 

6*c*y*l+2*x*z+4*a*z*l+8*c*z*l^2-2*c*z+16*c*z*m+2*z+2*a*y+y^2=0, 

2*y+12*c*z*l*m+2*x*y+2*a*y*l+4*c*y*m+4*a*z*m-2*c*y+2*c*y*l^2=0, 

2*x-2*c*x+2*a*y*m+4*c*z*m^2+2*c*y*l*m+x^2=0},[x,y,z,l,c]); 

Di�er taraftan Akça�ıl ve Gözükızıl [50] makalelerinde aynı denklem ile ilgili 

a�a�ıdaki çözüm gruplarını elde etmi�lerdir. 
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(2.32)

(2.33)

(2.34)
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(2.36)
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, tanh tanh

80 5 5

12 3
coth coth ,

5 5

u x t x Vt x Vt

x Vt x Vt

α µ αµ αµ
µ µ

µ

αµ αµ
µ µ

−
= − − − −

− − − −

��������������������������������������������������������������������������������������

10
V

α

µ
=  ve  

25 25 24

24

α
µ

α

− + +
=  iken  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
5

2

3 30 12 3
, tanh tanh

20 5 5

12 6
coth coth ,

5 5

u x t x Vt x Vt

x Vt x Vt

α µ αµ αµ
µ µ

µ

αµ αµ
µ µ

−
= − − − −

− − − −

��������
�

10
V

α

µ
=  ve  

25 25 24

24

α
µ

α

+ −
= ��ken 

( ) ( ) ( )2
6

10 12 6
, coth coth ,

20 5 5
u x t x Vt x Vt

α µ αµ αµ
µ µ

µ

−
= − − − − ��������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������

10
V

α

µ
=  ve  

25 25 24

24

α
µ

α

− −
= ��ken 

( ) ( ) ( )2
7

10 12 6
, coth coth ,

20 5 5
u x t x Vt x Vt

α µ αµ αµ
µ µ

µ

−
= − − − − ��������������������������������������������������������������������������������������

20
V

α

µ
=  ve  

25 25 24

48

α
µ

α

− −
=  iken  

(2.35)

(2.38)

(2.37)
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
8

2

3 60 12 3
, tanh tanh

80 5 5

12 3
coth coth ,

5 5

u x t x Vt x Vt

x Vt x Vt

α µ αµ αµ
µ µ

µ

αµ αµ
µ µ

−
= − − − −

− − − −

��������������������������������������������������������������������������������������

10
V

α

µ
=  ve  

25 25 24

24

α
µ

α

− −
= ��ken 

( ) ( ) ( )2
9

10 12 6
, tanh tanh ,

20 5 5
u x t x Vt x Vt

α µ αµ αµ
µ µ

µ

−
= − − − − ��������������������������������������������������������������������������������������

(2.22)-(2.25) çözümlerinde c de�eri yerine konur ve 2 0c = �alınırsa [50]’deki tanh-

fonksiyon çözümlerine, 1 0c = �alınırsa coth-fonksiyon çözümlerine ula�ılır. Örne�in, 

(2.32)’deki çözüme (2.22)’de� 2 0c = alınarak ula�ılabilir. Fakat ( )/G G′ -açılım 

yöntemini kullanarak örne�in (2.34)’deki gibi her iki fonksiyonun kombinasyonu 

olan çözümler ula�ılamaz. 

Somut olarak bu örnekten de görülebilece�i gibi ( )/G G′ -açılım yöntemi ayrı ayrı 

tanh ve coth hiperbolik fonksiyonlarına ait olan çözüm kümelerini vermesine ra�men 

ikisinin kombinasyonu olan çözümleri vermekte ba�arısız olmaktadır. Her ne kadar 

bu denklemin trigonometrik fonksiyon içeren çözümleri olmasa da aynı durum 

trigonometrik fonksiyon içeren çözümler için de geçerlidir.  

Ayrıca bilgisayar çözümlerini yapmaya çalı�ırken tanh-yöntem ile kıyaslanırsa, 

çözüme götüren de�erleri elde etmek bilgisayarı oldukça zorlamaktadır. Bu durumun 

yarataca�ı zorluk ise, daha karma�ık ve zor lineer olmayan kısmi türevli 

denklemlerin çözümlerini ararken güçlü olmayan bir bilgisayar ile çalı�ılıyorsa, 

bilgisayara girilen verilerden sonuçlara ula�ılamayabilir.  

(2.39)

(2.40)
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2.4. Genelle�tirilmi� Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) Denkleminin 

(G�/G)-açılım Yöntemi ile Çözümü 

( )( ) 0t xxt xx x x
u u u u g uα β− − + + = ��������������������������������������������������������������������������������������

Benjamin-Bona-Mahony-Burgers denkleminin çözümü ( ) xg u uu= ve 

( )
2

2

u
g u = durumları için incelenecektir. 

Durum 1. ( ) xg u uu= olarak (2.40) denkleminde yerine koyup x ctξ = −  dalga 

de�i�keni kullanılarak denklem, a�a�ıdaki adi türevli denkleme dönü�türülür.  

( ) 0c U cU U UUβ α′′ ′ ′− + − + = ��������������������������������������������������������������������������������������

UU ′  ile kullanılarak  U ′′   

2 1 2M M+ = + ��

Denkleminden M=1 olmak üzere dengeleme sabiti bulunur. O halde denklemin 

çözümleri  

�

�

kullanılarak sırasıyla takip edilmesi gereken basamaklar uygulanırsa 0 1, ,a a c ’nin 

de�erleri için sadece a�a�ıdaki de�erler elde edilir.

0 1, 2 , .a a cβλ α β β= + = = ��������������������������������������������������������������������������������������

(2.41)

(2.42)

(2.43)
0 1

'
,

G
U a a

G

� �
= + � �

� �

(2.44)
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(2.44)’de bulunan bu çözüm grubu (2.43)’de yerine yazıldıktan sonra, (2.7)’deki 

durumlar sırasıyla gözönüne alınarak a�a�ıdaki çözümlere ula�ılır. 

2 4 0λ µ− >  oldu�unda  

( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

1 2

2

1
2 2

1 2

4 4
sinh cosh

2 2
, 4 ,

4 4
cosh sinh

2 2

c x t c x t

u x t

c x t c x t

λ µ λ µ
β β

α β λ µ
λ µ λ µ

β β

� �� � � �− −
� �− + −� � � �

� � � �� �� � � �= + − � �
� � � �− −� �

− + −� � � �� �� � � �
� � � �� �

��� � � � � � � � � � �����������2.45) 

2 4 0λ µ− <  oldu�unda 

( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

1 2

2

2
2 2

1 2

4 4
sin cos

2 2
, 4 ,

4 4
cos sin

2 2

c x t c x t

u x t

c x t c x t

µ λ µ λ
β β

α β µ λ
µ λ µ λ

β β

� �� � � �− −
� �− − + −� � � �

� � � �� �� � � �= + − � �
� � � �− −� �

− + −� � � �� �� � � �
� � � �� �

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������(2.46)

son olarak 2 4 0λ µ− =  oldu�unda 

( )
( )

2
3

1 2

, 2
c

u x t
c c x t

α β
β

� �
= + � �� �+ −� �

��������������������������������������������������������������������������������������

çözümleri elde edilir. Akça�ıl ve Gözükızıl [50]’in makalesinde ise elde edilen 

çözümler  

( ) ( )1 , 2 tanh ,u x t k k x tα β β= + −

( ) ( )2 , 2 coth ,u x t k k x tα β β= + − �������������������������������������������������������������������
�

(2.49)

 (2.47) 

 (2.48)
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( ) ( ) ( )3 , 2 tanh 2 coth ,u x t k k x t k k x tα β β β β= + − + − ��������������������������������������������������������������������������������������

�eklindedir. Açıkça gözükmektedir ki 2 4 2kλ µ− =  alınarak sırasıyla 2 0c =  ve 

1 0c =  de�erleri (2.45)’de yerine konarak  (2.48) ve (2.49) çözümleri elde 

edilmektedir. Fakat (2.50) çözümü ( )/G G′ -açılım yöntemi ile elde edilememektedir.  

Di�er taraftan ( )/G G′ -açılım yöntemi trigonometrik ve rasyonel fonksiyonları 

içeren çözümleri vermede avantajlı oldu�u gözükse bile aslında tanh-yöntemde 

yapılan bir takım basit de�i�ikliklerle bu çözümlerinde elde edilebilece�i ilerideki 

bölümlerde görülecektir.  

Burada çözüm için kullanılan Maple kodları a�a�ıdaki gibidir. 

> u:=x+y*g; 

> du:=collect(expand(-y*(g^2+l*g+m)),g); 

> ddu:=collect(expand((2*y*g+y*l)*(g^2+l*g+m)),g); 

> collect(expand(-c*u+c*ddu-a*du+b*u+u*du=0),g); 

> dsolve({2*c*y-y^2=0,3*c*y*l+a*y-x*y-y^2*l=0, 

b*y+2*c*y*m+a*y*l+c*y*l^2-c*y-x*y*l-y^2*m=0, 

-c*x-x*y*m+c*y*l*m+a*y*m+b*x=0},{x,y,c,l}); 

Durum 2. ( )
2

2

u
g u = olarak (2.40) denkleminde yerine koyup x ctξ = −  dalga 

de�i�keni kullanılarak denklem a�a�ıdaki adi türevli denkleme dönü�türülür.  

( )
2

0
2

U
c U cU Uβ α′′ ′− − + + = ��������������������������������������������������������������������������������������(2.51)

  (2.50)
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2

2

U
 ile kullanılarak  U ′′   

2 2M M= + ��

Denkleminden M=2 olmak üzere dengeleme sabiti bulunur. O halde denklemin 

çözümleri  

2

0 1 2

' '
,

G G
U a a a

G G

� � � �
= + +� � � �

� � � �
��������������������������������������������������������������������������������������

ifadesi kullanılarak sırasıyla takip edilmesi gereken basamaklar uygulanırsa 

0 1 2, , ,a a a c  için sadece a�a�ıdaki de�erler elde edilir. 

Grup 1.  
2 225 24

2 10
c

β αβ +
= + , 4

6

c

c

β
λ µ

−
= +� �� 2 12a c= − �� 1

12
12

5
a c

α
λ= − − ��

0

6
12

5
a c c

αλ
µ β= − + − − �� � � � � � � �����������(2.53) 

Grup 2.  
2 225 24

2 10
c

β αβ +
= − , 4

6

c

c

β
λ µ

−
= +� �� 2 12a c= − �� 1

12
12

5
a c

α
λ= − − ��

0

6
12

5
a c c

αλ
µ β= − + − − �� � � � � � � �����������(2.54) 

Grup 3.  
2 225 24

2 10
c

β αβ −
= + , 4

6

c

c

β
λ µ

−
= +� �� 2 12a c= − �� 1

12
12

5
a c

α
λ= − − ��

0

6
12

5
a c c

αλ
µ β= − + − − �� � � � � � � �����������(2.55) 

(2.52)
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Grup 4.  
2 225 24

2 10
c

β αβ −
= − , 4

6

c

c

β
λ µ

−
= +� �� 2 12a c= − �� 1

12
12

5
a c

α
λ= − − ��

0

6
12

5
a c c

αλ
µ β= − + − − �� � � � � � � ����������(2.56) 

Grup 5.  0c = , 
2

2
4

β
λ µ

α
= +� �� 2 0a = �� 1 2a α= − �� 0a β αλ= − − ������������������������(2.57) 

Yukarıdaki çözüm grupları sırasıyla (2.52)’de yerine konulursa 2 4 0λ µ− >

oldu�unda sırasıyla  

2 225 24

2 10
x t

β αβ
ξ

� �+
� �= − +
� �
� �

 ve  
2 225 24

2 10
c

β αβ +
= + ��ken��

( )
( ) 1 2

1

1 2

1 2

1 2

1 1
sinh cosh

2 6 2 63 6
,

2 5 6 1 1
cosh sinh

2 6 2 6

1 1
sinh cosh

2 6 2 6

2 1 1
cosh sinh

2 6 2 6

c c
c c

c cc c
u x t

c c c
c c

c c

c c
c c

c cc

c c
c c

c c

β β
ξ ξ

β α β

β β
ξ ξ

β β
ξ ξ

β

β β
ξ ξ

� �� � � �− −
+� �� � � �

− − � �� � � �= − � �� � � �− −� �+� � � �� �
� � � �� �

� � � �− −
+� � � �

− � � � �−
� � �− −

+� � �
� � �

2

,

� �
� �
� �
� ��
� ��� �

�� �

���������������������������������������������������

2 225 24

2 10
x t

β αβ
ξ

� �+
� �= − −
� �
� �

 ve  
2 225 24

2 10
c

β αβ +
= − ��ken�

(2.58)
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( )
( ) 1 2

2

1 2

1 2

1 2

1 1
sinh cosh

2 6 2 63 6
,

2 5 6 1 1
cosh sinh

2 6 2 6

1 1
sinh cosh

2 6 2 6

2 1 1
cosh sinh

2 6 2 6

c c
c c

c cc c
u x t

c c c
c c

c c

c c
c c

c cc

c c
c c

c c

β β
ξ ξ

β α β

β β
ξ ξ

β β
ξ ξ

β

β β
ξ ξ

� �� � � �− −
+� �� � � �

− − � �� � � �= − � �� � � �− −� �+� � � �� �
� � � �� �

� � � �− −
+� � � �

− � � � �−
� � �− −

+� � �
� � �

2

,

� �
� �
� �
� ��
� ��� �

�� �

���������������������������������������������������

2 225 24

2 10
x t

β αβ
ξ

� �−
� �= − +
� �
� �

 ve  
2 225 24

2 10
c

β αβ −
= + ��ken�

( )
1 2

3

1 2

1 2

1 2

1 1
sinh cosh

2 6 2 66
,

2 5 6 1 1
cosh sinh

2 6 2 6

1 1
sinh cosh

2 6 2 6

2 1 1
cosh sinh

2 6 2 6

c c
c c

c cc c
u x t

c c c
c c

c c

c c
c c

c cc

c c
c c

c c

β β
ξ ξ

β α β

β β
ξ ξ

β β
ξ ξ

β

β β
ξ ξ

� �� � � �− −
+� �� � � �

− − � �� � � �= − � �� � � �− −� �+� � � �� �
� � � �� �

� � � �− −
+� � � �

− � � � �+
� � � �− −

+� � �
� � �

2

,

� �
� �
� �
� �
� ��� �

�� �

���������������������������������������������������

2 225 24

2 10
x t

β αβ
ξ

� �−
� �= − −
� �
� �

 ve  
2 225 24

2 10
c

β αβ −
= − ��ken�

(2.59)

(2.60)
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( )
1 2

4

1 2

1 2

1 2

1 1
sinh cosh

2 6 2 66
,

2 5 6 1 1
cosh sinh

2 6 2 6

1 1
sinh cosh

2 6 2 6

2 1 1
cosh sinh

2 6 2 6

c c
c c

c cc c
u x t

c c c
c c

c c

c c
c c

c cc

c c
c c

c c

β β
ξ ξ

β α β

β β
ξ ξ

β β
ξ ξ

β

β β
ξ ξ

� �� � � �− −
+� �� � � �

− − � �� � � �= − � �� � � �− −� �+� � � �� �
� � � �� �

� � � �− −
+� � � �

− � � � �+
� � � �− −

+� � �
� � �

2

,

� �
� �
� �
� �
� ��� �

�� �

���������������������������������������������������

ve  

( )
1 2

5

1 2

sinh cosh
2 2

, ,

cosh sinh
2 2

x x
c c

u x t
x x

c c

β β

α α
β β

β β

α α

� �� � � �
+� � � �� �

� � � �� �= − −
� � � �� �+� � � �� �
� � � �� �

�����������������������������������������������������������������������

hiperbolik dalga çözümleri elde edilir.  

Bulunan çözüm grupları incelenirse 2 4λ µ− ’nün de�erinin her zaman sıfırdan 

büyük oldu�u için (2.40)’daki Benjamin-Bona-Mahony-Burgers denklemi için hiçbir 

zaman trigonometrik ve rasyonel çözümlere ula�ılamayaca�ı sonucuna ula�ılır. 

Burada çözüm için kullanılan Maple kodları a�a�ıdaki gibidir. 

> u:=x+y*g+z*g^2; 

> du:=-(y+2*z*g)*(g^2+l*g+m); 

> ddu:=2*z*(g^2+l*g+m)^2+(y+2*z*g)*(2*g+l)*(g^2+l*g+m); 

> collect(expand(2*(c-b)*u-2*c*ddu+2*a*du-u^2=0),g); 

> dsolve({z=-12*c,-4*a*z-20*c*z*l-4*c*y-2*y*z=0, 

-y^2+2*c*z-8*c*z*l^2-6*c*y*l-4*a*z*l-16*c*z*m-2*b*z-2*a*y-2*x*z=0, 

(2.61)

(2.62)
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-12*c*z*l*m+2*c*y-2*c*y*l^2-2*a*y*l-2*x*y-4*a*z*m-4*c*y*m-2*b*y=0, 

-2*a*y*m-4*c*z*m^2-2*b*x-x^2-2*c*y*l*m+2*c*x=0},{x,y,z,c,l}); 

Di�er taraftan Akça�ıl ve Gözükızıl’ın [50] makalelerinde aynı denklem ile ilgili 

a�a�ıdaki çözüm gruplarını elde etmi�lerdir. 

10
V

α

µ
=  ve  

2 25 25 24

24

β β α
µ

α

+ −
=  iken 

( ) ( ) ( )2
1

10 12 6
, tanh tanh ,

20 5 5
u x t x Vt x Vt

µβ α αµ αµ
µ µ

µ

−
= − − + − ��������������������������������������������������������������������������������������

10
V

α

µ
=  ve  

2 25 25 24

24

β β α
µ

α

− −
=  iken  

( ) ( ) ( )2
2

10 12 6
, tanh tanh ,

20 5 5
u x t x Vt x Vt

µβ α αµ αµ
µ µ

µ

−
= + − + − �������������������������������������������������������������������������������

10
V

α

µ
=  ve  

2 25 25 24

24

β β α
µ

α

− + +
=  iken 

( ) ( ) ( )2
3

30 3 12 6
, tanh tanh ,

20 5 5
u x t x Vt x Vt

µβ α αµ αµ
µ µ

µ

−
= + − + − ���������������������������������������������������
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(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)
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(2.68)

(2.69)

(2.70)
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( ) ( ) ( )2
9

10 12 6
, coth coth

20 5 5
u x t x Vt x Vt

µβ α αµ αµ
µ µ

µ

−
= + − + − ��������������������������������������������������������������������������������������

Benzer �ekilde (2.58)-(2.61) çözümlerinde c de�eri yerine konur ve 2 0c =  alınırsa 

[38]’daki tanh-fonksiyonu içeren çözümlerine, 1 0c =  alınırsa coth-fonksiyonu içeren 

çözümlerine ula�ılır. Fakat ( )/G G′ -açılım yöntemini kullanarak 2.3. bölümünün 

sonunda da belirtildi�i gibi örne�in (2.68)’deki gibi her iki fonksiyonun 

kombinasyonu olan çözümler ula�ılamaz.  

Sonuç olarak, ( )/G G′ -açılım yöntemi ile elde edilen çözümler ve daha fazlası tanh-

yöntem ile elde edilir. Tanh-yöntemin zaman içerisinde nasıl geli�ti�i, dördüncü 

bölümde gösterilecektir. ( )/G G′ -açılım yöntemi, tanh-yöntemin ilk uygulandı�ı 

�ekliyle kıyaslandı�ında daha farklı ve geni� bir çözüm ailesi sundu�u sanılabilir. 

Fakat üçüncü ve dördüncü bölümde de�inilecek olan tanh-yöntem ailesinin geli�mesi 

ile eksik olan çözüm grupları tamamlanmı� ve hatta daha geni� bir çözüm kümesi 

elde edilir hale gelmi�tir. Ayrıca tanh-yöntem ile kıyaslandı�ında ( )/G G′ -açılım 

yönteminin özellikle bilgisayar çözümlerinde son derece hantal oldu�u görülebilir 

[51]. 

     

(2.71)



BÖLÜM 4. B�RLE�T�R�LM�� YÖNTEM  

4.1. Giri�

Farklı fiziksel olayları tanımlar ve modellerken lineer olmayan kısmi türevli 

denklemlerle bilimsel alanda sürekli kar�ıla�ılması nedeniyle, bu denklemleri 

çözmek için birçok farklı yöntem geli�tirilip, uygulanmaktadır. Özellikle son yıllarda 

geli�en özel matematik programlarının da yardımıyla lineer olmayan kısmi türevli 

denklemlerin tam çözümlerini do�rudan bulmaya yönelik çe�itli yöntemlere olan ilgi 

her geçen gün katlanarak artmaktadır. Bu yöntemler arasında son yıllarda öne çıkan 

ve sıklıkla kullanılan tanh-fonksiyon yöntem ailesi ve ( )'/G G -açılım yöntemi 

ailesidir. Tanh yöntemi, literatüre Malfliet [52-55] tarafından kazandırılmı� ve 

yöntemin birçok versiyonu [66-75] daha sonra bazı makalelerde sıklıkla 

kullanılmı�tır. ( )'/G G -açılım yöntemi ise Wang ve Zhang [23] tarafından bulunmu�

ve aynı �ekilde lineer olmayan kısmi türevli denklemlerin çözümlerini bulmak için 

yöntemin çe�itli versiyonları geli�tirilmi� ve bir çok makalede [24-49] kullanılmı�tır.   

Yakla�ık 20 yıldır lineer olmayan olu�um (evolution) denklemlerinin ko�an 

(travelling) dalga çözümlerini bulmak için her iki yöntem ailesi de sıklıkla 

kullanılmaktadır. Bunlar arasında en sık kullanılan tanh-fonksiyon yöntem ailesinin 

üyeleri olan ve tarihsel geli�im sırasına göre; tanh-yöntem, geni�letilmi� tanh-

yöntem, geni�letilmi� ve modifiye edilmi� tanh-yöntem ve son olarak kompleks tanh- 

yöntemdir. Di�er taraftan ( )'/G G -açılım yöntemi ailesinin üyeleri arasından da 

genelle�tirilmi� ( )'/G G -açılım yönteminin yeni yakla�ımı (The new approach of 

generalized ( )'/G G -expansion method) ve ( )'/ ,1/G G G -açılım yöntemi olmak 

üzere yönteme ait yeni yakla�ımlar bulunmaktadır.  Her iki yöntem ailesinin ve 

geli�tirilen de�i�ik versiyonlarının verdi�i çözümler, aynı olmakla birlikte farklı da 
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olabilmektedir. Özellikle bu farklı çözümlere ula�abilmek için, çözüm grubunu 

tamamlayıcı olması açısından ailenin di�er üyelerinin kullanılmasına ihtiyaç 

duyulabilmektedir. 

Bu bölümün amacı lineer olmayan kısmi türevli denklemlerin çözümlerini bulmak 

için yaygın olarak kullanılan tanh-fonksiyon yöntemleri ailesi ve ( )'/G G -açılım 

yöntem ailesi tarafından elde edilen çözümler de dahil, daha çok çözüm üreten bir 

yöntem geli�tirerek bu iki aileyi tek bir yöntem çatısı altında toplamaktır. Bunları 

yaparken her iki yöntemin avantajlarını dikkate alınarak, uygulanacak i�lem yükü 

hafifletilecektir.  

Önceki bölümde, ( )'/G G -açılım yöntemi, geni�letilmi� ve modifiye edilmi� tanh-

yöntemin özel bir durumu oldu�unu gösterilmi�ti. Birle�tirilmi� yöntem olarak 

adlandırılacak olan yöntem sayesinde; daha önce Kudryashov’un da birçok 

yöntemlerin kar�ıla�tırılması ile ilgili makalelerinde bahsetti�i [76-78] gibi aynı 

çözümün birçok farklı formda verilmi� çözümlerinden kaçınarak daha fazla çözüme, 

daha �ık ve düzenli bir biçimde ula�ılabilinecektir. Yani hem tanh-yöntem ailesinin 

hem de ( )'/G G -açılım yöntemi ailesinin verdi�i çözümleri de verebilen,  daha genel, 

daha �ık ve daha fazla çözüm veren bir yöntem sunulacaktır.  

4.2. Tanh-Fonksiyon Yöntem Ailesi 

x, t ba�ımsız de�i�kenler ve ( ),u x t  bilinmeyen fonksiyon olmak üzere, ( ),u x t ’nin 

en yüksek mertebeden türevini içeren ve lineer olmayan terimler içeren iki de�i�kenli 

lineer olmayan bir kısmi türevli denklem a�a�ıdaki gibi verilsin.  

( ), , , , , ,... 0t x xt xx ttP u u u u u u = ��������������������������������������������������������������������������������������

 (4.1) denkleminin ko�an (travelling) dalga çözümlerini bulmak için ba�ımsız x ve t 

de�i�kenleri tek bir de�i�ken olan, dalga de�i�keni ile  x ctξ = − �eklinde 

(4.1)
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birle�tirilir. Burada c dalganın hızını göstermektedir.  ( ) ( ),u x t u ξ=  olarak kabul 

edilip x ctξ = − ,  (4.1) denkleminde kullanılarak (4.1)’deki kısmi türevli denklem 

adi türevli denkleme a�a�ıdaki gibi dönü�türülür.  

( )2, ', ', '', '', '',... 0P U cU U cU c U U = ��������������������������������������������������������������������������������������

4.2.1. Standart tanh-yöntemi 

Standart tanh-yöntem; yöntem ailesine ait, Malfliet [52] tarafından ilk olarak ortaya 

çıkan yöntemdir. (4.2)’deki gibi adi türevli denkleme çevrilen denklemin çözümleri 

a�a�ıdaki gibi Y’nin polinomları �eklinde ifade edilir.  

( ) ( )
0

M
i

i

i

u S Y aYξ
=

= =� ��������������������������������������������������������������������������������������
�

Burada ia daha sonra belirlenecek sabitler ve ( )Y Y ξ=  olmak üzere a�a�ıdaki 

fonksiyon  

( )( )0tanhY k ξ ξ= + ��������������������������������������������������������������������������������������
�

ve 0ξ ’da keyfi bir sabit olsun.  

(4.2) denkleminin çözümünü bulmak için (4.3) ve (4.4)’ü kullanmadan önce (4.3)’de 

bulunan ve dengeleme sabiti denilen sayı en yüksek mertebeden türevli terimler ile 

lineer olmayan terimler arasında kurulacak dengeleme prosedürü pratik olarak 

bulunabilir.  

Daha önceden de söylenildi�i gibi (4.3)’ü, M bulunduktan sonra (4.2) denkleminde 

yerine koyarak Y’nin kuvvetlerinden olu�an bir denkleme ula�ılır. Daha sonra Y’nin 

katsayılarının sıfıra e�itlenerek olu�turulan cebirsel denklemler Maple, Mathematica 

(4.2)

(4.3)

(4.4)
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gibi matematik programları kullanılarak çözülmesi vasıtasıyla , ,ia k c ’ye ait 

de�erlere ula�ılır. Bulunan bu de�erler (4.3) ve (4.4)’de yerine konursa denkleme ait 

sadece tanh-fonksiyonlarını içeren çözümleri elde edilmi� olur.  

4.2.2. Geni�letilmi� tanh-yöntemi 

Yukarıdaki hemen hemen her basama�ın aynı olması yanında yöntemin farkı 

(4.3)’de alınan ifadenin geni�letilmesi ile ortaya çıkmaktadır. Yani geni�letilmi�

tanh-yöntem kullanılarak çözüm yaparken (4.3)’de kullanılan ifade  

( ) ( ) ( )0
1

M
i i

i i

i

u S Y a aY bYξ −

=

= = + +�

�eklinde geni�letilir. Standart tanh-yöntemdeki gibi M dengeleme sabiti bulunur ve 

(4.5) ifadesi ( )( )0tanhY k ξ ξ= +  olacak �ekilde (4.2)’de yerine koyulur. Böylece 

, , ,i ia b k c ’ye ait de�erler bulunur ve (4.5)’de yerine konarak çözüme ula�ılır. Bu 

yöntem standart tanh-yöntemin bir sonraki versiyonu olarak dü�ünülürse, yöntemin 

katkısının tanh-fonksiyonlarını içeren çözümlerin yanında, tanh-coth-fonksiyonlarını 

içeren çözümleri verdi�i görmü� olunur. Böylece standart tanh-yöntemde bulunan 

çözümlerle birlikte, özellikle tanh-coth çözümlerinin ortaya çıkmasıyla çözüm sayısı 

artmı� olur.  

Daha genel ifade edilirse, e�er 0ib =  olan çözüm grupları, standart tanh-yöntemdeki 

çözümleri verir ve bu nedenle kolayca görülebilir ki geni�letilmi� tanh-yöntem ile 

elde edilen çözüm kümesi standart tanh-yönteme göre daha büyüktür. 

4.2.3. Geni�letilmi� ve modifiye edilmi� tanh-yöntemi 

Geni�letilmi� ve modifiye edilmi� tanh-yöntemde de, di�er iki tanh-yöntemde 

yapıldı�ı gibi lineer olmayan kısmi türevli denklem adi türevli denkleme x ctξ = −

kullanılarak dönü�türülür ve yine aynı �ekilde dengeleme katsayısı bulunur. 

(4.5)
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( )φ φ ξ=  fonksiyonu  

2' bφ φ= + ��������������������������������������������������������������������������������������
�

de�i�kenlerine ayrılabilir (sabit katsayılı Riccati) adi türevli denkleminin bir çözümü 

olmak üzere (4.2) denkleminin çözümleri  

( ) ( ) 0
1

,
M

i i

i i

i

u S A A Bξ φ φ φ −

=

� �= = + +� �� ��������������������������������������������������������������������������������������

�eklinde verilen φ ’nin bir fonksiyonunu gerçeklesin. Burada 1 i M≤ ≤ olmak üzere 

0 , ,i iA A B  daha sonra belirlenecek olan sabitlerdir.  

(4.6) denklemi ve (4.7) ifadesi (4.2) adi türevli denkleminde yerine konarak, φ ’nin 

kuvvetlerinin katsayılarını olu�turan ve 0 , , , ,i iA A B b c  terimlerinin olu�turdu�u 

cebirsel denklemleri sıfıra e�itleyerek çözülmesi vasıtasıyla 0 , , , ,i iA A B b c

terimlerinin de�erleri elde edilir.  

Burada (4.6)’da bulunan de�i�kenlerine ayrılabilir (sabit katsayılı Riccati) adi türevli 

denklemin çözümleri, 0ξ  keyfi bir sabit olmak üzere 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

0

0

0

0

0

tanh
, 0

coth

tan
, 0

cot

1
, 0

b b
b

b b

b b
b

b b

b

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ
φ

ξ ξ

ξ ξ

��− − − +�� <��
− − − +��	

�
� +���

= >��
− +��	�

�
− =� +
�
�	

��������������������������������������������������������������������������������������

(4.6)

(4.7)

(4.8)



� 67

�eklindedir. Bulunan 0 , , , ,i iA A B b c  de�erleri ve (4.8)’deki çözümler (4.7)’de yerine 

yazılarak (4.2) nonlinear kısmi türevli denklemin çözümleri bulunmu� olur.  

Geni�letilmi� ve modifiye edilmi� tanh-yöntemin bir önceki yöntemden farklı olarak 

sundu�u avantajlar, öncelikle de�i�kenlerine ayrılabilir (sabit katsayılı Riccati) adi 

diferansiyel denklemi kullanarak daha kolay bir �ekilde (4.7)’nin türevi 

alınabilmektedir. Bu kolay türev alma i�leminin en büyük avantajı, Maple, 

Mathematica gibi bilgisayar programları kullanırken çözüm bulmada etkisini 

göstermektedir. Teknik olarak sa�ladı�ı avantajların yanında (4.8)’deki çözümler 

nedeniyle artık denkleme ait sadece tanh, coth ve bunların kombinasyonu olan 

çözümler de�il, trigonometrik ve rasyonel fonksiyon çözümlerine de ula�ılabildi�i 

görülmektedir. Bu durum da bir önceki yöntem ile kıyaslanacak olursa ula�ılacak 

olan çözüm sayısını neredeyse iki katına çıkarmaktadır.  

4.2.4. Kompleks tanh-yöntemi  

Kompleks tanh-yöntemde de yine di�er yöntemlerde oldu�u gibi lineer olmayan 

kısmi türevli denklem adi türevli denkleme çevrilir ve dengeleme sabitini bulmak 

için uygulanan prosedür aynen uygulanır. Yöntemin farklıla�tı�ı nokta ise çözüm 

yaparken 1i = −  ve 0ξ  keyfi bir sabit olmak üzere  

( ) ( )( )0
0

tanh ,
M

n

n

n

u a ikξ ξ ξ
=

= +� �������������������������������������������������������������������������������������

�eklinde ifade edilir. Önceki yöntemlerdeki gibi (4.9)’daki ifade (4.2)’de yerine 

konur, elde edilen cebirsel denklemler bilgisayar programında çözülür ve yerine 

konarak çözümlere ula�ılır.  

Kompleks tanh-yöntem ile ilgili çok fazla makale bulunmamaktadır [65]. Çünkü 

yöntemde elde edilen çözümlere birkaç özde�lik kullanılarak geni�letilmi� ve 

modifiye edilmi� tanh-yöntemi vasıtasıyla kolayca ula�ılabilmektedir. Yöntemin 

(4.9)
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daha sonra kullanılmamasının en önemli gerekçesi di�er yöntemlere göre gereksiz 

bir �ekilde bilgisayar çözümlerini zorla�tırırken, bir yandan da ya aynı çözümleri 

vermekte ya da çözüm kümesini daraltmaktadır. (4.9)’daki ifadeden de 

anla�ılabilece�i gibi çözümler tanh veya tan fonksiyonları �eklindedir. Aslında 

yöntemde (4.9)’daki n sayısı M n M− ≤ ≤ seçilir ve hiperbolik ve trigonometrik 

fonksiyonları birle�tiren özde�likler kullanılarak, yöntemin eksiklikleri rahatlıkla 

giderilebilir. Ama geni�letilmi� ve modifiye edilmi� tanh-yöntemin (4.6) denklemini 

kullanarak çözüme gitmesine kıyasla, bilgisayar uygulamalarında zorlu�a yol 

açabilir.  

4.3. Birle�tirilmi� Yöntem 

Bu bölümde önceki bölümlerdeki tüm tanh-yöntemler birle�tirilerek en geni� çözüm 

kümesini veren ve aynı zamanda bilgisayara uygulanması en kolay olacak �ekilde 

düzenlenen bir yöntem verilecektir. 

 x, t ba�ımsız de�i�kenler ve ( ),u x t  bilinmeyen fonksiyon olmak üzere ( ),u x t ’nin 

en yüksek mertebeden türevini içeren ve nonlinear terimlerini içeren, iki de�i�kenli 

lineer olmayan bir kısmi türevli denklem a�a�ıdaki gibi verilsin.  

( ), , , , , ,... 0t x xt xx ttP u u u u u u = ��������������������������������������������������������������������������������������

Adım 1. (4.10) denkleminin ko�an (travelling) dalga çözümlerini bulmak için 

ba�ımsız x ve t de�i�kenleri tek bir de�i�ken olan, dalga de�i�keni ile  x ctξ = −

�eklinde birle�tirilir. Burada c dalganın hızını göstermektedir.  ( ) ( ),u x t u ξ=  olarak 

kabul edilip x ctξ = −   (4.11) denkleminde kullanılarak (4.10)’daki kısmi türevli 

denklem adi türevli denkleme a�a�ıdaki gibi dönü�türülür.  

( )2, ', ', '', '', '',... 0P U cU U cU c U U = ��������������������������������������������������������������������������������������

(4.10)

(4.11)
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Adım 2. E�er gerekliyse (4.11) denklemi integre edilip, i�lemlerde kolaylık olması 

açısından integral sabiti sıfır olarak alınabilir 

Adım 3. ( )φ φ ξ=  olmak üzere a�a�ıdaki de�i�kenlerine ayrılabilir (sabit katsayılı 

Riccati) diferansiyel denklemini sa�lasın.  

2' bφ φ= + ��������������������������������������������������������������������������������������
�

, ,i ia b b  sonradan bulunacak sabitler olmak üzere (4.11) denkleminin çözümü 

( ) ( ) ( )( )0
1

M
i i

i i

i

u a a bξ φ ξ φ ξ−

=

= + +� ��������������������������������������������������������������������������������������

�eklinde ifade edilir.  

Adım 4. (4.11)’in dengeleme sabitini elde ederken en yüksek mertebeden türevli 

terim ile lineer olmayan terim arasında a�a�ıdaki derecelendirmeler vasıtasıyla 

kurulan derecelendirmeler e�itlenerek elde edilen basit denklemden M de�erine 

ula�ılır. 

,
q

q

d u
D M q
dξ

� �
= +
 �

� �
,rD u Mr� � =� �

( ) ,

s
q

r

q

d u
D u s M q Mr

dξ

� �� 

= + +
 �� �


 �� �� �

Adım 5. (4.12) ve (4.13), (4.11)’de yerine konarak φ ’nin kuvvetlerinin 

katsayılarından olu�an bir cebirsel denklem sistemine ula�ılır. Bu denklem sistemi 

bilgisayar da çözülerek , , ,i ia b b c ’ye ait de�erler elde edilir.  

(4.12)

(4.13)
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Adım 6. Adım 5’de elde edilen de�erler (4.13) yerine konduktan sonra (4.12) 

denkleminin a�a�ıda verilen çözümleri de yerine konarak (4.10) denkleminin 

çözümlerine ula�ılır.  

(4.12) de�i�kenlerine ayrılabilir (sabit katsayılı Riccati) adi diferansiyel denklemin 

çözümleri 

1.Grup : 0b <  oldu�unda, 0A ≠ ve B iki reel sabit sayı olacak �ekilde alınırsa 

( )

( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2 2
0

0

2 2
0

0

0 0

0 0

cosh 2
,

sinh 2

cosh 2
,

sinh 2
,

2
,

cosh 2 sinh 2

2
,

cosh 2 sinh 2

A B b A b b

A b B

A B b A b b

A b B

A b
b

A b b

A b
b

A b b

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ
φ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

� − + − − − +
�
� − + +
�
�

− − + − − − +�
�
� − + +

= �
� − −
� − +
� + − + − − +
�
� −

− − +�
+ − + + − +�	

���������������������������������������������������

2.Grup : 0b >  oldu�unda, 0A ≠ ve B iki reel sabit sayı olacak �ekilde alınırsa 

( )

( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2 2
0

0

2 2
0

0

0 0

0 0

cos 2

sin 2

cos 2

sin 2

2

cos 2 sin 2

2

cos 2 sin 2

A B b A b b

A b B

A B b A b b

A b B

Ai b
i b

A b i b

Ai b
i b

A b i b

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ
φ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

� − − +
�
� + +
�
�

− − − +�
�
� + +

= �
� −
� +
� + + − +
�
�

− +�
+ + + +�	

��������������������������������������������������������������������������������������

�

(4.14)

(4.15)
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3.Grup: 0b =  oldu�unda    

( )
0

1
,φ ξ

ξ ξ
= −

+
��������������������������������������������������������������������������������������

�

0ξ  keyfi bir sabit olmak üzere, 3 çözüm ailesi �eklinde ifade edilir. 

  

4.4. (G�/G)-açılım Yöntemi Ailesi 

Bu bölümde ( )'/G G -açılım yöntemi ailesinin üyelerinden, genelle�tirilmi� (G’/G)-

açılım yönteminin yeni yakla�ımı (The new approach of generalized (G’/G)-

expansion method) [90-94] ve ( )'/ ,1/G G G -açılım yöntemi [95-102] verilecektir. 

(4.1) denkleminin ko�an (travelling) dalga çözümlerini bulmak için, denklemi adi 

türevli denkleme çevirmek ve ortaya çıkan denklemin dengeleme sabitini bulmak 

için uygulanan adımlar, tanh-yöntem ailesinde uygulanan adımlarla aynıdır. A�a�ıda 

her iki yöntemin farklıla�tı�ı noktalar verilecektir. 

4.4.1. Genelle�tirilmi� (G�/G)-açılım yönteminin yeni yakla�ımı 

( )G G ξ=  olmak üzere a�a�ıdaki diferansiyel denklemini sa�lasın.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22'' ' 'G G AG BG G CGξ ξ ξ ξ ξ ξ= + + ��������������������������������������������������������������������������������������

ia ’ler sonradan bulunacak sabitler ve A,B,C reel parametreler olmak üzere (4.2) 

denkleminin çözümü 

( )
0

'
iM

i

i

G
u a

G
ξ

=

� 

= � �

� �
� ��������������������������������������������������������������������������������������

�

(4.16)

(4.17)

(4.18)
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�eklinde ifade edilir. (4.17) diferansiyel denkleminin çözümleri  

1. Durum : 0B ≠  ve 2 4 4 0B A AC∆ = + − >  iken 

( ) ( )

1 2

1 2

sinh cosh
2 2'

2 1 2 1
cosh sinh

2 2

C C
G B

G C C
C C

ξ ξ

ξ ξ

� 
 � 
∆ ∆
+� � � �

∆� 
 � � � �= +� �
− − � 
 � 
� � ∆ ∆

+� � � �
� � � �

�

2. Durum : 0B ≠  ve 2 4 4 0B A AC∆ = + − <  iken 

( ) ( )

1 2

1 2

sin cos
2 2'

2 1 2 1
cos sin

2 2

C C
G B

G C C
C C

ξ ξ

ξ ξ

� 
 � 
−∆ −∆
− +� � � �

−∆� 
 � � � �= +� �
− − � 
 � 
� � −∆ −∆

+� � � �
� � � �

��������������������������������������������������������������������������������������

3. Durum : 0B =  ve ( )1 0A C∆ = − >  iken 

( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

sin cos'

1 cos sin

C CG

G C C C

ξ ξ

ξ ξ

− ∆ + ∆∆� 

=� �

−� � ∆ + ∆
��������������������������������������������������������������������������������������

4. Durum : 0B =  ve ( )1 0A C∆ = − <  iken 

( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

sinh cosh'

1 cosh sinh

C CG

G C C C

ξ ξ

ξ ξ

−∆ + −∆−∆� 

=� �

−� � −∆ + −∆
��������������������������������������������������������������������������������������

�eklindedir. (4.17) ve (4.18), (4.2)’de yerine konarak 
'G

G

� 

� �
� �

’nin kuvvetlerinin 

katsayılarından olu�an bir cebirsel denklem sistemine ula�ılır. Bu denklem sistemi 

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)



� 73

bilgisayar da çözülerek , , , ,ia c A B C ’ye ait de�erler elde edilir. Bu de�erler (4.18)’de 

yerine konduktan sonra (4.17) denkleminin yukarıda verilen çözümleri de 

kullanılarak (4.1) denkleminin çözümlerine ula�ılır. 

4.4.2. (G�/G,1/G)-açılım yöntemi 

Bu yöntemin bir önceki yöntemden farklıla�tı�ı nokta, (4.1) denklemini (4.2)’deki 

gibi adi türevli denkleme çevirdikten ve dengeleme sabiti bulunduktan sonra  

( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

1

1 21 2

0 11 2 1 2
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1 21 2
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cosh sinhcosh sinh
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sinh cosh sinh cosh

cos sincos sin
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ii
M M

i i i
i i

ii
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i i i
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A k A kA k A k
a b
A k A k C A k A k C

u
A k A kA k A k

a b
A k A k C A k A k C

ξ ξξ ξ

ξ ξ ξ ξ
ξ

ξ ξξ ξ

ξ ξ ξ ξ

−

= =

−

= =

� +� 
+
� +� �� �+ +� + +� �

= �
−� 
−

+� �� �+ + + +� �

� �

� �

�

�
�
�	

��������������������������������������������������������������������������������������
�

(4.2)’de u yerine yukarıdaki ifadeler konularak , , ,i ia b c k  de�erleri bulunur ve bu 

de�erler (4.23)’de yerine konarak (4.1) denklemine ait çözümlere ula�ılır.  

4.5. Birle�tirilmi� Yöntem ile Di�erlerinin Kar�ıla�tırılması

Teorem 1: Birle�tirilmi� yöntem, tanh-fonksiyon yöntem ailesinden daha fazla 

çözüm verir [103]. 

Kanıt : Tanh-fonksiyon yöntem ailesine bakıldı�ında, geni�letilmi� ve modifiye 

edilmi� tanh-yöntemin, aileye ait di�er yöntemlerin verdi�i tüm çözüm gruplarını da 

verdi�i için birle�tirilmi� yöntemi, bu yöntemle kar�ıla�tıralım. Buna göre yöntem; 

4.2. bölümde verildi�i �ekliyle tanh, coth, tan, cot, tanh-coth, tan-cot ve rasyonel 

fonksiyon olmak üzere ele alınan kısmi türevli denklem için en fazla 7 tipte çözüm 

sunmaktadır. Di�er taraftan; kolayca görülebilir ki, 0ξ  keyfi bir sabit oldu�u için,  

tanh( ) coth( )
2

x i x
π

− =  ve  tan( ) cot( )
2

x x
π

− = −  gözönüne alınarak,  (4.8)’de 

(4.23)
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bulunan hiperbolik ve trigonometrik çiftlerin birbirine e�it olmakta ve böylece aynı 

çözümün farklı formları ortaya çıkmaktadır. Aslında yöntem; hiperbolik, 

trigonometrik ve rasyonel fonksiyonların her birinden sadece birer çözüm vermekte 

ve 7 tipte çözüm de�il, tanh, tan, tanh-coth, tan-cot ve rasyonel fonksiyon olmak 

üzere en fazla 5 tipte çözüm vermektedir.  

Birle�tirilmi� yöntem ise (4.14),(4.15) ve (4.16)’da verilen hiperbolik, trigonometrik 

ve rasyonel fonksiyon olmak üzere, geni�letilmi� ve modifiye edilmi� tanh-yöntemin 

çözümlerini de içeren daha genel ve daha fazla çözüm grubu vermektedir. A�a�ıda 

ifade edildi�i gibi; tanh ve tan fonksiyonunu içeren çözümler , 0B =  alınırsa,  (4.14) 

ve (4.15)’deki birinci ifadelerden  

( )( )
( )( )

( )( )( )
( )( )

( )( )

00

0 0

0

1 cosh 2cosh 2

sinh 2 sinh 2

tanh ,

b bA b A b b

A b b

b b

ξ ξξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

− − − +− − − − +
=

+ − +

= − − − +

( )( )
( )( )

( )( )( )
( )( )

( )( )
00

0

0 0

1 cos 2cos 2
tan

sin 2 sin 2

b bA b A b b
b b

A b b

ξ ξξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

− +− +
= = +

+ +

�eklinde elde edilir. O halde birle�tirilmi� yöntem, tanh-fonksiyon yöntem ailesinden 

daha fazla çözüm verir. 

Teorem 2: Birle�tirilmi� yöntem, genelle�tirilmi� ( )'/G G -açılım yönteminin yeni 

yakla�ımından daha fazla çözüm verir. 

Kanıt : Öncelikle genelle�tirilmi� ( )'/G G -açılım yönteminin yeni yakla�ımında 

kullanılan a�a�ıdaki yardımcı denklemin (4.12)’deki de�i�kenlerine ayrılabilir (sabit 

katsayılı Riccati) adi diferansiyel denkleme e�it oldu�unu gösterelim. Bu yüzden  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22'' ' 'G G AG BG G CGξ ξ ξ ξ ξ ξ= + + ��������������������������������������������������������������������������������������(4.24)
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denkleminin her iki tarafını ( )2G ξ ’ye bölüp 
( )
( )

( )
( )

( )
( )

2
" ' 'G G G

G G G

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

′� 
 � 

= +� � � �� � � �
� � � �

e�itli�ini kullanırsak (4.24) denklemi  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 2
' ' ' 'G G G G

A B C
G G G G

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

′� 
 � 
 � 
 � 

+ = + +� � � � � � � �� � � � � � � �

� � � � � � � �
��������������������������������������������������������������������������������������

denklemine dönü�ür. Buradan da  (4.25) denklemi tam kareye dönü�türülürse  

( )
( )

( )
( )
( ) ( )

( )
( )

2 2' ' 4 1
1

2 1 4 1

G G A C BB
C

G G C C

ξ ξ

ξ ξ

′� 
 � 
 − −
= − + +� � � �� � � �− −� � � �

�����������������������������������������������������������

elde edilir.  (4.26)’da  ( )
( )
( ) ( )
'

2 1

G B

G C

ξ
φ ξ

ξ
= +

−
, 1a C= − , ve 

( )
( )

24 1

4 1

A C B
b

C

− −
=

−

alınırsa (4.26) denklemi  

( ) ( )2' b aφ ξ φ ξ= + ��������������������������������������������������������������������������������������
�

    

denklemine, yani (4.12)’deki denkleme dönü�mü� olur. (4.27) denkleminde bulunan 

a de�eri sebebiyle elde edilecek çözümler ile (4.12) denkleminin çözümleri 

arasındaki fark a�a�ıdaki gibi olur. 

( )
( )( )

( )( )

0

0

tanh
, 0;

coth

ab
ab

a
ab

ab
ab

a

ξ ξ
φ ξ

ξ ξ

� −
− − +�
�

= <�
−�− − +�	

( )
( )( )

( )( )

0

0
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, 0;

cot

ab
ab

a
ab

ab
ab

a

ξ ξ
φ ξ

ξ ξ

�
+�

�
= >�
�− +�	

(4.25)

(4.26)

(4.27)
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(4.19)-(4.22)’de verilen çözüm gruplarını a�a�ıdaki hiperbolik ve trigonometrik 

özde�likler gözönünde bulundurularak düzenlenirse  

2
0

1

tanh
c

a
c

ξ =  olmak üzere 

( )( )

( )( )

0 0 1 2
0

0 0 1 2

0 0 1 2
0

0 0 1 2

sinh cosh sinh cosh sinh cosh
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cosh cosh sinh sinh cosh sinh

cosh cosh sinh sinh cosh sinh
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sinh cosh sinh cosh sinh cosh

a a a a c a c a
a

a a a a c a c a

a a a a c a c a
a

a a a a c a c a

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

+ +
+ = =

+ +

+ +
+ = =

+ +

(4.28) 

ve 2
0

1

tan
c

a
c

ξ = −  olmak üzere 

( )( )

( )( )

0 0 1 2
0

0 0 1 2

0 0 1 2
0

0 0 1 2

sin cos sin cos sin cos
tan ,

cos cos sin sin cos sin

cos cos sin sin cos sin
cot

sin cos sin cos sin cos

a a a a c a c a
a

a a a a c a c a

a a a a c a c a
a

a a a a c a c a

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

+ − +
+ = = −

− +

− +
+ = = −

+ − +

          (4.29)

bu çözüm grupları ile (4.27)’nin çözüm grupları arasında e�itlik a�a�ıdaki gibi 

kurulur.  

(4.19) ve (4.20)’de; 
( )
( )

( )
( )

'

2 1

G B

G C

ξ
φ ξ

ξ
= +

−
 dönü�ümü, (4.19) için  (4.28)’deki 

hiperbolik özde�likler, (4.20) için (4.29)’daki trigonometrik özde�likler kullanılarak 

ve yukarıda elde edilen 1a C= − , ve 
( )

( )

24 1

4 1 4

A C B
b

C a

− + −∆
= =

−
  e�itlikleri 

kullanılarak, bu çözümler sırasıyla a�a�ıdaki hale dönü�ür.  
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tan
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φ ξ

ξ ξ

ξ ξ
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Di�er taraftan (4.21) ve (4.22)’de verilen çözümler; (4.19) ve (4.20)’nin  0B =

alınarak kolayca elde edilebilen özel durumları oldu�u rahatlıkla görülebilir.  

(4.30)’daki çözümlerden de görülece�i üzere öncelikle yöntemin (4.19)-(4.22)’deki 

gibi farklı 4 grup çözüm kümesi de�il, iki�er iki�er özde� olmak üzere farklı iki grup 

çözüm kümesi verdi�i görülmekte, yani bulunan çözümler tekrar farklı bir formda 

elde edilmektedir. Buradan da yukarıda elde edilen (4.30)’da bulunan çözümlerin 

(4.18)’de yerine konulması ile elde edilen çözümlerden dolayı, genelle�tirilmi�

( )'/G G -açılım yönteminin yeni yakla�ımı yönteminin sadece tanh, ve tan 

fonksiyonu �eklinde çözümler verdi�ini, hatta geni�letilmi� ve modifiye edilmi�

tanh-yöntemi ile kıyaslarsak tanh-coth ve tan-cot kombinasyonu olan çözümleri bile 

vermedi�i için di�er yöntemlere kıyasla uygulaması güç ve oldukça zayıf bir yöntem 

oldu�u görülür. O halde birle�tirilmi� yöntem, genelle�tirilmi� ( )'/G G -açılım 

yönteminin yeni yakla�ımından daha fazla çözüm verir. 

Teorem 3: Birle�tirilmi� yöntem, ( )'/ ,1/G G G -açılım yönteminden daha fazla 

çözüm verir. 

Kanıt : ( )'/ ,1/G G G -açılım yönteminde (4.23)’deki birinci ifadede 

cosh( ) cosh cosh sinh sinh ,

sinh( ) sinh cosh cosh sinh

x y x y x y

x y x y x y

=

=

� �

� �
��������������������������������������������������������������������������������������

(4.30)

(4.31)
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ve  ( ) 2
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sadele�mi� hali elde edilir. Bu elde edilen ifade, (4.14)’deki birinci ve ikinci çözüm 

tipine ait a�a�ıdaki hiperbolik çözümler ile kar�ıla�tırılınca,  
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ifadesinin toplam i�areti altındaki ilk teriminin binom açılımına ait ilk iki terimi 

alınarak olu�turuldu�u a�ikardır. Benzer �ekilde  
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sin( ) sin cos cosh sinh

x y x y x y

x y x y x y

= ±

=

�

� �
��������������������������������������������������������������������������������������

ve  ( ) 2
0

1

tan
A

k
A

ξ =  alınırsa, 

(4.32)
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sadele�mi� hali elde edilir. Bu elde edilen ifade, (4.15)’deki altıncı ve yedinci çözüm 

grubuna ait a�a�ıdaki trigonometrik çözümler ile kar�ıla�tırılınca,  
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ifadesinin benzer �ekilde, toplam i�areti altındaki ilk teriminin binom açılımına ait ilk 

iki terimi alınarak olu�turuldu�u görülür. Böylece kolayca görülebilir ki, 

( )'/ ,1/G G G -açılım yöntem, birle�tirilmi� yönteme kıyasla daha az çözüm verir. 

Ayrıca bulunan çözümler, birle�tirilmi� yöntem kullanılarak da bulunabilen 

çözümlerdir. O halde birle�tirilmi� yöntem, ( )'/ ,1/G G G -açılım yönteminden daha 

fazla çözüm verir. 

4.6. Lonngren Dalga Denkleminin Birle�tirilmi� Yöntemle Çözümü 

Bu bölümde üçüncü bölümde hem ( )'/G G -açılım yöntemi hem de geni�letilmi� ve 

modifiye edilmi� tanh-yöntem ile çözülen, Lonngren dalga denklemi, birle�tirilmi�

yöntem ile çözülecektir. Öncelikle  
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2
0xx xxu u u u
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α β

∂
− + + =

∂
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x ctξ = −  dalga de�i�keni kullanılarak, adi türevli denkleme dönü�türülür.  

( )2 2 2 21 0c U c U c Uα β′′ + − + = ��������������������������������������������������������������������������������������

(4.33) denkleminde en yüksek mertebeden terim U ′′  ile nonlinear terim 2U  arasında 

dengeleme yaparak, 2 2M M+ = ’den 2M =  olarak dengeleme sabiti bulunur. Yani 

(4.33)’ün çözümleri, 0 1 2 1 2, , , ,a a a b b  daha sonra belirlenecek de�erler olmak üzere 

( ) 2 1 2
2 1 0 1 2U b b a a aξ φ φ φ φ− −= + + + + ��������������������������������������������������

�������������������������������������
�

�eklinde yazılır. (4.35) ve türevleri, (4.34) denkleminde yerine yazılıp, φ  ‘nin her 

kuvvetinin katsayıları sıfıra e�itlenerek 0 1 2 1 2, , , ,a a a b b  ve c’den olu�an cebirsel bir 

denklem sistemi bulunur. Bu denklem sistemi Maple kullanılarak çözülürse, 

a�a�ıdaki çözüm gruplarına ula�ılır. 
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(4.36)-(4.41)’de bulunan bu çözüm grupları (4.35)’de yerine yazıldıktan sonra, 

(4.15),(4.16) ve (4.17)’daki durumlar sırasıyla gözönüne alınarak 0b <  oldu�unda, 

0A ≠  ve B iki reel sabit sayı olacak �ekilde alınırsa 
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(4.33) denklemine ait trigonometrik çözümler elde edilir. Son olarak 0b =  olmak 

üzere  
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(4.33) denklemine ait rasyonel çözüm de elde edilerek denklemin çözümleri 

bulunmu� olur.
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BÖLÜM 5. SONUÇLAR VE ÖNER�LER  

Tanh-yöntem ve ( )/G G′ -açılım yöntemi yakla�ık 20 yıldan fazla bir süredir lineer 

olmayan kısmi türevli denklemlerin çözümünde kullanılmaktadır. Tanh-yöntemi, 

( )/G G′ -açılım yöntemi ve her ikisinin farklı versiyonları matematiksel literatürde 

geni� bir yer kaplamaktadır. Bunlar, tanh-fonksiyon ailesi için standart tan-yöntemi, 

geni�letilmi� tanh-yöntemi, geni�letilmi� ve modifiye edilmi� tanh-yöntemi ve 

kompleks tanh-yöntemi; ( )/G G′ -açılım yöntemi için ise ( )/G G′ -açılım yöntemi, 

genelle�tirilmi� ( )/G G′ -açılım yönteminin yeni yakla�ımı ve ( )/ ,1/G G G′ -açılım 

yöntemidir.  

Bunlardan yaygın olarak kullanılan ( )/G G′ -açılım yöntemi ve geni�letilmi� ve 

modifiye edilmi� tanh-yöntem arasında kar�ıla�tırma yapılmı� ve tanh-yöntem 

ailesinin en çok çözüm veren üyesi olmasının yanında geni�letilmi� ve modifiye 

edilmi� tanh-yönteminin, ( )/G G′ -açılım yöntemine göre daha çok çözüm verdi�i 

gösterilmi�tir.  

( )/G G′ -açılım yöntemi ailesine ait farklı çözümler veren, genelle�tirilmi� ( )/G G′ -

açılım yönteminin yeni yakla�ımı ve ( )/ ,1/G G G′ -açılım yöntemi göz önünde 

bulundurularak her iki ailenin de çözüm gruplarını veren, çok daha az i�lem yükü 

gerektiren birle�tirilmi� yöntem geli�tirilmi�tir.  

Bulunan bu sonuç neticesinde, hem tanh-yöntem ailesinin hem de ( )/G G′ -açılım 

yöntemi ailesinin verdi�i çözüm gruplarını ve daha fazlasını, tek bir yöntem altında 

veren, bilgisayara uygulaması kolay olan birle�tirilmi� yöntem geli�tirilmi�tir.  
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Daha sonra yapılacak ara�tırmalar için bahsedilen iki yöntem ailesi veya literatürdeki 

di�er çözüm yöntemleri beraber kullanılırken, yöntemler arasındaki benzerlikler ya 

da farklılıklar göz önüne alınarak problem çözümüne gidilmelidir. Böylece hem var 

olan yöntemler geli�tirilerek daha yeni yöntemlere ula�ılabilir, hem de bulunan bu 

yöntemler ile ayrı ayrı birçok yöntem kullanılarak elde edilebilecek sonuçlara tek bir 

�ekilde ula�ılabilir. Bilhassa bu yöntemlerin uygulanmasında Maple, Mathematica 

gibi programlar kullanıldı�ı için, bu yöntemlerin birle�tirilip, aynı çözümleri veren 

hatta daha geni� çözüm kümeleri veren yöntemlere dönü�türülmeleri, bilgisayar 

kullanılarak yapılan hesaplamaları sadele�tirir. 

�
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