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OZET

Anahtar kelimeler: Lineer Olmayan Kismi Tiirevli Denklem, Genisletilmis ve
Modifiye Edilmis Tanh-Yontem, (G’/G)-acilim Y ontemi, Birlestirilmis Yontem.

Bu ¢alismanin amaci, nonlineer kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde yaklasik
20 yildir yaygin olarak kullanilan tanh-yontemi ile (G’/G)-agilim yontemini tanitmak
ve karsilastirmaktir. Boliim 2’de her iki yontem ile ilgili detayli bilgi ve uygulamalar
verildikten sonra, bolim 3’de iki yontemin en sik kullanilan iki tiyesi karsilastirilip,
benzerlikler ve farkliliklar belirlenmistir. Daha sonra, boliim 4’de bu iki aile
birlestirilmis yontem olarak adlandirilan tek bir yontem altinda birlestirilmistir.

Bu ¢aligma boyunca, cebirsel islemler i¢in Maple programi kullanilmistir.
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COMPARISON BETWEEN THE (G'/G)-EXPANSION METHOD
AND THE MODIFIED EXTENDED TANH METHOD AND
IMPROVING UNIFIED METHOD

SUMMARY

Keywords: Nonlinear Partial Differential Equation, Modified Extended Tanh
Method, The (G’/ G)-expansion Method, Unified Method.

The aim of this study is to introduce and compare the family of the tanh-methods and
the family of the (G’/G)-expansion methods which is widely used to solve
nonlineer partial differential equations over 20 years. Giving detailed information
with regard to these two methods and applications in section 2, two members of these
two families frequently used compared and determined similarities and differences of
two methods in section 3. Afterwards, in section 4, these two families are unified in
one method which is called unified method.

Maple was used throughout the study for algebraic operations.
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BOLUM 1. GIRiS

Lineer olmayan kismi tiirevli denklemler matematigin 6nemli alanlarindan biridir.
Bu 6nemini 6zellikle karmasik fiziksel olaylar1 tanimlamak ic¢in kullanilmasindan
alir. Bu bahsedilen karmasik olaylar, akiskanlar mekanigi, katihal fizigi, plazma
fizigi, plazma dalga ve kimyasal fizik, hidrodinamik, optik gibi bir¢ok alandan
modellenerek, siirekli bir sekilde matematik havuzuna akan denklemlere doniistirler.
Bu nedenle yaklasik 100 yildan fazla bir siiredir bu denklemlerin niimerik ya da tam

¢Oziimleri arastirilmaktadir.

Bir kismi tiirevli denklem ile ilgili bir aragtirma yapilirken Oncelikle varlik-teklik
calisan arastirmacilar, ele alinan problemin ¢dziimiinlin var olup olmadig1 ve eger
varsa bu ¢oziimiin tek olup olmadigini arastirirlar. Bu sayede ¢oziimiiniin var oldugu
kanitlanan problem icin diger asama ise bu ¢0ziime ya da ¢oziimlere ulasmaya

caligmaktir.

Lineer olmayan kismi tiirevli denklemleri ¢6zmek amaciyla niimerik yontemlerin
yaninda, tam ¢oziimler veren bircok ydntem de kullanilmaktadir. Ornegin; ters
sacilim yontemi [1,2], Hirota bilineer yontemi [3,4], Painlev agilim yontemi [5],
Backlund doniisiim yontemi [6], homojen denge yontemi [7-10], Riccati denklemi

yontemi [11-13], iistel fonksiyon yontemi [14], Jacobi eliptik fonksiyonlar yontemi

[15], tanh-y6ntem ile (G’/ G)-agilim ydntemi bu yontemlerden bazilaridir.

Bu tezde, bu yontemler arasinda lineer olmayan kismi tiirevli denklemlerin kosan

(travelling) dalga tipinde ¢oziimlerini bulmak i¢in literatiirde yaklasik 20 yildan fazla

bir siiredir siklikla kullanilan tanh-yontem ile (G’/G)-agilm yontemi ailesi ve

bunlar arasinda karsilastirmaya yer verilecektir. Her iki yontem ailesi ile ilgili de

bircok makale bulunmasimin yaninda, her ikisinin de ortak noktasi, verilen lineer



olmayan kismi tiirevli denklemi, adi tiirevli denkleme cevirerek ¢ozmektir. Tarihsel
ortaya ¢ikislarina bakildiginda tanh-yontemin, digerine gore daha eski olmasi
yaninda, her iki yontemin de zaman igerisinde bir takim degisimler gecirmesi
neticesinde, birbirlerinin zayif kalan yonlerini tamamlayarak, daha farkli ¢oziimler
tiretmeye yonelik farkli versiyonlar1 ortaya c¢ikmistir. Bu farkli versiyonlardan
bazilar1 bilgisayarda gereken islem yiikiinii arttirmistir. Biitin bu avantajli ve
dezavantajli durumlar g6z oniline alinarak, bu tezin 4. boliimiinde her iki yontem
ailesinden elde edilen ¢oziimleri de kapsayacak bir yontem olan birlestirilmis yontem

gelistirilmistir.
1.1. Tanimlar

Tamim 1.1. En biiyiik mertebeden tiirevi zamana ve boyuta bagli olan kismi tiirevli

diferansiyel denklemlere, Sobolev-tipi denklemler denir.
[k kez Rus matematik¢i Sobolev tarafindan calisilmistir.
a ve b pozitif tam sayilar olmak tizere

utt - uxx + auxxxx - buxxtt + utuxx + 2uxt = O (1 . 1)

Benney-Luke denklemi,

L€ R olmak lizere

—Uu +u

xxxxtt xxtt

—un+uxx+,uumx+(u2)m:0 (1.2)

gelistirilmis Boussinesq denklemi,

o, 3,0 R olmak lizere



un—um—(au+ﬂu3+9u5) =0 (1.3)

XX

Pochhammer-Chree denklemi Sobolev-tipi denklemlere 6rnek verilebilir.

Tamm 1.2. En biiyilk mertebeden tiirevinde zamana bagh tiirev bir tane ise bu

kismi tlirevli diferansiyel denklemlere pseudoparabolik denklemler denir.

Bu denklemler Sobolev-tipi denklemlerin 6zel bir durumudur.

u,+u_, +u +uu =0 (1.4)

Korteweg de Vries (KdV) denklemi,

u,—u_,—ou_+u_+uu =0 (1.5)

Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) denklemi pseudoparabolik denklemlere

ornek verilebilir.

Tamm 1.3.  u(x,¢) bilinmeyen fonksiyon, K (), u ve u'nun x’e gore tiirevlerini

iceren bir ifade olmak iizere

u, =K (u) (1.6)

seklindeki kismi tiirevli denklemlere olusum (evolution) diferansiyel denklemleri

denir. Ornegin;
u, =u(l—u)+u, (1.7)

Fischer denklemi, olusum (evolution) diferansiyel denklem



1.2. Soliter Dalgalarin Tarihi

Isko¢ John Scott Russsell 1834 yilinda soliter dalgalari gdzlemleyen ilk kisiydi.
Russell gozlemledigi bu su tiimseklerini “biiylik dalga otelemeleri” diye adlandirdi.
Dalga genis bir zaman aralifinda su kanali boyunca orjinal seklini muhafaza ederek

ilerliyordu.

Russell’in kendi deyimiyle: “ Dar bir kanaldan gegmekte olan ve iki beygir giicliyle
giden bir botun hareketini izliyordum. Bot aniden durdu. Kanaldaki hareketli su
kiitlesinin durmadigin1 gordiim. Bu su kiitlesi botun u¢ kismi tarafinda birikti ve
sonra da aniden arka tarafa dogru yayilmaya basladi. Biiyiik bir hizla tek basina bir
dalganin 6ne dogru geldigini fark ettim. Bu su kiitlesinin hizinin azalmadan ve
seklini kaybetmeden ilerlemeye devam ettigini gdzlemledim. Atin sirtinda olmama
ragmen onu takip ettim ve yetistigimde ise 8-9 mil hizla ilerledigin fark ettim. Ancak
1-2 mil sonra kanalin doniisiinde kaybettim. Dalganin &telenmesi olarak
isimlendirdigim bu essiz ve miilkemmel doga olayma 1834 yilinin Agustos ayinda

sahit olma sansina sahip oldum.”

Russell daha sonra gézlemledigi bu olayi tekrar elde etmek i¢cin 1844 yilinda bir su
tanki insa eder. Burada yaptig1 deney sonucunda biiyiik dalgalarin yer degisimi veya

tek kamburlu dalgalar adim1 verdigi sekil degistirmeyen bu uzun su dalgalarinin a
maksimum genlik (amplitude) ve h sonlu su derinligi arasmda ¢’ =g(h+a)

iliskisini elde etti. Burada g yercekimi ivmesi ve ¢ dalga hizidir. ikinci olarak, iki tek
dalganin birbirinin iginden ge¢mesi durumunda dagilmadigini buldu. Su
tiimseklerinin bu tek kamburlu dalgalar1 bugilin soliter dalgalar veya solitonlar
(seklini koruyan lokal ve yiiksek kararli dalgalar) olarak adlandilir ve deneysel olarak
ilk Russell tarafindan kesfedilmistir.

1895 yilinda Diederik Johannes Kortaweg (1848-1941) ile doktora 6grencisi Gustav
de Vries (1866-1934) simdilerde ¢ok iyi bilinen KdV denklemini analitik olarak elde
ederek Russell’in bu gozlemlerini matematiksel olarak kanitladilar. Lineer olmayan

terimler ve dispersive terimler iceren KdV denklemi, dispersive ortamlarda sonlu



genlige sahip uzun dalgalarin yayilmasini tanimlar. KdV denklemi lineer olmayan ve
sacilim (dispersion) iceren zayif lineer olmayan uzun dalga calismalar1 i¢in bir
baslangic modelidir. Korteweg ve de Vries’in adlarin1 tasityan KdV denklemi
1872’de Boussinesq’in su dalgalar1 iizerine yaptig1 bir ¢alismada ele alinmisti. En

basit haliyle KAV denklemi agagidaki gibidir.

u,+auu_+u_ =0 (1.8)

Burada u, terimi tek yonde dalga yayiliminin zaman olusumunu (evolution)

tanimlar. Ayrica bu denklem birbiriyle miicadele eden iki etkiyi igerir. Bunlar,

dalganin dikligini gdsteren ve uu_ ile temsil edilen lineer olmayan terim ve dalganin
yayilimini tanimlayan ve u__ ile temsil edilen dispersiyon terimidir. Lineer olmayan

terim dalgayr sinirlamaya calisirken dispersiyon terim yaymaya c¢alisir. Diger bir
ifadeyle, optik fiber ya da s1g su dalga tabakalar1 gibi lineer olmayan ylizeylerde
dispersiyon sayesinde dalga yigminin genislemesi lineer olmamanin sagladig
daralma etkisi sayesinde tam olarak dengelenebilir. Bu lineer olmayan terimler ve
dispersiyon terimleri arasindaki denge tek kamburlu dalgalardan olusan solitonlar1
ifade eder. Solitonlarin kararlilig1 bu iki etkinin hassas dengesinden kaynaklanir. Bu
denklem sonsuzda monoton azalan parcacik Ozellikli soliton dalgalar1 karakterize

eden soliton ¢oziimleri verir [16].

1965°de Norman J. Zabusky (1929- ) ve Martin D. Kruskal (1925-2006) biiylik ve
kiigiik soliter dalgalarin nonlinear etkilesimini niimerik olarak ¢alistilar. Bu
etkilesimden c¢ikan dalgalar sekil ve hizlarimi koruyabildikleri icin kiitle ve
enerjilerini de koruyabiliyorlardi. Soliter dalgalarin 6zelliklerini koruyabilen ve
parcacik karakterli olan tiplerine Zabusky ve Kruskal tarafindan soliton adi verildi.
Soliter dalgalarin 6zel bir hali olan soliton ismi bu iki kisi tarafindan verilmekle
beraber soliter dalga kavrami daha geneldir. Ama fiziksel literatiirde, her ne kadar
solitonlar, soliter dalgalarin 6zel bir hali gibi goziikse de soliter dalga ve soliton

arasindaki fark belirsizdir. Bununla birlikte genellikle, tek soliton ¢dziim soliter



dalga olarak ifade edilirken, bir ¢oziimde birden fazla soliton goriildiiglinde bu

¢Oziim soliton olarak isimlendirilir [17].
1.3. Dalga Kavram

Dalgalarin matematiksel teorideki dalga kavramimna ait bazi tanimlarindan
bahsedelim. En genel fiziksel tanim yukar1 ve asagi ya da 6ne ve arkaya dogru
hareketlerdir. Ayrica dalga, enerjiyi bir yerden baska bir yere tasimayi saglar.
Titresimler periyodik olabilecegi gibi, periyodik olmayabilir. Bir dalganin
salimiminin siddetine genlik, saliniminin sikligina frekans, dalganin ardisik iki tepe
ya da g¢ukur noktasi arasindaki uzakliga da dalga boyu denir. Ses dalgalari, su

dalgalar1, elektromanyetik dalgalar gibi bircok dalga tipi vardir. En basit dalga

yayilimi denklemi u (x,¢) dalganin genligini ve ¢’de dalganin hizini gostermek tizere

asagidaki gibidir.

U, =cu, (1.9)

Bu denklem f ve g dalganin sirasiyla saga ve sola yayilimim ifade eden keyfi
fonksiyonlar olmak {lizere D’Alembert ¢oziimii olarakta bilinen asagidaki ¢oziime

sahiptir.

u(x,t)=f(x—ct)+g(x+ct) (1.10)

Bu farkli f ve g dalgalart sekillerini degistirmeksizin yayillim gosterirler. Bu

fonksiyonlar genellikle problemde verilen u(x,0) ve u,(x,0) baslangic degerleri

kulanilarak belirlenir. Dalga denklemi lineer oldugu i¢in siiperpozisyon prensibine

gore bu iki ¢6ziim toplanabilir. g=0 olarak alirsak bu durumda u, +u =0
denkleminin c=1 hizina sahip ¢6ziimii olan u(x,7)= f(x—¢) gibi dalga sadece saga

dogru yayilir.



Diger bir taraftan, kosan dalga (travelling wave) dalganin yayilimi1 yoniinde hareket

eden dalgadir. Kosan dalga, dalganin u(x,t)= f(x—ct) olarak ifade edildigi ve

yoniiniin c¢’nin pozitif ve negatif degerine gore tayin edildigi lineer olmayan
diferansiyel denklemler ile ilgili ¢calismalarda karsimiza cikar. Eger ¢6ziim kismi
tiirevli denklemin sadece iki koordinati farkina bagli ise ¢oziim seklini tam olarak

korur ve bu sebeple soliter dalga olarak isimlendirilir. Soliter bir dalga, & = —e *daki
asimtotik durumdan & =oo’daki duruma kosan dalganin gegisini E=x—ct ve ¢

dalganin hizi olmak tizere & ’de sinirlandiran kosan bir dalgadir.

Solitonlar bir ¢ok fiziksel doga olayimnda bulunurlar. Solitonlar fiziksel sistemleri
tanimlayan zayif nonlinear kismi tiirevli denklemlerin genis bir sinifinda ortaya
cikar. Solitonlar, soliter dalgalarin elastik dagilma o6zelligine sahiptir. Solitonlar
birbirleriyle c¢arpistiktan sonra sekil ve hizlarin1 koruyabilirler. KdV denklemi
solitonlarin baglica modelidir. Soliton ismi Zabusky ve Kruskal tarafindan
koyulmustur. Solitonlar pargacik karakterlidir ve carpismada formlarini muhafaza
ederler. Solitonun tam bir tanimim1 vermek kolay degildir. Fakat; Drazin [18§]
solitonu, lineer olmayan bir denklemin asagidaki 6zelliklerine sahip ¢6ziimii olarak

tarif etmistir.

1. Kalic1 formlu soliter bir dalgadir.

2. Sonsuzda soniimlii olmasi ya da bir sabite yaklasabilecek sekilde sinirlandirilabilir.
3. Diger solitonlarla etkilesime gegebilir ve seklini koruyabilir.

4. Lineer olmayan terimler ve dispersive terimler arasindaki hassas bir denge

tarafindan olusturulurlar.

Fiziksel literatiirde soliton ve soliter dalga arasindaki fark kesin degildir. Soliter
dalgalar dispersive ve dissipative ortamlardaki dalga siirecini tanimlayan lineer

olmayan olusum (evolution) denklemlerinin soliton tipli ¢oziimleri olarak
tanimlanabilir. KdV denklemi haricindeki soliter dalga ¢oziimleri sech’ tipinde

degilde sec/ ya da arctan (e‘”) tipinde olabilir.



1.4. Dalga Tipleri
1.4.1. Soliter dalgalar ve solitonlar

Soliter dalgalar sinirlandirilmis yani lokalize edilmis hareketli dalga tipleridir. Yani,
E=x—ct igin & —>Feo iken u'(&),u”(E) ve u”(£)—O0olur. Soliton dalga
tiplerinin en onemli 6zelligi diger soliton dalga tipleri ile etkilesime girdiklerinde
Ozelliklerini korumalaridir. Soliton dalga tipine giizel bir 6rnek olarak KdV denklemi
verilebilir. Sekil 1.1.’deki gibi sonsuz kanat veya kuyruga sahip olan egrilerdir. Sekil
1.1.’de soliter dalga fonksiyonu gosterilmektedir. Goriildiigii gibi grafik sonsuz iki

kanada sahiptir.

s

Sekil 1.1, u(x,1)= sech’ (x,t),—m <x,t <7 soliton ¢dziimiiniin grafigi

1.4.2. Periyodik dalgalar

cos(x—7) gibi periyodik olan hareketli dalga gesitleridir. Standart dalga denklemi
olan u, =u_ c¢ozildiginde periyodik ¢oziimler elde edilir. Bilindigi gibi bu
denklem lineerdir ve bu denklemin bir d’Alambert ¢6ziimii mevcuttur. Sekil 1.2.’de
u(x,t)=cos(x—r) fonksiyonu verilmistir. Sekilden dalganin periyodik oldugu

rahatlikla goriilebilir.



Sekil 1.2. u(x,t)=cos(x—1),-37 < x,t <37 periyodik ¢oziimii

1.4.3. Kink dalgalar

Bir asimptotik durumdan digerine gecerken azalan veya artan hareketli dalga

tiirlerine denir. Kink ¢oziimler sonsuzda bir sabit degere yaklasirlar.
u,+uu —vu_=0 (1.11)

Burgers denklemi kink ¢oziim vermesi ile bilinen bir denklemdir. Denklemde

bulunan v viskozite katsayisidir. Sekil 1.3.°te V:% icin Burger denkleminin

¢oziimii olan u(x,¢)=1—tanh(x—7),-10 < x,# <10 ¢oziimii verilmektedir.
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Sekil 1.3. u(x,7) =1—tanh(x—#),-10 < x,r <10 kink ¢oziimii

1.4.4. Peakon dalgalar

Peakon dalgalar tepeleri olan hareketli dalga tipleridir. Bu durumda, hareketli
dalganin tepesi hari¢ diger tiim noktalar1 diizgiin (smooth) Ozellik gosterirler.

Camassa-Holm ve Degasperis-Procesi denklemleri

u,—u, +(b+1)uu, =buu u,_, (1.12)

b=2 ve b=3 i¢in sirasiyla peakon soliter ¢oziimler vermektedir. Camassa-Holm

denklemi
u(x,t)= Ve

seklinde bir ¢oziime sahiptir. Burada V dalga hizim1 gostermektedir. V=1 i¢in elde

=]

edilen u(x,t)=e"",-2< x,1 <2 ¢oziimii Sekil 1.4.’de verilmektedir.
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Sekil 1.4. u(x,t)= e —2<x,1 <2 peakon ¢bziimii

1.4.5. Cuspon dalgalar

Cuspon dalgalar soliton dalgalarin baska bir formudur. Bu dalgalarin tepe uclarinda

zirveler (cusp) mevcuttur. Sekil 1.5.’de bir cuspon ¢oziim goriilmektedir.

Sekil 1.5. u(x,1) = et p<x<2 cuspon ¢oziimii
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1.4.6. Kompakton

Baska bir soliton dalga tipidir. Baska kompaktonlar ile c¢arpismalarindan sonra
Ozelliklerini korurlar ve aymi fazli (cohorent) sekil ile tekrar ortaya cikarlar. Soliton

carpigsmalara benzer esnek carpigsma 6zelligi gosterirler.

1

Sekil 1.6.°da  u(x,¢)=cos?(x—t),0<x,t<1 seklinde bir kompakton dalga

gorilmektedir. Rahatlikla goriilebilecegi gibi kompakton, iistel kanatlari olmayan bir

soliter dalgadir.

1.0F
09

0.g

]

1
Sekil 1.6. u(x,7) =cos?(x—1),0< x,r <1 kompakton ¢oziimii

1.5. Dispersiyon ve Dissipasyon

Asagidaki denklem ele alinirsa,

u,+u, =0 (1.13)

¢Oziimii olarak

(1.14)
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u(x,t)=f(x—1)

olur. Bu ¢6ziim fonksiyonuna 6rnek olarak sin(x—¢),cos(x—¢),e™" ve daha bir ¢ok

fonksiyon verilebilir. Denklem lineer oldugu icin siiperpozisyon prensibi
uygulanarak bu ¢oziimlerin kombinasyonu da bir ¢6ziim olarak alinabilir. (1.14)’deki

dalgalarin sekilleri dalga yayilirken degismez.

Fakat dispersiyon terimi olarak adlandirilan iiciincii mertebeden uzaysal tiirevi
ekleyerek (1.13) denklemini asagidaki gibi en basit dispersif denklem olarak elde

ederiz.

u,+u, +u,, =0 (1.15)

ite=wt) 5larak

Dalga ¢oziimiinii k dalga sayist ve w frekans olmak iizere u(x,7)=e
alalim. Bu ¢dziimii (1.15)’de yerine koyarsak w=k—k> dispersion iliskisini elde

ederiz. Buradan dalganin yayilma hizi c=%=l—/’c2 olur. Bu dispersif dalgalar ¢

v

dalga hizinin dalga sayisina bagli olarak degistigi dalga tipleridir. Dispersif etkiler

genellikle frekansla dalga hizi arasinda bir iliski sunar.

Diger taraftan dissipatif terim olarak adlandirilan uzaysal ¢ift mertebeden tiirev

kullanarak (1.13) denklemi agagidaki en basit dissipatif denklemi verir.

u,+u, —u, =0 (1.16)

Ayni sekilde dalga c¢oziimiini k dalga sayist ve w frekans olmak iizere

kx—wr)

u(x,t) e olarak alip (1.16)’da yerine koyarsak w=+k(1—ik) ¢oziim

e—k2t+ik(x—t)

u(x,t) seklini alir ve bu ¢6zlim dalganin birim hizda hareket ettigini

— k2 t+ik(x—t)

verir. Ayrica dissipasyon diger bir sekilde u(x,t)=e ¢cOziimiinlin istel
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soniimii £ #0 olmak lizere # — o giderken agik¢a goriiliir. Zamanla enerjisini

kaybettigi i¢in genligini de kaybeden dalgaya dissipatif dalga denir.

Simdiye kadar lineer denklemlerden bahsettik. Eger (1.15) ve (1.16)’deki u_terimini
lineer olmayan bir terim olan wuu_ ile degistirirsek sirasiyla asagidaki lineer olmayan

denklemleri elde ederiz.

u, +uu, +u,, =0 (1.17)

u, +uu, —u, =0 (1.18)

Bu iki denkleme sirasiyla literatiirde iyi bilinen KdV ve Burgers denklemleri denir.

Burada tekrar vurgulamak gerekirse (1.17)’de uu_’in lineer olmama etkisi ile u__ ’in

dispersif etkisi arasindaki hassas denge birbirleriyle tamamiyle etkilesim altina
girdikten sonra hiz ve seklini koruyarak ayrilan solitonlar meydana getirir. Fakat
(1.18)’deki Burgers denkleminde lineer olmayan terim ve dissipatif terim etkilerin
kombinasyonu kinkle ortaya ¢ikarir. KdV denklemi eksponansiyel olarak sontimlii
kanatlara sahip olan sec/’ analitik fonksiyonu ile karakterize edilen soliter dalga
coziimlerine sahip iken, Burgers denklemi sonsuzda bir sabite yaklasan
tanh fonksiyonu ile karakterize edilen kink ¢oziimlere sahiptir. Eger KdV
denkleminin iki solitonu ¢arpisirsa bu solitonlarin birbirleri icinden kolayca gegctikten

sonra degismeden ¢iktiklar1 goriiliir.

Lineer denklemlerde kullandigimiz siiperpozisyon prensibinin lineer olmayan dalga

denkleminde uygulanamadigina dikkat edilmelidir.



BOLUM 2. BENJAMIN-BONA-MAHONY-BURGERS-TIiPi
KISMI TUREVLI DENKLEMLERIN
(G'/G)-ACILIM YONTEMI ILE COZUMLERI

2.1. Giris

Lineer olmayan kismi tiirevli denklemler fizik, matematik ve miihendislik
problemlerinde sik¢a karsimiza c¢ikmaktadir. Bu denklemlerin kosan (travelling)
dalga ¢oziimlerini bulmak i¢in bir¢ok farkli ¢oziim yontemi kullanilmaktadir. Bu
yontemlerden bazilar1 ters sacilim yontem [1,2], Hirota bilineer yontem
[3,4],Backlund doniisiim [6], homojen denge yontemi [7-10], Riccati denklemi
yontemi [11-13], iistel fonksiyon yontemi [14], Darboux doniistim [19], tanh-

fonksiyon yéntem [20,21], sin-cos yontemi [22], (G’/G)-agilim yontemi [23,24] ve

modifiye edilmis basit denklem [25-27] yontemidir.

Bu boliimde oncelikle, bu yontemler arasinda son zamanlarda 6ne ¢ikan, ilk olarak

Wang ve Zhang [23] tarafindan ortaya atilmis ve daha sonra siklikla [24-49] lineer

olmayan kismi tiirevli denklemlerin ¢dziimiinii bulmak i¢in kullanilmis (G”/ G)—

acilim yontemi kullanilarak Benjamin-Bona-Mahony-Burgers-tipi denklemlerin

kosan (travelling) dalga ¢6ziimleri bulunacaktir.

Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) denkleminin en sik kullanilan ve

karsilasilan sekli

u,—u_,—ou_+u_+uu =0 (2.1)
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olarak ifade edilir. Burada u(x,¢) bir akigkanin yatay x yoniindeki hizi ve ¢ pozitif

bir sabittir. Bu denklemin genel hali olarak, ¢ pozitif bir sabit, Se R ve g(u)e C’

olacak sekilde

u,—u,, —ou +Pu +(g(u)) =0 2.2)

verilen  genellestirilmis  Benjamin-Bona-Mahony-Burgers denklemidir. ou

dissipatif terimi genellikle su dalgalarinin yayilimi sirasinda karsimiza ¢ikmaktadir.

(2.2)’de verilen bu denklem i¢in Akgagil ve Goziikizil tanh-yontem kullanarak

2 3
u

g(u)=uu_, g(u)= S Ve (u)= u? durumlari i¢in ¢dziimler [50] elde etmislerdir.

(G’/G)-agilim  yontemi ile Benjamin-Bona-Mahony-Burgers-tipindeki  bazi

denklemlerin ¢oziimleri bulunduktan sonra ve bulunan ¢oziimler Akgagil ve
Gozikizil’in tanh-yontem ile buldugu c¢oziimlerle kiyaslanacaktir. Boylece iki

yontem arasindaki benzerlik daha somut bir sekilde gosterilmis olacaktir.

2.2. (G'/G)-acilim Yontemi
X, t bagimsiz degiskenler ve u (x,t) bilinmeyen fonksiyon olmak iizere u(x,t) ‘nin
en ylksek mertebeden tiirevini ve lineer olmayan terimler igeren, iki degiskenli

lineer olmayan bir kismi tiirevli denklem asagidaki gibi verilsin.

P(uyu,,u u,u,,u,,...)=0 (2.3)

(G’/ G) -agilim metodunu uygulamak i¢in asagida verilen 6 adim kullanilr.

Adim 1. (2.3) denkleminin kosan (travelling) dalga ¢oOziimlerini bulmak igin

bagimsiz x ve t degiskenleri tek bir degisken olan & =x—ct dalga degiskeni adi
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verilen degisken yardimiyla birlestirilir. Burada ¢ dalganin hizim1 gostermektedir.

u(x,t)=U(&) ve {=x—ct olmak iizere (2.3) denkleminde kullanilarak (2.3)’deki

lineer olmayan kismi tiirevli denklem adi tiirevli denkleme asagidaki gibi

doniistiriiliir.
P(U,cU\U'\cU",c*U"U",..)=0 (2.4)

Adim 2. Eger gerekiyorsa (2.4) denklemi integre edilip, islemlerde kolaylik olmas1

acisindan integral sabiti sifir olarak alinabilir.

Adim 3. G=G(&) fonksiyonu ikinci mertebeden lineer

G"+AG'+uG =0 (2.5)

adi tiirevli denkleminin bir ¢6zlimii olmak {izere (2.4) denkleminin ¢6ziimleri lineer

u(¢)= g% (%J (2.6)

seklinde verilen (Ej 'nin  bir polinomunu ger¢eklesin. Burada A,u ve

0<i<M olmak tuzere q,’ler daha sonra belirlenecek olan sabitlerdir. M pozitif

tamsayist (2.4) denklemindeki en yiiksek mertebeden tiirevli terimler ile lineer
olmayan terimler arasinda kurulacak ve bir sonraki adimda anlatilacak olan

dengeleme prosediirii ile belirlenir.

1

(2.5) denkleminin ¢oziimleri kullanilarak (%j
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(G‘j A NAu-A 2 ,
Rl P ST AT =41 <0
G 2 2 41— 22 _ 2
01005[4'[;/15}+ 2sm[ i f}
c
-+ 2 LA -4u=0
2 (cl+czé:] g
2.7)

seklinde elde edilir.

Adim 4. M pozitif tamsayist1 (2.4) denklemindeki en yliksek mertebeden tiirevli
terimler ile lineer olmayan terimler arasinda kurulacak dengeleme prosediirii ile

asagidaki gibi belirlenir.

Eger u(&) derecesi D[u(f)]zM olarak tammmlanirsa buna baglh olarak (2.4)

denklemindeki diger olusabilecek ifadelerin dereceleri

[ diu
| d¢*

}:M+q, D[u’]:Mr,

q )
D u’[d uj ]zs(M+q)+Mr,

d&’
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seklinde hesaplanabilir. En yliksek mertebeden tiirevli terim ile lineer olmayan terim
arasinda kurulan bu derecelendirmeler esitlenerek elde edilen basit denklemden M

degerine ulasilir.

Adim 5. (2.4) denklemini ¢6zmek i¢in, denklemde u (&) yerine (2.6) ifadesi ve (2.5)

denklemi yardimiyla u(&)’nin & ‘ye bagl tiirevleri bulunarak yerine konulur.

'

Yapilan bu islemlerden sonra, elde edilen ifadede (%J ‘nin ayn1 dereceden terimleri

diizenlenerek olusan bu katsayilardan elde edilen cebirsel denklemler sifira esitlenip

c¢oziilerek, bu denklemlerden a,,c, A, 1 degerleri bulunur.

Adim 6. Adim 5’de elde edilen a,,c,A,u degerleri ve (2.5)’den elde edilen

¢Ozlimler yardimiyla bulunan (2.7) ¢ozlimleri (2.6)’da yerine konarak (2.3) lineer

olmayan kismi tiirevli denkleminin ¢éziimleri elde edilir.

2.3. Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) Denkleminin (G'/G)-acihim

Yontemi ile Coziimii

o pozitif bir sabit olmak {izere

u,—u_ —ou_+u +uu =0 (2.8)

Benjamin-Bona-Mahony-Burgers denklemi yukaridaki gibidir. £=x—ct dalga
degiskeni kullanilarak bu denklem asagidaki adi tiirevli denkleme doniistiirtiliir.

2

(1—c)U+cU”—0(U'+U7:O (2.9)

Diger boliimlerde tekrar iizerinde durmadan gegebilmek i¢in bu doniistimii biraz

daha agmak gerekirse
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u_dUdE_ U _

= — =_cU’
oa of o aE

2 2 2 2 2
a u —a U(%j +a_U£:c28_U:c2U”,

o a2\ ar)  oE ot A&

u_QUdE_U_,

ox o ox 9F

9

9

2 2 2 2 2
au_au(gJ LOUIE_ U _

W 9&\ax)  of ar  9E

ou _dUgog UE U _

= = —cU”
ol 9F ox o o oxat o9& 7

seklinde zincir kural1 uygulanilarak (2.8)’deki her bir terimin doniisiimii yapilir.

Dengeleme sabitini bulmak icin en yiiksek mertebeden tiirevli terim U” ile lineer

2
olmayan terim - arasinda, adim 4’de belirtildigi gibi kurulan derecelendirmeler

asagidaki gibi esitlenirse
M+2=2M

denkleminden M=2 bulunur. Bu degere adim 4’deki bu pratik islem tercih edilmezse

asagidaki gibi de varilabilir.

G"+ AG'+ uG =0 denkleminin her iki tarafini G #0 olmak {lizere G ile boliiniirse

uzere

a5, (2.10)
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elde edilir. (2.10) hem (%j ‘nin tiirevinde hem de Maple komutlarinda siklikla

kullanilacaktir. Oncelikle

’

58]
G G G #

(2.11)

olacaktir. (2.6)’y1 acik yazarak (2.9)’da kullanilacak olan U’nun birinci, ikinci

tiirevleri ve karesi asagidaki gibidir.

U=a +ag+a Q2+ +a EM
0 IG 2 G M G

(2.12)

' N\M-1 N\2 '
U'=- al+2a2£+...+MaM(ij (ij +/1£+ﬂ (2.13)
G G G G

' N\M-1 ' '
U”:[a1+2a2%+...+MaM (%J ](2(%J+lj((%

2
G\ \(GY ., G
+[2a2+...+M(M—1)aM(Ej ]((Ej +/IE+;1J
G
U’=a+..+a,’ (EJ

(2.12)’den (2.15)’e kadar olan ifadeler (2.9)’da yerine konulursa

2
GV
+A—+ )
J G "

(2.14)

(2.15)
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(l—c)[ao +..ta, (%)MJ

s e J JM ()<
(2a2+ M (M- laM ]{9 +,1_+ﬂJ

G

f (0208 o () (2) 4% (UJ

G 2

+c

(2.16)
elde edilen bu ifade de terimler diizenlendiginde 2M ve M+2 kuvvetlerinin
esitliginden M=2 sonucuna ulasilmis olur.

Dengeleme sabiti bulunduktan sonra tekrar (2.12)-(2.15) arasinda elde edilen

ifadelerde kullanilarak veya dogrudan (2.16)’da yerine konularak (%J ‘nin

kuvvetlerinin olusturdugu bir cebirsel denklem sistemine ulagilir. Bu denklem sistemi
bu calisma i¢in Maple 12 kullanilarak ¢oziilmiistiir. Fakat istenirse diger matematik
programlart da kullanilarak bu hesaplamalar yapilabilir. Maple 12 kullanilarak

yapilan hesaplamalar sonucunda asagidaki ¢oziim gruplarina ulasilir.

Grup 1. c-— 25+240{ —_,f4,u+ =-12c, q, ——120/1—12%

a,=-12cpt+c— 1—%, (2.17)

Grup 2. c-—— 25+240” —_,/4,u+;1 a,=-12c, al——120/1—12Ta

a, =—12cp1+c— 1—%, (2.18)
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Grup 3. c-— 25~ 240{ F /4,u+1; a,=—12c¢, a, = —1201—12?0(

a,=—12¢u+c— 1——62”1, (2.19)

Grup 4. c-—— 25240 —_,/4,u+— a,=-12c, al——120/1—12Ta

a,=-12cpt+c— 1—%, (2.20)

Grup 5. ¢=0, lzi‘/4,u+L2, a,=0,a ="2a,a,=-1-04; (2.21)
(04

Yukaridaki ¢dziim gruplart sirasiyla (2.6)’da  yerine konulursa A’ —4u >0

oldugunda sirasiyla

10

1 ~25+240° \/25+240(
E=x— E+— tve c=

u, (x,t) =

¢, sinh| — & |+c¢, cosh 1 C—_lf
3(c-1) 6a/ 2\ 6c

2 5 I [c-1
h +¢,sinh| — [
¢, cos ( J ¢, sin [2 ” fJ
¢, sinh l,/—c_lf +¢, cosh l,/—c_l«f (2.22)
c—1 2\ 6c 2\ 6c
2 1 [e-1 1 fe=1,)|°
h| = S8 |+ ¢, sinh| —, |
¢, cos [2 ” «f] ¢, sin [2 ” &

g_x_[l \/25+24a2} e oo \/25+24a

2 10



3(c-1 6a
%(XJ):_LE_J 5

¢, sinh| — |
c—1 2

clsmh(l - 1§]+czcosh[ «/ 6o l«fj

\9)

,_‘

C—

N | —

§]+c2 mnh( \/?fj
}cz cosh{z\/ﬁfj

¢ cosh[

\ 6
2 —
¢, cosh 1«/071
2\ 6c¢

l\.)\'—‘

§j+czsinh( C léjj

25-24a”
_t |ken
10

24

(2.23)

(2.24)
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N | —
._

¢, sinh| — 05 +c,cosh| — _C«f
c—-1 6a [1-c 60
u, (x,0)=———-—

: >\ e ¢ cosh[ 1 C«f]+c2 s1nh[ _ij
6¢
¢ smh[ / §]+ ¢ cosh( /l_cé:J (2.25)
- 6¢
+ 2
¢ cosh(2 1= cé"]+c2 smh( /16_005]

l\)\»—‘

N | —

N | =

Ve

. X X
¢, sinh| — |+¢, cosh(
o

( 200
¢ cosh(
2

us (x,0)=-1-

Fela)l o
x)+czsinh xj
a

a

VR
[\

hiperbolik dalga ¢oziimleri elde edilir. Eger ¢ #0,

& =tanh™ (C_zJ
G

olacak sekilde asagida verilen hiperbolik fonksiyon 6zdesligi goz oniine alinarak

2 2 .
¢,” <c¢, olmak iizere

tanh (&+&,) = sinh cosh &, +sinh & cosh& _ ¢;sinh&+¢, cosh&
*”" cosh &cosh &, +sinh & sinh E c,cosh&+c,sinh &’

(2.22)-(2.26) ¢ozlimlerinde yerine konulursa sirastyla

c=—+———— iken
10 2 10

1 N25+240° 1 N25+24¢°
E=x— 5+— tve

u, (x,1)=c 1—6?0{ Tl h[ ,/ é‘ §0J+—Sech2( 1/ §+§ (227)
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2 10 B 10

1 2542407 1 25+240° .
S=x—|——————— |t ve c—z——lken

u, (x,0)=c— 1—6?0‘ t h( \/75 §0J+—se h( \/75 fo],

(2.28)

10

1 ~25-24a° 1 N25-240°
=X— 54‘— t ve CIE‘FT |ken

6a |1-c I [1-c c—1 I [1-c
t)=c—1-—,|—tanh| — ,[—&+&, |-——sech’| — [—C¢+&, |,
S [2 o 50} 2 [2 6c © 5‘))

6a |1-c I [1-c c—1 1 [1-c
jt)=c—1—-— |——tanh| — [—C&+& |———sech’| —,|[—E&+&, |,
nlel)=em1=% [2 o © 50} 2 [2 o 5‘)}

us(x,t):—l—tanh(£+§oj, (2.31)

¢oziimlerine ulasilir. o pozitif bir sabit oldugu i¢in bulunan ¢o6ziim gruplar
incelenirse A° —4 ’niin degerinin her zaman sifirdan biiyiik oldugu sonucuna

ulasili. Bdylece (2.8)’deki Benjamin-Bona-Mahony-Burgers denklemi igin
trigonometrik ve rasyonel ¢oziimlerinin olmadig1 sonucuna ulasilir. Burada ¢6ziim

i¢in kullanilan Maple kodlar1 asagidaki gibidir.

> ui=x+y*gt+z*g"2;
> du=-(y+2*z*g)*(g"2+1*g+m);
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> ddu:=2*z*(g"2+1*g+m) 2 +(y+2*z*g)*(2* g+1)*(g"2+1*g+m);
> collect(expand(2*(1-c)*u+2*c*ddu-2*a*du+u”2=0),g);

> dsolve({z=-12%c,20*c*z*[+4*a*z+4*c*y+2*y*z=0,
OFcHy* |+2*x*z+4*a* Z*¥ [+8* c*Zz*|"2-2* c* z+1 6 c* z¥* m+2* z+2*a* y+y2=0),
2¥y+12*c*ZF I * m+2 ¥ x ¥ y+2 ¥a* y*|+4* c*y*m+4Fatz¥ m-2* c*y+2* cFy* 11 2=0),

2¥x-2*c*x+2*a*y*m+4*c* z*m 22 ¥ c*y* [ *m+x"2=0},[x,y,z,l,c]);

Diger taraftan Ak¢agil ve Goziikizil [50] makalelerinde ayn1 denklem ile ilgili

asagidaki ¢6ziim gruplarini elde etmislerdir.

o O | =54+25+240°

iken
10u # 24

tanh,u(x—Vt)—&%tanh2 u(x=Vt),

3a-30u 12¢
u (x,t) = £- 5/1

20U
(2.32)

_ 5++/25-240"

ve iken
10u # 240

tanh £ (x—Vt) —&% tanh® u(x—Vt), (2.33)

a-10u 12ou
u, (x,t)= 204 s

_ —5++/25+240°

=—— ve iken
20u # 48«
uy (x,1) = al_é?ﬂ - 12505,u tanh,u(x—Vt)—%%tanhz,u(x—Vt) (234)
2o 3o

coth,u(x—Vt)—Tcoth2 u(x—="nt),



e U= 5+~25-2407

20

_2ou

48

iken

” (x,t) _ 3a—60u 1201

80u

coth ¢t (x—Vt)—

%cothz u(x=vt

iken

1201
5

e u- —5++/25+ 240"

24

_3a-30u 120u
5

20u
coth ¢t (x—Vt)—

5++/25-240"

10u

ug (x,t

24

6o

)-

?Cothzﬂ(X—Vt),

iken

coth gt (x—Vt)—

a-10u 12ou
=

20u

coth ¢t (x—Vt)—

(Yo 77}

6o

tanh,u(x—Vt)—?w%tanh2 u(x—"t)

tanh,u(x—Vt)—?w%tanh2 u(x—"rt)

coth® u(x—Vt),

coth® u(x="t),

28

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)
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ug(x,t)=3a8_ozoﬂ—125aﬂ tanh,u(x—Vt)—%tanhZ,u(x—Vt)

’ . (2.39)
ol coth y(x—Vt) —%coth2 u(x—="nt),

a—-10 12¢,
ug(x,t)z ‘u— SIU

o tanth ﬂ(x_m_%mnw w(x—vi), (2:40)

(2.22)-(2.25) ¢oziimlerinde ¢ degeri yerine konur ve ¢, =0 alinirsa [50]°deki tanh-
fonksiyon ¢dziimlerine, ¢, =0 alinirsa coth-fonksiyon ¢oziimlerine ulasilir. Ornegin,
(2.32)’deki ¢oziime (2.22)’de ¢, =0alinarak ulagilabilir. Fakat (G’/G)-agilim

yontemini kullanarak o6rnegin (2.34)’deki gibi her iki fonksiyonun kombinasyonu

olan ¢oziimler ulagilamaz.

Somut olarak bu drnekten de goriilebilecegi gibi (G'/ G)-agilim yontemi ayri ayri

tanh ve coth hiperbolik fonksiyonlarina ait olan ¢6ziim kiimelerini vermesine ragmen
ikisinin kombinasyonu olan ¢oziimleri vermekte basarisiz olmaktadir. Her ne kadar
bu denklemin trigonometrik fonksiyon igeren ¢oOziimleri olmasa da ayni durum

trigonometrik fonksiyon i¢eren ¢oziimler i¢in de gecerlidir.

Ayrica bilgisayar ¢Oziimlerini yapmaya ¢alisirken tanh-yontem ile kiyaslanirsa,
¢Ozlime gotiiren degerleri elde etmek bilgisayar1 olduk¢a zorlamaktadir. Bu durumun
yaratacag1 zorluk ise, daha karmasik ve zor lineer olmayan kismi tiirevli
denklemlerin ¢oziimlerini ararken giiglii olmayan bir bilgisayar ile calisiliyorsa,

bilgisayara girilen verilerden sonuglara ulagilamayabilir.
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2.4. Genellestirilmis Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) Denkleminin

(G'/G)-acilim Yontemi ile Coziimii

u —u,, —Omﬂ+ﬂux+(g(u)))C =0 (2.41)

Benjamin-Bona-Mahony-Burgers denkleminin ¢Ozimii g(u)=uu_ve

2
g(u)= % durumlari i¢in incelenecektir.

Durum 1. g(u)=uu, olarak (2.40) denkleminde yerine koyup &=x-cs dalga

degiskeni kullanilarak denklem, asagidaki adi tiirevli denkleme doniistiiriiliir.

(B—c)U+cU"—oU +UU’ =0 (2.42)

UU’ ile kullanilarak U”
M +1=M +2,

Denkleminden M=1 olmak {iizere dengeleme sabiti bulunur. O halde denklemin

¢Oziimleri
U=a,+a, (ij (2.43)
G

kullanilarak sirasiyla takip edilmesi gereken basamaklar uygulanirsa q,,a,,c ’nin

degerleri i¢in sadece asagidaki degerler elde edilir.

a,=pA+a,a,=2p,c=p. (2.44)
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(2.44)’de bulunan bu ¢odziim grubu (2.43)’de yerine yazildiktan sonra, (2.7)’deki

durumlar sirastyla gozoniine alinarak asagidaki ¢oziimlere ulagilir.

A*—4u >0 oldugunda

¢, sinh [“/122_4’u(x—ﬂt)J+c2 cosh (/122_4’u(x—,5t)}
¢ cosh(“/izz_é"u(x—ﬁt)] +c, sinh (/122_4’u(x—ﬂt)}

(2.45)

u (x,t) =0+ BJA* —4u

A* =41 <0 oldugunda

—c, sin

¢ cos[“ét’tlz_lz(x—ﬂt)]

+c, cos

[' 4ﬂ2_ a (x— ﬂt)} [ 4ﬂ2_ a (x— ﬁt)}

u, (x,t)= o+ Bau—-A*

+c, sin(W(x—ﬂt)]
(2.46)
son olarak A’ —44=0 oldugunda
¢ (2.47)
N=a+28| — 2
w () =a 'B(c1+cz (x—ﬂt)]

coziimleri elde edilir. Akgagil ve Goziikizil [50]’in makalesinde ise elde edilen

¢Oziimler
u, (x,¢)=o+2 Pk tanh k (x - ft), (2.48)

u, (x,t)=o+2fkcothk(x—ft), (2.49)
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u, (x,t) = o+ 2Pk tanh k (x— Bt)+2 Bk coth k (x - ft), (2.50)

seklindedir. Agikca goziikmektedir ki /4> —4u =2k almarak sirasiyla ¢, =0 ve
¢, =0 degerleri (2.45)’de yerine konarak (2.48) ve (2.49) coziimleri elde

edilmektedir. Fakat (2.50) ¢6ziimii (G’/ G)-a¢ilim yontemi ile elde edilememektedir.

Diger taraftan (G’/G)-agilim yontemi trigonometrik ve rasyonel fonksiyonlari

iceren ¢Oziimleri vermede avantajli oldugu goziikse bile aslinda tanh-yontemde
yapilan bir takim basit degisikliklerle bu ¢oziimlerinde elde edilebilecegi ilerideki

boliimlerde goriilecektir.

Burada ¢6ziim i¢in kullanilan Maple kodlar1 asagidaki gibidir.
> u=xty*g;

> du:=collect(expand(-y*(g"2+l*g+m)),g);

> ddu:=collect(expand((2*y*g+y*1)*(g"2+*g+m)),g);

> collect(expand(-c*u+c*ddu-a*du+b*u+u*du=0),g);

> dsolve({2*c*y-y*2=0,3*c*y*[+a*y-x*y-y"2*1=0,
b*y+2*c*y*mta*y*l+c*y*1"2-c*y-x*y*1-y*2*m=0,
-c*x-x*y*m+c*y**m+a*y*m+b*x=01},{x,y,c,1});

2

Durum 2. g(u)=%01arak (2.40) denkleminde yerine koyup &=x-—ct dalga

degiskeni kullanilarak denklem asagidaki adi tiirevli denkleme doniistiirtiliir.

2

(C—ﬁ)U—CU”+0(U,+U7:O (2.51)
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U? ile kullanilarak U”

2M =M +2,
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Denkleminden M=2 olmak iizere dengeleme sabiti bulunur. O halde denklemin

¢oziimleri

U=a0+a1(

G!

ol
_ +a2 _
G G

ifadesi kullanilarak sirasiyla takip edilmesi gereken basamaklar uygulanirsa

a,,a,,a,,c i¢in sadece asagidaki degerler elde edilir.

[hz 2 2 _
Grup 1. c:£+ 250" +24a L A=TF /4ﬂ+ﬂ
2 10 6¢

6aA

’

a,=—12cu+c—p—- .

’ 2 2 _
Grup 2. c=£— 25p +24a ,A=F 4,u+c B
2 10 6¢
a0=—120ﬂ+c—ﬂ—%;

2 2 _
Grup 3. c=£+ (257 —24 L A=TF /4,u+’B ¢
2 10 6¢

6aid

7

a,=—12cu+c— - .

2
) (2.52)
,a,=—12c, a =—120/1—12—a,
5
(2.53)
,a,=—12¢c, a, :_120/1_12?0('

(2.54)

_120/1_12_0('
5

, a, 12¢, a,

(2.55)
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/ 2 2 _
Grup 4. ng_ 2p —24e > ﬂzi\,“'ﬂ"'%: a,=-12c, q, _—IZCﬂ—lzTa,
C

10

a,=-12cu+c— ﬁ—% (2.56)

2
Grup 5. ¢=0, /1=¥,/4,u+’8—2, a,=0,a ="2a,a,=—f—-0A; (2.57)
(04

Yukaridaki ¢dziim gruplari sirasiyla (2.52)’de yerine konulursa A’ —4u >0
oldugunda sirastyla

Fexe £+«/25,82+240(2 ve _£+J25/32+24a2 "
T2 10 3 10 e
in C l C—ﬁ
e e (7] e )
: 5 ¢ cosh[ ]+ ¢, sinh [1 , /c_’B«fJ
2\ 6c¢
ol L fe=Be) s ol L[5 (2.58)
5 clsmh[2 » §]+ . h(z . fj
1 [c-pf 1 [e=p
clcosh(z,/ » §]+czs1nh(2‘f » f}

’25 2 2 ' 2 2
f=x—[§— ﬂ1;24a ]t ve c=§— 255" + 240 iken

10
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inh| © c=p c 1 je=p
_3e=p) s [o=B| 5o 1)
1

¢ smh[ ’85]+c2 cosh( 06_’84-’) (2.59)
2 - c-p ’
¢ cosh( » §]+cz smh( o é-’j

p \25p-240"

==t iken
10
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6¢
¢ s1nh( 'B_cé:J+c2 cosh [1 ’B_CfJ (2.61)
Cc— 6c 2\ 6¢
2 ¢, cosh (2 '86005j+02 sinh [; 156—005]
ve
¢, sinh (ﬂXJ +c¢, cosh (ﬂxj
u, (x,t)=—f— B 2a 2 (2.62)

o
¢, cosh (’ij +c, sinh (ﬂxj
2a 2a

hiperbolik dalga ¢oziimleri elde edilir.

Bulunan ¢dziim gruplari incelenirse A°—4u ’niin degerinin her zaman sifirdan
bliyiik oldugu i¢in (2.40)’daki Benjamin-Bona-Mahony-Burgers denklemi i¢in higbir
zaman trigonometrik ve rasyonel c¢oziimlere ulasilamayacagi sonucuna ulagilir.
Burada ¢6ziim i¢in kullanilan Maple kodlar1 asagidaki gibidir.

> ui=x+y*g+z*g"2;

> du=-(y+2*z*g)*(g"2+1*g+m);

> ddu:=2*z*(g"2+1*g+m)"2+(y+2*z*g)*(2* g+1)* (g 2+ *g+m);

> collect(expand(2*(c-b)*u-2*c*ddu+2*a*du-u"2=0),g);

> dsolve({z=-12*c,-4*a*z-20*c*z*[-4*c*y-2*y*z=0,

-y 2+2%c*z-8* c*Zz*1N2-6* c*y*l-4*a* z*]-16* c*z*m-2*b* z-2 *a*y-2*x*7=0,
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S12% ORI MA2 R y-2* Y HIAN2- 2Ry F- 2 xR y-4 Rtz ¥ m-4* ey Fm-2 % b*y=0),

2*¥a*y*m-4*c*z*mN2-2*b*x-x"2-2*  c*Fy* [Fm+2*c*x=0}, {x,y,z,c,1});

Diger taraftan Akcagil ve Goziikizil’in [50] makalelerinde ayni1 denklem ile ilgili

asagidaki ¢6ziim gruplarini elde etmislerdir.

iken

2 2
o ﬂ:5ﬂ+\/25ﬁ 24

10u 24

tanh,u(x—Vt)+&%tanh2 u(x=ve) (2.63)

10uf-a 120u
L TR

58255 —24a°

14 -2 ve U= iken
10u 24

u, (x,t)= 10,121,(5);0{_'_1250!,11 tanh,u(x—Vt)+&%tanh2,u(x—Vt) (2.64)

2 2
o % L= 50++/250° + 240 ke

10u 24¢

u, (x,1) = 30‘;@; 3, 125“/‘ tanh,u(x—Vt)+&%tanh2 w(x=vi (2.65)

_ 2 2
o % e L= 50++/250° + 240 en
20u 48«
20uf—o 1201 3ou 2
u, (x,t)= + tanh ¢ (x—Vt)+——tanh x=Vt
(i) == s plx=V)+= AT 5 66)
+1250Wcoth,u(x—Vt)+&%coth2,u(x—Vt),
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2 2
o ﬂ:5ﬁ+\/25,8 24 feen

20u 48

3o

_60upB-3a  120u B 3au 5 .
= + tanh £ (x—Vt)+ 5 tanh” ¢ (x—Vt) (2.67)

o1
us (x,t) 804 5

+ 1250{,u coth,u(x—Vt)+?w%coth2 u(x—=rt),

2 2
58-+25/" - 24 e

V—i ve U=
20u # 48«
g (1) = SOMB =30 1201 ok (- vty + 2% b g (x— 1)
804 5 5 (2.68)
+12a’ucoth,u(x—Vt)+?w%coth2,u(x—Vt),
_ 2 2
o % e L= 50++/250° +24c deen
10u 24
u7(x,t)=30‘;?);3“+lzso‘”cothﬂ(x—Vt)+%coth2ﬂ(x—Vz), (2.69)

Nory e
ﬂ=5ﬂ+ 254 ~24a’

T 1o 24a

g (1) = 10‘2‘@;“ Jaa coth,u(x—Vt)+&%coth2 u(x=ve) (270

V—i ve U=
10u 24
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coth z(x— Vt)+&%coth2 u(x=ve) (2.71)

10uf—a 120u
ug(x,t)z 201 + 5

Benzer sekilde (2.58)-(2.61) ¢oziimlerinde ¢ degeri yerine konur ve ¢, =0 almirsa
[38]’daki tanh-fonksiyonu igeren ¢oziimlerine, ¢, =0 alinirsa coth-fonksiyonu igeren
¢oziimlerine ulasilir. Fakat (G’/ G)—ac;lhm yontemini kullanarak 2.3. boliimiiniin

sonunda da belirtildigi gibi Ornegin (2.68)’deki gibi her iki fonksiyonun

kombinasyonu olan ¢oziimler ulagilamaz.

Sonug olarak, (G'/ G) -acilim yontemi ile elde edilen ¢oziimler ve daha fazlasi tanh-

yontem ile elde edilir. Tanh-yontemin zaman igerisinde nasil gelistigi, dordiincii
bolimde gosterilecektir. (G’/G)-agilim yontemi, tanh-yontemin ilk uygulandigi
sekliyle kiyaslandiginda daha farkli ve genis bir ¢oziim ailesi sundugu sanilabilir.

Fakat ticiincii ve dordiincii boliimde deginilecek olan tanh-yontem ailesinin gelismesi

ile eksik olan ¢6ziim gruplari tamamlanmis ve hatta daha genis bir ¢ozliim kiimesi

elde edilir hale gelmistir. Ayrica tanh-yontem ile kiyaslandiginda (G’/G)-agilim

yonteminin Ozellikle bilgisayar ¢oziimlerinde son derece hantal oldugu goriilebilir

[51].



BOLUM 4. BIRLESTIiRILMIiS YONTEM

4.1. Giris

Farkli fiziksel olaylar1 tanimlar ve modellerken lineer olmayan kismi tiirevli
denklemlerle bilimsel alanda siirekli karsilasilmast nedeniyle, bu denklemleri
¢dzmek igin birgok farkli yontem gelistirilip, uygulanmaktadir. Ozellikle son yillarda
gelisen 6zel matematik programlarinin da yardimiyla lineer olmayan kismi tiirevli
denklemlerin tam ¢oziimlerini dogrudan bulmaya yonelik ¢esitli yontemlere olan ilgi

her gecen giin katlanarak artmaktadir. Bu yontemler arasinda son yillarda one ¢ikan
ve siklikla kullanilan tanh-fonksiyon yontem ailesi ve (G'YG)-agihm ydntemi
ailesidir. Tanh yoOntemi, literatiire Malfliet [52-55] tarafindan kazandirilmis ve
yontemin bircok versiyonu [66-75] daha sonra bazi makalelerde siklikla
kullanilmustir. (G G)-agilim yontemi ise Wang ve Zhang [23] tarafindan bulunmus

ve ayni sekilde lineer olmayan kismi tlirevli denklemlerin ¢éziimlerini bulmak igin

yontemin ¢esitli versiyonlari gelistirilmis ve bir ¢ok makalede [24-49] kullanilmistir.

Yaklastk 20 yildir lineer olmayan olusum (evolution) denklemlerinin kosan
(travelling) dalga coziimlerini bulmak i¢in her iki yontem ailesi de siklikla
kullanilmaktadir. Bunlar arasinda en sik kullanilan tanh-fonksiyon yontem ailesinin
tiyeleri olan ve tarihsel gelisim sirasina gore; tanh-yontem, genisletilmis tanh-

yontem, genisletilmis ve modifiye edilmis tanh-yontem ve son olarak kompleks tanh-

yontemdir. Diger taraftan (G'G)-agilm yontemi ailesinin tiyeleri arasindan da
genellestirilmis (G G)-agilm yonteminin yeni yaklasimi (The new approach of

generalized (G'G)-expansion method) ve (GYG,1/G)-agihm y6ntemi olmak

lizere yonteme ait yeni yaklasimlar bulunmaktadir. Her iki yontem ailesinin ve

gelistirilen degisik versiyonlarinin verdigi ¢éziimler, ayn1 olmakla birlikte farkli da



63

olabilmektedir. Ozellikle bu farkli ¢dziimlere ulasabilmek igin, ¢dziim grubunu
tamamlayict olmasi acisindan ailenin diger {iyelerinin kullanilmasina ihtiyag

duyulabilmektedir.

Bu boliimiin amact lineer olmayan kismi tiirevli denklemlerin ¢éztimlerini bulmak
icin yaygin olarak kullanilan tanh-fonksiyon yontemleri ailesi ve (G'G)-agilm
yontem ailesi tarafindan elde edilen ¢ozlimler de dahil, daha ¢ok ¢oziim tiireten bir
yontem gelistirerek bu iki aileyi tek bir yontem c¢atist altinda toplamaktir. Bunlari

yaparken her iki yontemin avantajlarini dikkate alinarak, uygulanacak islem ytkii

hafifletilecektir.

Onceki bolimde, (G G)-agilim yontemi, genisletilmis ve modifiye edilmis tanh-

yontemin 6zel bir durumu oldugunu gosterilmisti. Birlestirilmis yontem olarak
adlandirilacak olan yontem sayesinde; daha Once Kudryashov’un da bir¢ok
yontemlerin karsilastirilmast ile ilgili makalelerinde bahsettigi [76-78] gibi ayni
¢Oziimiin bir¢ok farkli formda verilmis ¢oziimlerinden kaginarak daha fazla ¢oziime,

daha sik ve diizenli bir bi¢imde ulasilabilinecektir. Yani hem tanh-yontem ailesinin

hem de (G G)-agilim yontemi ailesinin verdigi ¢oziimleri de verebilen, daha genel,

daha sik ve daha fazla ¢6ziim veren bir yontem sunulacaktir.

4.2. Tanh-Fonksiyon Yontem Ailesi

X, t bagimsiz degiskenler ve u(x,¢) bilinmeyen fonksiyon olmak iizere, u(x,?) nin

en yiiksek mertebeden tiirevini iceren ve lineer olmayan terimler i¢eren iki degiskenli

lineer olmayan bir kismi tiirevli denklem asagidaki gibi verilsin.

P(uu,,uu,,u,,u,,...)=0 (4.1)

(4.1) denkleminin kosan (travelling) dalga ¢oziimlerini bulmak i¢in bagimsiz x ve t

degiskenleri tek bir degisken olan, dalga degiskeni ile &=x-—cr seklinde
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birlestirilir. Burada ¢ dalganin hizim géstermektedir. u(x,#)=u(&) olarak kabul

edilip £=x—ct, (4.1) denkleminde kullanilarak (4.1)’deki kismi tiirevli denklem

adi tiirevli denkleme asagidaki gibi doniistiiriiliir.

P(U,cU\U"cU"U"U",...)=0 (4.2)

4.2.1. Standart tanh-yontemi

Standart tanh-yontem; yontem ailesine ait, Malfliet [52] tarafindan ilk olarak ortaya
cikan yontemdir. (4.2)’deki gibi adi tiirevli denkleme ¢evrilen denklemin ¢oziimleri

asagidaki gibi Y nin polinomlar1 seklinde ifade edilir.

u(f):S(Y)lei:aiYi “3)

Burada g, daha sonra belirlenecek sabitler ve Y =Y (&) olmak iizere asagidaki

fonksiyon

Y:tanh(k(§+fo)) (4.4)

ve &, da keyfi bir sabit olsun.

(4.2) denkleminin ¢dziimiinii bulmak igin (4.3) ve (4.4)’l kullanmadan 6nce (4.3)’de
bulunan ve dengeleme sabiti denilen say1 en yiiksek mertebeden tiirevli terimler ile
lineer olmayan terimler arasinda kurulacak dengeleme prosediirii pratik olarak

bulunabilir.

Daha onceden de soylenildigi gibi (4.3)’li, M bulunduktan sonra (4.2) denkleminde
yerine koyarak Y’nin kuvvetlerinden olusan bir denkleme ulasilir. Daha sonra Y nin

katsayilarinin sifira esitlenerek olusturulan cebirsel denklemler Maple, Mathematica
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gibi matematik programlar1 kullanilarak ¢oziilmesi vasitasiyla a,,k,c’ye ait

degerlere ulagilir. Bulunan bu degerler (4.3) ve (4.4)’de yerine konursa denkleme ait

sadece tanh-fonksiyonlarini i¢eren ¢ozlimleri elde edilmis olur.
4.2.2. Genisletilmis tanh-yontemi

Yukaridaki hemen hemen her basamagin ayni olmasi yaninda ydntemin farki
(4.3)’de alinan ifadenin genisletilmesi ile ortaya ¢ikmaktadir. Yani genisletilmis

tanh-yontem kullanilarak ¢6ziim yaparken (4.3)’de kullanilan ifade

u(&)=S(Y)=aq, +i(aiYi +bY") (4.5)

i=1

seklinde genisletilir. Standart tanh-yontemdeki gibi M dengeleme sabiti bulunur ve
(4.5) ifadesi Y =tanh(k(£+¢,)) olacak sekilde (4.2)’de yerine koyulur. Bdylece

a.,b, k,c’ye ait degerler bulunur ve (4.5)’de yerine konarak ¢oziime ulasilir. Bu

yontem standart tanh-yontemin bir sonraki versiyonu olarak diisiiniiliirse, yontemin
katkisinin tanh-fonksiyonlarini i¢eren ¢oziimlerin yaninda, tanh-coth-fonksiyonlarini
iceren ¢oziimleri verdigi gormiis olunur. Boylece standart tanh-yontemde bulunan
coziimlerle birlikte, 6zellikle tanh-coth ¢oziimlerinin ortaya ¢ikmasiyla ¢6ziim sayisi

artmis olur.

Daha genel ifade edilirse, eger b, =0 olan ¢ozliim gruplari, standart tanh-yontemdeki

cOzlimleri verir ve bu nedenle kolayca goriilebilir ki genisletilmis tanh-yontem ile

elde edilen ¢6ziim kiimesi standart tanh-yonteme gore daha biiytiktiir.
4.2.3. Genisletilmis ve modifiye edilmis tanh-yontemi

Genisletilmis ve modifiye edilmis tanh-yontemde de, diger iki tanh-yontemde

yapildig1 gibi lineer olmayan kismi tiirevli denklem adi tiirevli denkleme & =x—ct

kullanilarak doniistiiriiliir ve yine ayn1 sekilde dengeleme katsayisi bulunur.



66

¢=¢(&) fonksiyonu

p=b+y (4.6)

degiskenlerine ayrilabilir (sabit katsayili Riccati) adi tiirevli denkleminin bir ¢ézliimii

olmak iizere (4.2) denkleminin ¢oziimleri
u(§)=S(9) =4+ 2 [ 40"+ By | (4.7)

seklinde verilen ¢ ’nin bir fonksiyonunu gerceklesin. Burada 1<i < M olmak {lizere

4,, A;, B, daha sonra belirlenecek olan sabitlerdir.

(4.6) denklemi ve (4.7) ifadesi (4.2) adi tiirevli denkleminde yerine konarak, ¢ ’nin
kuvvetlerinin katsayilarin1 olusturan ve A4,,4.,B,,b,c terimlerinin olusturdugu

cebirsel denklemleri sifira esitleyerek c¢oziilmesi vasitasiyla A4,,4,B,,b,c

terimlerinin degerleri elde edilir.

Burada (4.6)’da bulunan degiskenlerine ayrilabilir (sabit katsayili Riccati) adi tiirevli

denklemin ¢oziimleri, &, keyfi bir sabit olmak tizere

,b<0

—\/_tanh(\/_b &+ & )
bcoth(\/_b E+¢, )
Vbtan(Vb (£+£,)) (4.8)

o= b>0

- bcot(«/g(§+§o))

1
T
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seklindedir. Bulunan 4, 4,,B,,b,c degerleri ve (4.8)’deki ¢oziimler (4.7)’de yerine

yazilarak (4.2) nonlinear kismi tlirevli denklemin ¢éziimleri bulunmus olur.

Genisletilmis ve modifiye edilmis tanh-yontemin bir 6nceki yontemden farkli olarak
sundugu avantajlar, oncelikle degiskenlerine ayrilabilir (sabit katsayili Riccati) adi
diferansiyel denklemi kullanarak daha kolay bir sekilde (4.7)’nin tiirevi
alabilmektedir. Bu kolay tlirev alma isleminin en biiyilkk avantaji, Maple,
Mathematica gibi bilgisayar programlari kullanirken ¢6ziim bulmada etkisini
gostermektedir. Teknik olarak sagladigi avantajlarin yaninda (4.8)’deki ¢oziimler
nedeniyle artik denkleme ait sadece tanh, coth ve bunlarin kombinasyonu olan
coziimler degil, trigonometrik ve rasyonel fonksiyon c¢oziimlerine de ulasilabildigi
goriilmektedir. Bu durum da bir 6nceki yontem ile kiyaslanacak olursa ulasilacak

olan ¢0zlim sayisini neredeyse iki katina ¢ikarmaktadir.
4.2.4. Kompleks tanh-yontemi

Kompleks tanh-yontemde de yine diger yontemlerde oldugu gibi lineer olmayan
kismi tiirevli denklem adi tiirevli denkleme ¢evrilir ve dengeleme sabitini bulmak

icin uygulanan prosediir aynen uygulanir. Yontemin farklilastigi nokta ise ¢oziim

yaparken i =~/—1 ve &, keyfi bir sabit olmak iizere
M
u(&)=>Y a,tanh" (ik (£ +&,)), (4.9)
n=0

seklinde ifade edilir. Onceki yontemlerdeki gibi (4.9)’daki ifade (4.2)’de yerine
konur, elde edilen cebirsel denklemler bilgisayar programinda ¢oziliir ve yerine

konarak ¢oziimlere ulagilir.

Kompleks tanh-yontem ile ilgili ¢ok fazla makale bulunmamaktadir [65]. Ciinkii
yontemde elde edilen ¢oziimlere birkag Ozdeslik kullanilarak genisletilmis ve

modifiye edilmis tanh-yontemi vasitasiyla kolayca ulagilabilmektedir. Yontemin
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daha sonra kullanilmamasmin en 6nemli gerekcesi diger yontemlere gore gereksiz
bir sekilde bilgisayar ¢oziimlerini zorlastirirken, bir yandan da ya ayni ¢oziimleri
vermekte ya da ¢Ozlim kiimesini daraltmaktadir. (4.9)’daki ifadeden de
anlagilabilecegi gibi ¢oziimler tanh veya tan fonksiyonlar1 seklindedir. Aslinda
yontemde (4.9)’daki n sayisi —M <n < M secilir ve hiperbolik ve trigonometrik
fonksiyonlart birlestiren 6zdeslikler kullanilarak, yontemin eksiklikleri rahatlikla
giderilebilir. Ama genisletilmis ve modifiye edilmis tanh-yontemin (4.6) denklemini
kullanarak ¢o6ziime gitmesine kiyasla, bilgisayar uygulamalarinda zorluga yol

acabilir.

4.3. Birlestirilmis Yontem

Bu béliimde 6nceki boliimlerdeki tiim tanh-yontemler birlestirilerek en genis ¢oziim
kiimesini veren ve ayni zamanda bilgisayara uygulanmasi en kolay olacak sekilde

diizenlenen bir yontem verilecektir.

X, t bagimsiz degiskenler ve u(x,¢) bilinmeyen fonksiyon olmak iizere u(x,¢) nin

en yiiksek mertebeden tiirevini iceren ve nonlinear terimlerini iceren, iki degiskenli

lineer olmayan bir kismi tlirevli denklem asagidaki gibi verilsin.

P(uyu,,u u,,u

x277xt?

orllysen) =0 (4.10)

Adim 1. (4.10) denkleminin kosan (travelling) dalga ¢oziimlerini bulmak i¢in
bagimsiz x ve t degiskenleri tek bir degisken olan, dalga degiskeni ile &=x—ct

seklinde birlestirilir. Burada ¢ dalganin hizimi gostermektedir. u(x,7) =u(&) olarak

kabul edilip =x—ct (4.11) denkleminde kullanilarak (4.10)’daki kismi tiirevli

denklem adi tiirevli denkleme asagidaki gibi doniistiirtiliir.

P(U,cU\UcU"U"U",..)=0 (4.11)
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Adim 2. Eger gerekliyse (4.11) denklemi integre edilip, islemlerde kolaylik olmasi

acisindan integral sabiti sifir olarak alinabilir

Adim 3. ¢=¢(£) olmak iizere asagidaki degiskenlerine ayrilabilir (sabit katsayili

Riccati) diferansiyel denklemini saglasin.

¢':b+¢2 (412)
a.,b,,b sonradan bulunacak sabitler olmak iizere (4.11) denkleminin ¢oziimii

u(§)=a, +§(af¢f(f)+bi¢"’(§)) (4.13)

seklinde ifade edilir.

Adim 4. (4.11)’in dengeleme sabitini elde ederken en yiiksek mertebeden tiirevli
terim ile lineer olmayan terim arasinda asagidaki derecelendirmeler vasitasiyla
kurulan derecelendirmeler esitlenerek elde edilen basit denklemden M degerine

ulaglir.

d )
D{d;}:M+q, D[u"|=Mr,

d'u )
Diu" =s(M +q)+ Mr,
{ ( y qu ] (M +q)
Adim 5. (4.12) ve (4.13), (4.11)’de yerine konarak ¢’nin kuvvetlerinin
katsayilarindan olusan bir cebirsel denklem sistemine ulasilir. Bu denklem sistemi

bilgisayar da ¢oziilerek a,,b.,b,c’ye ait degerler elde edilir.
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Adim 6. Adim 5’de elde edilen degerler (4.13) yerine konduktan sonra (4.12)

denkleminin asagida verilen ¢oziimleri de yerine konarak (4.10) denkleminin

¢Oziimlerine ulasilir.

(4.12) degiskenlerine ayrilabilir (sabit katsayili Riccati) adi diferansiyel denklemin

¢oziimleri

1.Grup : b <0 oldugunda, A # 0 ve B iki reel sabit say1 olacak sekilde alinirsa

\/W—A@ cosh(2\/3(f+§o))
Asinh(2V=b (E+&,))+ B ’
(47 + %) b AVb cosh (2 (£ +&,))
Asinh(24=b (£+¢,))+B ’ (4.14)
“24-b
J-b+ A+cosh(2v=b (£+&,))-sinh (2V=b (£+£,))

24\-b
A+cosh(2\/j(f+§0))+sinh(2\/j(f+§o)) ,

—=b+

2.Grup : b >0 oldugunda, A4 # 0 ve B iki reel sabit say1 olacak sekilde alinirsa

\ I(A2 _Bz)b —A«/Ecos(2\/5(§+§0))

Asin(Z\/E(ég+§0))+B
- (AZ—BZ)b—A«ECOS(2\/5(§+§o))
Asin(2Vb (E+&,))+B (4.15)
i —24ib
A+cos(2\/g(§+fo))—isin(2\/z(f+50))
_ 24i\b
_z«/5+A+COS(2\/Z(§+§O))+isin(2x/3(§+§0))
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3.Grup: b =0 oldugunda

b (4.16)
= rg

&, keyfi bir sabit olmak tizere, 3 ¢6ziim ailesi seklinde ifade edilir.
4.4. (G'/G)-acihm Yontemi Ailesi

Bu boliimde (G G)-agilim yontemi ailesinin iiyelerinden, genellestirilmis (G*/G)-
acilim yonteminin yeni yaklasimi (The new approach of generalized (G’/G)-

expansion method) [90-94] ve (GYG,1/G)-agihm yontemi [95-102] verilecektir.

(4.1) denkleminin kosan (travelling) dalga ¢oziimlerini bulmak icin, denklemi adi
tirevli denkleme c¢evirmek ve ortaya c¢ikan denklemin dengeleme sabitini bulmak
i¢cin uygulanan adimlar, tanh-yontem ailesinde uygulanan adimlarla aynidir. Asagida

her iki yontemin farklilastig1 noktalar verilecektir.

4.4.1. Genellestirilmis (G'/G)-a¢ilim yonteminin yeni yaklasim

G =G(&) olmak iizere asagidaki diferansiyel denklemini saglasin.
G(£)G"(&)=4G (§)+BG(£)G'(¢)+CG'(&) (4.17)

a;’ler sonradan bulunacak sabitler ve A,B,C reel parametreler olmak iizere (4.2)

denkleminin ¢6ziimii

u(f)éia,- (Ej (4.18)
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seklinde ifade edilir. (4.17) diferansiyel denkleminin ¢oztimleri

I.Durum: B#0 ve A=B*+44—-4AC >0 iken

(A
(@) 2. 48 com{ 5o
G 2(1-0C) 2(1_C)Ccosh(\/zfj+c sinh(
1 2 2

3
(4.19)

|

SN

2.Durum: B#0 ve A=B*+44—-4AC <0 iken

Q§J+C2 cos[\/;_A

o0 ol

‘

2(1—c)+2(1—c) c COS(@g}C sin(ng (4.20)
1 2 2 7

G

3.Durum: B=0 ve A=A4(C-1)>0 iken

(gj _ V& ¢ sin (VAE)+C, cos(vVAE)

4.21)
G ) (1=C) ¢ cos(VAE)+C,sin(VAE)
4.Durum: B=0 ve A=A4(C-1)<0 iken
(%j: VA Csin (-A¢) +C cosh(-4) (4.22)

(1-0) ¢, cosh(\/ztf)+C2 sinh(ﬂg)

1

seklindedir. (4.17) ve (4.18), (4.2)’de yerine konarak (%j 'nin  kuvvetlerinin

katsayilarindan olusan bir cebirsel denklem sistemine ulasilir. Bu denklem sistemi
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bilgisayar da ¢oziilerek a,,c, 4, B,C ’ye ait degerler elde edilir. Bu degerler (4.18)’de

yerine konduktan sonra (4.17) denkleminin yukarida verilen ¢6ziimleri de

kullanilarak (4.1) denkleminin ¢ézlimlerine ulasilir.

4.4.2. (G'/G,1/G)-acilim yontemi

Bu yontemin bir 6nceki yontemden farklilagtigi nokta, (4.1) denklemini (4.2)’deki

gibi adi tiirevli denkleme ¢evirdikten ve dengeleme sabiti bulunduktan sonra

ia [ A cosh (k&) + 4, sinh (k&) Ji N M , (4 cosh (k&)+ 4, sinh(kéf))i_1
"\ 4 sinh(k&)+ 4, cosh(k&)+C ) S (4 sinh (k&) + 4, cosh(kf)+C)i ’

ia ( A cos(k&)— A4, sin (k&) ji+ M , (Al cos(k&)— 4, Sin(kég))i_l
| A4 sin(k&)+ 4, cos(kE)+C | S (4, sin(k&)+ 4, cos(k§)+C)i
(4.23)

i=0

i=0

(4.2)’de u yerine yukaridaki ifadeler konularak a,,b.,c,k degerleri bulunur ve bu

degerler (4.23)’de yerine konarak (4.1) denklemine ait ¢éziimlere ulagilir.
4.5. Birlestirilmis Yontem ile Digerlerinin Karsilastirilmasi

Teorem 1: Birlestirilmis yontem, tanh-fonksiyon yontem ailesinden daha fazla

¢Ozlim verir [103].

Kanit : Tanh-fonksiyon yontem ailesine bakildiginda, genisletilmis ve modifiye
edilmis tanh-yontemin, aileye ait diger yontemlerin verdigi tiim ¢éziim gruplarini da
verdigi i¢in birlestirilmis yontemi, bu yontemle karsilastiralim. Buna gore yontem;
4.2. bolimde verildigi sekliyle tanh, coth, tan, cot, tanh-coth, tan-cot ve rasyonel
fonksiyon olmak iizere ele alinan kismi tiirevli denklem i¢in en fazla 7 tipte ¢oziim

sunmaktadir. Diger taraftan; kolayca goriilebilir ki, & keyfi bir sabit oldugu igin,

tanh(x —%i) =coth(x) ve tan(x —%) =—cot(x) gozoniine alinarak, (4.8)’de
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bulunan hiperbolik ve trigonometrik ciftlerin birbirine esit olmakta ve boylece ayni
c¢ozlimiin farkli formlar1 ortaya ¢ikmaktadir. Aslinda yontem; hiperbolik,
trigonometrik ve rasyonel fonksiyonlarin her birinden sadece birer ¢oziim vermekte
ve 7 tipte ¢Oziim degil, tanh, tan, tanh-coth, tan-cot ve rasyonel fonksiyon olmak

lizere en fazla 5 tipte ¢6zlim vermektedir.

Birlestirilmis yontem ise (4.14),(4.15) ve (4.16)’da verilen hiperbolik, trigonometrik
ve rasyonel fonksiyon olmak tizere, genisletilmis ve modifiye edilmis tanh-yontemin
¢oziimlerini de igeren daha genel ve daha fazla ¢6ziim grubu vermektedir. Asagida
ifade edildigi gibi; tanh ve tan fonksiyonunu i¢eren ¢oziimler , B =0 alinirsa, (4.14)

ve (4.15)’deki birinci ifadelerden

AN=b — AN=b cosh (24=b (£ +¢,) @(I_COSh(zﬂ(&é’)))

Asinh(2\/3(f+§o)) sinh(2\/$(f+§o))
= —\/Etanh(\/j(f+fo)),

A\/Z—A\/Zcos(2x/5(§+§o)) \/E(l—cos(2\/5(.§+§o)))
= =/btan (~/b (& + 0
Asin(2x/3(§+fo)) sin(Z\/Z(é-'.pé-'O)) bt ( b($ 5))

seklinde elde edilir. O halde birlestirilmis yontem, tanh-fonksiyon yontem ailesinden

daha fazla ¢6zlim verir.

Teorem 2: Birlestirilmis yontem, genellestirilmis (G' G)-agihm y6nteminin yeni

yaklagimindan daha fazla ¢6ziim verir.

Kamit : Oncelikle genellestirilmis (G G)-agihm yonteminin yeni yaklagiminda

kullanilan asagidaki yardimci denklemin (4.12)’deki degiskenlerine ayrilabilir (sabit

katsayil1 Riccati) adi diferansiyel denkleme esit oldugunu gosterelim. Bu yilizden

G(E)G"(E) = AG (£)+ BG(£)G'(£)+CG'(£)} (4.24)



75

denkleminin her iki tarafim G’ (¢£)’ye bélip Cgv(‘f):(G'(é’)J _{G‘(é:)]

esitligini kullanirsak (4.24) denklemi

G(&)) (G _ . 5[ CE)), oSO (425)
(G(a:)} (G(a:)} g B(G(&)j C(G(a:)]

denklemine doniisiir. Buradan da (4.25) denklemi tam kareye doniistiiriiliirse

[%J _(C_I)LG'@L B 1)j2+4f1(c—1)—32 (4.26)

G(<) G(¢) 2(C- 4(C-1)
elde edilir. (4.26)'da ¢(&)= g((g)) o Cl?_l) a=C-1,ve b= 4A(fc_i)1;B
alinirsa (4.26) denklemi
9'(&)=b+ag’ (&) (4.27)

denklemine, yani (4.12)’deki denkleme doniismiis olur. (4.27) denkleminde bulunan
a degeri sebebiyle elde edilecek c¢oziimler ile (4.12) denkleminin ¢dziimleri

arasindaki fark asagidaki gibi olur.

Jab tanh(@(f+§o))
¢(§): “ ,ab<0;
Jab coth( —ab (§+§0))

a

Jab

; tan(\/%(§+§o))
¢(‘f): \/E ,ab>0;

—cot(ab (§+£,))
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(4.19)-(4.22)’de verilen ¢oziim gruplarmi asagidaki hiperbolik ve trigonometrik

0zdeslikler gozoniinde bulundurularak diizenlenirse

c
tanh a&, == olmak iizere

G

_sinhaé coshad, +sinha& coshal ¢ sinhal +c, coshal
cosh aé cosh aé, +sinh a&,sinhaé ¢ coshaé +c,sinhaé’

tanh(a(§+§0))

4.28
_ coshaé coshal, +sinhag; sinhal ¢ coshaé +c, sinhal (428)

~ sinha&cosh a&, +sinh a&, coshaé N ¢, sinhaé +c¢, coshaé’

coth(a(§+§0))

c "
ve tanaé, =——= olmak lizere
c
1

tan(a(£+&,)) = sinag cosag, +sinag,cosag _ _ —¢;sinag +c, cosag ’

cosa& cosal, —sinaé, sinal ¢, cosaé +c,sinaé (4.29)
cot(a(£+¢,))= cos a& cosad, —S.in ag,sinag _ ¢ cos a+c,sinal

sina cosaé, +sinag, cosaé —¢,sinaé +c, cosa&

bu ¢o6ziim gruplart ile (4.27)’nin ¢6ziim gruplar1 arasinda esitlik asagidaki gibi

kurulur.

(4.19) ve (4.20)de; %zgp(@,

hiperbolik 6zdeslikler, (4.20) i¢in (4.29)’daki trigonometrik 6zdeslikler kullanilarak

doniisiimii, (4.19) igin (4.28)’deki
2(1-0) $ (4.19) icin  (4.28)

_ 44(1-C)+B*  -A e
ve yukarida elde edilen a=C-1, ve b= =— esitlikleri
4(1-C) 4a

kullanilarak, bu ¢ozlimler sirasiyla asagidaki hale doniistir.
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J-ab tanh(\/%(f+ fo))
¢(§): a ,ab < 0;
coth (v=ab (§+&))) (4.30)

~—tan(Vab (§+¢,))
(&)= ,ab>0.
CO'[(\/E(5+§0))

Diger taraftan (4.21) ve (4.22)’de verilen ¢oziimler; (4.19) ve (4.20)’nin B =0

alinarak kolayca elde edilebilen 6zel durumlari oldugu rahatlikla goriilebilir.

(4.30)’daki ¢oziimlerden de goriilecegi lizere Oncelikle yontemin (4.19)-(4.22) deki
gibi farkli 4 grup ¢6ziim kiimesi degil, ikiser ikiser 6zdes olmak tizere farkl iki grup
¢Oziim kiimesi verdigi goriilmekte, yani bulunan ¢oziimler tekrar farkli bir formda
elde edilmektedir. Buradan da yukarida elde edilen (4.30)’da bulunan c¢o6ziimlerin

(4.18)’de yerine konulmasi ile elde edilen ¢ozlimlerden dolayi, genellestirilmis

(G G)-agihm yonteminin yeni yaklagimi ydnteminin sadece tanh, ve tan

fonksiyonu seklinde ¢oziimler verdigini, hatta genisletilmis ve modifiye edilmis
tanh-yontemi ile kiyaslarsak tanh-coth ve tan-cot kombinasyonu olan ¢oziimleri bile

vermedigi i¢in diger yontemlere kiyasla uygulamasi gii¢c ve oldukc¢a zayif bir yontem
oldugu goriilir. O halde birlestirilmis yontem, genellestirilmis (G'/ G) -acilim

yonteminin yeni yaklagimindan daha fazla ¢6ziim verir.

Teorem 3: Birlestirilmis yontem, (G'/ G,l/G) -acilim yonteminden daha fazla

¢Ozlim verir.

Kamt : (G G,1/G)-agilim yonteminde (4.23)’deki birinci ifadede

cosh(x ¥ y) = cosh x cosh y ¥ sinh xsinh y,

) _ ) _ . (4.31)
sinh(x ¥ y) = sinh x cosh y ¥ cosh xsinh y
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ve tanh(k =ﬁ alinirsa,
!
1

e cosh (k(£+&,)) Ji+M (cosh(k(§+50)))f-l
() ZO: f[sinh(k(§+§o))+c z‘z—llbi(sinh(k(é‘+§0))+c)i

i a, cosh’ (k(§+§0))+b,- cosh’™ (k(é:"i"fo))
i=1 (sinh(k(§+fo))+c)l

=a,+

sadelesmis hali elde edilir. Bu elde edilen ifade, (4.14)’deki birinci ve ikinci ¢6ziim

tipine ait agagidaki hiperbolik ¢oziimler ile karsilastirilinca,

i

Ax/jcosh(2x/j(f+§0))i /—(A2 +B2)b
9T Asinh (275 (E+£,))+ B
u(§)=a0+; L
" _A«/jcosh(2«/j(§+§o))i1/—(z4 +B )b
’ Asinh(24=b (£+&,))+ B

ifadesinin toplam isareti altindaki ilk teriminin binom ag¢ilimina ait ilk iki terimi

aliarak olusturuldugu asikardir. Benzer sekilde

cos(xF y)=cosxcos ytsinxsin y, 432
sin(x ¥ y) =sin x cos y ¥ cosh xsinh y 32)

ve tan(k¢&,)=-2 alinrsa,

BN
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i-1

i

cos(k(df+§0)) ]i+ M , (cos(k(‘f+§o)))
sin(k(£+&,))+C | S (sin(k(E+&))+C)
A aicosi(k(§+§o))+biCOSH("(&"’&O)) ’

Zao“‘; (sin(k(§+§0))+C)i

u(f)ziai[

i=0

sadelesmis hali elde edilir. Bu elde edilen ifade, (4.15)’deki altinct ve yedinci ¢oziim

grubuna ait asagidaki trigonometrik ¢éziimler ile karsilastirilinca,

_Ax/gcos(Z\/B(f+§0))i (42-B)b
wl Asin (2 (£+&,))+B
u(§)=a0+; L
, _A\/BCOS(Z\/E(§+§O))1J(A -B )b

o Asin(2Vb (E+&))+ B

i
a.

ifadesinin benzer sekilde, toplam isareti altindaki ilk teriminin binom agilimina ait ilk

iki terimi alinarak olusturuldugu goriliir. Boylece kolayca gorilebilir ki,

(G‘/ G,l/G)—ac;lhm yontem, birlestirilmis yonteme kiyasla daha az ¢oziim verir.

Ayrica bulunan ¢oziimler, birlestirilmis yontem kullanilarak da bulunabilen

¢oziimlerdir. O halde birlestirilmis yontem, (G G,1/G)-a¢ilim yonteminden daha

fazla ¢oziim verir.

4.6. Lonngren Dalga Denkleminin Birlestirilmis Yontemle Coziimii

Bu béliimde iigiincii bolimde hem (G G)-agilim yontemi hem de genisletilmis ve

modifiye edilmis tanh-yontem ile ¢oziilen, Lonngren dalga denklemi, birlestirilmis

yontem ile ¢dziilecektir. Oncelikle

2

=7 (1 —out )+, =0 (4.33)
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& = x—ct dalga degiskeni kullanilarak, adi tiirevli denkleme dontistiirtiliir.

CZU”+<1—0(CZ)U+,BCZU2 =0 (4.34)

(4.33) denkleminde en yiiksek mertebeden terim U” ile nonlinear terim U’ arasinda
dengeleme yaparak, M +2=2M ’den M =2 olarak dengeleme sabiti bulunur. Yani

(4.33)’lin ¢oziimleri, a,,a,,a,,b,,b, daha sonra belirlenecek degerler olmak tizere

U($)= b,¢” +h¢ +a, +ap+a,¢’ (4.35)

seklinde yazilir. (4.35) ve tiirevleri, (4.34) denkleminde yerine yazilip, ¢ ‘nin her
kuvvetinin katsayilar1 sifira esitlenerek a,,a,,a,,b,,b, ve c’den olusan cebirsel bir

denklem sistemi bulunur. Bu denklem sistemi Maple kullanilarak c¢oziiliirse,

asagidaki ¢6ziim gruplarina ulasilir.

1 6 6h

Grupl. c=+F , b=0=b, a,=——,a, =0, a,=——; 4.36
P PR 1> 4 3 1 0 3 ( )
1 6 2b
Grup 2. c=+ — b,=0=0, azz—ﬁ,alzo, aoz—?; (4.37)
2
Grup 3. c=+F 1 , b, —ﬂ, b =0, a,=0=a,, aq, 2—b; (4.38)
a—4b B B
2
Grup 4. c=+ ! , bzz—ﬂ, b =0, a, =0=a,, aoz—ﬁ; (4.39)
o+4b Joj Joj
2
Grup 5. c=$+6b, bzz—%, b =0, azz—g,alzo, a0=4—b; (4.40)
a_
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_ | 6b” 6 12b 4.41
Grup 6. c=¥f—, b=—, =0, a,=——,a,=0, a, =—. (4.41)
p m ) 3 1 2 3 1 0

(4.36)-(4.41)’de bulunan bu ¢oziim gruplar1 (4.35)’de yerine yazildiktan sonra,
(4.15),(4.16) ve (4.17)’daki durumlar sirastyla gézoniline alinarak b <0 oldugunda,

A+#0 ve B iki reel sabit say1 olacak sekilde alinirsa

2

B I e By

F
ul(x’t):_?_ﬁ t ’
ASlnh(zﬁ(x+x/a+4b+§°j +h
(4.42)
@ OB oo 278 7 e
2 ’ -, 5 ‘ B ; ,
ASlnh(ZJjb(x+ r+4b+§°j +B
(4.43)
()=~ b : 24y | |
A+COSh(2ﬁ(x$\’“+4b+§°Jj_smh[2@(x¢ a+4b+§0}j
(4.44)
uy(rt) =28 s 24M=b

B B A+cosh(2\/—_b(x¢m+§0]j+sinh£2@[xim+§ojj ,

(4.45)
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(x,5)=-22_8 \/W Aﬁcosh( J—( m

@‘

;/

~—
(3]

5P Asinh(z\/j(x_l_\/i D*B
(4.46)

o 2b 6 \/W+A\/_bcosh( \/—( m D )

ug (x,1) = BB Asinh[zﬁ(x+ D+B ’
G (4.47)

u, (x,0)=-22_8) [Tt —24-b
T e e e e
(4.48)
ug (1) =228 [T 2447b |
r A+C05h[2@£ﬂx/az—4b+§°D+Sinh(2@(ﬂ\/a1—4b+§°D
(4.49)
. _ t 2
w(x t)——2—b_6b2 Asmh(%/j(awmﬂfojjﬂ?
CUUTB B e — :
(A +B )b Ax/_bcosh(2\/_b(x+ a—4b+§°D
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Asinh(Z«/j(x?t+§0D+B

uy, (x t)——2—b—6b2 Vo —4b
e ,5 ﬂ 42 2 — — — t ’
\ (A +B )b+Aﬁcosh(2ﬁ(x+ '—a—4b+§0D
(4.51)
ull(x’t):_z_ﬁb_ 6b
BIN-b+ ~24J-b
ool g o gl
(4.52)
ulz(x,t):—z—;— 6b
Bl —-b+ t 247=b z
A+cosh(2x/3(x+m+§on+smh(2\/§(x+ —
(4.53)
. _ t ?
B I G =
e ﬂ ,B (42 2\, — ~ — t ’
J-(42+B%)b A\/_bcosh(2ﬁ(x+ a+4b+50D
(4.54)
. _ t :
()= G )

B B /_(AZ+Bz)b+Ax/jcosh(2\/j(x¢ a:4b+§0jJ )
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__6b b’
us (x,0)= 5
24-b
U oo gt ool s
m ’ m 0
(4.56)
ula(x,t)z—%— 6b*
24-b
(R By e A e
m 0 m 0
(4.57)
2 2\ — o P 2
s ) Amosh(zn( : mgjj
17 s ﬂ ﬂ ‘ t
A51nh(2\/_(x+m+é:0jj+3
) Asinh (2@ (H j (4.58)
_6b Jo—16b
B \/m A\/_bcosh(%/_(x.;.\/W é:OD
2 2 — - x_ t 2
s t):ﬁ_ﬁ —(A +B )b+AﬁCOSh(2J_b( +\/m+§°jj
18 s ﬂ IB ' - - t
ASlnh(zﬁ(x+m+f°D+B
; _ ? (4.59)
I i =)

B Jmmﬁcosh(z\/—_b(xi aimb +§0D



(00) ="~ B+ t 244 t
A+cosh(2x/—_b(x$ a_16b+§0D—sinh(2\/j[xim+§ojj
6b*
)

. oilD (4.60)
A+cosh(2@(x¢m+€goD_Sinh[2\/E(x$ergOBJ

Uy (X t)=4—b—E —J-b+ 24-b
B B A+COSh[2@(X$\/t716b+§0jJ+51nh[2\/_ xF +§0j]
o—
B 6b°
(4 61)
5l B+ ; 24-b
A+cosh(2\/j(x$m+§ojj+smh(2x/_ xF

2

o 6 \/W—A@coshfzﬁ(ﬁm gojj

uzl(x’t):_

g B : Bl y7__t
Asmh(Z b( ¥ 0{+16b+§OD+B
. — t 2
o Asmh(2\/—b [x+ — +&, D+B (4.62)

i \/W—Ax/—_bcosh(%/j(x$m+§°jj |
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2

—(A2+Bz)b+A\/jCOSh(2\/j(x¢ ! +§OD

126 6 No+16b
s (x:1) =~ B B t
o+
. o ’ (4.63)
o A51nh(2@(x+m+fojj+3

P s o 25 wr v

Uy (x,t):—%_% J=b+ t —24J-b t
A+COSh(2J__b[HW+16b +§°n_smh(2ﬁ[ﬂ4a+16b +§°D
— 6b2
Y
PIN-b+ 244 (4.64)

A+cosh(2x/jb[x¢ m +§on—smh(2@(ﬂ m +§°DJ

e (00) =22 2 s t 2447 |
A+COSh(2@(x$m*‘fe]}rsmh[%/jb[xiergoD
_ 6b
v
Bl —-b+ 24b (4.65)

+cosh| 24-b x$m+§o +sinh| 2v-b x$m+§o
e R e G S e

(4.33) denklemine ait hiperbolik ¢oziimler elde edilir. » >0 oldugunda, 4 #0 ve B

iki reel sabit say1 olacak sekilde alinirsa
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I e G i
o pop Asin(2\/5(x+ j

+
a+4 j

o \/mm\/zcos{z@(xi at+4b+é’DT

0= Asin{zﬁ(xi f4+fojj+3 )

oy
~—

iy, (x,t) =~ o 6 iNb + “24ib .
ﬂ IB A+c0s[2x/3[x¢ ! +§jj—isin[2\/5(x¢ ! +§D
Jo+ap Jo+ap ™
(4.68)
uzs()C,l)=—6—IBb_E —i\b + ) 2Ai\/l_) ; )
A+cos[2\/5(x$m+§0D+ism[2\/z[x$m+§on
(4.69)

(42— B )b+Ax/ZCOS{ J—( — DY

2% 6

thy (X,1) =——r—— v
B B Asin{Z\/Z(x-i' D“B J
(Az—Bz)b—A\/gcos(%/g(X$ t +§OJN

b 6 a—4b 471

B RV A e | P
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2b 6
Uy, (x,t) ~ T3 g3 i\/g—i_
g B A+cos(2\/g[x$

t
o—4

24iJb

- +§0D—i5in[2‘/g(ﬁ at—4b +§OD |

s, (x,1) :_2_;_£ b

A+cos[2\/g£x$

Asin(2\/5 (ﬁ

: b+§OD+B T

o—4

Us; (x,t) T3

BB (AZ_Bz)b—Ax/Zcos(Z\/g(x¢t+§0j”

o—4b

t +§On+ism[2@(” at_4b+§0D |

Va3

- Asin(2\/3(x$ t_4b+§OD+B )
(1) == == ¢ t . (475
(42-B )b+A\/Bcos(2\/g(x+ a_4b+§0jU
Uss (x’t)__z_ﬁb_ o
24ib
Bl iNDb+
A+cos[2\/3(x¢ ! +/5D—isin(2\/z(x$ ! +¢, D
Joa-4b 7° Joa-4b 7
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_ 2 6b’
Uy (x,1) = 5
Bl —ib+ z 24ib z
A+cos£2x/3(x¢m+§on+isin(2\/g[x¢ r—4b+§0D

) o 6b2[ Asm(Z\f XF—— +§0D+B )

u37(x,t)——?— 7 ; - (4.78)
J(Az—Bz)b—A\/gcos(%f( m"foj”
. — t ’
n t)__6_b_6b2 Asm(2\/3(x+r+4b+fojj+3 1(479)
SR B e ot "o
(4*-B )b+A\/Zcos(2\/3(x+m+fojU
u (x t)=—6—b— o’
8l 5 —24iNb
A+cos(2\/5[x$m+§on—isin[2\/g[x¢m"'égon
(4.80)
”4o(x’t)=_6_ﬂb_ o
| i 24iJb

A+cos[2\/g(x$ mﬁonﬂsm(zﬁ(ﬂ m +§°D}
(4.81)
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w { <AzB”%cos(m(ﬁm%w

Asin(2\/3(x$ m +§Ojj+3

6b2[ Asin(2x/g(x$m+fon+3 2
_ )

1/(A2 —Bz)b —A\/ZCOS(Z\/Z()F m‘*fe

. P (4.83)
" (2@( Wa—léféj}w

ﬂ 2 2 - t

(4 -B )b+A\/Zcos(2\/Z(x+m+§0D

—4—b—£i —2Ai\/g

M43(x,t)_ ﬂ ﬂ \/Z+A+COS(2\/Z[)C+ t +§ jj—iSin(z\/Z[x$t+§ jj
NIET Ja-16b  7°
B 6b>
sl ifp | —24i\b t \1
A+cos(2\/g(x$m+ Ojj—is1n(2\/g(x¢ a_16b+§oj”(4.84)
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Uy, (x t)=ﬁ—£ —ib + 24ib
s A+cos(2x/3(x¢m+§on+isin(2\/§[)€¢ai16b+§oD
6b*
. 4.85
8| —idi 24iNb (4.85)

A+cos[2x/5[x$ m+§on+isin[2x/g[x$ m+§OD

2

(4 —Bz)b—Aﬁcos(zﬁ(x¢t+foD

. (x t):_g_g Na+16b
o BB Asin[2\/5(x¢ ! +§D+B
Ja+i6p 7
_ 6° . (4.86)
Asin[2«/5(x¢ ! +§OD+B
B o+16b
2_B*)b- cos x¥ !
J(42=B*)b— Vb (2\/3( +m+§OD
I_B* co x¥F ! 2
u (xt)—_%_ﬁ (42~ B*)b+4Vb 5(2\/3( +m+§on
46 \ Aot ) = 5 B . _ P
ASIH(Z\/E(X+M+§OJJ+B
B 6b> (4.87)
. _ t
5 As1n(2x/g(x+m+fojj+8

SO =B s 28 7 v |
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_%_% iJb+ t ~24iNb
—_ . . — t
A+cos(2\/5(x+m+§on—zsm[2\/g(x+m+§OD

6b°

Uy (x,t)=

2 (4.88)

Bl iNDb+

~24ixJb
A+cos[2x/3(x$m+§ojj—isin[2x/3(x$mwfon

”48(xal)=_7—ﬁ —i\/l_)+ , 2Ai\/z Z
A+COS[2ﬁ(Hm+§0j}+lS1n(2@[x+x/a+16b *éj}

6b’

(4.89)
24iNb

Bl —iNb+
_ t .. _ t
A+cos(2\/g(x+ a+16b+§0D+lsm£2\/g(x+ 0{+16b+§0D

(4.33) denklemine ait trigonometrik ¢éziimler elde edilir. Son olarak »=0 olmak

lzere

6 _ (4.90)
,B(xi}%—é‘oj
(04

(4.33) denklemine ait rasyonel ¢6zliim de elde edilerek denklemin ¢oziimleri

Uy (X,1)=—

bulunmus olur.



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Tanh-yontem ve (G’/G)-agilim yontemi yaklasik 20 yildan fazla bir siiredir lineer

olmayan kismi tiirevli denklemlerin ¢oziimiinde kullanilmaktadir. Tanh-yontemi,

(G’/ G)-agilim yontemi ve her ikisinin farkli versiyonlar1 matematiksel literatiirde

genis bir yer kaplamaktadir. Bunlar, tanh-fonksiyon ailesi i¢in standart tan-yontemi,

genigletilmis tanh-yontemi, genisletilmis ve modifiye edilmis tanh-yontemi ve
kompleks tanh-yontemi; (G'/G)-a¢ilim ydntemi icin ise (G'/G)-a¢ilim yontemi,
genellestirilmis (G’/ G)-agilim yonteminin yeni yaklasim ve (G'/G,1/G)-agilim

yontemidir.

Bunlardan yaygmn olarak kullanilan (G’/G)-a¢ilim yontemi ve genisletilmis ve

modifiye edilmis tanh-yontem arasinda karsilastirma yapilmis ve tanh-yontem

ailesinin en ¢ok ¢oziim veren iiyesi olmasinin yaninda genisletilmis ve modifiye
edilmis tanh-yonteminin, (G’/G)-a¢ilim yontemine gore daha ¢ok ¢dziim verdigi

gosterilmigtir.

(G’/ G)-agilim yontemi ailesine ait farkli ¢oziimler veren, genellestirilmis (G'/ G) -
agilim yonteminin yeni yaklagimi ve (G'/G,1/G)-agihm ydntemi goz Oniinde

bulundurularak her iki ailenin de ¢6ziim gruplarin1 veren, ¢ok daha az islem yiikii

gerektiren birlestirilmis yontem gelistirilmistir.

Bulunan bu sonug¢ neticesinde, hem tanh-yontem ailesinin hem de (G'/ G)-aglhm

yontemi ailesinin verdigi ¢6ziim gruplarini ve daha fazlasini, tek bir yontem altinda

veren, bilgisayara uygulamasi kolay olan birlestirilmis yontem gelistirilmistir.
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Daha sonra yapilacak arastirmalar i¢in bahsedilen iki yontem ailesi veya literatiirdeki
diger ¢6ziim yontemleri beraber kullanilirken, yontemler arasindaki benzerlikler ya
da farkliliklar g6z oniine alinarak problem ¢6ziimiine gidilmelidir. Boylece hem var
olan yontemler gelistirilerek daha yeni yontemlere ulasilabilir, hem de bulunan bu
yontemler ile ayr1 ayr1 bircok yontem kullanilarak elde edilebilecek sonuglara tek bir
sekilde ulasilabilir. Bilhassa bu yontemlerin uygulanmasinda Maple, Mathematica
gibi programlar kullanildigi i¢in, bu yontemlerin birlestirilip, ayn1 ¢ézlimleri veren
hatta daha genis ¢Oziim kiimeleri veren yontemlere doniistiiriilmeleri, bilgisayar

kullanilarak yapilan hesaplamalar1 sadelestirir.
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