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OZET

Anahtar Kelimeler: idempotent matris, kuadratik matris, genellestirilmis kuadratik
matris, spektrum, kdsegenlestirme.

[k boliimde, galismanin konusu ve kapsami hakkinda kisaca bazi bilgiler verilmekte
ve spektrum kavraminin 6nemine vurgu yapilmaktadir. Ayrica calismada ele alinan
matris siniflar ile ilgili literatiirde mevcut olan bazi ¢alismalardan bahsedilmektedir.
Calisma boyunca kullanilacak olan bazi1 temel kavramlar ve ¢zellikler ikinci bélimde
verilmektedir.

Calismanin tglincli boliimiinde, A ve B matrisleri sirasiyla {a, ,B} ve {7, 5}-

kuadratik matrisler olmak Uzere, a= f, y#=6, AB=BA ve A+B matrisinin

kdsegenlestirilebilir olmasi varsayimi altinda, A+ B matrisinin spektrumu ile A ve
B matrislerinden tiiretilen bazi matrislerin spektrumlari arasinda bazi iliskiler ortaya
konulmaktadir. Sonraki bélimde, 6nceki bolimde kuadratik matrisler i¢in ele alinan
problemler, bazi 6zel kosullar altinda bir genellestirilmis kuadratik matris ¢iftine
genisletilmektedir.

Uclincti ve dordincti bolumlerde spektrumlarla ilgili olarak ortaya konulan
sonuglarin, 6zel tipli matrislerin lineer bilesimlerinin karakterizasyonlarina dair bazi
uygulamalar1 ve elde edilen sonuglar1 agiklayici nitelikteki bazi 6rnekler besinci
bolimde verilmektedir. Son boliim, ¢alisma ile ilgili bazi tartisma ve Onerilerden
olusmaktadir.



ON THE SPECTRA OF SOME MATRICES DERIVED FROM
TWO GENERALIZED QUADRATIC MATRICES

SUMMARY

Keywords: idempotent matrix, quadratic matrix, generalized quadratic matrix,
spectrum, diagonalization.

In the first chapter, it is given some brief information about the subject and scope of
the study and it is emphasized the importance of the concept of the spectrum. Also, it
is mentioned from some studies existing in the literature related to matrix classes
discussed in the study. Some fundamental concepts and properties which will be used
throughout the study are given in the second chapter.

In the third chapter of the study, some relations between the spectrum of the matrix
A+B and the spectra of some matrices derived from the matrices A and B are
established under the assumptions that o= g, y#o6, AB=BA, and A+B is

diagonalizable, where A and B are an {a, B} and {y, &}-quadratic matrix,

respectively. In the next chapter, it is extended the problems discussed for quadratic
matrices in the preceding chapter to a pair of generalized quadratic matrices under
some particular conditions.

Some applications on the characterizations of the linear combinations of special
types of matrices of the results established which are related to the spectra in third
and fourth chapters and some examples illustrating the results obtained are given in
the fifth chapter. The last chapter consists of some discussions and suggestions
related to the study.

Vi



BOLUM 1. GIRIS

1.1. Cahsmanin icerigi ve Onemi

Matematiksel ve fiziksel bilimlerin hemen hepsinde ortaya ¢ikan bir¢ok problem bazi
ozel tipli matris siniflar1 ile temsil edilebilmektedir. Ornegin, idempotent, involutif
ve tripotent matrisli kuadratik formlar Istatistik Teorisinde (bkz.: [1]), involutif
matris tipinde olan Dirac spin ve Pauli spin matrisleri Kuantum Mekaniginde (bkz.:
[2] ve [3]), idempotent matrisler Atom ve Molekil Fiziginde (bkz.: [4]) ve Hilbert
uzaylarindaki operatdrlerin temsilinde (bkz.: [5]) kullanilmaktadir. Ote yandan,
matematiksel ve fiziksel alanlarda ortaya ¢ikan birgok problemin ¢6ziilmesinde,
karsilik gelen matrislerin 6zdegerleri kullanilmaktadir. Ornegin, Istatistik Teorisinde
giiven elipsoidlerinin yar1 eksen uzunluklar1 (bkz.: [6]), lineer diferansiyel denklem
sistemlerinde sistemlerin ¢oziim kimeleri (bkz.: [7]), Kuantum Mekaniginde ortaya
cikan enerji seviyeleri (bkz.: [8]) vs., karsilik gelen matrislerin &zdegerleri ile
belirlenir. Yine, M, nxn boyutlu bir matris ve x, nx1 boyutlu bir vektor olmak
Uzere, Mx, x’in bir kat1 olacak sekildeki sifirdan farkli x vektorleri, bir matrisin
veya bir lineer doniisiimiin yapisini analiz etmede biiyiik rol oynarlar. Clnku boyle
vektorler, reel simetrik matrisli bir kuadratik formu, bir ya da daha fazla geometrik

kisita gore maksimumlastirma veya minimumlastirma probleminde karsimiza

cikarlar. Ornegin, M, reel simetrik bir matris ve x e R" olmak iizere x'x =1 kisit1

altinda X" Mx kuadratik formunu maksimumlastirma problemi bu tip bir problemdir.

Boyle bir kisitli optimizasyon probleminde, oncelikle L =x"Mx—Ax"x yardimci
fonksiyonu olusturulur. Bu fonksiyonun bir ekstramumunun mevcut olmasi igin,

tiirevinin sifira esit olmasi, yani

0=2(Mx—AXx)



olmasi gerekir. Boylece, x'x=1 olmak Uzere bir xeR" vektdriinin, x'Mx
kuadratik formunun bir ekstramumu olmasi i¢in, X vektorinin Mx = Ax esitligini
saglamas1 gerektigi goriiliir (bkz.: [9]). Bu ise bir 6zdeger-6zvektor probleminden

baska bir sey degildir.

Calismada ele alinan matrisler genel olarak kuadratik ve genellestirilmis kuadratik
matrisler olup, kuadratik matrisler sinifi idempotent ve involutif matrisler siniflarini,
genellestirilmis kuadratik matrisler smifi da tripotent ve kuadratik matrisler

smiflarin1 kapsar.

Bu tip matrisler, uygulamali bilimlerde ve 6zellikle Istatistik Teorisinde oynadiklari

rol agisindan Onemlidirler. Ornegin, M matrisi, «# £ olmak Uzere bir P
idempotent matrisine gore bir genellestirilmis {o, £} -kuadratik matris olsun. Bu

durumda [10]’daki Teorem 1.1’e gbre

M=aX+8Y, X+Y=P ve XY=YX=0 (1.1)

olacak sekilde X ve Y idempotent matrisleri vardir. Eger X ve Y ayrica reel ve
simetrik ise, bu durumda M matrisi iki ayrik (yani, karsilikli olarak ¢arpimlari sifira
esit olan) reel ve simetrik idempotent matrisin bir lineer bilesimi olarak yazilabilir.

Bununla birlikte iyi bilinir ki, C matrisi bir nxn boyutlu reel simetrik matris ve x,

N, (0, I,) c¢ok degiskenli normal dagilimma sahip nx1 boyutlu bir reel rasgele

vektor ise, bu durumda x'Cx kuadratik formunun bir ki-kare rasgele degiskeni
olarak dagilmasi igin gerek ve yeter kosul C matrisinin bir idempotent olmasidir
(bkz.: [11]). Dolayisiyla (1.1) esitlikleri goz oniine almarak X' Mx kuadratik
formunun (rasgele degiskeninin) iKi tane bagimsiz ki-kare rasgele degiskeninin bir

lineer bilesimi olarak dagildig: goriiliir.



1.2. Literatiir Calismasi

Son yillarda kuadratik ve genellestirilmis kuadratik matrislerle ilgili olarak pek cok
calismaya rastlamak miimkiindiir. Ornegin Wang, sonlu tane kuadratik matrisin bir
carpimi olarak ifade edilebilen karmasik matrisleri karakterize etme problemi
tizerinde ¢alismistir [12]. Yine, Wang, her karmasik matrisin dort tane kuadratik
matrisin bir ¢arpimi oldugunu ve eger matris tersinir ise istenilen kuadratik matris
sayisinin iice indirgenebilecegini gostermistir [13]. Aleksiejczyk ve Smoktunowicz,
kuadratik matrislerin Moore-Penrose tersi ve singiler degerleri gibi pek ¢ok
Ozelligini karakterize etmislerdir [14]. Daha sonra Farebrother ve Trenkler, kuadratik
matris kavramini genellestirilmis kuadratik matrislere genisleterek, bu tip matrislerin
Moore-Penrose ve grup tersini ¢aligmislardir [15]. Bu ¢aligmadan esinlenen Deng,
genellestirilmis kuadratik matrisleri operatorlerle temsil edip iki genellestirilmis

kuadratik operatoriin toplaminin tersinirligi ile ilgili agik ifadeler vermistir [16].

Kuadratik veya genellestirilmis kuadratik matrislerin lineer bilesimlerinin
karakterizasyonu ile ilgili olarak da son =zamanlarda yaygin bir sekilde
calisilmaktadir. Ornegin, 2015 yilinda Ug ve digerleri, iki kuadratik matrisin lineer
bilesimlerinin ne zaman yine bir kuadratik matris olacag: ile ilgili tim durumlari
karakterize etmislerdir [17]. Daha sonra, Petik ve digerleri, iki genellestirilmis
kuadratik matrisin lineer bilesimlerinin yine bir genellestirilmis kuadratik matris
olmasi i¢in gerek ve yeter kosullari, matrisler {izerinde cebirsel islemler kullanarak
aragtirmuglardir [10]. S0z konusu ¢alisma, [17]’deki ¢alismay1 kapsayan bir ¢alisma
olmustur. Ote yandan Ucg ve digerleri tarafindan yapilan [17]’deki calismada
ispatlandig1 lizere, o ¢alismadaki sonucglar Baksalary ve Baksalary tarafindan yapilan
[18]’deki, Ozdemir ve Sarduvan tarafindan yapilan [19]’daki, Sarduvan ve Ozdemir
tarafindan yapilan [20]’deki caligmalarin pek ¢ok sonucunu kapsar. Dolayisiyla,
Petik ve digerleri tarafindan yapilan [10]’daki calisma, 6zel tipli matrislerin lineer
bilesimleri ile ilgili olarak yukarida bahsedilen ¢aligmalarin tamamini kapsayan bir
calisma olmustur. Fakat, [17]’de Ug¢ ve digerleri ve [10]’da Petik ve digerleri
tarafindan yapilan ¢alismalarin ikisi de idempotent ve/veya involutif matrislerin bir

lineer bilesiminin tripotentligini karakterize etmeye izin vermez. Bu problemin



¢6zUmUnal de icermesi adina Ug ve digerleri tarafindan yapilan yeni bir ¢alismada,
iki kuadratik matrisin lineer bilesimlerinin bir genellestirilmis kuadratik matris
olmasi i¢in gerek ve yeter kosullarin kiimesi arastirilmistir ve s6z konusu g¢alisma,
Ozel tipli matrislerin lineer bilesimlerinin karakterizasyonu ile ilgili olarak bugune

kadar yapilmis olan pek ¢ok ¢alismay1 kapsayan bir ¢alisma olmustur [21].

Yine, literatiirde 6zel tipli matrislerin spektrumlari ile ilgili caligmalara da rastlamak
mumkandir. Ornegin, 2008 yilinda Benitez ve Rakocevié, iki altuzay arasindaki esas
ac1 ile yakindan iligkili olan CS (Cosine-Sine) ayrisimi vasitasiyla iki ortogonal
projeksiyonun bir lineer bilesiminin spektrumunu arastirmislardir [22]. Ayni
yazarlar, C" —cebirinde iki projeksiyonun bir lineer bilesiminin spektrumunu da
calismislardir [23]. Daha sonra Liu ve Benitez, ortogonal projektorler icin [22] deki
calismada elde edilen baz1 sonuclari, matrisler tizerindeki simetriklik sartini
kaldirarak, iki idempotent matris ¢ifti i¢in genisletmisler ve iki idempotent matrise

bagli olan bazi matrislerin spektrumlarin1 daha detayli olarak incelemislerdir [24].

Bu calismada ise, « = B olmak lzere bir {a, g}-kuadratik M e C, matrisi icin

M =(a—-p)X + 1, olacak sekilde bir X idempotent matrisinin mevcut oldugu

gosterilip, [24]’te Liu ve Benitez tarafindan yapilan ¢alisma, iki kuadratik matris
ciftine genisletilmistir. Daha sonra da, farkli bir yontem kullanilarak, ele alinan
kuadratik matris ¢ifti, matrisler lizerindeki baz1 kosullar altinda genellestirilmis
kuadratik matris ciftine taginip, [24] ve [25]’deki sonuglar1 kapsayan bazi sonuclar

elde edilmistir.



BOLUM 2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR VE OZELLIiKLER

Bu bolimde, sonraki bolimlerde kullanilacak olan bazi tanimlar ve teoremler

(ispatsiz olarak) verilmektedir.

2.1. Baz1 Temel Matris Tipleri

Tamm 2.1. Bir M, eC, matrisi icin, M\M,=M,M, =1 olacak sekilde bir
M, e C, matrisi varsa, M, matrisine bir tersinir matris, M, matrisine de, M,
matrisinin tersi denir ve M, = M, ™ ile gosterilir [26].

Tez boyunca, i. satir ve . siitundaki elemani m; sayisi olan bir M e C =~ matrisi

M =[m;] ile gosterilecektir.

Tammm 2.2. Bir kare matrisin kdsegeninin solunda ve asagisinda yer alan tiim

elemanlar sifir ise, bu matrise bir Ust ggensel matris denir. Bir M eC_ (st

ucgensel matrisinin genel bigimi

mll m12 m13 mln
0 m22 m23 m2n
0 0 my m,,

| 0 0 0 m,, |

seklindedir. Benzer sekilde, bir kare matrisin kdsegeninin saginda ve Ustinde yer

alan tiim elemanlar sifir ise, bu matrise bir alt i¢gensel matris denir. Bir M e C, alt

ucgensel matrisinin genel bigimi



m, O 0 0

m, m, 0 0

m31 m32 m33 0
_mnl mn2 mn3 e mnn _

seklindedir. Daha genel olarak, bir M € C, matrisine, eger j<i=1...,n igin
m; =0 ise bir Ust Uggensel matris, j>i=1...,n i¢in m; =0 ise bir alt tcgensel

matris denir [27].

Tamm 2.3. Bir D=[d;]eC, matrisi, i# ] i¢in d; =0 kosulunu sagliyorsa, D
matrisine bir kosegen matris denir. D kosegen matrisi, d. =d, olmak Uzere,

genellikle diag(d,,...,d, ) ile gosterilir [9].

Tanim 2.4. Bir D € C, kdsegen matrisinin biitiin késegen elemanlar1 birbirine esit

ise, yani € C olmak tizere D =«l, ise, D matrisine bir skaler matris denir [9].

Tamm 2.5. Bir M e C_ = matrisinin bazi satir ve/veya siitunlarinin silinmesi ile elde

n

edilen matrise M matrisinin bir alt matrisi denir [27].

Tamm 2.6. Bir matris, satirlar1 veya siitunlar1 arasina yatay veya dikey cizgiler
cizilerek alt matrislere parcalanabilir. Bu durumda matrise bir parcalanmis matris ve

alt matrislere de bloklar denir. Bir M € C_ par¢alanmis matrisinin genel bigimi



seklindedir. Burada, M (i=1...,k; j=1...,c); m,....,m, ve n,...,n sayilar

c

m +---+m,=m ve n +---+n,=n olacak sekildeki pozitif tamsayilar olmak iizere

m; xn; boyutlu bir matristir. Eger

IVlll MlZ Mlc
M21 M22 MZC
I\/Ikl Mk2 Mkc

matrisi bir par¢alanmig matris ise, i. satirdaki M, ,..., M,  alt matrislerinin her biri
ayni sayida satir igerir ve benzer sekilde j. sttundaki M,;,...,M,; alt matrislerinin

her biri aym1 sayida siitun igerir. Bir par¢alanmis matriste bloklarin her birini,
goriinen bloklarin satirlarin1 ve siitunlarini isaret ederek tanimlamak gelenek haline

gelmigtir. Boylece M alt matrisi,

Mll M12 Mlc
le Mzz M2c
Mkl Mkz Mkc

par¢alanmis matrisinin i, ] —blogu olarak tamimlanir. k =c olmak (zere i=j ise,

M; alt matrisine M matrisinin bir k6segen blogu denir [27].

Tez boyunca [M,] ile, i, j —blogu uygun boyutlu M; matrisi olan mxn boyutlu bir

parcalanmig matris temsil edilecektir. Ayrica, parcalanmis matris ifadesi yerine

zaman zaman blok matris ifadesi kullanilacaktir.

k
Tamm 2.7. M, eC, (i=1...,k)ve > n =n olmak iizere

i=1



i 11 MlZ MlS Mlk_

0 MZZ M23 M2k

M= 0 0 M, M,
0 0 © M,

seklindeki kosegen bloklarinin asagisindaki tiim bloklar1 sifir matrisi olan bir

M e C, matrisine bir blok Ust tiggensel matris denir. Bir matrise, devrigi bir blok {ist

ucgensel matris ise, bir blok alt ticgensel matris denir. Blok (st ti¢gensel veya blok

alt Uicgensel matrisler kisaca blok ticgensel matrisler olarak adlandirilirlar [9].

k
Tamm 2.8. M; eC, (i=1...k)ve > n =n olmak uzere

i=1

seklindeki bir M € C, matrisine bir blok kosegen matris denir. BOyle bir matrisi
k

M=M,®--- @M, =@M, olarak yazmak gelenek haline gelmistir. Buna,
i=1

M,,..., M, matrislerinin direkt toplam: denir [9].

2.2. Bir Matrisin Ranki, Sifirlig ve indeksi

Tanmim 2.9. Asagidaki ozellikleri saglayan bir matrise, Satir indirgenmis esolon
bicimdedir denir.

i) Tim elemanlart sifir olmayan herhangi bir satirda, sifirdan farkli ilk
eleman 1°dir (bu eleman bir 1 bas eleman: olarak adlandirilir).

ii) 1 bas elemanini igeren herhangi bir siitundaki diger tiim elemanlar sifirdir.



iii) Sifirdan farkli eleman igeren herhangi iki satirda, daha biiyiik numarali
satirin 1 bas elemani daha sagda bulunur.
Iv) Sadece sifir elemanlarindan ibaret olan herhangi bir satir, sifirdan farkli

eleman igeren diger satirlardan daha asagidadir [26].

Tanmm 2.10. Bir M € C_ . matrisinin ranki, M matrisinin satir indirgenmis esolon

n
bi¢iminde biitiin elemanlar1 sifir olmayan satirlarin sayisidir ve rank(M) ile

gosterilir [26].

Tamm 2.11. Bir MeC, 6 matrisi igin R(M)z{MX;XeC”}ch ve

R(MT) = {M Ty:ye (Cm} c C" kiimelerine sirastyla M matrisinin siitun uzay: ve

satir uzayr denir [28].

Tanmm 2.12. Bir M €C_,

n

matrisi icin N(M):{XG(C“: MX:O}CC” kiimesine

M matrisinin sifir uzay: denir [28].

Teorem 2.13. Bir M € C_ , matrisinin siitun uzaymin boyutu, satir uzaymnin boyutu

n

ve ranki birbirine esittir [26].

Tamm 2.14. Bir M € C_ . matrisinin sifir uzayinin boyutuna M matrisinin sifirligi

n

denir ve sifirlik(M) ile gosterilir [29].

Tammm 2.15. Bir M eC, matrisinin indeksi rank(M*)=rank(M*") olacak

sekildeki en kiigiik negatif olmayan k tamsayisidir [28].
2.3. Matrislerle ilgili Bazi Spektral Karakterizasyonlar

Tamm 2.16. M €C_ verilmis olsun. Eger bir A skaleri ve sifirdan farkli bir x

vektori
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Mx = Ax, xeC"

denklemini sagliyorsa, A skalerine M matrisinin bir 6zdegeri ve xvektoriine de M

matrisinin A 6zdegeri ile iliskili bir 6zvektori denir [9].

Tamm 2.17. Bir M € C, matrisinin tiim 6zdegerlerinin kiimesine, M matrisinin

spektrumu denir ve o(M) ile gosterilir [9].

Tamm 2.18. Bir M € C, matrisinin karakteristik polinomu, p,, (t)=det(tl, —M)

olarak tammlamr. p,,(t)=0 denklemine de M eC, matrisinin karakteristik

denklemi denir [9].

Bir matrisin karakteristik denkleminin koklerinin, o matrisin 6zdegerlerine esit

olduguna dikkat etmek gerekir.

Tanm 219. MeC, ve o(M)={A4,....4} olmak izere, M matrisinin

k
karakteristik polinomu p,, (t) = (4, —t)"--- (4, —t)™, (Zni =n) olsun.
i=1

i) Bu polinomdaki n, tamsayisma A, ozdegerinin cebirsel katliligi denir ve
Aeo(M) icin A ’nin cebirsel katlihig1 cebkat, (1) ile gosterilir.

i) Aeo(M) olmak tzere N(Al,—M) sifir uzaymin boyutuna, yani
sifirhik(Al, —M) sayisina da A édzdegerinin geometrik katliligi denir ve

Aeo(M) igin A ’nin geometrik katlilhigi geokat, (1) ile gosterilir [28].

Tamm 2.20. A, bir M € C, matrisinin bir 6zdegeri olsun. 4 6zdegerine, cebirsel

katlilig1 1 ise, basittir denir [9].
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Tanmm 2.21. Bir M € C, matrisinin bir 4 dzdegerinin indeksi, A1, —M matrisinin

indeksi olarak tanimlanir ve indeks(A) ile gosterilir [28].

Teorem 2.22. (Spektral Déniisiim Teoremi) Her M €C_  matrisi ve her p

polinomu igin o(p(M))={p(2)eC: Ao (M)} dir [30].

Teorem 2.23. M €C, ve A, ueC verilmis olsun. Bu durumda, A € o(M) olmasi

icin gerek ve yeter kosul A+ g€ o(M + ul.) olmasidir [9].

Teorem 2.24. M, M, eC, verilmis olsun. M;M,=M,M, olmasi durumunda
oM, +M,)co(M,)+c(M,) ve oc(M;M,) co(M,)o(M,)’dir.  Burada
Z,,Z,cC olmak iizere, iki kiimenin toplam1 Z,+Z7,={z,+2,: z,€Z,, 7, €Z,},

iki kiimenin ¢arpimi da 7,7, ={z,2,: 7, €Z,, 7, € Z,} anlanundadir [9].

Genel olarak, I' c C olmak (izere, T+T #2I" ve IT #T"? olduguna dikkat etmek

gerekir. Burada, I'*’nin elemanlar1 ' *nin her bir elemaninin karesinden ibarettir.

Teorem 2.25. Bir M e C, matrisi, M; eC, (i, j=1,...,k) olmak tizere,

M11 M12 Mlk
M = M.21 M.zz M.Zk
Mkl Mkz Mkk

seklinde pargalanmis olsun. M matrisinin bir blok Ust Ucgensel veya blok alt

ticgensel matris oldugunu kabul edelim. Bu durumda, A skalerinin M matrisinin bir

ozdegeri olmasi igin gerek ve yeter kosul A skalerinin M,...,M, kdsegen

bloklarinin en az birinin bir 6zdegeri olmasidir veya denk olarak M matrisinin
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spektrumunun M,,,...,M,, matrislerinin spektrumlarinin bilesimine esit olmasidir

[27].

Blok kosegen matrisler ayn1 zamanda birer blok liggensel matris olduklarindan,

yukaridaki teorem blok kosegen matrisler igin de gecerlidir [27].

Sonug 2.26. M =[m;]eC, matrisi bir Ust veya alt Ucgensel matris olsun. Bu

durumda A skalerinin M matrisinin bir 6zdegeri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A

skalerinin m,;,...,m_ kdsegen elemanlarinin bir ya da daha fazlasina esit olmasi

veya denk olarak M matrisinin spektrumunun M matrisinin kdsegeni tizerindeki

farkli skalerlerden olusmasidir [27].

Bir kdsegen matris ayn1 zamanda bir liggensel matris oldugundan, yukaridaki sonug

kosegen matrisler (dolayisiyla skaler matrisler) igin de gegerlidir [27].

2.4. Minimal Polinom, Benzerlik, Kosegenlestirme ve Eszamanh Olarak

Kosegenlestirme

Teorem 2.27. M €C, verilmis olsun. t yerine M matrisi yazildiginda sifir
matrisini veren en kicuk dereceli bir tek q,, (t) monik (en yuksek dereceli teriminin

katsayisi 1 olan) polinomu vardir. Bu polinomun derecesi en fazla n olabilir. Eger
p(t); p(M)=0 olacak sekildeki herhangi bir polinom ise, q,,(t) polinomu p(t)

polinomunu béler [31].

Tamm 2.28. M € C, verilmis olsun. t yerine M matrisi yazildiginda sifir matrisini
veren en kuglk dereceli bir tek q,, (t) monik polinomuna, M matrisinin minimal

polinomu denir [31].

Teorem 2.29. Her M eC, matrisi icin, @, (t) minimal polinomu p,(t)

karakteristik polinomunu boler. Ayrica 0, (1) =0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A
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skalerinin M matrisinin bir 6zdegeri olmasidir. Dolayisiyla p,, (t) =0 denkleminin

her koki q,, (t) =0 denkleminin de bir kdkidur [31].

Tamm 2.30. M,, M, eC, matrisleri i¢cin M, =S"M,S esitligini saglayan bir

S € C, tersinir matrisi varsa, M, matrisi M, matrisine benzerdir denir [9].

Tammm 2.31. Bir M eC, matrisi bir kdsegen matrise benzer ise, M matrisine

kosegenlestirilebilirdir denir [9].

Bir matrisin kdsegenlestirilebilir olup olmadigini belirlemenin pek ¢ok yolu vardir.

Bunlarla ilgili olan teoremlerden bazilar1 asagida verilmektedir.

Teorem 2.32. Asagidaki kosullarin  her biri, bir M eC, matrisinin

kosegenlestirilebilir olmasi igin gerek ve yeter kosuldur.

i) Q, (t) minimal polinomu farkl lineer ¢arpanlara sahiptir.

i) q,(t)=0 denkleminin her bir kokii tek katlidir (yani minimal polinom

basit koklere sahiptir).

i) q, (t) =0 olacak sekildeki her bir t degeri i¢in q,, (t) polinomunun tlirevi
stfirdan farklidir [31].

Teorem 2.33. M eC, verilmis olsun. Bu durumda A =diag(4,...,4,) Ve

DeC, , (1<k<n)olmak lzere, M matrisinin

A C -
0 D (2.1)

seklindeki bir blok matrise benzer olmasi igin gerek ve yeter kosul C"’de her biri M

matrisinin bir 6zvektorl olan k tane lineer bagimsiz vektoriin mevcut olmasidir. M
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matrisinin kosegenlestirilebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul her biri M

matrisinin 6zvektor olan n tane lineer bagimsiz vektoriin meveut olmasidir. Eger
x®,...,x™ M matrisinin lineer bagimsiz 6zvektorleri ve S =[x® ... x™] ise,

bu durumda S™*MS bir kdsegen matristir. Eger M matrisi (2.1) bigimli bir matrise
benzer ise, bu durumda A matrisinin kosegen elemanlar1 M matrisinin

Ozdegerleridir; M, bir A kosegen matrisine benzer ise, A matrisinin kdsegen

elemanlar;, M matrisinin 6zdegerlerinin tamamudir [9].

Teorem 2.34. Bir M e C, matrisinin kdsegenlestirilebilir olmas i¢in gerek ve yeter

kosul her 4 € (M) igin cebkat,, (1) = geokat,, (1) olmasidir [28].

Teorem 2.35. M, € C,i--sMy €eC, verilmis olsun ve M matrisi, bunlarin direkt

toplamu1 yani,

olsun. Bu durumda M matrisinin kosegenlestirilebilir olmasi igin gerek ve yeter

kosul her bir M_,,..., M, matrisinin kdsegenlestirilebilir olmasidir [9].

Tanim 2.36. M,, M, e C, matrisleri igin S™M,S ve S™M,S carpimlarinin her
ikisi de kosegen olacak sekilde bir S eC, tersinir matrisi varsa, M, ve M,

matrislerine eszamanli olarak kosegenlestirilebilirdir denir [9].

Teorem 2.37. M;, M, eC_  matrisleri kosegenlestirilebilir olsun. M, ve M,

matrislerinin eszamanli olarak kosegenlestirilebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul

M, ve M, matrislerinin degismeli, yani M;M, = M,M, olmasidir [9].
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2.5. Bir Matrisin Jordan Bigimi

Birbirinden farkli 6zdegerleri 4,,..., A4, € C olan her M € C, matrisi i¢in

J(4) 0
PIMP=1J = (2.2)
0 J(4)

olacak sekilde bir P tersinir matrisi vardir. Burada J(4)) (j=1,...,s) matrisi,

t; =sifirlik(4;1, —M) olmak uzere,

3,(2,) 0

0 3, (4)

seklindeki bir matristir (Buna, 4, ’ye iliskin bir Jordan segman: da denir). Burada da
A1

J

J(4)) (k=1,...,t;) matrisi, A ile tanimlanan A, ’ye iliskin bir

Jordan blogudur.

J(4;) matrisindeki en genis Jordan blogu, k; =indeks(1;) olmak Uzere k;xk;

boyutludur.  J(4,) matrisindeki ixi boyutlu Jordan bloklarmin sayist,
ri(&j):rank((/ijln —M)i) olmak tzere v;(4;) =r_,(4;)—2r(4;) +1_,(4,;) ile verilir,
(2.2)’deki J matrisine M matrisinin Jordan bicimi denir. Her bir J(4))

matrisindeki Jordan bloklarinin sayisi ve boyutu, M matrisinin elemanlar1 ile tek
turli belirlidir. Tki matris benzer ise, bu matrisler aym Jordan bicime (dolayistyla

aynm 6zdegerlere) sahiptirler [28].
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2.6. Baz1 Ozel Tipli Matrisler ve Bu Matrislerin Baz1 Ozellikleri

Bu kisimda, matrislerin kuvvetlerinin sagladig: 6zelliklere gére tanimlanan bazi 6zel
tipli matrisler tanitilmakta ve onlarla ilgili bazi temel teoremler ispatsiz olarak

verilmektedir.

Tamm 2.38. Bir M e C, matrisi icin M?=cM olacak sekilde bir ce C" sayisi

varsa, M matrisine bir skaler-potent matris denir [32].

Tamm 2.39. Bir M e C, matrisi M>=M ozelligini sagliyorsa, M matrisine bir

idempotent matris denir [1].

Bir idempotent matrisin bir skaler-potent matris olduguna dikkat etmek gerekir.

Tanmim 2.40. Bir M € C, matrisi M? =1_ ozelligini sagliyorsa, M matrisine bir

n

involutif matris denir [9].

Tamim 2.41. Bir M € C, matrisi M® =M 6zelligini sagliyorsa, M matrisine bir

tripotent matris denir [1].

Yukaridaki tanimlar goz oniine alindiginda, idempotent ve involutif matrislerin ayni
zamanda birer tripotent matris olduklar1 ve ayrica, involutif matrislerin tersinir

tripotent matrisler oldugu goriilmektedir.

Tamm 2.42. Bir M eC, matrisi M*=M, M?=M ve M?=-M &zelliklerini

sagliyorsa, M matrisine bir esas tripotent matris denir [33].

Tamm 2.43. Bir M e C_, matrisi M* =-M 6zelligini sagliyorsa, M matrisine bir

ters idempotent matris, M?=—1_ 6zelligini saglyorsa, M matrisine bir ters

n

involutif matris denir [34].
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Tamm 2.44. Bir M € C, matrisi, P matrisi birim matristen farkli bir idempotent

matris olmak tizere M? =P o6zelligini sagliyorsa, M matrisine bir genellestirilmis

involutif matris denir [15].

Tamm 2.45. Bir M € C, matrisi, P matrisi birim matristen farkli bir idempotent

matris olmak tizere M? =—P 6zelligini sagliyorsa, M matrisine bir genellestirilmis

ters involutif matris denir [15].

Tamm 2.46. Bir M € C, matrisi i¢in, M* =0 olacak sekilde bir pozitif k tamsayisi

varsa, M matrisine bir nilpotent matris denir [35].

Teorem 2.47. M matrisi bir idempotent matris ise o(M) < {0, 1} "dir [1].

Teorem 2.48. M € C, matrisi m rankli (m < n) herhangi bir matris olsun. Eger M

bir idempotent matris ise, M matrisinin m tane sifirdan farkli 6zdegeri vardir ve

bunlarin hepsi 1’e esittir [1].

Teorem 2.49. M matrisi bir involutif matris ise a(M)c{—l, 1} “dir [35].

Teorem 2.50. M matrisi bir tripotent matris ise, o(M) < {-1, 0, 1} "dir [1].

Teorem 2.51. idempotent ve involutif matrisler kdsegenlestirilebilirdir [35].
Teorem 2.52. Tripotent matrisler kosegenlestirilebilirdir [36].

Teorem 253. M matrisi bir ters idempotent matris ise, bu matris
kosegenlestirilebilirdir ve o(M) {—1, 0} *dir. Benzer sekilde, M matrisi bir ters
involutif matris ise, yine bu matris kosegenlestirilebilirdir ve o(M) < {-i, i} "dir

[34].
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Teorem 2.54. M matrisi bir nilpotent matris ise, bu matrisin tim Ozdegerleri

sifirdir. Ayrica, ksegenlestirilebilir olan yegane nilpotent matris sifir matrisidir [37].

Teorem 2.55. Bir M € C, matrisinin bir tripotent matris olmasi igin gerek ve yeter

kosul M = X —Y olacak sekilde iki ayrik idempotent X ve Y matrislerinin mevcut

olmasidir. Ayrica, bu matrisler X = %(M 2+M) ve Y :%(M 2_M) seklinde tek

trld olarak belirlidir [11].

Teorem 2.56. P, Q e C, matrisleri, PQ =QP olacak sekilde iki idempotent matris

ve a, beC” olsun. Bu durumda, o(aP+bQ) = {0, a, b, a+bj} dir [24].

Teorem 2.57. P, Qe C, matrisleri PQ # QP olacak sekilde iki idempotent matris

ve a, beC" olmak Uzere aP +bQ matrisi kosegenlestirilebilir olsun. Bu durumda

asagidakiler dogrudur.

(o oo

PQ,=Q,P, ve i=1..k i¢cin PQ, #Q,P olacak sekilde bir SeC, tersinir
matrisi ve m;+m +---+m,=n olmak Uzere i=01..k icin B, QeC,

idempotent matrisleri vardir.

i) i=1..kigin
a+b=u+v, U(aR+bQi):{ﬂi’ Vi}’ ab(Pi_Qi)zzluivilmi

olacak sekilde z4,v,,..., 14, ,v, farkli karmasik sayilar1 vardir.



i) i=1..

ve

olmak Uzere,

.k icin x; =rank(P,) olsun. Bu durumda,

Kiz(l—fﬂiij
ab ) "

|ﬂMi=fﬂi(1—ﬁﬂiij
ab ab '

MiLi :&(1_ﬂjlm—x
ab ab A

olacak sekilde S, e C, tersinir matrisleri vardir [24].

19

Teorem 2.58. P, Qe C, matrisleri PQ = QP olacak sekilde iki idempotent matris

ve a, beC’

olmak Uzere aP-+bQ matrisi kosegenlestirilebilir olsun. Eger

Aeo(aP+bQ)\ {0, a, b, a+b} ise, bu durumda A+ x ve A+pu=a+b olacak

sekilde bir 1 € o(aP +bQ) sayisi vardir [24].
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2.7. Kuadratik ve Genellestirilmis Kuadratik Matrisler

Bu kisimda, caligmada temel olarak ele alinan ve yine birer 6zel tipli matris olan
kuadratik ve genellestirilmis kuadratik matris tanimlar1 verilerek bu matrislerin temel
Ozelliklerinden bahsedilecektir. Daha sonra da bu matris siniflarinin pek ¢ok 6zel

tipli matris siniflarin1 kapsadigi gosterilecektir.

Tamm 2.59. M € C, olmak Ulzere, (M —pl, )(M —ql,) =0 olacak sekilde p, qeC

sayilar1 varsa, M matrisine bir kuadratik matris denir [14].

Buradan sonra, yukaridaki tanimdaki p ve ( karmasik sayilari ile belirlenen

M eC, matrisine, kisaca bir {p, q}-kuadratik matris denilecektir. Ozel olarak,

p=q ise, M € C, matrisine kisaca bir { p} -kuadratik matris denilecektir.

M e C, matrisi bir {p, q}-kuadratik matris ise c(M)c{p, q} ve M eC, matrisi

bir { p} -kuadratik matris ise o(M)={p} olduguna dikkat etmek gerekir.

(pv q)E{(O, 1)! (1! 0)}! (p’ Q)E{(—l, 1)! (1’ _1)}! (p’ CI)E{(—]., 0)1 (01 _1)},
(p, q)e{(—i, i), (i, —i)} ve (p, q)=(0, 0) olmasi durumunda, M matrisinin

sirastyla bir idempotent matris, bir involutif matris, bir ters idempotent matris, bir
ters involutif matris ve bir nilpotent matris oldugu agiktir. Bu nedenle kuadratik
matrisler sinifi, idempotent, involutif, ters idempotent, ters involutif ve nilpotent

matrisler siniflarin1 kapsar.

Tamim 2.60. M? = pM +gP ve MP =PM =M olacak sekilde p, qeC sayilari ve
sifirdan farkli bir PeC, idempotent matrisi varsa, M eC, matrisine bir

genellestirilmis kuadratik matris denir [15].
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Bu tanimdaki M? = pM +qP ifadesi, bir genellestirilmis kuadratik matris tanimimin
bir kuadratik matris tanimi ile uyumlu olmasi adina, a, fC sayilar1 p ve ¢
karmasik sayilari ile belirlenen sayilar olmak tizere, (M —aP)(M — SP) =0 seklinde

de yazilabilir.

Buradan sonra (M —aP)(M - gP)=0 ve MP =PM =M kosullarim1 saglayan bir
M matrisine P idempotent matrisine gore bir genellestirilmis {0!, ﬁ} -kuadratik

matris denilecek ve bu tip M matrislerinin kiimesi S(P; a, ,B) ile gosterilecektir.

Bir P idempotent matrisine gore bir genellestirilmis {a, ,B} -kuadratik matris
tamminda, P =1 olmasi durumunda, MP=PM =M ifadesi zaten gerceklenir.
Ayrica, yine bu durumda, (M —al )(M —1,)=0 oldugundan, bir P idempotent
matrisine gore bir genellestirilmis {a, ﬁ}-kuadratik matrisin, ¢zel olarak P =1,

olmast durumunda bir {a, ﬂ}-kuadratik matrise indirgendigine dikkat etmek

gerekir.

Teorem 2.61. a =  olmak lizere M € £(P; «, ) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
M=aX+pY, X+Y=P ve XY =YX=0
olacak sekilde X ve Y idempotent matrislerinin mevcut olmasidir [10].

Teorem 2.62. M e£(P; «, ) olsun. Bu durumda, M matrisinin mimkin
olabilecek olan tiim 6zdegerleri O, « ve S karmasik sayilarindan ibarettir, yani

O'(M)C{O, a, ﬂ}’dlr [15].

Teorem 2.50’ye gore, M bir tripotent matris ise o(M)c<{-1 0, 1} olur. Ote

yandan, Teorem 2.55’e gore, bir M tripotent matrisi M = %(M 2+ M) —%(M Z_M)
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olacak sekilde iki ayrik idempotent matrisin farki olarak yazilabilir.

X=%(M2+M) ve Y=%(M2—M) olarak tanimlanirsa X +Y =M? olur. M

matrisi tripotent oldugundan, M? matrisi idempotenttir. Dolayisiyla Teorem 2.61
dikkate alindiginda, bir esas tripotent M matrisi, M? matrisine gére bir
genellestirilmis {—1, 1} -kuadratik matris olarak diisiiniilebilir. Ote yandan, tripotent
matrisler sinifi; esas tripotent matrisler sinifi, idempotent matrisler sinifi ve ters
idempotent matrisler sinifinin bilesimidir. Ayrica, genellestirilmis kuadratik matrisler
sinifinin, kuadratik matrisler sinifini, kuadratik matrisler sinifinin da idempotent ve
ters idempotent matrisler smiflarim kapsadigi  bilinmektedir.  Boylece,
genellestirilmis kuadratik matrisler sinifi tripotent matrisler sinifin1 kapsar. Yine,

M e £(P; a, B) olmak uzere, (o, f)=(1 1) ve P=M ise, M matrisinin bir
idempotent, («, 8)=(-1, —1) ve P=-M ise, M matrisinin bir ters idempotent,
(a, ﬂ)e{(—l, 1), (1, —l)} ve P =1 ise, M matrisinin bir genellestirilmis involutif,
(a, ﬂ)e{(—i, 1), (i, —i)} ve P=I| ise, M matrisinin bir genellestirilmis ters

involutif matris oldugu da goriiliir. Bdylece, genellestirilmis kuadratik matrisler
smifi, idempotent, involutif, ters idempotent, ters involutif, nilpotent, tripotent,
genellestirilmis involutif ve genellestirilmis ters involutif matrisler siniflarini

kapsayan genis bir siiftir.



BOLUM 3. iIKi KUADRATIK MATRISTEN TURETILEN BAZI
MATRISLERIN SPEKTRUMLARI

3.1. Giris

Bu bélimde, iki idempotent matrise bagli olan bazi matrislerin spektrumlari ile ilgili
olarak Liu ve Benitez tarafindan [24]’te ele alinan calisma, iki kuadratik matris
ciftine genisletilmektedir. Bunun igin, 6nce bazi hazirlik bilgileri, daha sonra ise esas

sonuclar verilmektedir.

3.2. On Bilgiler

Asagidaki teoremde kuadratik matrisler ile idempotent matrisler arasinda bir iligki
kurulmaktadir. Bu teorem, bu kisimdaki diger teoremlerin ve basta Teorem 3.6 nin
ispatindaki 6zellikler olmak {izere Kisim 3.3’teki esas sonuglarin elde edilmesinde

kullanilmaktadir.

Teorem 3.1. M € C,, olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

) azpf ve (M—al )M-p1)=0 olacak sekilde «, feC sayilan
vardir.

if) M kdsegenlestirilebilirdir ve o(M) < {«, B} dir.

i) a=pf, M=aX+pY, X+Y =1, ve XY=YX=0 olacak sekilde
a, feC sayllarive X, Y € C, idempotent matrisleri vardir.

iv) a0 ve M =aX+Dbl, olacak sekilde bir X idempotent matrisi ve

a, b e C sayilar1 vardur.

Ispat. i)= ii). Teorem 2.29 ve Teorem 2.32 ii)’den hemen goriliir.
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i) = iii). Hipoteze gore, p, q€{0,1...,n} ve p+q=n olmak izere, Teorem 2.33

cercevesinde

M =3(al, @,qu)Sf1
olacak sekilde bir S tersinir matrisi vardir. X ve Y matrisleri

X=5(1,®05" ve Y =5(0®1,)S™

biciminde tanimlanirsa, M =aX + gY , X +Y =1, ve XY =YX =0 oldugu goriiliir.
li)=1iv). M =aX +pY veY =1, - X oldugundan

M =(a-B)X + B,
yazilabilir. a=«a - ve b= f alinirsa istenen sonug elde edilir.

iv)=1i). X bir idempotent oldugundan, p =rank(X) olmak lzere, Teorem 2.33,
Teorem 2.48 ve Teorem 2.51 goz Gniine alinarak, X =S(I, @®0)S™ olacak sekilde

bir S tersinir matrisinin mevcut oldugu goriliir. Buradan, hipoteze gore
M =aS(l,®0)S ™ +bS(l, ®1, )S™ =S((a+b)l, @bl }S™
yazilabilir. « =a+b ve B =b olarak tanimlanirsa
M-al, =S(0®(B-a)l,,)S™ ve M =Bl =S((a-p)I,®0)S™

olur ve dolayisiyla (M —al )(M - S1,) =0 esitligi saglanir. [ |
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Uyart 32. M eC, matrisi bir {p}-kuadratik matris olsun. Bu durumda,
rk((pln - M)k): rk((pln - M)k*l) olacak sekildeki en kiigiik pozitif k tamsayisi
k=2 olacagindan, bir matrisin Jordan bigimine gore, t=sifirlhik(pl,—-M) ve

p

i=1...,t icin Ji(p)z{O

1
p} veya J.(p) =[p] olmak  Uzere

M =S(J,(p)®---®J,(p))S™ olacak sekilde bir SeC tersinir matrisi vardir.

Acik olarak, eger M matrisi kosegenlestirilebilirse (bu, k=1 olmas1 ile

mumkdndir), bu durumda M = pl_ olur. Yani, M matrisi bir skaler matristir.

Uyan 3.3. M eC, matrisi bir {p, q}-kuadratik matris ve ceC" olsun. Bu

durumda cM matrisi bir {cp, cq} -kuadratik matristir. Bu basit g&zlem, iki {p, q} -
kuadratik matrisinin keyfi bir lineer bilesiminin spektrumunu g¢aligmak yerine iki

{ p, q} -kuadratik matrisin toplaminin spektrumunu ¢aligmaya izin verir.

Simdi A ve B degismeli iki kuadratik matris olmak tizere A+ B matrisinin

spektrumu hakkindaki asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.4. A BeC, matrisleri, a=p, y=6 ve AB=BA olacak seckilde

sirastyla {@, B} ve {y, &}-kuadratik matrisler olsun. Bu durumda,
o(A+B)c{a+y, a+6, f+y, f+6}

dir.

Ispat. Teorem 3.1 iii)=>iv)’nin ispatina gore, A=(a-B)X+pI, ve
B=(y-9)Y +I, olacak sekilde X ve Y idempotent matrisleri vardir. AB = BA,

a#+f ve y#6 oldugundan, XY =YX bulunur. Dolayisiyla Teorem 2.37 ve
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Teorem 2.51’e gore (a—pf)X +(y—0)Y matrisi kosegenlestirilebilirdir. Ayrica
Teorem 2.56’ya gore de

o((a=-B)X+(-6)Y)c{0, a-B,y-6, a-f+y-5}

yazilabilir. Bu son kapsama, A+B=(a-p)X+(y-0)Y +(f+0)l, esitligi ile

birlikte diigiiniiliirse Teorem 2.23’e g0re teoremin ispati tamamlanir. |

o(A)c{a, B}, o(B)c{y, 5} ve AB=BA oldugundan, Teorem 2.24’c gore
direkt olarak o(A+B)c{a+y, a+6, B+y, f+3} oldugu sdylenebilirdi. Ayrica
a# [} ve y#6 olmasina da gerek yoktur. Fakat bu boliim boyunca p #q olmak
Uzere hep {p, q} -kuadratik matrislerle ilgilenileceginden, boéliimdeki biitlinliigiin

saglanmasi adina yukaridaki teoremde de o = f ve y # 6 alinmustir.

Teorem 35. A BeC, matrisleri a# 4, y#6 ve AB=#BA olacak sekilde
sirastyla {a, ,B} ve {7/, 5} -kuadratik matrisler olsun. Ayrica, A+B matrisi

kosegenlestirilebilir olsun. Eger 1€ o(A+B)\ {a +y, a+9o, f+y, p+ 5} ise, bu

durumda A#pu ve A+u=a+pf+y+0 olacak sekilde bir g eo(A+B) sayisi

vardir.

Ispat. Teorem 3.1 iii)=>iv)’nin ispatina gore, A=(a-B)X+pI  ve
B =(y-9)Y +l, olacak sekilde X ve Y idempotent matrisleri vardir. AB # BA,

a# f ve y#6 oldugundan, XY #YX bulunur. A+B matrisi kosegenlestirilebilir

oldugundan, Teorem 2.33’e gore

A+B=TAT™ (3.1)
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olacak sekilde bir T tersinir matrisi ve kosegeni iizerinde A+ B matrisinin tim

Ozdegerlerini bulunduran bir A kosegen matrisi vardir.

A+B=(a- )X +(y -9)Y + (B +9)I, oldugundan, (3.1) esitliginden

(=YX +(y-9o)Y =T(A—(ﬂ+5)|n)T_l (3.2)

yazilabilir. Bu, (a— )X +(y—9)Y matrisinin kdsegenlestirilebilir oldugunu ifade
eder.

Simdi, Aeo(A+B)\{a+y, a+6, B+y, B+5} olsun. Bu  durumda,
A-=(f+0)¢ {O, a-p,y-06, a—pf+y —5} oldugu aciktir. Ustelik (3.2) esitligine
gore, A-(f+0)e 0((a -PIX+(y- §)Y) yazilabilir. Dolayisiyla, X ve Y

degismeli olmayan iki idempotent matris ve (a—pg)X+(y—95)Y matrisi

kosegenlestirilebilir oldugundan, Teorem 2.58’e gore,
A-(B+0)+u*=a—-PL+y-0 (3.3)

olacak sekilde A—(B+ ) sayisindan farkli bir y* e O'((a -PX+(y- §)Y) say1si
vardir. Ayrica, A+B=(a—- )X +(y-9)Y +(L+09)l, esitligi de dikkate alinirsa,
Teorem 2.23’ten u*+f+06eco(A+B) oldugu gorilir. x=u*+p+06 olarak

tanimlanir ve (3.3) esitligi géz Oniine almirsa, A+u=a+B+y+06 elde edilir.

Ayrica, i’ # A—(B+0) oldugundan A # 4 +F+5 yani A # u bulunur ve boylece

ispat tamamlanur. [ |
3.3. Iki Kuadratik Matristen Tiiretilen Baz1 Matrislerin Spektrumlari

Bu kisimda, A ve B matrisleri, A+ B matrisi kdsegenlestirilebilir olacak sekilde

sirastyla {a, ,8} ve {;/, 5}-kuadratik matrisler olmak (lzere A+ B matrisinin

spektrumu ile (y+90)A+(a+ p)B—AB—-BA, AB -BA, af3B— ABA,
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aBAB-(AB)’ ve SBB—AB matrislerinin spektrumlari arasindaki bazi iliskiler

incelenecektir.

Asagidaki teoremde, A+ B matrisinin spektrumu ile (y +8)A+(a+ )B— AB—-BA

matrisinin spektrumu arasinda bir iligki ortaya konulmaktadir.

Teorem 3.6. A BeC, matrisleri o=, y#6 ve AB=#=BA olacak sekilde

sirasiyla {a, f} ve {y, 6}-kuadratik matrisler olsun. Ayrica, A+B matrisi

kosegenlestirilebilir olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur.

i) peo(A+B)\{a+y, a+6, f+y, B+5] ise,

ula+p+y+6-p)—aff-yseo((y+36)A+(a+ f)B—AB-BA) dir.

i) Aeo((y+6)A+(a+p)B—AB—BA)\ {ay+ 5, as+pr} s,

X —(a+pB+y+8)X+A+af+y5 polinomunun kékleri A+ B matrisinin

Ozdegerleridir.

Ispat. Teorem 3.1 iii)=>iv)’nin ispatina gore, A=(a-B)X+pl  ve
B=(y-0)Y +1, olacak sekilde X ve Y idempotent matrisleri vardir. AB # BA,

a+f ve y#6 oldugundan, XY #YX bulunur. Ayrica A+B matrisi
kosegenlestirilebilir oldugundan, (a=pP)X+(y-0)Y matrisi de

kosegenlestirilebilirdir. Boylece Teorem 2.57 i)’ye gore,

X = s[@?xij@ xojsl, Y = s(éviJ@Yojsl, (3.4)

i=1

XoYo =YXy, i=1...,k icin XY, #Y,X, olacak sekilde bir S eC, tersinir matrisi

ve my+m+...+m =n olmak dzere i=0,1....k icin X;, Y,eC idempotent
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matrisleri vardir. A=(a—-pg)X+pl, ve B=(y-0)Y +5l, esitlikleri (3.4) ile

birlikte géz Oniine alinirsa,

A=S((é((a—mxi+ﬂlmi)j@((a—ﬂ)xowlmo)jvl

i=1

ve

B=S [(é((y—é‘)Yi +51, )j@((a—ﬁ)Yo +51, )Jsl

i=1
yazilabilir. $imdi, i =0,1,...,k i¢in A ve B, matrislerini
Ai:(a_ﬂ)xi—i_ﬁlmi Ve Bi:(y_§)Yi+5lmi (3.5)

olarak tanmimlayalim. Tim A matrislerinin {a, ﬂ}-kuadratik ve tim B,
matrislerinin {}/, 5} -kuadratik matris oldugu agiktir. Ayrica, XY, =Y, X, ve
i=1...k icin XY, #Y,X; oldugundan, A B, =B A, ve i=1....k icin AB, #BA
bulunur. Boylece teoremin hipotezleri altinda i=0,1,...,k icin A,B eC,,

AB, =B,A, ve i=1...,k icin AB, # B,/A olmak tizere

A:S((épﬁ]@pﬁjs‘l ve B:s[(éaj@ Bojsl (3.6)

i=1

olacak sekilde Ay, A,...,A  {a, B}-kuadratik matrisleri, B,,B,...,B {r, J}-

kuadratik matrisleri ve bir S e C tersinir matrisi vardir. Ote yandan, Teorem 2.57

if)’ye gore, i=1,...,k igin

a—-p+y-0=¢+m, O-((a_ﬂ)xi +(7_5)Yi):{§if 77i} (3.7)
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ve

(o= pB)(r - 3)(X _Yi)2 = fiﬂﬂmi (3.8)

olacak sekilde &,n,,..., &, ,n, farkli karmagsik sayilart vardir. (3.5) esitlikleri ve (3.7)
nin ikinci esitliginden Teorem 2.23’¢ gore o(A +B)= {fi +p+0, n, +ﬂ+5}

yazilabilir. i =1,...,k i¢in g ve n,’yi
u=&+p+0 ve v,=n+p+0 (3.9
olarak tanimlayalim. Boylece, i =1,...,k i¢in
o(A+B)={u, v} (3.10)
dir. (3.7)’nin ilk esitligi ve (3.9) esitlikleri goz oniine alinarak
wrv,=a+p+y+o (3.11)

elde edilir. (3.5), (3.9) ve (3.11) esitlikleri (3.8) esitliginde kullanilarak i=1,...,k
icin

(7 +S)A +(a+ B)B — AB ~BA = (v, ~af— )1, (3.12)
bulunur. A;B, = B,A, oldugu dikkate alinarak, (3.6) esitliklerinden

(y +0)A+(a+ p)B—AB-BA

=S([E:—)((7+5)A +(a+p)B -AB —BA)}@((7+5)% +(a+p)B, —Z%Bo)jsl

i=1

(3.13)

yazilabilir. Ayrica, (3.5) esitliklerinden
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(7 +8) A +(a + B)B, —2AB,
ve
(a=B)(r =) (Ko +Yo =2XYo) + (@5 +yP)1

matrislerinin esit oldugu ve X, ile Y, matrisleri degismeli idempotent matrisler
oldugundan, X, +Y,—2X,Y, matrisinin bir idempotent oldugu kolaylikla goriilebilir.

Ustelik (a—B)(y—35)#0 oldugu da aciktir. Boylece, Teorem 3.1 iii)=iv)’nin
ispatna gore (y+5)A +(a+p)B,—2AB, matrisi bir {ay+p5, as+pr}-

kuadratik matristir.

Simdi, xec(A+B)\{a+y, a+d, B+y, B+6} olsun. Bu durumda, Teorem
3.4’ten u¢o(A,+B,) olur. Bdylece Teorem 2.25 ve (3.6)’ya gore, uco(A +B,)
ve dolayistyla (3.10) ve (3.11) esitliklerine gorec(A +B) ={u, a+B+y+6—-u}
olacak sekilde bir ie{l,...,k} vardir. O halde (3.10) ve (3.12) esitlikleri birlikte

diisiiniilerek, Sonug 2.26’ya gore

pla+p+y+6-p)-af-yseo((y+5)A+(a+p)B -AB -BA)

yazilabilir. Buradan, o((y+6)A +(a+p)B —AB -BA) kiimesinin
0((;/+5)A+(05+,B)B—AB—BA) kiimesinin bir alt kimesi oldugu g6z oniine

alinirsa, i)’de istenen sonug elde edilir.

Simdi de Aeo((r+5)A+(a+p)B-AB-BA)\ {ay+p5, as+py} olsun.
Aelay+ps, as+pfy}  ve  (y+0)A+(a+p)B,—2AB,  matrisi  bir

{ay + p6, ad+ By} -kuadratik matris oldugundan A¢o((y+08)A +(cr+p)B,—2AB,)
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oldugu aciktir. Boylece, Teorem 2.25 ve (3.13)%e gore
Aeo((y+6)A+(a+pB)B —AB —BA) ve dolaysiyla Sonug 2.26%ya gore, (3.12)
esitliginden A= v, —aff —y0 olacak sekilde bir ie {1,...,k} vardir. (3.11)’e gore
u=u ve v=v, olmak lzere, u+v=a+f+y+06 yazlabilir. Bu son ifade ile

birlikte uv =A+af +y5 esitligi goz oniine alinarak, ii)’nin ispati tamamlanir. W

Teorem 3.6’da A ve B matrislerinin yerine ¢, c, e C" olmak lzere c,A ve c,B

matrisleri alinir ve Uyar1 3.3 goz Oniine alinirsa, Teorem 3.6’nin asagida verilen
genel hali elde edilebilir. Bu teorem, A ve B ’nin herhangi iki lineer bilesiminin

spektrumu arasinda bir iliski ortaya koyan sonucu tiiretmek i¢in kullanilacaktir.

Teorem 3.7. A, BeC, matrisleri, =, y=5 ve AB=#=BA olacak sekilde

sirastyla {a, B} ve {y, 6}-kuadratik matrisler olsun. ¢, ve c, sayilari C,A+cC,B

matrisi kosegenlestirilebilir olacak sekilde sifirdan farkli karmasik sayilar olsun. Bu

durumda asagidakiler dogrudur.

) ueo(cA+c,B)\ {ca+c,y, ca+c,d, cB+C,y, CB+C,5} ise,

i(,u(cl(ozJr,B)+CZ(7/+§)—,u)—clzozﬁ—czzyé‘) karmasik  sayist,
C].C2

(¥ + 9)A+ (a + f)B— AB — BA matrisinin spektrumundadir.
i) Aeo((y+6)A+(a+pB)B-AB-BA)\ {ay+p5, ad+ Py} s,
X2 —(c(a+ B)+c,(y+8))x+Ace, +¢af+¢, yS polinomunun kékleri

C,A+C,B matrisinin 6zdegerleridir.

Sonug 3.8. A, BeC, matrisleri, a = 3, y # 6 ve AB # BA olacak sekilde sirasiyla
{a, B} ve {y, 6} -kuadratik matrisler olsun. aA+bB ve a'A+b'B matrisleri

kosegenlestirilebilir  olacak  sekilde @, b, a, b'eC” sayilarm1  alalim.

peo(@A+bB)\ {aa+by, aa+bs, af+by, af+bs} olmast durumunda
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xz—(a‘(a+,B)+b'(;/+5))x+$(p(a(a+,B)+b(;/+5)—y)—a2aﬂ—b2y5)a'b'+a'2aﬂ+b'2 %

polinomunun kokleri a'A+b'B matrisinin 6zdegerleridir.

Ispat. peo(aA+ bB)\{aa+b}/, aa+bo, ap+by, a,B+b5} ise, Teorem 3.7 i)’ye

gore,
y) :%(,u(a(a+ﬂ)+b(7/+5)—,u)—a2aﬂ—b2y5)eo-((}/+5)A+(a+,8)B— AB - BA)

yazilabilir. Buradan, u¢{ac+by, ac+bs, af+by, af+bs} oldugu dikkate
alinirsa, A ¢ {a]/ + [0, ad+ ﬂ;/} oldugu goriiliir. Dolayisiyla Teorem 3.7 ii)’ye gore
X’ —(a'(a+pB)+b'(y +5))x+la'b'+a”af +b*? y5 polinomunun kokleri

a'A+b'B matrisinin 6zdegerleridir. [ |

Asagidaki teoremde, A+ B matrisinin spektrumu ile AB —BA matrisinin spektrumu

arasinda bir iligski kurulmaktadir.

Teorem 3.9. A BeC, matrisleri, a=p, y#6 ve AB=#BA olacak sekilde

sirasiyla {a, ﬁ} ve {}/, 5} -kuadratik matrisler olsun. Ayrica, A+B matrisi

kosegenlestirilebilir olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur.

) Aeo(AB-BA)\ {0} ise, Utv=a+pB+y+68 ve
22 =(uv—(a+y)(B+38))(uv—(a+8)(B+y))  olacak  sekilde
4, veo(A+B) sayilart vardir.

i) peo(A+B)\{a+y, a+s, f+y, f+5) ise, g=ula+pf+y+6-u)
olmak uzere, A*=(¢—(a+y)(B+5))(¢—(a+5)(B+y)) olacak sekilde bir

A € o(AB —BA) sayisi vardir.

Ispat. Genelligi bozmaksizin, A ve B matrisleri (3.6)’daki gibi olsun. Bu durumda,
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(AB-BA)’ =s[(é(A B, —BiA)cheojsl (3.14)

yazilabilir. Ayrica, Teorem 3.1 iii)=iv)’nin ispatma gore A=(a—-p)X +pIl, ve
B =(y-9)Y +I, olacak sekilde X ve Y idempotent matrisleri vardir. AB # BA,

a# B ve y# 6 oldugundan, XY #YX bulunur. A+ B matrisi kdsegenlestirilebilir

oldugundan, (a—p)X +(y—9)Y matrisi de kosegenlestirilebilirdir. Boylece,
Teorem 2.57 iii)’ye gore, i =1,...,k i¢in
K; = (1—pi*)|xi ) (3.15)
LiM; :pi*(l_pi*)lxi’ ML, :pi*(l_pi*)lmi—xi (3.16)
ve
Ni=p1, (3.17)
olmak izere
IX‘ O 1 Ki Li 1
X. =S|~ S ve Y. =S, S~ (3.18)
00 M N

olacak sekilde S; tersinir matrisleri vardir. Burada & ile 7, (3.7)’yi saglayan

birbirinden farkli karmasik sayilar olmak (zere, ,oi*=—§‘77i
(a—pB)(y -9)

X, = rank(X;) "dir.

i=1,...k icih A =(a-p)X +pl, oldugundan, (3.18)' gore
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(3.19)

yazilabilir. Benzer sekilde i=1,...,k icin B =(y—-0)Y;+5l, oldugundan, (3.15)-

(3.18) esitlikleri dikkate alinarak
Vi=(r=0)K +6l, =(7-(r-0)n")1,,
FG = (r-6)° LM; = (7/_5)2,0i*(:|-_,0i*)|xi ;

GF = (7’_5)2Mi|-i = (7_5)2pi*(1_pi*)lmi—xi

ve
W, = (y =8N+l =((r-0)p +6)1,
olmak uzere
Vi I:i -1
B =5, S
G W
yazilabilir.

Ote yandan, (3.9) ve (3.11) esitlikleri géz dniine alinarak

. 1 1

Y L R Vs A S
@A) @ By e @)

Pi

oldugu goriiliir. Buradan,

wvi—a(B+y)-ola+y)
a-p

y=(y=8)p =~

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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olur. Simdi, i=1,...,k i¢in p.’yi

_uvi—a(f+y)-d(a+y)
a-p

P (3.27)

olarak tanimlayalim. Boylece (3.26)’ya gbre, y—(y—3)p =-p, ve dolayisiyla

o= _ e esitligi de dikkate alinarak y+ p, = il bulunur. Buradan
(a—pB)(y-9) a—p
. . . . &,
Eni=(@-p)y+p) olur. i=1..k igcin p =—1—— Ve
(a—pB)(y -9)
En =(a-PB)(y+p,) esitliklerinden p, (1-p,)=— v +('0 ')(55; p) oldugu agiktir.
7/ —

Boylece (3.21) ve (3.22) esitliklerine gore

FG =-(r+p)6+p)l, ve GF ==(y+p)(S+p)l,_, (3.28)

yazilabilir. Ote yandan, (3.19), (3.24) ve (3.28) esitliklerinden, i=1,...,k icin
(AB—-BA) =(a-p)(r+p)0+p)l, (3.29)
elde edilir.

Simdi, Aeo(AB-BA)\ {0} olsun. Buradan Teorem 2.22'ye gore
A*ec((AB-BA)*)\ {0} yaalabilir. Dolayisiyla Teorem 2.25 ve (3.14)e gore
4 eo((AB,—B/A)?) olacak sekilde bir i {L...,k} vardir. Sonug 2.26 ile birlikte

(3.11), (3.27) ve (3.29) esitlikleri goz Oniine alinmak suretiyle p =y ve v=v,

denirse, i)’de istenen sonug elde edilir.

Simdi de ueo(A+ B)\{a+y, a+o, f+7, ﬂ+5} olsun. Bu durumda, Teorem

3.4’e gore u¢o(A +B,) olur. Boylece Teorem 2.25 ve (3.6) esitliklerine gore
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ueo(A+B,) olacak sekilde bir iE{l,...,k} vardir. O halde, (3.10), (3.11) ve
(3.27) esitlikleri g6z Onine alinarak, (3.29) esitligi ve Sonu¢ 2.26’ya gore

_Hla+pry+o-—p)-a(f+y)-6(a+y)
P
a-p

(@-p)(y+p)d+p)ec((AB -BA))co((AB-BA)*)  oldugu  gdrilir.

olmak Uzere,

Dolayisiyla Teorem 2.22°ye gére, A*=(a—p)*(y+p)(d+p) olacak sekilde bir

A € o(AB — BA) vardir. Boylece ii)’nin ispati tamamlanir. |

Asagidaki teoremde, A+B matrisinin spektrumu ile «fB-ABA matrisinin

spektrumu arasinda bir iliski kurulmaktadir.

Teorem 3.10. A, BeC, matrisleri, o=, y#6 ve AB=BA olacak sekilde

sirasiyla {a, f} ve {y, 8}-kuadratik matrisler olsun. Ayrica, A+B matrisi

kosegenlestirilebilir olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur.

) Aeo(apB-ABA)\{ay(B-a), ad(f-a), po(a-p), Brla-p)} ise,

x2—(a+ﬁ+y+5)x+a(ﬂ+y)+5(a+7/)+i/1
a
veya

x2—(a+ﬁ+7+5)x+ﬂ(a+5)+7(,B+5)+%l

polinomunun kokleri A+ B matrisinin 6zdegerleridir.
i) peo(A+B)\{a+y, a+d, f+y, f+6} ise, r=pu(a+p+y+5—u)
olmak Uzere a(r—a(B+y)-6(a+y)) Ve B(r—Bla+d)-y(B+9))

karmasik sayilart o(af/B — ABA) kiimesinin elemanidir.

Ispat. Genelligi bozmaksizin, A ve B matrisleri (3.6) daki gibi olsun. Bu durumda,
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afiB—ABA=S ((é—)(aﬂBi = ABiA)j(@(aﬂBO = /sbBOAJ)js1 (3.30)

yazilabilir. X,* = X,, Y,? =Y, ve XY, =Y X, olmak lizere A =(a—p)X,+ I,

ve B, = (y—9)Y, +4l, oldugundan,

afBy - AB,A, = (B2~ ") ((r = 8) XYy + 6%, )+ Bla = B)((r -6, +41,, ) (3.31)

bulunur. Ayrica X, ve Y, matrisleri degismeli oldugundan, Teorem 2.24 ve (3.31)

esitliginden  o(af3B, - ABA) c{ar(B-a), ad(f-a), pS(a-p), Br(a-p)}

oldugu goriiliir.

Simdi, A eo(afB-ABA)\ {ay(,B —a), ad(f-a), pola—p), py(a —ﬂ)} olsun.
Buradan, A ¢ o(afB,— AB,A,) yazilabilir. Boylece, Teorem 2.25 ve (3.30)’a gore,
Aeo(apB —ABA) olacak sekilde bir ie{l....k} vardir. Ote yandan, (3.19) ve

(3.24) esitliklerinden, 1 =1,...,K igin

B_ABA—s|“P-oN 0 gn 3.32
appB, — ABA =S5 0 ﬂ((l—ﬁ)Wi i (3.32)
olur. (3.20) ve (3.26)'dan i=1,...,k icin pi:yivi—a(ﬁ+y)ﬂ—5(a+y) olmak
o —
Uzere,
V,=-pl (3.33)

Xi

bagintisi elde edilir. Benzer sekilde, (3.23) ve (3.25) esitliklerinden de
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W= (B 0) - flatd)
a-pf v

(3.34)

bulunur. (3.32)-(3.34) esitlikleri birlikte disiiniilirse, Teorem 2.25’e gore
A=a(mv,—a(B+y)-6(a+y)) veya A=pf(uv,—pBla+8)-y(B+5)) oldugu

goruldr. Buradan LV zl/1+a(,8+;/)+5(05+7/) veya
o

Ly, = %l + f(a+96)+y(L +9) yazilabilir. Dolayisiyla, (3.11) esitligi,

xz—(a+,B+y+§)x+a(ﬂ+7/)+5(a+7/)+1/1
a
veya

XZ—(a+ﬂ+y+5)x+ﬁ(a+5)+7/(ﬂ+5)+%ﬂ

polinomunun koklerinin A+ B matrisinin 6zdegerleri oldugunu garantiler. Boylece

I)’nin ispat1 tamamlanir.

Simdi de ue€o(A+B) \{a +7, a+0, f+7, ,B+5} olsun. Bu durumda, Teorem
3.4’e gore u¢o(A +B,) yazilabilir. Dolayisiyla, (3.6) esitliklerine ve Teorem
2.25% gore e o(A +B,) olacak sekilde bir i €{1,....k} vardir. Buradan, (3.10) ve
(3.11) esitlikleri dikkate alinarak, o(A+B)={u, a+pf+y+5—u} yazlabilir.
Boylece, Teorem 225 ve (3.32)-(3.34) esitlikleri gboz Oniline alinarak,
a(ula+f+y+d-p)-a(f+y)-dla+y)), Blula+pB+y+5-u)-pBla+d8)-y(B+9))
karmasik sayilarmin  o(afB, — AB/A) kimesinin elemant oldugu gorilir.

o(afB, — AB.A) c o(afiB — ABA) oldugundan ii)’de istenen elde edilir. |
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Asagidaki teoremde, A+B matrisinin spektrumu ile aBAB—(AB)® matrisinin

spektrumu arasinda bir iliski kurulmaktadir.

Teorem 3.11. A, BeC, matrisleri, a= S, y#=6 ve AB=#=BA olacak sekilde

sirasiyla {a, ﬂ} ve {7/, 5} -kuadratik matrisler olsun. Ayrica, A+B matrisi

kosegenlestirilebilir olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur.

i) Aeo(aBAB-(AB)")\ {0, By’ (a-pB), B5°(a-p)} ise,

XZ—(a+ﬁ+y+§)x+%((a+2ﬂ)(y+5)i\/a2(;f—5)2+4(aﬂy§—ﬂ))+aﬂ+y§
polinomunun kokleri A+ B matrisinin 6zdegerleridir.
i) ueo(A+B)\{a+y, a+6, f+y, f+5] ise,
G=ula+pB+y+6—p)—af-y5 ve w=2p"-a’—af olmak izere,
1

~$ ((7+0)w9+a(ad + By)ay + B5) - B*(y + )| € o(aBAB - (AB)’)
a-p

dir.
Ispat. Genelligi bozmaksizin, A ve B matrisleri (3.6)daki gibi olsun. Bu durumda

k

aBAB—(AB)* =S ((@(aBiABi —(A Bi)z)j(@(aBOADBO —(ADBO)Z)jS‘l (3.35)

i=1

yazilabili. A =(a@-B) X+ Bl By=(r-8N,+5l, ve XY, =YX,

oldugundan
aBABy —(AB)’ = B(B-a)(r* =5° )XYy —Yo) + B5*(B-a)(X, = 1,)  (3.36)

bulunur. X, ve Y, matrisleri degismeli oldugundan, Teorem 2.24 ve (3.36)’ya gore

o(aB,AB, — (AB,)’) = {0, Br*(a-B), B5*(a-pB)}| oldugu goriilir.
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Simdi  Aeo(aBAB—(AB)*)\ {0, By’(a—p), B5°(a—p)} olsun. Buradan
&ea(aBOA)BO—(AbBO)z) yazilabilir. BOylece (3.35) ve Teorem 2.25’e gore

Aeo(aBAB —(AB)’) olacak sekilde bir ie{l....k} vardr. (3.19) ve (3.24)

esitliklerine gore i =1,...,k icin

0 0

2 }s.—1(3.37)
(a-pB)aGV, + PN.G,) (a - B)(aGF +AW?2) |

aBAB; - (AB)’ :Si{

yazilabilir. Ote yandan (3.23), (3.25), (3.27) ve (3.28) esitliklerine gore,
3 = uyv,—af-y5 ve w=2p*-a’-af olmak iizere,

(@ A)@GF, + AW?) = {—195 —Lﬁ(a)(wm +aad + fy)ay + ) —/33(7+5)2)} 1, (3:38)
—

oldugu goriiliir. Boylece, (3.37) dikkate alinarak
A= (v, —af - 5): —ﬁ((yw)(zzf —a?—af) (v, - af - 16) + alad + 1)y + B5) - 'y + 6))

yazilabilir. Buradan

LV, =%((a+ 2,8)(7/+5)i\/a2(}/—5)2 +4(aﬂy§—i))+aﬁ+75

olur. (3.11) esitligi géz 6niine alinarak i)’deki iddianin dogru oldugu goriiliir.

Simdi de yeo(A+ B)\{a+;/, a+d, f+v, ﬂ+§} olsun. Bu durumda, Teorem
3.4’ten u¢o(A +B,) yazilabilir. Dolayisiyla, (3.6) esitliklerine ve Teorem 2.25%¢
gore, ueo(A +B,) olacak sekilde bir i€ {1,...,k} vardir. O halde, (3.10) ve (3.11)

esitlikleri goz oniine almarak, o(A +B)= {,u, a+pf+y+ 5—/1} oldugu goraldr.
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Boylece, o(aBAB —(AB)’)co(aBAB-(AB)’) oldugu dikkate almarak,

Teorem 2.25, (3.37) ve (3.38)’den ii)’de istenen sonug elde edilir. [ |

Asagidaki teoremde, A+ B matrisinin spektrumu ile B — AB matrisinin spektrumu

arasinda bir iligki kurulmaktadir.

Teorem 3.12. A BeC, matrisleri, a=p8, y#6 ve AB=BA olmak Uzere

sirasiyla {a, ﬂ} ve {}/, 5} -kuadratik matrisler olsun. Ayrica, A+B matrisi

kosegenlestirilebilir olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur.

i) Aeo(BB-AB)\{0, y(f-a), 6(B-a)} ise,
X —(a+p+y+0)x+A+a(B+y)+S(a+y) polinomunun  kokleri

A+ B matrisinin 6zdegerleridir.
i) peo(A+B)\{a+y, a+d, B+y, f+5} ise,

ula+p+y+6—p)—a(f+y)-o(a+y)eo(SB—AB) dir.

Ispat. Genelligi bozmaksizin, A ve B matrisleri (3.6)’daki gibi olsun. Bu durumda,

pB—AB= S(((—kB(ﬂBi - ABJ)@(/}BO - AoBo)jS* (3.39)
yazilabilir. ~ (3.19), (3.24) ve (3.33)’e  gore i=1...,k icin
P _ vimaBrr) =) i zere

1 a—ﬂ

St (3.40)

(@=ppl, (F-a)F
0 0

ﬂBi_ABi :Si|:



43

bulunur. Ote yandan, SB,—AB,=(8-a)(y—95)X,Y,+5(B-a)X, olup, X, ve

Y, matrisleri degismeli idempotent matrisler oldugundan, Teorem 2.24’e gore

o (B, - ABy) {0, ¥(B-a), (B-a)} yazlabilir.

Simdi, 4€o(BB-AB)\ {0, y(B-a), y(B—a)} olsun. Bu durumda, (3.39) ve
Teorem 2.25°e gdre Aeo(fB —AB,) ve dolaysiyla (3.40) esitligine gore
A=(a-P)p olacak sekilde bir ie{l...k} vardir. Ayrca (3.11) ve (3.27)

esitliklerine gore pi:yv—a(ﬁ+7/)—5(a+}/) ve u+v=a+pf+y+05 olacak

a-p
sekilde u, v e o(A+B) sayilart vardir. Dolayisiyla uv=A+a(f+y)+o(a+y)

ve u+v=a+f+y+0 yazlabilir. Boylece x ve v, i)’de bahsedilen polinomun

kokleridir.

Simdi de peo(A+B)\{a+y, a+68, B+y, f+5} olsun. Bu durumda, Teorem
3.4’e gore u¢o(A +B,) yazilabilir. Dolayisiyla, (3.6) esitliklerine ve Teorem
2.25’e gore, ueo(A +B,) olacak sekilde bir i€ {1,...,k} vardir. O halde, (3.10) ve
(3.11) esitlikleri goz oOniine almarak, (A +B,) = { U a+pf+y+0-— ,u} yazilabilir.
Buradan, Teorem 2.25 ile birlikte (3.27) ve (3.40) esitlikleri dikkate alinarak,

ula+p+y+o—-u)—a(f+y)-o(a+y)ea(pB —AB)co(SB-AB) oldugu

gorullr. Boylece ii)’nin ispati tamamlanir. u



BOLUM 4. IKi GENELLESTIRILMIiS KUADRATIK
MATRISTEN TURETILEN BAZI MATRISLERIN
SPEKTRUMLARI

4.1. Giris

Bu boliimde, 6nceki boliimde kuadratik matrisler ele alinarak yapilan ¢alisma, orada
kullanilandan farkli bir yontem ile iki genellestirilmis kuadratik matris giftine
genisletilmektedir. Bunun i¢in dncelikle, esas sonuglar1 tiiretmede yardimci olacak

olan iki sonu¢ ve daha sonra esas sonuclar verilmektedir.
4.2. On Bilgiler

A ve B matrisleri sirasiyla P ve Q idempotent matrislerine gore genellestirilmis
{0{1, ﬂl} ve genellestirilmis {c,, B,}-kuadratik matrisler olsun. Kolaylkla
gorulebilir ki bir M kare matrisi icin M e £(P; a, b) olmasi igin gerek ve yeter
kosul her ceC” i¢in cM e £(P; ca, cb) olmasidir. Bdylece ¢, ¢, €C" olmak

Uzere c,A+c,B matrisinin spektrumu yerine A+B matrisinin spektrumu

calisilacaktir.

Asagidaki teorem, A ve B matrislerinin degismeli olmasi durumunda, A+ B

matrisinin spektrumu hakkinda bilgi verir.

Teorem 4.1. A BeC, olmak lzere, Ae £(P; «, B) ve Be£(Q; », &) olsun.
AB = BA ise, bu durumda o(A+B) < {0, &, B} +{0, y, 6} dur.

spat. P bir idempotent matris oldugundan, Teorem 2.33, Teorem 2.48 ve Teorem

2.51°e gore, r =rank(P) olmak lzere P=S(I, ®0)S™ olacak sekilde bir Se€C,
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tersinir matrisi vardir. AP =PA= A oldugundan, bir X eC, igin A=S(X ®0)S™
yazilabilir. Ayrica, (A—aP)(A-SP)=0 oldugundan (X —al )(X - f1,)=0 veya
denk olarak X?—(a+ B)X +apl, =0 esitligi gerceklenir. Buradan, 4e€ao(X) ise,
Teorem 2.22’ye gére A*—(a+ B)A+af =0 ve dolayisiyla A e{a, ﬂ} yazilabilir.
A=S(X®0)S™ oldugu  dikkate = alimirsa ~ Teorem 2.25’e  gore
o(A) {0} uo(X)={0, a, B} olur. Benzer sekilde, G(B)C{O, 7, 5} ifadesi de

elde edilebilir. Boylece, A ve B matrislerine Teorem 2.24 uygulanirsa istenen

sonuca varilir. [ ]

Aslinda Teorem 2.62’ye gore o(A)c{0, a, B} ve o(B)={0, 7, 6} oldugu

agiktir. Buradan, Teorem 2.24 de dikkate alinarak, Teorem 4.1°deki iddianin
dogrulugu goriilebilir. Fakat, biitiinliik olmas1 adina, yukaridaki ispat direkt olarak

yapilmistir.

Asagidaki lemma, A ve B matrislerinin degismeli olmamasi durumunda A+ B
matrisinin spektrumu ile A ve B matrislerinden tiiretilen bazi matrislerin

spektrumlari arasindaki iligkileri ortaya koymak i¢in oldukca kullanighdir.
Lemma 4.2. A BeC, olmak lzere Ae £(P; a, B) ve Be£(Q; , &) olsun.

Ayrica, (A+B)(aBP -79Q) = (afP - y5Q)(A+B), AB=BA ve A+B matrisi

kosegenlestirilebilir olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.

o(@nfon) oo
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AB,=B,A,, BQ,=Q,F ve i=1...,k icin AB, # B/A olacak sekilde
bir SeC, tersinir matrisi, m,+m+---+m,=n olmak Uzere
i=01....k icin B, Q eC,, idempotent matrisleri, A e &(P; a, B) ve

B, € £(Q; 7, &) matrisleri vardur.

i) i=1....k icin
a+f+y+S=p+v,, o(A+B)={u, v} (4.1)
ve
AB +BA +uvl, =(y+5)A +(a+B)B +afP, +75Q (4.2)

olacak sekilde 14,v,,..., 4, v, farkli karmasik sayilar1 vardir.

iii) Eger a# f ve PQ=QP ise, i=1...,K icin

al, 0 0 , 0 0
A=S| 0 pI, 0ls%  PR=S|0 I, 0|s*
0 0O O 0O 0 O
ve
My, My 0 Y, O 0
Bi = Si le Mzz 0 Siil’ Qi = Si 0 Y22 0 Siil
0 0 M., 0 0 Yo,

olacak sekilde S; tersinir matrisleri vardir. Burada, r. =rank(P) olmak
uzere, 0<x,y <r, My, Y, eC,, My, Y, €C, |

M, Y, €C

mi—(%+Y;)’
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(@ = BIMy, =Yy, =(a(B+y+3)—uvi)L,,
(B—a)M,, — 7Yy, =(Bla+y+8)— uv)1,

ve
(a+ LIMgs +70Ygs = Vil iy,

dir.

Ispat. 11k olarak lemmanin i) ve ii) siklar1 ispatlanacaktir.

X =A+B olsun. X matrisi kosegenlestirilebilir oldugundan, Teorem 2.33’e gore

Ay A, farkli karmagsik sayilar ve p,+---+ p,, =n olmak tzere,
X:S(ﬂ,llplC-|9---C-B/1m|pm)S_1 (4.3)

olacak sekilde bir S € C, tersinir matrisi vardir. Genelligi bozmaksizin, A, P ve

Q matrislerini, i=1,..,m icin A, P, Q; € C, olmak lizere,

Ar A, P Py
A=S| : - i |STH P=s| : . = |S*
Anl 'A\nm I:)ml I:)mm
ve
Q11 le
Q=S| : . N
le Qmm

seklinde yazalim. Buradan, (4.3) esitligi dikkate alinarak
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A A A Ay A

St wve XA=S st

AX =S| . : : . :
/’ilAnl ﬂ’mp\nm /’me\nl /’i’mAnm

elde edilir. Ote yandan, AB # BA oldugundan, AX # XA olur. Dolayisiyla i, #
ve 4 A, # A4, A olacak sekilde iy, j, €{L,...,m} vardir. Ozellikle, A , =0 dur.

X =A+B, A=(a+B)A-afP ve B*=(y +5)B-Q esitlikleri ¢ercevesinde

X2+ (a+B+r+8)A—afP =(y+35)X + AX + XA—5Q

elde edilir. Buradan, eger i, j € {1....,m} ve i # | ise, bu durumda
(a+B+y+8)A —afB; = (4 + 4))A; — r6Q; (4.4)

yazilabilir. affP—y0Q matrisini W ile gosterelim ve bu matrisi 1=1...,m icin

W, € C, olmak Uzere W = S[W; ]S~ seklinde pargalayalim. (4.3)’ten

/11W11 T ;melm /11W11 t /11W1m
WX =S| : ST ve XW=S : : st
ﬂlwml T ﬂ’mwmm ﬁ’mel T ﬂ’mem

oldugu agiktir. Eger i# J ise, bu durumda WX = XW ve 4 = 4, ifadeleri, W; =0

esitligini verir. Boylece, i # j ve i, je{l,...,m} igin

aﬁpij = 75Qij (4.5)

bulunur. (4.4) ve (4.5) birlikte goz 6niine alinirsa, i # j ve i, je{l,...,m} igin
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(a+ﬂ+y+5)Aj:(/1, +/1j)Aj (4.6)
elde edilir. A, #0 oldugundan (4.6) esitligi 4, + 4, =a+ f+y+¢ ifadesini verir.

Indisleri, i,=1 ve j,=2 olacak sekilde yeniden diizenleyelim. Bu durumda,
M+A=a+p+y+0 yazlabilir. a+pf+y+6=4+4 olacak sekilde bir
te {3,..., m} ‘nin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda, 4 +A4,=4+4 ve

buradan da 4, =4 bulunur. Fakat bu durum, i= j iken 4 = A, olmasi ile gelisir.
Boylece, her te{3...m} igin 4+ #a+f+y+5 olur. Dolayisiyla, (4.6)
esitliginden, her te {3,..., m} icin A, =0 bulunur. Ayrica, simetriklikten dolay: her

te{3,...,m} icin A, =0, A,=0 ve A,=0 elde edilir. Béylece A matrisi, A

uygun boyutlu bir kare matris olmak tizere

Ar A,

A=S(A®A)S™, A{AZ A

}, A,eC,, A,eC, (47)

seklinde yazilabilir. A* = (a + )A—aBP oldugundan, eger aff #0 ise, bu durumda

A2 =(a+p)A—afP, ve P, EZ =(a +ﬁ)’ﬁr1 —aﬂIAD; esitligini saglayan uygun

boyutlu bir kare matris olmak Uzere,

P=S(R®P)S™, R-= (4.8)

P2

{F’n P

, P.eC., P C
P, P22:| 1 €%y 2 €

yazilabilir. P matrisinin idempotentliginden, P, ve B matrislerinin birer
idempotent oldugu goriiliir. Ayrica AP = PA= A oldugundan (4.7) ve (4.8) dikkate
almarak AP =PA=A ve AP =PA=A esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla
AcL(R; @, p) ve Aecg(R; a, p) olur. Eger aff=0 ise, bu durumda P =1,

aliabilir. Her iki durumda da P matrisinin 1,2 ve 2,1—bloklar sifirdir.
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Buradan sonra g4 =4, v, =4,, I,=p, ve S, = p, oldugu kabul edilecektir. O halde,

(4.3)’ten, A, uygun boyutlu bir kdsegen matris olmak iizere
X =S((ul, ®v,l,)@A,)S™ (4.9)
yazilabilir. X = A+ B oldugu dikkate alinirsa, (4.7) ve (4.9)’dan,

B=X-A=5(((u), ®vl,)-A)®(A,-A))S"

elde edilir. B, = (s41, ®v,1. ) - A ve B, = A, — A olarak tanimlanirsa,
B=5(B,®B,)S™ (4.10)

olur. B’=(y+5)B—y9Q oldugundan, p5#0 ise BZ=(y+05)B,—y5Q, ve

va12 = (y+6)B, — ¥5Q, olmak tizere,

Qll Q12

=5(Q,®Q)s™, =
Q (Ql Ql) Q |:Q21 Q22

}’ Q.eC,, Q,eC, (411

elde edilir. Q bir idempotent oldugundan, Q, ve Q, matrisleri de birer idempotenttir.

Ayrica BQ=0QB=B oldugundan (4.10) ve (4.11) esitlikleri dikkate alinarak
BQ =QB, =B, ve EQ: = @E = Bz oldugu goriilir. Dolayisiyla, B, € £(Q;; 7, 6)
ve B, eS(Qvl; 2 6) olur. Eger 0 =0 ise, bu durumda Q =1, alinabilir. Her iki
durumda da Q matrisinin 1,2 ve 2,1-bloklar sifirdir. Eger A B, =B,A ise,
lemmanin i) sikkinin ispatini tamamlamak igin A = A ve B, = B, almak yeterlidir.
Ek olarak, A)=A ve B,=B, olmasi durumunda a+B+y+35=+v, Ve

A +B, =l @l olur. Bbylece o(A +B)) = {t, v} olarak bulunur.
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AB, #B/A olsun. Teorem 2.35%e gére, A +B, matrisinin kosegenlestirilebilir
oldugu agiktir. A, B, P, ve Q, matrisleri lemmanin diger hipotezlerini de
sagladigindan, A, € £(P,; «, ), Eel}(ﬁz; a, ﬂ), B,e£(Q,; 7, 5) ve
B,c2(Q; 7, 5) olmak uzere, A=A®A, B =B,®B, R=-R®F Ve
Q, =Q,®Q, ifadelerini elde etmek igin ispatin ilk adimi uygulanabilir. Bu sekilde

S'AS ve S™'BS matrislerinin karsilikli olarak degismeli olan bloklarma ulasincaya
kadar devam edilerek lemmanin 1) sikki ve ii) sikkinin (4.1) bagintilar elde edilir (A
ve B matrisleri sonlu boyutlu oldugundan S™AS ve S™'BS matrisleri de sonlu
boyutludur. Dolayisiyla bu matrisler, en fazla sonlu tane matrisin direkt toplami
olarak ifade edilebilirler. Fakat bu matrislerin mimkin olabilecek olan butin
pargalanmalar1 yapildiginda bile elde edilen son bloklar karsilikli olarak degismeli
olmayabilir. Yani degismeli olmayan bu son bloklar (4.1) bagintilarin1 saglayacak

sekilde daha fazla alt matrislere par¢alanamayabilir. Bu, lemmanin i) sikkindaki A,
ve B, bloklarinin goériinmeyecegi anlamina gelir. Bu durumda i) sikkinin ve ii)

sikkinin (4.1) bagmtisinin ispati burada sonlandirilir).
Simdi ii) sikkinin son esitligi olan (4.2) esitligi ispatlanacaktir.

i=1..k igin A+B =gl ®vl_ oldugu acikti. m =r+s denirse,
(A+B— gl )(A+B -1l )=0 oldugu goriliir. Buradan
(A+B)° = (1 +v,)(A+B)+uv, I, =0 yazilabilir. Bu son esitlikte, i) sikki ve ii)

sikkinin burada ispatlanan (4.1) bagintilar1 kullanilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa, (4.2) esitligi elde edilir.
Simdi de lemmanin iii) sikki ispatlanacaktir.

ie{l,...,k} keyfi fakat sabit olsun. P. bir idempotent matris oldugundan, Teorem

2.33, Teorem 248 ve Teorem 251’e gore, r,=rank(P) olmak Uzere
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R =R (I, ®0)R " olacak sekilde bir R; e C,, tersinir matrisi vardir. K e C, olmak

Uzere

_R K LR_1
S

olsun. AP =PA =A esitliklerinden L=0, M =0 ve N=0 bulunur. Ayrica,
(A -aP)(A-pP)=0 oldugundan, (K-al )(K-pA1)=0 esitligi gerceklenir.
a# [ olmak Uzere, (K-al )(K-p1.)=0 oldugundan Teorem 3.1’e gore K
matrisi  kosegenlestirilebilirdir ve  o(K)cC {a, ,B} olur.  Dolayisiyla,
K=T(al, ®p1,)T" olacak sekilde bir T,e C_ tersinir matrisi ve

X, Y, €{0,....,r} vardir. S, matrisi S, =R/(T,® l, ) ile tanimlanan bir tersinir

matris ve D =al, @ g1, olsun. Bu durumda,

A=S(D®0)S* wve P= Si(1, ®0)S* (4.12)

oldugunu gormek kolaydir. B; ve Q; matrisleri, M,, Y, e C, olmak Uzere,

M, M Y, Y
B=S/| * " *|S* wve Q=S| ZIS* (4.13)
M3 M4 Y3 Y4

seklinde olsun. Q,P. = PQ, oldugundan, Y, =0 ve Y, =0 elde edilir. Boylece,
Q =S(Y; @Y4)Si_l

bulunur. (A +B)(@BR -70Q) = (@R -70Q)(A+B), AR=PA=A ve
B.Q =Q,B, = B, esitliklerinden de
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af(PB -BPR)=75(QA -AQ)

elde edilir. Ote yandan (4.12) ve (4.13)’ten

PB-BP=S| » Milgt ye QA-AQ =S Wb-bY, 0 S;1(4.14)
i iti T _M3 0 i i i i O 0 i '
yazilabilir. Simdi, dort durum séz konusudur:
Durum I. «, B, y, 6 #0 olmast durumu.
Bu durumda afB(PB, —B,P) =75(Q A — AQ,) esitliginden
M,=0, M,=0, Y,D=DY, (4.15)
elde edilir. Buradan, (4.13)’e gore
B =5(M,® IV|4)Si_l
olur. M,,, Y,, e C, olmak Uzere
M M Y, Y,
Mlz{ 1 12} ve le[ 1 12} (4.16)
M21 MZZ Y21 Y22

olsun. (4.15)’in ve (4.16)’nimn son esitlikleri, @ # # olmak lzere D =al, ®pI,

esitligi ile birlikte dikkate alinirsa, Y,, =0 ve Y,, =0 elde edilir.

Buradan sonra Y,, =Y, ve M, =M, olarak alinacaktir.
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Durum Il. ¢ff #0 ve y6 =0 olmast durumu.

Bu durumda, afB(PB,—B,P)=79(Q,A -AQ,) esitliginden PB, =B,P, elde edilir.
Bu son esitlik (4.14) ile birlikte goz 6niine alinirsa, M, =0 ve M, =0 bulunur.
Dolayisiyla, (4.13)iin ilk esitligine gore B, =S,(M,®M,)S™* olur. y5=0

oldugundan, Q=1, alnabilir. Buradan, Q=1 =S(l, @I, @I )SH

m—(x;+Y;)

yazilabilir. Bu durumda Y,,, Y,, ve Y,; matrisleri, 6zel olarak, uygun boyutlu birim

matrisler olur. Boylece ilk durumun 6zel bir hali elde edilmis olur.

Durum Il e =0 ve 5 #0 olmas: durumu.

Bu durumda, af(PB,—B.P)=79(Q.A — AQ,) esitliginden Q.A = AQ, elde edilir.
Boylece (4.14)’0n ikinci esitliginden Y,D = DY, olur. Y, matrisi (4.16)’daki gibi
olsun. a#f ve Y,D=DY, oldugundan Y,=0 ve Y, =0 elde edilir. Ayrica
af =0 oldugundan P =1 alnabilir. Boylece B =1, olur. Bu, (4.12)’deki direkt

toplamdaki son toplamlarin goériinmeyecegi anlamina gelir. Boylece, yine ilk

durumun bir 6zel hali elde edilir.

Durum IV. aff =0 ve 6 =0 olmasi durumu.

Bu durumda, P=Q =1, alinabilir ve bdylece P, =Q, =1, olur. P, =1 oldugundan,

i ImI i
A ve B matrislerinin son bloklart goriinmez. Q, =1, olmasi sebebiyle Y,, =1, ve

Y,, =1, olur. Ayrica Y4, (Q,;’nin) ve Mg, (B, nin) bloklar1 da goriinmez. Bdylece,

Yi

yine ilk durumun o6zel bir hali elde edilmis olur. Sonu¢ olarak, buradan sonra

genelligi bozmaksizin, ilk durum goz oniine alinarak ilerlenecektir. Boylece A, B,

P ve Q, matrisleri iii)’deki gibi yazilabilir.

Yukaridaki gozlemler gercevesinde,
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aM;, aM;, 0 aM;,  pfM;, 0
AiBi :Si IBle IBMzz 0 Si71 ve BiAizsi ale IBMzz 0 Sfl (4-17)
0 0 0 0 0 0

oldugunu goérmek kolaydir. Ayrica, ii) sikkinin burada ispatlanan son bagintisina,

yani (4.2)’ye gore, i=1,...,k igin

AB +BA + il =(y+0)A +(a+ p)B +afR +y5Q

oldugu bilinmektedir. A, P, B, ve Q, matrislerinin iii)’deki ifadeleri ve (4.17)

esitlikleri, yukaridaki son esitlikte yerine koyulursa,

(a—PBIM, — 7Y, =(aff +(y +8)a — ;) L

(B—a)M,, —yoY,, Z(aﬁ+(7+5)ﬂ_fuivi)lyi
ve

(a+ )M+ 0¥, = vl

T mi—(X+Y;)
oldugu goriiliir. Boylece iii)’nin ve dolayisiyla lemmanin ispati tamamlanir. u

Lemma 4.2 i)’de A, ve B, bloklarmm goriinmeme ihtimaline karsilik, Py ve Q,

bloklarimin gériinmeyebilecegine dikkat etmek gerekir.

Lemma 4.2 ¢ercevesinde asagidaki uyariin yapilmasinda fayda vardir.

Uyan 4.3. ik olarak, Lemma 4.2 iii)’ye gore, a # 8 kosulu altinda 1=1,...,K igin
a, B, 7, 0 karmagsik sayilar1 ne olursa olsun PB, =B,P ve QA =AQ, esitlikleri

mevcuttur. Ayrica asagidakiler dogrudur.
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i) «a, B, y, §#0 ise, budurumda P,B, =B,P, ve Q,A, = A/Q, oldugundan,
Lemma 4.2°deki (A+B)(afSP —y0Q) = (affP — y6Q)(A+ B) kosulu, a = f
ise PB =BP ve QA= AQ kosullarina denktir.

i) (A+B)(afP - 79Q) = (P — 0Q)(A+B) kosulu, eger af #0=y5 ise
PB = BP kosuluna, aff =0 # 5 ise QA= AQ kosuluna denktir.

iii) af =0 ve y5 =0 olmasi durumunda,

(A+B)(afP — y0Q) = (afP — y0Q)(A+ B) kosulu ortadan kalkar.

Ayrica, Teorem 4.1 ve Lemma 4.2’nin asagidaki sonucu da verilebilir.

Sonu¢ 44. A BeC, olmak uzere Aeg(P; a, B), Bef(Q;y, ),
(A+B)(@BP —y0Q) = (afP - y5Q)(A+B), AB=BA ve A+B matrisi
kosegenlestirilebilir olsun. Eger Aeo(A+ B)\[{O, a, f}+{0, », 5}] ise, bu
durumda A#u ve A+u=a+ pf+y+06 olacak sekilde bir e o(A+B) sayisi

vardir.

Bu bolumin buradan sonraki kisimlarinda, iki genellestirilmis kuadratik matrisin
toplamiin  kosegenlestirilebilir olup olmamasi durumlarina gore irdeleme

yapilacaktir.

4.3.1ki Genellestirilmis Kuadratik Matrisin Toplamimin Kosegenlestirilebilir

Oldugu Durumundaki Sonuclar

A, BeC, olmak Uzere AES(P; a, ﬁ) ve BES(Q; 12 5) olsun. Bu kisimda
(A+B)(@fP-5Q) = (P - x9Q)(A+B), PQ=QP, AB=BA ve A+B
matrisinin kdsegenlestirilebilir olmasi kosuluyla A+ B matrisinin spektrumu ile A

ve B matrislerinden tiretilen baz1 matrislerin spektrumlari arasindaki bazi iliskiler

incelenmektedir.
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Oncelikle, daha sonraki teoremlerin ispat1 icin bir ara¢ niteliginde olan asagidaki

teoremi verelim.

Teorem 45. A BeC, olmak uUzere Ae £(P; «, B) ve Be£(Q; », &) olsun.

Eger AB = BA ise, bu durumda asagidakiler dogrudur.

i) PQ=QP olmasi durumunda, T,={0, aB, y5, aff+y5} Ve

L, ={0, a(y+3), f(y+93), (a@+p)y, (a+p)S, ad+ Py, ayr+ ps}
olmak (zere, cr((;/+5)A+(oz+,8)B+oe,BP+7/5Q—AB—BA)cF1+F2

dir.

i) PB=BP ve PQ=QP olmasi durumunda
Y, ={0, - By, =5, —y5, —y(B+6), —6(B+7)} ve
¥, =1{0, ay, ad, By, B} olmak izere, o(AB—-pBB-ySPQ)c ¥, +V¥,
dir.

I") F:{O! _75! (a_ﬂ)ﬂ/, _(ﬂ_a+5)7’ ((Z—ﬂ)é‘, _(ﬂ_a'i'?/)é‘}
olmak tzere, o ((a—B)B+BA—AB-y5Q) T *dir.

Ispat. i) P ve Q iki idempotent matris oldugundan, Teorem 2.24’e gore
o(afP)c{0, af} ve o(y9Q)c{0, 5} oldugunu gérmek kolaydir. Ayrica

PQ = QP oldugundan, yine Teorem 2.24’e gore
o(afP+yoQ) T, (4.18)

yazilabilir. Ote yandan, A ve B matrisleri degismeli olup, o(A) {0, a, B} ve

o(B)={0, 7, &} oldugundan, Teorem 2.24,

o((y+5)A+(a+ B)B-AB-BA) T, (4.19)
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oldugunu garantiler. Ayrica afSP + y0Q ve (y +0)A+ (a+ £)B— AB—BA matrisleri
degismeli matrislerdir. Dolayisiyla (4.18), (4.19) ve Teorem 2.24 dikkate alinarak

1)’de istenen sonug elde edilir.

i) BP=PB ve BQ=QB=B oldugundan, (BB)(}3PQ)=(y5PQ)(SB) olur.
Ayrica, P ve Q degismeli iki idempotent matris oldugundan, PQ matrisi de bir

idempotenttir. O halde, Teorem 2.24’e gére o(—ySPQ) = {0, — 5} yazilabilir. Ote

yandan  o(B)<{0, , §}  oldugundan, yine Teorem 224’e  gore

o(-pB) {0, — By, — 5} olur. Ustelik (8B)(y0PQ) = (y0PQ)(SB) oldugundan,

Teorem 2.24°ten
o(-pB-yoPQ)c V¥, (4.20)

bulunur.  AB=BA, BP=PB, AP=PA=A ve BQ=0QB =B bagintilar1 dikkate
alindiginda, AB matrisinin —SB — yoPQ matrisi ile degismeli oldugu goriiliir. Ote
yandan, o(A)c{0, a, B}, o(B)<={0, , 5} ve AB=BA oldugundan, Teorem

2.24’e gore
o(AB)c Y, (4.22)

bulunur. Dolayisiyla AB(—8B —y5PQ) = (-8B - y5PQ)AB esitligi, (4.20), (4.21)

ve Teorem 2.24’e gore
oc(AB-fB-y0PQ)c ¥, +VY, (4.22)

olur. Boylece ii)’de istenen sonug elde edilir.
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iii) AB=BA oldugundan, (a-/£)B—AB+BA-75Q=(a-)B—y5Q oldugu
agiktir. o(B) < {0, 7, &}, o(Q) = {0, 1} ve BQ =QB oldugundan, Teorem 2.24’ten
o((a-PB-7Q) {0, 13, (a=B)y, —(B-a+d)y, (@=p)5, ~(B-a+y)s}=T

yazilabilir. Boylece iii)’nin, dolayisiyla teoremin ispati tamamlanir. u

Lemma 4.2°nin ii) sikkinin (4.2) bagmtisindan asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 46. A BeC, olmak uzere, Aeg(P; a, f), Beg&(Q;y, J),

(A+B)(afP-y0Q)=(afpP-p0Q)(A+B), AB=BA ve A+B matrisi

kosegenlestirilebilir olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur.

) wuea(A+B)\[{0, o, f}+{0, 7, 5}] ise,
,u(a+ﬁ+y+§—y)ea((y+5)A+(a+,B)B+a,BP+7/5Q—AB—BA)
dir.

i) F1={0, a(y+9), ply+9), (a+pB)y, (a+p)d, ad+ Py, a7+,85} ve
I, ={0, af, ¥5, af+y5} olmak lizere,
Aeo((y+6)A+(a+p)B+afP+y5Q—-AB-BA)\ [T, +T,] ise,
X —(a+pB+y+5)x+A polinomunun kokleri A+B  matrisinin

Ozdegerleridir.

Ispat. Genelligi bozmaksizin, A, B, P ve Q matrisleri Lemma 4.2’deki gibi olsun.
Simdi, u€o(A+ B)\[{O, a, f}+{0, y, 5}] durumunu ele alalim. Teorem 4.1 ve
Lemma 4.2’ye gore, o(A+B)={u, a+pf+y+5-pu} olacak sekilde bir

ie{l,....k} vardir. Lemma 4.2’nin ii) sikkinin son bagintis1 olan (4.2)’ye gore,

o+ pf+y+6-u) € o((y+6)A+(a+p)B +apP +y5Q -AB -BA)

co((r+06)A+(a+p)B+apP+y5Q - AB-BA)
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yazilabilir. Boylece i)’nin ispat1 tamamlanir.

Simdi de Aeo((y+5)A+(a+p)B+afP+y5Q—-AB-BA)\[I,+I,] olsun.
Teorem 45 i) ’ye gore Aeo((y+06)A+(a+p)B +afP+y5Q -AB -BA)
olacak sekilde bir ie{l...,k} vardir. Boylece, (4.1) ve (4.2)’ye gore
a+pf+y+0=u+v ve A=puv olacak sekilde ve dolayisiyla x4 ve v,
X* —(a+B+y+0)X+A polinomunun kokleri olacak sekilde x4, veo(A +B)

sayilar1 vardir. Buradan, o(A + B,) € o(A+ B) oldugundan ii)’de istenen sonug elde

edilir. -

Asagidaki teoremde, A+ B matrisinin spektrumu ile AB- B —y5PQ matrisinin

spektrumu arasinda bir iliski kurulmaktadir.

Teorem 47. A BeC, olmak zere Aef(P; a, f), BeL(Q;y, ),

(A+B)(affP—y0Q) = (affP - y0Q)(A+B), a=p, AB=BA ve A+B matrisi

kosegenlestirilebilir olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur.

i) W, ={0-By,—B6,—y5,—y5-pPr.—r5-ps}, ¥,=1{0,ay,ad,py, B} ve
¥, ={0,—By,—B5,—r5} olmak lzere, Aeo(AB-pB-yPQ)\[(¥,+¥,)U¥,]
ise, X*—(a+f+y+0)x+a(B+y+35)—A polinomunun kokleri A+B
matrisinin 6zdegerleridir.

i) pueo(A+B)\[{0, a, f}+{0, 7, 5} ise,

wW—pula+pf+y+08)+a(f+y+06)ec(AB-LB—-y5PQ) dur.

Ispat. Genelligi bozmaksizin, A, B, P ve Q matrisleri, Lemma 4.2’deki gibi

olsun. Lemma 4.2 i)’ye g0re,
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AB- B 5PQ =S5 ((é(/\ B, -8 —yﬁ%Q»]@ (AB, - 5B, —yéPOQo)j81 (4.23)
yazilabilir. Lemma 4.2 iii)’den i=1,...,k i¢in

(a=pBIMy, =Yy, (a—p)My, 0

AB, - BB, - y0PQ, =S, 0 —yoY,, 0 St (4.24)
0 0 -pM.,,
ve ayrica
(a_ﬂ)Mll_75Y11:(a(ﬂ+7/+5)_ll’livi)lxi (4.25)

oldugu agiktir. Ote yandan, Y,, matrisi bir idempotenttir ve M, matrisi
(Mg =Y ) (M, —0Y5,) =0 ve MY =Y,,My, =M,  esitliklerini  saglar.
Dolayistyla, Teorem 2.24°ten o(-y6Y,) {0, —y5} ve

o(-pMy) {0, — By, —BS} olur. Boylece

o(-ypoY,, ®-pM,,) c ¥, (4.26)

yazilabilir. «, £, , §#0 almak genelligi bozmadigindan ByP, =F,B, olur.
AB, =B,A,, B,P,=P,B, ve B,Q, =Q,P, oldugundan, Teorem 4.5 ii)’ye gore

o(AB, - pB,-PRQ,) c ¥, +Y, (4.27)

bulunur.

Simdi, 4 € o(AB—- B —-yoPQ)\ [(¥,+Y¥,)U¥,] olsun. Dolayisiyla (4.23)-(4.27)

bagntilarina gore, A=a(f+y+0J)—uy, olacak sekilde bir ie{l,... k} vardur.
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Ustelik Lemma 4.2 ii)’den u, v,ec(A+B) ve u+v,=a+pB+y+35 oldugu
bilinmektedir. Dolayisiyla, g ve v,, X' —(a+B+y+8)Xx+a(f+y+35)-2

polinomunun kokleridir.

Simdi de pgeo(A+ B)\[{O, a, [3+{0, y, 5}] olsun. u ve a+pf+y+6—-u
sayilar;, A +B, matrisinin 6zdegerleri olacak sekilde bir ie{l,...,k} 'mn var

oldugunu Teorem 4.1 ve Lemma 4.2 garantiler. v=a+ f+y+6—u olsun. (4.24)

ve (4.25) esitliklerinden

a(f+y+9)—uveo(AB - pB -yPQ,) co(AB- B -y5PQ)

yazilabilir. Boylece ispat tamamlanir. [ |

Asagidaki teoremde, A+ B matrisinin spektrumu ile (a—/)B+BA—- AB-—y5Q

matrisinin spektrumu arasinda bir iliski kurulmaktadir.

Teorem 48. A BeC, olmak uzere, AecfL(P; a, ), BefL(Q;y, 6),

(A+B)(affP—y5Q) =(affP - y0Q)(A+B), a=pf, AB=BA ve A+B matrisi

kosegenlestirilebilir olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur.

i) pueo(A+B)\[{0, a, S}+{0, 7, 5} ise,

a) a(f+y+08)-—ula+p+y+6-p)eo((a-pB)B+BA-AB-5Q)
dur.

b) o=-pPa+y+8)+u(a+pf+y+6—u) olmak lzere, o veya
—2y8 +w karmasik sayilarindan biri (o — f)B+ BA—AB-»0Q

matrisinin spektrumundadir.
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i) T={0, -5, (@a-B)y, —(B-a+6)y, (a-p)5, —(f-a+y)5} olmak

Uzere, Ae 0'((05 - B)B+BA-AB- 7/5Q)\ r ise, asagidaki

polinomlardan birinin kokleri A+ B matrisinin 6zdegerleridir.

Q) X —(a+B+y+0)x+a(f+y+5)-A,
b) X*—(a+f+y+0)X+A+L(a+y+7),

¢) X —(a+B+y+0)X+A+pla+y+6)+2y5.

Ispat. A, B, P ve Q matrisleri, genelligi bozmaksizin, Lemma 4.2’deki gibi olsun.
O halde, Lemma 4.2 i)’ye gore

(a - B)B— AB+BA-5Q

k (4.28)
= S[(@((a_ﬂ)Bi —AB +BA —y6Q, )J('B((a_ﬁ)Bo - AB, +BA _75Q0)jsl
yazilabilir. Ote yandan Lemma 4.2 iii)’ye gére de i =1,...,k igin
(a-pB)B —AB, +BA —Q,
(a=BIMy, —yoYy, 0 0
=35, 2(a=pIM,, (a—=pBIM,, =Y, 0 Si_l (4.29)
0 0 (@ = B)M g — y0Yy

oldugu goriiliir. Ayrica, yine Lemma 4.2’nin iii) sikkindan
(= BIMy, —yoYy, =(a(ﬂ+7+5)_ﬂivi) Ixi v (@=BIMy, +15Y,, z(_ﬂ(a+7+5)+ﬂivi) Iyi

ve buradan, sirasiyla,

G((a_ﬁ)Mll_ngll):{a(ﬂ+7+5)_luivi} (4.30)
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ve

(@ =PIy, = y8Y,, = =2y, +(—Pla+y +38) + uy;) 1, (4.31)

yazilabilir. Y,, bir idempotent oldugundan, Teorem 2.24 ve (4.31) esitligine gore

O'((a_ﬂ)Mzz _75Y22)C{_ﬁ(a+7+5)+:uivi’ _27§_ﬂ(a+7+§)+ﬂivi}(4-32)

elde edilir. Ote yandan, (M, —7Yy,;)(My—6Ys) =0, MY =Y,M; =M, ve

Y. =Y., oldugundan, Teorem 2.24’e gore

o((a =By =70¥y) 10,70, (a - By, r(a - B-0).(a~ B)d,6(a - B~7)} =T (4.33)

olur. Lemma 4.2 iii)’de B, matrisinin M,; ve M,, bloklar1 gériinmek zorundadir,

aksi halde AB, = B,A ¢eliskisine varilir.

Simdi, ueo(A+ B)\[{O, a, f}3+{0, », 5}] olsun. Dolayisiyla Teorem 4.1 ve
Lemma 4.2’ye gore, 4 ve a+pf+y+0—pu, A+B, matrisinin 6zdegerleri olacak
sekilde bir i e {1,...,k} vardir. v=a+ B+y+6—u olsun. (4.28)-(4.30) esitliklerine

gore

a(f+y+06)-uveo((a-p)M, —yY,)co((a—)B+BA-AB-5Q)

yazilabilir. Ayrica, (4.32)’den —f(a+y+0)+uve O'((a -pM,, —7/5Y22) veya
—27/5—ﬂ(0(-i—7/+5)+yvea((()t—,B)Mz2 —7/5Y22) oldugu gorliir.
0((a—ﬂ)|\/|22—75Y22)C0((05—,3)B+BA—AB—]/&‘Q) oldugundan, i)’nin ispati

tamamlanir.
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Simdi de Aeo((a—pB)B-AB+BA-y5Q)\ T olsun. Teorem 4.5 iii), (4.29),
(4.30) (4.32) ve (4.33) bagmtilar1 géz online alinarak, x4, v, € o(A +B,) sayilan
a+pf+y+0=u+v, esitligini saglamak tzere A=a(f+y+0)— v, veya
A=—pla+y+0)+uv, veya A=-2y0—-p(a+y+05)+uv, olacak sekilde bir
ie{l...k} mn var oldugu goriliir. Dolayisiyla, 4 ve v;, teoremin ii) sikkinda

yazilan polinomlardan birinin kokiidiir. u

4.4.1ki Genellestirilmis Kuadratik Matrisin Toplammin Kosegenlestirilebilir
Olmadig1 Durumdaki Sonuclar

A, BeC, olmak uzere Ae £(P; a, B) ve Be£(Q; y, §) olsun. Bu kisimda
A+ B matrisi lizerindeki kosegenlestirilebilir olma kosulu kaldirilarak, afP = y6Q

ve AB # BA kosullar altinda A+ B matrisinin 6zdegerleri ile ilgili baz1 sonuclar

elde edilmektedir.

Oncelikle x, yeC, P veQ matrisleri birer idempotent olmak izere, xP =yQ

ifadesinin asagidaki durumlardan birini sagladigina dikkat etmek gerekir.
Durum I. x=0 olmas: durumu.
Bu durumda yQ =0 olur. Buradan,
y=0 veya Q=0 (4.34)
bulunur.
Durum Il. x#0 olmas: durumu.

Bu durumda P =zQ (z<C) olur. Dolayisiyla zQ =P = P? = z°Q? = z°Q bulunur.

Buradan da
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z=0 veya z=1 veya Q=0 (4.35)

olur. x=af, y=y5 (ve dolayisiyla z = Y 7—2) alinarak, (4.34) ve (4.35) birlikte
X

degerlendirilirse, bu bolimin buradan sonraki kisimlarinin, asagidaki durumlari

icerdigi goriiliir.

i) A ve B matrisleri skaler-potent matrislerdir.

ii) af=y5 olmak lizere Ae £(P; a, B) ve Be £(P; », &)’ dur.

Kisalik olsun diye, énce n=2 durumu i¢in asagidaki lemma ifade ve ispat

edilecektir.

Lemma 4.9. A BeC, olmak tzere Ae £(P; a, 8) ve Be £(Q; 7, &) olsun.

Ayrica, affP =y0Q ve AB # BA kosullar1 saglansin. Eger A+B matrisi 1 eC

skalerine iligkin bir Jordan blogu ise, bu durumda a + f+y+06 =24 dur.

Ispat. X=A+B olsun. B®=(y+08)B-Q esitliginden
(X =AY’ =(y+0)(X —A)—y5Q yazlabilir. Buradan, A’=(a+B)A-afP ve
affP = yoQ esitlikleri dikkate alinarak,

X% +(a+ f+y+8)A=AX + XA+ (y +5) X (4.36)

o : ) A1 . a &
elde edilir. Ote yandan, hipoteze gore X = 0 1 yazilabilir. A= olsun.

a,

Bu durumda, (4.36)’dan

252 St fryed) 3 3| [4a a+iq, . Aa +a, Aa,+a, cr+0) A1 (4.37)
0 A° a, a,| |4a, a+1a, Aa, Aa, 0 4



bulunur. AX # XA oldugundan iki durum s6z konusudur:

Durum I. a, #0 olmas: durumu.

(4.37)’de, 2,1—bloklarinin esitliginden

(a+p+y+0)a, =248,

yazilabilir. Buradan, a, # 0 oldugundan

a+pfP+y+o=21

bulunur.

Durum Il. a, # a, olmasi durumu.

(4.37)’nin karsilikli1 1,1 ve karsilikli 2,2 — bloklarinin esitliginden, sirasiyla

A+(a+Pf+y+08)a =22a +a,+(y+5)A

ve

A +(a+p+y+06)a, =218, +a,+(y+5)A

yazilabilir. Son iki esitlik birbirinden ¢ikarilirsa

(a+B+y+06)(a—2a,)=24(a —-3,)

67

bulunur. Burada a, #a, oldugu gbz oniine alinirsa o+ f+y+06 =21 elde edilir.

Boylece ispat tamamlanir.
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Simdi, genel durum i¢in asagidaki lemma ifade ve ispat edilecektir.

Lemma 4.10. A, BeC, olmak lizere, Ac £(P; «, B) ve Be £(Q; 7, &) olsun.

Ayrica, affP =y0Q, AB=BA, a# f ve y# kosullar1 saglansin. Eger A+ B
matrisi A € C skalerine iligkin bir Jordan blogu ise, bu durumda o+ f+y+6 =24

dir.

Ispat. Ispat, timevarim yontemi ile yapilacaktir. ilk olarak not etmek gerekir ki
n=1 olmas1 miimkiin degildir aksi halde A ve B matrisleri birer skaler olurdu ve
bu durum AB=BA olmas:1 ile ¢elisirdi. n=2 durumu o©nceki lemmada

ispatlanmustir.

Simdi n>2 olmak uzere, (n—1)x(n-1) boyutlu tiim karmasik matrisler i¢in iddia

dogru ve X =A+B olsun. X matrisi 1 eC skalerine iligkin bir Jordan blogu

oldugundan,

AU
X = ’ =5 4| UeCugy ICry  (439)

olarak yazilabilir. Burada J, A skalerine iliskin bir Jordan blogudur. A matrisi

_ al a2 n-1
A= a, A , a€C, a,e (Clx(n_l), a,eC", AeC_, (4.39)
3

seklinde olsun. (4.36) esitliginden

2
V ﬂutUJ1+(a+ﬂ+}/+5)P 6‘2]=(7+5){/1 u]{lal a1u+a2J}Fal+ua3 /1a2+uﬂ (4.40)
0 J a, A 0 J| [4a, au+A]J Ja, JA,
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bulunur.  (4.40) esitliginin =~ 2,1-bloklarindan (¢ + S +y+0)a, = Aa, + Ja,

yazilabilir.

a,#0 ise, bu durumda a+p+y+6-1eoc()={1} ve dolayisiyla

a+pf+y+06=22 olur.

Simdi, a, =0 olsun. Bu durumda, 8 #0 ise, A* = (a+ B)A-afP esitliginden,

p, P
P :[ 01 PZ}’ peC, p,eCppy ReC (4.41)
0

yazilabilir. Eger ¢ =0 ise, bu durumda P =1 alinabilir ve dolayisiyla yine P
matrisi  (4.41)’deki gibi yazlabilir. X =A+B, (4.38), (4.39), a,=0 e
B*=(y+0)B—y5Q esitlikleri ¢ercevesinde, b, g eC, b,,q,c Cppy Ve

B,, Q, €C, , olmak uzere,

_|b by Jo a,
B{O Bj v Q_[O QJ

olarak bulunur. Bodylece A, ve B, matrisleri, belki AB, # B,A, kosulu hari¢

lemmanin tiim kosullarini saglar.

a#f, y#06 ve dolayisiyla Ay ve B, matrisleri kdsegenlestirilebilir oldugundan,
eger A,B, = ByA, ise, Teorem 2.36, A, + B, matrisinin kosegenlestirilebilir oldugunu
garantiler. Fakat bu bir geliskidir. Cunkt J = A, +B,, boyutu birden blyuk bir
Jordan blogudur. Dolayisiyla A B, # ByA, olmalidir. Tiimevarim hipotezi A, ve B

matrislerine uygulanarak « + f+y + 0 =24 elde edilir. u



70

Asagidaki lemma, Lemma 4.10°un, A+B matrisinin A e C skalerine iliskin Jordan
bloklarinin direkt toplami (yani A e C skalerine iligkin bir Jordan segmani) olmasi

durumuna genellestirilmesidir.

Lemma 4.11. A, BeC, olmak lizere, Ac £(P; «, B) ve Be £(Q; 7, &) olsun.

Ayrica, affP=y5Q, AB#BA, a# S ve y=6 kosular saglansin. Eger A+B

matrisi A€ C skalerine iliskin Jordan bloklarmin direkt toplami ise, bu durumda
a+pf+y+0=21"dmr.

Ispat. X =A+B veher ie{l...,m} icin J,(4)eC, , A skalerine iliskin bir Jordan
blogu olmak iizere X =J,(1)®---®J (1) ve A eC, olmak uzere A=[A]

olsun. AB# BA kosulu, AX # XA kosuluna denktir. Dolayisiyla iki durum soz

konusudur:

Durum 1. i = j olmak Gzere her i, j e{L,...,m} icin A, =0 olmast durumu.

A*=(a+B)A-afP oldugundan, P matrisi, P, eC, olmak Uzere P,&®---®P,
olarak yazilabilir. (Eger aff=0 ise P=1, almabilir.) Buradan B, =J,(1)— A,
olmak Uzere, B=B, ®---®B_ olur. B*=(y+3)B-y5Q oldugundan, Q matrisi,
Q eC, olmak uzere Q®--®Q, seklinde yazilabilir. A=A, ®---@A
P=R® -®P,, B=B® -®B, Q=Q®--0Q,, AcgL(P,a, ) ve
Bef(Q; , 5) oldugundan her ief{l...m} igin A cf(P;a B) ve
B e£(Q;y &) bulunur. Ayrica, afP=y5Q, P=PF®---®P, ve
Q=Q ®--®Q, oldugundan her ie{l,....m} icin afP, =y5Q olur. Ote yandan,
AB # BA oldugundan A,B; # B/A; olacak sekilde en az bir ie{l,...,m} vardir.

Dolayisiyla, bu 1 igin A. ve B, matrislerine Lemma 4.10’u uygulamak suretiyle

istenen sonug elde edilir.
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Durum 11. i j olmak Uzere A, #0 olacak sekilde i, je{l,...,m} indislerinin

mevcut olmasi durumu.

X=J,(1)®---®J, (1) oldugu hatirlanarak (4.36) esitliginin i, ] —bloklarindan
(a+,B+y+§)Aj :‘]i(ﬂ’)Aj—FAj‘]j(ﬂ’) (4.42)

yazilabilir. A,

;= [Vl---vkj];t 0 oldugundan, A, ’nin sifirdan farkli en az bir siitunu

vardir. Sifirdan farkli olan ilk siitun v, —olsun. (4.42) esitliginin k, . stitunlarindan
(a+B+y+0)v, =i (A)Vv, +Av,

yazilabilir. Buradan, a+f+y+0—-A4¢€ O'(Ji (/1)) = {ﬂ} olur. Dolayisiyla, bu

durumda da istenen sonug elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [ |

Asagidaki teorem, A+ B matrisinin kosegenlestirilebilir olmadigi durumda bu

matrisin spektrumu hakkinda degerlendirme yapilmasina olanak saglar.

Teorem 4.12. A, BeC, olmak lizere, Ae £(P; «, ) ve Be £(Q; 7, &) olsun.

Ayrica, affP=y5Q, AB#BA, a# f ve y#0 kosullar1 saglansin. Eger A+B
matrisi  kosegenlestirilebilir  degilse, a+f+y+0=A+u olacak sekilde

A, p € o(A+ B) sayilar vardir.

Ispat. X =A+B ve X matrisinin Jordan bigimi X =SJS™ olsun. Burada

i=1...,m icin her bir J(4) e C,, A, € C skalerine iliskin Jordan bloklarinin direkt
toplam1 olmak tizere, J =J(4)®---®J(4,) ve A,...,4, nin farkli oldugu kabul
edilmektedir. Ayrica K =S"AS, P=S"'PS ve Q=S57"QS olarak tanimlayalim.

i=1...,m icin K, B, Q; €C, olmak uzere, K=[K;], F3=[I3ij] ve Q=[Q;]
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olarak pargalayallm. AX —XA=A(A+B)-(A+B)A=AB-BA=0 oldugunu

gozlemlemek kolaydir. Dolayisiyla KJ = JK olur.
Simdi iki olas1 durum s6z konusudur:

Durum I. i= j ve K, #0 olacak sekilde I, je{l,...,m} indislerinin mevcut olmasi

durumu.

Bu durumda, (4.36)’dan
V+(a+f+y+0)K=IK+KI+(y+0)J (4.43)

yazilabilir. J=J(1)®---®J(4,) oldugu hatirlanip (4.43) esitliginde |, j—

bloklarina bakilarak

(a+p+y+0)K; =I(H)K; +K;I(4)) (4.44)

oldugu gorilir. Simdi, K;#0 olduunu hatirlayalim. Eger V,, K;’nin sifir

olmayan ilk stitunu ise, bu durumda (4.44) esitliginin K. siitunlarindan

(a+p+y+0)v, =I(A4)v, + A,V

yazilabilir. ~ Buradan  a+f+y+5-4, € O'(J (4 )) = {l,} ve  dolaysiyla

a+f+y+06=A+4 elde edilir.
Durum Il. i # j olmak Uzere her i, je{l...,m} i¢in Ky =0 olmast durumu.

Budurumda K =K, ®---®@K_  yazlabilir. Dolayisiyla
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A=S(K,®---®K_)S™

olur. B=X-A=S(J-K)S™?, J=J()®--®JI(4,) ve K=K, ® @K,

oldugundan,
B= S(‘](;{l)_ K11®®‘](lm)_ Kmm)s_1

bulunur A’ =(a+p)A-afP  ve B°=(y+8)B-»9Q  oldugundan,
P=S(P,®--®P,)S™" ve Q=5(Q,®--®Q,,)S™" olur. Ote yandan KJ = JK
oldugundan K;J(4)# J(4)K; olacak sekilde bir ie{l,...,m} vardir. Dolayisiyla
Ki(J(4)-K,) = (4)-K,)K, olur. K; ve J(4)-K, matrislerine Lemma 4.11

uygulanmak suretiyle bu durumun ve dolayisiyla teoremin ispat1 tamamlanir. |



BOLUM 5. UYGULAMALAR VE ORNEKLER

Bu bolumde, oOncelikle, 6zel tipli matrislerin lineer bilesimlerinin Karakterize
edilmesi ile ilgili olarak literatiirde mevcut olan bazi sonuglarin, bu ¢alismada ortaya
konulan sonuglar vasitasiyla nasil elde edilebilecegi gosterilmektedir. Daha sonra,
onceki boliimlerdeki sonuglarin uygulanabilirligini gostermek adina 6rnekler ortaya
konulmaktadir. Ayrica ¢alismanin birer uygulamasi olarak, yine 6zel tipli matrislerin
lineer bilesimleri ile ilgili olarak, literatiirde mevcut olmayan bazi sonuclar da elde

edilmektedir.

Sarduvan ve Ozdemir, iki degismeli olmayan involutif matrisin lineer bilesimlerinin
ne zaman yine bir involutif matris olacag ile ilgili asagidaki teoremi ifade ve ispat

etmislerdir.

Teorem 5.1. [ [20], Teorem 2.4 (b)] c,, c,eC" ve P, P, eC, involutif matrisleri

1- (Cl2 +C22) I

icin  PP,#P,F, kosulu altinda PP,+P,R = . .
12

ise, ¢P +C,P,

bigimindeki bir lineer bilesim matrisi bir involutif matristir.

Ugiincii béliimdeki sonuglar vasitastyla bu sonucun tersinin de dogru oldugu

asagidaki sekilde gosterilebilir.

A=cP, ve B=c,P, olsun. B, ve P, matrisleri birer involutif oldugundan, A matrisi
bir {-c,, ¢} -kuadratik, B matrisi bir {-c,, c,}-kuadratik matris olur. Ayrica
¢,, ¢, € C" oldugundan —c, #c, ve —C, #C, oldugu aciktir. Ustelik, c,, ¢, € C" olup,
P, ve P, matrisleri degismeli olmadigindan, A ve B matrisleri de degismeli

degildir. Ote yandan, A+ B =c,P, +c,P, matrisi involutif oldugundan, Teorem 2.51’e
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gbre bu matris kosegenlestirilebilirdir. O halde (3.6) ifadelerine gore, genelligi

bozmaksizin, i =0,1 i¢in A, B, e C, olmak (zere
A=S(A®A)S™ ve B=S(B,®B,)S™ (5.1)

yazilabilir. Burada my;+m, =n olduguna dikkat etmek gerekir. A+B matrisi bir
involutif oldugundan, A + B, matrisi de bir involutiftir. Dolayistyla, Teorem 2.49’a
gore o(A+B)c{-1, 1} yazlabilir O halde (3.10) esitligine gore,
{yl, Vl}={—1, 1} olur. Yine, ¢ =—-¢,, f=cC, y=-C, ve 0 =¢C, almirsa, (3.12)

esitligine gore,
(_Cz + Cz)A1 + (_Cl + Cl)Bl - AlBl - BlAi = (_1"' C12 + sz)lm1

ve buradan da

-AB, -BA =(-1+ (:12+C22)Iml (5.2)
yazilabilir.
Eger A, ve B, bloklari goriinmiiyorsa, (5.1) ve (5.2) esitliklerinden
AB+BA=(1-c2-c)l,

olur. Bu son esitlikte A=c,P, ve B=c,P, ifadeleri yerlerine yazilir ve c,, ¢, e C’

oldugu dikkate alinirsa,

1- (Cl2 +022) |

F)1|:)2+|:)2P1: cc, n

elde edilir.
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Eger A, ve B, bloklari goriiniiyorsa, (5.1)’den
R +c,P,=A+B=S((A+B)®(A +B,))S™
yazilabilir. P, P, eC, ve P, P, eC, olmak Uzere,
P =S(P, ®P,)S™ ve P,=S(P, ®P,)S™ (5.3)

olsun. A ve B, matrisleri degismeli olmadigindan, P, ve P, matrisleri de degismeli
degildir. Benzer sekilde, A, ve B, matrisleri degismeli oldugundan, P, ve P,

matrisleri de degismelidir.

Eger P =P, ise, [20]'deki Teorem 2.4 (a)’ya gore, c,R +c,P, matrisi ve

dolayisiyla ¢,P, +c,P, matrisi involutif olamaz.

Eger P =P, ise, A +B,=(c,+c,)P, olur. P, matrisi bir involutif oldugundan
A, + B, matrisinin bir involutif olmasi igin (c, +¢,)* =1 olmalidir. Ayrica R, =P,

1-(c” +¢,")

ise1 F)l0 PZO + F’20 F)10 = 2|m0 olur. Dolay1s1yla Plo on + on I:)1(J = Ce
1~2

| ' bulunur.

m

Eger B =-P, ise, A +B,=(-C,+C,)P, olur. P, matrisi bir involutif oldugundan,
A, +B, matrisinin bir involutif olmasi igin (-C,+¢C,)*=1 olmahdir. Ayrica,
P, =-P, oldugundan R,P, +P,R, =21, olur.  Dolayisiyla,  yine

1- (Clz + 022)

PP, +PP =
172 T T2 e,

I, bulunur. Sonug olarak her iki durumda da

(p2 2
PP, +P P =G &) (5.4)
ClCZ
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elde edilir.

Ote yandan, (5.2)’de A = c,P, ve B, =c,P, ifadeleri yerlerine yazilir ve c,, ¢, e C’
oldugu dikkate alinirsa,

PP, +P,P, = (5.5)

elde edilir. (5.3)-(5.5) esitliklerinden

1- (Cl2 +CZZ) |

PP,+PP =
1" 2 2°1 C102 n

bulunur. Boylece Teorem 5.1’in tersinin de dogrulugu goriilmiis olur.

Sarduvan ve Ozdemir, iki degismeli olmayan idempotent matrisin lineer
bilesimlerinin ne zaman bir involutif matris olacag ile ilgili olarak da yukaridaki

teoreme benzer sekilde agsagidaki teoremi ifade ve ispat etmislerdir.

Teorem 5.2. [ [20], Teorem 2.5 (b)] ¢, ¢, e C" ve P, P, e C, idempotent matrisleri

icin PP, #PP kosulu altnda ¢ +C,=0 Ve I +PP,+PR=R+P, ise,
Cl

¢,P, +¢,P, bicimindeki bir lineer bilesim matrisi bir involutif matristir.

Yine iiglincli boliimdeki sonuglar vasitasityla bu sonucun tersinin de dogru oldugu

asagidaki gibi gosterilebilir.

A=cP ve B=c,P, olsun. P, ve P, matrisleri birer idempotent oldugundan, A
matrisi bir {0, c,}-kuadratik, B matrisi bir {0, c,} -kuadratik matristir. c,, ¢, e C’

olup P, ve P, matrisleri degismeli olmadigindan, A ve B matrisleri de degismeli
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degildir. Ote yandan A+ B=cP +c,P, matrisi bir involutif oldugundan Teorem

2.51’e gOre kosegenlestirilebilirdir. O halde (3.6) ifadelerine gore, genelligi

bozmaksizin, i =0,1i¢in A, B, €C  olmak Uzere
A=S(A®A)S™ ve B=S(B ®B,)S™ (5.6)

yazilabilir. A+ B matrisi bir involutif oldugundan, A + B, matrisi de bir involutiftir
ve dolayisiyla Teorem 2.49’a gore o(A +B,) = {-1, 1} yazlabilir. O halde (3.10)

gore {m, v} ={-1, 1} olur. =0, f=c;, y=0 ve & =c, almrsa, (3.11)’den
c,+¢,=0 (5.7)
yazilabilir. Ote yandan (3.12)’ye gore
c,B, +C,A—-BA-AB =(-1-0-0)I, =—1I, (5.8)
olur.
Eger (5.6) ifadelerinde A, ve B, bloklar1 gérinmiyorsa, (5.8)’den
¢,B+c,A-BA-AB=—I, (5.9)

elde edilir. A=c,R, ve B=c,P, ifadeleri, (5.7) esitligi dikkate alinarak (5.9)’da

yerlerine yazilirsa

CizIn+F>lP2+P2F’1:F>l+P2 (5.10)

1

bulunur. (5.7) ve (5.10)’dan Teorem 5.2’nin tersinin de dogru oldugu goriiliir.
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(5.6) ifadelerinde A, ve B, bloklari mevcut ise,
R +c,P,=A+B=S((A+B)®(A +B,))S™
yazilabilir. P, P, eC, ve P, P, eC, olmak Uzere,
P =S(P, ®R,)S™ ve P,=S(P, ®P,)S™ (5.11)

olsun. A ve B, matrisleri degismeli olmadigindan, P, ve P, matrisleri de degismeli
degildir. Benzer sekilde, A, ve B, matrisleri degismeli oldugundan, P, ve P,
matrisleri de degismelidir. Dolayisiyla (5.7) esitligi de dikkate alinarak [20] deki
Teorem 2.5 (a)’dan (c,, ¢,)e{(-1 1), (1, 1)} ve B_+P, =1, yazlabilir. Bu son
esitlik sagdan P, ile carpilir ve onz = F’20 oldugu kullanilirsa B B, =0 olur. P

matrisi P, matrisi ile deZismeli oldugundan B, B =0 esitligi gergeklenir.

P, +PR, =1, ve B P, =P, B =0 ifadeleri ¢, =+1 ile birlikte degerlendirilirse,

-£“+%%+%&=@+% (5.12)

2 'm
C1

yazilabilir. Ote yandan (5.8)’de A = c,R, ve B, =c,P, ifadeleri yerlerine yazilir ve

(5.7) esitligi dikkate alinirsa,

1
5 ln +RP+PP =P +P, (5.13)
1

olur. (5.11)-(5.13) bagntilarindan

CizIn+F’1P2+P2F’l=Pl+P2

1
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elde edilir. Bu son ifade (5.7) ile birlikte diisiiniiliirse, Teorem 5.2°nin tersinin de

dogru oldugu goriiliir.

1 9 6 2 =16 10 1 -8 5
Ornek 5.3. P:% -1 1 2|, A:% 0 -6 6] ve Bzé 1 -10 7
-1 -3 6 1 -17 14 2 =19 13

matrisleri verilmis olsun. P> =P, (A—2P)(A-3P)=0, AP=PA=A (B-P)*=0
ve BP =PB =B oldugunu gérmek kolaydir. Simdi, A+ zB matrisini bir idempotent
yapacak sekildeki tUm z karmagik sayilarini bulahm. Be £(P; 1, 1) oldugundan

zB € £(P; z, z) oldugu agiktir. A+ 2B matrisi bir idempotent oldugundan, Teorem

2.51’e gOre bu matris kosegenlestirilebilirdir ve Teorem 2.47°ye gbre de

o(A+12B) = {0, 1} yazlabilir. Sonug 4.4%iin tiim kosullarinin saglandig agiktir. Bu
sonuca gore 1¢{0, 2, 3}+{0, z} ise, bu durumda 1+0=2+3+z+z yazlabilir.
Fakat {0, 2, 3}+{0, 2} ={0, 2, 3, z, 2+2, 3+ 2z} dir. Bdylece dort miimkin durum

s6z konusudur:

1=27,1=2+2,1=3+zveyal=5+2z.

Z’nin bu degerleri ile basit bir sayisal hesaplama yapmak suretiyle, A+zB
matrisinin bir idempotent matris olup olmadigimi kontrol etmek yeterlidir. Bu
kontrolden sonra A+ zB matrisini idempotent yapacak olan tek karmagik sayinin

Z =-2 oldugu goriilir.

Ornek 5.4. a, b, ¢, d e C" olmak tizere Ae £(P; a, b) ve Be£(P; c, d) olsun.

Ayrica X, Y ve Z karmasik sayilari verilmis olsun. M =xA+ yB+zP - AB—-BA

matrisinin 6zdegerlerinin kiimesini inceleyelim.

Ik olarak a+b=0=c+d olmak Uzere,
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X=y+0, , Y=a+p, —= (5.14)

c r a_z
d o b S

olacak sekildeki «, S, y, 6 karmasik sayilarini bulalim.

M = xA+ yB+ zP — AB — BA oldugundan, (5.14)’e gore
M=(y+0)A+(a+p)B+zP-AB-BA

yazilabilir. Ote yandan (5.14)’(in ¢6ziumii

ay _ by CX dx

a+b'” a+b' ’ T c+d ° c+d

seklindedir.
N=M-2zP+(af+0)P=(y+90)A+(a+ [)B+(aff +y5)P— AB—-BA (5.15)

olsun. AP=PA=A ve BP=PB=B oldugundan, MP =PM =M yazlabilir. P

matrisi bir idempotent oldugundan, r=rank(P) olmak Uzere, P=S(I, ®0)S™
olacak sekilde bir S tersinir matrisi vardir. MP = PM =M oldugundan, bir X € C,

icin
M=S(X®0)S™
ve buradan (5.15) dikkate alinarak
N=S(X+(@B+y5-1)l,®0)S™

yazilabilir. Boylece (M) ve o(N) kiimeleri arasinda basit bir iliski kurmak

mimkindlr. Fakat Teorem 4.6 vasitasiyla o(N) kimesi incelenebilir. Clnki
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AeL(P;a, b) ise, LAeS(P; Y 5 sz(P; a, B) olur. Benzer
a+b a+b  a+b
. X _ L y X o
sekilde, ——Be £(P; y,5) yazlabilir. Boylece ——A+——B matrisinin
c+d a+b  c+d

ozdegerlerini bulmak suretiyle keyfi bir zeC i¢in M matrisinin 6zdegerleri

hakkinda degerlendirme yapilabilir.

A ve B matrisleri Lemma 4.2’nin hipotezlerini sagladiginda, bu lemma sayesinde
A+ B matrisinin karakterizasyonu ile ilgili pek ¢ok durum incelenebilir. Bunlardan

bazilar1 asagidadir.

Teorem 55 A BeC, olmak iizere Aef(P; a, B), Bef(Q;y, ),

(A+B)(afP—y5Q) = (affP —y0Q)(A+B) ve AB=BA olsun. Bu durumda

asagidakiler dogrudur.

i) A+B bir idempotent matris ise o+ S+ y+8 =1"dir.
i) A+B bir involutif matrisise a + S+ y+6 =0"dur.

iii) A+B bir tripotent matrisise o+ +y +6 €{-1, 0, 1} "dir.

Ispat. i) A+B matrisi bir idempotent matris oldugundan, Teorem 2.51’e gore bu

matris kosegenlestirilebilirdir ve Teorem 2.47°ye gore de o(A+B)c{0, 1}

yazilabilir. A ve B matrisleri Lemma 4.2’deki gibi olsun. AB = BA oldugundan
k>1 oldugu agiktir. Boylece u#v ve u+v=a+pf+y+06 olacak sekilde

u, veo(A+B) sayilar1  vardir. o(A +B)co(A+B) oldugundan

{u, v}={0, 1} olur. Boylece o+ f+y+J =1, yani teoremin i) sikk: elde edilir.

i) A+B matrisi bir involutif matris oldugundan, Teorem 2.51°e gbre bu matris

kosegenlestirilebilirdir ve Teorem 2.49’a gore de o(A+B) < {-1, 1} yazlabilir. Bu

sikkin ispatinin devami 6nceki siktaki gibi ilerlenerek tamamlanir.
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iii) A+B matrisi bir tripotent matris oldugundan, Teorem 2.52’ye gore bu matris

kosegenlestirilebilirdir ve Teorem 2.50’ye gore de o(A+B) < {-1, 0, 1} yazilabilir.

A ve B matrisleri Lemma 4.2°deki gibi olsun. AB=# BA oldugundan k >1
olmalidir. Boylece p#v ve u+v=a+ f+y+35 olacak sekilde u, veo(A +B,)

sayilar1 vardir. o(A + B,) © o(A+ B) oldugundan ii¢ olas1 durum s6z konusudur:

{u, v}={0, 1} veya {u, v}={-1, 0} veya {u, v}={-1 1}.

Buradan a+ f+y+6 € {—1, 0, 1} oldugu goriiliir. |

Teorem 56. A BeC, olmak izere Aef(P; a, f), Bef(Q;y, ),

(A+B)(affP - y0Q) = (afP-y5Q)(A+B) ve AB=BA olsun. Bu durumda

asagidakiler dogrudur.

i) (A+B)’=A+B olmas: i¢in gerek ve yeter kosul a+f+y+5=1 ve
AB +BA—-fP - y0Q =(a+ f)B+(y +0)A olmasidir.

i) (A+B)’=1_ olmasi igin gerek ve yeter kosul a+pB+y+5=0 ve
AB+BA—-afP-yQ=1,-(a+ S)(A-B) olmasidir.

iii) (A+B)’=A+B olmasi icin gerek ve yeter kosul @ =1—a’ - > —aff ve
0=1-y*-5°—y5 olmak lizere A, B, P ve Q matrislerinin asagidaki

kosullardan birini saglamasidir.

a) a+p+y+5=0ve

@A+ 0B =—2y5QA—2a8BP —afi(a + B)P — y5(y + 5)Q + ABA+ BAB .
b) a+f+y+56=1ve

@A+0B = AB + BA— 2y6QA - 2a3BP — a(a + B)P - y5(y + 5)Q + ABA+ BAB..
C) a+f+y+o=-1ve

@A+0B =—-AB-BA-2y5QA-2a8BP - af(a+ B)P - y5(y +5)Q+ ABA+BAB .
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ispat. i) (A+B)>*=A+B  olmast i¢in gerek ve yeter kosul

A’ + B>+ AB + BA= A+ B olmasidir. Bu son esitligin saglanmas! icin gerek ve yeter

kosul da
(a+pP)A—affP+(y+0)B—p0Q+ AB+BA=A+B (5.16)

olmasidir. Teorem 5.5 i)’ye gore a+f+y+0 =1 oldugundan, (5.16) esitliginin
saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul AB+BA—afP—y0Q=(a+ f)B+(y+9)A

olmasidir. Béylece i)’nin ispati tamamlanur.

i) (A+B)’=1_ olmas: i¢cin gerek ve yeter kosul A*+B?+AB+BA=1_ ve
dolayisiyla (@ + B)A—-afP+(y+0)B-y5Q+ AB+BA=1, olmasidir. Ote yandan,
Teorem 55 ii)’ye gore a+pf+y+0=0 oldugundan,
(a+p)A-afP+(y+0)B—y9Q+ AB+BA=1, olmas! icin gerek ve yeter kosulun
AB+BA-afP-y09Q =1 —(a+ B)(A-B) oldugu goriiliir. Boylece ii)’nin ispat:

tamamlanir.

iii) (A+B)’=A+B olmasi icin gerek ve yeter kosul
A’ +B® + ABA+BAB + AB? + BA* + B’A+ A’B= A+ B esitliginin saglanmasidir.
A’ =(a+pB)A-afP ve B’=(y+6)B-y9Q oldugundan, bu son esitlik
C=AB+BA, D=BP+PB ve E=0QA+ AQ olmak uzere

aA+0B=(a+pf+y+0)C—afiD—-y0E—(a+ p)afP—(y+0)y0Q+ ABA+BAB (5.17)

esitligine dontigiir. Teorem 5.5 iii)’ye gore o+ f+y+6=0 veya a+f+y+0=1

veya o+ f+y+0 =-1 oldugundan (5.17)’den sirasiyla

@wA+0B=—-afiD—y0E —(a+ [)afP —(y+9)y0Q+ ABA+ BAB
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veya

@A+0B = AB+BA—aBD — y0E —(a + B)affP — (y + 5)y5Q + ABA+ BAB

veya

@A+60B=—-afD—-y5E - AB—-BA—(a+ B)afP —(y+9)y0Q+ ABA+ BAB

bulunur. Ayrica teoremin hipotezinden af(PB—BP)=y5(QA— AQ) ve dolayisiyla
—aff(PB +BP) — 70(QA+ AQ) = -2y0QA - 2a3BP yazilabilir. Boylece iii) sikkinin

ve dolayisiyla teoremin ispati tamamlanir. [ |

Bu teoremin ii) sikkinda A=cP,, B=c,P,, a=c, f=-C, y=¢,, 6=-C, ve
P=Q=1, alinirsa Teorem 5.1 elde edilir. Ayrica Teorem 5.1’in tersinin de dogru

oldugu goriiliir.

Yine bu teoremin ii) sitkkinda A=c,P, B=c,P,, a=c, =0, y=¢C,, §=0 ve
P=Q =1, alinirsa Teorem 5.2 elde edilir. Hatta Teorem 5.2’nin tersinin de dogru

oldugu goriiliir.

Teorem 4.12°de A ve u Ozdegerleri esit olabilir. Bu teoremin uygulanabilirliginin

bir 6rnegi olarak asagidaki durumu c¢alisalim.

Ornek 5.7. X, Y eC, matrisleri, degismeli olmayan iki idempotent matris olsun.
aX +bY matrisi nilpotent olacak sekilde sifirdan farkli a, b karmasik sayilarini
bulalm. A=aX, B=bY, P=Q=1, a=a, =0, y=b ve §=0 olarak
tanimlanirsa, Teorem 4.12’nin kosullar1 saglanir. Dahasi, A+ B bir nilpotent matris
oldugundan, Teorem 2.54’e gore o(A+B)={0} ve dolaysiyla a+b=0 yazlabilir.

Boylece aX +bY matrisinin nilpotent olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a+b=0 ve

X =Y matrisinin nilpotent olmasidir.



BOLUM 6. TARTISMA VE ONERILER

Liu ve Benitez [24]’teki calismalarinda iki idempotent matrise bagli olan bazi

matrislerin spektrumlarini incelemislerdir.

Bu ¢alismanin ¢tncl boélimiinde, kuadratik matrislerin idempotent matrislerle olan
iliskisinden faydalanilarak yukarida bahsedilen ¢alisma iki kuadratik matris ciftine
genigletilmistir. [24]’teki tiim sonuglar, bu ¢alismada elde edilen sonuglarin bir 6zel
durumu olarak elde edilebilir. Ornegin, Teorem 3.7°de a=y=1, f=6=0, ¢ =4,
c,=b, A=P ve B=Q almrsa, [24]’teki Teorem 3 elde edilir. Benzer sekilde
Sonug 3.8'de a=y=1, B=6=0, A=P ve B=Q alinirsa, [24]’teki Teorem 4
elde edilir. Yine, Gglinci bolimde elde edilen sonuglar vasitasiyla idempotent
ve/veya involutif gibi 6zel tipli matrislerin lineer bilesiminin karakterizasyonuna dair
literatlirde mevcut olan bazi sonuglarin tersinin de dogru oldugu besinci boliimde

gosterilmistir. Calismanin Gglncl boliminde genis hali ile verilen sonuglar

[25]°deki ¢aligmada yer almaktadir.

Daha sonra, dordunct bolimde, onceki boliimde yapilanlar kuadratik matrisler
simifin1 da orten genellestirilmis kuadratik matrisler sinifina genisletilmistir. Fakat
onceki boliimden farkli olarak, iki genellestirilmis kuadratik matrisin toplaminin
kosegenlestirilebilir olmadigi durumda da bazi sonuglar elde edilmistir. Ayrica, bu
bolimde kullanilan yontem onceki boliimde kullanilan yontemden farklidir. Yine
dordlnci boliimde elde edilen sonuglarin, 6zel tipli matrislerin lineer bilesimlerinin
karakterizasyonu ile ilgili bazi uygulamalari ve elde edilen sonuglar1 destekleyici
nitelikteki bazi Ornekler besinci bolimde verilmektedir. Dordiincii ve besinci
bolimlerde detaylar1 ile ele alimip incelenen sonuglar, [38]’deki c¢alismada

Ozetlenmektedir.
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Bu agsamada akla gelen soru su olabilir: Genellestirilmis kuadratik matrisler siifini

da orten bir baska matris smifi var midir? Ornegin, «, 3, € C olmak (izere

(A_aln)(A_ﬂln)(A_j/ln):O (61)

esitligini saglayan AeC, matrislerinin kimesi diisiiniilebilir. (6.1)’i saglayan A
matrisine bir {a, B, 7} -kibik matris denilebilir. Eger a# B, a=y ve B#y ise,

bu durumda yapilan bir 6n ¢alismada

A=aX +BY +y7Z, X+Y+Z =1, XY =YX =0, XZ=2ZX =0,YZ =ZY =0

olacak sekilde X, Y ve Z idempotent matrislerinin varhig gorilmustir.
Z=1 —-X-Y oldugundan A=(a-y)X+(B-y)Y +yl, yazlabilir. X ve Y
matrisleri XY =YX =0 olacak sekildeki iki idempotent matris oldugundan, X +Y
matrisi de bir idempotenttir. Dolayisiyla (o —y)X +(8—y)Y matrisine, X +Y

idempotent matrisine gore bir genellestirilmis {a—y, £ —y} -kuadratik matris olarak

bakilabilir. Bu, =8, a=y ve =y olmak Uzere bir {a, B, y}-kibik A

matrisinin, aslinda bir genellestirilmis kuadratik matris ile bir birim matrisin bir
lineer bilesiminden ibaret oldugu anlamina gelir. Dolayisiyla genellestirilmis
kuadratik matrislerin kullanilarak yapildigi bu ¢alisma, kiibik matrisler sinifi i¢in de
calisilabilir. Elde edilecek olasi sonuglar yardimiyla da, literatiirdeki bir¢ok sonug

yeniden turetilebilir.
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