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OZET

Anahtar kelimeler: Lorentz diizlemsel hareket, cembersel nokta egrisi, merkez nokta
egrisi, ¢ift cembersel nokta egrisi, Ball nokta, Burmester nokta

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci bolim giris kismina ayrilmis olup
literatiir 6zeti ve tezin amaci verilmistir. ikinci boliimde karmasik ve hiperbolik
sayilarin cebirsel ve geometrik dzellikleri 6zetlenmistir. Ugiincii boliimde ise Oklid
diizleminde hareketler ayrintili olarak incelenmistir.

Dérdiincti bolim bu ¢alismanin orijinal kismini olusturmaktadir ve ii¢ alt bolim
olarak diizenlenmistir. Dérdiincii boliimiin birinci alt boliimiinde Lorentz diizleminde
hareketle ilgili temel kavramlar verilip pol noktalari, 6zel referans sistemleri,
Bottema’nin ani invaryantlari, yoriinge egriligi, kanonik sistemler, orijinin yoriingesi,
ters hareket, pol noktasinda hareketli ve sabit pol egrilerin egriligi ve ikinci pol
noktasinda ikinci sabit pol egrisinin egriligi incelenmistir. Ikinci alt boliimde Lorentz
diizleminde ¢embersel nokta egrisi, merkez nokta egrisi, Ball noktalari, ters hareketin
Ball noktalari, ek Ball noktalar1 arastirilmistir. Ayrica ¢embersel nokta egrisi ve
merkez nokta egrisinin dejenere durumlarinda olusan ¢emberler analiz edilmis ve bu
egrilerin  geometrik yorumlar1 verilmistir. Ucgiincii alt boliimde ise Lorentz
diizleminde Burmester nokta tanimi verilerek Burmester noktalarin geometrik yeri
olan egrinin denklemi elde edilmis ve bu egri ile ¢embersel nokta egrisinin sonsuzda
reel Kesisimleri incelenmistir. Bu inceleme neticesinde Lorentz diizleminde
Burmester noktalarin sayisi ve geometrik yeri belirtilmistir.

Besinci boliimde tiim ¢aligmanin genis bir 6zeti yapilmis ve bundan sonra yapilacak
aragtirmalara yonelik oneride bulunulmugtur.



BURMESTER THEORY IN LORENTZIAN PLANE

SUMMARY

Keywords: Lorentzian planar motion, circling point curve, centering point curve,
twice circling point curve, Ball point, Burmester point.

This thesis consists of five chapters. The first chapter is the introduction chapter
which includes a review of the literature and the scope of the research problem. In
the second chapter, the algebraic and geometric properties of the complex numbers
and hyperbolic numbers are summarized. In the third chapter, motion in the
Euclidean plane are examined in detail.

The fourth chapter is the original part of this study and it is organized as three
subsections. In the first subsection of the fourth chapter, the basic concepts with
Lorentzian plane motion, pole points, special systems of reference, Bottema’s
instantaneous invariants, curvature of orbits, canonical systems, path of the origin,
inverse motion, curvatures of the fixed and the moving polode at the pole and
curvature of the second fixed polode at the second pole are investigated. In the
second subsection, the circling point curve, centering point curve, Ball points, Ball
points of the inverse motion and Ball points with excess are examined in the
Lorentzian plane. Moreover, the Lorentzian circles formed in the degenerate cases of
the circling point curve and the centering point curves are analyzed and geometric
interpretations of these curves are given. In the third subsection, by defining
Burmester point in the Lorentzian plane, the equation of the curve which is the
geometric locus of the Burmester points is obtained and the real intersection of this
curve and circling point curve at infinity is investigated. As the result of this
investigation, the number and geometric location of the Burmester points in Lorentz
plane are represented.

In the fifth chapter of this thesis, a brief summary of the study is given and a
suggestion is proposed for further investigations.



BOLUM 1. GIRIS

Yiizyillar boyunca geometrinin tek amaci 2-boyutlu ya da 3-boyutlu Oklid uzaymin
Ozelliklerini arastirmak olmustur. Farkli goriisler gelismesine ragmen kiiresel
geometri ve hiperbolik geometri kesfedilinceye kadar Oklid uzayr kavraminin
evrensel oldugu diistiniilmiistiir. 2000 yila dayanan bu goriisii ortadan kaldiran C. F.
Gauss (1777-1855), N. I. Lobachevsky (1793-1856) ve J. Bolyai (1802-1860), 19.
yiizyilda yaptiklar1 aragtirmalar matematik tarihinde essiz olarak kabul edilmektedir
[1]. Gauss yaklasik 1816 tarihinde Oklid geometriye benzer yeni geometrik sistemin
farkina varmustir. Kendini hiperbolik geometriye adayan Lobachevsky ise
arastirmalarin1 1829 yilinda yaymlamustir. Bolyai de Oklid dis1 geometrilerle ilgili
teknik ve ilgi ¢ceken hesaplamalar yapmistir. Boylece Bolyai, Lobachevsky ve Gauss
tarafindan yapilan calismalar bir¢ok arastirmaci tarafindan derinlemesine incelenmis
ve 19. yiizyllda geometride hizli gelismeler olmustur. Ayrica V.F. Kagan (1869-
1953) da kitabinda hiperbolik hesaplamalara yer vermistir [2]. Bu calismalarin her

biri hiperbolik geometriye, kendine has tamamen bagimsiz fikirler vermistir.

Bu geometrilerden farkli olarak kiiresel geometriden ilk defa G.F.B. Riemann (1826-
1866) bahsetmistir. Hiperbolik geometrinin varligi ile Riemann’in geometriye bakisi
degismistir. 1854’de iinlii matematik¢i Riemann arastirmalarini geometrik agidan
formiile etmis ve calismalarmi Gottingen Universitesi’nde acilis konusmasi olarak
sunmustur [3]. Riemann’m fikirlerinin biiyiik ¢cogunlugu 1916 tarihinde A. Einstein
(1879-1955) tarafindan yayinlanan “Genel Izafiyet Teorisinin Temelleri” adli
arastirmada daha da deger kazanmustir. Ayrica Riemann, Oklid, hiperbolik ve kiiresel
geometrilerine ¢ok yakin olan eliptik geometri seklinde farkli bir geometrik
sistemden bahsetmistir. Bu geometrilerin isimleri 1870 tarihinde Alman matematikg¢i
F. Klein (1849-1925) tarafindan verilmistir [4, 5]. Klein’in geometrik goriisleri 1872

yilinda Erlangen Universitesi'nde acilis konusmasi olarak bilim diinyasima



sunulmustur. Diger taraftan H. Weyl, 1919 tarihinde yayinlanan kitabinda
Riemann’in ¢aligmalarina yeni bir boyut kazandirmis ve ayni zamanda Klein’in
goriislerine yer vermistir [6]. Ayrica Ingiliz geometrici D. M. Y. Sommerville 1910
yilinda Klein geometrilerinin alt dallarin1 galismistir. Bu geometrilere Oklid
geometrisi, hiperbolik geometri ve eliptik geometri de dahildir. Aslinda Klein’in
goriislerinin temelini A. Cayley (1821-1891) tarafindan 1872 yilinda Erlangen
Programinda degerlendirilen calismasi ile 6nceki calismalarinin bir sentezinden
olusturmaktadir [7, 8]. Béylece Lobachevsky, Bolyai ve Gauss’un ¢alismalar1 Oklid
geometrisinin 6zel durumlarini ortadan kaldirirken Riemann ve Klein’in ¢aligmalari
ise hiperbolik geometrinin dzel durumlarmi kaldirmistir. “Oklid dis1 geometri” terimi
hiperbolik geometri, eliptik geometri ve diger geometriler icin kullanilmaktadir.
Oklid dis1 geometrilerin, Oklid geometrisi ile benzerlikleri de vardir. Yaglom [8]
kitabinda bu geometrileri ayrintili olarak incelemis ve Oklid geometrisiyle
karsilastirmalar yapmustir. Diizlemde tanimlanan bu geometrik sistemler Oklid
geometrisi, Galile geometrisi ve Lorentz (Minkowski) geometrisi olarak
bilinmektedir. Bu geometriler birgok bilim insani tarafindan ayrintili olarak ele
almmustir [5, 6, 7, 8, 9]. Bdylece Oklid ve Oklid-dis1 geometriler igin karsilastirmali

arastirmalar yapmak bir¢ok yeni teorinin dogmasini saglamaistir.

Tez calismamiza konu olan Burmester teorisi ise bir¢ok arastirmaci tarafindan
Oklidyen hareketin matematiksel modeli goz dniine alinarak geometrik ve cebirsel
acidan ayrintili olarak ¢alisilmis ve kinematik alaninda genis bir uygulama alanina
sahip olmustur [10, 11, 12]. Bu teori diizlemsel veya uzaysal hareket sonucu olusan
biikiim egrisi, ¢embersel nokta egrisi ve ¢ift cembersel nokta egrisi gibi 6zel
geometrik yer egrilerin ve kesim noktalar1 olan Ball ve Burmester noktalarinin
belirlenmesi ile ilgilenir. Temelleri Burmester tarafindan [11]’de ortaya konan bu
teori, Sandor ve Freudenstein tarafindan ani invaryantlar yardimiyla incelenmis ve
yiiksek mertebeden Oklidyen diizlemsel hareket icin eliptik, dairesel, hiperbolik ve
parabolik durumlar1 igeren genel konik kesit teorisi gelistirilmistir [10]. Ilk defa
Bottema [13] tarafindan tanitilan ani invaryantlar, Oklid uzaymda diizlemsel veya
kiiresel hareketinin ¢esitli geometrik ve kinematik oOzelliklerini incelemede

kullanilmigtir. Giiniimiizde de ani invaryantlar mekanizmalarin analiz ve sentezi,



kontrol teorisi gibi alanlarda kullanilmaktadir. Veldkamp tarafindan [14]’de
B-invaryantlar1 (Bottema-invaryantlari) olarak adlandirilan ani invaryantlar keyfi
derecede hareketli kati cisme ait herhangi bir noktanin yoriingesini Kkarakterize
etmektedir [15]. Birgok arastirmaci diizlemsel, kiiresel veya uzaysal hareket igin
nokta ve dogru yoriingelerin yerel 6zellikleri ve ani invaryantlar arasindaki bagintiy1
aragtirmak ve hareketli diizlemin sonsuz farkli pozisyonlarin kinematik geometrisini
calismak tizere bu formiilleri kullanmustir [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24].
Ozellikle Veldkamp c¢alismalarinda klasik Burmester teorisinde B-invaryantlarin
uygulamalarina yer vermistir [14, 25, 26]. Ayrica Burmester hareket eden noktalarin
geometrik ve cebirsel 6zelliklerini incelemek tizere analitik bir metot gelistirmistir
[27]. Ani hareketler i¢cin mekanizmalarin analiz ve sentezinde vektorleri karmasik
sayilar ile ifade edilmesinin sagladigi kolayliklar g6z 6niline alinarak da pek ¢ok

aragtirma yapilmistir [28, 29, 30, 31, 34, 35].

Diger taraftan literatiirde Lorentz diizleminde hareketler i¢in ani invaryantlara dayal
[42, 43] gibi az sayida ¢alisma olmasina ragmen bu diizlemde ani invaryantlari
hiperbolik sayilar ile ifade ederek Burmester teorisine uygulayan c¢alismaya
rastlanmamustir. Aslinda Lorentz diizleminde hareketler uzun yillardir yogun bir
sekilde calisilmaktadir. Ornegin bir parametreli Lorentzian hareket [36, 37]’de
tanitilmistir. Ayrica [38]’de Lorentz diizleminde hareketli koordinat sistemi ile pol
noktalar1 ve [39]’da diizlemsel Lorentzian homotetik hareket i¢in Euler-Savary
formiilii verilmistir. Hiperbolik ve Lorentz diizlemlerde sikloidler ve koniklerle ilgili
sonuglar [40]’da verilmistir. [41]’de de Lorentz diizleminde ag1 Ol¢iisii ve genel
donme kavramlarini iceren sonuglar ortaya konmustur. Bu veriler, Oklid ve Oklid-

dis1 diizlemlerde hareketleri karsilastirma yapma imkani vermistir.

Bu tez c¢alismasinda da Lorentz diizleminde Burmester teorisinin incelenmesi
hedeflenmistir. Dolayisiyla tiim bu ¢alismalar 15181nda Lorentz diizleminin noktalari
hiperbolik sayilar ile ifade edilmis ve Bottema’nin ani invaryantlar1 Lorentz
diizleminde hareket i¢in formiile edilmistir. Bu formiilasyon ile Lorentz diizlem

kinematigi i¢in bir yeni bir analitik bir metot izlenerek bir teori ortaya konmustur.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde tez ¢alismamiza konu olan Lorentzian Burmester teorisi ile bilinen
Oklidyen Burmester teorisini karsilastirma yapmak iizere énce Oklidyen diizlemsel
hareketlerin analitik incelenmesinde kullanilan karmagik sayilar tanitilmistir. Daha
sonra Lorentzian diizlemsel hareketleri incelemek tizere kullanilacak olan hiperbolik
sayilar tanitilmistir. Bu boliimde verilen temel kavramlarin tamami igin 1.M. Yaglom

tarafindan yayinlanan [8] kaynagindan faydalanilmistir.
2.1. Karmasik Sayilar

Oklid diizleminde bir nokta karmasik say1 ile tanimlanabilir. Bir noktanin Kartezyen

koordinatlari (X, y) ve polar koordinatlar1 (r, go) olmak iizere karmasik say1

z=x+iy=r(cosp+ising) (2.1.1)
seklinde gosterilir. (Sekil 2.1)
VA
______________ .z
F ,/” |
o
’/\lq; ,': > X
0 X

Sekil 2.1. Karmasik sayinin koordinat diizleminde gésterimi

Burada x ve y karmasik saymin reel ve sanal kismi olup Rez=x ve Imz=y
seklinde gosterilir. I ve ¢ degerlerine, sirasiyla, karmasik saymin modili ve
arglimenti denir. Karmagsik saymin modiilii |z| ile arglimenti ise argz seklinde

gosterilir. Z sayisinin modiili



2| =\X* +Vy? :\/(Rez)2+(lm z)2 veya |z|:«/E (2.1.2)

ile tanimlanir. Ayrica Z =X—1y, Z sayisinin karmasik eslenigidir. Ayrica Z sayisi

igin
Rez=Rez,ImZ=-Imz, |z|=|z| ve argZ =argz (2.1.3)
ozellikleri verilebilir.
z=X+iy =r(cosg+ising) sayisinin karmasik eslenigi
Z = x—iy =r(cos(—g)+isin(—p))=r(cosp—isiny)

olarak verilir. z sayisinin argz argiimenti i¢in

%:cos(arg z), %Z:sin(arg z), gnTzztan(arg z) (2.1.4)

bagintilar1 vardir. Baska bir sekliyle

y y

5:COS(p, ==3sing, =tang (2.1.5)
r r X
olarak da verilir. z ve z, karmasik sayilari i¢in
Re(z¥z)=Rez¥Rez, Im(zF¥z)=ImzFImz, (2.1.6)

(x+iy)¢(x1+iy1):(X$x1)+i(y¢ yl)’
|2z, =|7||z|, arg(zz,)=argz+argz, (2.1.7)

r(cosp+ising)r, (cosg, +ising, ) = I’rl(COS((p+(01)+iSin((p+(p1))

ve

=1, arg[ijzargz—arg Z, (2.1.8)
1z 4



r(cosg+ising)/r,(cosg, +ising )=(r/r)[cos(p—g)+isin(p—g,)]

bagintilart mevcuttur. (2.1.3) ve (2.1.8) denklemlerinden

(2.1.9)

AN N

- I z
2+7,=7+7, 1-2,=7-17,, 1.2,=11, (Z—J:
1

elde edilir. Ayrica
Z+7Z =2Rez, 2.7:|z|2, z-7=i(2Imz)

bulunur. Z=7 ise z sayis1 sadece reel kisimdan olusur ve Imz=0,argz e{O, 7[}

olur. Benzer sekilde z=-Z ise z sayist sadece sanal kisimdan olusur ve

Rez=0,argz :i% olur.

Oklid diizleminde iki nokta arasindaki uzaklik iki karmasik say1 arasindaki uzakliga

karsilik gelmektedir. z ve z; karmagik sayilar1 i¢in
d,, =|z,—2| veya dizl =(z-2)(z-12) (2.1.10)

ile tanimlanir (Sekil 2.2b).

2, Ve z, karmagik sayilarim z, sayisina birlestiren dogrular arasindaki o, .y,

agis1

. Z,—17
5(20’21)(20»22) =arg (ZZ’ Zl’ ZO) =arg Z: _ Zz (2111)

(2.-2)
(z-12)

denir. (2.1.11) denkleminden &, ., ., =, —¢ elde edilir. Burada ¢, ve ¢, agilan

seklindedir. Burada (z,,2;;2,) = ifadesine z,, z, ve z, ii¢ noktanin orani

2y =7,—1, Ve 7} =7, — 7, karmagik sayilarimin argiimentleridir (Sekil 2.2a). Burada

Oy 2)(20.2,) YONLI aG1SI (Zy,2,) Ve (z,,2,) yonlii dogrular arasindaki agidur.



2
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< \‘ZfZI
Sekil 2.2a. Iki karmasik say1 arasindaki ac1

Sekil 2.2b. ki karmasik say1 arasindaki uzaklik

Dogrular arasindaki ag1 (z,, z,) yonlii dogrusunun (z,,z,) yonlii dogrusuyla pozitif

yonde ¢cakismasindan olusmaktadir. (zl, 22) dogrusu z noktalar kiimesi olup

arg(z,z,;z,) =arg -

E{O,ﬂ'} (2.1.12)
Z,—1,
bulunur (Sekil 2.3a). Buradan
Im(z,2,;2,)=1m 7h g (2.1.13)
4, — 1,

elde edilir. Oyleyse (z,z;;z,) ifadesi reeldir ve

(2.1.14)

esitligi yazilabilir. Diger bir ifadeyle (z,,z,) dogrusu (2.1.14) denklemiyle verilir.
(2.1.14) denklemi tekrar diizenlenirse

(71—72)2—(21—22)2+(2172 —7122):0
veya

Bz—Bz+C=0, ReC=0

(2.1.15)
elde edilir. Burada B=7,-7,, C =27, -7z, olup C tamamen sanaldir



O

Sekil 2.3a Sekil 2.3b Sekil 2.3¢
Dogrusal noktalarin gosterimi Z, merkezli I yarigapl gember Ug noktadan gegen gember

Diger taraftan (2.1.15) denklemi z, ve z, noktalarindan gegen bir dogru tanimlar
oyleki B=7 -7,, C=277,-7z, dir. z, merkezli r yarigapl bir gember

|z—z,|=r veya (z—2,)(z7-2,)=r? (2.1.16)
denklemleri ile verilebilir (Sekil 2.3b). Boylece bir gember denklemi

77 - 7,2 - 2,7 +(2yZ,~1*) =0

veya

azz +bz+bz+c=0, Ima=Imc=0 (2.1.17)
seklinde bulunur. Boylece a = 0 iken Z, = %b, 2,Z, -1’ =§ olmak tizere (2.1.17)
denklemi z, merkezli r yarigapli ¢ember belirtir. z, , z, ve z, seklindeki i

noktadan gecen cember 5(z3,z)(

1)(23.22)

—5(2,21)(2,22)6{0%} olmak sartiyla z noktalar

kiimesi olarak tanimlanir (Sekil 2.3c). Ayni zamanda

arg 2% _arg =2 0,7} (2.1.18)
z, -1, z2,~1

seklinde yazilir. O halde (2.1.18) denkleminden

(@ziz) | (a-2)(zm-z) o 5

(z,,2,;2) - (z,-2)/(z,-2) -

Im(z,2,;2,,2)=1m



bulunur. Burada (21,22;23,2) ifadesine z,, z,, z, ve z dort noktalarinin ¢apraz orani

denir. Bdylece bir ¢gember iizerinde z,, z,, z,, z, dort noktasinin bulunma sart

Im(z,,2,;2;,2,)=Im

(z.-2,)/(2,-2) -0 (2.1.20)

(21—23)/(22—23):(71__)/(22_73) (2.1.21)

veya
A7 +Bz-BZ+C=0, ReA=ReC=0 (2.1.22)

seklinde yazilir. Burada

2 3

(z,-2)-7(z-2,)(Z,-Z,), (2.1.23)
Z,)-12

esitlikleri vardir.

Oklid diizleminde hareket z noktasin1 2z’ noktasina resmeden diizlem

dontistimleridir. Bu dontistimler
a) Z'=pz+qveyab) Z=pz+q (pp=1) (2.1.24)

seklindedir (Sekil 2.5). Burada birinci ifade direk hareketi ve ikinci ifade zit hareketi

belirtmektedir. Gergekten z ve 2z, noktalart sirasiyla z' ve 2z, noktalarina

doniistiiriiliirse o zaman

|2 -2 =((pz,+a)~(pz+0))((Pz+d)-(Pz +7)),
"= pp(z-2)(z-2),

2 :|Zl—Z|2

’ ’
7-1

!’ !
7-z
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elde edilir. Yani (2.1.24) denkleminde (a) doniisiimii iki nokta arasindaki uzakligi

korur ve

d  =d, (2.1.25)

ile gosterilir. Ozellikle
a) 2’=-zveb) 2Z/=7 (2.1.26)

dontigimleri sirasiyla O etrafinda yarim donmeyi (Sekil 2.4a) ve Imz=0
dogrusuna gore yansimayi ifade eder (Sekil 2.4b). Aymi zamanda (2.1.24)

denkleminin (a) doniisiimii O baslangi¢ q bitis noktasiyla belirlenen q vektoriiyle
O etrafinda arg p a¢ili donmeyi ifade etmektedir (Sekil 2.5). Sonug¢ olarak

doniisiimler

N _
7' = b) 2/ = 2.1.27
2) cz+d ve b) ( )

Y
Y A A
z z
o !
’ 1
/, !
7 ; ! | -
710 x 0 ' x
[ ’ : _
iy VZ
Sekil 2.4a . Orijin etrafinda donme Sekil 2.4b. Im z =0 dogrusuna gore yansima

Gergekten 7/, z,, z;, 7, Ve 7, 1,, Z,, Z, dortlileri i¢in (2.1.27) denkleminin (a)

doniisiimii kullanilirsa o zaman

AN I 1)
(z-2)/(z-2)
az, +b az;+b az,+b az;+b
(2,2:2,2)) (cz +d +d]/(czz+d_cz3+d]
ne az, +b az,+b) /(az,+b az,+b)’
(cz +d ¢z +d]/(czz+d_cz4+dJ
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elde edilir.

VA

pz

_-®

.‘”’ \\ /,Z
pPztq 5 /

\‘§\/I ’r/.p
4’ I” &

o 1 *

q

Sekil 2.5. Z noktasinin Z' noktasina hareketi

Diger bir ifadeyle (2.1.27) denklemindeki bir doniisim c¢ember (veya dogru)
tizerindeki dort noktayr cember (veya dogru) lizerindeki dort noktaya doniistiiriir. Bu
doniisiime dairesel doniisiim denir. Oklid diizleminde her dairesel doniisiim (2.1.27)

denkleminde (a) ve (b) formunda gostermek miimkiindiir.
2.2. Hiperbolik Sayilar

Hiperbolik sayilar, karmasik sayilarm Oklid diizleminde iistlendigi gérevi Lorentz
diizleminde vyiiriitiir. Karmasik sayilar Oklid diizlemindeki koordinatlar1 temsil
ederken hiperbolik sayilar da Lorentz (Minkowski) diizlemindeki koordinatlart
temsil eder. Ingiliz matematik¢i W. K. Clifford (1845-1879) tarafindan tanitilan

hiperbolik sayilar z=x+ jy seklinde gosterilir. Burada x ve y reel sayilardir ve
j#F1 olmak iizere j°=1 dir. j ifadesine hiperbolik birim denir. z=x+ jy

hiperbolik saymin reel ve sanal kismi, Rez =x ve Imz =Yy ile gosterilir.

Herhangi z=x+jy ve z, =X + jy, hiperbolik sayilar1 igin toplama ve g¢ikarma

islemi

(x+ i) F(% + ) =(xFx)+ i (YT W) (2.2.1)
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ve ¢arpma islemi
(x+0y)- (% + vy ) = (06 + yy, ) + 5 (x, + yx,) (22.2)

olarak tanimlidir. z=x+ jy Ve z, =X + Jy, sayilarinin toplam ve farkinin reel ve

sanal kisimlari i¢in
Re(z¥z)=Rez¥Rez, Im(z¥z)=ImzFImz (2.2.3)
esitlikleri yazilir. Ayrica karmasik ve hiperbolik sayilar igin
Im(zz,)=Rez.Imz,+Imz.Rez, (2.2.4)
esitligi vardir. Ancak karmasik sayilar
Re(zz,)=Rez.Rez,—Imz.Imz, (2.2.5)
esitligini saglar iken hiperbolik sayilar ise
Re(zz,)=Rez.Rez,+Imz.Imz, (2.2.6)
esitligini saglamaktadir. z=x+ jy hiperbolik sayisinin eslenigi

Z=Xx-Jy (2.2.7)
seklindedir. Hiperbolik sayilar i¢in
Rez=Rez, ImZ=-Imz (2.2.8)

yazilir. Bir hiperbolik saymin eslenigi ile toplami reeldir yani bir z sayisi igin
Im(z+7):0 ve eslenigi ile farki sanaldir yani z sayis1 igin Re(z—?):o olur.

Ayrica
z+Z=2Rez, z-7=(2Imz)] (2.2.9)

bulunur. z =7 sart1 reel sayiy1 ifade eder iken z =-7 ise sadece sanal sayiy1 ifade

eder. Bu iki say1 i¢in eslenik ¢arpimi reeldir yani



2

(x+Jy)(x=ly)=x*-y

seklindedir.

13

(2.2.10)

-L bolme islemi i¢in pay ve payda 7 ile garpilir. Karmasik sayilarda ve hiperbolik
z

sayilarda bolme islemini karsilastirmak istersek sirasiyla

X iy (o) (x=ly) (o) 00 -xy)

x+ly  (x+iy)(x—iy) X2 +y? X2+y?
ve

iy ot i) dy) 00w 5 (9a-ay)

x+jy  (x+iy)(x=Jy) xX-y? X* -y’

(2.2.11)

(2.2.12)

oldugunu goriiriz. (2.2.11) ve (2.2.12) formiilleri g6z Oniine alinirsa karmagik

sayillarda z=0+i0 sayis1 ile ve hiperbolik sayilarda da x=7Fy olacak sekilde

zZ =X+ Jy Sayilari ile b6lme yapilamaz.
Z hiperbolik sayilarimin |z| modiilii
2" =|zz] =[x* - y*|

seklinde ifade edilir. O halde z=x+ jy hiperbolik sayis1 i¢in

|Z|= XY |X|Z|y|
Y X X[<]y]

(2.2.13)

(2.2.14)

verilir. Hiperbolik sayilar, sifir modiil (yani |z|=0 olan z sayisi) ile boliinemez.

Boyle sayilara sifir bolen denir.

|z| 20 olmak iizere z=x+ jy hiperbolik sayismin argiimentini incelemek igin

x| >]y| ve |y|>|x| durumlarin1 ayri ayri géz Gniine almak gerekir. O halde;
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x| >y| ise

r:|z|:¢,/x2—y2 (2.2.15)

seklindedir. Burada X ve I ’nin isareti aynidir. Boylece

bulunur. ¢ sayist i¢in

COSh¢:§:E, sinhqo:X=—, tanh(/;:mzlzlm_z (2.2.16)
ro g ro |z coshg x Rez
elde edilir.
Diger taraftan |y| >|x| iken
r=|z|=FJy’ - x* (2.2.17)
esitligi vardir. Burada y ve I ’nin isareti aynidir. Boylece
y 2_ X 2_y2—x2 _yz_xz _1
r r r’ yZ =%
bulunur. ¢ sayisi igin
sinh(p:E:E, coshgozlzlm—z, tanh ¢ = sinhp _ x _Rez (2.2.18)
ro g ro |z coshg y Imz

elde edilir. (2.2.16) ve (2.2.18) denklemleriyle tanimlanan ¢ sayisina Z hiperbolik
sayisinin argiimenti denir ve argz ile gosterilir. Boylece |z|0 her z=x+ jy

hiperbolik say1s1

a) z=r(coshg+ jsinhg) veyab) z=r(sinhgp+ jcoshe) (2.2.19)
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denklemlerinden biriyle gosterilir. Burada r=|z|,p=argz olup |z| ifadesi,

z=X+ jy hiperbolik sayisiin (2.1.15) veya (2.2.17) denklemiyle gosterilen
modiilidir. argz ise (2.2.16) veya (2.2.18) denklemiyle tanimlamaktadir. (2.2.19)

denkleminin (a) ifadesindeki sayilara birinci ¢esit hiperbolik sayilar ve (b)
ifadesindeki sayilara ikinci gesit hiperbolik sayilar denir. Birinci g¢esit z=x+ jy

hiperbolik say1s1 igin Z = x— jy olup
|z| =|z|,argz =—argz (2.2.20)

formiilleri ~ elde  edilir. ~ Ciinkii  z=x+ jy=r(coshg+ jsinhgp) ise

Z =x— jy =r(cosh(—¢)+ jsinh(—¢)) esitligi vardir. Ancak ikinci gesit hiperbolik

sayilar i¢in bu formiiller

|z|=—|z|, argz =—argz (2.2.21)
olarak  elde  edilir.  Gergekten  z=x+ jy=r(sinhg+ jcoshp) ise
Z =x— jy=—r(sinh(—p)+ jcosh(—p)) esitligi vardir.

Benzer sekilde z=r(coshg+ jsinhg) ve z =r(coshg + jsinhg,) hiperbolik

sayilarin ¢arpimi
2z, = rt, (cosh (p+ @) + jsinh (p+¢,))

seklinde bulunur. z=r(sinhg+ jcoshg) ve z, =r,(sinhg, + jcoshg,) ise
2z, = rt, (cosh (p+@, ) + jsinh (¢ +¢,))

bulunur. Diger taraftan z=r(coshg+ jsinhg) ve z, =r,(sinh¢g, + jcoshg,) ise 0

Zaman
2z, =1, (Sinh(¢)+(p1)+ j cosh ((p+(pl))
elde edilir. Boylece hiperbolik sayilar igin de Moivre formiilleri

|zz)|=|7||z|, arg(zz,)=argz+argz (2.2.22)
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olarak verilir. Buradan goriiliir ki ayni tiir (birinci veya ikinci) hiperbolik sayilarin
carpimi birinci tiir sayiy1, farkli tiir hiperbolik sayilarin ¢arpimi ikinci tiir sayiy1

vermektedir. (2.2.22) denkleminden

ﬂ:ﬂ arg[ij:argz—argz (2.2.23)
1 ) 2.
z] |z 2

bulunur. Bununla birlikte ayni tiir hiperbolik sayilarin orani birinci tiir sayiy, farkl

tiir hiperbolik sayilarin orani ise ikinci tiir say1y1 vermektedir. Yani

r .
z =F(cosh(¢—¢1)+ jsinh(p-0))

Zl 1

ve

r . .
ZizF(smh(go—gol)Jr jcosh(p—g,))

1 1

seklindedir. Yukarida bahsedilen denklemler neticesinde hiperbolik sayilar i¢in

- R z
2+2,=7+7, 71-2,=7-7, 172,=7.Z7 V€ (Z—j= (2.2.24)
1

AN Ny

bagintilar elde edilir.

Hiperbolik sayilar kiimesinde birinci tiir sayilar i¢in argz =0 ise reel sayilar ve ayni

sekilde ikinci tiir sayilar i¢in tam sanal sayilar tanimlanir.

Simdi hiperbolik sayilarin koordinat diizleminde gdsterimini inceleyelim. M
Lorentz diizleminde (X, y) koordinatlariyla verilen bir nokta olsun. OM Lorentzian

uzunlugu (2.2.17) denklemiyle verilen r’ye esit olarak tanimlanir. OM birinci tiir

dogru iizerinde ise @ =XOM =6,,,, Vveya OM, ikinci tir dogru iizerinde ise

(plzyOAMlzéoy’oMl ile gosterilsin. Lorentz diizleminde OM L OM, olur. (r,p)

sayllarina M noktasinin polar koordinatlari denir. M noktasinin
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z=x+ jy=r(coshe+ jsinhg) veya z, =x, + jy, =r,(sinhg + jecoshg)  (2.2.25)

sayilariyla esitlenmesi @ = XOM veya ¢, = YOM, ifadesine baglhdir (Sekil 2.6).

=y

Sekil 2.6. Hiperbolik sayilarin koordinat diizleminde gosterimi

Lorentz diizleminde hiperbolik sayilar kiimesinin sifir bdlenleri y=x ve y=-—x

(Bu dogrulara null dogrular da denir.) dogrularimin noktalariyla iliskilendirilir.
Boylece hiperbolik sayilar yardimiyla diizlemdeki bir nokta z hiperbolik sayisi

olarak tanimlanarak Lorentz diizlemi ifade edilir.

Lorentz diizlemindeki z ve z, iki nokta arasindaki d,, uzaklhig

d,, =lz-27, d?, =(z-2)(z-7) (2.2.26)

2,2

ile tanimlanir (Sekil 2.7). Bu ifade Oklid diizleminde iki karmasik sayr arasindaki
uzaklikla aynidir. (2.2.17) denklemiyle yapilan modiil tanimi hiperbolik sayilarin |z|

modulini verir.
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=y

Sekil 2.7. Hiperbolik sayilar arasindaki uzaklik

z, ile z, ve z; ile z, noktalarini birlestiren (z,,z,) Ve (z,,2,) dogrulari arasindaki

(20.2,)(2.2,) agi1s1

):arg(zz,zl;zo):argﬂ (2.2.27)
Z,— 7

(20.2)(20.2,

olarak verilir. Burada (z,,z,;z,) ifadesine Lorentz diizleminde z,,2,2, iig

noktasinin basit oran1 denir. (2.2.27) denklemi 5(20’21)( = @, — ¢, ifadesinden elde

2y,2,)
edilir. Burada ¢ =argz’=arg(z—z,) Ve ¢,=argz; =arg(z,-2,) seklindedir
(Sekil 2.8a-c). Sekil 2.8¢c’de Lorentz diizleminde farkli tipteki dogrular arasindaki

aginin tanimi geregi (z,,2;) 1 (z,,2 ) seklindedir.

A
» y
10
Zl.
1 0
! Ze
] ,/
! ’
00
Py,
! // ,.ZO
// o Il/:f"\‘gol o
0 X 0 x
Sekil 2.8a Sekil 2.8b Sekil 2.8¢

iki spacelike dogru arasindaki aci iki timelike dogru arasindaki ac1 iki dik dogru arasindaki ag1
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(z,2;;2,)=(2-2,)/(z.—2,) » 2,2, 2, noktalarm basit oram olmak iizere (z,z,)

dogrusu
Im(z,2;2,)=0 (2.2.28)

ile verilen z noktalarinin kiimesi olarak tanimlanabildiginden dolay1 bir dogrunun

denklemi
275 175 (2.2.29)
2,-2, Z7,-7,
veya
Bz—-Bz+C=0, ReC=0 (2.2.30)

ile verilir. z, B ve C hiperbolik sayilar olmak iizere (2.2.30) denklemi Lorentz
diizleminde bir dogru belirtir. B=7, -7, ve C=27,-7z, i¢in bu dogru z, ve z,

noktalarini birlestirir.

p vyarigapli ve z, merkezli bir g¢emberin denklemi Lorentz diizlemlerinde

gosterilebilir. r >0 olmak iizere Lorentz diizleminde p ==+r? esitligi vardir (Sekil

2.9).

Sekil 2.9. Lorentz diizleminde ¢gember

Lorentz geometride cember denklemi

(z-2)(Z-7,)=p (2.2.31)
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olmak tizere bu denklem Zz noktalar kiimesini gostermektedir. Burada z ve z,

hiperbolik sayilar1 ayni tiir olmalhidir. O halde Lorentz diizleminde bir ¢ember
denklemi

77 —7,2—2,Z +(2,Z2— p) =0

veya

azz +bz+bz+c=0, Ima=Imc=0. (2.2.32)

seklinde yazilir. Burada

bagintilar1 vardir. Lorentz diizlemindeki bir ¢ember Zz,, z,, Z, noktalarindan gecer
(Sekil 2.10). Ayrica bu ¢ember

5(23121)(2312) - 5(2:21)(2'22)

olmak lizere Z noktalar kiimesi olarak tanimlanabilir

yA

N X
Sekil 2.10. Lorentz diizleminde ii¢ noktadan gegen ¢ember
O halde

|m(21,22;23,z)= Im(zl'zz;z3) — |m(zl_23)/(22 _23)

(2,,2,;2) (z-2)/(2,-2) =0 (2.2.33)

bagmtis1 vardir. Lorentz diizleminde (21,22;23,2) ifadesine dort noktanin c¢apraz

orani denir. Boylece li¢ noktayla belirlenen ¢ember
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(2-2)/(%-2%) (2-%)/(%-%) (2.2.34)

veya
A7 +Bz-Bz+C=0, ReA=ReC=0 (2.2.35)

denklemi ile verilebilir. Burada A, B ve C sayilari Oklid diizleminde (2.1.23)
denklemiyle verilen ifadeyle aynidir. O halde (2.1.22) ve (2.2.35) denklemleri Oklid

ve Lorentz geometride aynidir.



BOLUM 3. OKLIiD DUZLEMINDE BURMESTER TEORISi

3.1. Oklid Duzleminde Hareket

Bu boliimde Veldkamp’in [14] doktora tezinden faydalanarak OKklid diizlem

kinematigin esaslartyla ilgili temel kavramlar 6zetlenmistir.
3.1.1. Temel kavramlar ve goésterimler

V ve V birbirine gbre hareket eden sabit ve hareketli diuzlemler olsun. Hareketi

matematiksel olarak tanimlamak Uzere V ve V dizlemlerinin Kartezyen koordinat

sistemlerini sirastyla XOY ve xoy ile gosterilsin. v diizleminin (0,0) noktasi, V

dizleminin XOY koordinat sistemine gore koordinatlari (a,b) ile temsil edilsin

(Sekil 3.1).

:f::f:: \(ﬂ ‘X
0 |

Sekil 3.1. Oklid diizleminde hareket

Boylece v dizleminin V dizlemine gore hareketi

X =Xxcosp—ysinp+a
SR (3.1.1)
Y =xsingp+ycosep+b
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formiili ile tanimlanir. Burada a, b ve ¢ , t reel parametresine bagli reel
fonksiyonlardir ancak X ve y , t parametresine bagli degildir. Yani keyfi bir
K(X, y) noktasinin hareketli diizlemin bir noktasi olmasi durumunda bu K

noktasinin sabit diizleme gore olan mutlak hiz siiriiklenme hizina esittir.

V duzleminin V dizlemine gore hareketini kompleks sayilar cinsinden ifade etmek

icin
Z=X+iY, z=x+iy, c=a+ib, (i2 =—1)
goOsterimleri goz oniine alinarak (3.1.1) hareket denklemi

Z=126"+c (3.1.2)

formunda da verilebilir.

Vv dizleminin V duzlemine gore hareketi de/dt=¢ agisal hizinin sifirdan farkli
degeri igin incelenecektir ve hareketin geometrik 6zelliklerini aragtirmak iizere ¢ =t

alinacaktir. BOylece Vv dizleminin her konumu V duzlemine gore anlik olarak

karsilik gelir ve ¢ agisinin her bir degerine bir an denir. Ozel olarak ¢ =0 degerine
karsilik gelen konuma baslangi¢c konumu denir. Burada ¢ = 0 durumunda herhangi
bir konumla 06zel Karsilastirma yapmadan hareketin geometrik Ozellikleri
aragtirilacaktir. Bir f fonksiyonun ¢ ’ye goére n. tirevi f® notasyonu ile
gosterilirken @ =0 degeri i¢in f fonksiyonun ¢ ’ye gOre n. tirevi f

n

(n=0,1,2,...) ile gosterilecektir.

3.1.2. Pol noktalari

(3.1.2)°de verilen hareket denkleminin ¢ ’ye gore n.mertebeden tirevi

Z™ =i"ze' 4+ ¢ (3.1.3)
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olur veya (3.1.2)’den ze' =Z —c olup bu denklem yukaridaki denklemde yerine

yazilirsa
z"=i"(z-c)+c", (n=012,..) (3.1.4)

bulunur.

Tamm 3.1.1. v dizleminin Z" =0, (n 21) denklemini saglayan noktasi verilen
bir ana karsilik gelen konum igin hareketin n. poll olarak adlandirilir. Bu nokta V

dizleminin n. polii adi verilen nokta ile ¢akisir. Her iki pol noktasi P, ile

n

gosterilecektir. P, pol noktas: genellikle P ile gosterilir. P noktasina mevcut

konum icin hareketin poll denir.

(3.1.4) denkleminde Z" =0 alindiginda P, polii
Z, =c+(-i)""c" (3.1.5)
olarak bulunur. Bu ifade
i"(Z-c)+c" =0
denkleminin tek ¢ozumudir. (3.1.3) denkleminden P, poliine karsilik gelen z "nin
z, degeri i¢in
z, =(~i)""e7c!" (3.1.6)

elde edilir. (3.1.5) ve (3.1.6) denklemleri ile verilen P, pol noktalarinin ¢ ’ye bagh

olarak geometrik yerleri V ve v duzlemlerinin sirasiyla N. sabit ve hareketli pol
egrilerini verir. Ozel olarak n=1 durumunda kisaca hareketli ve sabit pol egrileri

olarak adlandirilirlar ve sirastyla p, ve p,, ile gosterilirler.

(3.1.5) ve (3.1.6) denklemlerinin tiirevleri alindiginda
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Z, =c'+(-i)"" ™ (3.1.7)
ve
z; =(-i)" e (c<”> + ic<”+l>) (3.1.8)

n

bulunur. n=1 igin (3.1.5), (3.1.7) ve (3.1.8) denklemleri diizenlenirse

Z,=c+ic/, (3.1.9)
Z,=c'+ic", (3.1.10)
z, =e " (c'+ic") (3.1.11)

esitlikleri elde edilir. Son iki denklemden asagidaki sonug verilebilir.
Sonug 3.1.1. p, ve p, hareketli ve sabit pol egrilerinin her ikisinin de sadece bir
noktadan ibaret olmasi igin gerek ve yeter sart her ¢ igin

c'+ic"=0

olmasidir.

Bu diferensiyel denklemin ¢ézimii A ve g sabit olmak tzere ¢ =—A1ie" + £ olur ki
=0 igin ¢, =—iA+ B dir. Ayrica ¢’'=1e* oldugundan ¢ =0 igin ¢, = A bulunur.

Buradan g =c, +ic, saglanir. Sonug olarak
C=c, +ic, —ice"

bulunur. ¢ =0 icin (3.1.9) denklemi Z, =c, +ic, olup son denklem burada yerine

yazilirsa
— ic al?
c=Z, —ice

elde edilir.
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Yukaridaki denklem gbz oniine alinarak (3.1.2) denklemi yeniden duizenlenirse
Z-Z, =(z-ic )e"”
bulunur. Son denklemin normu alindiginda
||Z -Z, ” =|z—ic,|
elde edilir.

Buradan gorulir ki p,, ve p, pol egrilerinin her ikisinin de sadece bir noktadan

olugsmast durumunda V diizleminin her noktasinin yoriingesi bir ¢gember belirtir ve
bu ¢emberin merkezi sabit pol noktasidir. Bunun anlami hareketin siirekli bir donme

olmasidir.

Tamm 3.1.2. p, ve p, pol egrilerinin birbirlerine degme noktas: her konumda P
polldir. p,, ve p, pol egrilerinin P noktasindaki ortak teget ve normaline sirastyla

pol tegeti ve pol normali denir.

(3.1.10) ve (3.1.11) denklemlerine gore

olur ve buradan p, hareketli pol egrisi p, sabit pol egrisi iizerinde kaymaksizin

!

Zp

;

yuvarlanir. n=2 igin (3.1.5), (3.1.7) ve (3.1.8) denklemleri tekrar diizenlenirse

Z, =c+c", (3.1.12)
Z;, =c'+c", (3.1.13)
z, =—ie™ (c"+ic") (3.1.14)

esitlikleri vardir.
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3.1.3. Ozel referans sistemleri

v hareketli ve V sabit diizlemlerinin baslangi¢c konumunda xoy ve XOY Kartezyen
koordinatlar1 orijinde cakisacak sekilde verilsin. Bu durumda c, =0 olur. Ayrica

baslangi¢ konumunun pol noktast bu ortak orijin olsun. O zaman (3.1.9)

denkleminden ¢, =0 olur.

Bunlara ek olarak baslangi¢ konumunda pol tegeti X -ekseni olacak sekilde verilsin.
Bu durumda da (3.1.10) denkleminden a, =0 elde edilir. Sonu¢ olarak (3.1.12)

denkleminden

esitligi elde edilir. O halde baslangi¢ konumunun ikinci poll pol normali Uzerindedir

ve ordinat1 b, olur.

Ozet olarak (3.1.2) hareketini incelerken VV ve Vv diizlemlerinde referans sistemlerini
c,=¢=0, c,=ib, (3.1.15)

seklinde se¢mek mumkindir. Bu sistemler genel referans sistemleri ile

karsilastirildiginda 6zel referans sistemleri olarak adlandirilacaktir.

3.1.4. Bottema’nin ani invaryantlari

Ilk defa Bottema [13] tarafindan verilen ani invaryantlar Oklid uzaymda hareketin
cesitli geometrik ve kinematik 6zellikleri arastirmak i¢in kullanilmistir. Akabinde ani
invaryantlar Veldkamp tarafindan B-invaryantlar (Bottema-invaryantlari) olarak
adlandirilmistir [14]. Bu invaryant degerler keyfi derecede hareketli kat1 cisme ait

herhangi bir noktanin yoriingesini karakterize etmektedir [15].

Ani invaryantlar genel referans sistemlerine gore baslangi¢ konumunda (3.1.3)

denklemi n=0,1,2,... i¢in



28

Xy =X+8,, , Y,,=Yy+b,,,
Xy ==Yy +a v Y = X+b, L,

4n+l 4n+1 4n+l 4n+1 (3116)
X4n+2 =—X+8,,, Y4n+2 =-y+ b4n+2’
Xina=Y+&ns o+ Yana=—X+D, 5,

formunda verilebilir. Oklid diizleminde hareketli ve sabit diizlemin baslangic

konumunda ¢akisik oldugu anda ani invaryant degeri a, =0, b, =0 olmaktadir. Bu
cakigik orijin pol noktasi olarak segilirse a, =0, b, =0 olur. ikinci mertebeden ani
invaryantlarin ozelliklerini a, ve b, belirtmektedir. Hareketli ve sabit dizlemlerin
pol noktasinda ortak tegeti X -ekseni oldugunda ise a,=0 olmaktadir. Bu sekilde

kurulan referans sistemi 6zel referans sistemleri olarak adlandirilarak genel referans
sistemlerinden Gzel referans sistemlerine ge¢mek i¢in n=0 alinarak ve

a,=a =a,=0, b,=b =0 oldugu goéz 6niinde bulundurularak
X0=X1 Xl:—y1 X2=—X, X3=y+a3,

Yo = y! Yl = X1 Y2 = _y+b2, Y3 = _X+b3, (3.1.17)

elde edilir.
3.1.5.Y0oringe egriligi
v dizlemindeki (x,y) noktasmn takip ettii yoriingenin V diizleminde (X,,Y,)
merkezli R yari¢ap1 egrilik cemberi denklemi
2 2 2
(X =X,) +(Y=Y,) =R
dir. Bu denklemin birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri sirasiyla

(X =Xo) X' +(Y =Y,)Y'=0,
(XY +(X =X ) X +(Y') +(Y =Y,)Y" =0,

olarak bulunur. Bu son iki denklem sirasiyla —Y" ve Y’ ile carpilarak taraf tarafa

toplanirsa



Y)Y+ () )+ (X = Xg ) (XY= XY ") =0

elde edilir. Boylece

IR CIED)

0 XY= XN

bulunur. Benzer sekilde

X () (YY)

Y-y, =
O XY XY

elde edilir. Son iki esitligin kareleri toplami

(X=X, ) +(Y=Y,)

o () (0 +(vY)

(XYH_XIYI)Z

oldugu gorulir. Boylece egrilik yarigap1

(0 (07

= XYI!_XUY!

bulunur. Sonug olarak (X, y) noktasmmn ydriingesinin egriligi igin

XY”_X!YV

formili elde edilir.

29

(3.1.18)

(3.1.17) ve (3.1.18) denklemlerinden (x,y)=(0,0) olmak tizere Gzel referans

sistemlerine gore egriligi

_X'+y'-by
3

(x2+y2)5

Ky
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seklindedir. Buradan asagidaki sonuglara ulasilir.

Sonug 3.1.2. b, #0 ise baslangic konumunda Vv dizleminin yoringesi bir bikim

noktasinda olan orijin digindaki noktalarinin geometrik yeri
x> +y?—b,y=0 (3.1.19)

cemberidir.

Bu cembere bukim c¢emberi denir. Bikim c¢emberi pol noktasinda pol tegetine

deger, ikinci polden geger ve gapi |b, | dir.

BUkim c¢emberi (izerinde olmayan Vv duzleminin (X,Y) noktasiyla ¢akisan V
dizleminin (x, y) noktasinin yériinge egrilik merkezi (&,7) ile gosterilmek tzere
V(X +(Y)) X () + (YY)

=X - =Y~ 3.1.20
d xy —xy " XY XY’ 3.L.20)

seklinde bulunur. Buradan baslangi¢ konumu ve 6zel referans sistemleri i¢in (3.1.17)
denklemi (3.1.20) denkleminde yazildiginda yoriinge egrilik merkezinin

koordinatlari

_bz yX _ _bz y2

(3.1.21)

olarak bulunur. (3.1.21) denklemiyle verilen (&,77) noktast (X,y) noktasmna ait
egrilik merkezi olarak adlandirilacaktir. Bu nokta (X, y) noktasini pol noktasi ile
birlestiren dogru tizerindedir. V dizleminin herhangi (X, y);t(0,0) noktasi igin

(5 : 77) noktas1 pol noktasi ile ¢akisik olmasi igin gerek ve yeter sart b, =0 olmasidir.
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Sonug¢ 3.1.3. b, =0 olmas: igin gerek ve yeter sart baslangic konumu igin V

duzleminin orijin hari¢ bitlin noktalarinin yoriingelerinin egrilik merkezinin polde

olmasidir.

Bu gibi bir konum R - konum olarak adlandirilacaktir. Aksi belirtilmedikce

R— konumu ele alinmayacaktir. Yani b, #0 ve bukim c¢emberinin bir nokta

olmadig1 kabul edilecektir.

3.1.6. Kanonik sistemler

Bu bolimde (3.1.2) gosterimi ile verilen hareket 6zel referans sistemlerine gore

incelenecektir. Ayrica R — konumlar1 ihmal edilip b, #0 almacaktir. (3.1.10) ve
(3.1.11) denklemlerinden p, ve p, pol egrileri boyunca poliin degisim orani

baslangi¢ konumunda —b, dir. Bu degisim oranina pol hizi denir.

Simdi X -ekseninin (dolayisiyla X -ekseninin de) donme yonu pozitif olarak kabul
edilirse X -ekseninin donme yonii ile pol hiz vektdrlinin yonii ayni olur. Bunun igin

b, <0 olsun. Ayrica —b, degerini her iki sistem i¢in birim uzunluk olarak alalim. Bu
sistemlere hareketin kanonik sistemleri denir. a,,b, (k> 2) turevleri benzerlik

gruplart altinda baslangi¢ konumunun geometrik invaryantlaridir. Bu geometrik
invaryantlar Bottema’nin [13] calismasindan bu yana ani invaryantlar olarak

adlandirilmaktadirlar. Bu sisteme gore (3.1.15) denkleminde 0zel olarak b, =-1

alindiginda
C,=¢=0, c,=-i (3.1.22)
olur. Bu durumda (3.1.19) denklemiyle verilen bukim ¢ember denklemi
X*+y*+y=0 (3.1.23)

seklinde yazilir. Benzer sekilde (3.1.21) denklemi tekrar diizenlenirse
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X 2
£=— yz , n=ﬁ717—— (3.1.24)
X+y +Yy X +y +y

elde edilir. Kanonik sistemlere gore baslangic konumunda pol hizi birim degere

sahip olur.
3.1.7. Orijinin yoringesi

Bu boélimde baslangi¢ konumunda pol ile ¢akisan Vv dizleminin (0,0) noktasinin
yorunge egriligi incelenecektir. Bu noktanin (kisalik igin orijinin) yoringesi kanonik

sisteme gore ve yeterince kiigiik |¢| degeri igin

X=23¢,Y:i¢+25¢ (3.1.25)
n=3 n' 2 n=3 nl

ile verilir. Burada 3 farkli durum ele alinacaktir.

1. Durum a, =0 olsun. ¢ yeterince kiiiik pozitif say1 olmak iizere [—¢,&] zaman
araligt boyunca tanimlanan o yoriingesi i¢in baslangi¢ konumunun poliinde
0'(0)=0 ve o"(0)#0 dur. a, #0 oldugundan a,b, —a;b, = 0 olur. Bdylece " (0)

vektori a”(O) ’a paralel degildir. Bu yoriingenin bu anda bir sivri (cusp) noktaya

sahip oldugu anlamina gelir. Bu noktadaki teget pol normalidir ve Iing|1<|:oo
p—>

oldugundan bu noktada yoringenin egriligi sonsuzdur.

2. Durum a,=0,a,#0 olsun. Bu durumda a,=0 olmasindan dolay1
ab,—ab, =0 olup a, #0 olmasindan dolay1 ise a,b, —a,b, #0 olur. Boylece
egrinin iki koluda teget dogrusunun aym tarafinda kalir. Bu durum ise yeterince

kiiglk [—&,&]| zaman araliginda orijinin baslangi¢ konum poltinde bir ramphoid sivri

noktasina sahip yoriingenin pargasint belirtir. Sivri noktalarda egrilik formiilii

tanimsiz olmakla birlikte sivri noktaya yaklasan noktalar i¢in egriligin limit degeri
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arastirilir yani yoriingenin egriligi ¢ — 0 iken limit yardimiyla bulunur. O halde

yorlingenin egriligini bulmak i¢in

_Ay 4 & 5 8 5 & 4
X_4!¢+5!¢+6!¢+7!¢’

-1, b b b b b
Yo+ 200+ 20 + 5 + B b 4 1 7
24/) 3!(/) 4!(/) 5!(/) 6!(/) 7!¢

8y 5 & 4 8 5 & g
XK= "0 "5 Ter?

b, b . b , b . b
Y'=—p+2 2+_4 3+_5 4176 5 1 6’
P2 T3P T TH? T ?

a a a a
er:_4 2+_5 3+_5 4+_7 5'
22 T3P T ? Ty ?

" __ b4 2 bs 3 b6 4 b7 5
Y ——1+b3¢)+?(0 +§¢) +E¢ +T¢)

ifadeleri bulunup bu ifadeler (3.1.18) denkleminde yerine yazildiginda

%_(%_%%_(%Q_aeJ¢z+(a4b5_a5b4_a6b3+ a j 3

®
24 30 144 144 80 144 (3.1.26)

- 3

b? b bb, b a’ b2 bb, b 2

1-b.o+ 3 _ T4 + 374 5 3+ i_l_i_kﬁ_i 4

( i [4 3}” (6 12)(” (36 36 24 GOJ(/)]
3

elde edilir. Burada payr A ile paydayr (1-B)z ile gosterelim. O halde

3
A A(V1+B)
k =————— olur. Boylce x= 5 bulunur. Burada yeterince kiigiik B?

o) (&=

3
ihmal edilirse x = A(\/1+ B) elde edilir. <1+ B ifadesinin Taylor acilimi

1. 1 1 5
V1+B=1+-B-ZB?’+—B*~-—B"+
2 8 16 128

olmak Uzere

3
c=Al1+lp-tpziLps
2 8 16



bulunur. Bu ifadede A ve B degerleri yerine yazildiginda

2
a 5a,b, a -a, b ab  7a_b, a
__4{#345}% 4?>+44Jr 53+6 2

"3 12 T8 g 6 48 30|
7a.b. ab? ahbb, ab ab? 3ab a
45 43 434, 54 53 ,_ 63, 7 3
144 12 24 18 16 80 144
elde edilir. Bu yilizden poldeki yoriinge egriligi
a‘4
K, =—
° 3
bulunur. Ustelik (3.1.27) denkleminden
12 8

- —a,b,’ Lab, 7ab, 3
! 3 24 12

L _Tab a,h,”  a,hbb, b, 3a.b,’ Lah, 3
P24 2 4 3 8 40 24

esitlikleri de elde edilir.

Q@+
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(3.1.27)

(3.1.28)

(3.1.29)

(3.1.30)

(3.1.31)

3. Durum a,=a, =0 olsun. Yeterince kigik & degerleri icin [-&,&] zaman

araliginda a, # 0 kosulunu saglayan en kiicik n >4 degerinin sirasiyla tek veya gift

olmasina gore yoriinge, polde bir sivri noktaya veya bir ramphoid sivri noktaya

sahiptir. (3.1.27) denkleminde a, =0 olup

8 48 30 18 16 80 144

bulunur. Bu denklemden

(3.1.32)
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a
= (3.1.33)
o, = 1% | 3 (3.1.34)
24 15
_ah, 3ab’ 9ab  a (3.1.35)

T3 8 40 24

oldugu goriiliir.
3.1.8. Ters hareket

Orijinal hareket olarak adlandirilan Vv dizleminin, vV dizlemine gore hareketinin
tersi harekete yani v duzleminin, v diizlemine gore hareketine ters hareket denir.
Ters hareket (3.1.2)’de Z sabit nokta ve z degisken nokta olarak alinarak ifade

edilir.

Bu yizden (3.1.2) denklemi kanonik sistemlere gore verilirse orijinal hareketin
kanonik sistemlerinde ters hareket

z=(Z-c)e™ (3.1.36)

denklemi ile ifade edilir. Ters ve orijinal hareketin standart bigimleri arasindaki
bagintiyr bulalim. (3.1.36) denkleminden her iki hareketin pol vektorlerinin
(hizlarinin) ¢akistigi kolayca goriilebilir. Bu bakis agisiyla hareketin kanonik

sitemleri ortak pozitif X - eksenine sahiptir. Ustelik (3.1.36) denkleminin ttrevleri
7'=-i(Z-c)e -ce™,
2"=—(Z-c)e +2ice™ —c"e™,
olarak elde edilir. (3.1.22) denkleminden ¢, =c, =0, c, =—i kullanilarak

2, =—-12, 7,=-Z+I
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elde edilir ki son esitlikler acik bi¢imde yazilirsa
X +iy, =Y —iX, X, +iy, ==X +(-Y +1)i
oldugu goriiliir. O halde

=Y X,=-X
Y1:_X’y2:_Y+1

esitlikleri vardir. Buradan orijinal hareketin kanonikal sistemine gore ters hareketin

bikim ¢cemberinin denklemi
X?2+Y?-Y =0

bulunur. Ters hareketin kanonik sistemlerine gore bu cember denklemi ise
X*+y°+y=0

seklindedir. Boylece ters hareketin kanonik sistemleri ile orijinal hareketin kanonik

sistemlerinin pol tegetine gore simetrik oldugu goriiliir.

Sonug olarak ters hareket kendi kanonik sistemlerine gore
Z =12e"+¢, €=-Ce" (3.1.37)

olarak ifade edilir. Burada €, C’nin kompleks eslenigini gostermektedir. (3.1.37)

denkleminden
¢ =-ce",
¢'=—-e"(iT+T),
&" = —ig' (6” +2ic —E) ,

o[ N )

k=0

bulunur. Boylece baslangi¢c konumunda C, =T, =0 iken



yazilir. Bu denklem

esitliklerini verir. Ayrica gerekli diizenlemeler yapildiginda
¢, =3-C,,C, =6i—-4ic,—,,¢, =-10+10cC, -5iC, —C,

bulunur. Bu ifadeler reel ve sanal kisimlarina ayrildiginda

—a,+3

a,=-a,—4b, =-a, +10a, —5b, —10
=b, ’ 64

a, . &=
63 :—4a3+b4+6’ 65:—5a4+b5—10b3+3
bulunur.

3.1.9. Pol noktasinda hareketli pol ve sabit pol egrilerinin egriligi

(3.1.5) denkleminin k kez diferansiyeli alindiginda ¢ =0 igin

-\N+2

Zy  =C +(-i) "cyy (k=012,..)
bulunur. Bu denklemde n=1 ve k =1 igin
Z,,=C +ic,
elde edilir. Boylece ¢, =0 ve ¢, =—i degerleri i¢in
Z,,=1
bulunur. Benzer sekilde n=1 ve k =2 i¢in Z,, =c, +ic, olup ¢, =—i igin

Z,,=-h,+(a,-1)i

oldugu goriiliir. Buradan

37

(3.1.38)

(3.1.39)

(3.1.40)

(3.1.41)
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bulunur. Baslangi¢ konumunun poliiyle ¢akisan noktada sabit pol egrisinin egriligi

=a,—1 (3.1.42)

olarak elde edilir. Benzer sekilde (3.1.6) denkleminin k defa diferansiyeli alinarak

(i) et

'p (- |)n+2 "9"( ic, +C,..)

Z, = (—|)n+2 (-ic,+c,,), =0

ve

Zp :(_i)n+2( 2ICn+1 n+2)’ (020

dir. n=1 ve k=2 igin

o= () 3

1=0

o
S

I

1

Z,, =i(-c, —2ic, +¢c;), ¢, =0
Zp, =—21+Iic,

elde edilir. Burada c, =a, +1ib, olup
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Z,,=—-h,+i(a,—2)

bulunur. Bu islemler sonucunda

elde edilir. Bu denklemlerden hareketli pol egrisinin egriligi

K,=8,—2 (3.1.43)
seklinde bulunur. (3.1.42) ve (3.1.43) denklemlerinden elde edilen

K, —i, =1 (3.1.44)
denklemi p, ve p, pol egrilerinin egrilikleri arasindaki bagintry1 verir. Bu bagintida
p, (benzer sekilde p,,) pol egrisinin egriligini verildiginde a, bulunur ancak b,

hakkinda bir bilgi verilemez. Bu durum p, ve p, pol egrilerinin egriliklerin

hareketin sonsuz kuglk Ozelliklerini 3. mertebeye kadar tamamen karakterize

edemeyecegini gostermektedir.
3.1.10. ikinci pol noktasinda ikinci sabit pol egrisinin egriligi

(3.1.41) denkleminden n=2, k =1 igin

4
ZP21_C1+( ') Coa
Zp,=0C+C; € =0,
ZPZ,I_CS

ve n=2, k=2 icin
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esitlikleri elde edilir. Buradan

XPZ,l:aG’ YP2,1 :bs’
sz,z =4, YP2,2 :b4 -1

oldugu goriiliir. Bu degerler (3.1.18) denkleminde yerine yazilarak baglangic

konumunda ikinci polde ikinci sabit pol egrisinin egriligi

K, = a3b4 _a4b3 —8 a, # 0, b3 +0 (3145)

2 3 7

(8" +by)?

olarak elde edilir. (3.1.45) denklemin sonucu olarak asagidaki teorem verilir.

Teorem 3.1.1. Baslangi¢ konumunun ikinci poliiniin ikinci sabit pol egrisinin bir

biikiim noktasinda olmasi i¢in yeter ve gerek sart a, #0 ve b, # 0 olmak lzere
ab, —a,b, =a, (3.1.46)

olmasidir.
3.2. OKlid Dlzleminde Cembersel Nokta Egrisi ve Ball Noktalar

Bu boltimde, verilen bir konumda ¢embersel nokta egrisi tanitilarak Ball noktalarinin

sayis1 belirlenecek ve geometrik yeri gosterilecektir.

3.2.1.Cembersel nokta egrisi

Tamm 3.2.1. Baglangi¢c konumunda V diizlemindeki, yoriingelerinin egriligi sabit
olan noktalarin geometrik yerine ¢embersel nokta egrisi veya sabit egrilikli egri denir

ve cp ile gosterilir.

(3.1.18) denkleminin tlrevi
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(X'Y’"—X”Y’)((X')2+(Y’)2)—3(XY”—X'Y')(XX”+YY”)

(X +(1') )

!

K =

olarak bulunur. Cembersel nokta egrisinin denklemini elde etmek amaciyla bu

denklemde (X')2 +(Y’)2 # 0 olmak Uzere x’ =0 alinirsa
(XY + () ) (XY= X )=3(XX "= XY (XX"+YY") =0 (32.1)

denklemi elde edilir. Baslangi¢ konumunda (3.1.17)’de verilen ani invaryantlar
(3.2.1) denkleminde yazildiginda

(x2 + yz)(—asx—b3y)—3(x2 +y? —bzy)bzx =0

bulunur. Kanonik sistemlere gegis yapmak amaciyla son denklem b, = -1 igin tekrar

dizenlenirse
(x2 + yz)(a3x+ b3y)—3x(x2 +y + y) =0, (xy)=(0,0) (3.2.2)
elde edilir ki bu cp ¢embersel nokta egrisinin denklemidir.

(3.1.29) denklemi goz Oniine alinarak a, =0 olmasi durumda asagidaki teorem

verilebilir.

Teorem 3.2.1. Orijinden farkli bir noktanin ydriingesinin ¢embersel nokta egrisi

olmasi i¢in gerek ve yeter sart a, =0 iken
10a,b, +3a, =0 (3.2.3)

olmasidir.

Ornek 3.2.1. a,=1 ve b,=1 icin cp g¢embersel nokta egri grafigi asagida

gosterilmektedir.
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2

a4l

Sekil 3.2. a, =1 ve b, =1 icin cp gembersel nokta egrisi

cp egrisi polde bir diigiim (bogum noktasi) noktasina sahip olup tegetleri pol tegeti
ve pol normali olur. cp egrisi iiciincii mertebeden bir egridir ve bu egrinin 0zel

halleri asagida incelenmistir.

1. a, #3,b, =0 olsun. Bu durumda (3.2.2) denkleminde b, =0 alindiginda
x((a3—3)(x2+y2)—3y)=0 (3.2.4)

elde edilir. Bu denklem geometrik olarak cp egrisinin merkezi pol normali {izerinde
olan bir gemberi ile pol normalinden olustugunu ifade eder ve bu cp egrisi I ile

gosterilecektir.

Ornek 3.2.2. a,=1 ve b, =0 igin cp gembersel nokta egrisinin grafigi asagida

gosterilmektedir.

-2 -1 1 2

Sekil 3.3. @, =1 ve b, =0 igin cp cembersel nokta egrisi
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Ayrica b, =0 iken a, =0 ise
X +y°+y=0

bulunur ve cp egrisi bikim ¢emberine dejenere olur.

2. a, =3,b, # 0 olsun. Bu durumda (3.2.2) denkleminde a, =3 alindiginda
y(b3(x2 + yz)—3x) =0 (3.2.5)

bulunur. cp egrisinin merkezi pol tegeti iizerinde olan bir ¢ember ile pol tegetinden

olusur ve bu cp egrisi ve I, ile gosterilecektir.

Ornek 3.2.3. a,=3 ve b, =1 igin cp gembersel nokta egrisinin grafigi asagida

gosterilmektedir.

<

1+

Sekil 3.4. a, =3 ve b, =1 igin cp gembersel nokta egrisi

3. a,=3,b,=0 olsun. Bu durumda cp egrisi xy=0 denklemi ile verilir ve
asagidaki sekilde de goriildiigi tizere cp egrisi pol tegeti, pol normali ve vV diizlemin

sonsuzdaki dogrusundan olusur.
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Sekil 3.5. a, =0 ve b, =0 icin cp ¢embersel nokta egrisi

cp egrisinin diigiim noktasindaki egrilik cemberleri I' ve I'; ¢emberleri olur. I" ve

. 3
I', cemberlerinin yarigaplari sirasiyla ve 3 olup buradan b, ve a,

2b,  2(a,-3)

invaryantlarinin geometrik yorumlar1 agagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 3.2.2. b,, cp egrisinin pol normaline teget olan bir kolunun egriligin 3/2
katina ve a,, cp egrisinin pol tegetine teget olan bir kolunun egriligin 3/2 katina

esittir.

(3.2.2) denklemine kapali fonksiyonlarn asimtotunu bulma metodu uygulanarak

gerekli igslemler sonucu cp egrisinin reel asimptotu
((a3 —3)+ b;)((a3 ~3)x+b,y)+3(a,~3)b, =0 (3.2.6)

olarak bulunur.

Ornek 3.2.4. a,=1 ve b, =1 i¢in cp gembersel nokta egrisi ve cp egrisinin reel

asiptomtotu asagida goriilmektedir.
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2+

4L

Sekil 3.6. cp cembersel nokta egrisinin asimptotu

cp egrisi indirgenemez ise y = ux parametrik ifadesi (3.2.2) denkleminde yazilirsa

2
X = 2 = 2 (3.2.7)

(1+u2)(b3u+a3 -3)’ d (1+u2)(b3u+a3—3)

bulunur. (3.2.7) denklemi (3.2.6)’da yerine yazilirak elde edilen u= b,

(3-a;)
parametrik degeri cp egrisi ile asimptonunun kesisim noktasina karsilik gelir. Bu

nokta S ile gosterilecektir.

a, # 3, b, =0 durumunda (3.2.7) denkleminden

2
(o 3u __ (3.2.8)

(a,—-3)(1+u?)’ Y (3, —-3)(1+u?)

elde edilir. Bu parametrik ifade I" ¢cemberini ifade eder.

a, =3, b, # 0 durumunda ise (3.2.7) denkleminden

B 3 _ 3u
) Y b 429

I, cemberinin parametrik ifadesi elde edilir.
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3.2.2. Merkez nokta egrisi

vV dizleminin (X, y) noktalarina ait egrilik merkezlerinin kanonik sistemdeki

denklemi olan (3.1.24) g6z 6niine alinarak (3.2.2) denkleminde X ve y yok edilirse

(&% +n*)(a,¢+by)—3En =0

bulunur.

Boylece baslangic konumunda V duzleminin noktalarmin egrilik merkezlerinin

geometrik yeri cembersel nokta egrisi olan orijin hari¢ noktalarin yoriingesi
(x2+y2)(a3x+b3y)—3xy=0 (3.2.10)

denklemi ile verilen kiibik bir egridir. Bu egriye merkez nokta egrisi denir ve cp ile

gosterilir.

cp egrisi bir diigiim noktast olan pole sahip bir ¢cembersel egridir. Bu diiglim
noktasindaki tegetleri pol tegeti ve pol normalidir. cp egrisi bir rasyonel egri oldugu

aciktir. cp egrisi i¢in agagidaki sonuglar verilebilir.

1. a;#3,b,=0 ise cp egrisi pol normali ve [" ¢emberinden olusur. (3.2.10)

denkleminde b, =0 yazilirsa
aax(x2 +y2)—3xy=0 (3.2.11)

elde edilir.

2. a,=3,b,#0 ise cp egrisi (3.2.5) denklemi ile verilen pol tegeti ile T,

¢emberinden olusur.

I ve I, cemberleri polde cp egrisinin egrilik cemberleridir.
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3.a,=b,=01ise cp egrisi pol tegeti, pol normali ve Vv diizleminin sonsuzdaki

dogrusundan olusur.

Sonug 3.2.1. cp ve cp egrilerinin ayni anda ayn1 egriye dejenere olmasi i¢in gerek

ve yeter sart b, =0 olmasidir.

(3.1.40) denklemi (3.2.10) denkleminde yazilirsa
(x2+y2)(§3x—53y)—3x(x2+y2—y):0 (3.2.12)

bulunur. B6lim 3.1.8°de belirtildigi gibi (3.2.12) denkleminde y yerine —y yazarak

cp egrisinin denklemi ters hareketin kanonik sistemine gore
(x*+ yz)(:513x+63y)—3x(x2 +y*+y)=0

olarak elde edilir. Bu denklem cp egrisinin ters hareketin ¢embersel nokta egrisi

oldugunu gosterir. cp egrisi de ters hareketin merkezi nokta egrisidir.

cp egrisinin reel asimptotu
(2, +by")(a;x+b,y)—3ab, =0 (3.2.13)

olarak bulunur.

Ozel olarak a,=b, =2 igin cp ve cp egrileri, bu egrilerin dejenere halleri ve

asimptotlar1 Sekil 3.2.6’da verilmistir.
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21

Sekil 3.7. cp ve cp g¢embersel nokta egrileri ve asimptotlar

3.2.3. Ball noktalar:

Tanmmm 3.2.2. Diizlemin ¢embersel nokta egrisi ile bukim ¢emberinin kesim

noktalari, Ball noktalar1 olarak adlandirilir. Ball noktalar1 Bl ile gOsterilecektir.

(3.1.23) ve (3.2.2) denklemlerinin ortak ¢oziiminden Bl noktasinin koordinatlari

b Y
ENES
3 3

olarak verilir.
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a, =0 ise pol noktast Bl noktas: degildir. Buradan a,#0 oldugu durumda
baslangi¢ konumunda sadece bir Bl noktas: vardir. a, =0, b, #0 olmasi durumunda
ise (3.2.14) denkleminden BI noktasinin orijin oldugu direkt sdylenemez. Bunun
icin Bolim 3.1.7’nin irdelenmesi gerekir oyle ki a,=0,b,#0 iken x,=x, =0
olmasi i¢in a, =a, =0 olmalidir. O halde a, =a, =a, =0 oldugunda Bl noktas:
orijin olur. Ancak a, =0, b, # 0 olmasina ragmen a, =0 ya da a, #0 ise x, #0 ya
da x, #0 olur ki bu konumlarda Bl noktasi olusmaz. Oyleyse a,=0,b, #0,
aZ+aZ =0 iken Bl noktasi yoktur. a, =h, =0 ise ¢embersel nokta egrisi biikiim
¢emberine ve pol normaline ayrilir. Bu durumda aZ +aZ = 0 iken orijin hari¢ biikim

cemberi Uzerindeki herhangi bir nokta baslangi¢ konumunda Bl noktasidir. Ayni

zamanda a, =a, =0 ise orijinde de dahil biikkiim g¢emberinin tiim noktalar1 BI

noktasi olur. Tiim bu durumlar asagidaki tabloda 6zetlenmistir.

Tablo.3.1. Oklid diizleminde Ball noktalarmin smiflandirilmasi

Sart Bl noktasi
4 # 0 ( a3b3 _a'f j
aZ+b?’ aZ+b?
a,=a,=a,=0,b,#0 Orijin
a,=0,b, 20,8’ +a’ %0 Hicbiri
a, = b3 =0, aj + a52 #0 Orijin hari¢ biikiim ¢gemberin noktalari
a,=a,=a = b3 =0 Biikiim ¢emberin tiim noktalar1

Sonug olarak a, =0 ise baslangic konumunda Bl noktast cp egrisinin (3.2.7)
denklemiyle ifade edilen parametrik ifadesinde u=—a, /b, parametrik degeri ile
gosterilir. Bu BI noktasini orijine baglayan dogrunun argumentinin tanjantidir.
Ayrica (3.2.13) denkleminden cp egrisinin asimptotunun egiminin —a, /b, oldugu

g0z Oniine alinirsa bu dogrunun cp egrisinin asimptotuna paralel oldugu gorulur.
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3.2.4. Ters hareketin Bl noktalari

Ters hareketin baslangi¢ konumunda &, = 0 iken bir Bl noktas1 vardir. Bu hareketin

kanonik sistemlerine gore g¢embersel nokta egrisinin ve bikim g¢emberinin

denklemleri sirasiyla

(x* erz)(<'§13x—63y)—3x(x2 +y*-y)=0,
X*+y>—y=0

olup bu denklem sisteminin ¢6ziminden Bl noktasi

5.363 3,
— - 3.2.15
(~2+b32 é§+b32) ( )

olarak bulunur. (3.1.40) denklemi (3.2.15) denkleminde yerine yazildiginda orijinal

hareketin kanonik sistemlerine gére koordinatlari

_ (a3_3)b3 (33_3)2 (3216)
(a3—3)2+b§’ (a3—3)2+b§ -

bulunur.

(3.1.40) denkleminden &,=-a,+3, &,=-a,—4b,; & =-a,+10a,-5b,-10

oldugu g6z oniine alinirsa asagidaki yorumlar kolayca yapilabilir.

Baslangi¢ konumunda ters hareketin yegane Bl noktasinin orijin olmasi i¢in gerek

ve yeter sart
a,=3,a,=—4b, #0,a, =-5b, +20 (3.2.17)
olmasidir.

a,=3,b,=0 iken (3.2.17) denkleminden a,=-4b,#0 ve a,=-5b,+20

ifadelerinden herhangi biri saglanmazsa ters hareketin baslangic konumunda

herhangi Bl (orijin de dahil) noktasi olamaz.
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Ayrica x*+Yy®—y=0 cemberinin herhangi noktasi ters hareketin bir Bl noktas

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
a,=3,a,=b,=0,a,=-5b, +20

olmasidir.

3.2.5. Ek Ball Noktalari

Tamm 3.2.3. k=x'=..=x"P =0, «"? 20 ile verilen bir Bl noktasi r -ek BI

noktasi olarak adlandirilir ve Bl, noktasi olarak gosterilir.

Baslangic konumunda a, =0 iken bir Bl noktas: vardir. Bu durumda asagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 3.2.3. a, # 0 iken Bl noktasinin Bl noktasi olmasi i¢in gerek ve yeter sart
ab, —ab, =a,

olmasidir.

Ispat. (3.1.8) denkleminden x=x'=x"=0 olmasi igin gerek ve yeter sart

XY, = X,Y, =0 olmasidir. Bu ifade de (3.1.17) denklemi yazilirsa
x> +y?+a,x+b,y=0
bulunur. B, noktast (X,, Y, ) ile gdsterilirse yukaridaki ifade
X, +YyZ+a,x,+by, =0 (3.2.18)

olur ki ayn1 zamanda bu nokta x +yZ +y, =0 bukim cember tizerinde oldugundan

bu denklem ile (3.2.18)’in ortak ¢dzimiinden

a, % +(b,—1)y, =0 (3.2.19)
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elde edilir. (3.2.14) ile verilen Ball noktasi, (3.2.19)’da yazilirsa
ab, —a,b; =2, (3.2.20)

bulunur. Bu baginti baslangi¢ konumunda a, #0 iken Bl noktasmnin Bl, noktasi

olabilmesi igin yeter ve gerek sarttir.

Baslangic konumunda a,=a,=a,=0 ve b, #0 ise orijin yegane Bl noktasidir.
(3.1.30) denkleminden bu noktanin Bl, noktas: olabilmesi i¢in yeter ve gerek sart

a; =0 olmasidir.

Diger taraftan a, =b, =0 ve a; +aZ = 0 durumunda bikim ¢emberinin orijin hari¢

her noktast baslangi¢ konumu igin bir Bl noktasidir. (3.2.18) ve (3.2.19)

denklemlerinden goralur ki; batin bu noktalar Bl, noktasidir ancak ve ancak a, =0

iken b, =1 yada a, #0 iken Bl noktasinin koordinatinin

a4(b4 _1) _af
a2 +(b, ~1)’ Y +(b, -1)°

(3.2.21)

olmasidir.

Ayrica a,=a,=a, =b, =0 durumunda bukim c¢emberinin her noktas1 baslangic
konumu icin Bl noktasidir. Ayni zamanda b, =1 ise orijin hari¢ bittin bu noktalar
Bl, noktalaridir. EK olarak orijinin Bl noktasi olmasi i¢in a; =0 olmas1 gerekir.
Ayrica b, #1 olmasina ragmen a, =0 saglanmaz ise higbir Bl, noktas: yoktur. Yani
a,=a,=a,=b,=0 iken b, #1 ve a; =0 ise baslangic konumunun orijini yegane

Bl, noktasidir.

Boylece baslangi¢c konumunun bir Bl noktasina sahip olma sart1 asagidaki tabloda

O0zetlenmektedir.
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Tablo.3.2. Oklid diizleminde B, noktalarinin siniflandiriimast

Sart Bl, noktas
b a;
—ahb, —a,h, #0 &
P a2+(b, -1  a?+(b,-1)
a=a,=8,=28 =0, Oriii
rijin
b2 +(b, ~1)" %0 J

3.2.6. Geometrik yorum

(3.2.2) denklemi ile verilen cp egrisi

(x2+y2)((a3—3_3)x+b—§yj—xy:0

ve (3.2.10) denklemi ile verilen cp egrisi
b.
x+y? ) Exi Xy xy=0
( y)[3 3yj y
olarak yazilabilir.

Diger taraftan karsilikli dik tegetleri olan bir diigiim noktasina sahip 3. mertebeden

rasyonel gembersel bir y egrisi

(ax+,3y)(x2+y2)—xy=0 (3.2.22)
ile verilebilir. y indirgenemez bir egri yani f =0 olsun. Bu durumda eger sirastyla

a3_3 ﬂ:bs a4 ﬁ:

b,
= ve a=-=2, =
3 3 3 3

alinirsa (3.2.22) denklemi cp ve cp egrilerinin kanonik sisteme gore denklemlerini

ifade eder. y =ux alinirsa y egrisinin parametrik denklemi
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u u?

X=(1+u2)(a+ﬁu)' y=(1+u2)(a+ﬂu) (8.2.23)

olarak bulunur.

O halde —Z parametrik degeri y egrisinin sonsuzdaki noktasina karsilik gelir.

(3.2.23) denkleminde « =0 yazilirsa y -ekseni boyunca y egrisine teget olan T’

egrilik cemberinin parametrik denklemi

ﬂ(1+u2)’ ﬁ(1+u2)
olarak bulunur. Benzer sekilde (3.2.23) denkleminde g =0 yazilirsa X -ekseni

boyunca y egrisine teget olan I'; egrilik cemberinin parametrik denklemi

u u?

X:a(1+u2)’ y:a(1+u2) (3.223)

olarak elde edilir. I'j ve I', ¢cemberlerinin Kartezyen denklemleri sirasiyla (3.2.24)
denkleminden

B(X*+y*)-x=0 (3.2.26)
ve (3.2.25) denkleminden

a(x*+y*)-y=0 (3.2.27)
bulunur. y egrisi tizerindeki A (i=1,2,3) noktalarmin orijinden gegmeyen ayni

dogru iizerinde bulunmasi i¢in gerek ve yeter sart A/A ve AA, dogrularmin

egimlerinin birbirine esit olmasidir. Bu durumda » egrisi lizerinde alinan

u.2

A= (1+ui2)(ia+ﬁ’ui)’ (1+ui2)(la+ﬂui) - (1=123)
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noktalar

Puu’ - puu, —a (U +u,)  Bu,’u’ - Buyu, —a(u, +u,)
B, (Uy +Uy) +atu, —a U,y (U, +U, ) +au,u, — o

bagintisini saglar. Boylece
B2uyu,’u; +apu, (U, +1)+a” =0

denkleminden

(04 (04
usu,u, = 7 veya U, = 7

- . o . o . .
bulunur. 7 parametrik degeri y egrisinin sonsuzdaki noktasina karsilik

geldiginden u, ;t% olmak zorundadir. O halde y egrisi lizerindeki u, (i=1,2,3)

parametrik degerleri ile verilen A (i =1,2,3) noktalariin orijinden gegmeyen ayni

dogru iizerinde bulunmasi i¢in gerek ve yeter sart

U, = 7‘” (3.2.28)

olmasidir.

(3.2.28) denkleminde (i¢ noktadan biri sonsuzdaki nokta yani u; :% ise bu dogru

y egrisinin asimptotuna paralel olur ve egriyi u;, ve u, parametreli iki noktada

keser. Bu parametreler arasinda
uu, =1 (3.2.29)

bagimtis1 elde edilir. y egrisinin A ve A, iki noktast u, ve u, parametreleri ile

gosterilirse AJA dogrusunun denklemi
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(a(u, +u;)— Bu, (W, —1)) X+ (e (uu, 1)+ Auu, (u, +u,)) y—uu, =0 (3.2.30)
bulunur. Bu denklem diizenlenirse
a (U, +U, ) X+ (uu, =1) y) —uu, ( B(uu, ~1)x— B(u, +u,) y+1) =0
elde edilir. Bu dogru
(u, +u,)x+(uu,-1)y=0 (3.2.31)
ve
B(uu, -1)x—B(u, +u,)y+1=0 (3.2.32)

denklemleri ile verilen birbirlerine dik iki dogrunun kesisim noktasindan

gecmektedir.

Orijinin, A,A dogrusuna uzaklig1

LA (3.2.33)

- 1

((az + Butul ) (uf +1)(uf +1))?
bulunur. Eger A,, » egrisinin —u, parametreli noktas1 ise (3.2.33) denkleminden
A,A ve AA, dogrulan orijinden esit uzakhiktadir. Yani AJ/A ve A,A, dogrularn

A,O dogrusuna gore simetriktir.
3.2.7. I'yve I' Cemberlerinin Olusumu

U parametreli cp egrisinin bir noktasina ait egrilik merkezi cp egrisinin ayni
parametreli noktasi ile ¢akisir. A ve A, noktalar1 cp egrisi {izerinde iki nokta olsun.
a, Ve a, bu noktalara ait egrilik merkezi olsun. Eger A ve A, noktalan sirasiyla U,

ve u, parametreleri ile verilirse A,A dogrusunun denklemi (3.2.30) denkleminde
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a=a3—_3, ,8=b—33 ve a,a, dogrusunun denklemi (3.2.30) denkleminde a:%,

Jij =b—3 yazilarak bulunur. Buradan dogrusu gibi a,a, dogrusu da birbirine dik
3 172

(3.2.31) ve (3.2.32) dogrularmin kesisim noktasindan geger. Burada (3.2.31)

denklemi a,c, ve A, A dogrularmin kesistigi Q noktasindan ve P poliunden gegen
dogruyu ifade eder. (3.2.32) denklemi ise Q noktasindan gegen PQ dogrusuna dik
dogrunun denklemini ifade eder. I'; ¢emberinin (3.2.24) denklemi ile belirlenen

parametrik ifadesi (3.2.32) denkleminde yazildiginda
u?—(u, +u, )Ju+uu, =0 (3.2.34)

denklemi elde edilir. Bu denklemin kokleri u, ve u, dir. Bu dik dogrunun
denklemiyle I'; ¢emberinin kesisim noktalarinin parametre degerleri bulunur. Ayrica
bu noktalar PA ve PA, dogrular iizerindedir. Sonug¢ olarak I', ¢emberi elde

edilmis olur.

cp egrisinin A ve A, noktalar1 ve bu noktalara ait o ve «, egrilik merkezleri
verilirse P pol tegeti bulunur. a,; ve AA dogrularmin kesisim noktast Q
noktasindan gecen PQ dogrusuna dik olan dogru PA ve PA, dogrular tizerinde
sirastyla S; ve S, noktalarindan geger. I', cemberi S, (veya S,) ve P noktalarindan

gecen cemberdir ve bu cemberin merkezi P pol tegeti lizerindedir.

Benzer bir inga I" ¢emberi igin de verilebilir. Bunun icin 6ncelikle PQ dogrusuna

dik ve P polinden gegen dogruyu inceleyelim. Bu dogru denklemi (3.2.31)

denkleminden egimleri ¢arpimi1 —1 olacak ve P poliinden gececek sekilde
(uu, -1)x—(u, +u,)y=0

bulunur. Yukaridaki denklem ve (3.2.30) birlikte ele almirsa bu dogru ile AA

dogrusunun R ile gosterilecek olan kesigsim noktasi
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a((u, +uy) X+ (uu, =1)y)—uu, =0 (3.2.35)

dogrusu lizerindedir. O halde R noktasindan ge¢en dogru PQ dogrusuna paraleldir.

(3.2.35) denkleminde I" gemberinin (3.2.25)’deki parametrik degerleri yazildiginda
u?—(u, +u, Ju+uu, =0

bulunur. Bu denklem ise énceden bulunan (3.2.34) denklemidir ve I" ¢cemberi ile
(3.2.35)’da verilen dogrusunun kesisim noktasinin parametrik ifadesidir. Bu yiizden

T, ve T, kesisimleri sirastyla PA ve PA, dogrular iizerindedir. O halde I" ¢emberi

elde edilmis olur.
3.3. Oklid Duizleminde Burmester Noktalar

Bu bélimde Oklidyen diizlem hareketinde Burmester nokta ve Ek Burmester nokta

kavrami verilecektir. Bununla birlikte cp ve br egrilerinin sonsuzda reel kesigimleri

incelenecektir.
3.3.1. Burmester noktalar

Tamm 3.3.1. v dlzleminin verilen bir konumunda yéringesi sonsuzda olmayan bir
reel noktasi verilsin. Yorlinge egriliginin birinci ve ikinci tiirevleri sifir olan bu

noktaya Burmester noktasi denir ve bu nokta kisaca Br ile gosterilecektir.

Bu tanim bir Bl noktasinin bir Br nokta oldugunu ifade eder. Bir Br noktasinda
yoriinge egrilik cemberiyle en az dort nokta temashidir. Eger bir nokta (4+ r).

mertebeden temasa sahip ise ek Burmester nokta olarak adlandirilir ve Br, ile

gosterilecektir.

Bolumde 3.1.7°de gosterildigi Uzere orijinin yoriinge egrilikleri i¢in verilenler goz

Onune alinirsa asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.3.1. Orijinin, baslangi¢ konumunda Br nokta olmasi igin gerek ve yeter

sart
a,=0, 10a,b,+3a,=0, —30a,b’°+40a,b, +35a,b,+8a,=0 (3.3.1)

olmasidir.

Ispat. Tanim 3.3.1°den orijinin, baslangic konumunda Br nokta olmas icin gerek ve

yeter sart k; =0 ve x, =0 olmasidir. Bu sartlar géz oniine alindiginda (3.1.29) ve

(3.1.30) denklemlerinden ispat kolayca gorulur.

Tablo.3.2.2°den bilindigi lizere orijinin Bl, noktas1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart
a,=a,=a;=a,=0, b?+(b,—1)" %0 (3.3.2)

olmasidir.

Burmester noktasini incelemek iizere (3.2.1)’de verilen «' =0 esitligi gdz Oniine

alinarak " =0 esitligi

(X”YW—XMY”‘{‘XYM)—X(4)Y')((X’)2+(Y')2)—(X’YI”—X"Y’)(X’XH‘FY’Y”) (333)
—3(XY"—X’Y’)((X”)2+(Y")2+XX"'++Y'Y’”)=O

olarak elde edilir. Baslangi¢ konumu icin (3.1.17) denklemlerine gére son denklem

dizenlenirse

(~byx—b,y+a,y —aj, b,y —a,x)(x* + y* )~ (-b,y — a;x) b,
—3(y2 ~b,y+ xz)(—2b2y+b22 —a3y+b3x) =0

bulunur. Burada 6zel olarak b, = -1 alindiginda

((a, +4b)x—(4a,—b, —5)y+3)(X’ +y* +y)-y(ax+(b,-1)y)=0 (3.3.4)

bulunur. Bu ise br ile gosterilecek olan ¢gembersel kiibik egridir.
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3.3.2. ¢p ve br egrilerinin sonsuzda reel kesisimleri

cp ve br egrilerinin sonsuzda reel kesisimlerini 4 durumda inceleyelim.

1. (a3 —3) b, # 0 olsun. Bu durumda cp gembersel nokta egrisi indirgenemezdir ve

3u 3u?

(1+u2)(b3u+a3 -3)’ d (1+u2)(b3u+a3—3)

parametrik denklemi ile verilir. cp ¢embersel nokta egrisi u,=(3-a;)/b,

parametre degerine karsilik sonsuzda bir noktaya sahiptir. cp ve br egrilerinin

kesisimleri i¢in (3.2.7) ve (3.3.4) denklemlerinin ortak ¢6ziiminden uzun ve rutin

islemler sonucu

by’u* + (3, — 2a,b, )u® + (5b,” — 3a,7 +3a, +3b, —3)u’

(3.3.5)
+(6asb, —3b, +3a,)u+a;(a,—3)=0
bulunur. Bu denklemin kokleri cp ve br egrilerinin kesisim noktalarini verir.
U, =(3—a,)/b, degeri (3.3.5) denkleminde yazildiginda
3(-3+a,)(4a,” +b,(a, +4b,)+3(5+b,) -3, (17 +b,))
b,? -
elde edilir. O halde u, degeri (3.3.5) denklemin koku olabilmesi igin
4a,’ -17a,—ab, +a,b, +4b,” +3b, +15=0 (3.3.6)

esitligi saglanmalidir. (3.3.5) denkleminin tiirevi olan
4b,’u® +3(3b, — 2a;p, )u’ + 2(5b;* - 3a,” +3a, +3b, - 3)u +(6a,b, — 3b, +3a,) = 0
denkleminde u, degeri yazildiginda

4a,° —57a,” +192a, + 4a,b,* +6a,b, —18b, —27b,* —3a,b, —-171=0  (3.3.7)
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bulunur. (3.3.5) denkleminin katli kok sayis1 x ile gosterilmek tzere u, ifadesi bu

denkleminin x> 2 kath kokiidiir ancak ve ancak

_ 4a’-33a,” +90a, +4a,b,” —3b,° —81

‘e 3b,
(3.3.8)
b oo 4a.° —45a,° +141a, —15b,° +4a,h,® 126
’ 3(a;-3)

denkleminin saglanmasidir. (3.3.5) denkleminin ikinci turevinde u0=(3—a3)/b3

degeri yerine yazilirsa
5a,’ —42a +117a, +a,b,> —108=0 (3.3.9)

elde edilir Bu esitlik u,’in (3.3.5) denkleminin en az 3 katli kokii olma sartidur.

(3.3.9) denklemi tekrar diizenlenirse
ab,’ +(5a, ~12)(a; ~3)" =0

bulunur. Bu sadece 0<a, < % durumunda saglanir.

Kabul edelim ki u,, (3.3.5) denkleminin x=4 kath kokii olsun. O halde

a, :g>% olup bu bir geliskidir. Dolayistyla u,, (3.3.5) denkleminin en fazla 3
katli kokii oldugunu gostermektedir.
u=12 ve 3 iken (3.3.5) denkleminin kalan kokleri sirasiyla
b, (a, —3)u’-3(a, —2)(a, —3)u’ +(5a,b, -3, + 33, )u+a,(a, -3) =0, (3.3.10)
b, (8, —3)u” —(a, —3)(4a, —9)u+a,h, =0, (3.3.11)
ve

(a,-3)"u+a, =0, (3.3.12)
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denklemlerinden elde edilir. a, =0, b, =0 ise (3.3.5) denklemi

by’u* +30,u° + (5b; + 30, ~3)u’ +3(a, —b, )u =0 (3.3.13)

formunda yazilir. Bu durumda (3.3.6) ve (3.3.8) denklemleri sirasiyla

a,b, +4b,> +3b, +15=0 (3.3.14)
b, +27 ~5b,? +42
y=2 el g = T (3.3.15)
b, 3

biciminde elde edilir. Bu durumda a, =0 ifadesi (3.3.9) denkleminde yazildiginda

b, ifadesi, ii¢ katli kokiin olmasi igin sart olan bu denklemi saglamaz. Bu yuzden
(3.3.5) denkleminin u, =b—3; en fazla 2 kath kokii olabilir. a, =0 igin (3.3.10) ve
(3.3.11) denklemleri tekrar diizenlenirse
bu®+6u®—(a,—b,)u=0 (3.3.16)
ve
b,u®+9u =0 (3.3.17)
bulunur.

2. a,=3, b, #0 olsun. Bu durumda (3.2.9) denklemi ile verilmis olan cp egrisi,

pol tegetine ve ¢cembere ayrilir. cp ve br egrilerinin kesisimleri (3.3.4)’den y=0

icin
(a,+4b,)x+3=0 (3.3.18)
elde edilir. (3.3.5) denkleminde a, =3 igin

by’u® —3b,u° +(5b,” +3b, —21)u +3a, +15b, = 0 (3.3.19)
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bulunur. (3.3.18) denkleminden x 3 olup
(a, +4b;)
a, +4b, =0 (3.3.20)

ise cp ve br egrilerinin sonsuzda ortak reel noktasi vardir. Bu nokta pol tegetinin

sonsuzdaki noktasidir.

3. a,#3, by=0 olsun. Bu durumda da cp ¢embersel nokta egrisi pol normali ve
cembere ayrilir. cp ¢embersel nokta egrisi pol normali ise cp ve br egrilerinin

kesigimleri (3.3.4) denkleminden x =0 alinarak
(4a,—b, —5)y* +(4a,-9)y-3=0 (3.3.21)

bulunur. Genel olarak cp ve br egrilerinin kesisim sart1 olan (3.3.5) denkleminde

b, =0 alinirsa
(3a,° —3a, —3b, +3)u” —3a,u—a,(a,~3)=0 (3.3.22)
bulunur. (3.3.21) denkleminden
4a,-9+#0, 4a,-b,-5=0

olur yani

a, # % b, #4 (3.3.23)
ise pol normalinin br ile sonsuzda kesisiminin bir reel noktas1 vardir. Eger

a, :%, b, =4 (3.3.24)

ise bu noktalar iki defa hesaplanir.

4. a,=3 ve b, =0 olsun. Bu durumda cp egrisi; pol tegeti, pol normali ve V

diizlemin sonsuzdaki dogrusundan olusur.
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Ayrica a, =3 ve b, =0 ise br egrisi
(ax=(7-b,)y)(X* +y*)+3x* —3y* +3y =0
olur. Boylece (x,y) Kartezyen koordinatlarindan (X, y,z) homojen koordinatlarina

gecmek Uzere son denklem 1 ile ¢arpilir ve diizenlenirse
z
(a,x—(7-b,) y)(x2 + y2)+3x22 —-3y?z+3yz* =0
elde edilir.

cp egrisi sonsuzdaki dogru iken bu egri iizerindeki noktalar (m,n,0) homojen

koordinatlarina sahiptir ve boylece sonsuzdaki cp egrisi ile yukarida denklemi

verilen br egrisinin ortak ¢6zumiinden
(a,m—(7-b,)n)(m?*+n?)=0
elde edilir. Eger a, (b, —7)# 0 ise bu iki egri

(7-b,.2,,0) (3.3.25)

homojen koordinatlari ile ifade edilen noktada kesisir.

Diger taraftan cp egrisi sirasiyla pol tegeti ya da pol normali ise br egrisi ile

kesisiminden olusan noktalar y =0 igin
a,Xx+3=0 (3.3.26)
ve x=0 i¢in
(b,—7)y*-3y+3=0 (3.3.27)

bulunur.
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Eger a,=0 ve b,#7 veya a,#0 ve b,=7 ise cp ve br egrilerinin (3.3.25)

denklemine karsilik gelen sonsuzda noktalar vardir.

z=0 iken a, =0 ve b, =7 olmas1 halinde de
(ax=(7-b,)y)(X* +y*)+3x* -3y* +3y =0

denkleminden br egrisi (0,0,1) sonsuzdaki dogrusu veya Xx*-y’+y=0

hiperboliine ayrilir. Bu kesigsimin belli noktasi sadece (0,1) noktasidir.



BOLUM 4. LORENTZ DUZLEMINDE BURMESTER TEORISi

4.1. Lorentz Duzleminde Hareket

Calismamizin orijinal kismini olusturan bu bélimde Lorentzian dizlemsel hareketin
kinematik analizi hiperbolik sayilar ve hiperbolik trigonometri yardimiyla
yapilmistir. Bottema’nin ani invaryantlart Lorentz diizleminde tanimlanarak hareketli
Lorentz diizleminde alinan sabit bir noktanin sabit Lorentz diizleminde hareketi
boyunca ¢izdigi yoriingenin egriligi incelenmis ve bu egriligin 6zel durumlarinda
olusan Lorentzian bikim cemberi, ¢cembersel nokta egrisi ve merkez nokta egrisi
gibi geometrik yer egrilerinin denklemleri tepit edilmistir. Bu 0zel egriler geometrik
ve cebirsel agidan ayrintili olarak incelenmistir. Ayrica bu egrilerin kesim noktalart
olan Ball ve Burmester noktalarinin Lorentz dizleminde varlik kosullar

belirlenmistir.

4.1.1.Temel kavramlar ve gosterimler

V ve v sirasiyla sabit ve hareketli Lorentz dizlemlerini gostersin. Ayrica V' ve v
diizlemlerinin birer koordinat sistemi sirasiyla sabit ve hareketli koordinat sistemi
olarak adlandirilan {O;E,,E,} ve {o;e,e,} Lorentz anlaminda ortonormal
sistemleri olsun. Bu koordinat sistemleri hareketli ve sabit Lorentz dizlemlerinin
temsilcisi alinarak bu diizlemlerin birbirine gore karsilikli hareketi incelenebilir. Her
iki koordinat sistemi O ve o baglangic noktalar1 ¢akigik iken E,, E,, ¢ Ve e,

vektorlerin uzay ya da zaman karakterlerinin farkli segimlerine bagli olarak hareketli

koordinat sisteminin sabit koordinat sistemine gore Lorentzian dénmesi

{El = cosh pe, +sinh pe, {El =coshpe, —sinh ge,

E, =sinhgpe +coshge, |E, =—sinhgpe, +coshpe,
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E, = —cosh ge, +sinh ge, E, = —cosh ge, —sinh e,
E, =sinh ge, —cosh ge, E, = —sinh ge, —cosh ¢e,

formlarindan biri ile verilir. Ayrica Lorentz diizleminin noktalar1 hiperbolik sayilar
ile temsil edilebilir. Herhangi bir z =X+ jy (j2 =1, j¢$l) hiperbolik sayisinin

moduli

v

2=

IA

Y]
Y]

N A
+Jy ot
olup |Z| =r >0 denklemini saglayan Lorentz diizlemdeki biitiin noktalarin kiimesi

diizlemi dort bolgeye ayirir. Burada x ve y eksenlerinin ayirdigi alisilagelmis ¢ceyrek
diizlemlerden farkli olarak Yy =1X asimptotlar1 ile birbirinden ayrilan L., II., Ill. ve

IV. bolgeler bulunmaktadir. z hiperbolik sayisi sirasiyla ., Il., 1. veya IV.

boélgelerden birinde ise

z=r(cosh ¢ + jsinh g )=re’?,
z=r(sinh @ + jcosh ¢ ) =rje’”,
z=-r(cosh g + jsinh ¢ )=-re”,

z=-r(sinh ¢ + jcosh ¢ )=—rje”

formlarindan biri ile verilir.

rie g

[V

Sekil 4.1. Lorentz diizleminde hareket

Tez boyunca izlenen yontem takip edilerek her bir Lorentzian dénme icin benzer

sonuglar elde edileceginden bu caligmada E, ve e vektdrlerinin her ikisi de uzay
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benzeri vektorler (yani |. Bolgede), E, ve e, vektorlerinin her ikisi de gelecek

yonlendirilmis zaman benzeri vektorler (yani Il. bdlgede) alinarak Lorentzian dénme

matrisi

ot = coshg sinhg
~{sinhgp coshe

olarak alinacaktir.

Boylece v diizleminin 0(0,0) noktas: V dizlemine goére (a,b) noktasi iken
a=a(t), b=Db(t) ve @ =¢(t) fonksiyonlar1 ortak bir tanim bolgesine sahip olmak

lizere v diizleminin V diizlemine gére V/V gosterimi ile ifade edilen Lorentzian

duzlemsel hareket

X =xcoshe+ ysinhgp +a

. (4.1.1)
Y = xsinhg + ycoshgp +b

formiilii ile tamimlanir. Burada x ve Yy, t parametresinden bagimsiz segilerek

hareketli Lorentz diizleminde alinan sabit bir noktanin sabit Lorentz dizlemine gore

olan mutlak hiz siirtiklenme hizina esit kabul edilecektir.

Diger taraftan V' sabit ve v hareketli Lorentz diizlemlerinin | bélgesindeki noktalar

sirastyla Z = X + JY ve zZ=X+ jy noktalar1 ve v diizleminin baslangi¢ noktasi V

dizlemine gore c=a+ jb noktas1 ile temsil edilsin. Boylece v duzleminin V

duzlemine goére hareketinin hiperbolik sayilar cinsinden ifadesi
X+ jY =(x+ jy)(coshg+ jsinhg)+a+ jb
ya da
Z=18"+c (4.1.2)

denklemleriyle verilebilir.
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v Lorentz dizleminin V Lorentz diizlemine gore hareketi d—f:(p acisal hizinin

sifirdan farkli degeri igin incelenecek ve hareketin geometrik 6zelliklerini arastirmak
tizere @ =1 alinacaktir. Boylece v dizleminin her konumu V duzlemine gore anlik
olarak karsilik gelir. Ozel olarak ¢ =0 degerine karsilik gelen konuma baslangic
konumu denir. Burada ¢ #0 durumunda herhangi bir konumla 6zel Kkarsilastirma
yapmadan hareketin Lorentz duzleminde geometrik O©zellikleri arastirilacaktir.
Herhangi f fonksiyonun ¢’ye goére n. tiirevi f® notasyonu ile ¢ =0 degeri i¢in

f fonksiyonun ¢’ye gore n. tireviise f (n=0,12,...) ile gosterilecektir.

4.1.2. Pol noktalar:

(4.1.2)’de verilen hareket denkleminin ¢ ’ye gére n. mertebeden tlrevi
Z' = jze’ +c,
Z"=j’ze" +¢’,
Z™ = j"ze¥ +¢c (4.1.3)
olur veya (4.1.2)’den ze!” =Z —c olup bu denklem (4.1.3)’de yerine yazilirsa
zW=j"(z-c)+c", (n=012,..) (4.1.4)
bulunur.

Tamm 4.1.1. v Lorentz dizleminin Z™" =0, (n>1) denklemini saglayan noktas
verilen bir ana karsilik gelen konum icin hareketin n. poll olarak adlandirilir. Bu
nokta V dizleminin n. poll adi verilen nokta ile gakisir. Her iki pol noktas1 P, ile
gGsterilecektir. P, pol noktasi genellikle P ile gosterilir. P noktasina mevcut

konum icin Lorentziyan hareketin poli denir.
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(4.1.4) denkleminde Z" =0 alindiginda j”(Z—c)+c(”):0 elde edilir. Boylece

Z=c—j"c olup P, poli
Z, =c—j"c"” (4.1.5)
denklemi ile verilir. Bu ifade
ji"(z-c)+c" =0

denkleminin tek ¢oztmudur. (4.1.3) denkleminden P, poliine karsilik gelen z ’nin

zp degeri i¢in
z, =—j"e ¢! (4.1.6)

elde edilir. (4.1.5) ve (4.1.6) denklemleri ile verilen P, pol noktalarinin ¢’ye bagh

olarak geometrik yerleri V ve v diizlemlerinin sirasiyla n. sabit ve hareketli pol
egrilerini verir. Ozel olarak N=1 durumunda Lorentz diizleminin sabit ve hareketli

pol egrileri olarak adlandirilirlar ve sirastyla p, ve p, ile gosterilirler.

(4.1.5) ve (4.1.6) denklemlerinin tiirevleri alindiginda

z, =c'—jc™ (4.1.7)
ve
7, = j”e‘j‘/’(jc(”) —c(“”)) (4.1.8)

bulunur. n=1 igin (4.1.5), (4.1.7) ve (4.1.8) denklemleri diizenlenirse

Z,=c—jc (4.1.9)
Z,=c'—-jc" (4.1.10)
z, =€ 7 (c'— jc) (4.1.11)

elde edilir. Bu son iki formilden asagidaki sonug verilebilir.
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Sonu¢ 4.1.1. p,; ve p, sabit ve haketli pol egrilerinin her ikisinin de sadece bir

noktadan ibaret olmasi igin gerek ve yeter sart her ¢ icin

!

¢'—jc"=0

olmasidir.

Tamm 4.1.2. p, ve p, pol egrilerinin birbirlerine degmesi durumunda bu degme
noktas1 her konumda P polldir. p, ve p, pol egrilerinin P noktasindaki ortak

teget ve normaline sirastyla pol tegeti ve pol normali denir.

(4.1.10) ve (4.1.11) denklemlerine gore

!

Zp

z;

olur ve buradan p, hareketli pol egrisi, p; sabit pol egrisi iizerinde kaymaksizin

yuvarlanir. N =2 icin (4.1.5), (4.1.7) ve (4.1.8) denklemleri tekrar diizenlenirse

Z, =c-c’, (4.1.12)
Z;,2 =c'-c", (4.1.13)
z, =e 1 (jc"-c") (4.1.14)

bulunur.

4.1.3. Ozel referans sistemleri

Simdiye kadar keyfi secilen V' ve v Lorentz diizlemleri baslangic konumunda yani

@ =0 iken cakisacak sekilde verilsin. Bu durumda c, =0 olur. Ayrica baslangic
konumunun pol noktast orijin olsun. O zaman (4.1.9) denkleminden ¢, =0 olur.

Bunlara ek olarak baslangic konumunda pol tegeti x— ekseni yani uzay benzeri
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vektOr olacak sekilde verilsin. Bu durumda da (4.1.10) denkleminden a, =0 elde

edilir. Sonug olarak (4.1.12) denkleminden
Z,,, =—Ib,
esitligi elde edilir. O halde baslangi¢ konumunun ikinci poll pol normali Uzerindedir
ve ordinat1 —b, olur.
Ozet olarak (4.1.2) hareketini incelerken V ve v diizlemlerinde referans sistemlerini
c,=¢=0 ¢,=-]b, (4.1.15)

seklinde se¢cmek mumkindir. Bu sistemler genel referans sistemleri ile

karsilastirildiginda 6zel referans sistemleri olarak adlandirilacaktir.
4.1.4. Bottema’nin ani invaryantlari

Baglangic konumunda yani ¢ =0 iken genel referans sistemlerine gore (4.1.3)

denklemi
Xan + 1Yan = i (X+ jY)+(a4n + jb4n)

seklinde yazilabilir ve bu denklem j2 =1 oldugu gbz 6ntine alinarak N=0,1, 2, ...

icin diizenlenirse

Xy =X+2y, . Y, =Y+h,,,
X4n+1 =Y+ta, Y4n+1 =X+ b4n+1’ (4.1.16)
Xinez =X+ 00+ Yoo =Y +0.0, .
Xania =Y+ ns o Yana =X+by 5,

formunda da verilebilir.

Genel referans sistemlerinden 6zel referans sistemlerine gecis yapmak icin baglangi¢

konumunda hareketli ve sabit Lorentz dizlemleri ¢akisik alinirsa a, =0 ve b, =0

olur. Ayrica pol noktasi orijin ile ¢akisik alinirsa & =0 ve b, =0 olur. Hareketli ve
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sabit Lorentz dizlemlerinin birinci pol noktasinda p, ve p. pol egrilerinin ortak

tegeti x —ekseni alinirsa @, =0 degerini alir.

Sonug¢ olarak genel referans sistemlerinden 6zel referans sistemlerine gecgerken

a,=a =a,=0, by=0Db =0 almir ve herhangi mertebeye kadar hareket

Xo=X, X, =Y, X,=X, X;=Yy+a,, X,=X+4a,

4.1.17
Yo=Y, Y,=X, Y,=y+b,, Y,=x+b,, Y,=y+b, ( )

denklemleri ile karakterize edilir. Burada b,,a,, b;, a,,b,,... degerleri Lorentz

duzleminde orijinin hareketini belirleyen Lorentzian ani invaryantlar olarak

adlandirilacaktir.
4.1.5. Yorunge egriligi

v diizlemindeki bir (x, y) noktasmmn V dizleminde takip ettigi yoriingenin (X,,Y,)

merkezli R yarigapli Lorentzian ya da hiperbolik egrilik cemberi

(X =Xg) =(Y =Y, )| = R*

denklemi ile verilir. Bu denklemin birinci ve ikinci mertebeden turevleri sirasiyla
(X=X, ) X' =(Y=Y,)Y'=0
ve
(XY +(X =X )X "=(Y') =(Y =Y,)Y"=0
olur. Bu son iki denklem sirasiyla —Y" ve Y' ile garpilarak taraf tarafa toplanirsa
Y((X) () )+ (X = Xg) (XY= XY ") =0

elde edilir. Boylece
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Y((xX) =(v))

ST XY XY

esitligi bulunur. Benzer sekilde

X (X7 (YY)

XY"_X(Y!

Y-y, =

elde edilir. Son iki esitligin kareleri farki

(07 =) (00 = r)

(- -0y DR

oldugu goruliir. Boylece egrilik yarigap1

3
2

(X' =(v')’

= |XYH_XHY/

bulunur. Sonug olarak (x, y) noktasin V' diizlemindeki yoriingesinin egriligi igin

XYY"= XN’

" oo

(4.1.18)

formili elde edilir.

(4.1.17) ve (4.1.18) denklemlerinden (x,y)=(0,0) olmak Uzere Ozel referans

sistemlerine gore egrilik

2 2
_—X -y _bzy
Kp=F 3
2 22

Ky

olur. Buradan asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 4.1.1. Baslangig konumunda v diizleminin yoriingesi biikiim noktasinda

olan orijin disindaki noktalarinin geometrik yeri b, = 0 olmak tzere

2 2
xz—(y+b—22J +(%) =0 (4.1.19)

Lorentzian ¢gemberidir.

Bu Lorentzian ¢cembere V/V Lorentzian hareketinin bikiim ¢emberi denir. Merkezi
(0,—b,/2) noktas ve gap1 |b,| birim olan Lorentzian biikiim gemberi pol noktasinda

pol tegetine deger.

w2

Sekil.4.2. Lorentzian bikim cemberi

Lorentzian bikim cemberi Gzerinde olmayan V diizleminin (X,Y) noktasiyla
cakisan v dizleminin (x,y) noktasmmn yoriinge egrilik merkezi (&,7) ile
gosterilirse bu koordinatlar

' 12 2 ' "2 "2

V(Y ~(v'Y) X/((x) ~(v'))

=X - =Y - 4.1.20
: 7 XY XY’ (4120

seklindedir. Buradan baslangic konumu ve ozel referans sistemleri ic¢in (4.1.17)
denklemi (4.1.20) denkleminde yazildiginda asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 4.1.2. Baglangic konumunda v dizleminin bikim noktalar1 ve orijin

disindaki noktalarinin yoriinge egrilik merkezinin koordinatlari

é: _ _beX _ B 2y2

- B — A 41.21
-y by X -y by @12

olur.

(x,y) noktasma ait egrilik merkezi olan ve (4.1.21) denklemiyle verilen (&,7)

noktasi (x, y) noktasini pol noktast ile birlestiren dogru tizerindedir.

Sonug 4.1.2. Baglangic konumu i¢in v diizleminin orijin hari¢ biitiin noktalarinin
yoriingelerinin egrilik merkezinin polde olmast i¢in gerek ve yeter sart b, =0

olmasidir.

Bu gibi konumlar R— konum olarak adlandirilacaktir. Aksi belirtilmedikce

R — konumu ele alinmayacaktir. Yani b, #0 ve bikum c¢emberinin bir nokta

olmadig1 kabul edilecektir.
4.1.6. Kanonik sistemler

Bu bélimde (4.1.2) gosterimi ile verilen hareket, 6zel referans sistemlerine gore

incelenecektir. Ayrica R — konumlar1 ihmal edilip b, #0 almacaktir. (4.1.10) ve
(4.1.11) denklemlerinden p, ve p, pol egrileri boyunca polin degisim orani

baslangi¢ konumunda —b, kadardir. Bu degisim oranina pol hiz denir.

Simdi X — ekseninin (dolayisiyla x —ekseninin de) donme yoni pozitif olarak kabul
edilirse X -ekseninin dénme yonii ile pol hiz vektor yoni ayni olur. Bunun igin
b, <0 olsun. Hatta 6zel olarak —b, degerini her iki sistem i¢in birim uzunluk olarak

alalim. Bu sistemlere hareketin kanonik sistemleri denir. Kanonik sistemlere gore

baslangi¢ konumunda pol hiz1 birim degere sahip olur.
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Kanonik sistemlere gore (4.1.15) denkleminde 6zel olarak b, = -1 alindiginda
C,=¢=0 ¢,=] (4.1.22)
olur. Bu durumda (4.1.19) denklemiyle verilen Lorentzian bukim ¢ember denklemi
xP—y?+y=0 (4.1.23)

olarak elde edilir.

Benzer sekilde (4.1.21) denklemi tekrar dizenlenirse kanonik sistemlere gore

yoriinge egrilik merkezinin koordinatlari

yX y’
S LA S 4.1.24
X =y +y g XX —yi+y ( )

olur.
4.1.7. Orijinin yorungesi

Su ana kadar yapilan incelemeler baslangic konumunda pol ile c¢akisan, v
diizleminin (0,0) noktasmnin yoriinge egriligi hakkinda bilgi vermemektedir. Bu
noktanin (kisalik i¢in orijinin) yoriingesi kanonik sisteme gore ve yeterince kiclk &

pozitif sayisi igin [—¢, £] zaman araliginda

X =i—§0 Y=""g +i—”(p" (4.1.25)

incelenebilir. Burada 3 farkli durum ele alimacaktir.

1. Durum a, # 0 olsun. Bu durumda

a a a a
3§03+_4¢4+35§05+_6¢6+_7

X =28 %
3! 41 5! 6! 7!

1, b 5 b 4 b o b 4 b
Y= t? 4B 4t 45 5 6 B L T T
2(p 3!(0 4!¢ 5!(/) 6!(p 7!¢

o'
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8 o 8 5 & 4 8 5 &
K= 37 g e ? T

b, b , b . b
VI 3y 0y D 5 D e
PO O TGO
as ae 4 a7 5
+ + + 20"+ L g°,
B 2I¢ P ARTEARS=T
b, , b , b , b
Y'=-1+bp+2Le°+ Y+ L
TR TR i1

oldugu g6z oniine alinirsa (4.1.18) denkleminden egrilik

8,

& e & o (& ab ab) . (3 ab ab ab)
2 2 6 4 12 30 12 12 24
K=+ 5 32

b? b a,a, bb, b
2 ihote] BB D 00,
(p+3¢+[4 4+3j¢+(6 6 12}/’+

bulunur. Yani baslangi¢ konumunun poliinde orijinin yoriingesinin egriligi tanimsiz

(4.1.26)

olur. Sivri noktalarda egrilik tanimsizdir ancak sivri noktaya yaklasan noktalar i¢in

egriligin limit degeri arastirilir yani yoriingenin egriligi @ — 0 iken limit yardimiyla

bulunur. O halde yoriingenin egriligi ¢ yeterince kiigiik pozitif sayr olmak iizere

[-&,&] zaman araligi boyunca Iirr(1)|1<|:oo olur. Bu orijin yoriingesinin egriliginin
P>

baslangi¢ konumunun poliinde sonsuz oldugunu gosterir. Dolayisiyla, orijin

yorungesi bu noktada bir sivri (cusp) noktaya sahiptir ve teget pol normalidir.

2. Durum a, =0, a, # 0 olsun. Bu durumda da
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n_ Ay 2 & 3 8 4 8
XK= 0 2?57

" __ b4 2 b5 3 be 4 b7 5
Y ——1+b3(p+§go +ag0 +E¢) +§¢)

oldugundan (4.1.18) denkleminden egrilik
ﬂ¢3+ ﬁ_a4b3 o'+ i_asbs @+ 8 _aebs_a5b4+a4b5 @° ...
_ 3 8 12 30 24 144 80 144 144
32
b? b 1 b a. b} bb b
—@*+0,0° +| ==+ @' +| = Zbb, + 2 | +| AT 5 60
vrRe ( 4 3}” (634 12}” (36 36 24 60}0

bulunur. Yine baslangi¢ konumunun poliinde orijinin yoriingesinin egriligi tanimsiz

olur. O halde yeterince kiiglk [—&,¢] zaman araliginda Iirrg|zc| vardir ve yoringe
p—>

baslangi¢ konumunun poliinde bir ramphoid sivri noktasina sahip yoriingenin

pargasini belirtir. Boylece [—¢,&] zaman arahiginda yoriingenin iki kolu ramphoid

sivri noktasinda kesisir.

@ # 0 iken egrilik

a4_|_(aS_a4b3j(p+(a6_a5b3j(p2 +( a, _aebs_a5b4 _l_":lztbsj(psJr

3 |8 12 30 24 144 80 144 144

b2 b bb, b al b bhb, b
“1+b.p+ _734_74 2+ _ﬂ_i_is 3+ 74_74_@_'_75 4+
i [ 4 3]‘” ( 6 12}” [36 36 24 60}0

K=F

olur ve bu ifadede paydanin mutlag1 ¢ yeterince kiigiik bir say1 oldugundan

b2 b bb, b a2 b2 bh b
I-| bp+| -2 +2 @ +| -2+ 2 @ ]| A2 35,5 15 |50
(3(” ( 4 3}” ( 6 12}0 [36 36 24 60}”}

olur. Burada

A:&_i_(% a4b3j¢+(&_asb3J¢z+( & _aebs_a5b4+a4b5j¢3+

3 8 12 30 24 144 80 144 144

ve
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b2 b bb, b a2 b? bp, b
B=bo+| -2+ |p? 4| =24 455 |p¥4| A4 285 L6 | %y
i ( 4 3}0 ( 6 12}” [36 36 24 60}0

_ N A(VI+B)
ile gosterilirse x = ; olur. Boylece x =———->~= bulunur ve ¢ —0
(vi-B) (\/1— BZ)

oldugundan yeterince kiicik olan B? ihmal edilerek x= A(VL+B) elde edilir

v1+ B ifadesinin Taylor agilim1

11 1 5
J1+B=1+-B--B*+ - B -—B*+...
2 8 16 128

olmak Uzere

3
K= A(1+£B—£B2 +i83j
2 8 16

bulunur. Bu ifadede A ve B degerleri yerine yazildiginda

2
a 5a,b, a -a,b a b 7a_b, a
_4+[ﬂ+_5}0+ 43+44Jr 53+6 2

K= o |P
3 12 8 8 6 48 30
) ) (4.1.27)
7a4b5_a4b3 _a4b3b4+a5b4_a5b3 +3a6b3+ a7 3
o° +
144 12 24 18 16 80 144

elde edilir. Bu ylizden baslangi¢ konumunun poliinde orijinin yoriinge egriligi

K, =% (4.1.28)

bulunur. Ustelik (4.1.27) denkleminden
K, =5?—42b3+% (4.1.29)
= ey + a0, + 735D, + 3 (4.1.30)

2 4 3 24 12’
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. - 7ab; a,b,’ _a,bb, . ah, 3a.b,’ . 9a,b, LA
24 2 4 3 8 40 24

(4.1.31)

elde edilir.

3. Durum a; =a, =0olsun. Bu durumda yeterince kigiik ¢ degerleri icin [—&,¢]

araliginda a, #0 ve n>4 kosulunu saglayan en kuguk n degerinin tek veya gift

olmasma gore yoriinge, polde bir sivri nokta veya bir ramphoid sivri noktasina

sahiptir. (4.1.27) denkleminde a, =0 iken

K:0+g(p+(7ibg+i}pz+ ab,_ab’ 3ab,  a o4
8 48 30 18 16 80 144

bulunur. Bu denklemden

K, =0, (4.1.32)
K =35 (4.1.33)
8
Y (4.1.34)
24 15

ah, 3ah’ L9ab, &
3 8 40 24

K, = (4.1.35)

bulunur.

4.1.8. Ters hareket

Lorentz dizlemde orijinal hareket olarak adlandirilan v diizleminin V dlzlemine

gore hareketinin tersi harekete, yani V duzleminin v diizlemine gore hareketine
Lorentz dizleminde ters hareket denir. Bu yiizden (4.1.2) denklemi kanonik

sistemlere gore verilirse orijinal hareketin kanonik sistemlerine gore ters hareket

2=(Z-c)e. (4.1.36)



82

denklemi ile ifade edilir. Ters ve orijinal hareketin standart bigimi arasindaki
bagintiy1 bulalim. (4.1.36) denkleminden her iki hareketin pol vektorlerinin (hizlari)
cakistig1 kolayca goriilebilir. Bu bakis agistyla hareketin kanonik sistemleri ortak

pozitif X — eksenine sahiptir. Ustelik (4.1.36) denkleminin tirevleri
7’=—j(Z-c)e’ " —ce’,
2"=(Z-c)e”+2jce " —c"e

olarak elde edilir. Baslangi¢ konumu i¢in (4.1.22) denklemi kullanilarak bu son iki
esitlik

2,=—JZ, 1,=2-]
olarak diizenlenir ve agik formda yazilirsa

x1+iy1=—Y—jX
X, +iy, = X +(Y —1) ]

oldugu goriiliir. Dolayisiyla

==Y = %=X
y,=-X" y,=Y-1

elde edilir. Buradan orijinal hareketin kanonik sistemine gore, ters hareketin bukim

cemberinin denklemi
X?-Y?+Y =0

ve ters hareketin kanonik sistemine gore bikim ¢cember denklemi
X —y?—y=0

olur. Boylece ters hareketin kanonik sistemleri orijinal hareketin kanonik sistemleri

ile pol tegetine gore simetrik oldugu gortliir.

Sonug olarak ters hareket kendi kanonik sistemine gore
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Z=z7e"%+¢, €=-Ce (4.1.37)

olarak ifade edilir. Burada T, c ’nin hiperbolik eslenigini gostermektedir.

(4.1.37) denkleminden

tirevleri elde edilir ve baglangi¢ konumunda ¢ =0 ve T, =C, =0 oldugundan

n-2
¢ - _kz;@ c.,. (1=012.) (4.1.38)

yazilir. Bu denklem
(4.1.39)

esitliklerini saglamaktadir. Ayrica gerekli diizenlemeler yapildiginda

6,=3-C,, 6, =6]-4]C, G, €=10-10¢,~5]c, -,

bulunur. Bu ifadeler reel ve sanal kisimlarina ayrildiginda ters hareketin ani

invaryantlari
éj =-a,+ 3; ii4 =—a, +4b, ; éSN: —a, —10a, —5b, +10 (4.1.40)
b, =b, b,=—-4a,+b, +6 b, =—5a, +b, +10b,

olarak elde edilir.

4.1.9. Pol noktasinda hareketli pol ve sabit pol egrilerinin egriligi

(4.1.5) denkleminin K kez diferansiyeli alindiginda ¢ =0 igin
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Zo = Q" (k=0,12,..) (4.1.41)
bulunur. Bu denklem n=1 ve k=1 icin
ZP,l =¢,— ¢,

seklindedir. Boylece ¢, =0 ve ¢, = j degerleri i¢in

bulunur. Benzer sekilde N=1 ve k=2 i¢in Z,, =c, — jc, olup ¢, = j icin

ZP,Z = _ba + j(l_as)

oldugu goriiliir. Buradan

bulunur. Baslangi¢ konumunun poliiyle ¢akisan noktada sabit pol egrisinin egriligi

K =a,—-1 (4.1.42)

olarak elde edilir. Benzer sekilde (4.1.6) denkleminin K. tiirevi baslangig

konumunda

axa (kY s
Zo, =] Z[SJ(—J) Cosr (K=0.12..)
s=0

olur. Bu denklem n=1 ve k=1 icin

dir. n=1 ve k=2 icin
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~(2), .\
ZP,ZZ_JZ | (_J) Csis

1=0
ZP,l:_j(Cl_sz2+C3)’ Cl:O’ Cz:j:
ZPV1:2j—jC3

elde edilir. Burada c, = a, +ib, olup

Zp, :_b3+ j(z_as)

bulunur. Bu islemler sonucunda

K, =a,—2 (4.1.43)
seklinde bulunur. (4.1.42) ve (4.1.43) denklemlerinden elde edilen

K, —k,=1 (4.1.44)
denklemi p, ve p,, pol egrilerinin egrilikleri arasindaki bagintiyr verir. Bu
bagintida p, (benzer sekilde p,, ) pol egrisinin egriligi verildiginde a, belirlenebilir.

Ancak b, hakkinda bir bilgi verilemez ve bu p, ve p, pol egrilerinin egriliklerin

hareketin sonsuz kugluk Ozelliklerini 3. mertebeye kadar tamamen karakterize

edemeyecegini gostermektedir.
4.1.10. ikinci pol noktasinda ikinci sabit pol egrisinin egriligi

(4.1.41) denkleminden n=2, k=1 icin
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ve n=2, k=2 i¢in

\4
ZPZ,zzcz"‘(_J) Cy
Zy,=]+4C, C =]

esitlikleri elde edilir. Buradan

XP2,1 = a, YPZ,leS’
XPZ,Z =4a,, sz,z :b4 +1,

oldugu goriiliir. Bu degerler (4.1.18) denkleminde yerine yazilarak baslangic

konumunda ikinci polde, ikinci sabit pol egrisinin egriligi

b, —a,b, +
21334 405 + 84

2 3 !

ERRNE

Ky

a,#0, b,#0 (4.1.45)

olarak elde edilir. (4.1.45) denklemin sonucu olarak asagidaki teorem verilir.

Teorem 4.1.3. Baslangi¢ konumunun ikinci poliiniin, ikinci sabit pol egrisinin bir

biikiim noktasinda olmasi i¢in yeter ve gerek sart a, =0 ve b, =0 olmak uzere
a,b, —ab, =4, (4.1.46)

olmasidir.

4.2. Lorentz Duzleminde Cembersel Nokta Egrisi ve Ball Noktalar:

Bu bolumde, verilen bir konumda Lorentz dizleminde g¢embersel nokta egrisi

tanitilarak Ball noktalarinin sayisi belirlenecek ve geometrik yeri gosterilecektir.
4.2.1. Cembersel nokta egrisi
Tanim 4.2.1. Baslangic konumunda v diizlemindeki, yoriingelerinin egriligi sabit

olan noktalarin geometrik yerine Lorentz diuzleminde ¢embersel nokta egrisi veya

sabit egrilikli egri denir ve cp ile gosterilir.
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(4.1.18) denkleminin tlrevi
(X;Ym_ XmY!)((Xr)Z _(YI)Z)_3(X1YH_ anr)(xxﬂ_YrY”)

X - (v

! _

K'=7F

olarak bulunur. Cembersel nokta egrisinin denklemini elde etmek amaciyla bu

denklemde (X’)2 —(Y’)2 # 0 olmak lizere k' =0 alinirsa
(X =Y )XY =X ) =3(XY = XY )(XX"=YY")=0  (4.2.1)

denklemi elde edilir. Baslangi¢ konumunda (4.1.17)’de verilen ani invaryantlar
(4.2.1) denkleminde yazildiginda

(VZ - XZ)(—asXJrbgy)JrS(—x2 +y? +b2y)b2x -0

bulunur. Kanonik sistemlere ge¢is yapmak amaciyla son denklem b, = -1 icin tekrar

dizenlenirse
(¢ =¥")(ax-by)+3x(x =y’ +y) =0, (xy)=#(00)  (422)

elde edilir ki bu cp ¢embersel nokta egrisinin denklemidir.

a, =0 ve a, #0 durumunda (4.1.29) denklemi goz oniine alinarak asagidaki teorem

verilebilir.

Teorem 4.2.1. Orijinden farkli bir noktanin ydriingesinin ¢embersel nokta egrisi

olmasi i¢in gerek ve yeter sart 8, =0 ve a, =0 iken
10a,b, +3a, =0 (4.2.3)

olmasidir.
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Ornek 4.2.1. a,=2 ve b, =1 igin cp gembersel nokta egrisinin denklemi

(xz—yz)(2x—y)+3x(x2—y2+y):0

olup grafigi Sekil 4.3’de gosterilmektedir.

Sekil 4.3. Lorentz diizleminde a, = 2 ve b3 =1 igin cp egrisi

cp egrisi pol noktasinda bir diigiim (bogum noktasi) noktasina sahip olup tegetleri

pol tegeti ve pol normali olur. Cp egrisi tiglincii mertebeden bir egridir ve bu egrinin

0zel halleri asagida incelenmistir.

1. &, # =3 ve b, =0 olsun. Bu durumda (4.2.2) denkleminde b, =0 alindiginda

x((as +3)(x2—y2)+3y)=0 (4.2.4)

elde edilir. Bu denklem geometrik olarak cp egrisinin merkezi pol normali {izerinde
olan bir Lorentz ¢cemberi ile pol normalinden olustugunu ifade eder ve bu cp egrisi

[' ile gOsterilecektir.

Ornek 4.2.2.a,=2 ve b, =0 icin cp gembersel nokta egrisinin denklemi
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x(5(x2 —y2)+3y):0

olup grafigi Sekil 4.4’de gosterilmektedir.

y

Sekil 4.4. Lorentz dizleminde a, =2 ve by, =0 icin cp egrisi
Ayrica b, =0 iken a, =0 ise
X -y’ +y=0

bulunur. Yani cp egrisi bikiim ¢emberine dejenere olur.

2. a, =-3 ve b, # 0 olsun. Bu durumda (4.2.2) denkleminde a, = -3 alindiginda

y(b3(x2 —yz)—3x):0. (4.2.5)

bulunur. cp egrisinin merkezi pol tegeti lizerinde olan bir ¢ember ile pol tegetinden

olusur ve bu cp egrisi ve I, ile gosterilecektir.

Ornek 4.2.3. a,=-3 ve b, =1 icin cp gembersel nokta egrisinin denklemi

y((x2 - yz)—3x):0.

olup grafigi Sekil 4.5 de gosterilmektedir.
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Sekil 4.5. Lorentz diizleminde a, = —3 ve b, =1 igin cp egrisi

3. a,=-3 ve b, =0 olsun. Bu durumda cp egrisi
Xy =0

denklemi ile verilir ve asagidaki Sekil 4.6’da goriildiigi tizere cp egrisi pol tegeti,
pol normali ve v diizleminin sonsuzdaki dogrusundan olusur.

y

Sekil 4.6. Lorentz dizleminde a, =0 ve by, =0 icin cp egrisi

(4.2.4) ve (4.2.5) denklemleri gbz Oniine alinarak cp egrisinin diigiim noktasindaki

[' ve T, egrilik gemberlerinin sirasiyla
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< z(aisJ @ +3>]2 N (%j N (%j

hiperbolik ve Lorentzian ¢emberleri oldugu goriiliir. I'; ¢emberinin yarigap1 % ve
3

[' ¢emberinin yarigapi da 3 olarak bulunur. Buradan b, ve a,

2(a,+3)

invaryantlarinin geometrik yorumlar1 agagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 4.2.2. a, ve b,, cp egrisinin sirasiyla pol tegetine ve pol normaline teget

olan bir kolunun egriligin 3/2 katina esittir.

Cp egrisinin reel asimptotu Y=NX+C olsun. Bu ifade (4.2.2) denkleminde
yazildiginda
c’h, + x(3c - 3c” —c’a, +3c’nb, )+ X* (3n - 6cn — 2cna, — cb, + 3en’h, )

+x*(3-3n” +a, - n’a, —nb, +nh, ) =0

elde edilir. Burada 3. dereceli terim n’ye gore ¢ozilirse n=-1, n=1ve n=

3+a,
b,

bulunur. Ayrica 2. dereceli terim ¢ ’ye gore ¢ozilirse

B 3n
—6n—2na, —b, +3n°b,

bulunur. n degerleri sirasiyla ¢ esitliginde yazildiginda N =-1 icin

3
C=—"——,
6+2a, +2b,

n=1 igin

 —6-2a,+2b,
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co 9+3a
6(3+a,) +2a,(3+a,) ~3(3+a,)° +(b,)’

elde edilir. ¢ ve n degerleri asimptot denkleminde sirasiyla yazilirsa Cp egrisinin

reel asimptotlari

2(3+a,+b,)(x+y)-3=0,
2(3+a,—h,)(x—y)+3=0, (4.2.6)

((as +3)° _b32)(b3y_(ag +3)x)+3(a,+3)b, =0

olarak bulunur.

Ornek 4.2.1°de verilen cp egrisinin asimptotu asagida goriilmektedir.

Sekil 4.7. Lorentz duzleminde cp egrisi ve asimptotlari

Cp egrisi indirgenemez ise Y = UX parametrik ifadesi (4.2.2) denkleminde yazilir ve
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(x2 —uzxz)(asx—b3ux+3x)+3ux2 =0,
(1-u?)(a, +3-bu)x+3u=0
elde edilir ve boylece

3u B 3u’
(u2 —1)(—b3u +a,+3)’ Y= (u2 —1)(—b3u +a,+3)

X = (4.2.7)

bulunur. (4.2.7) denklemi (4.2.6)’da yerine yazilarak elde edilen u=(3 b, )
+8y

parametrik degeri Cp egrisi ile asimptotunun kesisim noktasina karsilik gelir.

a, #—3,b, =0 durumunda (4.2.7) denkleminden

2
‘= 3u _ 3u (4.2.8)

(u?-1)(a,+3)’ d (u?-1)(a, +3)

elde edilir. Bu parametrik ifade I' cemberini ifade eder.

a,=-3,b, #0 durumunda ise (4.2.7) denkleminden I'; cemberinin parametrik

ifadesi

X=—— Y= (4.2.9)

olarak elde edilir.

4.2.2. Merkez nokta egrisi

v dizleminin (x,y) noktalarmin egrilik merkezlerinin yoriingesi ¢embersel nokta

egrisi olan noktalarmin geometrik yeri merkez nokta egrisi olarak adlandirilir ve cp

ile gosterilir.

Egrilik merkezlerinin kanonik sistemdeki denklemi olan (4.1.24) diizenlenirse
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2
x2—y2+y=ﬁ, X2_y2+y:y_
3 "

elde edilir ve buradan koordinatlar
X=AE y=An

olarak alinabilir. Bu koordinatlar gembersel nokta egrisinin denklemi olan (4.2.2)’de

yerine yazilirsa (&,77) #(0,0) olmak tizere

(&2 -n*) (a6 —by)+3En =0

bulunur.

Boylece baslangi¢c konumunda CP merkez nokta egrisi

(xz—yz)(agx—bgy)+3xy=0 (4.2.10)

denklemi ile verilen kiibik bir egridir.

CP egrisi bir diigim noktasi olan pole sahip bir ¢embersel egridir. Bu digim
noktasindaki tegetleri pol tegeti ve pol normalidir. Agik¢a CP egrisi rasyonel bir

egridir. CP egrisi igin asagidaki sonuglar verilebilir.
1. a,#0,b,=0 ise cPp egrisi, pol normali ve [ cemberinden olusur. (4.2.10)
denkleminde b, =0 yazilirsa

agx(x2 —y2)+3xy=0 (4.2.11)

elde edilir.

2. a,=0,b, =0 ise cP egrisi (4.2.5) denklemiyle verilen pol tegeti ve I,

¢emberinden olusur.
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I ve I", cemberleri polde cp egrisinin egrilik cemberleridir.

3.a,=b,=01ise cPp egrisi pol tegeti, pol normali ve v dizlemin sonsuzdaki

dogrusundan olusur.

Sonug 4.2.1. cp ve CP egrilerinin ayni anda ayni egriye dejenere olmast igin gerek

ve yeter sart b, =0 olmasidur.

(4.1.40) denklemini (4.2.10) denkleminde yazilirsa
(x2—yz)(égx+53y)+3x(x2—yz—y):O (4.2.12)

bulunur. Bolum 4.1.8’de belirtildigi gibi (4.2.12) denkleminde y yerine —y yazarak

ters hareketin kanonik sistemine gore cp egrisinin denklemi
(x*- yz)(égx—ﬁay)Jr?,x(x2 —y2+ y) =0

olarak elde edilir. Bu denklem cp egrisinin, ters hareketin ¢embersel nokta egrisi

oldugunu gosterir. Cp egrisi de ters hareketin merkez nokta egrisidir.

CPp egrisinin reel asimptotu Y =MX+C olsun. Bu ifade (4.2.10) denkleminde

yazildiginda
c®p, + x(3c —c’a, +3c’mb;,) + x*(3m — 2cma, — ch, +3cm?b,)
+x%(a, —m?a, —mb, + m’h,) =0

elde edilir. Burada 3. dereceli terim m ’ye gore ¢ozllirse m=-1, m=1ve m =%,

3
3m

2. dereceli terim ¢ ’ye gore ¢oziliirse ¢ =—
ye Jore s —2ma, — b, +3m?b,

bulunur. m degerleri

sirastyla ¢ esitliginde yazildiginda M=-1 igin CZZaS%Zb , m=1 icin
3
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c= 3 ve m:i icin c=- 33,

2a, +2b, b, (a2 -12)

asimptot denkleminde sirasiyla yazilirsa CP egrisinin reel asimptotlari

elde edilir. ¢ ve m degerleri

2(a,+h,)(x+y)-3=0,
2(a,—h,)(x-y)+3=0, (4.2.13)

(a2 ~b,?)(ax—b,y)-3ap, =0

olarak bulunur. a,=b,=2 icin cp egrileri, bu egrilerin dejenere halleri ve

asimptotlar1 Sekil 4.8’de verilmistir.

Sekil 4.8. Lorentz dlizleminde cp ve cp egrileri ile asimptotlar

4.2.3. Ball noktalar

Tamm 4.2.2. Lorentz dizleminde bukim cemberi ile ¢embersel nokta egrisinin

kesim noktalart Ball noktalar1 olarak adlandirilir. Ball noktalart Bl ile

gosterilecektir.

X*—y*+y=0
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(x2 - yz)(asx—bay)jLSX(x2 -y + y)=0, (x,y)=(0,0)

denklemleri ile verilen bikim c¢emberi ile ¢embersel nokta egrisi denklemlerinin

ortak ¢coziiminden

elde edilir. Sonug olarak Bl noktasmin koordinatlari

agb, 3 _
: , b 4.2.14
[as—bi a;—b:] B 219

olarak verilir.

a,#0 ise pol noktast Bl noktasi degildir. Buradan a,#0 oldugu durumda

baslangi¢ konumunda sadece bir Bl noktasi vardir.

a,=0,b, 20 olmasi durumunda ise (4.2.14) denkleminden Bl noktasmin orijin

oldugu direkt séylenemez. Bunun ic¢in Bolim 4.1.7°nin irdelenmesi gerekir dyle ki

a,=0,b,#0 iken x,=x,=0 olmasi i¢in a,=a,=0 olmalidi. O halde

a,=a, =a; =0 oldugunda Bl noktas1 orijin olur.

Ancak a, =0, b, # 0 olmasina ragmen a, #0 ya da a,#0 ise x, #0 ya da x, #0
olur ki bu konumlarda Bl noktasi olugmaz. Oyleysea, =0, b, =0, a; +a2 #0 iken

Bl noktas: yoktur.

a, =b, =0 ise gembersel nokta egrisi biikiim ¢emberine ve pol normaline ayrilir. Bu
durumda a; +aZ # 0 iken orijin hari¢ bilkim gemberi tizerindeki herhangi bir nokta

baslangi¢ konumunda Bl noktasidir.
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Ayni zamanda a, =b, =0 iken a, =a, =0 ise orijinde de dahil biikim ¢emberinin

tiim noktalar1 Bl noktas1 olur. Tiim bu durumlar asagidaki tabloda 6zetlenmistir.

Tablo 4.1. Lorentz diizleminde Ball noktalarinin smiflandirilmasi

a,=0,b,#0,a’+a’ =0

Sart Bl nokta
a,#0 [ ah, a’ J
b &b
a,=a,=a,=0,b,#0 Orijin
Hicbiri

a,=b,=0,a’+a. #0

Orijin hari¢ biikiim ¢emberin noktalari

a3:‘314:a5:bs:0

Biikiim ¢emberin tiim noktalari

Sonug olarak a, #0 ise baslangig konumunda Bl noktasi cp egrisinin (4.2.7)

denklemiyle ifade edilen parametrik ifadesinde u=a, /b, parametrik degeri ile

gosterilir. Bu Bl noktasini orijine baglayan dogrunun argumentinin tanjantidir.

Ayrica (4.2.13) denkleminden cp egrisinin asimptotunun egiminin a,/b, oldugu

g6z Oniine alinirsa bu dogrunun CP egrisinin asimptotuna paralel oldugu da gorulir.

4.2.4. Ters hareketin Bl noktalan

Ters hareketin baglangig konumunda &, # 0 iken bir Bl noktasi vardir. Bu hareketin

kanonik sistemlerine gore c¢embersel nokta egrisinin ve bukim ¢emberinin

denklemleri sirasiyla

(x2 - yz)(z?lsx—l53y)+3x(x2 -y + y)=0,

X*—y*+y=0

olur.
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Bu denklem sisteminin ¢oziimiinden Bl noktas:

&b, g,
>, = 4.2.15
(532 _b32 é32 _bszJ ( )

olarak bulunur. (4.1.40) denklemi (4.2.15) denkleminde yerine yazildiginda orijinal

hareketin kanonik sistemlerine gére koordinatlari

(3-a,)b, (3-a)’ (4.2.16)
(3-a,) b (3-a) b -

bulunur.

(4.1.40)  denkleminden &,=-a,+3, &,=-a,+4b,, & =-a,—-10a,—-5b, +10

oldugu goz dniine alinirsa asagidaki yorumlar kolayca yapilabilir.

Baslangi¢ konumunda ters hareketin yegane Bl noktasmin orijin olmasi igin gerek

ve yeter sart
a,=3,a,=4b, #0,a, =5b, - 40 (4.2.17)
olmasidir.

a, =3 ve b, =0 iken (4.2.17) denklemin son iki denkleminden en az biri olmazsa

ters hareket baslangic konumunda herhangi Bl noktasina sahip olamaz.

Ayrica X*—y?—y =0 c¢emberinin herhangi noktasi ters hareketin bir Bl noktas

olmasi icin gerek ve yeter sart
a,=3 a,=hb,=0, a,=5b, —40

olmasidir.
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4.2.5. Ek Ball noktalari

Tamm 4.2.3. k="' =..=x" =0, "2 20 ile verilen konumun bir Bl noktas:

r —ek Ball noktas: olarak adlandirilir ve Bl, noktas: olarak gosterilir.

Baslangig konumunda a, #0 iken bir Bl noktasi vardir. Bu durumda asagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 4.2.3. a, #0 iken Bl noktas: Bl, noktasi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

a4b3 - asb4 =8,

olmasidir.

Ispat. (4.1.8) denkleminden x=x'=x"=0 olmasi icin gerek ve yeter sart

XY, = X,Y, =0 olmasidir. Bu denklemde (4.1.17) esitlikleri yazilirsa
X —y*+a,x—b,y=0
bulunur. Bl noktas1 (x,,Y,) ile gésterilirse son denklem
X2 —vy.+a,x,—b,y, =0 (4.2.18)

olarak diizenlenir. Ayni zamanda bu nokta x; —yZ +Y, =0 bikiim ¢emberi tizerinde

oldugundan bu iki denklemin ortak ¢oziimiinden
a,X, +(-b,—1)y, =0 (4.2.19)
elde edilir. (4.2.14) ile verilen Ball noktasi, (4.2.19)’de yazilirsa

a,b, —ab, =a, (4.2.20)
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bulunur. Bu bagmti baglangic konumunda a, =0 iken Bl noktasnin B, noktast

olabilmesi icin yeter ve gerek sarttir.

Baglangi¢ konumunda a,=a,=a,=0, b, =0 ise orijin yegane Bl noktasidir.
(4.1.30) denkleminden bu noktanin Bl, noktasi olabilmesi i¢in yeter ve gerek sart

as =0 olmasidur.

Diger taraftan a, =h, =0, a7 +a # 0 durumunda bukim ¢emberinin orijin hari¢ her

noktast baslangi¢ konumu i¢in bir Bl noktasidir. (4.2.18) ve (4.2.19)

denklemlerinden

oldugu goruldr. Bu denklem (4.2.18)’de yerine yazilirsa

2
L(b4 -l-l) yoj _ yg +a4[(b4 ;1) yO}_b‘lyo -0
4

a,

elde edilir. Boylece

a,’

Yo = a,2 - (b, +1)°

bulunur.

O halde a, =0 iken b, =—1 yada a, # 0 iken Bl, noktasinin koordinatlari

(b, +1)a, a,’
a,” (b, +1)° " a’—(b, +1)°

(4.2.21)

olur.
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Ayrica a,=a, =a, =b, =0 durumunda bukim c¢emberinin her noktasi, baslangic
konumu icin Bl noktasidir. Ayn1 zamanda b, =-1 ise orijin hari¢ butin bu noktalar
Bl, noktalaridir. EK olarak orijinin Bl, noktasi olmasi i¢in a; =0 olmas1 gerekir.
Ayrica b, # -1 olmasina ragmen a, =0 saglanmaz ise higbir Bl noktas: yoktur.
Yani a,=a,=a,=b,=0 iken b, #-1 ve a, =0 ise baslangi¢ konumunun orijini
yegane Bl, noktasidir. Boylece baslangic konumunun bir Bl, noktasina sahip olma

sart1 Tablo 4.2’de 6zetlenmektedir.

Tablo 4.2. Lorentz dizleminde Bl, noktalarinin smiflandirilmasi

Sart B|1 noktasi
agh a
a,=ab,—ab, #0 [asz_i)sz asz—bszJ
a, (b, +1 2
a,=h,=0,a, #0 £24(4+)2, - 4 ZJ
a; —(b,+1)" a;—(b,+1)
a,=a,=a;, =385 =0,
Orijin
a2 —(b, +1)° #0 '

4.2.6. Geometrik yorum

(4.2.2) denklemi ile verilen cp egrisi

(xz—yz)[@%%y]ﬂyﬂ

ve (4.2.10) denklemi ile verilen cp egrisi

(xz—yz)(%x—%yj+xy:0

olarak duzenlenebilir. 3. mertebeden Lorentzian gembersel kibik olan ve

(ax+ﬂy)(x2—y2)+xy=0 (4.2.22)
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denklemi ile verilen bir y egrisini géz Oniine alalim. y indirgenemez bir egri yani

aff # 0 olsun.

Boylece sirasiyla

o= : ﬂ:—%veaz—, p=——

alinirsa (4.2.22) denklemi ile verilen bir y egrisi kanonik sisteme gore cp ve cp

egrilerine karsilik gelir.(4.2.22) denkleminde y =ux alinarak
X*(a+ Bu)(1-u®)+ux’ =0
esitligi yardimiyla y egrisinin parametrik denklemi

2
X = ! - u (4.2.23)

(u®-1)(a+pu)’ y (u® =1)(er+ Bu)

olarak bulunur.

" a
Ozel olarak —— parametrik degeri ¥ egrisinin sonsuzdaki noktasina karsilik gelir.

Diger taraftan indirgenebilir durumlari incelemek iizere (4.2.23) denkleminde a =0
alinirsa y ekseni boyunca y egrisine teget olan I', Lorentzian egrilik ¢cemberinin

parametrik denklemi

VO S (4.2.24)

I Ry

olarak bulunur. Benzer sekilde (4.2.23) denkleminde =0 yazilirsa x ekseni

boyunca y egrisine teget olan I', egrilik gemberinin parametrik denklemi

‘= Coy=— Y (4.2.25)
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olarak elde edilir. I'; ve I"; ¢emberlerinin Kartezyen denklemlerini bulmak tzere

sirasiyla (4.2.24) denkleminden

2(v2 2y 1
Py )=
ﬂz(Xz—yz)z—ﬂX,
ﬂ(ﬂ(xz—y2)+x):0

islemleri sonucu
ﬁ(xz—y2)+x=0 (4.2.26)

bulunur ve benzer sekilde (4.2.25) denkleminden

islemleri sonucu
a(x*-y*)+y=0 (4.2.27)
bulunur. ¥ egrisi tizerindeki ti¢ A (i =1,2,3) noktasinin orijinden gegmeyen ayni

dogru iizerinde bulunmasi i¢in gerek ve yeter sart AA, ve A,A, dogrularmm

egimlerinin birbirine esit olmasidir. Bu durumda y egrisi lizerinde alinan

A= % i . (i=1,2,3)

noktalar1 i¢in
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-u,’ u,’ -u,’ u,’
(1-uy)(a+ Bu;) ’ (1-uw?)(a+pu,)  (1-u?)(a+pu,) ’ (1-u?)(a+pu,)

—U, u, B -u, U, ’
(1—u32)(a+ﬂu3) ' (1—u22)(a+,8u2) (1—u22)(a+,8u2) ’ (1—u12)(a+,8u1)

esitligi vardir. Buradan
Buu,’us + Ba (U, (U, —1)) -
elde edilir ve bu denklem carpanlarina ayrilirsa
(Buu,u,—a)=0, (pu,+a)=0,

bulunur. Bu gosterir ki

a a
u,U, U, :E veya U, =——

a
olup —E parametrik degeri ¥ egrisinin sonsuzdaki noktasina karsilik geldiginden

a
U, # —— olmak zorundadir.

O halde y egrisi izerindeki U, (i1=12,3) parametrik degerleri ile verilen
A (1=1,2,3) noktalarinin orijinden gegmeyen ayni dogru iizerinde bulunmasi igin

gerek ve yeter sart
a
U,u,uy = E (4.2.28)
olmasidir.

(4.2.28) denkleminde (i¢ noktadan biri sonsuzdaki nokta yani U =% ise bu dogru

y egrisinin asimptotuna paralel olur ve egriyi u; ve u, parametreli iki noktada

keser. Bu parametreler arasinda
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*  *

uu, =-1 (4.2.29)

bagintisi elde edilir.

y egrisinin A ve A, noktalar1 u, ve u, parametreleri ile gosterilirse AA,

dogrusunun denklemi
(e (u, +u, )+ Bu, (U, +1))x —(e (U, +1)+ Buyy, (u, +U;)) y +uu, =0 (4.2.30)
bulunur. Bu denklem diizenlenirse
a((u, +U,)x—(uu, +1)y) - Bu,u, (—(ulu2 +1)x+(u, +u,) y—%] =0 (4.2.31)
elde edilir. Eger sirasiyla
(u,+u,)x—(uu,+1)y=0 (4.2.32)
ve
-A(uu, +1)x+ B (u, +u,)y—1=0 (4.2.33)

denklemleri ile verilen d, ve d, dogrularmim egimleri m, ve m, ile gosterilirse
m, m, =1 olup Lorentz anlamda diktirler. Bu (4.2.30) denklemi ile verilen dogrunun

birbirlerine dik d, ve d, dogrularinin kesisim noktasindan gegtigini gostermektedir.

Lorentz diizleminde bir P(x,,y,) noktasmm bir ax+by+c=0 dogrusuna olan

ax, +by, +c T
uzakhigr d =% oldugu g6z Oniine almrsa orijinin AA, dogrusuna
a’ —b?
uzaklig

d- Ju,| (4.2.34)

J|(_a2 + pAuiu? ) (u? 1) (uf 1))
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bulunur. Eger A;, y egrisinin —u, parametreli noktas1 ise (4.2.34) denkleminden
AA ve AA, dogrular orijinden esit uzakliktadir. Yani A,A ve AA, dogrularn

A,O gore simetriktir.
42.7. T, ve I' cemberlerinin olusumu

Cp egrisinin egrilik merkezlerinin geometrik yeri CP merkez nokta egrisi
oldugundan u parametreli cp egrisinin bir noktasina ait egrilik merkezi CP egrisinin
ayni parametreli noktas ile ¢akisir. A ve A, noktalar1 Cp egrisi iizerinde iki nokta,
a, Ve a, bu noktalara ait egrilik merkezi olsun. Eger A ve A, noktalari, sirasiyla,

u, ve u, parametreleri ile verilirse A A, dogrusunun denklemi (4.2.30) denkleminde

3.3;-3’ ﬂz—b—:; ve a,a, dogrusunun denklemi (4.2.30) denkleminde o =%,

a =

b
b= —é’ yazilarak bulunur. AA, ve oy, dogrularinin denklemleri sirasiyla

((3+ay) (U, +u,) = by, (T+u,u, ) x—((3+a,) (1+u,u, ) —byuyu, (U, +u,)) y —3u,u, =0

ve
(a5 (U, +u, )= by, (1+uu, ) x—(ay (1+ U, )~ byuyu, (U, +u,)) y —3u,u, =0

olur. Buradan A A, dogrusu ve ¢,a, dogrusu birbirine Lorentz anlamda dik olan
(4.2.32) ve (4.2.33) dogrularmin kesisim noktasindan geger. Burada (4.2.32)
denklemi oy, ve A A, dogrularinin kesistigi Q noktasindan ve P poliinden gecen
dogruyu ifade eder. (4.2.33) denklemi ise Q noktasindan gecen PQ dogrusuna
Lorentz anlamda olan dik dogrunun denklemini ifade eder. @ =0 durumu
incelenirse I', c¢emberinin (4.2.24) denklemi ile belirlenen parametrik ifadesi

(4.2.33) denkleminde yazilarak

-B(uu, +1)+)+ﬂ(u2 +ul)L—1: 0

B(u® -1 B(u*-1)
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bulunur ki gerekli diizenlemeler sonucu

u? —(u, +u, )u+uu, =0 (4.2.35)
denklemi elde edilir. Bu denklemin kokleri olan u, ve u,, (4.2.33) denklemi ile
verilen dogru ile I'; g¢emberinin kesisim noktalariin parametrik degerlerini

vermektedir. Ayrica bu noktalar PA ve PA, dogrular iizerindedir. Sonug olarak I',

¢emberi elde edilmis olur.

Benzer bir insa I' cemberi icin de verilebilir. Bunun icin 6ncelikle PQ dogrusuna

dik P polinden gecen dogruyu inceleyelim. Bu dogru denklemi (4.2.32)

denkleminden egimleri ¢arpimi 1 olacak ve P poliinden gegecek sekilde
(uy+u,)y—(uu, +1)x=0

bulunur. Yukaridaki denklem ve (4.2.30) denklemi birlikte ele alinirsa bu dogru ile

A A, dogrusunun R ile gosterilecek olan kesisim noktasi
a ((u, +U, ) x—(uu, +1) y)+uu, =0. (4.2.36)

dogrusu tizerindedir. O halde R noktasindan gecen dogru PQ dogrusuna paraleldir.

(4.2.36) denkleminde I' gcemberinin (4.2.25)’deki parametrik degerleri yazildiginda
u®—(u, +u, )Ju+uu, =0

bulunur. Bu denklem ise Onceden elde edilmis olan (4.2.35) denklemidir ve T’
cemberi ile (4.2.36) denklemi ile verilen dogrusunun kesisim noktasinin parametrik

ifadesidir.
4.3. Lorentz Duzleminde Burmester Noktalar

Bu béliimde Burmester nokta tanimi verilip ek Ball noktalarin Burmester nokta olma
kosulu incelenecektir. Ayrica cp ve br egrilerinin sonsuzda reel kesisim durumlar

verilecektir.
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4.3.1. Burmester noktalar

Tanim 4.3.1. Verilen herhangi bir konumda v Lorentz dizleminin ydrungesi
sonsuzda olmayan bir noktasinin yoriinge egriliginin birinci ve iKinci tiirevleri sifir
ise bu noktaya Lorentz diizleminde Burmester nokta denir ve kisaca bu nokta Br ile

gosterilecektir.

Bu tanim bir Bl, noktasinin bir Br nokta oldugunu ifade eder. Bir Br noktasinda
yorlinge egrilik ¢emberiyle en az dort nokta temashdir. Eger bir nokta (4+ r).

mertebeden temasa sahip ise ek Br nokta olarak adlandirilir. En az s ekli Br nokta

Br, ile gosterilecektir.
B6lUm 4.1.7°de gosterildigi lizere orijinin yoriinge egrilikleri i¢in (4.1.29) ve (4.1.30)
denklemleri sirasiyla

_sab & o _-ab’ ab, 7ab, a
12 8 4 3 24 12

olup x;, =0 ve x, =0 olmasi durumunda asagidaki teorem verilir.

Teorem 4.3.1. Orijinin baslangi¢ konumunda Br nokta olmasi i¢in gerek ve yeter

sart
a,=0, 10a,b,+3a,=0, —30a,b’+40a,b, +35ab,+8a, =0 (4.3.1)

olmasidir.

Ispat. Tanim 4.3.1°den orijinin baslangic konumda Br nokta olabilmesi icin gerek

ve yeter sart yoriinge egriliginin birinci ve ikinci tiirevlerinin sifir olmasidir. Bu
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nedenle (4.1.29) ve (4.1.30) denklemleri go6zoniine alindiginda ispati kolayca

goraldr.

Ayrica (4.31) ile (4.2.21) birlikte ele alindiginda orijinin Bl noktasi olmasi i¢in

gerek ve yeter sart
a,=a,=a,=3,=0, b2+(b,—1)"#0 (4.3.2)

olmasidir.

Lorentz diizleminde Burmester noktalar1 incelemek {iizere (4.2.1) denkleminden

k'=x"=0 olup (4.2.1) denkleminin tiirevleri alindiginda
((Xr)z _(Y!)Z)(Xym_XmY/)_3(XYﬂ_ XI»YI)(XXW_YYW):O’
ve

((xr)Z —(Y')Z)(X"YW—X”’Y”‘FXY(4) _X(4)Yr)
—(XYT= XM (XX =YY (4.3.3)
—3(X’Y”—X”Y’)((X")Z—(Y”)Z + Xxm_Y!YW):O

bulunur. Baslangi¢ konumu i¢in (4.1.16) ve (4.1.17) denklemlerine gére bu denklem

dizenlenirse

(x2 — yz)(—b3x+b2y+a3y+a3b2 —b,y+a,x)+(b,y —a;x)b,x
-3(x*—y*~b,y)(20,y +b,’ —a;y +b;x) =0

elde edilir. Burada kanonik sisteme gegersek 6zel olarak b, = -1 alindiginda
(x*=y*+y)((a,—4b,)x—(b, —4a,~5)y-3) - y(a,x—(b, +1)y) =0 (4.3.4)

bulunur. Bu ise br ile gosterilecek olan gift gembersel kiibik egridir
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4.3.2. cp ve br egrilerinin sonsuzda reel kesisimleri

Cp ve br egrilerinin sonsuzda reel kesisimlerini 4 durumda inceleyelim.

1. (a,+3)b, # 0 olsun. Bu durumda cp gembersel nokta egrisi indirgenemezdir ve

3u 3u?
X: =

(u®-1)(-bu+a,+3)’ y (u® —1)(~byu +a,+3)

parametrik denklemi ile verilir. cp ¢embersel nokta egrisi u,=(3+a,)/b,

parametre degerine karsilik sonsuzda bir noktaya sahiptir. cp ve br egrilerinin

kesisimleri icin (4.2.8) ve (4.3.4) denkleminin ortak ¢6ziminden uzun ve rutin

islemler sonucu

b’u* +(3b, + 2a,b, )u® +(~5by* - 3a,” —3a, — 30, - 3)u’

(4.3.5)
+(6ayb, +3b, +3a,)u—a,(a, +3) =0

bulunur. Bu denklemin kokleri cp ve br egrilerinin kesisim noktalarini verir.
U, =(3+4a,)/h, degeri (4.3.5) denkleminde yazildiginda

3(3+a,)(4a,” +hb,(a, —4b,)+3(5-b,)+a,(17-b,)) .
% -

elde edilir. O halde u, degeri (4.3.5) denkleminin koku olabilmesi igin
4a, +17a,—ab, +a,b, —4b* —3b, +15=0 (4.3.6)
esitligi saglanmalidir. (4.3.5) denkleminin tiirevi olan
4b,*u’ +3(3b, + 2a;b, )u’® - 2(5b32 +3a,” +3a, +3b, + 3)u +(6a3b, +3b, +3a,)=0
denkleminde u, degeri yazildiginda

4a} +57a;2 +192a, —4a,h,? —6ab, 180, —27b,* +3a,b, +171=0 (4.3.7)
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bulunur. Buradan u,, (4.3.5) denkleminin z kok katin1 gostermek tlizere p =2 katli

kokudir ancak ve ancak

o = 4a.’ +33a,* +90a, — 4a,b,” —3b,” +81

4
30
3 2 ’ 2 2 (438)
1 43 +45a” +141a, -15b — 4ah,” +126
‘ 3(a, +3)

denkleminin saglanmasidir. (4.3.5) denkleminin birinci turevi
4b,’u® +3(30, + 2a,b, )u” + 2(-5b,” — 3a,” —3a, — 30, — 3)u +(6a,b, + 3b, + 3a,) = 0
olup
6b,°u” +3(3b, + 2a,b, )u—2(5b,” +3a,” + 3a, +3b, +3) =0
ikinci tirevinde u, =(3+a,)/b, degeri yerine yazilirsa
9a,” —5b,2 +60a, —3b, + 78 =0
bulunur. Bu denklemde (4.3.8) denkleminden b, yerine yazilirsa
5a,’ +42a,” +117a, —ab,” +108 =0 (4.3.9)

elde edilir. Bu bagint1 u,’in (4.3.5) denkleminin en az 3 katli kokii olma sartidir.

(4.3.9) denklemi tekrar diizenlenirse
-a,b.? +5a,° +30a,” +45a, +12a,° +72a, +108 =0,
—a b’ +5a, (a;’ +6a,+9)+12(a;’ +6a,+9) =0,
—a;b,” +(5a, +12)(a32 +6a, +9) =0,
ab,? —(5a,+12)(a, +3) =0

bulunur. Buradan

(52,+12) b

a, (a +3)2
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olup

(58, +12)
a

>0 dir. Bu sadece a, < —% ve 0 <a, durumunda saglanir.

Kabul edelim ki x =4 olsun. (4.3.5) denkleminin 3. tirevi

12b,’u+3(3b, +23;0,) =0

5
olup u, bu denklemde yazildiginda a3=—E bulunur ve gorildigi gibi

a, = —g>—% dir. Bu ytizden (4.3.5) denkleminin u,’in ¢ok katli kokii en fazla 3

olur. £=12 ve 3 iken (4.3.5) denkleminin kalan koklerini bulmak icin sirasiyla

asagidaki islemler yapilir.

(4.3.5) denklemi bu—3-a, =0 ifadesine bolindiigiinde b6lum

(6b; +3a,p) . (150, +12a, ~5b7-30p,)
b, b,

. 514, +12aZ +3a,b, —12b? + a bl —9(-5+h,) —3ab,

b3

u’b? +

bulunur. (4.3.6) denkleminden

b, (a, +3) =4a,” +17a, +a,b, —4b,* +15,

—4
b, :4a3+5+M
(a,+3)

olup bu b, degeri bolim denkleminde yazilirsa
b (a; +3)u’+3(a, +3)(a, +2)u® —(3b, +5a,b, + 33, Ju+2a,(a, +3)=0  (4.3.10)

elde edilir.

(4.3.5) denklemi (b,u—3— ag)2 =0 ifadesine béliindiigiinde boliim
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4aZ —5b7 +21a, + 27
b3

bu® +(9+4a,)u +

bulunur. (4.3.8) denkleminden b, degeri boliimde yazildiginda
by (a, +3)u”+(a, +3)(4a, +9)u—ah, =0 (4.3.11)

elde edilir.

(4.3.5) denklemi (b,u—3— ag)3 =0 ifadesine boliindiigiinde boliim

b,u +5a, +12

2
bulunur. Bu denklemde 5a, +12 =&2 ifadesi yazildiginda
(3 +3)

(a,+3) u+ap, =0 (4.3.12)

elde edilir. Bu islemler sonucunda #=1,2 ve 3 iken (4.3.5) denkleminin kalan

kokleri sirasiyla (4.3.10), (4.3.11) ve (4.3.12) denklemlerinden elde edilir.

a,=0, b, =0 ise (4.3.5) denklemi
by’u* +3b,u® +(5b,” +3b, —3)u” +3(a, —b,)u=0 (4.3.13)

formunda yazilabilmektedir. Bu durumda (4.3.6) ve (4.3.8) denklemlerinde a, =0

yazildiginda bu denklemler sirasiyla

a,b, —4b” -3b, +15=0 (4.3.14)
—b,” +27
R
3 (4.3.15)
—5h,? +42
b,=—"3—o

3
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biciminde elde edilir. a, =0 degeri (4.3.9) denkleminde yazildigi1 durumda b;, bu

denklemi dogrulamaz. Bu yiizden (4.3.5) denkleminin u, :b—?; en fazla 2 kath kokii
olabilir. a, =0 igin (4.3.10) ve (4.3.11) denklemleri tekrar diizenlenirse
3b,u® +18u® -3(b, +a,)u=0 (4.3.16)
ve
3b,u® +27u=0 (4.3.17)
bulunur.

2. a,=-3, b, #0 olsun. Bu durumda (4.2.9) denklemi ile verilmis olan Cp egrisi

pol tegetine ve cembere ayrilir. cp ve Dr egrilerinin kesisimleri (4.3.4)

denkleminden y =0 igin
x*((a, —4b,)x—-3)=0
(a, —4b,)x-3=0 (4.3.18)

elde edilir. (4.3.5) denkleminde a, =-3 igin

by’u® —3b,u’ — (5b,” +3b, +21)u +3a, ~15b, =0 (4.3.19)
bulunur. (4.3.18) denkleminden x = ) olup
]
a,—4b,=0 (4.3.20)

ise cp ve br egrilerinin sonsuzda ortak reel nokta vardir. Bu nokta pol tegetinin

sonsuzdaki noktasidir.
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3. a,#-3, b,=00lsun. Bu durumda cp cembersel nokta egrisi pol normali ve

cembere ayrilir. ¢p ve Dr egrilerinin kesisimleri  (4.3.4) denkleminden X =0 igin
(b, —4a,-5)y* +(4a,+9)y-3=0. (4.3.21)
ve (3.3.5) denkleminde b, =0 igin
(3a” +3a, +3b, +3)u’ —3a,u+a,(a; +3) =0 (4.3.22)
bulunur. (4.3.21) denkleminden

4a,#-9, b,=4a,+5=-4 (4.3.23)
ise pol normalinin br ile sonsuzda kesisiminin bir reel noktas1 vardir. Eger
ag=——, b=-4 (4.3.24)

ise bu noktalar iki defa hesaplanir.

4. a;=-3, by=0 olsun. Bu durumda cp egrisi pol tegeti, pol normali ve v

duzleminin sonsuzdaki dogrusundan olusur.

br egrisinin (4.3.4) denkleminde a, =-3,b, =0 ise

(x*=y*+y)(ax—(7+b,)y-3)-y(a,x—(b,+1)y)=0
olup gerekli duizenlemeler sonucunda
(x*—y*)(ax—(7+b,)y)-3x*-3y* -3y =0
olur. Boylece (x,y) Kartezyen koordinatlarmdan (x,y,z) homojen koordinatlaria

- 1. :
gecmek icin son denklem — ile ¢arpilir ve diizenlenirse
z

(x*—y*)(ax—(7+b,)y)—3x*2-3y*z-3yz* =0
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elde edilir. cp egrisi sonsuzdaki dogru iken bu egri iizerindeki noktalar (m,n,0)
homojen koordinatlara sahiptir. BOylece sonsuzdaki cp egrisi ile yukarida verilen

br egrisinin ortak ¢éziimiinden
(m*—n®)(am—(7+b,)n)=0
elde edilir. Eger a, (b, +7)=0 ise br ve cp egrileri

(7+b,,2,,0) (4.3.25)

homojen koordinatlari ile ifade edilen noktada kesisir.

Diger taraftan Cp egri pol tegeti ve pol normalinden olusuyor ise DI egrisiyle

kesigiminden olusan noktalar y =0 igin

x*(a,x-3)=0,
a,x-3=0 (4.3.26)
olurve x=0 igin
(b, +7)y*-3y-3=0 (4.3.27)

bulunur.

a,=0,b, =7 iken ve ayrica a, =0,b, =7 iken cp ve br egrilerinin sonsuzda iki

noktasi1 vardir.

2#0 iken a, =0,b, =-7 olmasi halinde

(x*—y*)(ax—(7+b,)y)-3x* -3y* -3y =0
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br egrisi sonsuzda (0,0,1) dogruya veya bu denklemden elde edilen X*+y’+y=0
cemberine ayrilir. Bu kesisimin belli noktast (4.3.27) denkleminden b, =—7 igin

y =-1 olup sadece (0,—1) noktasidir.



BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismadaki orijinal kisim Bolim 4’de verilmis olup ii¢ alt bolim halinde
diizenlenmistir. Bu bdlumdan ilk alt bdlumd olan 4.1°de Lorentz dizleminde hareketle
ilgili temel kavramlar, pol noktalari, 6zel referans sistemi, Bottema’nin ani
invaryantlari, yoriinge egriligi, kanonik sistem, orijinin yoriingesi, ters hareket, pol
noktasinda hareketli ve sabit pol egrilerin egrilikleri ve ikinci pol noktasinda ikinci
sabit pol egrisinin egriligi verilmistir. Alt Bolim 4.2°de Lorentz dizleminde
cembersel nokta egrisi, merkez nokta egrisi, Ball noktalari, ters hareketin Ball
noktalari, ek Ball noktalari incelenmis, ¢embersel nokta egrisi ve merkez nokta
egrisinin 0zel durumlarda olusan g¢emberler arastirilarak bu egrilerin geometrik
yorumlart yapilmistir. Son alt Bolim 4.3’de ise Lorentz diizleminde Burmester nokta
tanmim1 verilerek ¢embersel nokta egrisi ve ¢embersel kiibik egrinin sonsuzda reel
kesisimleri incelenmistir. Bu inceleme neticesinde elde edilen Burmester noktalarinin

sayis1 ve geometrik yeri belirtilmistir.

Bu ¢alismada elde edilen orijinal bulgu ve sonuclar afin Cayley-Klein duzlemlerinde

hareketler i¢in de arastirilabilir.
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