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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

[a]
la]
AT

()
det(A)
Per(A)

:a sayisindan biiylik olan en kiigiik tamsay1 (a sayisi i¢in {ist sinir)
:a sayisindan kiiclik olan en biiyiik tamsay1 (a sayisi i¢in alt sinir)
:A matrisinin transpozu olan matris

:Kompleks sayilar kiimesi
'n tane elemanin r li kombinasyonlarinin sayisi

:Kare formlu A,,«,, matrisinin determinanti

:Kare formlu A, «,, ve dikdortgen formlu A,,, matrislerinin permanenti



OZET

Anahtar Kelimeler: Permanent, k-tridiagonal matris, Toeplitz matris, Chebyshev
polinomlari, Rekiirans bagintisi, Laplace agilimi.

Bu tez, Toeplitz yapili k-tridiagonal matrislerin permanentleri {izerinedir. Bu ¢alisma
ile, ayn1 zamanda hem band matris hem de dairesel (circulant) matris yapisina haiz
olan, k —tridiagonal Toeplitz matrislerin permanentleri i¢in gerek rekiirsif yapida ve
gerekse rekiirsif olmayan yapida formiiller elde edilmeye ¢alisilmustir.

Bu tez esas olarak alt1 boliimden olusmaktadir. 1k béliimde, permanent fonksiyonu
genis bigimde tanitilmis, tez ¢alismasinda kullanilacak matris ailesi ve onunla iliskili
bazi matris yapilarindan bahsedilmistir. Ikinci boliimde konu ile ilgili literatiir taramasi
verilmistir.

Uciincii boliimde, k-tridiagonal Toeplitz matrislerin (ana kdsegen bandi degiskene
bagli olan ve diger bandlari da kompleks birimi barindiran) bir 6zel tiiriiniin
permanentleri ile ortogonal polinomlar ailesinin onemli {iyelerinden biri olan
Chebyshev polinomlar1 arasinda tespit edilen iliskiler sunulmustur.

Dordiincii boliimde, genel k-tridiagonal Toeplitz matrislerin permanentleri {izerine
yapilan ¢alismalar neticesinde elde edilen rekiirsif formiiller sunulmustur. Ayrica, bu
rekiirsif formiillere dayali olusturulan bir algoritma da bu boliimde verilmistir.

Besinci boliimde, genel k-tridiagonal Toeplitz matrislerin permanentleri igin, bir
onceki bolimde verilen rekiirsif iligkiler kullanilarak elde edilen kombinasyonel
yapida formiiller sunulmustur.

Altinc1 bolimde, 6nceki boliimlerde elde edilen rekiirsif sonuglar {izerinden bazi
yorumlamalar yapilmis ve tez c¢alismasi neticesinde olusan agik problemler
vurgulanmistir.

Tez ¢alismasinda yer bulan rekiirsif bulgular, permanentler tizerinde Laplace agilimi
(Laplace expansion) kullanilarak elde edilmistir. Elde edilen bulgularin ispatlar1 igin
indiiksiyon prensibi ve kombinasyonel yaklagimlar denenmistir.



THE PERMANENTS OF k —TRIDIAGONAL TOEPLITZ
MATRICES

SUMMARY

Keywords: Permanent, k-tridiagonal matrix, Toeplitz matrix, Chebyshev polynomials,
Recurrence relations, Laplace expansion.

This thesis is based on the permanents of k-tridiagonal matrices with Toeplitz
structure. In this study, both recursive and non-recursive combinatorial formulas for
permanents of Kk-tridiagonal Toeplitz matrices, which have structured both the
circulant and the band matrix, were tried to be obtained.

This thesis mainly divided into six chapters. The first chapter covers the discussion of
permanent function of the matrix family and its associated matrix structures. In the
second chapter, a literature review on the subject is given.

In the third chapter, the relationships between the permanents of a special kind of
k-tridiagonal Toeplitz matrices (the main diagonal band with variable and the other
bands include complex unit) and Chebyshev polynomials, which are important
members of the orthogonal polynomials family, are presented.

In the fourth chapter, the general state of k-tridiagonal Toeplitz matrices are studied
and the recursive formulas obtained for these permanent are given. There is given also
an algorithm based on these recursive formulas.

The fifth chapter presents the combinational formulas obtained by using the recursive
relations given in the previous chapter for the general state of the k-tridiagonal Toeplitz
matrices.

In the last chapter, some interpretations have been made on the obtained results, and
some of problems that arise out of this study are emphasized.

The recursive relations appeared in this study are obtained by applying Laplace
expansion on the permanents. Both the induction principle and combinatorial
approximation are tested to prove those findings.

vi



BOLUM 1. GIRiS

Bir matrisin satirlariin, siitunlarinin veya genel olarak elemanlarinin yerlerini
degistirmek ya da bunlardan bazilarin1 matristen ¢ikartmak i¢in matris fonksiyonlari
kullanilir. Matrisler, matris fonksiyonlari ile islenip bir sayiya, bir vektore veya
mertebesi Oncekilerden daha kiigiik olan baska matrislere doniistiirebilir. Bir matrisin;
determinanti, permanenti, tersi, ranki, izi, transpozu gibi bir¢ok matris fonksiyonu
mevcuttur. Sliphesiz ki, matris fonksiyonlarindan en ¢ok bilineni ve {izerinde
digerlerine gore daha ¢ok calisma yapilmis olant determinant fonksiyonudur.
Uygulamalara zengin katkilar sunmus olan determinant fonksiyonuna yapisal olarak
cok benzeyen bir matris fonksiyonu daha vardir ki bu permanent fonksiyonudur.
Permanent fonksiyonunu ilk kez tanitanlar, 1812 - 1815 yilllar1 arasinda birbirinden
bagimsiz olarak verdikleri ¢alismalarla Jacques P. M. Binet [1] ve Augustin L. Cauchy
[2]’dir. Binet [1], m X n mertebeli bir matrisin permanentini, bu matrisin m = 2,3,4
formlarindaki durumlari i¢in tanimlamis ve bununla birlikte bazi 6zdeslikler vermistir.
Cauchy [2], simetrik fonksiyonlar ailesinin 6zel bir alt sinifi olarak degerlendirdigi
permanent fonksiyonunu “fonctions symétriques permanente” tabirini kullanarak
tanitmustir. J. Horner [3], permanent fonksiyonu igin “conterminant” tabirini kullanmig

ve bir A matrisinin permanentini

seklinde bir sembol ile gdstermistir. J. Hammond [4], permanent i¢in “alternate

determinant” tabirini kullanmis ve kare formlu bir A = [ai j] matrisinin permanentinin,

n

n
(1300
j=1

i=1



ifadesiyle temsil edilen polinomun katsayilarindan elde edilebilecegini gostermistir.
Permanent tabirinin sadece kare matrisler tizerinde kullaniimasin1 teklif eden T. Muir
[5], determinant ile permanentin birbirine benzeyen bazi 6zelliklerini gostermis ve

kare formlu bir A matrisinin permanentini

+ +
|A]

seklinde sembolize etmistir. Bahsi gegen matris fonksiyonu i¢in “permanent” tabiri ilk
kez A. L. Cauchy tarafindan kullanilmis olsa da bu fonksiyon i¢in giiniimiizde de

kullanilan bu tabirin kalic1 hale gelmesi T. Muir’e dayandirilmaktadir.

Ortaya ¢iktig1 ilk yillarda fazlaca ilgi gormemis olan permanent fonksiyonu iizerine
yapilan ¢aligmalar, son altmis yilda artan bir ilgiyle ¢ogalmistir. Bu ilerlemedeki en
biiyiik etken; 1926 yilinda Van der Waerden [6] tarafindan verilen, “double stochastic
matrislerin permanentlerinin minumumlarinin belirlenmesi problemi “nin, bundan
yaklagik elli y1l sonra iki ayr1 matematik¢i tarafindan ¢oziilmesi olayidir [7]. Uzun
yillar ¢oziilemeyen bu iinlii problemin farkli ispatlarinin yapilmis olmasi, bu alanda
calisan matematik¢ileri cesaretlendirmistir. Ortaya ¢iktigr ilk dénemlerden itibaren
permanent fonksiyonu {izerine yapilan ¢alismalar, H. Minc tarafindan [8]’de verilen

bibliyografya ile hizlica izlenebilir.

1.1. Permanent Fonksiyonu

1.1.1. Permanent fonksiyonunun tanimi

Binet [1], permanent fonksiyonunu, m < 4 i¢in m X n mertebeli matrisler iizerinden
tanimlamistir. Binet’in verdigi tanimlamaya gore, m <n olmak iizere m Xn
mertebeli bir matrisin permanenti, herhangi ikisi aym satir ya da aym siitunda
bulunmayan m adet eclemanin miimkiin olan biitiin ¢arpimlarinin toplanmasi
sonucunda elde edilen degerdir. Bu tarife gore, 6rnegin 2 X n mertebeli bir A

matrisinin permanenti



Per(4) = z A1sa2t (1.1

S#t

seklinde ifade edilebilir [8]. Buradan hareketle, m < n olmak tlizere m X n mertebeli

bir A = [a;;| matrisinin permanenti en genel halde

Per(4) = z A16(1)%20(2) *** Amo(m) 1.2)

a

seklinde ifade edilmistir [8]. (1.2) esitligindeki toplam semboli, {1,2,...,m}
kiimesinden {1,2,...,n} kiimesine tanimli tiim bire-bir fonksiyonlari kapsayan o

kiimesi uzerinde tanimlidir.

Esasinda (1.2) esitligi permanent fonksiyonunun dikdortgen formlu matrisler igin
tanimidir. Permanent fonksiyonunun kare formlu matrisler iizerinden farkli bir

notasyonla tanimlanmasi da asagidaki gibidir:

Tamim 1.1. Elemanlar1 bir F cisminde tanimli, n mertebeli bir A = [aij] matrisinin

permanenti

Per(A) = Z ﬁ Aig(i) (1.3)

Og€ES, i=1

seklindedir. Burada o, {1,2, ..., n} tamsayilarinin tiim permiitasyonlarini ihtiva eden

Sy simetrik gurubunun elemanlarini temsil etmektedir [9].

Burada bir hususa dikkat ¢ekmek gerekmektedir. Konu ile ilgili literatiirde permanent
fonksiyonu tanimlanirken kare formlu matrisler iizerinden tanimlama yapilacaksa
bunun i¢in yaygin olarak per(A4) temsili tercih edilmektedir. Bu tez ¢aligmasinda bu
g6z ard1 edilmis, simgeler kisminda da belirtildigi gibi, gerek kare gerekse dikdortgen

formu matrislerin permanentleri igin Per(A) temsili kullanilmigtir.



Permanenti tanimlayan (1.2) ve (1.3) esitliklerinin yaninda, bir matrisin permanentini
elde etmek icin kullanilan bazi rekiirsif formiiller de mevcuttur. Bunlardan ilki,
permanent fonksiyonu ile alakali kombinatoriyal yorumlar icermesi agisindan da
onemli bir referans kaynak olan [10]’da H. J. Ryser tarafindan verilen formiildiir.
Ryser’in permanent i¢in verdigi bu rekiirsif formiil (bakiniz: [10], sayfa 26), Binet [1]
tarafindan verilen permanent tanimi iizerinden gidilerek ve “inclusion-exclusion”
(bakimiz: [10], sayfa 16-28) prensibi temel alinarak tretilmistir. H. Minc, [11]’de,
Ryser’in permanent formiiliiniin ¢ikarilisin1 ayrintili bigimde ve niimerik ornekler
esliginde anlatmisg, ayrica Ryser’in permanent formiilii iizerinde baz1 diizenlemeler
yapip bunu oncekinden farkli ve daha kisa bir temsille (bakiniz: [11], esitlik (2))

yazmistir.

Yine permanentler i¢in bir diger rekiirsif formiil de H. Minc [11]’in verdigi ve Binet’in
permanent tanimlamasinin bir genellestirmesi olarak duyurdugu formiildiir (bakiniz:
[11], esitlik (7)). H. Minc bu rekiirsif formiil tizerinden giderek permanentler igin bir

acik formiil elde etmeye ¢alismistir.

1.1.2.Permanent fonksiyonunun uygulamalari

Permanentler iizerine ¢alisan matematikgilerin bir kismi, sadece cebirsel denklikler
veya esitsizlikler elde etmek ve bunlar iizerinden ¢esitli ispatlar yapmak amacim
tagirken, diger bir kismi da bazi fiziksel uygulamalarimi arastirmak {izerine

yogunlagsmislardir.

Permanent fonksiyonunun uygulamalarina daha c¢ok Kombinatorik alaninda
rastlanmaktadir. Kombinatoriyal matematik, esas olarak, elemanlarin kiimeler halinde
terkiplenerek incelenmesinden olusur. Bu alanda iki temel soru iizerinde durulur.
Bunlardan ilki terkiplerin varlig1 problemi, ikincisi ise terkiplerin sayisi problemidir.
Ikinci problemde, eger onceden tasarlanmis bir terkip varsa problemi ¢dzmek kolaydir.
Fakat, tasarlanmis bir yap1 olmadan terkiplerin kesin sayisin1 tespit etmek zordur. iste
buradaki zorlugu ¢6zmek ic¢in permanentten faydalanilmaktadir [12]. Buna dair bir

uygulama olarak, referans [12]’de asagidaki 6rnek gosterilmistir:



Kenar uzunlugu lcm olan kareler ile kenar uzunluklart 1cmXx2cm olan dikdortgenler
kullanilarak kenar uzunlugu 4cm olan bir kare elde edilmek istensin. Bu is igin,
onceden 6 kare ve 5 dikdortgen kullanilsin seklinde bir tasarim sarti verilirse problemi
cozmek kolaydir. Fakat bu sart verilmeden, kenar uzunlugu 4 cm olan biiytik karenin
icerisine yapilacak farkli yerlestirmelerin kesin sayisini hesaplamak gergekten zor
olacaktir. Problemin bu asamasinda permanent fonksiyonu devreye girecektir. Konuya

ait detay ve baska uygulamalar i¢in, referans [12] nin dordiincii bolimii incelenebilir.

Permanent fonksiyonun Kombinatorik alanindaki uygulamalarindan birisi de referans
[13]’te yer alan, Latin dikdortgenleri olarak bilinen r x n mertebeli matrislerden,
(r + 1) X n mertebeli yeni bir latin dikdortgeni elde etme problemidir. Elemanlarinin
{1,2, ..., n} kiimesinden segilmesi ve herhangi bir satir ya da stitununda ayni elemanin
iki kez kullanilmamas: sartlari altinda, r X n mertebeli bir dikdortgen matrise yeni bir
satir yazilmasi iginin kac degisik sekilde yapilabilecegi sorusu esas problemi tegkil
eder. Bu problemin ¢dziimleri, yani miimkiin olan satir eklemelerinin sayisi, satir ve
stitunlar1 tizerinde belli bir diizene gore 0 ve 1 sayilarinin konumlandirilmasiyla olusan

n X n mertebeli (0,1) matrislerinin permanentleri ile eslesmektedir.

Referans [14], permanent fonksiyonunun Olasilik ve Istatistik alanindaki uygulamalar1
lizerine genis bir arastirma niteligindedir. Bu ¢aligmada yer bulan uygulamalardan
birisi; bir paranin atilmasi deneyine ait olasilik dagilim fonksiyonunun, elemanlar1 bu
deneye ait ihtimallerden olusan bir matrisin permanenti cinsinden ifade edilmesi

uzerinedir.

Permanent fonksiyonunun uygulamalarmin goriilebilecegi bir diger alan Graf
Teori’dir. Ornegin, referans [15]’in dordiincii béliimiinde yer bulan uygulamalardan
birisi; iki parcali (bipartite) graflarda miikkemmel eslesmelerin (perfect matchings)
sayisinin, bu grafin komsuluk (adjacency) matrisinin permanenti ile sayilabildigi

Uzerinedir.

Permanent fonksiyonu ile ilgili uygulamalara Matematik alan1 disinda da rastlamak

miimkiindiir. Kuantum Fizigi alanina ait bir ¢alisma olan [16]’da, kutupsal alan



operatorlerinin tim beklenti degerlerinin, bir 6zel matrisin permanentleri ile eslestigi

gosterilmistir.

1.1.3.Permanent hesabi

Permanent tanimi ile determinant tanimi arasindaki tek fark, (1.3) esitligi ile verilen
permanent tanimlamasindan da goézlenebilecegi gibi, permanent tanimlamasinda
bulunmayan (—1)" c¢arpanidir. Terimlerin isaretlerini belirleyen bu ¢arpanin
determinantta bulunmasi zannedilenin aksine kolayliga yol agarken, permanentte
bulunmamasi ise permanent hesaplamalarinda zorluga neden olmaktadir. Bu durum,
hesaplama karmasikligi teorisi (computational complexity theory) alaninda ¢alisan
arastirmacilarin iizerinde durdugu 6nemli problemlerden birisi olmustur. Ornegin
determinant hesabi Gauss eliminasyon yontemi ile polinomal zamanda sonug
veriyorken, permanent hesabi i¢in bu yontem (ve benzer diger yontemler) polinomal

zamanda sonug vermez [17].

Permanentler ilizerine yapilan c¢aligmalar, tanimlamalar1 birbirine ¢ok benzer olan
determinantlar lizerine yapilmis olan ¢aligmalara gore sayica daha azdir. Bunun
nedenlerinden birisi de permanentler iizerinde her tiir elemanter matris isleminin
yapilamiyor olmasidir. Ornegin, iki satir1 ayni olan bir permanentin sonucunun her
zaman sifir olmasi beklenmez [18]. Determinant igin, det(A.B) = det(A).det(B)
seklinde verilen basit ¢arpim kurali permanent i¢in gecerli degildir [19]. Permanent
fonksiyonu, bir satirin bir skalerle carpilip bagka bir satira eklenmesi islemi altinda
degismeli degildir [19]. Biitiin bu sonuglar, permanentin hesaplanmasi igin
kullanilabilecek yontemleri oldukga kisitlamaktadir. Permanent fonksiyonunun temel
ozellikleri, bu konu {izerine yapilmis Onemli arastirma makalelerinden biri olan

referans [18] tizerinden incelenebilir.

Permanent hesaplamalarinda, determinant hesabinda da yapildigi gibi, permanenti
hesaplanacak olan bir matrisin permanenti kolay hesaplanabilen baska bir matrise
indirgenmesi yontemi siklikla denenir. Tam da bu ise yarayan ve determinant

hesabindan da iyi bilinen Laplace agilim: (Laplace expansion) metodu, permanentler



tizerinde de kullanilabilirdir [20]. Matrislerin permanentleri iizerinde kullanilan
Laplace a¢ilimi, determinantlart {izerinde kullanilan sekliyle es bir yapiya sahip olup

asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

Tanim 1.2.i = 1,2,...,m vej = 1,2,...,n olmak iizere, m X n mertebeli A = [aij]

matrisinin i. satirt ile j. sltununun silinmesiyle elde edilen (m—1) X (n —1)

mertebeli matris A(i, j) ile gosterilsin. Buna gore,

n

Per(A) = z a;;Per(A(i, ) (1.4)

j=1

seklinde tanimlanan igleme permanentin i. satirina gore Laplace acilimi denir. Eger
m = n olursa, permanentin i. siitununa gore de bir Laplace agilim1 mevcut olur [19].

Permanent ilizerinde Laplace acilimi islemi, esasinda, (1.2) ile verilen permanent

taniminin da bir direkt sonucudur.

Ustte verilen tarife gére, 6rnegin 4 x 4 mertebeli A = [a;;] matrisinin permanenti

tizerinde, bu matrisin ilk satir1 boyunca Laplace a¢ilimi uygulanmasi sonucunda

A1 Qi A13 Qg4
A1 dzp QA3 Q4
31 dzz A3z 03y
Qg1 QAgp Ag3  Ayg

Per = aq1Per A3z a3z Qa3zs

Aup Qg3 Qg

ap; dzz a24]

a1 dz3 Ay
+aq,Per|G31 A3z A3y
Qg1 Qg3 Qg4

(15)

+ a,3Per|Az1 A3z A3za

+aq4Per |31 Q32 QAzz]|.

esitligi elde edilir.



1.2. Baza Yapilandirilmis Matrisler

Elemanlarinin dizilisleri iizerinden bu dizilisleri ifade eden bir formiilizasyon
¢ikarilmasi miimkiin olan kare formlu matrislere yapilandirilmis matrisler denir [21].
Matrisler iizerinde gozlenen bu yapilar, her bir matrisin kendine has 6zelliklerinin
teskil ettigi matematiksel modelin Lineer Cebir dilinde yazilmasindan ibaret olan
ifadelerdir [22]. n xn mertebeli bir yapilandirilmis matris, ifade edildigi yapi
sayesinde, n? den ¢ok daha az sayida girdi ile tammlanabilmektedir. Yapilandirilmis
matrislere 6rnek olarak Toeplitz, Henkel, Vandermonde, Cauchy, Hessenberg, dairesel
ve band matrisler gosterilebilir. Burada ismi zikredilen 6zel yapili matrisler, referans

[23]’tin 30 ila 38 numarali sayfalari arasindaki kisimdan da incelenebilir.
1.2.1. Toeplitz matris
Yapilandirilmis matrislerin en 6nemli tiirlerinden birisi olan Toeplitz matrisler,

diferansiyel ve integral denklemlerin ¢oziimlerinde, sinyal ve goriintii islemede,

ihtimal hesaplarinda, istatistikte ve fizikteki baz1 metodlarda kullanilmaktadir.
Tamm 1.3. n X n mertebeli bir 4 = [aij] ,(i,j =1, ...,n) matrisinin elemanlari

ajj = a;_j (1.6)
kuralina uygun dizilmisse, bu A matrisine Toeplitz matris denir [24].

Bu tamimlamaya gore, 6rnegin 5 X 5 mertebeli bir Toeplitz matris

[ dg aA_q1 A_p, 0A_3 0A_y4 'I

a, ay, a., a_, a_s
| a, a Qay a-; a_, | (1.7)
| a; a, a Qy 0a_q |
la4 a; a, a Qg J



formundadir. 2n — 1 adet bagimsiz elemandan olusan n X n mertebeli A = [aij]

Toeplitz matrisinin ana kosegen bandi ve buna paralel bandlarinin her biri, kendi

icinde ayni degere sabitlenmistir. Bu sebeple bu formdaki matrisler igin, 6rnegin
[25]’te oldugu gibi, “constant-diagonals ” isimlendirmesi de kullanilmaktadir.

Tamim 1.4. Eger n X n mertebeli bir A = [aij] ,(i,j = 1,...,n) matrisinin elemanlari
aij = a|l-_j| (18)

kuralina uygun dizilmisse, o zaman bu A matrisi bir simetrik Toeplitz matristir [24].

Bu tanimlamaya gore, 6rnegin 5 X 5 mertebeli bir simetrik Toeplitz matris

[ao a; a; as a41
a G a; a; as

| a, a ay a; Qa, | (1.9)
as daz; a; Adap alJ
a, az a; a Qq

formundadir.

1.2.2. Dairesel (Circulant) matris

Toeplitz matrisin yaygin bir 6zel tiirii olan dairesel matrisler, goriintii islemede,
niimerik analizde, bilhassa periyodik sinir deger problemlerinin niimerik ¢éziimlerinde
uygulamalari bulunan bir matris tliriidiir.

Tamm 1.5. n X n mertebeli bir 4 = [al-j] ,(i,j = 1,...,n) matrisinin elemanlari

Aij = Qj_i41 (mod n) (1.10)

kuralina uygun dizilmisse, bu A matrisine dairesel (circulant) matris denir [26].
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Bu tanimlamaya gore, 6rnegin 5 X 5 mertebeli bir dairesel matris

(1.11)

formundadir. Bu formdaki matrislerde herhangi bir satir, bunun {stiindeki satiri
olusturan elemanlarin dairesel bir hareketle birer saga kaydirilmasi suretiyle elde
edilmektedir. O halde bir dairesel matris, esasen, sadece ilk satirinin dairesel hareketi

neticesinde olusturulabileceginden sadece ilk satirinin elemanlar kullanilarak temsil
edilebilirdir.

1.2.3. Band matris

Tanmm 1.6. n X n mertebeli bir 4 = [aij], (i,j = 1, ...,n) matrisinin elemanlarindan
bazilar1 a;; = 0 sartin1 sagliyor olsun. Eger, bu sifirli elemanlarin yerlerini belirten

indisler igin
li—jl>k>0 (1.12)

olacak sekilde bir k tamsayis1i mevcutsa, o zaman bu A matrisine band matris denir

[27]. Buradaki k degerine, matrisin band araligi veya band genisligi (bandwidth) denir.

Band matrislerin bir¢ok yaygin alt tiirii, o tiirlere ait 6zel isimlendirmelerle anilir.
Bunlardan en ¢ok karsilasilanlart “tridiagonal”, “pentadiagonal”, “heptadiagonal
isimlendirilmeleriyle kullanilan formlardir. (1.12) ile verilen sartta, 6rnegin k = 2

secilmesiyle olusacak matris



11

[an A1 Qi3 0 0]
|ai2 azx azz apy OI

|a13 Ap3 dzz 0d3z4 dzs (1.13)

0 0 azx ags ass
formundadir. Bu matris i¢in 6rnegin [28]de, “pentadiagonal” tabiri kullanilmistir.

1.2.4. Tridiagonal matris
Tamm 1.7. n X n mertebeli A = [a;;] matrisi bir tridiagonal matris ise,
|l —jl > 1 iken a;j = 0 dir [29]

Bu tanimlamaya gore 4 = [aij] tridiagonal matrisi,

(a1 Q42 0 0
a1 Qzz QA3 0
0 asz; aszz as 0
0 (1.14)
O an—ln—z an— in-1 aTL—lTL
0 0 ann—l aTlTl nxn

formundadir. Tridiagonal matrisler i¢in, “Continuant” [30] matris ve “Jacobi” [31]

matrisi isimlendirmelerinin kullanildig1 da goriilmektedir.

Tridiagonal matrisler, Matematik ve iliskili bir¢ok alanda sik¢a karsilasilan matris
yapilarindandir. Ornegin, Istatistik alanindaki ¢alismalarda kullanilan tahminleme
yontemlerindeki araglardan birisi olan esdegiskenlik (kovaryans) matrisi, bir
tridiagonal matristir [32].
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1.2.5. k-tridiagonal matris

Band matrisler igerisinde, ii¢ band1 disindaki tiim bandlar1 sifirlardan miitesekkil olan
matrisler goz Oniline alinsin. Bu matrislerin sifirdan farkli iic bandindan birisi ana
kosegen bandi olsun. Diger ikisi ise, ana kosegen bandina gore simetrik konumda
yerlestirilmis ve aralarina sifirli bandlarin girmesiyle ana kdsegenden k adim ileriye
tasinmig bandlar olsun. Yani, bu matrislerin, 6rnegin ilk satir ve ilk siitunundaki

elemanlarinin yerlesimleri sirasiyla

_ al,l .

[a,100ay.10 0], [, ° (1.15)

seklinde olsun. Bu tarif ile kurulmaya calisilan yapidaki matrisler “k-tridiagonal”

isimlendirmesiyle anilirlar ve asagidaki form ile temsil edilirler:

a, 0 -« 0 b O 0 1
0 a, O : 0 b, :

0 - 0 oo 0

0 E .'- an_k .'. E .'. bn_k

¢ 0 : 0 (1.16)
0 ¢ 0 0

R 0 0 apq 0
[0 - 0 cpp O - 0 an 1 ..

Bu matrisler referans [33]’de “tridiagonal matrislerin bir genellestirmesi” olarak
tanititlmistir.  (1.16) formundaki bu matris ailesi i¢in daha ¢ok kabul goren
k-tridiagonal isimlendirmesinin kullaniminin hemen hemen ilk kez goriuldugi

calismalar, [33], [34], [35] ve [36] referanslariyla verilenlerdir.
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Tamm 1.8. n X n mertebeli
T = [t], () = 1,2, ...,n) (1.17)

matrisinin elemanlari

a , i=j
bi ) l—]: —k

tij= Cj , i—j:k (118)
0o , diger

kuralina uygun dizilmis ise, T,fk) matrisine k-tridiagonal matris denir [37].

Tanimlamaya gore, k = 1 se¢ildiginde olusacak T,El) matrisleri 1-tridiagonal matris,
k = 2 segildiginde olusacak T,Ez) matrisleri 2-tridiagonal matris, k = 3 segildiginde
olusacak Tf) matrisleri 3-tridiagonal matris, vb. seklinde isimlendirilirler. Bu tez

caligmasi igerisinde T,El) formundaki matrisler i¢in, 1-tridiagonal tabiri kullanilmayip

bunun yerine kisaca tridiagonal tabiri kullanilacaktir.

(1.16) formundaki matrisleri gostermek icin tercih edilen T,f") notasyonu, hem
matrisin mertebesini hem de matrisin band araligini ayn1 anda gdstermek igin tercih
edilmistir. (1.16) formu ile verilen k-tridiagonal yapisinin matris tizerinde
goriilebilmesi i¢in, k ve n degerleri arasindaki 1 < k < n siralamasmin korunmasi
gerekir. Aksi taktirde, yani k > n olmasi durumunda, T,gk) matrisleri késegen matris

halini alir.

k-tridiagonal matrisler bilhassa miihendislik bilimlerinde uygulamalar1 olan matris
yapilarindandir. Ornegin, enerji alaninda bir ¢alisma olan [38]’de, bir 1s1 degistiricisi
devresindeki hiicrelerin etkenliklerini temsil eden etkenlik matrisinin 6-tridiagonal
olarak adlandirilan formda (yani (1.18) ¢ gore T,Eﬁ) ile temsil edilen formda) oldugu

goriilmektedir.



1.2.6. k-tridiagonal Toeplitz matris
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(1.18) ile verilen tanimlamada sifirdan farkli bandlari temsil eden rastgele say1 dizileri,

heri,j = 1,2, ...,n degeri i¢in a; = a, b; = b ve cg=¢ olarak belirlenmis olsun. Bu

belirleme ile k-tridiagonal matrise Toeplitz yapisi kazandirilmis olur. Bu sayede

olusacak matrisler

a 0 - 0 b O
O a 0 : 0 b
0 0
%) 10 a -
T, (a,b,c) = c 0
0 c 0 0
0O : 0 a
0 0 ¢ O 0

Q

nxn

(1.19)

formundadir. Referans [39]’de “tridiagonal matrislerin bir ailesi” tabiriyle tanitilan bu

matrisler, bu tez ¢alismasi boyunca k-tridiagonal Toeplitz matris olarak anilacaktir.

Buna gore, 6rnegin T,gl)(a, b, ¢) matrisi i¢in tridiagonal Toeplitz, Tn(z)(a, b, ¢) matrisi

icin 2-tridiagonal Toeplitz ve T,f?’)(a, b, c) matrisi i¢in 3-tridiagonal Toeplitz tabiri

kullanilacaktir. k-tridiagonal Toeplitz matrisler, ayn1 zamanda hem “band” matris hem

de “dairesel” matris yapisina haizdirler.

Tanmm 1.9. a, b, ¢ € C olmak iizere, elemanlar

a , i=j
)b, i—j=-k
bi=Ye | i—j=k
0 , diger

kuralina uygun sekilde dizilmis olan

Trgk) (a, b, C) = [tl]]

matrislerine k-tridiagonal Toeplitz matris denir.

(1.20)

(1.21)
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k-tridiagonal Toeplitz formundaki matrisleri farkli alanlardaki ¢aligmalarda gérmek
miimkiindiir. Senkronize robotik aglarin iletisimi problemlerini konu alan bir ¢alisma
olan [40]’da, dinamik sistemlerin tridiagonal Toeplitz matrisler yardimiyla
tanimlanmasi1 durumunda bu sistemlerin yakinsama oranlarinin nasil degisecegi
tartisilmigtir. Dahasi, goriintii islemede kullanilan filtreleme algoritmalarini konu alan
bir ¢alisma olan [41], kontrol teoride kablosuz iletisim ag1 uygulamalar tizerine bir
calisma olan [42], ve molekiiler biyolojide mRNA nin hassasligi {izerine bir ¢aligma
olan [43], bahsi gegen aileye mensup matrislerin kullanildigi alanlara 6rnek

gosterilebilecek diger bazi calismalardir.



BOLUM 2. LITERATUR TARAMASI

Burada sunulacak literatiir taramasinda, 6ncelikli olarak, k-tridiagonal matris ailesinin
0zel veya genel tiirlerinin permanentleri lizerine yapilmis olan caligmalara yer
verilmistir. Bunun yaninda, k-tridiagonal matris ailesine mensup matrislerin
determinantlar1 veya tersleri lizerine olan bazi ¢aligmalara da atif yapilmistir. Bundan
maksat, bu tez calismasi ile sunulanlar degerlendirilirken yalnizca permanentleri
izerinde c¢aligilan matris ailesi géz Onilinde bulundurulmayip, ayn1 zamanda tez
calismasinin  bulgular1 ile benzer tiirde bulgulara sahip c¢alismalarla da

degerlendirilebileceginin diistiniilmiis olmasidir.

[44]te,

Fu(a, B,y) =

seklinde sembolize edilen tridiagonal Toeplitz matrisin permanenti i¢in

fa=Bfn1taVfn

rekiirsif formiilii verilmistir. f,,, F,(a, B,y) matrisinin permanentini gostermek {izere

bu rekiiransin baslangig sartlar1 fy = 1, f; = f ve f, = B + ay dur.

[45]te,
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nxn

seklindeki tridiagonal matrisin permanenti i¢in bazi 6zdeslik ve esitlikler verilmis,
ayrica bu matrisin permanentleri ile Fibonacci sayilart arasindaki iligkiler iizerine

caligilmistir.

[46]"da,

[C1,1 C1,2
Ci2 C22 (23

formuyla verilen simetrik yapili genel tridiagonal matrisin permanentleri ile, ayni
formda olup ve ana kdsegen elemanlar1 (—cy 1, —C 2, —C3 3, ..., —Cy,,) seklinde dizilen
diger bir matrisin permanentleri arasindaki iliski sunulmustur. Ayni ¢aligsmada,
tamsay1 elemanli baz1 6zel tridiagonal matrislerin permanentleri ile Fibonacci ve

Lucas say1 dizilerinin elemanlar1 da karsilagtirilmistir.

[47] de,
a O b 0 0
0 a 0 b
_lc 0O a O 0
H(ai b’ C) - 0 ., b
~ 0 a O
0 0 ¢ 0 adn

ile temsil edilen 2-tridiagonal Toeplitz matrisin, H(a,b,—c) ve H(a,—b,c)

formlariin permanentlerinin birbirine esit oldugu vurgulanmis, ayrica bu iki matrisin
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permanentleri i¢in, matrislerin mertebesini gdsteren n degerinin tek veya ¢ift olma

durumlarina gore ayrilmis iki rekiirsif temsil verilmistir.

[48] de,
a+p B 0
|[ - a+p P ]l
l  _a a+p B
0 -a a+p

nxn

formuna uygun tridiagonal Toeplitz matrislerin permanentleri ikinci dereceden

rekiirans bagintisi ile temsili verilmis ve bu permanentler Binet formiilii ile ifade

edilmistir.
[49]°da,
[c1 €y 0]
1 ¢ ¢

1 C1 Cy

1 ¢ ¢y

L0 1
ve i? = —1 olmak iizere
[c;  —ICy ]
i ¢, —lcy

i Cl _iCZ

i ¢ —icy
B { cq

formlarindaki tridiagonal Toeplitz matrislerin permanentleri ile genellestirilmis

Fibonacci polinomlari arasindaki iligkiler verilmistir.



19

[50] de,
[2s t
1 2s t
1 2s t
1 2s t
1 2s

formuna uygun tridiagonal matrislerin permanentleri ile Pell say1 dizileri arasindaki

ilskiler gosterilmistir.

[51]"de,
1 2 0
1 -1 2
1 1 2
1 1 2
0 1 3

seklindeki tridiagonal matrisin permanentlerinin Jacobstal sayilar1 ile iligkisi

gosterilmistir.
[52] de,
_ 1 —
1 - 0
X
1
x 1 -
X
' 1
x 1 -
X
-0 x 1 dhn

ve i? = —1 olmak iizere
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|
-
RSN
.

[ )
(@]
|
-
| =
o~
—_ e~

formlarindaki tridiagonal matrislerin permanentlerinin Fibonacci sayr dizileri

cinsinden temsilleri elde edilmistir.

[53]’te, elemanlar1 kompleks sayilardan da segilebilen ve iist kdsegen ile alt kdsegen

bandlarinin elemanlar1 arasinda &. &, = 1 kasit1 bulunan,

nxn

formundaki tridiagonal matrislerin » =0 ya da r = 1 segilmesi durumlarindaki
formlarinin permanentleri, katsayilar1 Fibonacci sayilarindan olusan bir polinom dizisi

cinsinden ifade edilmistir.

[54]’te, elemanlari arasinda kompleks sayilar da bulunan bazi tridiagonal matrislerin
permanentleri yardimiyla, negatif indisli Fibonacci ve Pell sayilarinin bir
genellestirmesi olan G_, = —AG_,1 + G_,,4, rekiiransi lizerinden elde edilen bazi

yeni rekiirsif 6zdesliklerin ispatlar1 yapilmistir.

[36]’da, genel k-tridiagonal Toeplitz matrislerin permanentleri ig¢in, LU ayrisim1

tizerinden gidilerek elde edilen bir rekiirsif algoritma sunulmustur.

[55] te, hem genel k-tridiagonal matrislerin permanentleri i¢in hem de bu matrislerin
bir 6zel formu olan simetrik yapili k-tridiagonal Toeplitz matrislerin permanentleri

i¢in birer rekiirsif algoritma elde edilmistir. [55]’te verilen bu algoritmalarin, sadece
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tamsayr elemanli matrislerin permanentleri iizerinde ¢alistigi ayni calismada

belirtilmistir.
[56]’da,
aa 0 ... 0 b 0
0 a, O 0 b,
0 . (257 . bk
700 _ |1 0O ... 0 a O ... 0 b
n(k) c;c 0 ... 0 a, 0 ... 0 -~
. . . . . o'. . O
Ck ag :
c; 0 ... 0 a O
L0 w0 ... 0 Ao,

formu ile gosterilen genel k-tridiagonal k-Toeplitz matrisin permanentleri i¢in

k-1

k
perTrg(lz) = Hum

1=0

seklinde bir temsil elde edilmistir. Buradaki u; ¢arpanlari, baslangi¢ sartlariu_; = 0

ve u, = 1 olan u,, = a,u,_1 + b,c,u,,_, rekiirans bagintisindan tiiretilmektedir.

Siradaki ii¢ atif, Hessenberg tipi matrislerin (bakiniz: referans [23], sayfa 35)

permanentleri {izerine yapilmis olan ¢alismalardandir.

[57]’de, Hessenberg tipi matrislerin permanentleri ile determinantlari arasindaki
ilskiler, [58]’de, alt Hessenberg matrislerin bazi tirlerinin permanentleri,
genellestirilmis Lucas ve genellestirilmis Fibonacci sayilari arasindaki iligkiler,
[59]°da iist Hessenberg matrislerin bazi 6zel tiirlerinin permanentleri ile Jacobsthal

say1 dizisinin elemanlar1 arasindaki iliskiler gosterilmistir.
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Literatiir taramasinin bundan sonraki kisminda verilecek atiflarin gosterdigi galismalar
permanent disindaki matris fonksiyonlariyla alakali olsa da, bu g¢alismalardaki
bulgularin tez ¢alismamiz neticesinde elde edilen bulgularla tiir olarak benzerlik

arzetmesi nedeniyle bunlara burada yer verilmistir.

Bunlardan ilki, bu tez ¢alismasinin Onemli motivasyonlarindan biri olan,
k —tridiagonal Toeplitz matrislerin determinantlarinin konu edildigi referans [39]’dur.
[39]’da, “tridiagonal matrislerin bir ailesi” tabiri kullanilarak tanitilan k —tridiagonal
Toeplitz matrislerin determinantlar1 i¢in rekiirsif formiiller ¢ikarilmis ve bazi

genellestirmeler elde edilmistir.

[31]’de, genel tridiagonal matrisin determinantlarini temsil eden rekiirans bagintisi

yardimiyla, ayn1 matrisin tersi i¢in bir hesaplama algoritmasi elde etmistir.

[60]’ta, genel tridiagonal matrisin determinant1 ile ortogonal polinomlar ailesini temsil
eden ikinci dereceden bir rekiirans bagintisi arasinda tespit edilen iligski gosterilmistir.
Ayrica, determinantlart Legendre, Hermit, Laguerre ve Chebyshev polinomlarini

veren bazi matrisler tizerinden bu iliski 6rneklendirilmistir.

[61] de, tridiagonal Toeplitz matrisin tersi, ikinci tip Chebyshev polinomlar1 cinsinden

formiilize edilmistir.

[25]’te, baz1 genel tridiagonal matrislerin determinantlar1 ve tersleri i¢in rekdirsif
iliskiler elde edilmistir. Bu c¢alismada goze c¢arpan sonuglardan birisi, genel
2-tridiagonal Toeplitz matrisin determinatinin ikinci tip Chebyshev polinomlari

cinsinden temsilidir.



BOLUM 3. k-TRIDIAGONAL TOEPLITZ MATRISLERIN BiR
OZEL  TURUNUN  PERMANENTLERI iILE
CHEBYSHEV  POLINOMLARI  ARASINDAKI
ILISKILER

Ana kosegen bandi degiskene bagli olan ve diger bandlar1 da kompleks birimi
(i =\/—_1) barindiran bir 6zel k-tridiagonal Toeplitz matrisin permanentleri ile
ortogonal polinomlar ailesinin 6nemli iiyelerinden biri olan Chebyshev polinomlari
arasinda tespit edilen iliskilerin sunulacagi bu béliim, bu tez caligmasinin baslangic
noktasini teskil etmektedir. Bu boliimde sunulacak ¢alismalar, [62] numarali referans

ile verilen makale ile yayimlanmustir.
3.1. Chebyshev Polinomlar:

Ortogonal polinomlar ailesinin 6nemli iiyelerinden biri olan Chebyshev polinomlari,
Matematikte ve Miihendislik bilimlerinde oldugu kadar diger bilim dallarinda da
uygulamalari bulunan bir matematiksel aragtir. Bilhassa optimizasyon problemlerinde
denenen yaklasimlarda ve tahminleme algoritmalarinda Chebyshev polinomlarinin
kullannm1 olduk¢a yaygindir. Kismi diferansiyel denklemlerinin ¢dziimleri igin
polinomal yaklasim temelli bir metodun denendigi [63] ve iletisim aglari topolojisinde
aglar arasindaki baglantilar {izerine ¢alisan algoritmalarin tasarlanmasinin konu
edildigi [64], Chebyshev polinomlarinin kullanildigi ¢alismalardan bazilaridir.
Chebyshev polinomlarinin Istatistik alanindaki uygulamalarma bir 6rnek olarak
gosterilebilecek [32] de, rassal degiskenlerden olusan bir 6rneklemdeki tahminlere ait
parametreleri hesaplamak i¢in kullanilan (ve en kiiciik kareler yontemine dayali
tahminleme yapan) bir lineer tahmincinin varyansinin, Chebyshev polinomlari

cinsinden temsil edildigi goriilmektedir.



24

Lie cebiri {izerinde tanimlanmig Cartan matrisi olarak anilan bir matrisin karakteristik
polinomunun Chebyshev polinomlari cinsinden ifade edildigi [65] ve bir grafin
dallanma sayilarin1 veren bagintinin Chebyshev polinomlar1 yardimiyla elde
edilmesinin konu edildigi [66], Chebyshev polinomlarinin uygulamalarina Lineer
Cebir alt alanmin igerisinden verilebilecek orneklerdendir. Tez c¢aligmasinin bu
bolimde yapilan c¢alisma da Chebyshev polinomlarinin Lineer Cebir alanindaki

uygulamalari arasinda degerlendirilebilecek niteliktedir.
Chebyshev polinomlarinin pek ¢ok tiirii vardir Uygulamalarda daha ¢ok karsilagilan
iki tlirti, T, (x) ile gosterilen birinci tip Chebyshev polinomu ve U, (x) ile gosterilen
ikinci tip Chebyshev polinomudur.
Tamm 3.1. Degiskeni

X = cosb 3.1
olmak tlizere,

T,,(x) = cos(nB) (3.2)

seklinde tanimlanan polinoma birinci tip Chebyshev polinomu,

sin(n+1)0

(3.3)
sin @

Un(x) =

seklinde tanimlanan polinoma ikinci tip Chebyshev polinomu denir [67]. Buradaki n

degeri, bu trigonometrik polinomlarin derecesi, belirtir.

Chebyshev polinomlarinin bu tez ¢alismasinda kullanilan tirti U, (x) oldugundan,

burada sadece onunla ilgili temel bilgiler verilerek devam edilecektir.

Temel trigonometri bilgileriyle yazilabilen



25

sin10 = sin 0,
sin260 = 2sin 6 cos 0,

(3.4)
sin360 = sin 6 (4cos? 6 — 1),

sin48 = sin @ (8cos3 6 — 4 cos ), -

esitliklerinin (3.3) ile verilen tanimlamada kullanilmasiyla elde edilecek polinom

dizisisinin ilk birkag terimi asagida gosterilmistir.

Up(x) =1,

Uy (x) = 2x,

Uy(x) = 4x? — 1,

Us(x) = 8x3 — 4x, (3.5)

Uy(x) =1 —12x% + 16x%,

Us(x) = 6x — 32x3 + 32x°,

Ug(x) = —1 + 24x* — 80x* + 64x°.

Yine temel trigonometri bilgileriyle yazilabilen ve toplami ¢arpima doniistiiren

a— a+
sina +sinf = 2cos Z'BSin 2'8

Ozdesligi tizerinde @ = (n + 1)6 ve B = (n — 1)6 yazmak suretiyle
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sin(n + 1)0 + sin(n — 1)0 = 2cosBsin(nh) (3.6)

Ozdesligi elde edilir. (3.6) esitliginin her iki yaninin sin 8 ile bolinmesiyle olusacak

esitlik tizerinde (3.1) ve (3.3) ile verilenlerin birlikte kullanilmasiyla

Up(x) =2xUp_1(x) = Up_p(x) , n=2,3,... (3.7)

rekiirsif esitligi elde edilir. Uy =1 ve U; = 2x terimleri bu rekiiransin baslangig
sartlar1 olarak kabul edilir. Bu rekiirans bagintisi, ikinci tip Chebyshev polinomlarini
tireten en etkin metot olarak degerlendirilir. Chebyshev polinomlarinin ikinci tipi olan

U, (x) polinomlari, bu tez ¢alismas1 boyunca, Chebyshev U olarak anilacaktir.

3.2. k-Tridiagonal Toeplitz Matrislerin Bir Ozel Tiiriiniin Permanentleri ile

Chebyshev U Polinomlar1 Arasindaki iliskiler

(1.19) ile goriilen formdaki k-tridiagonal Toeplitz matrisin ana kdsegen band1 a = 2x
ve buna paralel olan diger iki bandi da b = ¢ = i, (i? = —1) olarak belirlenmis olsun.

Bu secimlerle birlikte, simetrik yapili n X n mertebeli

2x 0 ... O i 0 0
0 2x 0 0 i 0 0
0 - ;
0 i oo W om0
T®@xi)=li 0 .. 0 2x 0 .. 0 i (3.8)
o i - T
0 0
: : ~ =~ 0 -« 0 2x O
0 0 .. 0 i 0 .. 0 2xhy,

matrisleri elde edilmis olur. Boylece,
T8 (2x,i,1) = [t,] (3.9)

olmak tlizere
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2x, r=]j
ty; = i, |[r—jl=k (3.10)
0, diger

ve r,j =1,2,..,n dir. Simetrik yapili T,Ek)(Zx, i,i) matrislerinin 6rnegin ilk satiri

iizerindeki elemanlarin yerlesimi [ 2x 0 «-- 0@ 0 --- 0 ] seklindedir.
k adet

Tezin bu bolimiinde, (3.8) ile goriilen T,fk)(Zx, i,1) matrislerin permanentleri ile
Chebyshev U polinomlar: arasinda tespit edilen iliskiler sunulacaktir. Bu iligkiler,
matrislerin permanentlerinin hesaplanmasi igini kolaylastirmak adia ¢ok dnemlidir.
Ciinki bir polinomun tizerinden gidilerek yapilacak hesaplamalar, girdileri arasinda
kompleks birim de bulunan T,Ek)(Zx, i,i) matrislerinin permanentleri iizerinden

gidilerek yapilacak hesaplamalardan ¢ok daha kisa siirede tamamlanmaktadir.

Bu tez c¢alismasi boyunca, (3.8) formundaki T,gk)(Zx,i,i) matrislerinin
permanentlerini gostermek i¢in Per(T,Ek)) notasyonu kullanilacaktir. T,Ek) (2x,1,1)

matrislerinin ilk birkag k ve n degeri ig¢in permanentlerinin sonuglari, tez
kaynakcasindan sonra gelen Ekler boliimiinde goriilebilir. Simdi, bu bdliime ait esas

sonuclar verelim.

Teorem 3.2. i? = —1 olmak iizere,

[Zx i 0 1
® i 2x i
T,” = (3.11)
i 2x i
0 i 2xd,un

matrisinin permanentleri i¢in

Per(TV) = U, (x). (3.12)
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Ispat: Teoremin ispat1 n ye gore tiimevarim ile yapilacaktir.
n = 3 i¢in

per(T;”) = —4x + 8x3 = U3 (x) (3.13)
olup (3.12) esitligi dogrudur.

(3.12) esitligi k igin dogru olsun, yani

Per(Tk(l)) = U, (). (3.14)
O halde, (3.12) esitliginin k + 1 i¢in de dogru oldugu, yani

Per(Tk(Pl) = Upoq () (3.15)

oldugu gosterilmelidir. Bunun i¢in énce Per(Tk(Pl) permanenti, birinci satirina gore

Laplace acilimi uygulanarak yazilsin. Boylece,

Per(Tk(Pl) =
[Zx i 0 1 [ i i 0
i 2x i 0 2x i (3.16)
2xPer - - +iPer|0 i 2x i
i 2x i l U .
0 [ 2x kxk 0 [ 2x kxk

esitligi elde edilir. (3.16) esitliginin sag yanmnin ilk terimindeki matris Tk(l)(Zx, i,1)

formunda olup bunun permanenti yerine (3.14) esitligi geregi U, (x) yazilirsa

[i [ 0]
0 2x i

Per(Tk(i)l) =2xUp(x) +iPerlo0 i 2x i | (3.17)

0 [ ZXkak
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esitligi elde edilir. (3.17) esitliginin sag yaninin ikinci terimindeki matris Tk(l) (2x,1i,10)
formunu saglamadigindan, bu matrisin permanentine birinci slitunu boyunca tekrar

Laplace agilimi uygulansin. Bu islemle birlikte

[2x @ 0]
| i 2x i I
Per(Tk(i)l) = 2xUy(x) + i%Per| ' : | (3.18)
i 2x i J
0 I 2% k-0 (k-1)

esitligi elde edilir. (3.18) esitliginde katsayisi i2 olan matris T, (2x, i, i) formunda

oldugundan
Per(Tk(i)l) = 2xU,(x) — Per(Tk(i)l) (3.19)
yazilir. (3.19) esitliginde Per(Tk(Pl) yerine, (3.14) esitligi geregi Uy _4(x) yazilirsa
Per(TS})) = 2xUp(x) = Vg (x) (3.20)

esitligi elde edilir. (3.20) esitliginin sag yani, Chebyshev U polinomlarmin rekiirsif

tanimi1 olan (3.7) esitligi geregi U4 (x) terimine esit oldugundan

Per(Tk(Pl) = Up41(x)

yazilir ki bu istenendir. m
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Teorem 3.3. i? = —1 olmak iizere,
2x 0 i 0
0 2x O i
@ i 0 2x 0 i
7@ — 3.21)

i 0 2x O i

i 0 2x O
Lo i 0 2.

matrisinin permanenti i¢in

n+1

=
per(t) = 3 Uyar ) 622
r=0

esitligi dogrudur. Burada Uy(x) = 1 olup s < 0 iken Ug(x) = 0 kabul edilmistir.
Ispat: Teoremin ispat1 n ye gore tiimevarim ile yapilacaktir.

n = 5igin

0 2x O [ 0

Per(Ts(z)) = Perl i 0 2x 0 i ] = 32x° — 24x3 + 4x (3.23)
0 i 0 2x O
0 0 i 0 2x

olur. Ote yandan, (3.22) esitliginin sag yaninda n = 5 yazilip (3.5) ile verilen terimler

kullanilirsa

3
D Us ar() = U () + Us () + Uy (0) + Uy ()
r=0
= (32x° — 32x3 + 6x) + (8x3 — 4x) + 2x

= 32x% — 24x3 + 4x
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sonucuna ulasilir. Bu sonuca gore (3.22) esitligi n = 5 i¢in dogrudur.

Simdi, (3.22) esitliginin n i¢in dogru oldugunu kabul edilsin ve bu kabulii kullanilarak
(3.22) esitliginin n + 1 igin de dogru oldugu gosterilsin. O halde, gosterilmesi gereken
esitlik asagidaki olacaktir:

lTl+2

Per(1%)) = Z Upir-2r(2) (324)

(3.24) esitliginin dogrulugunu gostermek iizere, ilk olarak, Per(T( )) ilk siitununa

n+1
gore Laplace acilim1 uygulanarak yazilsin. Bu sayede
Per(Tﬁ)l) = 2xPer(T,EZ))
0 i 0]
2x 0 i
i 0 2x 0 i (3.25)
+ iPer R
i 0 2x 0 i
i 0 2x O

-0 i 0 2xlixn

esitligi elde edilir. (3.25) esitligi, bu esitligin sag yanimin ikinci teriminde goriilen

permanente ilk satir1 boyunca Laplace a¢ilimi uygulanirak yeniden yazilirsa

Per(T(Z) ) = ZxPer(Tn(z))

n+1

[2x 1 07

(3.26)
+ i%Per

-0 L 0 2x-1xn-1
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esitligi elde edilir. (3.26) esitligi, bu esitligin sag yaninin ikinci teriminde goriilen

permanente ilk satir1 boyunca Laplace a¢ilim1 uygulanarak yeniden yazilirsa

Per(T(Z) ) = 2xPer(T,EZ)) - 2xPer(T,EE)2)

n+1
i 0 i 0
0 2x O i
0 0 2x O i (3.27)
— iPer i 0 2x O i
i 0 2x O
-0 L 0 2xh-2xn-2

esitligine ulasilir. Son olarak, (3.27) esitligi, sag yaninin {igiincii teriminde goriilen

permanente ilk siitunu boyunca Laplace acilim1 uygulanarak yeniden yazilirsa

Per(T(z) ) = ZxPer(T,Ez)) — 2xPe1”(T,E)2)

n+1
2x 0 i 07
0 2x 0 i
_i2perlt 0 2x 0 i (3.28)
i 0 2x O
-0 L 0 2x‘n—3><n—3

esitligi elde edilir. (3.28) esitliginin son teriminde agik halde goriilen matris

2-tridiagonal Toeplitz formuna indirgenmistir. O halde (3.28) esitligi

Per(Trgi)l) = 2xPer(TTEZ)) - ZxPer(Tﬁ)z) + Per(Téz) (3.29)
seklinde yazilir. Simdi, buradaki tiimevarim ispatinin adimlarindan biri olarak
dogrulugu kabul edilen (3.22) esitligi kullanilarak, (3.29) esitligi yeniden yazilsin. O
halde,
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/ 7] 7] "2’}
Per T£12-21 Z Up—zr(x) — Z Up—a- 2r(x)/ + Z Up—3-2r(x). (3.30)
=0

Ispatin bundan sonraki kismy, (3.30) esitligindeki iist smirlar1 olusturan n degiskeninin
tek veya ¢ift olmasi durumlarma gore ayr1 ayri incelenmesi suretiyle devam
ettirilecektir.
n ¢ift olsun. Bu durumda (3.30) esitligi

2-1

2-1
Per T,E+)1 = 2x zUn 2r(X) — z Un—z—2r(x) Z Un—3—2+(X) (3.31)

seklinde yazilir. Toplam sembolleri iizerinden gerekli diizenlemeler yapilirsa

per(T,f?l) = 2xU,,(x) + Up_5(x) + - + Uy (x) + U_1 (%) (3.32)

esitligi elde edilir. Simdi, (3.32) esitliginin sag yanina +U,,_4 (x) terimleri eklensin.
Per(T,§+)1) = 2xU,,(x) — Up_1(2) + Up_1(2) + Up_3(x) + -+ U_1(x) (3.33)
(3.33) esitliginin sag yaninin ilk iki terimi yerine, esitlik (3.7) geregi, Uy, ;4 (x) yazilirsa

Per(T2)) = Upar () + Upoy () + Upos () + -+ Uy () + U4 (x)  (3.39)

esitligine ulasilir. (3.34) esitliginin sag yan1 toplam sembolii ile diizenlenirse

N3
+
[N

n+1

Per(T2)) = ) Unproar(0) (3.35)

0

<
I
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yazilir. n ¢ift tamsay iken, % +1= l% +1 J = [nZLZJ esitliginin daima dogru oldugu

aciktir. Buna gore (3.35) ifadesindeki {ist sinir yerine [ nT+2 J ifadesi getirilerek yazilirsa

n+2

2
Per(T, n(+)1 Z Un1-2r(X)

elde edilir. Boylece, n degiskeninin ¢ift tamsay1 olmast durumunda (3.24) esitliginin

dogru oldugu goriilmiis olur.

n tek olsun. Bu durumda esitlik (3.30),

n+1 1 n—1

Per(T\,) = 2x Z Un 27 (x) = Z Un--2r(x) ) + Z Uns2r(x)  (336)

seklinde olup buradan da
Per(Trgi)l) =2xUp(x) + Up_3(x) + -+ Up(x) + U_,(x) (3.37)

esitligi elde edilir. Teoremin ifadesinde verilen baslangi¢ sartlarina gére U_,(x) = 0
olacagindan dikkate alinmayabilir. Bu asamadan sonra (3.37) esitligi tlizerinde
yapilacak diizenlemeler, (3.32) esitliginden (3.33) esitligine ve (3.33) esitliginden
(3.34) esitligine gegisleri saglayan diizenlemelerin aynisi olacaktir. O halde, n
degerinin tek olmasi durumunda (3.37) esitliginin sag yani (sifira esit olan U_,(x)

terimi hari¢ tutularak) toplam sembolii ile diizenlenirse,

n+1
(3.38)
Per TrE-2|-)1 z Un1—2r(%)
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seklinde olur. n tek tamsayi iken, = = [—J esitligi daima dogru oldugu aciktir.

Buna gore (3.38) esitligindeki {ist sinir yerine [nTJ ifadesi getirilerek yazilirsa
n+2

2
Per(T, n(+)1 Z Un1-2r(X)

elde edilir. Boylece (3.24) esitliginin, n degiskeninin tek tamsay1 olmasi durumunda

da dogru oldugu goriilmiistiir. m
Sonuc 3.4. U,,(x), Chebyshev U polinomunlarinin n. sini gostermek iizere
Un,(x) = Per(Trgz)) — Per(Tﬁ)z). (3.39)

Ispat: ik olarak (3.22) esitligini goz dniine alalim. (3.22) esitliginde n yerine n — 2

yazilarak

In 1
Per T(Z) Z Up—p—or(X) (3.40)

elde edilir. (3.22) esitligi ile (3.40) esitligi taraf tarafa ¢ikarilirsa,

Tl+1J

Per(Tr?)) Per (2) Z Un-a2r(x) — Z Un—2-2¢(x) (3.41)

elde edilir. (3.41) esitliginin sag yanindaki ilk terimin st sinirindaki lnTHJ ifadesinin

yerine buna esit olan 1 + lnT_lJ ifadesi yazilarak (3.41) yeniden diizenlenirse
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7] 7]

Per(T,EZ)) — Per(Trg)z) = Un(x) + Z Un_or_2(x) — Z Up gy (%) (3.42)
r=0 =0

elde edilir. (3.42) esitliginin sag yan1 U, (x) terimini birakir, bu da istenendir.m

Konjektiir (Conjecture) 3.5. i? = —1 olmak iizere

T,EB) _ (3.43)

-0 i 0 0 Zxdn

matrisinin permanenti ile Chebyshev U polinomlar1 arasinda asagidaki iliskiler

mevcuttur:

5>n2>3igin

n—2
Per(TY) = Up(x) +3U,(x) + Z(r + DUy (X), (3.44)
r=0
n = 6 i¢in
n-3
Per(Tz(;Z’)) = Uy(x) + 3U,(x) + 5U, () + Y (r + DUy (), (3.45)
=0

6 >n = 4igin
n-2

Per(Tim.) = 203 (x) + 4Us(x) + Z(r + DUgpnsq1ar (X), (3.46)

r=0

n = 7 igin
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n-3
Per(T,) = 2U1(0) + 4Us () + 6Us() + ) (+ DUznror @) (347)

r=0

Yukarida, Teorem 3.2, Teorem 3.3, ve Konjektiir 3.5 ile sunulan bulgularin disinda,
Tn(k)(Zx, i,i) matrislerinin k > 4 olmasi durumundaki formlarinin permanentleri
tizerine de c¢alisilmis fakat bu permanentlerin Chebyshev U polinomlari cinsinden

temsilleri i¢in diizenli formiiller ¢ikarilamamustir. Bu nedenle de T,Ek) (2x,1i,1)
matrislerinin permanentlerinin Chebyshev U polinomlari cinsinden temsillerinin k igin
bir genellestirmesine de ulasilamamistir. Bu durum, bir agik problem olarak burada

duyurulmaktadir.

3.3. Chebyshev Polinomlarimin, k-tridiagonal Toeplitz Matrislerinin Bir Ozel

Tiiriiniin Permanentleri Cinsinden Temsilleri

Tezin bu kisminda bir 6nceki kisimda yapilanin aksine, Chebyshev U polinomlarinin,

Tn(k)(Zx,i,i) matrislerinin permanentleri cinsinden temsillerinin mevcut olup

olmadig1 arastirilacaktir.

Lemma 3.6. n > 2 olmak tlizere

Per(Trgl)) = 2xPer(T(1) ) - Per(Trfi)z) (3.48)

n-1
rekiiransi, Per(To(l)) =1ve Per(Tl(l)) = 2x baslangi¢ sartlar1 altinda dogrudur.

Ispat: (3.12) esitligi ile Chebyshev U polinomlarini tanimlayan (3.7) esitliginin
birlikte kullanilmasiyla, (3.48) esitligi kolayca goriiliir. m

Lemma 3.6°dan yola ¢ikilarak, k > 1 durumundaki T,E")(Zx, i,i) matrislerinin
permanentleri igin, baska hangi k degerlerinde (3.48) benzeri rekiirsif temsiller
edilebilecegi tizerinde caligilmistir. Bu amagla yapilan ¢calisma neticesinde elde edilen

bulgularin bir kisminin ispati1 verilecek, bir kismi1 da Konjektiir olarak ispatsiz sekilde
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yazilacaktir. Asagida sunulacak olan bu iligkiler, tezin dordiincii boliimiinde sunulacak
(T,E") (2x,i,i) matrislerinin genellestirilmis sekli olan) Tn(k) (a, b, c) matrislerinin

permanentleri i¢in elde edilen iliskilerin ispatlanmasiyla dogrulanmis olacaktir.

Lemma 3.7. n = tek pozitif tamsay1 olmak tizere
Per(TYEZ)) = ZxPer(Tﬁ)l) - Per(Tﬁ)z) (3.49)

rekiirans1 mevcut olup Dbaglangic sartlar Per(T_(i)) =0, Per(TO(Z)) =1,

Per(Tl(z)) = 2x Ve Per(Tz(Z)) = 4x2 dir.
Ispat: Ispat, n ye gore tiimevarim kullanilarak yapilacaktir.

Bunun i¢in 6nce, (3.49) esitliginin n = 3 i¢in dogru oldugu gosterilsin. Gosterilmesi

gereken esitlik agagidaki gibidir:
Per(Ts,(Z)) = 2xPer(T2(2)) — Per(Tl(z)). (3.50)

Teorem 3.3 ile verilen (3.22) esitligi n = 3 igin diizenlenirse

per(1?) = Z Us—py (x) = Us(x) + Uy (x) + Uy () (351)
=0

elde edilir. (3.51) esitliginin sag yani, (3.5) ile goriilen Chebyshev U polinomunun

terimlerinden uygun olanlarinin yerlerine yazilmasiyla, (8x3 — 2x) ifadesine esit olur.
Burada, yine (3.5)’ten Per(Tz(z)) = 2x% ve Per(Tl(z)) = 2x oldugu goz oniinde

bulundurulursa

Per(T3(2)) =8x3—2x = 2xPer(T2(2)) — Per(Tl(Z))



39

esitligi elde edilir, ki bu istenendir. Bu durumda (3.49) esitligi n = 3 i¢in dogrudur.

(3.49) esitligi, r = 0 olmak tizere n = 2r + 3 igin dogru olsun. Bu kabule gore

Per(T(z) ) = 2xPer(T(2) ) - Per(T(z) ) (3.52)

2r+3 2r+2 2r+1

esitligi yazilir. O halde (3.49) esitliginin, n den sonra gelen tek say1 (n + 2) i¢in de

dogru oldugu gosterilmelidir. Bu durumda ulasilmak istenen esitlik

Per(Tz(rzis) = ZxPer(Tz(fLL) — Per(Tz(fig) (3.53)
olacaktir.

Teorem 3.3’ {in ispat1 esnasinda kullanilan adimlar neticesinde ortaya ¢ikan ve (3.29)

ile numaralandirilmig olan

Per(Tn(i)l) = 2xPer(T,52)) - 2xPer(T,ﬁ)2) + Per(T,ﬁ)g)
esitligi goz oniine alinsin. (3.29) esitligi, ayn1 zamanda, T,Ez) matrisinin permanentleri
icin bir rekiirans bagmtisidir. n >3 i¢in, bu rekiiransin baslangic sartlari
Per(T_(?) =0, Per(TO(Z)) =1 ve Per(TZ(z)) = 4x? seklindedir. Simdi, (3.29)

esitliginde n = 2r + 4 yazilsin. Bdylece

Per(T(z) ) = ZxPer(T(Z) ) — ZxPer(T(z) ) + Per(T(Z) ) (3.54)

2r+5 2r+4 2r+2 2r+1

esitligi elde edilir. Bu son esitligin sag yaninin son iki teriminin yerine, (3.52) esitligi

7@

or +3)) ifadesi yazilirsa istenen elde edilmis

g6z onilinde bulundurularak, (—Per(

olur.
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Lemma 3.6 ve Lemma 3.7°den hareketle, Per(T,gk)) permanentleri i¢in asagidaki

genellestirmeye ulagilmistir:

Konjektiir 3.8. T,gk)(Zx, i, 1) matrislerinin permanentleri i¢in,
n=1+k(r+1) (3.55)

olmasi kosuluyla
Per(T,Ek)) = 2xPer(T,£’f)1) - Per(Trglf)z) (3.56)
rekiiransi dogrudur. Burada r > 0 ve k > 1 dir.

(3.55) kosulu altinda (3.56) ile verilen rekiirans bagintis1 kullanilirken, ©nce
matrislerin band acikligini gésteren k degeri atanmali, ardindan n =1+ k(r + 1)
kosuluna gore matrislerin mertebesini temsil eden n degerleri hesaplanmalidir. Bu

durumda, (3.56) rekiiransini saglayan permanentler icin;
k = 1 segilmesiyle {Per(T,), Per(T"), Per(T,), Per(1{V), ..},
k = 2 segilmesiyle { Per(T,*), Per (1)), Per(1}?), Per(1y?), ..}
k = 3 segilmesiyle {Per(T,%)), Per(T,>), Per(T(3)), Per(T(3), ..}

seklindeki diziler ortaya ¢ikar. Bu 6rneklem diziler tizerinden de izlenebilecegi lizere,

n =1+ k(r + 1) kosulu altinda ¢alisan (3.56) rekiiransinin, k > 1 iken her ardisik n

mertebesi i¢in saglamayacagi agiktir. Buradan hareketle, T,Ek)(Zx, i,i) matrislerinin
permanentleri i¢in ardisik n pozitif tamsayilarimin timi i¢in saglanan baska bir
rekiirans bagintist olup olmadigi lizerine devam eden calismalarimiz neticesinde,

asagida Konjektiir olarak verilen rekiirans bagintisi elde edilmistir.
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Konjektiir 3.9. n > k + 1 olmak iizere

Per(Trgk)) = 2xPer(T,$’f)1) — Per (T’Eii)[nT_lD Per (Tl%J*) (3.57)

rekiirsif bagintist dogrudur. Bu rekiiransin baslangig¢ sartlari, s tamsayr olmak {izere,

0 <s<kigin Per(TS(k)) = (2x)° seklindedir.

Burada Konjektiir 3.8 ve Konjektiir 3.9 ile verilen iliskiler, tezin bu bolimiindeki
caligmalarin yayimlandigi [62] numarali referans ile verilen makale ile duyurulduktan

sonra, bu iliskilerin dogrulugu C. M. da Fonseca [68] tarafindan ispatlanmistir.

Simdi bu son kisimda, Konjektiir 3.8 ile verilen (3.56) esitligi ve Konjektiir 3.9 ile
verilen (3.57) esitlikleri birlikte kullanilarak yeni bir temsil elde edilmeye

caligilacaktir. Bunun i¢in 6nce (3.56) ve (3.57) rekiirsif esitlikleri taraf tarafa ¢ikarilsin.

Per(Tn(lf)z) = Per <T(k_1) J) Per (T(l) > (3.58)

) T\

(3.56) esitligiyle birlikte verilen n = k(r + 1) + 1 kosulu, elde edilen (3.58) esitligi
icin de gegerli bir kosuldur. O halde (3.58) esitligi, r >0 olmak iizere,

n = k(r + 1) + 1 kosulu g6z 6niinde bulundurularak diizenlenir ve yeniden yazilirsa

Per (Tk(é(r)+1)—1) = Per (T((,f__ll))(rﬂ)) Per(Tr(l)) (3.59)

esitligi elde edilir. (3.59) esitligi asagidaki gibi yazilsin:

Per (Tk(é?+1)—1)

Per (T4 ran)

Per(Tr(l)) = (3.60)
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(3.60) esitliginin sol yani, Teorem 3.2 geregi, Chebyshev U polinomlari ile

eslestiginden,
(r)
Per\T _
U (x) = (1) (3.61)
T Per (T8 )
er L k-1 @r+1)

seklinde yazilir. Boylece Chebyshev U polinomlarinin, T,gk)(Zx, i,1) matrislerinin

permanentleri cinsinden temsil edilebilecegi sonucuna ulasilmistir.

Ornek 3.10: Bu ornekte, (3.61) ile verilen esitligin kullanilmasi suretiyle

Chebyshev U polinomlarinin elde edilmesi agik olarak gosterilecektir.

(3.61) esitliginde k = 3 alinirsa,

3)
PerT.
U,(x) = —3L*2 (3.62)

)
PerTZr 4o

esitligi yazilir. Buradan, r = {0,1,2,3,4} olmak tizere,

PerT2(3)
Up(x) = — 2"
PerT2
PerT5(3)
Up(x) = — 2
PerT4
PerT8(3)
Uy (x) = — 2"
PerT6
3)
PerT.
Us(x) = L

)’
PerT8



oranlar1 elde edilir. Benzer sekilde, (3.61) esitliginde k = 4 alinirsa,

4
PerT
Ur (x) — 41r+3

3
PerT, .5

esitligi yazilir. Buradan, r = {0,1,2,3,4} olmak tizere,

(4)
PerT.
Uo() = 2,
PerT3
PerT7(4)
Up(x) = — 3
PerT6
PerTl(f )
U2 (x) = (3) )
PerT9
(4)
PerT.
U3 (x) = 1(53) )
PerT12
4)
PerT.
U4_(X) = 1(93)
PerT15
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(3.63)

oranlari elde edilir. Bu oranlarin pay ve paydalarinda bulunan permanentlerin degerleri

yerlerine yazildik¢a, Chebyshev U polinom dizisinin terimleri elde edilecektir.



BOLUM4. GENEL k-TRIDIAGONAL TOEPLITZ MATRIS-
LERIN PERMANENTLERI ICIN REKURSIF
FORMULLER

4.1. Tridiagonal Toeplitz, 2-tridiagonal Toeplitz, 3-tridiagonal Toeplitz

Matrislerin Genel Hallerinin Permanentleri i¢in Rekiirsif Formiiller
L) io ailacing :
Tamm: T, (a, b, c) ; matris ailesinin permanentleri
nxn

P,fk) = Per (T,Ek)(a, b, c)) = Per ([tij] ) (4.1)

seklinde gosterilsin, dyle ki burada

a 1=]j
b, i=j—k
L= =tk (4.2)
0, diger
seklindedir.

Asagidaki Lemma ile goriilen rekiirsif formiil, H. Minc [44] tarafindan verilmistir.
Lemma 4.1. [44]

a b
c

P,fl) = Per (4.3

—————
N —
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formundaki tridiagonal Toeplitz matrisin permanenti i¢in

P = aPn(P1 + ban(P2 (4.4)
olur. n > 2 olmak iizere, bu rekiiransin baglangic sartlari Po(l) =1, Pl(l) = q dur.
H. Minc, (4.4) ile goriilen rekiirsif formiiliiniin ispatini, “Permanente, ilk siitunu
boyunca Laplace agilimi uygulanirsa istenen elde edilir” ifadesiyle vermistir. H. Minc
tarafindan kullanilan bu dogrudan ispat mantigi, ilerideki kisimda genel 3-tridiagonal
Toeplitz matrisin permanenti igin verilecek rekiirsif formiiliin ispatindaki mantigin da

temelini teskil eder.

Teorem 4.2.

a 0 b 0
0 a 0 b
c 0 a 0 b
P® = per (4.5)
c 0 a 0 b
c 0 a O
L0 c 0 alyn

formundaki 2 —tridiagonal Toeplitz matrisinin permanenti i¢in
p® = aP,fE)l + abcP,fE)3 + bzcan(E)4 (4.6)

olur. n = 3 i¢in bu rekiiransin baslangic sartlar PO(Z) =1, P1(2) = a, P2(2) =a? ve

P3(2) = a® + abc dir. Bu formiil her a, b, ¢ € C igin saglanir.

Ispat: Teoremin ispati, permanentler iizerinde Laplace agilimi kullanilarak

yapilacaktir.

Pn(z) permanentine ilk siitunu boyunca Laplace a¢ilim1 uygulansin. Bu islemle



P,fz) = aPn(E)1 + cPer

(e}

S Q

o T

Q

n—-1xn-1
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4.7)

esitligi elde edilir. (4.7) esitliginin sag yaninin ikinci terimindeki permanente birinci

satir1 boyunca Laplace agilimi uygulanirsa

P,fz) = aPn(E)1 + bcPer

a oQ T

SO Q

o

o

S Q

Q O

n—-2xn-2

(4.8)

elde edilir. (4.8) esitliginin sag yaninin ikinci terimindeki permanente birinci satirina

gore Laplace a¢ilim1 uygulanirsa

P,fz) = aPn(E)1 + aban(f)3

+ b?cPer

o

a O Q O

S OoOQ o

o

)

o

Q

Q O

n-3xn-3

(4.9)

esitligi elde edilir. Son olarak, (4.9) esitliginin sag yanmin i¢lincii terimindeki

permanente ilk siitununa gore Laplace agilimi uygulanirsa
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Pn(z) = aPn(z)1 + aban(E)3

a 0 b 0
0 a 0 b
c 0 a 0 b (4.10)
+ b?c?Per R
c 0 a 0 b
c 0 a O
-0 c 0 A -n—4xn—4

esitligi elde edilir. (4.10) esitliginin sag yaninin son terimindeki (n — 4) X (n — 4)

rnenebdipennanentZ%rkﬁagonalToeplnzfonnundacﬂupbununyeﬁnefﬁfl}@zﬂusa

istenen elde edilmis olur.m

Teorem 4.3.
fa 0 0 b 07
0 a 0 0 b
0O 0 a 0 0 b
c 0 0 a 0 0 b
P® = per (4.11)
c 0 O a 0 0 b
c 0 0 a 0 O
c 0 O a O
L0 c 0 0 a'lym

formundaki 3-tridiagonal Toeplitz matrisin permanenti i¢in

3 _ ,p® 1) p@)
B, =aP,” + bcP[%]_ZPn_[%] (4.12)

esitligi dogrudur. n > 4 icin bu rekiiransin baslangi¢ sartlari P3(3) = a3, Pz(z) = a?,

Pl(l) =ave Po(l) = 1 dir. Bu formiil her a, b, ¢ € C i¢in saglanir.

Ispat: Teoremin ispati, permanentler iizerinde Laplace agilimi kullanilarak

yapilacaktir. Ispat esnasinda, PTEZ) icin verilen teoremin ispatinda yapildigi gibi, her bir
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adim sonrasinda ortaya ¢ikan matrislerin tiimii agik olarak yazilmayacaktir. Bunun

yerine, uygulanacak Laplace a¢ilimi adimlar1 bir prosediir halinde verilecektir.

Birinci adim:

Pn(3) permanentine, ilk satirina gére Laplace agilimi uygulansin. Elde edilen ifade
3 3 *
P = ap® +bP(T)) (4.13)

seklinde gosterilsin. Buradaki P(T,E*_)l) notasyonu, ilk adimdan sonra ortaya ¢ikan ve

fakat P& formuna uymayan

[0 a 0 b 0]
0 0 a 0 b
c 0 O O 0 b
0O ¢ 0 a O O b
0 ¢c 0 a 0 0 b
0 0 0 a O O b
c 0 O a O O b (4.14)
c 0 O a 0 O b
c 0 0 a 0 O
c 0 0 a O
-0 c 0 0 alh-1xn-1

alt matrisin permanentini temsil etmektedir.

ITkinci adim:
P(Trf*_)l) permanentine, ilk siitunu boyunca Laplace agilimi1 uygulansin. Elde edilen
ifade

P = aB®) + beP(T,7)) (4.15)
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seklinde gosterilsin. Buradaki P(T,Ef)z) notasyonu, ikinci adimdan sonra olusan fakat

Pn(3) formuna uymayan (n — 2) x (n — 2) mertebeli alt matrisin permanentini temsil

etmektedir.

Kalan adimlar:
Prosediiriin bundan sonraki adimlari, P(TTEE)Z) ve bundan tiireyecek alt matrislerin
permanentlerinin (3 + 2i). satirlarina Laplace agilimi uygulanmasi suretiyle devam

edecektir. Buradaki i dongiisi, i = 1,2,3,..., E] — 2 seklindedir. Buna gore ilk olarak,

P(Tﬁ)z) permanentine begsinci satiri boyunca Laplace a¢ilimi uygulanir. Bu adimdan

sonra ortaya ¢ikan (n — 3) X (n—3) mertebeli permanentlere yedinci satirlar
boyunca Laplace agilimi uygulanir. Bu adimdan sonra ortaya ¢ikan (n — 4) X (n — 4)

mertebeli permananetlere dokuzuncu satirlart boyunca Laplace agilimi uygulanir.
Prosediir, toplamda uygulanan Laplace ac¢ilim1 adimlarinin sayisi E] e esit olana kadar
bu sekilde devam ettirilir. Prosediiriin son adimi sonrasinda ortaya ¢ikan

(n — ED X (n — E]) mertebeli permanentlerin timiiniiniin 2-tridiagonal Toeplitz

)

formuna doniistiigii goriilecektir ki bunlar p© [El seklinde gosterilir. Son adimdan
3

n—

(2)

sonra elde edilen ifadede, ortaya ¢ikan terimlerdeki P i permanentlerinin paranteze
3

n

alinarak diizenlenmesiyle, bu permanentlerin a, b ve c degiskenlerine bagh

katsayilarindan bir polinomal ifade olusacaktir. Bu polinomal ifadenin de, (E] — 2) X
(E] — 2) mertebeli tridiagonal Toeplitz matrisin permanenti ile yani P[(zl])_z ile
3

eslestigi kolayca goriiliir. Boylece, (4.15) esitliginde P(Tn(j) notasyonu ile temsil

edilen permanentin vyerine, (4.15) esitliginden itibarenki adimlar neticesinde,

<P[(nl]) 2) (P(Z)In]> carpimi yazilabilecektir, bu da isteneni verir. m
3™ n—3

Uyar1 4.4. Teorem 4.3 1in ispatinin son kisminda bahsi gegen a, b ve ¢ degiskenlerine

bagli polinomal ifadenin, (E] — 2) X (E] — 2) mertebeli tridiagonal Toeplitz
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matrislerin permanentleri ile eslesmesi, besinci boliimdeki Teorem 5.1 yardimiyla
goriilebilir. Tezin, i¢cinde bulundugumuz doérdiincii boliim sadece rekiirsif bagintilara
ayrildigr igin, konu biitiinliigliniin bozulmamasi nedeniyle Teorem 5.1 ifadesi bu

boliimde verilmemistir.
Simdi, Teorem 4.3’1lin ispatini teskil eden prosediirii agiklayan bir 6rnek verelim.

Ornek 4.5. Bu ornekte, 19 X 19 mertebeli genel 3-tridiagonal Toeplitz matrisin
permanenti tizerinden gidilerek, Teorem 4.3’iin ispatinm1 teskil eden prosediiriin

adimlar1 daha agik bicimde izah edilecektir.

Adim 1:

P1(§ ), birinci satir1 boyunca genisletilir. Elde edilen ifade

P =apy +bP(TLy) (4.16)

seklinde gosterilsin. Buradaki P(Tl(g)) notasyonu, ilk adimdan sonra ortaya ¢ikan ve

fakat (4.11) ile gosterilen forma uymayan matrisin permanenti temsil etmektedir.

Adim 2:

P(Tl(g)), birinci siitunu boyunca genisletilir. Elde edilen ifade
PS = aPQ +bcP(T) (4.17)

seklinde gosterilsin. Buradaki P(Tl(;> )) notasyonu, ikinci adimdan sonra ortaya ¢ikan

ve fakat (4.11) ile gosterilen forma uymayan matrisin permanenti temsil etmektedir.

Prosediir, P(Tl(;> )) permanenti ile bu permanentten tiireyecek alt permanentlerin

(3 + 2i). satirlarina Laplace agilim1 uygulanmasi suretiyle devam edecektir. Buradaki
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[ dongiisti, k = 3 ve n = 19 degerleri i¢in i = 1,2,3,..., [?] — 2 seklinde sinirhidir.
Prosediiriin ilk iki adimindan sonraki adimlarinda, matrislerin hangi satirlart boyunca
Laplace agilimi uygulanacagi bu dongii sayesinde tespit edilir. Buna gore, sirasiyla 5.,
7., 9., 11.,13. satirlar boyunca Laplace agilimi uygulanmalidir. Asagida, her yeni
Laplace acilimi islemi sonrasinda ortaya c¢ikacak matrisler acik olarak
gosterilmeyecek, bunun yerine bu matrislerin permanentlerini temsilen sadece onlarin

katsayilar1 yazilacaktir.

Adim 3.
P<T1(7> )), 5. satir1 boyunca genisletilir. Olusan 16 X 16 lik permanentlerin katsayilar

sirastyla beca, b%c seklindedir.

Adim 4.
Onceki adimdan sonra ortaya cikan biitiin permanentler 7. satirlar1 boyunca

genisletilir. Ortaya ¢ikan 15 X 15 lik permanentlerin katsayilar1 sirasiyla bca?,

b%ca, b?c?, b3c ifadeleridir.

Adim 5.
Onceki adimdan sonra ortaya ¢ikan biitiin permanentler 9. satirlart boyunca

genigletilir. Ortaya ¢ikan 14 X 14 lik permanentlerin katsayilar1 sirasiyla

bca?, b?ca?, b?c?a,b3ca,b?*c?a,b3c?, b*c ifadeleridir.

Adim 6:
Onceki adimdan sonra ortaya cikan biitiin permanentler 11. satirlar1 boyunca

genigletilir. Ortaya ¢ikan 13 X 13 lik permanentlerin katsayilar1 sirasiyla
bea*, b2ca®, b2c2a?,[b3ca?], b?c?a?, b3c2a [bcal, b2c?a?, b3c?a, b3c3, [btc?],
ifadeleridir.

Altinc1 adimdan sonra ortaya ¢ikan 13 X 13 mertebeli matrislerden bazilarinin
satirlarindan veya siitunlarindan herhangi birinin tamamen sifirlanmis oldugu

gbzlemlenmistir. Bu sebeple bu matrislerin permanentlerinin sonuglari sifir olacaktir.
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Bu sifirlanan permanentler, altincit adimdan sonra olusan katsayilar1 gosteren istteki
dizgede kutu igerisine alinarak gosterilmistir. Dolayisiyla, istteki dizgede kutu
icerisinde olan katsayilar, yedinci adimdan sonraki katsayilar arasindaki sifir ile

gosterilenlerdir.

Adim 7.

Onceki adimdan sonra ortaya ¢ikan biitiin permanentler 13. satirlari boyunca
genisletilir. Ortaya ¢ikan 12 X 12 lik permanentlerin katsayilar1 sirastyla
bca®, b?c?a3, b?c%a3,0,b%c%a3 b3c3a,0,b%c?a®,b3c%a,b3c%a,0,0 ifadeleridir.
Yedinci adimdan sonra ortaya ¢ikan 12 X 12 lik matrislerin tiimiiniin T1(22 ) (a,b,c)

formuna indirgenmis oldugu gozlemlenecektir. Esasen, prosediir de yedinci adimda

son bulur. Ciinkii, toplamda uygulanan adimlarin sayisi [13—9] sayisina ulagmistir. Buna

gore (4.17) esitligindeki P(Ty;” ) yerine

P(Tl(;)) = bca®P? + b2c2a3PP + b2c2a3PP + b2c?aP? + b3c3aPP

+ bzcza3P1(22) + b3c3aP1(22) + b3c3aP1(22)
ifadesi yazilacaktir. Buna gore, (4.17) esitligi diizenlenerek tekrar yazilirsa
P1(93) = aPl(S?’) + bc(a® + 4a3bc + Sabzcz)Pl(zz) (4.18)

sekline doniigiir. Bu son esitlikte P1(22 ) permanentinin katsayist olan polinomal ifade

Ps(l) permanentinin sonucu ile eslesmektedir. (Bu eslesmeyi sinamak i¢in liitfen

Teorem 5.1°e bakiniz.) Boylece (4.18) esitligi
PS = arl + bePVPY (4.19)

seklinde yazilabilecektir.
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4.2. Genel k-Tridiagonal Toeplitz Matrislerin Permanentleri Icin Rekiirsif

Fomiiller

Teorem 4.6. n > k + 1 olmak lizere

(k) _ pk) (1) pk-1
P, =aP, 1 + bcP[%]_an_[%] (4.20)

rekiirsif formiilii dogrudur. Burada 0 < s < k igin Ps(k) =asvea,b,c € C.

Ispat: Bu teoremin ispati, Pn(3) igin verilen rekiirsif formiilii tanitan Teorem 4.3’{in
ispatina benzer sekilde verilecektir. Yani burada, Teorem 4.6 i¢in yapilacak ispat igin,
Teorem 4.3’lin ispatin1 teskil eden prosediiriin adimlarinin Pn(k) permanentine

uyarlanmasi yeterli olacaktir.

Ik olarak Pn(k) permanentine, birinci satir1 boyunca Laplace agilimi uygulansin. Bu

durumda elde edilen esitlik P,fk) = aPn(f)1 + bP (T,Ei)l) seklinde gosterilsin. Ardindan

P<Tr§?1) permanentine, birinci siitunu boyunca Laplace agilimi uygulansin. Bu

n

durumda elde edilen esitlik p) — aPn(’_()1 + bcP(Té'i)z) ile gosterilsin. Prosediiriin
bundan sonraki adimlari, P(TTEE)Z) ve bundan tlireyecek alt matrislerin
(k +i.(k—1)). satirflarina Laplace agilimi uygulanmasindan ibarettir. Laplace

acilimi uygulanan adim sayist, birinci adimdan itibaren toplamda E] adet oldugunda

prosediir son bulur. Son adimdan sonra ortaya ¢ikan permanentlerin tiimiiniin,

(k-1)-tridiagonal Toeplitz formuna indirgenmis matrislerin permanentleri oldugu
gortliir ki bunlar Pr(l'i E) seklinde gosterilirler. Son adimdaki ifade, terimlerde bulunan
k

k-1 - . . . .
pr) permanentlerinin parantezine alinarak diizenlenmesiyle, bu permanentlerin

n-xl

katsayilarindan a, b, ¢ degiskenlerine bagli bir polinomal ifade olusacaktir. Bu

polinomal ifadenin P[(El])_z ile eslestigi gortliir. Boylece, son adimla birlikte, P(TTEE)Z)
k
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notasyonu ile temsil edilen permanentin yerine (P[(zl])_2> <P7E?nl)> carpani
k

k

yazilabilecektir. Bu durumda istenen elde edilmis olur.m

Bu boliimde bu kisima kadarki ¢alismalardan elde edilen sonuglar, [69] numarali

referans ile verilen makale ile yayimlanmistir.
Simdi, k-tridiagonal Toeplitz matrislerin permanentleri i¢in, (4.20) ile verilen rekiirsif
formiilden farkli yeni bir rekiirsif formiil verilecektir. Bu formiil ve ispatina gegmeden
once, formiiliin ispat1 igerisinde kullanilacak olan baz1 gegisler asagidaki Lemma’lar
ile verilecektir.
Lemma 4.7. a € R olmak iizere

|—al = —[a] (4.2)

esitligi dogrudur.

Ispat: x € Nve 0 < r < 1 olmak iizere a = x + r olsun. Buna gére, (4.21) esitliginin

sol yan1

|—a|=|—x—-1r]=—x+|-1]=—2x—-1 (4.22)
ve (4.21) esitliginin sag yan1 da

—lal==[x+r]=—x—[r]=—x—-1 (4.23)
olacagindan, (4.21) esitligi dogrudur. m
Lemma 4.8. Eger n < k ise

Pl = gn (4.24)
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dir. Burada P{”) = 1 kabul edilmistir.

Ispat: (1.20) ile verilen tanimlamaya goére, n X n mertebeli Tn(k)(a, b,c) = [aij],
(i,j = 1,...,n) matrisinin sifirdan farkli elemanlar1 ya a;;, ya @41y Ya da ageqq);j

konumundaki elemanlardir. n < k durumu goz oniine alinirsa, olusacak matrislerin
mertebece en biiyligi Tk(k)(a, b, c) seklinde sembolize edilecek matristir. ;1) Ve
a(k+1); konumlarindaki elemanlarin Tk(k)(a, b, c) ile gosterilen formdaki matrislerin

icinde bulunamayacagi agiktir. Tk(k)(a, b,c) matrislerinin n < k durumundaki
goriiniimiinde, sadece ana kdsegen bandi ilizerindeki elemanlar mevcut olacak yani

bunlar birer kosegen matristen ibaret olacaktir. Goriiniimii

seklinde olan bu matrislerin permanentleri Per(Tk(k)) ile temsil edilsin. Per(Tk(k))

tizerinde, her seferinde birinci satirlar boyunca Laplace agilimi uygulanarak elde

edilecek permanentler arasindaki iliski
Per(Tk(k)) = aPer(Tk('_‘Il)) == ak‘lPer(Tl(l)) = akPer(TO(O)) (4.25)

esitligi ile gosterilsin. (4.25) te, son adimindan sonra elde edilen akPer(TO(O)) ifadesi

a® ya esit olur ki bu istenendir. m

Teorem 4.9. n > k olmak tizere

n—-k—1

' IEJ i+k+[—T
=0
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rekiirsif esitligi dogrudur. Burada, her k ve n degeri i¢in Po(k) =1, Pn(o) = 1 kabul

edilecektir.
Ispat: Ispat n ye gore indiiksiyon kullanilarak yapilsi.

n = 2 olsun. n > k kosuluna gore, 2 > k olup k = 1 degerini alir. Buna gore, (4.26)

esitliginin sag yaninda n = 2 ve k = 1 yazilarak

0

a’ + bcz: a’t Plgjl)Pi(ﬂﬂ—i—u = a’+ bcPO(l)PO(O) =a®*+ bc (4.27)

i=0

sonucu elde edilir. Diger taraftan

Pz(l) = Per [a b]

. = aPer[a];x; + bPer[clix; = a? + bc

2X2

oldugu da acgiktir. Bu durumda (4.26) esitligi n = 2 igin dogrudur.

Simdi, (4.26) esitliginin n i¢in dogru oldugu kabul edilsin ve (4.26) esitliginin n+

1 i¢cin de dogru oldugu gosterilsin. Buna gore, gosterilmesi gereken esitlik

n-k
PY) = g+l 4 pe Z ank=ip) ple=h (4.28)
= [ i+
seklindedir.
Pn(f)l permanenti, (4.20) esitligine gore
) _ _pk) (€3] (k-1)
Pi=ab, "+ bcP[nTH]_2 Pn+1_[nT+1] (4.29)
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seklinde yazilir. Bu esitligin sag yaninin ilk terimindeki P,fk) yerine, n i¢in

dogrulugunu (tlimevarimin bir adimi olarak) kabul ettigimiz (4.26) esitligi kullanilarak

n—k-1
ala™+ bc Z gnk-1-i p@) pli=) -+1>+ beP . peD (4.30)
( = [l i+ -5 e

ifadesi yazilir ve buradan da

n—-k—-1
() _ n+1 n—k—i p(1) plk-1) D (k-1)
P2 =a + bc z a PP ...+ bcP, P 431
RN R = P
esitligi elde edilir.

Simdi, (4.31) esitliginin sag yaninda, permanentleri temsil etmede kullanilan indisleri

asagidaki fonksiyonlarla ifade edelim:

k = 1 olmak {izere,

h(n) = [n Z 1], (4.32)
o= (433)
gD =i+k+ [—izlj. (4.34)

Bu fonksiyonlar;

1, 0<n<k

_ )2, k<n<?2k
h(n) = 3, 2k<n<3k’ (4.35)
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0, 0<i<k
N~ )1, k<i<2k
FO=97" ok <i<3k’ (4.36)

i+k—1, 0<i<k
i+k—2 k<i<2k

i+k—3, 2k<i<3k (437)

g(i) =

seklinde tamimlanabilir. (4.31) esitligi, f, g ve h fonksiyonlariyla ifade edilerek

yeniden yazilsin.

n—k—1

(k) _ 1 —k—i p(1) p(k=1) 1) (k-1)
Py =a"" +bc z a" T Py Puy T beByny o Py thny: (4.38)

i=0

P(l) P(k_l)

w)—2tn-nmy terimindeki indisler f ve g

(4.38) esitliginin  sag yaninda bc
fonksiyonlar1 cinsinden ifade edilebilirse, o zaman bu terim Oniindeki toplam
grubunun i¢ine dahil edilebilir hale gelecektir. Buna gore, (4.38) esitliginin daha agik

olarak yazilmasiyla olusan

® _ ne1 ek p@) p=1) | nok—1p) pk-1) ,
Fiyi=a +bc(“ Fole ta Fola  t

(4.39)

@ (k-1) (€Y (k-1)
+ an(n—k—l)Pg(n—k—l)) + bCPh(n)—ZPn+1—h(n)

(4.39) esitligi tizerinden de kolayca izlenebilecegi gibi, son terimin indisler i¢in
f(n—k)=h(n) -2, (4.40)
gn—k)=n+1-h(n) (4.41)

esitliklerinin birlikte saglandigi gosterilirse, (4.39) esitliginin son terimi, ondeki

toplam gurubuyla ayni ifadede temsil edilebilecektir.
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(4.33) ¢ gore

fn—k) = [%J - [%] —1=f) -1 (4.42)

olur. Diger yandan, f ve h fonksiyonlarini agiklayan (4.35) ve (4.36) tariflerine gore,
ayni araliklarda f(n) = h(n) — 1 olup bu iligski (4.42) esitliginde yerine yazilirsa
f(n—k) = h(n) — 2 esitligine ulasilir ki bu (4.40) esitligidir.

(4.34) e gore

n—k+1 n+1
2

- - (4.43)

g(n—k)=n+l—

yazilir. (4.43) esitligindeki |— | ifadesinin yerine Lemma 4.7 geregi (- [=|)
yazilir Ki bu ifade (4.32) ile verilen h(n) fonksiyonunun ta kendisidir. Boylece (4.43)
esitligi g(n — k) = n + 1 — h(n) sekline donisiir Ki bu (4.41) esitligidir.

(4.40) ve (4.41) ile verilen sartlar saglatildigina gore, (4.39) esitligindeki son terim

P(l) P(k_l)

yerine bc )2 n—n(n

) terimi yazilabilir. Buna gore (4.39) esitligi

® _ ne1 kp) -1 | neke1p) pk-1)
Py = a4 bea™ Py Prgy” + a" T TR By A

(€8] (k-1) (€8] (k-1) (4.44)
+ alz’(n—k—l)Pg(n—k—l) + Iif(n—k)Pg(n—k)
halini alir ki bu da
n—k
k) _ 1 —k—i p(1) pk-1)
Py =a""" +bc z a" " " Py By (4.45)
i=0

seklinde temsil edilir. Boylece ispat tamamlanmistir. m
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4.3. Bir Alternatif Ispat
Bu kisimda, k-tridiagonal Toeplitz matrisin permanenti igin (4.20) esitligi ile verilen

k) _ pk) 1 pk-1)
P, =aP,_; + bcP[%]_an_[%]

rekiirsif formiiliiniin dogrulugunu gostermek amaciyla yeni ve 6ncekinden farkli bir

ispat denenecektir. Bu alternatif ispati1 yapmak i¢in, (4.26) ile verilen rekiirsif formiil

ile birlikte f, g ve h fonksiyonlarina ait tanimlamalar kullanilacaktir.
Ispat (Teorem 4.6): Ispat, n ye gére indiiksiyon ile yapilsin.

n = 2 olsun. Bu durumda, Teorem 4.6’nin ifadesinde bulunan n > k + 1 sartina gore

k = 1 olacaktir. Buna gore (4.20) esitliginde n = 2 ve k = 1 yazilarak
Pz(l) = aPl(l) + bcPO(l)PO(O) (4.46)

elde edilir. Yine (4.20) rekiirsif formiilii igin verilmis olan baslangig¢ sartlar1 yardimiyla
(4.46) nin dogrulugunu gérmek kolaydir.

(4.20) esitligi n = r igin dogru olsun ki bu

k) _  p) 1)  k-1)
P =aP. + bcP[%]_ZPr_[H (4.47)

seklinde yazilir. Buradan hareketle, (4.20) esitliginin n =r + 1 i¢in de dogru

oldugunu gosterilmelidir. O halde gésterilmesi gereken

k) — pk) ) (k=1)
P.i=aP"" + bcP %]_ZPrH_ ﬁ]

(4.48)
K

esitligidir. (4.26) esitligine gore
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r—k

PY) = a™! + bc z ar-k=ip® pln (4.49)
- R
=0

yazilir. Bu esitlik te, (4.33) ve (4.34) ile tanitilan f ve g fonksiyonlarinin tarifleri goz

oniinde bulundurularak

r—k
PY) = gr+1 4 bcz ok 1}((15 Pg((ki)—l) (4.50)
i=0

seklinde yazilir. (4.50) esitligini daha agik yazilacak olursa

*x) _ —kp) pk-1) —k-1p@) pk-1)
Pl =a"*t + bca” P: ) Pycoy + bca” 1Pf(1)Pg(1)

-k-2p1) p(k-1) —2k+1p(D) (k-1)

—2kp(1) plk-1) —2k-1p(1) (k-1)
+ bca” Pf(k) Pg(k) + bca” Pf(k+1) Pg(k+1) + .-

6 (k-1) D k1)
tbeab 1) Fyor—i—n) T PCBi_iy Byri)

(4.51)

esitligi elde edilir. Simdi, (4.51) esitliginin sag yaninin ilk terimi géz oniine alinsin.

Lemma 4.8.°¢ gore P = a* oldugundan
a’tl = ar—k+1Pk(k) (4.52)

yazilir. Simdi de (4.51) esitliginin sag yanimin ikinci terimi olan bcar_ka((lg) Pg('(c()_)l)

ifadesi g6z 6ntine alinsin Bu terimin indisler igin, (4.32) ile goriilen h(n) fonksiyonu

yardimiyla,
f(0) =h(k)—2, (4.53)

g(0) =k + 1 — h(k) (4.54)
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iliskileri kurulabilir. O halde (4.52), (4.53) ve (4.54) iliskilerine gore, (4.50) esitliginin

sag yaninin ilk iki terimi

ke (o p) W ple-1)
&+ (aP® + beR()_, PETH ) (4.55)

seklinde diizenlenebilir. Yine (4.20) esitligi ve h(n) fonksiyonuna gore, (4.55) ifadesi

gk p® (4.56)

k+1

ifadesine esittir. Bu sayede, (4.51) esitligi, sag yaninin ilk iki teriminin yerine

a’k Pk(ﬂ ifadesi getirilerek yeniden yazilirsa

» P(k_l) +bcar—k—2p(1) P(k_l)

P = qr=k p®) 4 peark-1p @ Po2)

r+1 f g

—2k+1p(1) (k-1) —2kp(1) p(k-1)
—2k—1p(1) (k-1) €] (k-1) '
+bca” Pf(k+1) Pg(k+1) + -+ bcan(r_k_l) Pg(r—k—l)

@ k1)
by Byr—io)

seklini alir. Simdi bu (4.57) esitliginin sag yaninin ilk teriminden sonraki

P(l) P(k_l)

terimlerindeki permanentlerin dizisini &) Pg(e)

ile gosterelim. € = 1,2,3, ..., v — k

olmak tizere
fle)=hk+¢)—2
ge)=k+1—h(k+¢)

cqe . . k— . k—
esitliklerine gore, Pf((lg))P;(S)l) carpimini temsilen P,Eb)c +£)_2P,E +1Ph(k +g) Sarpimi
yazilabilir. Buna gore (4.57) esitliginin ilk iki teriminin toplami

_k (0 —k—1p(D) (k-1)
a’ kPk+1 +bca™" 1Ph(k+1)—2Pk+1—h(k+1)
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seklinde olup bu ifade de parantezle diizenlenerek

k-1 (k) (1) (k-1)
a” (aPk+1 + bCPh(k+1)—2Pk+1—h(k+1)) (4.58)

seklinde yazilir. Burada da (4.20) esitligi ve h fonksiyonu goz oniinde bulundurularak,

(4.58) ifadesinin yerine

ar—k-1p@) (4.59)

k+2

yazilabilir. Buna gore, (4.57) esitligi

&) _ r-k-1p&) —2k (€] (k-1)
Py =a ' B5 + e+ bea” 2 +1Pf(k—1) Pg(k—l)

r—2kp1) pk-1) r—2kp1) plk-1)
+ bca Pf(k)Pg(k) + bca Pf(k)Pg(k)

—2k-1p(1) (k-1)
+ bca” Pf(k+1) Pg(k)+1 + .-

(4.60)

0 (k=1) ® k-1
+beaPri_y_1y Pyor_k-1) T DCPrr_iy Pair i)

sekline doniisiir. Yukarida anlatmaya c¢alistigimiz bu doniistiirme islemi, olusan her

yeni esitligin sag yanindaki ilk iki terime uygulanarak devam ettirilirse, en sonunda

x) _  pl) (1) (k—-1)
Pyi =aP +bePy iy 5 Poig hin (4.61)

esitligine ulagilacaktir ki bu da h(n) fonksiyonunun tanimina gore

(x) (k) €] (k—-1)
P& = gp P P
e = ab A beR iy P

seklinde temsil edilir. Bdylece istenen elde edilmistir. m
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4.4. Bir Rekiirsif Algoritma: k-tridiagonal Toeplitz Matrislerin Permanent

Hesabi

GIRDI: n : Matrisin mertebesi; k : Matrisin band araligi; a, b, ¢ € C : Matrisin girdileri

CIKTI : Pn(k) : T,Ek)(a, b, ¢) matrislerinin permanentleri

1: Procedure Perm(k,n)

12:

13:

14:
15:

16:

if n=-1
return O
elseif k = nthen
return a™
elseif k =1 then
return aPerm(1l,n — 1) + bcPerm(1,n — 2)
elseif k = 2 then
if n>3 then
return
aPerm(2,n — 1) + abcPerm(2,n — 3) + b?c?Perm(2,n — 4)
end if
elseif k > 3 then

return

aPerm(k,n — 1) + bc <Perm (1 [%] - 2)) <Perm (k=1 [%D)

end if

17: end procedure



BOLUM 5. GENEL k-TRIDIAGONAL TOEPLITZ
MATRISLERIN PERMANENTLERI ICIN
KOMBINASYONEL FORMULLER

Bu béliimde, P,fk) permanentleri i¢in dordiincii boliimde sunulan rekiirsif formiillerden
faydalanilarak, rekirsif olmayan (agik) formiiller elde edilmesi amaciyla yapilan
caligmalar sonucunda ulasilan kombinasyonel yapili formiiller sunulacaktir. Bu

boliimdeki ¢alismalar, [69] numarali referans ile verilen makale ile yayimlanmustir.

Teorem 5.1. n X n formundaki tridiagonal Toeplitz matrisin permanenti i¢in

n

Z Z)IQJ‘r(bc)r (5.1)

(1)

dir.

Ispat: Ispat, n ye gore tiimevarim kullanilarak yapilacaktir.

n = 2 igin, (5.1) esitliginin sag yani

[N

2

1) _
P =
a 0

(az)1 "(be)" = ( )a2 + G) bc = a? + bc (5.2)

sonucunu verir. Ote yandan, (4.4) esitligi ve onun baslangig sartlar1 kullanilarak
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Pz(l) = aPl(l) + bcPO(l) =a?+ bc
sonucununa ulagilir. Bu sonuglara gore, (5.1) esitligi n = 2 i¢in dogrudur.

Simdi, (5.1) esitliginin n i¢in dogru oldugu kabul edilip, (n + 1) i¢in de dogru oldugu

gosterilmelidir. O halde, gosterilmesi gereken

n_+1
1 ( 1)n+1
S (1) ol 63
esitligidir.

Oncelikle, (4.4) esitligi (n + 1) gore yazilirsa

PY = a.P™ + beP®, (5.4)

n+1

olur. (5.4) esitliginin sag yanindaki permanentler, n i¢in dogrulugu kabul edilen (5.2)

esitligi kullanilarak yazilirsa

P =ala Z ") @l oy
_ - (5.5)
-1 & n-1
+ bc a% z (n _3 N T) (az)lTJ_r(bc)r
r=0

elde edilir. Buradaki EJ ve lnT_IJ ifadelerinin sonuglari, n degiskeninin tek veya ¢ift

olmas1 durumlar1 gz oniine alinacak olsa da burada sadece bunlardan birisi i¢in ispat

devam ettirilecektir.
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n tek olsun. Bu durumda, l J =21 ve l— = —1 esitliklerinin yazilabilecegini

gormek kolaydir. Buna gore (5.5) eslthgl,

n-1 n-1
2 2
P11(1)1 Z (n ; 7‘) a™ 172" (b¢)" + be Z (n - : - T') a 172" (pe)" (5.6)
r=0 r=0

halini alir. (5.6) esitligi, toplam sembollerinin agilimlari yapilarak yeniden

diizenlenirse

Pn(-1+)1 (0) a™tt + ((n I 1) + (ng 1)) a™ 1hc
A((57)+ (7)o

(5.7)
n+1 n+1
) 2 2 n+1
+ n—1 + n—3 (bC)Z +(bC)2
2 2
esitligi elde edilir. (5.7) esitligi, kombinasyon igleminin
n n\_m+1
()+G2)=("0) 2)
ozelligi kullanilarak diizenlenirse
n—1 n—1 n-3
P = @7 + () @ T be+ (") @ T o+
n+3 (5.9)
2 n+1
+,21 ]2 (bc) 7 + (bc) 2
2

elde edilir. Bu son haldeki (5.9) esitligi de
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n+1

P(l) 1 1-(=pn"*t 1)n+1 Z Tl+ 1 (az)l > J(bc)r (510)

n+1

seklinde yazilabilir. Boylece, n degiskeninin tek sayi olmasi durumunda, (5.3)
esitliginin dogru oldugu gosterilmistir. n degiskeninin cift say1r olmast durumunda

istenen esitlik benzer sekilde kolayca gdsterebilir. m

Teorem 5.2. n X n formundaki 2-tridiagonal Toeplitz matrisin permanenti i¢in

n-3

PP ="+ be ) a3 lplﬂfplglgl (5.11)
i=0 2

Ispat: Bu ispat n ye gore tiimevarim kullanilarak yapilacaktir.

n = 3 igin, (5.11) esitliginin sag yani ile

0
a® + bcz “P(l)P(l) =a’+ bcPO(l)Pl(l) = a3 + bca (5.12)

o [

sonucu elde edilir. Ote yandan, (4.4) esitligi ve Lemma 4.8(4.4) kullanilarak
P = aP® + abcP® + b2c2P? = a3 + abc (5.13)
sonucu elde edilir. Boylece, (5.11) esitliginin n = 3 i¢in dogru oldugu goriiliir.

(5.11) esitligi n = r i¢in dogru olsun. Yani

r—3

p® = qr 4 bcz r—3-i Pl(lJ) Pl(:*)l (5.14)
i=0 2
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O halde, (5.11) esitliginin n =r + 1 i¢in de dogru oldugu gosterilmelidir. Yani

gosterilmesi gereken esitlik

r—2

PP =g+t 4 bcz r-2-ipWpW. (5.15)
ol [+

esitligidir.

Bunun igin ilk olarak, (4.20) esitliginde k = 2 ve n = r + 1 yazilsin. O halde

Pr(i)l = aP(Z) + bCP[(r14)-1]_ P(l) [r+1 (5.16)

(5.16) esitliginin sag yaninin ilk terimindeki Pr(z) permanenti, (5.14) esitligine gore

yazilirsa

r—3
P? =g (ar + bcz r-3- lp[(lj)P[(‘i)l )+ bcp[(:ll P(“ e (5.17)
i=0 2

elde edilir. Her r tamsayzsi igin,

ESERET
ve
. [r + 1] [r -1 (5.19)

esitliklerininin yazilabilecegini gormek kolaydir. O halde, (5.18) ve (5.19) esitlikleri

g6z ontinde bulundurularak, (5.17) esitliginin sag yaninin son terimindeki
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[931 P(l) e ifadesi yerine PI(rl)zl [(1) ifadesi yazilabilir. (5.17) esitligi, daha
acik halde
Pr(f)l =a"* + bc (aT_ZPo(l)Pl(l) + -+ aP[(l) ]P[(l) [(1) ]P[(l) > (5.20)

seklinde yazilir. (5.20) esitligindeki parantez igerisinde bulunan ifade
r—2
> lP[(lj)P[(‘?l (5.21)
2

i=0

ifadesiyle ile temsil edilebilir. Bu durumda (5.20) esitligi

r—2
P@ = g1 4 bCE r-2-i Pl(lJ) P[(‘?l
i=0 2

sekline dondisiir, bu da gosterilmek istenendir.m

Uyar 5.3. Genel 2-tridiagonal Toeplitz matrisin permanenti icin (5.11) ile verilen
rekiirsif iliski, esasinda ve aymi zamanda (5.1) ile verilen formiil benzeri
kombinasyonel yapida bir agik formiildiir. Ciinkii, (5.11) esitligi igerisindeki, n

degiskeninden bagimsiz olan Pl( J) ve PV carpanlarinin yerine, (5.1) esitligi

[+

kullanilarak kombinasyonel yapidaki karsiliklar yazilabilir. Bu sayede, Pn(z) icin,

rekiirsif olmayan
PP =qn+
e o g o (522)
bca™? e __r>( AT (be)” (__r>( A2l ey
ca ; a Z (2 . a c 7; . a Cc

i+1

formiilizasyonu elde edilir ki burada o = l J vef = l J + 1 dir.



BOLUM 6. TARTISMA VE SONUC

Bu tez galismasi, tiglincii boliimde tanitilan 6zel tiirdeki k-tridiagonal Toeplitz formlu

Tn(k) (2x,1,i) matrislerin permanentleri ile Chebyshev U polinomlari arasindaki
eslesmelerin fark edilmesi iizerine yapilan ¢alismalarla baglamistir. Permanentler ile
polinomlar arasindaki bu eslesmeler gercekten dnemlidir ¢linkii bu permanentleri birer
polinom halinde temsil etmek hesaplamalarinin alacagi zamani ¢cok daha aza indirmek
anlamma gelir. Zira, elemanlar1 arasinda imajiner (i = v/—1) sayilar da bulunabilen
matrislerin permanentlerinin hesaplanmasi isi, bilgisayar iizerinden bazi1 hesaplama

araglart kullanilarak yapilsa dahi (bilhassa bu matrislerin mertebeleri biiyiidiikce)

olduk¢a fazla zaman almaktadir. Bu amacgla yola ¢ikilarak 6nce T,Ek)(Zx, i,i)

matrislerinin permanentleri tizerinde ¢alisilmis ardindan bu matrislerin genellestirilmis

hali olan Tn(k)(a,b,c) ile temsil edilen genel k-tridiagonal Toeplitz matrislerin

permanentlerine bakilmistir.

Genel k-tridiagonal Toeplitz matrislerin permanentleri, ilk olarak, elde edilen rekiirsif
yapidaki sonuglar lizerinden yorumlanmistir. Tezin dordiincii boliimiinde sunulan bu
rekiirsif sonuglar gostermistir ki, band araligi k olan permanentler k degerinden daha
kiiciik band araligina sahip matrislerin permanentleri cinsinden temsil edilmekte ve
hesaplanabilmektedirler. Bu rekiirsif iliskiler sayesinde, permanentleri hesaplanacak
olan matrislerin, permanentleri daha kolay hesaplanabilen baska matrislere
indirgenmesi  saglanmistir. Bu ¢alismadaki rekiirsif bulgular, determinant
hesaplamalarinda da sik¢a bagvurulan bir prosediir olan indirgeme yontemine,
permanent fonksiyonu iizerinden verilen bir uygulama niteligi tasimaktadir. Tezin
dordiincti bolimiinde sunulan bu rekiirsif formiillerin kullanilmasiyla, genel k-
tridiagonal Toeplitz matrislerin permanentlerinin agik formiillerle (yani rekdirsif

yapida olmayan formiillerle) temsil edilip edilemeyecegi iizerine yapilan ¢alismalarin
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neticeleri tezin besinci boliimiinii olusturmustur. Bu ¢alismalar neticesinde k = 1 ve

k = 2 durumlar1 i¢in kombinasyonel yapida acik formiiller tiretilebilmistir.

Simdi, tistte verilen genel yorumlamalara ilaveten burada birka¢ 6zel sonuca daha
vurgu yapalim ve bu tez ¢alismasi neticesinde ortaya ¢ikan ve iizerinde ¢aligilabilecek

bazi agik problemleri g6z oniine serelim.

Per(Tn(3)) iizerinde yeteri kadar Laplace agilim1 uygulandiktan sonra goriilmiistiir ki

3-tridiagonal Toeplitz matrisin permanentleri igin birer fark denklemi olan (3.48) ve

(3.49) esitlikleri tarzinda rekiirsif iligkiler elde edilemez. Daha acgik bir ifadeyle,

Per(Tn(3)) permanentlerini, (3.48) ve (3.49) esitliklerinde oldugu gibi, sadece

Per(Tn(3). ’ler cinsinden yazmak miimkiin degildir. Dolayisiyla k > 3

_l)(i=1,2,3,...,n—1)
durumundaki tiim Per(T,ik)) permanentleri i¢in de durum bdyledir. Burada

vurgulanan sonucun dogrulugunu daha iyi anlatabilmek i¢in bir 6rnek verelim.

Ornegin, (3.56) esitliginde k = 3 seg¢ilsin. Buna gére n = 37 + 4 olacagindan

Per(T(3) ) = 2xPer(T(3) ) - Per(T(?’) )

3r+4 3r+3 3r+2

esitligi yazihr. Buradan da, 5regin = 0,1,2,3 degerleri igin,
per(1) = 2xPer(T) - Per(1?),
Per(1?) = 2xPer(1) — Per(1),
Per(1Sy)) = 2xPer(1) - Per(1),

per(1Q) = 2xper(1$)) - Per(1S)
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esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerin herbirindeki ii¢ terimden herhangi birisinin, diger

esitliklerde bulunmadigi goriilmektedir. Bu durumda, ornegin, Per(T5(3)) veya
Per(TS)) permanentleri, mertebeleri daha kiiciik olan Per(T‘}(g)),Per(Tf)) ve

Per(T2(3)) permanentleri cinsinden ifade edilemezler. Bu sebeple, Per(Tf)) igin

ardisik tim n degerlerinde saglayan, o6rnegin (3.49) benzeri, bir fark denklemi

yazilamayacaktir.

Ucgiincii boliimde sunulan bulgular iizerinden devam edilerek, iizerinde ¢alisilan 6zel
k-tridiagonal Toeplitz T,Ek)(Zx, i,i) matrislerinin permanentlerinin Chebyshev

polinomlari cinsinden yazilislari i¢in bir genellestirme elde edilmesi, bir acik problem

olarak duyurulmustur.

Besinci boliimde P,fl) ve Pn(z) icin Uretilen formiiller rekiirsif olmayan yapidadir.
Kombinasyonel yapili bu formiiller birer agik formiil olarak degerlendirilebilir. Band

genislikleri k = 1 ve k = 2 olan k-tridiagonal Toeplitz matrislerin permanentleri igin

tiretilen bu formiiller {izerinden Pn(k) icin bir genel formiil elde edilmesi bir baska agik

problem olarak duyurulmaktadir.
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EKLER

EK 1: Bu ek, Tn(k)(Zx, i, 1) matrislerinin k = 1,2,3 durumlarinda olusan formlarinin

ilk birka¢ n mertebesi i¢in permanentlerinin sonuglar1 géstermektedir.

Tn(l) (2x, i, i) matrislerinin n = 1,2,3,4,5 mertebeli olanlarinin permanentleri:

Per(Tl(l)) = Per[2x] = 2x,

Per(Tz(l)) = Per ZLx le] =4x? -1,
[2x i 0
per(T{") =Per| i 2x i|=8x%—4x,
[ 0 i 2x
2x i 0 0
) _ i 2x i 0 |_ 4 2
Per(T4 ) = Per 0 i 2 = 16x 12x~ 4+ 1,
0 O i 2x
2x i 0 0 0
[ i 2x i 0 0 ]
Per(Ts(l)) =Per|0 i 2x i 0]|=32x>-32x%+6x,
0 0 i 2x i
0 0 0 i 2x



Tn(z)(Zx, i, 1) matrislerinin n = 1,2,3,4,5 mertebeli olanlarinin permanentleri:

Per(Tl(z)) = Per[2x] = 2x,

Per(TZ(Z)) = Per [ZOx ZOx] = 4x2?,

2x 0 [ 0
Per(T‘fz)) = Per ? (Z)x 20x (l) = 16x* — 8x% + 1,
0 i 0 2x

1
0 | = 32x° — 24x3 + 5x.
i 0 2x J
0 [ 2x
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Tn(3)(2x, i, 1) matrislerinin n = 1,2,3,4,5 mertebeli olanlarinin permanentleri:

Per(T1(3)) = Per[2x] = 2x,

Per(T2(3)) = Per [Zox Zox] 4x2,
2x 0 0
per(T) =Per| 0 2x 0 |=82,
0 0 2x
2x 0 0 i
Per(TF)) = Per (()) ZOx 20 8 = 16x* — 4x?,

[2x 0 0 i 0 1
| 0 2x O 0 i |
Per(T5(3)) =Perl0 0 2x 0 0l|=32x5—-16x3+2x.
i 0 0 2x O J
l 0 i 0 0 2x
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