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OZET

Anahtar kelimeler: BLUE, BLUP, genel lineer rasgele etki modeli, inertia, kovaryans
matris, rank.

Bu calismada, rasgele etkilerin iligkili ve matrislerin tam rankli olmasi varsayimlari
tizerine herhangi bir kisitlama olmaksizin hem sabit hem de rasgele etkileri i¢eren bir
genel lineer rasgele etki modeli ve onun iki alt modeli ele alinmistir. Bu {i¢ model
altinda, ortak olan bilinmeyen parametre vektorlerinin 6n tahmin edicileri farklh
cebirsel ifadelere sahiptir. On tahmin edicilerin bu modeller altinda farkli dzelliklere
ve performanslarina sahip olmalarindan dolayi, 6n tahmin edicilerin karsilastiriimasi
problemi istatistiksel caligmalarin  temel konulardan biridir. Bilinmeyen
parametrelerin  en iyi lineer yansiz 6n tahmin\tahmin edicilerinin
(BLUP\BLUE’larinin) kovaryans matrisleri, minimum kovaryans matris yapisina
dayanan tanimlarindan dolayr diger tip yansiz 6n tahmin\tahmin ediciler ile bir
karsilastirma oOlgiitii olarak kullanilmaktadir. Calismada bir genel lineer rasgele etki
modeli ve onun iki alt modeli altinda, sabit ve rasgele etkilerin bir genel lineer
fonksiyonunun BLUP\BLUE’larin kovaryans matrislerinin karsilastiritlmasi problemi
gdz Online alimmistir. Matris ranki ve inertia formiillerini igeren bir yaklagim
kullanilarak, sabit ve rasgele etkilerin bir genel lineer fonksiyonun
BLUP\BLUE’larinin kovaryans matrislerinin karsilastirllmasinda gesitli esitlik ve
esitsizlikler verilmistir.

IIk boliimde, bir genel lineer rasgele etki modeli ve bu modelin alt modelleri
tanitilmig ve bu modeller altinda parametre tahmini ile ilgili kisa bir literatiir taramas1
yapilmistir. Baz1 temel kavram ve teoremler ikinci boliimde verilmistir. Ugiincii
boliimde, genel lineer rasgele etki modellerinde 6n tahmin\tahmin edilebilme, BLUP
ve BLUE ile ilgili matris denklemleri, 6n tahmin\tahmin edicilerin analitik ifadeleri
ve Ozellikleri ele alinmistir. Dordiincii boliimde, ele alinan model ve onun alt
modelleri i¢in sabit ve rasgele etkilerin genel lineer fonksiyonunun BLUP’inin
kovaryans matrisinin karsilastirilmasi ile ilgili baz1 esitlik ve esitsizlikler verilmistir.
Ayrica sabit etkilerin genel lineer fonksiyonun BLUE’larinin kovaryans matrisleri
icin karsilastirmalar yapilmistir. Bu karsilastirmalar i¢cin matris rank ve inertia
yontemi kullanilmigtir. Son béliim ise, sonug ve 6nerilerden olugmaktadir.



COVARIANCE MATRIX COMPARISON OF PREDICTORS
UNDER GENERAL LINEAR RANDOM EFFECT MODELS

SUMMARY

Keywords: BLUE, BLUP, general linear random effects model, inertia, covariance
matrix, rank.

In this study, a general linear random effects model that includes both fixed and
random effects and its two sub-sample models are considered without making any
restrictions on correlation of random effects and any full rank assumptions.
Predictors of joint unknown parameter vectors under these three models have
different algebraic expressions. Because of having different properties and
performances under these models it is one of the main subject of statistical studies to
make comparison of predictors. Covariance matrices of best linear unbiased
predictors\best linear unbiased estimators (BLUPs\BLUESs) of unknown parameters
are used as a criterion to compare with other types unbiased predictors due to their
definition of minimum covariance matrices structure. The comparison problem of
covariance matrices of BLUPS\BLUESs for a general linear function of fixed effects
and random effects under the general linear random effects model and its two sub-
sample models is considered in the study. Variety of equalities and inequalities are
given in the comparison of covariance matrices of BLUPS\BLUEs of a general linear
function of fixed effects and random effects under the models by using an approach
consisting matrix rank and inertia formulas.

In the first chapter, a genel linear random effects model and its sub-sample models
have been introduced and short literature information has been given about
prediction of parameters under these models. Some fundamental concepts and
theorems have been considered in the second chapter. In the third chapter,
prediction\estimation in general linear random effects model, matrix equations
related to BLUP and BLUE, and analytical expressions of predictors and their
properties are discussed, respectively. In the fourth chapter, some equality and
inequalities related to the comparison of the covariance matrix of the BLUP of the
general linear function of fixed and random effects are given for the considered
model and its sub-models. In addition, the comparisons of the covariance matrices of
the BLUESs of the general linear function of fixed effects are made. Matrix rank and
inertia method are used for the comparisons. The last chapter consists of conclusion
and proposals.

Vi



BOLUM 1. GIiRiS

Istatistiksel modellerin Snemli bir parcasi olan ve veri analizinde istatistiksel

¢ikarimlar yapmak i¢in yaygin olarak kullanilan bir genel lineer rasgele etki modeli,
p=Aa+y

olmak tizere,

M:y=XB+e=XAa+ Xy +¢ (1.2)

olarak tanimlanir. Ayrica

M = {y,XAa + Xy,D,R,K}

gosterimi ile ifade edilebilir. Bu model, y € R™! gozlenebilir rasgele vektoriiniin

beklenen degeri E(y) = XAa ve varyans-kovaryans matrisi Cov(y) = XDX' +

XK + K'X" + R kabul edilerek, matrisler iizerinde herhangi bir rank varsaymmi ile
ilgili kisitlama olmaksizin ve rasgele etkilerin iliskili olmasi kabulii ile birlikte genel

durumlara karsilik gelir.

(1.1) modelindeki y, X ve €
] =[els+ 2] = ] caern+ ] 2

olarak yazilabilir. Buradan (1.1) modelinin, iki alt genel lineer rasgele etki modeli



My, =X +& =X,(Aa +y) + &, (1.3)
ve
My:y, = XoB + & = X(Aa +y) + &, (1.4)

elde edilir. Burada y; € R™*! | X; € R™*P ve g; € R%*1 n =n, +n,,i = 1,2’dir.

Lineer rasgele etki modellerinde ele aliman temel konulardan biri bilinmeyen
parametreler vektorlerinin tahmin problemidir. Alt modeller ve tam modeller yap1
olarak benzemelerine ragmen igerdikleri bazi farkliliklardan dolayi, bu modeller
altinda ele alinan ortak bilinmeyen parametrelerin 6n tahmin edicileri farklilik
gosterir. Tahminler igin Ozellikle, istatistiksel ve matematiksel agidan basit ve
optimal 6zelliklere sahip en iyi lineer yansiz 6n tahmin ediciler (best linear unbiased
predictors-BLUPs) olarak bilinen tahmin ediciler kullanilir. BLUP’lar bilinmeyen
parametrelerin yansiz 6n tahmin edicileri arasinda Lowner siralamasina gore en
kiigiik kovaryans matrisine sahip olan tahmin ediciler olarak tanimlanir. BLUP’larin
kovaryans matrisleri, diger tip yansiz 6n tahmin edicilerin kovaryans matrisleri ile

Lowner siralamasina gore bir karsilastirma kriteri olarak kullanilir.

Alt modeller, M tam modelinden, 6zellikle baz1 gézlemlerin ¢ikarilmasi ile elde
edilen modellerdir. Diger taraftan M tam modeli ise M; ve M, alt modellerine yeni
gozlemler eklenmesi ile elde edilen modellerdir. Bu durumda bu ii¢ model, eklenen
veya silinen gozlemlerin oldugu durumlarda ayr1 ayr1 ele alinabilecegi gibi eszamanl
sonuclar ¢ikarmak i¢in de kullanilabilir. Bu modeller yap1 olarak benzemelerine
ragmen igerdikleri bazi farkliliklardan dolayr modellerdeki ortak bilinmeyen
parametrelerin 6n tahmin edicileri farkli ifade, 6zellik ve performanslara sahiptir. Bu
nedenle ¢alismada, M, M; ve M, modelleri altinda ortak bilinmeyen parametrelerin
BLUP’larmin kovaryans matrislerinin karsilastirmalar1 ele alinmustir. Oncelikle
modeller altinda bilinmeyen parametrelerin bir genel lineer fonksiyonunun
BLUP’inin kovaryans matrisi ile diger tip yansiz 6n tahmin edicilerinin kovaryans

matrisleri i¢cin bazi esitlikler ve esitsizlikler verilmistir. Daha sonra sirasiyla tam



model ile alt model ve iki alt model altinda bilinmeyen parametrelerin bir genel
lineer fonksiyonun BLUP’larinin kovaryans matrislerinin karsilagtirmalart igin
benzer esitlikler ve esitsizlikler verilmistir. Bu karsilastirmalar yapilirken matrislerin
bazi rank ve inertia formiilleri kullanilmistir. Ciinkii matris cebirindeki rank ve
inertialar ile ilgili baz1 formiiller, tahmin edicilerin karsilastirilmast ve onlarin
istatistiksel Ozelliklerinin belirlenmesinde elde edilen, matrislerin Moore-Penrose
genellestirilmis terslerini de i¢eren karmasik matris denklemlerini basitlestirmek i¢in

kullanilan 6nemli araglardir.

Genel lineer rasgele etki modeli altinda tiim bilinmeyen parametrelerin lineer
kombinasyonu, ilk olarak Tian (2015a)’da formiile edilmistir. Ayrica, bu ¢alismada
genel lineer rasgele etki modeli altinda tiim bilinmeyen parametreler vektoriiniin
BLUP’1 icin analitik bir formiil verilmis ve temel BLUP denklemi, bir kisith
kuadratik matris degerli fonksiyonun optimizasyon probleminin ¢dziilmesi
vasitastyla elde edilmistir. Gelecek gozlemlerle genel lineer rasgele etki modelleri
altinda genel lineer kombinasyonlarin lineer tahminleri {izerine baz1 sonuglarda, Tian
(2015b) tarafindan elde edilmistir. Tim bilinmeyen parametrelerin lineer
kombinasyonlarinin 6n tahmin edicileri {izerine ¢alismalar i¢in Drygas (1975),
Henderson (1975), Harville (1976), Pfeffermann (1984), Robinson (1991), Searle
(1997), Jiang (1997), Toutenburg ve Shalabh (2000), Liu ve arkadaslar1 (2008), Lu
ve arkadaglart (2015) ve Gan ve arkadaglari (2017) calismalart Ornek olarak
verilebilir. Lineer rasgele etki modeli M ve onun alt modelleri M, ve M, altinda,
bilinmeyen parametre vektorlerinin lineer kombinasyonunun BLUP’1nin istatistiksel
ve cebirsel ozellikleri ile ilgili detayli ¢alisma Tian ve Jiang (2016a)’da verilmistir.
Simetrik matrislerin rank ve inertialari ile simetrik matrislerin Lowner siralamasi ve
inertialart arasindaki iligkiler iizerine detayli bilgi Tian (2010, 2012), Puntanen ve
arkadaglar1 (2011) ve Tian ve Jiang (2016b) ¢alismalarindan goriilebilir. Tahmin/6n
tahmin edicilerin kovaryans matrisinin, matris rank ve inertia yoOntemiyle
karsilagtirilmasi ile ilgili sonuglar i¢in Tian ve Guo (2016) ve Tian (2017a, 2017b)
caligmalarina bakilabilir. Ayrica konu ile ilgili daha fazla kaynak olarak Rao (1975),
Haslett ve Puntanen (2010a, 2010b ,2011, 2013), Liu ve Wang (2013), Arendacka ve



Puntanen (2015), Haslett ve arkadaslar1 (2015) ve Hou ve Jiang (2018) g¢alismalar:

verilebilir.



BOLUM 2. ON BIiLGILER

Bu boliimde, ¢alismanin diger boliimlerinde kullanilacak bazi tanimlar ve ispatsiz

olarak bazi teoremler verilecektir.

2.1. Matris Cebiri ile Tlgili Baz1 Temel Bilgiler

Tanmm 2.1.1. ¢;xq + x5 + -+ + ¢, x, = 0 olacak sekilde tiimii birden sifir olmayan
€y, Cy, ..., C, Skalerleri varsa, xi,xs,...,x, € R™?1 vektorlerinin kiimesine lineer

bagimlidir, aksi takdirde lineer bagimsizdir denir (Magnus ve Neudecker, 1988).

Tanmm 2.1.2. A € R™", a,,a,, ..., a, situnlarina sahip olan bir matris olsun. x’ =
(%1, X3, oo, Xy) vektori icin Ax = x;a, + x,a, + -+ x,a, ifadesi A matrisinin
stitunlarinin bir lineer kombinasyonunu gosterir. A matrisinin siitunlarinin lineer
kombinasyonu olarak ifade edilebilen tiim vektorlerin kiimesine A matrisinin siitun
uzay1 denir ve R(4) = {y € R™*1:y = Ax,x € R™*1} seklinde ifade edilir. R(A), A
matrisinin siitunlar1 tarafindan tretilir (Venit ve Bishop, 1985; Sengupta ve

Jammalamadaka, 2003).

Tamm 2.1.3. A € R™" matrisinin a}, aj, ..., a;, satirlar tarafindan iiretilen R™*1’in
alt uzayma A matrisinin satir uzay1 denir. A matrisinin satir uzayr R(A") olarak

gosterilir (Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).

Tammm 2.1.4. Asagidaki ozellikleri saglayan bir matrise satir indirgenmis eselon

bi¢cimdedir denir (Venit ve Bishop, 1985).

a. Tiim elemanlar sifir olmayan herhangi bir satirda, sifirdan farkl ilk eleman

1°dir (Bu eleman 1 bas elemant olarak adlandirilir).



b. 1 bas elemanini igeren herhangi bir siitundaki diger tiim elemanlar sifirdir.

C. Sifirdan farkli eleman iceren herhangi iki satirda, daha biiyiik numarali satirin
1 bas elemani daha sagda bulunur.

d. Sadece sifir elemanlarindan ibaret olan herhangi bir satir, sifirdan farklh

eleman iceren diger satirlardan daha asagidadir.

Tamim 2.1.5. Matrisler i¢in kullanilan elementer matris islemleri asagidaki gibidir

(Seber, 2008).

a. Bir satir1 (veya siitunu) sifir olmayan bir skaler ile ¢arpmak.
b. Iki satirin (veya siitunun) yerini degistirmek.
C. Bir satirin (veya silitunun) yerine bu satir (veya siitun) ile diger bir

satirin(siitunun) bir katinin toplamini yazmak.

Teorem 2.1.6. B € R™*™ matrisi, A € R™ ™ matrisinin satir indirgenmis eselon

bigimi olsun. A matrisinin satir uzay1 ile B matrisinin satir uzayi aynidir (Venit ve
Bishop, 1985).

Tamim 2.1.7. A matrisinin siitun uzaymin boyutuna A matrisinin siitun ranki, satir
uzaymin boyutuna ise A matrisinin satir ranki denir. Bir A matrisinin satir
indirgenmis eselon bigimindeki sifirdan farkli satirlarinin sayisina A matrisinin ranki

denir ve r(A) ile gosterilir (Venit ve Bishop, 1985).

Teorem 2.1.8. Bir A € R™ ™ matrisinin satir ranki, siitun ranki ve ranki esittir

(Venit ve Bishop, 1985).
Tammm 2.1.9. A ve B m X n boyutlu matrisler olsun. Eger B matrisi, A matrisinin
elementer satir veya siitun islemleri tarafindan elde edilirse, A matrisi B matrisine

denktir denir (Seber, 2008).

Teorem 2.1.10. A matrisi B matrisine denk ise r(A4) = r(B)’dir (Seber, 2008).



Tamm 2.1.11. A bir m X n boyutlu matris olsun. Ax = Ax olacak sekildeki sifirdan
farkli bir x € R™! varsa, 1 skalerine A matrisinin 6zdegeri, x vektoriine ise A

0zdegerine iliskin bir 6zvektor denir (Harville, 1997).

Tanimm 2.1.12. Bir A = A’ € R™*™ matrisinin inertias1

In(4) = {i,(4),i-(A4),i,(A)}

olarak tanimlanir (Tian, 2010). i, (A4), i_(A) ve iy,(A), sirasiyla A matrisinin
kathiliklar1 g6z Oniinde bulundurularak matrisin pozitif, negatif ve sifir olan

0zdegerlerinin sayisini gosterir.

Teorem 2.1.13. A= A" € R™™ olsun. A matrisinin pozitif inertias1 ile negatif

inetiasinin toplami, A matrisinin rankini verir. Yani

r(A) =i (A) +i_(4) (2.1)
dir (Tian, 2010).

2.2. Kuadratik Formlar ve ilgili Bazi Tamimlar

Tamm 2.2.1. y = (y;) € R vektorii ve simetrik bir A = (aij) € R™ ™ matrisi

1¢in,
n

n
Qy) =y'Ay = ZZ)’inaij
i=1

j=1

ifadesi, yi,¥5, ..., ¥, elemanlarinin bir kuadratik formudur. Burada A matrisine bu
kuadratik formun matrisi denir. Kuadratik form vasitasiyla asagidaki tanimlar

verilebilir (Graybill, 1969; Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).

a. Vy # 0igin y'Ay > 0 ise A pozitif tanimhdur.



b. Vy # 0igin y'Ay < 0 ise A negatif tanimhidir.
C. V yi¢in y'Ay = 0 ise A pozitif yari-tanimlidir.
d. VY yicin y'Ay < 0 ise A negatif yari-tanimlidir.

Tamm 2.2.2. A ve B simetrik matrisleri i¢in A > B ifadesinde ““3>’’ ile gosterilen

kismi siralama Lowner siralamasi olarak tanimlanir (Bhatia, 2007).

A uygun boyutlu simetrik matris olsun. A matrisinin pozitif tanmimli, pozitif yari-
taniml1, negatif tanimli, negatif yari-tanimli matris oldugu, Lowner siralamasina gore
sirastyla A >0, A >0, A <0 ve A< 0 esitsizlikleri ile gosterilir. A ve B aym
boyutlu simetrik iki matris oldugunda A — B matrisinin pozitif tanimli, pozitif-yar
tanimli, negatif tanimli, negatif yari-tanimli oldugu, Lowner siralamasina gore

sirastyla A > B, A = B, A < B ve A < B esitsizlikleri ile gosterilir.

Tanim 2.2.3. A ve B pozitif yari-tanimli matrisleri icin B — A pozitif yari-tanimli ise
Lowner siralamasina gore A, B den kiiciiktiir denir. A < B veya B > A ile gosterilir.
Eger B — A pozitif tanimli ise, bu durumda A matrisine kesinlikle B matrisinden
kiigiiktiir denir. A < B veya B > A ile gosterilir (Sengupta ve Jammalamadaka,
2003).

Teorem 2.2.4. A € R™™ matrisi r rankli pozitif yari-tanimli bir matristir ancak ve
ancak A = RR' olacak sekilde r rankli R € R™™ matrisi vardir (Seber, 1977).

2.3. Parcalanmms Matrisler

Tamim 2.3.1. Bir kiimenin parcalanmasina benzer olarak bir matrisin par¢alanmasi,
orjinal matrisin her bir elemaninin, pargalanisin yalniz ve yalniz bir alt matrisine
Rmxn

diisecek sekilde karsilikli ayrik alt matrislere ayrilmis halidir. Ornegin, A €

matrisi i¢in

A A
A= [ 11 12]
Az1 Az



ifadesi, A matrisinin bir pargalanisidir. Burada m; + m, = m ve n; + n, = n olmak
lizere Aj; € R™M>™M A, € R™*"2 A4, € R™2*™ ve A,, € R™2*"2°dir. Yukarida

verilen matrisin transpozu

A, A
A= |1 ’12]
Ay Az

seklindedir (Seber, 2008).
2.4. Bir Matrisin Moore-Penrose Genellestirilmis Tersi
Teorem 2.4.1. A m X n boyutlu matrisi i¢in, asagidaki dort sart1 saglayan tek bir G

nXm boyutlu matrisi vardir Bu G matrisi A matrisinin Moore-Penrose

genellestirilmis tersidir ve G = A™ ile gosterilir (Harville, 1997).

a. AGA = A (yani G, A’nin genellestirilmis tersidir),
b. GAG = G (yani A, G’nin genellestirilmis tersidir),
C. (AG)' = AG (yani AG simetriktir),

d. (GA)' = GA (yani GA simetriktir).

Teorem 2.4.2. Eger A € R™™ matris ise, At € R™™ matristir (Harville, 1997).

Teorem 2.4.3. (A")* = (A")' *dir (Harville, 1997).

2.5. Lineer Denklem Sistemleri

A € R™" B e RF¥t ve C € R™*! bilinen matrisler olmak iizere,

AXB=C (2.2)

matris denklem sistemi ele alinsin. Bu durumda asagidakiler verilebilir.
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Tanim 2.5.1. (2.2) matris denklem sistemini saglayan en az bir X € R™* matrisi

varsa, sistem tutarlidir denir. Aksi takdirde sistem tutarsizdir (Graybill, 1969).

Teorem 2.5.2. (2.2) matris denklem sisteminin tutarli olmasinin gerek ve yeter sarti

R(C) € R(A) ve R(C") € R(B") olmasidir (Graybill, 1969).

Teorem 2.5.3. (2.2) matris denklem sistem tutarli ise uygun boyutlu herhangi U ve V

matrisleri i¢in

X =A*CB* + (I — A*A)U + V(I — BB*)

ile verilen X matrisi, (2.2) matris denkleminin genel ¢oziimiidiir (Graybill, 1969).

Sonug 2.5.4. (2.2) matris denklem sistemi tutarli ise X = A*CB*, (2.2) denklem
sistemi i¢in bir ¢éziimdiir (Graybill, 1969).

(2.2) matris denkleminde B yerine I birim matrisi alinirsa, AX = C lineer denklem
sistemi elde edilir. Boylece Teorem 2.5.3’{in daha 6zel durumu olarak asagidaki

sonug verilebilir.

Sonu¢ 2.5.5. AX = C lineer matris denklemi tutarhdir & r[A C] =7r(4) veya
denk olarak, AA*C = C’dir. Bu durumda, denklemin genel ¢oziimi X = A*C +
(I — A*A)U olarak yazilabilir. Burada U keyfi bir matristir (Penrose, 1955).

2.6. Izdiisiim Matrisleri
Tanim 2.6.1. Her u,v € S ve a,b € R igin au + bv € S olacak sekilde sonlu sayida

vektorlerin bos kiimeden farkli bir S kiimesi bir vektor uzayidir (Sengupta ve

Jammalamadaka, 2003).
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Tanim 2.6.2. S; ve S, vektor uzaylar1 olsun. S; vektor uzayindaki her vektor S,
vektor uzayindaki tim vektorlere dik ise S; ve S, vektor uzaylari birbirine diktir

denir ve S; 1 S, ile gosterilir (Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).

Tanim 2.6.3. S; ve S, vektor uzaylar1 olsun. u € S; ve v € S, olmak iizere u + v
formundaki tiim vektorleri iceren vektor uzayina bu iki vektdr uzaymin toplami denir
ve bu toplam S; + S, ile gosterilir. Eger S; ve S, vektor uzaylari birbirine dikse, bu
durumda S; + S, ile gosterilen toplam S; @ S, seklinde ifade edilir (Sengupta ve
Jammalamadaka, 2003).

Tamm 2.6.4. Eger S; @S, = R™! ise S; ve S, alt uzaylarina birbirinin dik

tiimleyenleri denir ve S; = S ZL (veya S, = SIL) seklinde gosterilir. Bir S vektor uzayi

icin (S J—)L = §’dir (Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).

Tanmim 2.6.5. S vektor uzayr olmak {izere her v € S icin Pv = v ve Pv € § ise P
matrisine bir izdiisiim matrisi denir. Her izdiisiim matrisi bir idempotent matristir

(Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).

Tanmm 2.6.6. P matrisi, S vektor uzaymnin bir izdiisiim matrisi olmak tizere I — P
matrisi S vektor uzaymin bir izdiisiim matrisi ise, bu durumda P matrisine S vektor

uzayinin bir dik izdiisiim matrisi denir (Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).

Teorem 2.6.7. Herhangi bir A matrisi i¢in AA* matrisi R(A) igin bir dik izdiisiim
matrisidir (Tian, 2010).

Teorem 2.6.8. R(AAY) =R(A) ve RU —AAY) =R(A)*’dir (Sengupta ve
Jammalamadaka, 2003).

Teorem 2.6.9. P, = AA*, E,=At =1, —AA* ve F,=1,— AtA matrisleri
sirasiyla R(A), R(A)* ve R(A")* lizerine dik izdiisiim matrisleridir (Sengupta ve
Jammalamadaka, 2003).
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Teorem 2.6.10. Uygun boyutlu A ve B matrisleri i¢in,

a. B'A=0 e R(B) = R(A)*,
b. R(B) € R(4) © R(B)* < R(A)*,

dir (Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).

2.7. Rasgele Vektorler ve Matrislerle Ilgili Bazi Temel Bilgiler

Rasgele vektor, elemanlar rasgele degiskenler olan vektor ve benzer sekilde rasgele
matris ise, elemanlar1 rasgele degiskenler olan matristir. Rasgele vektor ve
matrislerle ilgili baz1 temel kavram ve teoremler asagida verilmektedir. Bu tanim ve

teoremler ile ilgili detayl bilgi i¢in 6rnegin, Seber (1977) ve Puntanen ve arkadaslari
(2011) kaynaklarina bakilabilir.

Tanim 2.7.1. Z = (zi j) m X n boyutlu rasgele bir matris olmak tizere, Z matrisinin

beklenen degeri E(Z) = (E(Zij))’dir.

Teorem 2.7.2. Z rasgele bir matris, A, B ve C bilinen uygun boyutlu matrisler olmak
iizere, E(AZB + C) = AE(Z)B + C’dir.

Teorem 2.7.3. A ve B uygun boyutlu matrisler, X ve Y uygun boyutlu rasgele
matrisler olmak tizere, E(AX + BY) = AE(X) + BE(Y)’dir.

Tamim 2.7.4. x rasgele degiskeninin varyansi,
Var(x) = 02 = E(x — p)?
dir. Burada, u = E(x)’dir.

Tamim 2.7.5. x ve y rasgele vektorleri arasindaki kovaryans,
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Cov(x,y) = Oxy = E(x—w—v)

dir. Burada u = E(x), v = E(y)’dir. Ozel olarak,

Cov(x,x) = Cov(x) =E(x—w)(x—pn)’

dir.

Teorem 2.7.6. A € R*¥*™ ve B € RP*™ bilinen matrisler, X ve Y rasgele matrisler

olsun. Bu durumda Cov(4X,BY) = ACov(X,Y)B' dir.

2.8. Rank ve inertia Ozellikleri

Bu boliimde matrislerin rank ve inertialari ile ilgili bazi temel sonuglar verilecektir.
Bu sonuglarin ranklar ile ilgili detayli bilgisi i¢in Marsaglia ve Styan (1974) ve rank-

inertia iliskisi ve inertia 6zellikleri i¢in Tian (2010, 2017b) kaynaklarina bakilabilir.

Teorem 2.8.1. A,B € R™" veya A=A',B =B € R™™ olsun. Bu durumda

asagidakiler sdylenebilir.

a. A=Bor(A—B)=0,

b. A — B tersinirdir & r(A — B) = m,
C. A>Bei,(A—-B)=m,

d. A<Bei_(A—B)=m,

e. AyrBoi(A—B)=0,

f. A<Beo i,(A-B)=0.

Teorem 2.8.2. A € R™" B € R™k ve C € R™" olsun. Bu durumda

r[A B]=r(A) +r(E,B) =r(B) + r(EgA), (2.3)
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r [g] = r(4) + r(CE,) = (C) + r(AF,), (2.4)
T é g] =r(B) +r(C) + r(EgAF.), (2.5)

dir. Ozellikle

a) r[A B]=r(A) ©R(B) S RM) © AA*B=B  E,B =0,
b 7 [‘C‘] — 7(4) o R(C) S R(A) o CA*A = C = CF, =0,

C) rl[A B]=7r(4) +r(B) © R(A) NnR(B) = {0} & R[(E,B)'] = R(B')
& R[(EpA)'] = R(A),

d ‘C‘] = +(A) +7(C) & R(A") NR(C") = {0} & R(CF,) = R(C)

& R(AF,) = R(A),

A B
e) rCO

f)  R(A) NR(B) = {0} ve R(A") N R(B') = {0} ise r[4 + B] = r(4) + r(B),

] = r(B) +r(C) & EgAF, = 0,

dir.

Teorem 2.8.3. 4 = A € R™™ B = B’ € R™" ve Q € R™*" olsun. Bu durumda

L (AY) = 14(A), (26)
i (—A) = i5(4), 27)
1A Bl_.[-A B1_.[A -B

'+ [B’ D]:‘1 B’ —D]:“—r [—B’ pl (2:8)
[ O] =i+ (B, (2.9)

i+[8, g]=i_[8, g]zr(Q), (2.10)
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Teorem 2.8.4. A = A' € R™™ B € R™" ve D = D' € R™" olsun. Bu durumda

A B
li[B’ 0

| =7B) + i (EpAEp).
r [g, ’g] = 2r(B) + r(EzAEp),

A B E,B
|

. . [ 0
B’ D] =i (A +iy [B’EA D —B'A*BJ

A>0isei, [g, ]g] =r[A B],

A 0isci_ [g, lg] - r(B).

A B

A?Oiser[B, 0

] =r[A B]+r(B),

R(B) € R(A) ise iy [f, 7] = io(A) +io(D - BA™B),

dir.

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

Teorem 2.85. A =A" e R™™ B € R”*" D = D' € R P € RT*™ ve R(A) S

~A P
R(P') ve RB)SR(P) olsunM=| P 0
0 B

iy(D— B'(P)*AP*B) = i, (M) — r(P),

Ve

0
B
D

olmak iizere,

(2.18)
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r(D — B'(P")*AP*B) = r(M) — 2r(P), (2.19)
dir. Boylece,

B'(P")Y*APTB =D & r(M) = 2r(P),

B'(P)Y*AP*B >D & i,(M) =r(P),

B'(P)*AP*B <D & i_(M) =r(P),

dir.



BOLUM 3. GENEL LINEER RASGELE ETKi MODELLERI
ALTINDA TAHMIN

3.1. Genel Lineer Rasgele Etki Modeli Altinda BLUP
Genel bir lineer rasgele etki modeli
M: y=Xp +¢, (3.1)

olarak ifade edilir. Burada y € R™! gozlenebilir rasgele vektdr, X € R™P keyfi
rankl1 bilinen matris ve £ € R™*? rasgele hatalar vektoriidiir. A € RP*K keyfi rankls,
bilinen matris, @ € R¥*! sabit fakat bilinmeyen parametre vektorii ve y € RP*!
rasgele degiskenler vektorii olmak iizere (3.1)’deki B € RP*! bilinmeyen rasgele

vektori

B=Aa+y (3.2)
dir. (3.1) ve (3.2)’den genel lineer rasgele etki modeli agagidaki gibi yazilabilir.

M: y=XAa+ Xy +e=Xa+ Xy +e. (3.3)

Burada XA = X’dir. (3.3) modelinde,

V] _ Y1_[DP K]._
E|']=0vecov|’] = [K, R] =3 (3.4)
kabul edilmektedir. Burada D € RP*P, K € RP*"™ | R € R™™ olmak iizere, X €

RM+PIX(M+D) matrisi pozitif yari-tanimli simetrik matristir. Boylece (3.3) modeli

altinda,
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E(y) = Xa,
Cov(y) = XDX' + XK + K'X' + R:=V

olarak elde edilir. Burada, V € R™™ matrisi pozitif yari-tanimli simetrik matristir.

Ayrica bu matris X = [X ;] olmak iizere
V=[x 1,] [D K] [X ] bond (3.5)

olarakta yazilabilir. Calisma boyunca genel lineer rasgele etki modelinin tutarl: yani,
1 olasilikla

y € R[x Vvl (3.6)
oldugu kabul edilmektedir (Rao, 1973).

(3.3) modeli altinda, sabit ve rasgele etkilerin bir genel lineer fonksiyonu asagidaki

gibi ifade edilebilir.
¢ = Fa+ Gy + He. (3.7)

Burada F € R¥*%, G € RS*P ve H € R™dir. (3.3) ve (3.7) altinda, ] = [G H]
olmak tizere, E(¢), Cov(¢p) ve Cov(¢, y) sirasiyla,

E(¢) = Fa, (3.8)

Cov(¢) =[G H] [K Ié] [I(_;I’,]=]2]’, (3.9)

Ve
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Cov(p,y) = [G mm ﬁﬁ}wﬂ:a (3.10)

dir.

M modeli altinda ¢ lineer fonksiyonunun tahmin edilebilir olmasiin gerek ve yeter

kosulu
R(F) < R(X') (3.11)

yani A,X = F olacak sekilde en az bir A, matrisinin mevcut olmasidir (Tian, 2015a;
Tian 2017b).

Eger E(Ayy — ¢) = 0 olacak sekilde Ay, € RS*™ matrisi varsa, (3.7)’de verilen ¢
vektorii (3.3) modeli altinda 6n tahmin edilebilirdir (Puntanen ve ark., 2011). ¢, (3.3)

modeli altinda 6n tahmin edilebilir oldugunda, Léwner siralamasina gore,
E(Ayy — ¢) = 0ve Cov(4yy — ¢) = min (3.12)

olacak sekilde A, matrisi mevcut ise, 4, lineer istatistigi, (3.3) modeli altinda ¢ nin

En lyi Lineer Yansiz On Tahmin Edicisi (BLUP) olarak tanimlanir ve
Aoy = BLUP)(¢) = BLUP);(Fa + Gy + He) (3.13)

ile gosterilir. BLUP tanimi ilk olarak Goldberger (1962) tarafindan yapilmstir. (3.7)
bilinmeyen parametreler vektoriinde G = 0 ve H = 0 olursa, (3.13)’deki BLUP
denklemi, M altinda Fa icin En Iyi Lineer Yansiz Tahmin Edicisi (BLUE) olarak

ifade edilir ve

Ayy = BLUE);(Fa) (3.14)
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olarak gosterilir. Belirtmek gerekir ki (3.11) ile verilen ifade, ayn1 zamanda Fa’nin
M modeli altinda tahmin edilebilir parametrik fonksiyon olmasi igin gerek ve yeter

kosuldur (Alalouf ve Styan, 1979; Tian ve ark., 2008).

Teorem 3.1.1. (Temel BLUP denklemi) (3.7)’de verilen ¢, (3.3) modeli altinda 6n

tahmin edilebilir olsun. Bu durumda

E(Ayy — @) = 0 ve Cov(4yy — ¢) = min

. . R (3.15)
Al vXH=I[F cX*l
Buna gore A,’1n ¢6ziimii ve buna karsilik gelen BLU Py, (¢),
BLUPy(¢) = Agy = ([F cX*1[X VX" +UIR vXLDy (3.16)

ile verilir. Burada U € R5*"™ keyfi bir matristir.

Teorem 3.1.1 i¢in 6rnegin Haslett ve arkadaslar1 (2015) ve Tian (2015a) kaynaklarina
bakilabilir. (3.16)’da verilen denklem temel BLUP denklemi olarak bilinir. Bu

denklem tutarlidir yani

[F cXIX VvXLTIX vXil=I[F cX*] (3.17)

dir. Teorem 3.1.1°de ele alinan ifadeler i¢in asagidakiler saglanir. Bu 6zellikler igin

ayrica Tian (2017b) kaynagina bakilabilir.

a  rlf ved=rlf vl RE vEI=RIZ vl ve R(R)nREI) =
{03}.

b. Ay tektir & r[§ V] =n.

C. BLUP)(¢), 1 olasilikla tektir & (3.3) tutarlidir yani (3.6) saglanir.

BLUP;(¢), (3.16)’daki gibi olsun. Bu durumda W =[X vyX'] olmak iizere,
asagidaki esitlikler Teorem 3.1.1 ve Teorem 2.7.6’dan kolayca elde edilir.
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Cov(BLUPy(9)) = ([F  cXHW)XZX'([F cXLIW*)'. (3.18)

Cov(BLUPy (), ¢) = ([F cXHIW™)C". (3.19)

Cov(p) — Cov(BLUPy ()

o (3.20)
=J2]'=[F CcXIIWXZX'W*) [F cXt].

Cov(¢p — BLUPy(¢) )

B N (3.21)
=(-[F cX*Ww*X)z(J-[F cXIW*X).

Ayrica ¢ bilinmeyen parametreler vektorinde ¢ =0 ve H = 0 alindiginda, M
modeli altinda Fa’nin BLUE’su (3.16)’ dan

Aoy = BLUE)(Fa) = ([F 0][8 VX" +U[R vX]Dy (3.22)
olarak elde edilir.
3.2. Iki Alt Genel Lineer Rasgele Etki Modeli Alinda BLUP’lar

(3.1) modelindeki y, X ve €

Nz R &1 [X1 &
M: [3’2] h [Xz]ﬁ + [82] - [Xz] (Ada +y) + [gz]’ (3.23)
olarak yazilabilir. Boylece, (3.3) modelinin, iki alt genel lineer rasgele etki modeli

My, =XB+e =X,(Aa+y) + ¢, (3.24)

ve

Mz:yz :X2ﬁ+€2 =X2(Aa+}/)+82, (325)
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elde edilir. Burada y; € R™*! | X; € R%*P ve g; € R%*1, n =n, +n,,i = 1,2°dir.
(3.24) ve (3.25) modelleri, (3.3) modelinin doniistiiriilmiis modelleri olup, bu

modeller sirasiyla
T, = [In1 O] ve T, = [0 In,], (3.26)
donilisiim matrisleri tarafindan elde edilir. M, M; ve M, modelleri icin, rasgele

vektorlerin beklenen deger ve kovaryans matrisleri {izerindeki genel varsayimlar

(3.4)’den

)4 )4 D Ki; K
Elé&1|=0veCov|&| = K’11 R11 R12 =2 (327)
& & Ki, Ri; Ry

olarak yazilabilir. Burada X € ROPX(+P) hozitif yari-tanimli bilinen matristir.

(3.27) varsayimlari altinda, y ve y; igin beklenen deger ve kovaryans matrisleri

E(yy) = Xa, (3.28)
Cov(y)) = X;ZX] =V, (3.29)
ve

Cov(y;,y) = X;2X/, (3.30)

olarak elde edilir. Burada

)?i = XiAa [ = 112a (331)

X = [X In1+n2] = l;ll Ve Xi = [Xi Ti], i = 1,2, (332)
2
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dir. Calismada ele alinan modellerin tiimii tutarli kabul edilmektedir. (3.6)
saglandiginda yani M modeli tutarli oldugunda, M; ve M, alt modelleri de tutarlidir
(Tian, 2017c).

Iki alt genel lineer rasgele etki modeli altinda tiim bilinmeyen parametrelerin
tahmin/On tahmin edicileri ile ilgili baz1 genel sonuclar elde etmek icin, asagida
verilen sabit ve rasgele etkilerin genel lineer fonksiyonu goz dniine alinabilir.

¢i =Fa+ G)/ + Hieia i =1,2. (333)

M, M, ve M, modelleri altinda (3.33) ile ilgili elde edilecek genel sonuglar i¢in
(3.33),

¢; =Fa+ Gy + HTig, i = 1,2 (3.34)

olarak ele almabilir. Burada E(¢;) = Fa olup, F € RSk, G € RS*P ve H; € RS*™’
dir. J; = [¢ H;T;], i = 1,2 olmak tizere (3.27)’deki varsayimlardan

Cov(¢y) = JiZJi, (3.35)
Cov(¢;,y) = J;i2X' = D;, (3.36)
ve

Cov(y, ) = J;2X! = C,, (3.37)
elde edilir.

M; modelleri altinda ¢; lineer fonksiyonunun tahmin edilebilir olmasinin gerek ve

yeter kosulu

R(F) € R(X)), (3.38)
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yani AyX; = F olacak sekilde en az bir A, matrisinin mevcut olmasidir. Ayni kosul
M modeli altinda ¢; lineer fonksiyonunun tahmin edilebilir olmasinin gerek ve yeter
kosulu oldugu agiktir.

E(Ayy; — ¢;) = 0 olacak sekilde A, € RS*™ igin A,y; lineer istatistigi varsa,
(3.34)’deki ¢;’nin M; modeli altinda 6n tahmin edilebilir oldugu sdylenebilir. Bu
durumda Loéwner siralamasina gore

Cov(Agy; — @) =minve E(Apy; — ) =0,i =12, (3.39)
olacak sekilde A,y; varsa, Ayy; lineer istatistigi ¢; 'nin BLUP’1 olarak tanimlanir ve
ile gosterilir. G = 0 ve H; = 0 ise, (3.40)’daki BLUP denklemi,

Aoy; = BLUEy,(Fa) (3.41)

olarak yazilir.

Teorem 3.2.1. (Temel BLUP denklemi) (3.34)’de verilen ¢;, M; modeli altinda 6n

tahmin edilebilir olsun. Bu durumda,

E(Ayy; — ¢;) = 0 ve Cov(Apy; — ¢;) = min

R oL oL (3.42)
o AlX; VXM =[F CX{]

dir. Buna gore (3.42)’deki denklemin genel ¢oziimii ve buna karsilik gelen
BLUPy,(¢0),

BLUPy,(¢:) = Agy; = ([F  CXF1[X; VXM +ULX, VXD, (3.43)

ile verilir. Burada U € R5*™ keyfi bir matristir.
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Teorem 3.2.2°nin ispati i¢in ayrica Tian ve Jiang (2016a) makalesine bakilabilir.

(3.43)’de verilen denklem temel BLUP denklemidir ve bu denklem tutarlidir yani

[F CXFIX: Vi&A1'(X, VXt =[F CX{] (3.44)
dir. Ayrica, agagida verilen ozelikler saglanir (Tian ve Jiang, 2016a).

d. T[)?i Vl)?ll] = T[Xi Vi]ﬂ m[Xl VLXLJ_] = m[Xl Vl] Ve 93()?1) n
R(ViX{) = {0}.

b. A tektir & r[X; V] =n.

C. BLUPy;,(¢;), 1 olasilikla tektir < (3.24) ve (3.25) tutarhdir yani y €

R[X; V] saglanir.

BLUP,(¢y), (3.43)°deki gibi olsun. Bu durumda W; = [X; V;X{'] olmak iizere

Teorem 3.2.1 ve Teorem 2.7.6’dan asagidaki esitlikler elde edilir.
Cov (BLUPy(¢))) = (IF  CRHIWHVI(F  CRHWY, (3.45)
Cov(BLUPy (), ¢:) = ([F  C:XIWH)C/, (3.46)

Cov(;) — Cov (BLUP»,(¢1))

=J3 - (F CXHIWHV(F X wr),

(3.47)

Cov(BLUPy,(¢)) — ¢;)

, (3.48)
=([F XWX, —1)([F CXwrX, —]).

Ayrica ¢; bilinmeyen parametreler vektorinde G = 0 ve H; = 0 alindiginda, M;
modeli altinda Fa’nin BLUE’su (3.43)’den

Aoy; = BLUEy,(Fa) = ([F Ol[X; V.Xi1*+ULX; VXD (3.49)
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olarak elde edilir.

(3.34)’de verilen ¢;, (3.3) modeli altinda 6n tahmin edilebilir olsun. Bu durumda

asagidaki saglanir.

E(Ayy — ¢;) = 0ve Cov(Ayy — ¢p;) = min

. (3.50)
o AlX vXl=I[F DX*]
Buna gore A,’1n ¢6ziimii ve buna karsilik gelen BLU Py (¢;),
BLUPy () = Aoy = ([F DX*IIX VXY +UIX vXDy (3.51)
ile verilir. Burada U € RS*™ keyfi bir matristir. Bu denklem tutarlidir yani
[F DX VvRYI®R vX=I[F DX (3.52)

dir.

BLUP);(¢;), (3.51)’deki gibi olsun. Bu durumda W =[§¥ yXi] olmak tizere
(3.51) ve Teorem 2.7.6’dan asagidaki esitlikler elde edilir.

Cov(BLUPy(¢p)) = ([F DX IWHV([F DX W), (3.53)
Cov(BLUPy (¢y),¢;) = ([F DX IW*)D;, (3.54)

Cov(¢;) — Cov(BLUP(¢)))

=J2) —(F DX IWHV(F DXIwW+) (3.55)

Cov(¢p; — BLUPy(¢,))

3 N (3.56)
=(i—[F DRIW*X)s();,—[F DX IW*X).
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Ayrica ¢; bilinmeyen parametreler vektoriinde ¢ = 0 ve H; = 0 alindiginda, M

modeli altinda Fa’nin BLUE’su (3.51)’den

Aoy = BLUEy(Fa) = ([F 0][8 VX" +UIR vX1Dy (3.57)

olarak elde edilir.



BOLUM 4. GENEL LINEER RASGELE ETKi MODELI
ALTINDA ON TAHMIN EDICIiLERIN
KARSILASTIRILMASI

Bu bolimde, oncelikle M modeli altinda (3.7)’de verilen ¢’nin BLUP’inin
kovaryans matrisi ile herhangi bir simetrik A matrisinin kovaryans matrisinin
karsilagtiritlmast yapilacaktir. Daha sonra ayni karsilastirma M; modeli alinarak
(3.34)’de verilen ¢; lineer sabit ve rasgele etkili fonksiyonun, BLUP inin kovaryans
matrisi ile yapilacaktir. Bu genel sonuglar elde edildikten sonra M ve M; modelleri
altinda ¢;’nin BLUP’inin kovaryans matrisleri, daha sonra M; ve M, modelleri
altinda ¢; ve ¢, nin BLUP’larinin kovaryans matrisleri karsilagtirilacaktir. Ayrica
ele alman tiim problemler i¢in BLUE Xkarsilastirmalar1 ile ilgili sonuglar da

verilecektir.

4.1. M Modeli Alinda BLUP’1n Kovaryans Matrisi ile Diger Tip Yansiz On

Tahmin Edicinin Kovaryans Matrisinin Karsilastirilmasi

Teorem 4.1.1. (3.7)’deki ¢, (3.3) modeli altinda 6n tahmin edilebilir ve BLU Py (¢),
(3.16)’da verildigi gibi olsun. Ayrica A = A" € RS ve

14 c’ X
L=|(C JX]'-A F
X’ F’ 0

olmak iizere,

i (4= Cov(p — BLUP())) = i-(L) — 7(X), (4.1)
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i (A — Cov(ep — BLUPM(q.’)))) =i,(L)—-r[% vl (4.2)

r (4= Cov(¢ — BLUPy($))) =r(L) = r(X) =[x V], (4.3)
dir. Sonug olarak, asagidakiler elde edilir.

a. Cov(p — BLUPy(¢)) > A iy (L) =7[8 V]+s.

b.  Cov(¢p — BLUPy(p)) <A e i (L)=7(X) +s.

C. Cov(¢p — BLUPy(¢)) = A & i_(L) = r(X).

d. Cov(¢p — BLUPy () s A i(L) =7[8 V]

e. Cov(¢p — BLUPy () =A< r(L) =r(X)+7[% V]

Ispat. W = [{ v XL] olmak iizere, (3.21) den

A — Cov(¢p — BLUP,(¢))

R _ . _\ (4.4)
=A-(J-[F c®IW*X)z(J-I[F cXIW*X)
yazilir. Ayrica R(F) € R(X' ) ve R(C) = ER()?Z']’) c ER()?Z) = ER()?Z'X") = R(V)
oldugundan, dolayisiyla R([F cX+t]) € R(X vXi] )di. R(V) S R[X vXL]
oldugundan (2.17) kullanilarak,

is (4= Cov(¢p — BLUPs(9)))
iy(A=([F cxIW*X-))2([F cXwrX-]))

; [ z 2([F c;?l]WU?—/)’l
(IF cxw*g =)z A

— 5 (5)

elde edilir. Esitligin solundaki matris diizenlenirse asagidaki gibi yazilabilir.

[ K o0 [ G2 N oy |



30

(2.17) ozelligi yukaridaki ifadeye tekrar uygulanabilir. Dolayisiyla Teorem 2.8.3 ve
Teorem 2.8.4’den

is (4 - Cov(¢p — BLUPs:(9)))

+

-

+

-

+

+

o

0

_W’
X’

L0
0

_W’
X'

L0

0

-X'
—Xtv
X'
0

—XXX'

A~

_X’
—Xtv
0
C

—XIM'

A

_X’
—Xtv
0
C

—XXX'

X’
—Xtv
0
C

4

-X'
—Xtv
0
C

4 Xz 0]

0 0 [F cx| .10 -wy_.

0 z —5) li[—W' o] £(2)
[F cxt] —J2 A

-w Xz 0]

0 0 [F cxt" |_. 10 wy_.

0 b) —5 l+[w' 0] £(2)
[F cxt] —JZ Al

-X -Vt Xz 0 7

0 0 0 F |

0 0 0 XC'|-r(W)—iy(2)

0 0 b —ZJ’J

F ¢cXt —-Jjr A

-X -vXt Xz 0 ]

0 0 0 |

0 0 0  XC'|-r[% vE-i (D)

0 0 b —Z]’J

F cXt —jr A

-X -VvEt o0 c’

0 0 o F |

0 0 0 XC'|-7r[® v]-ii(®)

0 0 D)

F cxX+t —jr A

-X -VvXt o0 c’'

0 0 0 F'

0 0 0 Xtc' |=-r[® vl-ip(®)

0 0 pX 0

F cxX+t —-Jjr A-]JiJ

-X VXt o0 c’'

0 0 0 F’ |

0 0 0 Xt¢' |-r[X vl-iz(@

0 0 z 0

F ¢cX+ o A-Jz]



[ -V X -VXt C’' ]
X" 0 F' 0
—Xtv 0 0 Xtc -7l v]-i:(2)
C F cXt A=z
0 0 0 0
-V X —yxt ¢ ]
-X 0 0 F’ | - o ,
I N +i,(X)—1r —i
_giy 0 0 2L +@)—rlx vl-i (@)
c F cx+ a-y |
-V X —yxt ¢ ]
-X 0 0 F'rool e
. -7
%y 0 0 g |77V
c F ¢  aA—yy |
-V =X  —yxt c’
X" 0 0 F' o
- T
0 0 xXiyxt 0 & vl
L c F cX: A-Jz]
-V X 0 c’'
X" 0 0 F’' o
R R - T
0 0 Xiyxt 0 vl
L ¢ F 0 A-Jz] |
-V X C’ 0
X’ 0 F' 0 e
c F A-J3] 0 % vl
L0 0 0 Xtvxt |
-V X c’ o
% 0 F'o |+ (XvEY) =7k vl
¢ F A-Jz)|
v =X ] o
c F A-J5 |+i.(XvXY) —r[x vl
-X" 0 F'
v ¢ -X] o
C A-JrJ F |+i(XvEY)-rig vl
|—X' F' 0 |
[ v ¢ R o
C JI'—A —F|+i(XvXY)—r[g V]
X'  -F 0 |

C’ X

[V
C
| X’ F’ 0

JjZ]'—A F +ii[)¥, )g]—r()?)—r[)? vl
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(4.5)
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elde edilir. Burada i [)‘?’ )é ] (2.14) ve (2.15) denklemlerinden sirasiyla,

Ve

. [y X]_ o
A =r(X
| f=

olarak yazilir. Sonug olarak,

i (A - Cov(p — BLUP,(9)))

\

i— (4= Cov(¢ — BLUPy(4)))

i_(L)+i+[‘f, )g—r()?)—r[)? 4

i) +rx vli-r(X)-rlx vl
=i (L) -r(X)

=i+(L)+i_B;, )g]—r()?)—r[)? V]
=i,(L)+r(X)-r(X)-r[g V]
=i, (L) -r[g V]

olup, (4.1) ve (4.2) esitlikleri saglanir. (2.1)’e gore, (4.1) ve (4.2) toplandiginda (4.3)

esitligi kolayca goriiliir. Son olarak (4.1)-(4.3) esitliklerine Teorem 2.8.1 uygulanirsa,

(a)-(e) esitlik ve esitsizlikleri elde edilir.

Sonug 4.1.2, ¢ vektoriiniin baz1 6zel durumlart alinarak Teorem 4.1.1°den kolayca

goriiliir.
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Sonug¢ 4.1.2. Fa ve Xa, M modeli altinda tahmin edilebilir olsun. Ayrica A, =
A; E RS ve A, = A, € R™™,

vV o0 X Vv o0 X
M=|0 -4, FlveN=|0 -4, X

X F 0 X X o0
olmak tizere
ir (41 — Cov(BLUE)((Fa))) = i_(M) — r(X). (4.6)
i (A1 - Cov(BLUEM(Fa))) =i,(M)—7r[% VI (4.7)
r (A1 — Cov(BLUEM(Fa))) =r(M)—r(X)-r[% Vvl (4.8)
dir. Ayrica
iy (Az — Cov (BLUEM()?a))) =i_(N) —r(X), (4.9)
i (Az — Cov (BLUEM()?a))) =i,(N)—r[g V] (4.10)
r (Az — Cov (BLUEM()?a))) =r(N) —r(R) =7l V. (4.11)

dir. Sonug olarak, asagidakiler elde edilir.

a. Cov(BLUE) (Fa)) > A; & i,(M) =7[8 V]+s.
b. Cov(BLUEy(Fa)) < A; & i_(M) =7(X) +s.

c.  Cov(BLUEy(Fa)) > A, & i_(M) =1r(X).

d. Cov(BLUE) (Fa)) < Ay © i,(M) =71[8 V.



Cov(BLUEy (Fa)) = A, & r(M) =7(X) +r[% V].

Cov (BLUEM(Xa) >4, i, (N)=r[f v]+n

Cov (BLUE)(Xa)) <A, @ i_(N) =7(X) +n.

(
Cov( A, & i (N) =7(X).
COU( A, & l+(N) = T'[X V]
(

Cov

)
)
BLUEM(Xa))
Xa)) <
Xa)) = 4

,or(N)=r(X)+r[g vl

34

Bu sonucun ispati ayni zamanda Teorem 2.8.5 kullanilarak, Teorem 4.1.1’in

ispatindan farkli olarak yapilabilir. Teorem 2.8.5°den yararlanilarak yapilan ispat

asagida ifade edilmistir.

i (A —

Cov(BLUE(Fa)))

=i:(4 — ([F oWHV(F o0]w™)")

I
:-

w’ 0 [F o] [—-r(W)

-r[8 vXi]

>§ >§)
O o> o O X
o
o1 o
>

P

B =R
™ ©
+
H
N
>
'_
<
b
'_
N—/
I
<
=

Burada (3.22) ve Teorem 2.7.6’dan
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Cov(BLUE) (Fa)) = ([F 0JWHV([F o0]wW*)’

oldugu agiktir. Sonug olarak,

iv (41 — Cov(BLUE(Fa))) = i_(M) + i, [}‘?’ )g] —r(X) -rlx vl

=i_(M) —r(X)

Ve

i (A1 - Cov(BLUEM(Fa))) =i, (M) +i_ [)‘?’ )g] —r(®)-rlg V]

=i,M)-7r[X V]

elde edilir. Ozel olarak F = X alinirsa, iy (Az —Cov (BLUEM()?(Z)» icin de

Teorem 2.8.5 kullanilarak benzer hesaplamalar yapilabilir.

4.2. M; Modeli Alinda BLUP’1n Kovaryans Matrisi ile Diger Tip Yansiz On

Tahmin Edicinin Kovaryans Matrisinin Karsilastirilmasi

Teorem 4.2.1. (3.34)’deki ¢;, M; modeli altinda 6n tahmin edilebilir ve
BLUPy,(¢:), (3.43)’de verildigi gibi olsun. Ayrica A = A" € R ve

V; (oft X;
L=|C Jxj—A F
X! F' 0

olmak tizere,

i (A ~ Cov (¢ - BLUPMi(q_’)i))) =i (L) - (X)), (4.12)
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i (A — Cov (¢; - BLUPMi(cpi))) =i,(L)—7[% WV, (4.13)

r (A — Cov (qbi - BLUPMl.(qbi))) =r(L) —r(%) -rl% Vi (4.14)
dir. Sonug olarak, asagidakiler elde edilir.

a. Cov ¢i - BLUPM1(¢1) A l+(L) = T[)?i Vl] + s.

b. Cov (¢; — BLUPy(¢) ) < A e i_(L) =7r(X;) +ss.
C. Cov
d. Cov(¢; — BLUPy,(¢) ) s Ao i (L) =r[X; V.

e. Cov

—~~ N N N

)
)
¢ — BLUPy,(9)) > A = i_(L) =(%,).
)
)

¢ — BLUPy, () ) =A e rL) =r(X) +r[X V]
Ispat. (3.48)’den

A—Cov (qbi - BLUPMi((l’i))

=A-([F CXAIwWX, —)Z([F CXHIWrX, _]i),

(4.15)

yazilir. Ayrica R(F) S R(X{) ve R(C/) SR(V;) oldugundan, dolayisiyla
R(F XD cR([X; VX )dr ve R(V) S R[X;, V. X] oldugu agiktr.
Gerekli yerlerde (2.17) 6zelligini uygulayarak, Teorem 2.8.3 ve Teorem 2.8.4 inertia

Ozellikleri ile matris islemleri kullanarak

[

H

(4 - cov (¢ — BLUPy,(¢)) )

Ly (A —([F XWX = J)X([F XWX _]i),)

=i 2 2([F Ci)?#]Wﬁ)?i—Ji)’l_i -

I cxAwER - ) A :
ez - X 0 0 Wyt /(%3 0
e[ L ) O e )]
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—i4(Z)
0 —-W; Xz 0
C|-wy 0 0 [F CX'| . [0 Wi] .
=1 L LI el == — i, (2
o 0 B )
o I[F GX'1 —Jz A
-XxX -X; -VX+ 0 X2J
X} 0 0 F'
=it | =XV o 0 0 Xtc, |—r(W) — iy ()
zX] 0 oz -3
Jjzxi F CiX; 0 A-J3)]
—XzX -X, VX ONH ]I
| =X! 0 0 F'
=1 . ~ [ —r(w,
=% o 0 eto J )
JzXi  F CXi  A-J3J;
_Vi _)?l 0 Ci’ ]
R 5 C 0 F' | o 1
=1 l -r|X; VX
+ 0 0 XIJ'VIXIJ' 0 | [ i i
L ¢ F 0 A-— 2] |
[V; i X;
=iz |G JBi—A F|+i(XVX) X V] (4.16)
| X] F' 0

elde edilir. Yani

i, (A — Cov (qbl- — BLUPMi((,bi))) =i (L) + i, (X viXt) - (X V]

= l_(L) + T()?i),

%S

i (A — Cov (q,’)l- - BLUPMi(q_’)i))) =i (L) + i (R - [, V]

= i+(L) - T[)?i Vi];
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olup, (4.12) ve (4.13) esitlikleri saglanir. (2.1)’e gore, (4.12) ve (4.13) toplandiginda
(4.14) esitligi kolayca goriiliir. Son olarak (4.12)-(4.14) esitliklerine Teorem 2.8.1

uygulanirsa, (a)-(e) esitlik ve esitsizlikleri elde edilir.

Asagidaki sonug, ¢; vektoriiniin bazi 6zel durumlart alinarak Teorem 4.2.1°den

kolayca goriiliir.

Sonu¢ 4.2.2. Fa ve X;a, M; modeli altinda tahmin edilebilir olsun. Ayrica A; =
A] E RS ve A, = A, € R™W*™,

v, 0 X Vv o0 X
M=]0 —-A; FlveN=[0 -4, X

X F 0 X X o0
olmak tizere
i, (A1 — Cov (BLUEMi (Fa))) =i_ (M) —r(X,), (4.17)
i (Al — Cov (BLUEMi (Fa:))) =i, (M) —r[X;, V], (4.18)
r (Al — Cov (BLUEMi (Fa:))) =r(M) — (&) - 7% V. (4.19)
dir. Ayrica
i, (Az — Cov (BLUEMi ()?ia))) =i (V) — (X)), (4.20)

i (Az — Cov (BLUE,, ()?ia))) =i,(N)—r[%;, V] (4.21)
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r (Az — Cov (BLUEj, (X’ia))) =r(N) - (%) - r[& V], (4.22)
dir. Sonug olarak, asagidakiler elde edilir.

a. Cov(BLUEy, (Fa)) >4 o i, (M) =r[X V]+

b.  Cov(BLUE),(Fa)) <A, & i_(M) =7r(X;) +s.
A e i (M) =r(X).

d. Cov (BLUE) (Fa) A

)
c.  Cov BLUEMi(Fa))

)< Ao i0n =18 Wl

)=

Ay erM) =r(X)+r[X; Wl

f.  Cov(BLUE, (X a)) =4, & i, (N) =78 V]+n.

g. Cov (BLUEy,(Xia)) < A, & i_(N) =r(X;) + n;.
A, & i (N) =r(X).
i Cov (BLUEy,, (X a)) <A, ei,(N)=r[% V]

(
(
(
(
e.  Cov (BLUEMi (Fa)
(
(
(
(
(

)
h.  Cov(BLUE,(%i)) >
)<
¥ia)) = 4

j. Cov ,or(N) =r(X)+r[X; Vil

Teorem 4.2.1°de elde edilen sonu¢ ayrica M modeli icin de diisiiniilebilir.
(3.34)’deki ¢p;, M modeli altinda 6n tahmin edilebilir ve BLUP);(¢;), (3.51)’de
verildigi gibi olsun. Bu durumda A = A’ € R¥*S olmak {izere, (4.16) M modeli i¢in
asagidaki gibi ifade edilebilir.

i+(A— Cov(p; — BLUP: () )

14 D/ X

=iz|D; JIJ—-A F|+i(XVX)-r(z vl
' F' 0

(4.23)
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43. M ve M; Modelleri Altinda BLUP’ I Kovaryans Matrislerinin

Karsilastirilmasi

Teorem 4.3.1. (3.34)’deki ¢;, M; ve M altinda 6n tahmin edilebilir, BLU Py, (¢;) ve

BLUP)(¢;), sirasiyla (3.43) ve (3.51)’de verildigi gibi olsun.

vV o be 0 D;
[0 -V 0 X; —C{
P=1% 0 0 0 F' |
lo X 0 0 F’
D; —C; F F 0

olmak iizere,

i, ( Cov (s = BLUPs(9) = Cov (¢ = BLUPs(9))) = 14(P)

-r[X vl- T(Xi),

i ( Cov(¢; — BLUPc($)) — Cov (; - BLUPMl.(qbl-))) —i(P)

—r(X) —r[X; W],

r ( Cov(¢; — BLUPy(¢)) — Cov (¢p; — BLUPMi(cpi))) =r(P)

-l vI-r(&)-r(X) -7 v,
dir. Sonug olarak, asagidakiler elde edilir.

a.  Cov (q,’)l- - BLUPMl.(c,bi)) > Cov(p; — BLUP,(¢y))
i (P)=r(X)+r[X;, V]+s.
b.  Cov (q,’)l- - BLUPMl.(c,bi)) < Cov(¢; — BLUP,(¢y))

e i, (P)=r(X)+r[8 V]+s.

(4.24)

(4.25)

(4.26)
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c.  Cov(p;— BLUPy,(¢)) > Cou(dp; — BLUP(y))
ei,(P)=r(&) +rlg V]
d. Cov(e; — BLUPy,(¢1)) < Cou(p; — BLUPy ()
ei (P)=r(X)+r[X; Wl
e.  Cov (qbi - BLUPMi(ci)i)) = Cov(¢p; — BLUP): ()

(= T(P) = T[}? V] + T(Xi) + T'()?) + T‘[)?i Vl]

Ispat. (4.16) esitliginde A simetrik matrisi yerine Cov(¢p; — BLUPy;(;)) yazilirsa
ve (3.48) kullanilirsa,

it (Cov(d)i — BLUPy(¢)) — Cov (q-"i - BLUPMi(¢i)) )
= i, (Cov(¢p; — BLUPy((¢))

—([F XWX —1)Z([F CXHIIwWtX, _]i),)

~

'V, c X
=iz |C; JiZJi — Cov(¢; — BLUPy(¢)) F |+ is(XFViXH) —r[X; V]
| X] F' 0
i ¢ X 0
=iz| |G JiZ)] F|—|I|Cov(¢p; — BLUPy ()0 I 0] |—r[X; V]
X F 0 0
+iy (XHVXE)

elde edilir. Bu son esitlikteki ilk inertia ifadesi igin (4.23) dikkate alinirsa ve (4.23)
v, ¢ X

esitliginde A simetrik matrisi yerine |C;  J;ZJ; F | yazilirsa,

X F 0

l



iy (Cov(d)i — BLUPy(¢:)) — Cov (d’i - BLUPMi(¢i)) )

v [0 D! 0]
01 [0 Vi
= i41|D; Is] J:ZJ)DI0 Iy 0]—|C  JiZJ;
0 0 X F

L X’ [0 F' 0]

olarak yazilir. Boylece

i+ (Cov(; — BLUPs () — Cov (§; — BLUPsc, ()

Vi

(v o D} 0
= lilDl‘ _Ci 0 —F
0 -X! —F' 0
l)?’ 0 F' 0
—rlx vl+i(XviXE) - X v
[V o D} 0
| 0 -V —C bé
=it|D;, —C 0 F
0 X F’ 0
X 0 F' 0
+ip(XVEY) + i (XFvi&E) — X,
vV 0 X 0
[0 -V 0 X
0 X/ 0 0
D; —C; F F
+l$(XJ'VXJ') + li()?il_vl)?ll) - T[)?i

elde edilir. Boylece

X;
F

0

)f(\ .
0

F
0

0 J

+ iz (Xtvxt)

+ iz (Xtvxt)

oo T o -
—_—

X
0 |
Fl-rlx vl
]
0

42

(4.27)

i, (Cov (@i — BLUP, () = Cov (1 — BLUPy,(#))) = 1, (P) = 1I% V] -

r(X,),
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ve

i (Cov(qbi — BLUPy:(¢)) — Cov (¢i - BLUPMl.(qt)l-))) =i_(P)-r(X) -
r[)?i Vi]a
olup, (4.24) ve (4.25) esitlikleri saglanir. (2.1)’e gore (4.24) ve (4.25) toplandiginda

(4.26) esitligi kolayca goriliir. Son olarak (4.24)-(4.26) esitliklerine Teorem 2.8.1

uygulanirsa, (a)-(e) esitlik ve esitsizlikleri elde edilir.

Sonug 4.3.2, ¢; vektoriinlin baz1 6zel durumlar1 alinarak Teorem 4.3.1°den kolayca

goriiliir.

Sonug 4.3.2. Fa ve X;a, M ve M; modelleri altinda tahmin edilebilir olsun. Ayrica,

[v.. o x 0 0] A
lo -V, 0 X o] V.0 X

R=|g o0 0o o F|vs=|0 -V -X
lo £ 0 0 F'J £ % 0
0 0 F F 0

olmak tzere

iy (Cov(BLUEM(Fa)) — Cov (BLUEMi (Fa))) =i,(R)—r(X) -

(4.28)
r[g vl
i (Cov(BLUEM(Fa)) — Cov (BLUEMi (Fa))) =i_(R)—r(X) - (4.29)
T[XAL' Vi]9
r (Cov(BLUEM(Fa)) — Cov (BLUEMi (Fa))) =r(R) — r()?i) - T(X) (4.30)

—-r[X V]—T[Xi Vil
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i\ (Cov (BLUEs(Ri)) = Cov (BLUEy., ()?l-a))> =i, () -r[g vl (4.31)

i (Cov (BLUEM()?ia)) — Cov (BLUEMi (Yﬂ))) =i () -r(X)+

r(X) —rlX; v,

r (Cov (BLUEs (i) ) = Cov (BLUE,, ()?ia))) =7(S) +r(X;)

—T'(X) -r[x vl- T[Xi Vi,
dir. Sonug olarak, asagidakiler elde edilir.

a.  Cov (BLUEMi (Fa)) > Cov(BLUE (Fa))
ei_(R)=r(X)+r[X; Vil+s.
b.  Cov (BLUEMi (Fa)) < Cov(BLUE (Fa))

ei,(R)=r(X)+r[g vl+s.

c.  Cov (BLUEMi (Fa:)) > Cov(BLUEy(F)) & i, (R) = (%) + 7[R V]

(4.32)

(4.33)

d  Cov (BLUEMi (Fa)) < Cov(BLUEy (F)) & i_(R) = r(R) +r[&; V1.

e.  Cov(BLUE)(F@)) = Cov(BLUE (Fa))

eor(R) =r(&)+rlX; Vil+rX)+r[x vl

f. Cov(BLUE(Xia)) > Cov (BLUEs (X))

i () =rX)+rX; vi]-r(X)+n.

0. Cov(BLUE(Ria)) < Cov (BLUEs(Ria)) & 1,(S) =7[% v]+n,.
h.  Cov(BLUE,(R:)) > Cov (BLUE(R:@)) & i.(S) = (X VI.

i, Cov(BLUE,(%i@)) < Cov (BLUE (%))

(= l_(S) = T'()?) + T'[Xi Vl] - T()?i).
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i Cov(BLUE,(Xi@)) = Cov (BLUE) (%))
erS)=r[X V]- r()?i) + r()?) +7r[% vl

4.4. M, ve M, Alt Modelleri Altinda BLUP’mn Kovaryans Matrislerinin

Karsilastirilmasi

Teorem 4.4.1. i = 1,2 i¢in (3.34)’deki ¢;, M; modeli altinda 6n tahmin edilebilir ve
BLUPy,(¢:), (3.43)’de verildigi gibi olsun.

v, O X 0 C 1
| 0 -V 0 b —C} |
P=1% 0 0 0 F’ |
l 0o X 0 0 J

Ci —C F F i — ]zZ]z

olmak iizere,

i, ( Cov (8 = BLUPs, () = Cov (6 = BLUPs,(6))) = 14(P)

(4.34)
—r[X, vl-7(X,)
i ( Cov (s = BLUPyg, (91)) — Cov (¢, — BLUPy, (qbz))) = i_(P) (4.35)
—T(XJ - T[Xz V]
r ( Cov (¢1 — BLUPy, (¢1)) —Cov (¢2 — BLUPy, (¢2))> =7(P) (4.36)

—r[X Vil —r(Xy) —r(X) —rlX, V]

dir. Sonug olarak, asagidakiler elde edilir.

a. Cov(¢s — BLUPs, (7)) > Cov (1 — BLUPsg, (¢1) )

ei_(P)=r(X)+7r[X, V]+s
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b.  Cov(p, — BLUPsg, () < Cov (3 — BLUPs, ($1))
ei,(P)=r[% WV]+r(X)+s.

¢ Cov(ps — BLUP,(2)) > Cov (s — BLUP, (1))
ei,(P)=r[& Wl+r(X,).

d. Cov(p; — BLUPs, (7)) < Cov (s — BLUPyg, (1))
i (P)=r(X)+7[X, V]

e.  Cov(¢s— BLUPs,(¢2)) = Cov (s — BLUPy,($1))

erP)=r[& V]+7r(X)+r(X)+7[8, Wl

Ispat. i =2 icin (4.16)’de A simetrik matrisi yerine Cov (¢1 —BLUPM1(¢1))

yazilirsa ve (3.48) kullanilirsa,

ir. (Cov (¢ — BLUPsg, (1)) — Cov (¢ — BLUPy,($2)) )
= i, (Cov (1 — BLUPy,(¢))

—(IF CEFW R, —L)E(IF  CRHWS X, —J2))

V, C, X,

=iz |C, J23)s — Cov ¢y — BLUPy, (91))  F |+ i (X3V,%%)
X, F' 0

_r[)?z Vz]
£ C; )?2 0

=iz([C. 13y F|—|1|Cov (¢ — BLUP, (¢)[0 I 0]
X, F 0 0

+is(XaVoX5) — 7[R, V)

elde edilir. Bu son esitlikteki ilk inertia ifadesi i¢in (4.16) dikkate alinirsa ve i = 1
v, G X

icin (4.16) esitliginde A simetrik matrisi yerine |C, J,XZJ; F | yazilirsa,
X, F 0
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iy (Cov (¢1 — BLUP), (¢1)) — Cov (¢2 — BLUPyy, (¢2)) )

[V, [0 C;

Il
o

01 [0
61] H (hzjolo L 0]
ol lo

| X] [0 F'

-r[X; Wl+ ii(leVz)?zl) —r[X,

olarak yazilir. Boylece

0] X
v, C; Xz 0

—|C: 2, F F] + iz (X XY)
X, F 0 0

0] 0

V2l

i+ (Cov (@1 — BLUPsg, (¢1)) — Cov (¢, — BLUPs, (62)) )

v, 0 o

10 -V —C;
elC =C L3 1%
l 0 -x —F'

X1 0 F’

+ip(XiViXt) + i (X3, X5) — 7K,

[Vi O C;

0 -V, —C,
=ilC -G I
[ 0 g F'

Xi 0 F'

+ir (X1 X)) + i (X3 LX7) — (X,

v, o0 b 0
lo -1, 0 %,
=it|X; 0 0 0
l 0 X 0 0
¢, —C, F F

elde edilir. Boylece,

0
X,
—F

0

0

V2]

0
Ve

j<>

S ——

- 7”[)?1 V1]

co T o

j<>

|

| - T[X1 Vil
0
0

V]
Cy 1
—c} |
oo
F' J
]1211 — 223
V,] (4.37)

T
oo T o
Le—

+ iz (X{ v X1)

i+ (Cov (1 = BLUPy, (91)) = Cov(@, — BLUPx(62))) = i.(P) — 7%, 4] -

r(X,),
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ve

i (Cov (¢1 — BLUPy,, (¢1)) — Cov (¢2 — BLUPy,, (¢>2))> =i (P)—r(&,) -

r[XZ VZ]a

olup, (4.34) ve (4.35) esitlikleri saglanir. (2.1)’e gore (4.34) ve (4.35) toplandiginda,
(4.36) esitligi kolayca goriliir. Son olarak (4.34)-(4.36) esitliklerine Teorem 2.8.1

uygulanirsa, (a)-(e) esitlik ve esitsizlikleri elde edilir.

|
Asagidaki sonug, Teorem 4.4.1°den kolayca goriiliir.
Sonuc¢ 4.4.2. Fa, M; ve M, modelleri altinda tahmin edilebilir olsun. Ayrica,
[V 0 X; 0 07
lo -v, 0 %, o
R=I% 0 0 0 F|
l 0 X, 0 0 F’J
0 0O F F 0
olmak tizere
i, (Cov (BLUEs, (F@)) = Cov (BLUEy, (Fa))) =i,(R)—r(%,) - w35
r[)?l Vl]v
i (Cov (BLUEMl (Fa)) = Cov (BLUE),, (Fa))) =i (R)—r(&%,) - 439
r[XAZ VZ]a
r (Cov BLUE,; (Fa) ) — Cov (BLUE,;, (Fa) ) =r(R) -r(X,
( ' ) ( ’ ) (=) (4.40)

_7"()?1) —r[X, nl-rlX, V]



dir. Sonug olarak, asagidakiler elde edilir.

a.  Cov (BLUEMZ (Fa)) > Cov (BLUEMI (Fa))
i (R)=r(X)+r[X, V]+s.

b.  Cov (BLUEMZ (Fa)) < Cov (BLUEMI (Fa))
& i (R) =r(X,) +r[X, Vi]+s.

c.  Cov (BLUEMZ (Fa)) > Cov (BLUEMI (Fa))
ei,(R)=r(Xy) +r[X, V]

d  Cov (BLUEMZ (Fa)) < Cov (BLUEj, (Fa))
i (R)=7(X)+r[X, V]

e.  Cov (BLUEMZ (Fa)) = Cov (BLUEMl (Fa))

erR)=r(X;)+r[&, V]+r(X)+r[X Wl
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BOLUM 5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada,

M: y=Xa+Xy+e

genel lineer rasgele etki modeli ile onun alt modelleri olan
My, =Xja+ Xy +e

ve

My:y, = X,a + Xp7 + &5

modelleri ele alimmustir. Lineer rasgele etki modelleri sabit ve rasgele etkileri birlikte
iceren yapilariyla veri analizinde istatistiksel sonuglarin ¢ikarilmasinda kullanilan
modellerin 6nemli bir parcasidir. Alt modeller, M modelinden, 6zellikle bazi
gozlemlerin ¢ikarilmasi ile elde edilen modellerdir. M tam modeli ise, M; ve M, alt
modellerine yeni gozlemler eklenmesi ile elde edilen modeldir. Bu durumda bu ii¢
model, eklenen veya silinen gozlemlerin oldugu durumlarda eszamanli sonuglar
c¢ikarmak ig¢in kullanilabilir. Bu modellerde ele alinan temel konulardan biri
bilinmeyen parametreler vektorlerinin tahmin problemidir. Tahminler i¢in 6zellikle,
istatistiksel ve matematiksel acidan uygun olan BLUP’lar kullanili. BLUP’lar
bilinmeyen parametrelerin yansiz 6n tahmin edicileri arasinda Lowner siralamasina
gore en kiiciik kovaryans matrisine sahip olan tahmin ediciler olarak tanimlanir. Bu
tanimdan dolayr BLUP’larin kovaryans matrisleri genel olarak diger yansiz 6n
tahmin ediciler arasinda en uygun olan 6n tahmin ediciyi belirlemek amaciyla bir

karsilastirma oSlgiitii olarak kullanilir.
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M modeli ile M; ve M, alt modelleri istatistiksel sonuglar ¢ikarmak igin ayri ayri
veya birlikte ele alinabilirler. Ornegin, bilinmeyen parametreler vektorleri ile ilgili
tahminler bazen verilen genel modelin belli bir parcasi ile elde edilebilir. Bu
durumda, bazi gozlemlerin modelden c¢ikarilmasi ile elde edilen alt modeller
kullanilabilir. Alt modeller ve genel model yapi olarak benzemelerine ragmen
icerdikleri bazi farkliliklardan dolayr bu modeller altinda ortak bilinmeyen
parametrelerin 6n tahmin edicileri farkli ifade, 6zellik ve performanslara sahiptir. Bu
nedenle, ele alinan genel lineer rasgele etki modeli M ve bu modelin iki alt modeli
M; ve M, altinda sirasiyla ortak olan bilinmeyen sabit ve rasgele etkilerin lineer
kombinasyonlarina karsilik gelen

¢ =Fa+ Gy + He

ve

¢i=Fa+ Gy +Higg=Fa+ Gy +HTe, i =12

vektorlerinin BLUP’larinin  kovaryans matrislerinin karsilastirilmasi  yapilmuastir.
Matris cebirinden yararlanilarak, Ozellikle bazi rank ve inertia Ozellikleri

kullanilarak,

Cov(p — BLUPy(¢)) > A (<, =, <, =),
Cov (i — BLUPy,(9)) > A (<. ».5.=),
Cov(¢p — BLUPy:(¢)) > Cov (¢i — BLUP, (¢i)) (<, % <,2)

Cov (¢1 — BLUPy, (¢1)) > Cov (¢2 — BLUPy,, ((],’)2)) (<, % <,2)

esitlik ve esitsizlikleri icin gerek ve yeter sartlar elde edilmistir. Esitlikler ve
esitsizlikler elde edilirken kullanilan ifadeler ve denklemler birgok matris islemi

icermektedir. Ozellikle matrislerin ranklar1 ve inertialar1 kullanilarak karsilasilan
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karmagik matris ifadeleri daha basit formlara getirilmistir. Ayrica, elde edilen

sonuclarin bazi 6zel durumlar icin karsilik gelen sonuglar1 da verilmistir.

Bu calismada ele aliman konu lineer rasgele etki modelleri ve bu modellerin alt
modelleri i¢in genel durumlar1 ortaya koymaktadir. Ancak M matrisinin M; ve M,
disinda farkli doniistiiriilmiis modelleri icin de benzer karsilastirma yapilabilir.
Parcalanmis modeller i¢in de benzer kovaryans karsilagtirmasi yapilabilir. Ayrica
konu katli modeller altinda ele alinarak BLUP’lar ve diger tahmin ediciler iginde ele

aliabilir ve genel sonuclar elde edilebilir.
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